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Introduccion

La teoria algebraica de homotopia tiene como objetivo modelar objetos geométricos y
sus morfismos segun esta declaracién de J.H.C. Whitehead:

The ultimate aim of algebraic homotopy is to construct a purely algebraic
theory, which is equivalent to homotopy theory in the same sort of way that
‘analytic’ is equivalent to ‘pure’ projective geometry [...] Classify the homotopy
types of polyhedra, X,Y, ..., by algebraic data. Compute the set of homotopy
classes of maps, [X, Y], in terms of the classifying data for X, Y.

Entre las contribuciones de Whitehead se encuentra la nociéon de mddulo cruzado que
representa un modelo algebraico 2-dimensional de los 2-tipos homotépicos como prueba
junto con S.Mac Lane en [11]. Considerando la sucesién de homotopia de una pareja CW
conexa (K, K') (donde K es el 1-esqueleto de K), se tiene la sucesién exacta

0—— mo(K) —— mo(K, K1) —2 m (K1) m(K) 1

dado que K! es del tipo de homotopia de una cufia de circulos y entonces tiene cubierta
universal contraible y K! <+ K es una l-equivalencia. Es decir, @ determina los invariantes
1 y 2-dimensionales de K: mo(K) = nuc(9),m(K) = conuc(d). Como se vera después,
0 es un ejemplo de médulo cruzado. Mientras que no existe un teorema de tipo Seifert-
van Kampen para los grupos de homotopia superiores (es decir, un resultado que permita
calcular un invariante global de un espacio en términos de los invariantes locales asociados
a los elementos de una cubierta del espacio?), 9 sf satisface un teorema de ese estilo debido
a R.Brown y P.J.Higgins. La estructura de moédulo cruzado se puede pensar de muchas
maneras, una de ellas es la de grupoide interno en Gru. La utilidad del concepto de grupoide
en la topologia algebraica fue notada en primer lugar por Ronald Brown. En principio su
proposito fue dar una versién del teorema de Seifert y van Kampen suficientemente flexible
para calcular el grupo fundamental de S'. Una vez formulado ese teorema, la pregunta
natural era la posibilidad de generalizarlo a dimensién mayor. El esfuerzo por responder
a esa pregunta tuvo éxito y también permitié apreciar la utilidad de algunas estructuras

1120).
20 dicho de una manera més categérica: que el invariante (funtor) conserve ciertos colimites.

\Y%
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categéricas superiores® para modelar objetos geométricos, pues como veremos un médulo
cruzado codifica una suerte de grupoide doble y también la nocién de 2-grupo (estricto)*
o grupo bidimensional®.

Este trabajo contiene lo siguiente. En el capitulo 1 se define el concepto de grupoi-
de, se describen algunas construcciones de lo que podria llamarse ‘teoria combinatoria de
grupoides’ (en analogia con grupos) y se mencionan algunos ejemplos topolégicos. En par-
ticular se define el grupoide fundamental de X € Top, que consiste en tomar, no sélo las
clases de homotopia de lazos basados en un punto, sino las clases de homotopia de cami-
nos entre todos los puntos de X. El capitulo 2 pasa a describir algunos aspectos de los
médulos cruzados, en particular, su equivalencia con una categoria de objetos més ma-
nejables topolégicamente (mientras que los médulos cruzados son mas convenientes para
realizar cdlculos). El capitulo 3 describe los teoremas de tipo Seifert y van Kampen 1y
2-dimensionales mas generales que se conocen, relativos al cdlculo del grupoide fundamental
de una pareja (§1.2) y del mddulo cruzado fundamental de una pareja punteada (§2.1) en
términos de la informacién correspondiente a los elementos de una cubierta suficientemente
buena del espacio asi como algunas aplicaciones sencillas de esos teoremas.

°[2].

“[3].

5Los médulos cruzados permiten interpretar geométricamente una parte de la cohomologia de grupos:
si M es un G-mdédulo, las clases de equivalencia de extensiones dobles de un grupo G por M [15],

w

0 M N E G 1,

donde 1 es un médulo cruzado, estdn en correspondencia biunivoca con los elementos de H? (G;M). En
otras palabras, dado un G-médulo M, hay |H?(G; M)| maneras de construir una sucesién de grupos que
podrian cumplir 71 (X) = G, m2(X) = M, 7, (X) = 0,n > 2 de alguna pareja punteada (X, A). Ahora, dado
un médulo cruzado p, si hay una manera de construir un CW punteado X con esas caracteristicas (ver [13]
o [6]), aunque aqui sélo lo esboce para ciertos médulos cruzados. Esta teorfa se basa en la construccién de
espacios clasificantes para modulos cruzados, algo bastante delicado que se hace en las referencias anteriores.



Capitulo 1
Sobre grupoides y topologia

Aqui presentamos varias definiciones y algunas construcciones que se usaran posterior-
mente. La construccion explicita de coigualadores de morfismos de grupoides no es necesaria
para la prueba del teorema de SvK 1-dimensional, sin embargo lo es para las aplicaciones.
Enseguida se habla sobre grupoides dobles. Finalmente se habla de grupoides y espacios
con la accién continua de un grupo en ellos (G-espacios).

1.1. Preliminares
Definicion Una categoria C consta de lo siguiente:
1. Una clase Ob(C), cuyos elementos se llaman objetos de la categoria;

2. para toda pareja (a,b) de objetos, un conjunto C(a,b), cuyos elementos se llaman
morfismos o flechas de a a b. Dado f € C(a,b) se dice que a es el dominio de f y
b su codominio’. La clase de todos los morfismos de C la denotamos por Mor(C).
Una flecha de a a b se suele escribir como f :a — b.

3. Para toda terna a, b, c de objetos, una ley de composicién
C(a,b) x C(b,c) — C(a,c).

La composicién de (f,g) € C(a,b) x C(b, c) se denota usualmente go f 6 gf, a esta
convencion le llamaremos componer por la izquierda. A veces conviene escribirla al
revés, fg 6 f o g, a esta convencién le llamaremos componer por la derecha.

4. para todo objeto a, un morfismo 1, € C(a, a), llamado la identidad en a.

Y esos datos estan sujetos a los siguientes axiomas:

1O para no sugerir que los morfismos deben ser funciones, se llaman respectivamente origen y destino.



2 CAPITULO 1. SOBRE GRUPOIDES Y TOPOLOGIA
1. Asociatividad: para todos h € C(a,b),g € C(b,c) y f € C(c,d), se satisface que
(fg)h = f(gh).
2. Identidad: dados f € C(a,b) y g € C(c,a), se tiene fl, = f,1,9 = g.

Cuando Ob(C) es un conjunto (y por lo tanto también lo es Mor(C)), se dice que C
es pequena.
Un funtor F': C — D entre dos categorias, estd dado por:

1. una funcién Ob(C) — Ob(D) (que, abusando un poco de notacién denotaremos
también por F);

2. para todo par de objetos a,a’ en C, una funcién C(a,a’) — D(Fa, Fa') que también
se denota por F;

de manera que se satisfaga
1. para todo par de morfismos componibles: F(fg) = F(f)F(g);
2. para todo objeto a € Ob(C), F(1,) = 1p,.

F'es fiel si su restriccién a C(z, y) es inyectiva Vz,y € Ob(C); F es pleno si F| : C(x,y) —
D(Fx, Fy) es suprayectivo Vz,y € Ob(C).

Usaremos varias de las siguientes categorias a lo largo del texto.

1. Si S es un conjunto, se tiene una categoria S que se llama discreta cuyos objetos son
los elementos de Sy para todos a,b € S,

S(a,b) = g, sia# b
{1, sia=b.

2. Tenemos a Con la categoria de conjuntos con todas las funciones entre ellos.
3. La categoria Gru de grupos y homomorfismos de grupos.

4. La categoria Cat de categorias pequenas y de funtores.

5. La categoria Top de espacios topoldgicos y funciones continuas.

6. La categorfa Top® de ternas de espacios topélogicos. Los objetos son ternas (X, A, C)
con X un espacio topolégicoy C' C A C X; las flechas f: (X, A,C) — (Y, B, D) son
funciones continuas f : X — Y tales que f(A) C By f(C) C D. La categoria de
parejas punteadas Topi se puede ver como la subcategoria plena de Top® donde los
objetos son de la forma (X, A, {z}).
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7. La categoria Graf de graficas pequenas (o multidigréaficas). Donde por grifica se
entiende una cuarteta ordenada (V, A, dy, d1) donde A se llama conjunto de aristas, V'
conjunto de vértices, d; : A — Vi = 1,2 son funciones llamadas origen y destino. Los
morfismos de graficas son parejas de funciones que conservan dominios y codominios,
es decir, un morfismo (g, f) : (V. A,do,d1) — (V', A, df,d}) de gréficas consta de
funciones g : V. — V' y f: A — A’ tales que d.f = gd; para i =0, 1.

Nota Las primeras cuatro categorias de la lista son ejemplos de categorias cuyos objetos
son esencialmente conjuntos con alguna estructura adicional, en estos casos, escribiremos las
composiciones por la izquierda, en categorias abstractas o categorias cuyos objetos no son
conjuntos de manera natural como la de graficas u otras que veremos mas adelante como los
grupoides fundamentales de espacios topologicos, usualmente escribiremos la composicion
por la derecha.

Definicion Hay un funtor L : Graf — Cat que en objetos estd dado de la siguiente
manera. Si G = (V, A, dp,d;) es una grafica, se define la categoria L(G) cuyo conjunto de
objetos es V' y Vx,y € V las flechas de = a y son sucesiones finitas de aristas de G:

L(G)(z,y) = {(ai)i=g : do(ao) = z,d1(a;) = do(ait+1), di(an) = y},

y a cada L(G)(x,x) se anade la palabra vacia () para que sirva como identidad. La com-
posicién o estd dada concatenando sucesiones: V(a;);_, € L(G)(z,y), (b;)]Ly € L(G)(y, 2)

(ai)ig o (b)) = ()t

ap, si k <n;
Cl — .
bp_p_18ik>n—+1.

Si se tiene un morfismo de gréficas (g, f) : (V. A,do,d1) — (V', A, d}y, dy), L(g, f) es el fun-
tor que en todo objeto x de L(V, A, dy, dy) vale L(g, f)(z) = g(x), y V(ai)i—y € L(G)(z,y),
se tiene que L(g, f)(ai)i—y = (f(ai))iy. L(G) se llama la categoria libre en G. Si se requiere
construir el grupoide libre en G se toman como flechas ademas de las sucesiones anteriores,
las sucesiones que contengan los inversos formales de las aristas de GG, en un procedimiento
del todo andlogo a la construccién del grupo libre en un conjunto.

Definicion Dados dos funtores F,G : C — D, una transformaciéon natural n : FF — G
consta de una familia de morfismos {1, : F'z — Gx},copc) en D tales que para toda flecha
f:x — yen C el siguiente cuadrado conmuta

F
Fx&Fy
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Se dice que una transformacion natural 77 es un isomorfismo natural si cada componente
7, s un isomorfismo. Es decir, para cada x € Ob(C), existe una flecha 6, tal que 0,1, = 1p,
v nz0, = 1lge. Una pareja de funtores F, G da una equivalencia de categorias si existen
isomorfismos naturales FG = 1p y GF = 1¢.

Definicién Un objeto = en C es inicial si para todo objeto y, C(x, y) tiene sélo un elemento
(como se demuestra facilmente que es tinico salvo un tnico isomorfismo, entonces se puede
hablar de ‘el’ objeto inicial de C). Un objeto x en C es final si para todo otro objeto y,
C(y, z) tiene sélo un elemento. Dado un funtor F': J — C, un cono sobre F' es una familia
de flechas {fj : ¢ = Fj}jes, donde c es el vértice del cono, tal que para todo f € J(i,7) el

siguiente tridngulo conmuta

Fi e Fj

Podemos considerar a la categoria T, cuyos objetos son los conos arriba descritos y las
flechas los morfismos entre vértices tales que hacen conmutar todos los tridngulos correspon-
dientes. Un limite para F' es un objeto final en esa categoria, cuyo vértice se denota usual-
mente como lim F' 6 LimjFi. Andlogamente, uno considera los coconos {f; : F'i — c}icy
y la categoria de coconos correspondientes. Un colimite de F' es un objeto inicial en esa
categoria y se denota colim F' 6 colim; F'i.

Ejemplo Si D es una categoria discreta y F': D — C es un funtor, un limite de F' se llama
un producto, y su objeto correspondiente se denota [ [, Fi;. Andlogamente, un colimite
de I se llama un coproducto y se denota [[;.p Fi.

Definicion Una categoria C es completa si todo funtor ¥ : J — C con J categoria
pequena tiene un limite. Andlogamente, si todo F' como el anterior tiene un colimite, C se
llama cocompleta. Si todo funtor F': J — C con J una categoria finita (es decir, con una
cantidad finita de flechas) tiene un limite, entonces se dice que C tiene limites finitos.

Definicion Sea C la categoria con exactamente dos objetos *,[J y s6lo dos flechas no
identidades o y 8 de * a [J. Un coigualador de una pareja de flechas en una categoria D

a
w?y,

es el colimite del funtor F' : C' — D dado por F(x) =z, F(O) =y, Fa =ay Fp =b.
Como cualquier funtor F' de C a cualquier categoria D no es mas que un diagrama en D
de la forma

a
x?gy,



1.1. PRELIMINARES 5

se habla, abusando del lenguaje, de un coigualador de un diagrama, en vez del coigualador
del funtor asociado. Entonces el coigualador de las flechas a, b consta de dos flechas d, ¢ en
D que hacen conmutar el siguiente diagrama:

a
x?y .

NI

C

Como d = ac = be, tipicamente no se denota con otra letra. La propiedad de ser colimite
se expresa como sigue: si f : y — z cumple af = bf, entonces existe una tnica flecha
g:C — z tal que cg = f.

Definicién Sea I la categoria con exactamente tres objetos {-,[J, x} y sélo dos flechas que
no son identidades representadas en el siguiente diagrama

—— O — .

Un funtor F': I — D no es méas que un diagrama

ALBLC

en D; abusando del lenguaje, podemos hablar de un limite o un colimite de un diagrama
f g
A—— B+—C.

Un limite de
!

A—LsBL
es un objeto P y una pareja de morfismos p; : P — A py : P — C tales que, si existe un
objeto P’y morfismos p} : P’ — A p,, : P’ — C que hacen conmutar el cuadrado exterior
del diagrama siguiente:

P
P——A
p1
p2 f
C*9>B7

entonces existe un unico morfismo ¢ : P/ — P tal que los tridngulos del diagrama anterior
conmutan.
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El objeto P, denotado a menudo como C' xpg A, junto con los morfismos p; forma el
producto fibrado o pullback de

AL>B<LC’.

Al cuadrado que forma el pullback con el diagrama anterior se le llama cartesiano. Anélo-
gamente, se pueden considerar colimites de funtores ' : J — D con J la categoria con
sélo tres objetos y solo dos flechas que no son identidades representadas en el diagrama
siguiente:

O —— .

De nuevo, abusando del lenguaje, se puede hablar del colimite de un diagrama de la forma
g f
A«——B——C

en vez de hablar del colimite de un cierto funtor F' : J — D. Al colimite de un diagrama
como el anterior se le llama pushout o coproducto fibrado y al cuadrado que forma con el
diagrama interior se le llama cuadrado cocartesiano.

Ejemplo Hay productos y coproductos en Cat. Dadas categorias pequenas {C;}icr, uno
construye [] C; como la categoria cuyo conjunto de objetos es [[,.; Ob(C;) = { a: I :—
UinerOb(C;) = a(i) € Ob(C;)} (el producto usual en la categoria de conjuntos); y para
cada pareja de objetos x,y € [[,c; Ob(C;), se define (][] Ci)(x,y) = [L;c; Ci(xi, yi), donde
x; = x(1) € Cj. Se tienen evidente funtores proyecciones m; : [[C; — Cj; y es rutinario
verificar que satisfacen la propiedad universal. Se construye [[ C; como la categoria cuyo
conjunto de objetos es la unién ajena de Ob(C;), que denotamos U. Dado un par de
elementos de U, a = (a;,1),b = (b;, j), uno pone

[I¢ci(a,b) = {Q’ 875

o Cilas,by), sii=j.

Se tienen las obvias inclusiones C; — [[ C; y de nuevo se verifica facilmente que satis-
facen la propiedad universal.

Frecuentemente las categorias se usan como fundamentos, es decir, como contextos donde
hacer construcciones o pruebas; las categorias también se pueden usar como una estructura
algebraica mas, viéndolas como gréaficas con composicion.

Definicion Una categoria interna u objeto categoria en una categoria C con limites finitos
consta de lo siguiente. Dos objetos Cy y C} en Ob(C), dos flechas llamadas origen y destino
respectivamente s,t : C7 — Cj, una flecha llamada de identidades ¢ : Cy — C4 y otra flecha
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llamada composicién o : C x¢, C1 — C1 que cumplen si = t7 = 1 y hacen conmutar los
diagramas

1xo ix1 1x12
Cl X o Cl X o Cl 4)01 XCo Cl C() XCo Cl 4)01 XCo Cl %Cl XCo C()

o | S

Cl Xy 01%01 Cl

donde p, g son las proyecciones canénicas. Una categoria pequena C se puede ver como una
categoria interna en Con: tomamos Cy como su conjunto de objetos, se pone C7 como la
unién ajena H(z,y)ecg C(z,y), s,t: C1 — Cp las funciones que restringidas a cada C(z,y)
cumplen f — x y f +— y respectivamente; la composicién o : C; x¢, C1 — C es la funcién
que restringida a cada C(z,y) x C(y, z) es la composicién de C e i : Cy — C estd dada
por a — 1,. La informacién de una categoria interna se presenta usualmente como una
sexteta ordenada (Cp,C1,1,s,t,0) (aunque a veces por brevedad, omitiremos la flecha de
identidades). Con esta descripcién, es claro que se tiene un funtor O : Cat — Graf
que se olvida de las identidades y composiciones: en objetos se pone (Cp, C1,1,s,t,0) —
(Co, C1,s,t) y en flechas, como un funtor

F: (Co, Cl, i, s, t, O) — (Do, Dl, i/, Sl, t/, O/)
estd dado por una pareja de flechas fo: Cy — Dy y f1 : C1 — Ch, se define O(F) = (fo, f1).

Proposicién 1.1.1. Una categoria B es cocompleta si tiene coproductos (pequenios) y
cotguladores arbitrarios.

Demostracién Sea C una categoria pequena y d; con ¢ = 0,1 las funciones origen y
destino en C. Sea F' : C — B un funtor. Tomemos [[;cc F'dof ¥ [[.ec Fe- Hay u,v
erc Fdof — ] .cc F'c dados por el siguiente diagrama

Fdog L Fdlg
iFdOgJ ldelg
u
Hsec Fdof —+ eec Fe 7
a

Es decir, u es la inducida por {jrq, fFf}rec vy v por {jrdyf}ec- Si q es el coigualador
de u, v, entonces | = colimc F' junto con {qjrc}ccc. En efecto, dadas {h. : Fc — a}.cc
tales que Vf € C,hpq, fF'f = hpg,yf, si h es su funcién inducida en el coproducto, hu = hv.
Luego existe una tunica k tal que kq = h. [ |
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Definicién Sea C una categoria pequena. Una familia de relaciones de equivalencia ~
en C(z,y) Vz,y € Ob(C), tal que, si f,g € C(z,y) y f',¢ € C(y, z) satisfacen f ~,, g
y '~y ¢ entonces ff' ~, . gg', se llama una congruencia en C. Se define la categoria
cociente C/ ~ como la categoria cuyo conjunto de objetos es Ob(C) y Vx,y € Ob(C),
C/ ~ (z,y) = C(z,y)/ ~ay. La composicién e identidades de C/ ~ son las inducidas por
la composicién e identidades de C y es inmediato verificar que con esa estructura C/ ~ es
una categoria.

1.2. Definicion y construcciones basicas

Definicion Un grupoide es una categoria G, donde todo morfismo es un isomorfismo.
Luego Vx € G G(z,z) = G(z) € Gru. Dado un = € Ob(G), la componente conexa de x
consta de los objetos de GG que se pueden unir a x mediante algin morfismo. G es conezo,
si Ob(G) coincide con la componente conexa de algin objeto y es totalmente inconexo, si
para cada z, su componente conexa es {x}.

Veremos que la categoria de grupoides pequenos, Gpd es cocompleta. Para ello, usaremos
que basta verificar que contenga coproductos y coigualadores. Primero resulta conveniente
construir un caso especial de colimite. Nos basamos en [9].

Lema 1.2.1. Supongamos que se tiene el siguiente diagrama en Gpd:
G+—2I—-2+7],

donde I es el conjunto de objetos de G considerado como grupoide discreto y J es otro
grupoide discreto por lo que o no es mds que una funcion. El diagrama anterior tiene un
pushout en Gpd.

Demostracion Como Gpd es una subcategoria de Cat, se aplica el funtor que olvida
O : Cat — Graf a G, y a O(G) se le aplica la siguiente construccién. Consideremos A, el
conjunto de las aristas de O(G), con funciones origen y destino dg, 1 : A — I y la funcién
o : I — J. Definimos la grifica B, = (J, A,0d0,0dp). Por ejemplo, cuando ¢ cumple
o(a) =0(c) =x y o(b) = o(d) =y en la primera gréfica del diagrama de abajo, B, es la
segunda grafica del diagrama.

a b
—

c d

Después tomamos la categoria libre L(B,) en B, (ver §1.1). Ahora se define la siguiente
congruencia en L(B,):
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(fov""fn) ~ (fov"'7gi7fi+25'"afn)7
0~ (1z)

si gi= fit1fiy () € L(By)(x,x) es la sucesion vacia. A la categoria cociente L(By)/ ~
la denotamos como U, (G). Notemos que Uy (G) es autométicamente un grupoide. De esta
manera tenemos un funtor S : G — U,(G), dado por o en objetos y por f +— (f) en flechas,
que hace conmutar el diagrama

— 5 U,(G)

G
[ o
I J

g

Para verificar que se trata de un cuadrado cocartesiano, supongamos que hay un par
de funtores T': J — C,U : G — C tales que el siguiente diagrama conmuta

I
l-
G

[ea

|

Entonces, definimos F' : U,(G) — C como T en objetos; y como las flechas son clases
de equivalencia de sucesiones de flechas de G, basta definir F'(f) = U(f); y la unicidad es
clara. [ |

Ejemplo Como aplicacién de esta construccion, si tenemos un grupoide totalmente in-
conexo G = {Gi}ier y J = {#}, se tiene que U, (G)(x) = [[;c; Gi en Gru. Hemos visto
entonces que hay coproductos arbitrarios en Gru; pero también existen coigualadores ar-
bitrarios en Gru por el lema siguiente (Gru es obviamente una subcategoria de Gpd ),
luego la proposicién 1.1.1 nos dice que Gru es completa y nos da una manera general de
construir colimites arbitrarios.

Lema 1.2.2. Hay coigualadores en Gpd.

Demostracion Para construir el coigualador en Gpd de dos flechas ¢, : G — H,
consideramos en primer lugar sus restricciones a objetos y su coigualador o en la categoria
de conjuntos: Ob[G] == Ob[H] — c. Luego, se construye el cuadrado cocartesiano de H <=
OblH] — ¢
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H—55U,(H)

TH
Ob[H] —— ¢

Ahora observemos que el coigualador de ¢, 1, factoriza el coigualador de S¢, Sv. Y
para construir este dltimo, se define una congruencia en U,(H). Si f = ¢h,g = ¢h para
h € G(by1,by) se declaran equivalentes (f) ~ (g).

La categoria (grupoide) cociente obtenida C' = U,(H)/ ~, junto con el funtor proyec-
cién S H — Uy(H) — C resulta un coigualador para S¢, Sv. En efecto, sea T : U, (H) —
D tal que T = T1). Definimos U : C' — D de la siguiente manera. A nivel de objetos,
existe una tnica U, : Ob(C) — Ob(D) tal que T, = U,S,. Por otro lado, definimos en cada
Us(H)(a1,an): U(f) =T}f.

Y como T iguala a ¢, 1, se induce un funtor U : C' — D. [ |

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. Gpd es cocompleta.

Definicién Dos morfismos entre grupoides f, g : G — G’ son homotdpicos, y lo denotamos
f =~ g, si hay una transformacién natural 6 entre ellos. Como G’ es un grupoide, 0 es de
hecho un isomorfismo natural. Una homotopia 6 es relativa a un subgrupoide H C G,
si 0, = 1,Vh € H; esta situacién la denotamos por f ~ g rel A. Como es costumbre al
conjunto de clases de homotopia de funtores de G a G’ lo denotamos [G, G']. Una retraccién
es un morfismo r : G — A, donde A es un subgrupoide i : A < G, tal que ri = 14. A es
un retracto por deformacién de G, si ademas de lo anterior ir ~ 14 rel A.

Ejemplo Cuando G, G’ son grupos, los f, f' : G — G’ son homotépicos si difieren por una
conjugacién, es decir, 3a € G’ tal que Vg € G, f(g) = af'(g)a™" .

Proposicion 1.2.4. Todo grupoide G es equivalente a un grupoide totalmente inconexo
[1G(p) donde los p son representantes de las componentes conezxas de G.

Demostracién Escojamos un objeto de cada componente conexa de Gy sea {p}pcp la
familia formada por esos representantes. Entonces se escoge para cada x € G una flecha
6, : p — x (para p se escoge 1,). Luego se pone r : G — [[G(p) asi r(x) = p si z estd en la
componente de p, y en morfismos, r(a) es la flecha que hace conmutar el diagrama siguiente

|

Y.

r(z) —2

(y)

g
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De esta manera si i es la inclusiéon [[ G < G, se tiene que ri = 1,ir ~ 1. |
La familia principal de grupoides que se estudiara en este trabajo es la siguiente.

Definicion Sea X € Top. Se define el grupoide fundamental de X, 111X € Gpd, como el
grupoide cuyo conjunto de objetos es X y para cada x,y € X, su conjunto de morfismos
estd dado por I} X (z,y) = [1,0,1; X, z,y], el conjunto de clases de homotopia de caminos
de z a y relativas a sus extremos. La composicién de dos flechas [al, [b], a(1) = b(0) esta dada
por el producto usual de caminos.

a2, sit<1/2;
(ab)(®) = {b(2t —1), sit>1/2.

Es facil ver que se trata efectivamente de un grupoide, basta calcar la prueba andloga para
el grupo fundamental.

1. Asociatividad. Si a,b,c¢ : I — X son adecuadamente componibles: (ab)c ~ a(bc)
mediante la homotopia siguiente.

CL(%)) si0<s< %,
H(s,t) = { b(ds+1—2), si2ft <s< 3L
0(45#;3)7 si % é s é 1

2. Identidades. Para cada x € X, 1, = [¢;] (la clase del camino constante). Entonces,
dado [a] € II1 X (z,y), acy ~ c;a ~ a mediante las siguientes homotopias.

H(s,t) = z, si0<s< L
v a(M) Gt <g<
t+1 ) 5 =8>
K(s,t) = a(2%), si0<s< L
| v si gt <s<1

3. Inversos. Dado a : I — X,a(0) = z,a(1l) = y, se define a(t) = a(1 — t). Entonces
ad >~ Cp ¥y aa = cy.

a(2s(1—1)), si0<s=1/2;
a(2(1—s)(1—1t)), sil/2<s< 1.

K(s,t) = a2(1 =s)(1 =), si0=s=1/2
$,t) = a(2s(1 —1t)), sil/2<s <1
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Nota Como II; X (z) = m1 (X, z) escribiremos por la derecha la composicién de flechas en
L X.

Definicion Para muchas aplicaciones conviene usar grupoides con una cantidad razonable
de objetos en vez de tomar a todos los puntos del espacio. Para ello se usa la versiéon para
parejas de II;. Si Xy C X, II;(X, Xo) es la subcategoria plena de 1I; X cuyo conjunto de
objetos es Xj.

Definicion II; es un funtor de Top a Gpd. Sea f : X — Y una funcién continua. Se
define II; f : II1 X — II;Y como f en los objetos. En las flechas, dada [A] € II; X (x,y),
se define II; f[A] = [fA] € ILY(fz, fy). Por lo cual II; : Top — Gpd es un funtor
covariante.

Proposicion 1.2.5. 5i f ~g: X — Y en Top, entonces 111 f ~ Il g.

Demostraciéon Sean z y y puntos en X y H : X x I — Y una homotopia de f a g.
Probaremos que, poniendo Vz € X, [H|(;}»x; = H.] lo que nos da un morfismo de f(z) a
g(z), se tiene V[a| € II1 X (z,y) (fa)H, ~ Hy(ga) (es la condicién de naturalidad). Notemos
que H'(s,t) = H(a(s),t) nos da fa ~ gay H'(0,t) = H,(t), H'(1,t) = Hy(t). Tomemos la
identificacién p : I? — D? C C

p(“’a U) = (2U -1, (21} - 1) 1- (2u - 1)2)7
y el homeomorfismo f : D? — D! x D' dado por

[[(u,0)]]

u

(u,v), si|u| > |vl;

Jul
S, v) = § Ui ), i ful < o
(0,0), si (u,v) = (0,0).

f es continua porque su inversa claramente lo es y es biyeccién de un compacto en un
Hausdorft:

7)H(u,fu), si |u| > |v;
fM ) = § (), s ful < o,
(0,0), si (u,v) = (0,0).

Poniendo R : D? — D? la rotacién z — e /42 y T : D x D' — I? como T(u,v) =

(“TH, %) se define F'=T o fo Rop. Si Fy, F» son las componentes de F, o sea F(y) =
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(F1(y), F»(y)), se define F' : I? x {0} U (0I? x I) — Y como

H' o F(u,v), sit=0;
H'((1—-t)Fi(u,1) + 2tu, 1), siu<1/2yv=1,;
H'(1,(1 = t)Fy(u, 1) + 2t(1 —w)), siu>1/2yv=1;

F'(u,v,t) = < H'(0,(1 —t)Fy(u,0) + t(1 —2u)), siu<1/2yv=0;
H((1-t)Fi(u,0)+t(2u—1),0), siu>1/2yv=0;

(0
H'(1

SejiiSy

'(0,1), siu=0;
,0), siu=1.

Como la inclusién 0I? < I? es cofibracién, existe una extensién G : I? x I —Y de F ’. Se
define K : I? — Y como K (u,v) = G(u,v,1). K es una homotopia de (ga)H, a H,(fa)
rel 0I. |

1.3. Grupoides dobles

Mientras que un grupoide es en cierto modo un objeto 1-dimensional pues el grupoide
fundamental de un espacio topolégico captura solo el nimero de componentes conexas por
trayectorias y el grupo fundamental de cada una de ellas, existen otros objetos algebraicos
que sirven para representar mas adecuadamente objetos geométricos como superficies u
otros espacios de dimensién mayor. Se trata de categorias enriquecidas en cierto modo, que
ademds de flechas 1-dimensionales poseen morfismos 2-dimensionales (parecidos a alguna
especie de celda poligonal) que, en el caso de espacios topoldgicos, pueden representar
homotopias entre caminos, es decir morfismos entre morfismos.

Un ejemplo notable es justo el de la categoria de categorias pequenas. En este caso
ademds de objetos (categorias) y flechas (funtores) hay otra especie de morfismos, las
transformaciones naturales. Estas se pueden dibujar como un poligono de 2 lados asi:

f
° ﬂa °
g.
Las transformaciones naturales tienen dos maneras de componerse, que denotamos []
y o. Si tenemos transfomraciones natureles o : F' — G,7: G —- H con G, H : A —» B
funtores y a € Ob(A); se define (o o 7), = 0474. Si se tiene otra transformacién natural
n:F — G con F',G': B — C, se define (¢[dn), = (F'04)7Gq. Es rutinario comprobar
que las transformaciones asi definidas son naturales. Estas composiciones satisfacen lo que
se llama usualmente ley de intercambio:

(a0 B)0(y 0 d) = (ally) o (B0I05).
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En el diagrama siguiente esa ecuacién significa que uno puede componerlas caminando
hacia la derecha o hacia abajo sin ambigiiedad

f I
NN

Cuando se considera al funtor identidad 1¢ de una categoria en si misma, si llamamos M
al conjunto de transformaciones naturales de 1 en si mismo, observamos que M tiene
dos operaciones que le dan estructura de monoide y un neutro bilateral en comin. Y,
en general, cuando en un conjunto hay dos operaciones o y x que satisfacen la identidad
(aob)x(cod) = (axc)o(bxd) y comparten el mismo neutro, ambas operaciones coincinden y
son abelianas [1]. La demostracién se puede sugerir geométricamente con la figura siguiente
(que de hecho es el dibujo usual para ilustrar que los grupos de homotopia superiores son
abelianos)

a1 « 1|«
al|p 0| a
1| f B Bl
axf8 (1xB)o(axl) Boa (B*1)o(1xa) Bxa.

En este trabajo consideraremos familias de categorias en las que los morfismos 2-
dimensionales tienen forma de cuadrados.

Definicién Una categoria doble (pequenia) es una categoria interna, (Co,C1,1,dp,dq,0)
en Cat. Es decir, Cy y (1 son categorias, y d;, 4,0 son funtores que hacen conmutar los
diagramas mencionados en §1.1. Esta estructura se puede entender mejor dibujando sus
diversos elementos de la siguiente manera. A las flechas de C] las llamamos 2-morfismos o
cuadrados y las dibujamos como cuadrados. Consideremos la frontera de cada cuadrado C'
etiquetado por una flecha de C. A los segmentos horizontales los llamamos 1-morfismos y
los etiquetamos con el origen s(C') y destino ¢(C') de C en la categoria C, es decir, se trata
de elementos de Ob(C1); pongamos como origen al segmento de arriba. A los segmentos
verticales también los llamamos I-morfismos y los etiquetamos con las flechas de Cy dadas
por do(C) (a la izquierda) y d;i(C). El dibujo que queda es el siguiente
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£(C)

Finalmente los vértices del cuadrado se llaman objetos se etiquetan con los origenes y
destinos de d;(C'), elementos de Ob(Cy). Dados dos cuadrados A, B tales que la cara vertical
derecha de A coincida con la cara vertical izquierda de B, esta definida o(A, B) que nos
da otro cuadrado. A esta operacién la llamamos composicién horizontal +5. Si en cambio,
t(A) = s(B), entonces A y B son componibles en C] y a esta operacién la llamamos
composicién vertical +1. Como o es un funtor, se satisface la ley de intercambio:

(a+1b)+2 (c+1d) =o0(a+1 b,c+1d) =o(a,c) +1 0(b,d) = (a+2¢) +1 (b+2 d).

Los morfismos de categorias dobles son los funtores internos a Cat, es decir, funtores
tales que tanto su morfismo en objetos como su morfismo en flechas son funtores a su vez.

En este trabajo solo usaremos variantes del concepto anterior donde también los 2-
morfismos son representables como cuadrados pero los 1-morfismos son todos flechas de una
misma categoria. Estas estructuras se conocen como categorias dobles simétricas respecto
a las aristas® pero como no habra riesgo de confusién con las anteriores las llamaremos
simplemente categorias dobles. Una categoria doble simétrica respecto a las aristas consta
de los siguientes elementos:

1. tres conjuntos Do, D1 y Dy, cuyos elementos se llaman respectivamente 2-morfismos,
1-morfismos y objetos;

2. cuatro funciones llamadas fronteras para i = 1,2

8;“:D2—>D1,
81_ :D2—>D1;

3. dos operaciones +; y +2 llamadas composicion vertical y composicién horizontal
respectivamente tales que cada (D1, Do, 8?:, +;) es una categoria lo que presupone
que +; : Dy xp, Dy — Dy tiene como dominio al producto fibrado de 81* y 0; ; luego
dada f € D1, hay 1% € Dy su identidad respecto a +1 y 17 € Dy la identidad de f
respecto a +9;

*Este tipo de categorfa fue introducido en [8].
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4. una categoria (Dg, Dy,7,0,0%,0).

Esos datos cumplen lo siguiente: +1 y +o satisfacen la ley de intercambio y se satisfacen
las identidades siguientes para todos a,b,c,d € Dy y f € Dy:

O (a +2b) = 0 (a) 0 05 (1),
9y (c+1d) = 05 (c) 0 95 (d),

0707 =905,
otor =005,
otoy =0 05,
oot = oty

+
(1) = 1o,
+
95 (17) = Lo-(p)-
La informacién que determina una categoria doble se presentarda mas adelante como

una 12-ada ordenada D = (Ds, Dy, Dy, ot 0%+, 0)i=12-
Los morfismos entre dos categorias dobles simétricas respecto a las aristas

D= (D27D17D078ii7ai3+i70)i=l,27
E = (EQ,ElaE()?ailiaalia +i,o)i=1,27

son ternas de funciones ( fa, f1, fo)

fa: Dy — Eo,
fi: Dy — Ey,
fo: Do — Ep,

que conservan toda la estructura relevante, Va,b,c,d € Do, x,y € Dy:

Ja(a +1b) = fa(a) +1 fa(b),
fa(c+2d) = fa(c) +2 fa(d),
filzoy) = fi(z) o fi(y);

en breve, (f1, f2) es funtor respecto a +2 y +1 v (fo, f1) es funtor respecto a o. Un grupoide
doble simélrico en aristas es una categoria doble simétrica en aristas que es un grupoide
respecto a todas sus composiciones. Denotamos la categoria de grupoides dobles simétricos
en aristas como GpdDS.

Ejemplo Un haz vectorial diferenciable ¢ = (E,p : E — M, M) se puede ver como un
grupoide totalmente inconexo cuyas flechas son los elementos de F, sus objetos son los
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puntos de M y sus funciones origen y destino son ambas p; la composicion es la suma de
vectores en las fibras (como de hecho es un grupoide interno en la categoria de variedades
diferenciables, se dice que es un grupoide de Lie). Consideremos el siguiente diagrama

TE -, |

| r

TM —— M.
™M

Mediante una conexion afin en £ se puede dar un isomorfismo de haces vectoriales sobre
E: TE =2 p*E @ p*T'M donde p* representa tomar el haz pullback con la funcién p y
@ es la suma de Whitney. En otras palabras, teniendo una manera de elegir subespacios
“horizontales” de T'E, se puede encontrar sin usar coordenadas locales un complemento
al subhaz “vertical” de TFE nuc(Tp) = p*E. Los elementos de p*E @ p*T'M se pueden
representar como (e,ej) @ (e,v) con e,e; € Ey y v € T, M. Hemos visto que (TE, E) es
un grupoide respecto a la suma usual, pero podemos ver también a T'E como conjunto
de flechas de otro grupoide, cuyo conjunto (variedad) de objetos es T'M. Definimos como
funciones origen y destino a Tp o, usando la descripcion de T E como p*E @ p*T' M, esas
funciones estdn dadas por (e, e1) ® (e,v) — (p(e),v) € TM. Se define entonces la siguiente
composicion

(e,e1) @ (e,v) +1 (¢/,e2) ® (/,v) = (e + €/, e1 +e2) @ (e + €, v).
Se puede ver que +; y la composicién (suma) usual
(e,e1) @ (e,v) +2 (e,e3) ® (e,v') = (e,e1 +e3) ® (e,v + ')

satisfacen la ley de intercambio y vuelven a (T'E,TM, E,+;,Tp, ) un grupoide doble. Si
se toma £ = T'M se tiene un grupoide simétrico respecto a las aristas.

Definicion Dada C' € Cat, la categoria doble LIC' tiene como conjunto de 2-morfismos al
conjunto de los diagramas en C' no necesariamente conmutativos de la forma
w—

|t

Denotaremos matricialmente a esos diagramas: al ejemplo anterior lo ponemos como

a

o

—_—
d

a

d
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Sin embargo, en §3.2 también indicaremos a un diagrama como el anterior como la matriz
wox
y 2]

J- o [12e] o

Las fronteras son las siguientes:
a
of [b
d
a a
05 |:b c] =b.0F |:b c} = c.
2 d » Y2 d
Las reglas de composicion son las siguientes, donde por consistencia en la notacién com-
ponemos por la derecha los 1-morfismos.

a U au
b c|l +2 |c w| = |b w
d x dr |
a d a i
b cl +1 |y w| = |by cw
d x d ]

Es fécil verificar que vale la ley de intercambio
(a+1b) +2 (c+1d) = (a+2c)+1 (b+24d).

Luego, la composicion de 2-morfismos se puede escribir sin ambigiiedad como la yuxtapo-
sicién de cuadrados. Si a, b, ¢, d son 2-morfismos adecuadamente componibles, (a +1 b) +2
(c +1 d) se puede denotar como
a ¢
(b 2)

. . . . 1 .
También conviene abreviar los 2-morfismos del tipo [1 a| como ", y los del tipo [1 Z 1
a
a
como I (se trata de las identidades verticales); y andlogamente: L= [1 ) a=? }, 1= [a » 1},
a

a= [a (11 1] y las identidades horizontales (=) = [a 1 a} . Una identidad til satisfecha por

estos elementos es:

La subcategoria de [JC, correspondiente a los 2-morfismos dados por diagramas conmuta-
tivos, la denotamos CIC.
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Ejemplo Cuando se tiene una homotopia entre trayectorias H : I? — X rel 01 y {U;}jer
es una cubierta abierta de X, se puede subdividir I? en una reticula tal que H(Cj;) C Uj
para algin j € J porque I? es un espacio métrico compacto (es decir, se toma un niimero
de Lebesgue § > 0 de la cubierta de I? {H1(U;)} e v se toma una reticula de cuadrados
de lado 1/n con 1/n < §, y n € N).

La frontera de cada subcuadrado, como el remarcado en la figura, nos da un elemento
de OII;(Uj), pues H(ab) v H(cd) rel OI; e inductivamente se puede probar que, defi-
niendo funtores f; en cada II;(U;) a un grupoide G que coincidan en las intersecciones
I, (U; N'Uj), se induce un unico f : II1(X) — G tal que sus restricciones coincidan con los
fj- El argumento consiste justo en ver que, poner f[y] = Hj fjlv;] para una subdivision
apropiada de I, (i) no depende de la subdivisién, ni (ii) del representante de [v]. Ver que el
cuadrado grande es producto de elementos de OII; (U;) permite probar (ii). Esta manera
de usar grupoides dobles (y después triples) es esencial en la prueba de los teoremas 1y
2-dimensionales de Seifert-van Kampen, como se ve en el Capitulo 3.

De manera intuitiva, las categorias dobles son el dlgebra de los cuadrados.

1.4. Grupoides y simetria

Esta seccion no es relevante para el resto de este trabajo pero puede resultar interesante
ver este uso de los grupoides.

El concepto de grupo estd asociado a la idea de simetria, todo grupo es de hecho un
subgrupo del grupo de biyecciones de algin conjunto (Teorema de Cayley). El primer gran
uso de los grupo fue justo el que hizo E. Galois para estudiar la solubilidad por radicales
de ecuaciones polinomiales, se puede decir que una de las ideas subyacentes a la famosa
correspondencia de Galois entre subgrupos del grupo de automorfismos de una extension
de campos [K, L] y subcampos de K que contienen a L es la siguiente: hay una corres-
pondencia biunivoca entre clases de conjugaciéon de subgrupos de un grupo G y clases de
isomorfismo de G-conjuntos transitivos. Esta correspondencia estd dada en una direccion
por tomar, dado un conjunto X donde G actia transitivamente, un x € X y considerar
el estabilizador de x (o subgrupo de isotropia) H, < G. En el otro sentido, dado H < G



20 CAPITULO 1. SOBRE GRUPOIDES Y TOPOLOGIA

se toma el conjunto de clases laterales (izquierdas) de H, G/H. En el caso de que G sea
finito, esta correspondencia es util para problemas de conteo; si uno estd mas interesado en
la geometria, los grupos por considerar son grupos de Lie (o topoldgicos) y los conjuntos
donde interesa estudiar sus acciones son variedades diferenciables (o espacios topoldgicos
arbitrarios). Este enfoque se puede ver como una generalizacién del “Programa de Er-
langen” de F. Klein. Ahora, considerar s6lo acciones transitivas es demasiado restrictivo,
cuando no hay transitividad, el uso de grupoides es conveniente.

Definiciéon Sea X un G-conjunto y a : G x X — X su accion. El grupoide de accion o
cociente débil de G es el grupoide X//G cuyo conjunto de objetos es X y su conjunto de
flechas es G x X, la funcién fuente es la proyeccién en X, la funcién destino es a, la funcion
de identidades es la dada por x € X — (e, x) y la composicién es (g,x) o (h, gz) = (hg,x).

En otras palabras, en vez de identificar a puntos en la misma érbita, se consideran
isomorfos. De esta manera, X//G es un grupoide basado en X donde las flechas son trasla-
ciones mediante la accién y es claro entonces que objetos en la misma orbita son isomorfos.
Luego las componentes conexas de X//G son las érbitas de la accién y por lo tanto X//G
es equivalente al grupoide totalmente inconexo [[, . H, donde O es un conjunto de repre-
sentantes de cada oOrbita y los grupos H, son los estabilizadores correspondientes. Desde
luego, esta descripcién puramente algebraica es muy gruesa en general. Cuando X es un
G-espacio, X//G es naturalmente un grupoide interno en Top y esa estructura extra (que
llamaremos de grupoide topoldgico) lo vuelve no trivial. Usar grupoides de accién puede
ser ttil cuando los cocientes bajo la acciéon de un grupo no pertenecen a la categoria de
origen, por ejemplo en el estudio de orbifolds.

Ejemplo Los grupoides de acciéon permiten describir simetrias locales. Si tenemos la te-
selacién de R? dada por cuadrados de lado 1 digamos, y consideramos B = [0,4] x [0, 4],
el lenguaje de grupos usual, nos permitiria hablar sélo de los elementos del grupo G de
simetrias de la teselacion (generado por traslaciones enteras, reflexiones en las lineas hori-
zontales por puntos en (1/2)Z x (1/2)Z y reflexiones en las diagonales de los cuadrados de
la teselacién) que mandan a B en si mismo. Sin embargo una regularidad mayor en B es
visible. En cambio, con el lenguaje de grupoides, uno puede construir el grupoide de accién
total R?//G y luego considerar el subgrupoide (pleno) cuyos objetos son los puntos de B,
cf. [16]. Tenemos un morfismo (funtor) fiel X//G — G dado por la proyeccién (g, z) — g,
se puede demostrar que si un grupoide admite un funtor fiel a algin grupo G, entonces es
equivalente al grupoide de accién de algiin G-conjunto X.



Capitulo 2

Grupoides dobles y mdédulos
cruzados

En este capitulo se introducen las nociones necesarias para formular y probar el teorema
bidimensional de Seifert y van Kampen. Este teorema se relaciona con los grupos de homo-
topia relativos no abelianos de una pareja punteada. J.H.C. Whitehead intenté entender
cémo es mo(AUe?, A, x) en términos de A y la funcién caracteristica de la 2-celda. Estudian-
do ese fenémeno, Whitehead introdujo la nocién de médulo cruzado'. Sucesivamente, R.
Brown y P.J. Higgins, en la bisqueda de un Teorema de SvK bidimensional e influenciados
por el caracter relativo de los resultados de Whitehead, notaron la conveniencia de definir
un grupoide doble fundamental en términos relativos, es decir, de n-adas de espacios [5]. En
primer lugar, se define el médulo cruzado fundamental de una pareja punteada en Top?2;
y mas en general, se habla de la categoria de médulos cruzados sobre grupoides ModX.
En seguida se construye el grupoide doble fundamental de una terna y se prueba que la
categoria de grupoides dobles con estructura delgada, GpdD, es equivalente a ModX.
Seguimos principalmente la exposicién de [6].

2.1. Mobébdulos cruzados y grupos de homotopia
En la sucesién exacta de homotopia de una pareja punteada (X, A, ap) [1] se tiene una

accién de 71 (A, ap) en los grupos 7 (X, ap), 7, (X, 4, ag) de forma que sus morfismos sean
equivariantes respecto a ella.

Definiciéon Definimos los grupos de homotopia relativos como las clases de homotopia de
ternas 7 (X, A, ag) = [IF, IF"1 x {1}, J*=1. X, A, ag] donde J*~! = 9I% — I*=1 x {1} y para

H17, 18, 19

21
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k> 1,si[o],[7] € mp(X, A, ag), se define [o] + [7] = [v] con v dada por:

281,89, ..., 8 sist <1/2:
U(31732,...,8k>:{0< 15525 00y k)7 1 = / ;

T(281 — 1, 82,...,8;), sisp€[1/2,1].
Llamaremos v = o + 7. En particular nos interesa el morfismo frontera
(X, A, ap) BN m1(A4, ag),
dado por 9[o] = [0|713]- Se tiene una accién derecha
a (X, A ag) X (A, a0) — (X, A, ap)

que se puede definir de la siguiente manera. Sean [a] € 71 (A4, ag) y [s] € T (X, A, ap). Como
la inclusion OIF~1 < T¥~1 es una cofibracién, si se definen las funciones f : I*~!x {0} — A
con f(x,0) = s(x,1) y h:0I* ' x I — A con h(x,t) = a(t), entonces existe una funcién
continua H : I¥~1 x I — A que extiende a f y a h. Ahora, la inclusién 0I¥ < I* también
es cofibracién por lo que considerando s : I¥ x {0} — X y F: 0I* x [ — X dada por

a(t), size Jh L
F(x7 t) = . _ k*l.
H(y,t), siz=(y,1)conyel"

existe G : I*¥ x I — X que extiende a s y a F. Es claro que s-a : I¥ — X con
(s-a)(x) = G(x,1), satisface [s - a] € m(X, A, z). Se define a([s], [a]) = [s - a]. Usaremos la
notacién a(ls], [a]) = [s] - [a].
Lema 2.1.1. La funcion a : m(X, A, ap) X m1(A,ag) — mx(X, A, ag) estd bien definida
y determina una accion derecha, es decir, V]al, [b] € m1(A, ao) y [0] € (X, A, ag) se tiene

que
[o] - ([al[b]) = ([o] - [a]) - [B]),

[o] - [constante ag] = [o].

Demostracién Usaremos la notacién de la definicién anterior. Primero veamos que «([s], [a])
no depende de la extensién G usada para definirla. Si H' es otra extension de f y h, entonces
definimos

E:(I* ' xaIxDu@IF ' x IxuI* 1 x I x {0} - A

H(x,t), siu=0;
H'(z,t), siu=1;
a(t), sixz € (I,
f(z,0), sit=0.

E(z,u,t) =
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E tiene una extensién T : I*~1 x I x I — Ay observemos que Vo € 9(I*¥~1), T'(z,s,1) =
ap. Ahora, si G’ es una extensién de s y H', definimos R : I* x I xI — X como una extension
de

R:OIFxI)x TUI" x I x{0} - X

,

s(y, 1), sit=0;

T(x,u,t), siy=(x,1)conze ¥
R (y,u,t) = { a(t), siy e JEL

G(y,t), si u = 0;

G'(y,t), siu=1.

Se tiene que S : I* x I — X con S(y,u) = R(y,u,1) es una homotopia de ternas
S:(IFx LI x {1} x I, x I) = (X, A, ag)

con S(y,0) = G(y,1) y S(y, 1) = G'(y, 1).
Fijemos una retraccién r : I¥=1 x I — I*=1 x {0} U@I*~! x I. Ahora, si se tiene una
homotopia de ternas

L:(I*x LT x {1} x I,LJ"' < I) = (X, A, ag)
de s a s, consideremos para cada u € I las siguientes familias de funciones:
Qu:IFtx{oyuarttx1— A4,
F,:0I" x I — A,
dadas por Vo € I*71, Q,(z,0) = L((x,1),u) y Vz € dI* 1, Qu(2,t) = a(t); por otro lado

Quor(y,v), siz=(y1)conyel
G(U), six e Jk_l.

Fu(z,v) = {

Notemos que Fy y Fy junto con s y s’ respectivamente se extienden a funciones G%, G :
I* x I — X. Ahora, ponemos j' : I* x I x {0} UO(I* x I) x I — X dada por

Fu(z,v), siv>0yaxzedlk;
j/(l’,u,v) e Go(x’v)’ SI’U,:O’
Gz, v), siu=1;

L(z,u), siv=0.

§' seextiendea j : I*xIxI — X. Tenemos que P : [¥xI — X dada por P(zx,u) = j(z,u,1)
es una homotopia de ternas de s-a a s - a.
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Finalmente hay que ver que [s-a] solamente depende de [a] € 71 (A4, ap). Sea K : [ xI —
A una homotopia de a a a’ rel 9I. Consideramos las siguientes funciones Vo € I:

S, Il x{oyuarttx1— A,
T,:0I" x I — A,
dadas por Vo € I¥71 S, (2,0) = s(x,1) y ¥z € 0I¥71, S, (z,u) = K (u,v); por otro lado

Svor(y,u), sia=(y1)conye
K(u,v), sixc JhL

Ty(z,u) = {

Notemos que Ty y T} junto con s se extienden a funciones H°, H' : I¥ x I — X. Ahora,
ponemos B’ : I* x {0} x TU (OI* x I x I) U (I* x I x 9I) — X dada por

To(x,u), siu>0yaxedlr;
HO(z,u), siv=0;
H'(x,u), siv=1;

s(z,v), siu=0.

B'(x,u,v) =

B’ se extiende a B : I* x I x I — X. Tenemos que P’ : I* x I — X dada por P'(z,v) =
B(z,1,v) es una homotopia de ternas de s-a a s-d’.

Ahora, sean [a], [b] € (A4, ag) y recordemos que [s] € m(X, 4, ag). Como la inclusién
OI*=1 < I*=1 es una cofibracién, si se definen las funciones f : I*~! x {0} — A con
f(x,0) = s(x,1) y h: 0I¥' x I — A con h(x,t) = (ab)(t), entonces existe una funcién
continua H : I*71 x I — A que extiende a f y a h. Ahora, la inclusién 0I¥ < I* también
es cofibracién por lo que considerando s : I¥ x {0} — X y F: 9I¥ x I — X dada por

F(a.t) (ab)(t), sixze JF L
x,t) =
H(y,t), six=(y,1)conye k1L

existe G : I¥ x I — X que extiende a s y a F. Notemos que [Gyo] = [s] - [a] con
Gyo(z) = G(x,1/2) pues restringida a I*~! x {1} estd dada por una extensién de f y
hlar—1x(0,1/2) ¥ en todo I* estd dada por G| : I¥ x [0,1/2] — X que es extensién de
G(2,0) = s(z) ¥ Flarrxjo/2- Andlogamente, d : I* — X con d(r) = G(x,1) representa
([s] - [a]) - [b], por lo tanto

[o] - (la][b]) = ([o] - [a]) - b))
Finalmente aplicando los pasos anteriores para construir [o] - [constante ag] se obtiene que
G : I* x I — X es de hecho una homotopia de ternas (I* x I, I*t x {1} x I, J*" 1 x I) —
(X, A, ap), por lo que
[o] - [constante ag] = [o].
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Nota Con el argumento del lema anterior se puede definir una funcién

all 7Tk(X, A, ag) X HI(A)(ag,al) — 7Tk<X,A, al).

ag

Ademds, la prueba de 2.1.1 implica que si [s] € 7 (X, A, ap), [a] € II1(A)(ap,a1) y [b] €
I1;(A) (a1, az), entonces

ags ([o] [a][b]) = agi (g, (o] [a]), [b]).

Denotaremos también ag! ([o], [a]) = [o]-[a]. Por lo dicho anteriormente 3 : 74 (X, 4, a9) —
(X, A, a1), dada por [o] — [o] - [a], es una biyeccién y por la propiedad 1 de la siguiente
proposicion, es un isomorfismo. Se tienen acciones

(07 Wk(X,ao) X 71’1(A,CLO) — ﬂ'k(X,a()),

« Wk(A,a0> X 7T1(A, ao) — Wk(A,ao).
Estas acciones estdn dadas de la siguiente manera. Si [s] € 7, (X, a0) v [a] € m1(4, ap), la

funcién F : I* x {0} U (OIF x I) — X

Fla.t) = {s(:n), sit=0;

a(t), sixe Ik

tiene una extensién G : I¥ x I — X. Se define [s] - [a] = [G1] con G1(x) = G(z,1). Para
(A, ag) el procedimiento es el mismo.

Proposicién 2.1.2. La accion o : mp(X, A ag) x m1(A4,a0) — m(X, A, ap) tiene las
stguientes propiedades.

1. Vo], [7] € (X, A a0), k> 1 y [a] € m1(A4, ap), se tiene que

2. La accion o : m1(A, ag) x m1(A, ag) — m1(A, a) satisface [b] - [a] = [a] 7 [b][a].

3. Vo], [r] € m2(X, A, ap) y [a] € m1(A4,ap) se tiene que

A([o] - [a]) = [a] ' O([0])]al;

Demostracién Veamos la propiedad 1. Sean [o], [7] € 7 (X, 4, ap), k > 1y [a] € m1(A4, ap).
Recordemos que 0 -a y 7 - a estan dadas como en la definicién anterior, es decir mediante
Gy :IF x T — X que extiende ao ya Fy :0I* x I — X y G, : I¥ x I — X que extiende
aTyal;: AI* x I — X. Donde F, estd dada por
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a(t), si v e JhL
Fy(w,t) = o ol
HO’(yvt)7 51T = (y7 1) ConyEI ’

H : I*"1xI — Aextensiéonde f : IF"1x{0} — Acon f(x,0) = o(x,1)y h: 0IF1xI —
A con h(x,t) = a(t). Andlogamente estd definida F.. Se tiene pues (0 - a)(x) = G,(z,1) y
(1-a)(z) = Gr(x,1). Se define K : I* x I — X como sigue

Gy (251,82, oy Sy 1), sios1 < 1/2;

K(s1,59,..., 8, t) =
(51,52 ) {GT(231 —1,89,...,8K,t), sis;€l[l/2,1].

Es claro que K(x,0) = (0 +7)(2), K|s-1q1}x7 €s una extension de o k-1, 1y + 7|1, 41y
y K': 0I* 1 x {1} x I — A con K'(y,t) = a(t); ademas K| : JF&=! x I — A se calcula
como K (z,t) = a(t). Por lo tanto, ([o] +[7]) - [a] estd representada por K|k, 11} v K|k (1
por construccién también representa a [o] - [a] + [7] - [a].

Pasemos a la propiedad 2. Sean [b],[a] € m1(A4,ag). [b] - [a] se puede calcular de la
siguiente manera. Tomamos F' : I x {0} U (0 x [) = Ay r:IxI —1x{0}U (9l x1I)

una retraccion dadas por
a(t), sizedl;
F(z,t) = { ®)

b(x), sit=0;

(0,2 — y_2), si 4z < y;

2r—1
r(z,y) =4 (1/2 - 258,0), siy<dwyy<—dot4
1,2+ £2),  si-de+4<y.

Luego For es una extensién de F por lo que cumple [For|r, (13] = [b]-[a]. Pero [For|r, (1] =
[a]~1[b][a] ya que P: I? — A

FO,0(2=1) + (1 —v)(—4u+1)), siu<1/4;
P(u,v) =< F(2u—1/2,0), sil/d<u<3/4;

F(l,v(%Z:?)+(1—U)(4u—3)), si 3/4 <uw;

es una homotopia rel I que cumple P(u,1) = F or(u,1) y P(u,0) es claramente ho-
motépica a (a”'b)a.

Finalmente, sean [o], [7] € m2(X, A, ap) y [a] € m1(A, ap). Es claro que

I
=)
|
—
S
—~
S
~
&

y, por la propiedad 2, se tiene d([0]) - [a]
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Por otro lado, denotamos s’ = o+ C,t' = C+7 con C : I? — X la constante ag. Ahora
consideremos la identificacién ¢ : I? — D? C C dada por

q(u,v) =ve 2™ 41—y

(es identificacién porque es una funcién continua y suprayectiva de un compacto en un
espacio de Hausdorff) que cumple ¢~ (1) = J! y fuera de J! es inyectiva. Luego s, t' y
o + 7 inducen respectivamente funciones continuas s,t,h : D?> — X. Ahora consideremos
las homotopias S : D? x I =+ X, T:D?>x 1 — X y H: D?> x I — X dadas por

S(e_ﬂ—ZT )
@UZW””)
H(z,7)=h(e ™" 2).
Notemos que, poniendo 7" =T oq x 1; y T} : I — X con T{(x) = T'(z, 1), se tiene que
[T]] = [7]. Por otro lado S(1,7) = §'(r) y S(e*™,0) = s'(u), por lo que S} : I? — X con
Si(x) = S(q(x),1) satisface
[S1] = [o] - Olo]

ya que la accién no depende de la extension de 3’|1X{1}X{0} yp: 0l x {1} xI — A,
p(z,1,7) = s'(r) a I x {1} x I que se tome. Andlogamente H] : I?> — X con Hj(z) =
H(q(z),1) representa

([o] + 1) - Ola],

y como Hilz = T{[jz, Hi|pz = Silpz con I2 = {(u,v) € I? 1 u < 1/2}, 1T = {(u,v) € [? :
u > 1/2}, H{ también representa
[7] + [o] - Olo].

Luego ([o] + [7]) - O]o] = [7] + [o] - Oo], de donde se deduce por la propiedad 1 que

Pero la homotopia ¥ : I? x I — X dada por X(z,t) = s(e™"¢(z)) empieza en s’ y acaba
en Sy es de ternas (I2 x I, 1 x {1} x I, J' x I) — (X, A, ap) por lo que

o] = [S1] = [o] - 9[0]

y por lo tanto se tiene el resultado. [ |

La propiedad 3 de la proposicién anterior motiva la siguiente definicién.
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Definicién Un mdédulo cruzado (M, u, G) consta de un morfismo de grupos p: M — G

y una accién derecha? M x G M que denotamos por y(m,g) = m? tales que valen
las identidades Vm,n € M, g € G:

M = m~lnm, (2.1)

u(m?) = g~ u(m)g, (22)
(mn)? = mIn?.

Se prefiere denotar la accién de un grupo en otro con exponentes para no confundirla con
la multiplicacion en el grupo. Cuando en un grupo M se tiene una accién derecha de G,
diremos que M es un G-grupo. Otra manera de definir un G-grupo es como un grupo en la
categoria de G-conjuntos. G es un G-grupo con la accién b¢ = ¢~ !be. Un morfismo (h, f)
entre dos médulos cruzados (M, u, G) y (N, v, Q) consta de una pareja de homomorfismos
de grupos h, f tales que h(m9) = h(m)79) y el siguiente diagrama conmuta

M-I N

|k
G T> Q.
La categoria de médulos cruzados la denotamos como ModX/Gru y a la subcategoria con

un mismo grupo base G la denotamos ModX/G. A los morfismos en esta tltima categoria
los llamaremos morfismos de G-grupos.

Ejemplo Dado un subgrupo normal N < G, la inclusién N < G nos da un moédulo
cruzado con la accién dada por conjugacion.

Ejemplo ¢ : G — Aut(G), donde ¢(g) = ¢4(conjugacion por g) es otro ejemplo importante.

Ejemplo Notemos que en un médulo cruzado (M, u, G), nucu es abeliano, entonces si
tomamos A un G-médulo derecho (es decir, un grupo abeliano que es un G-grupo) con
el homomorfismo constante A — G obtenemos un médulo cruzado. Si G es un grupo de
matrices, es decir, un subgrupo de GLgr(n) el grupo de matrices invertibles de n x n con
coeficientes en R un anillo conmutativo con 1, obtenemos una amplia familia de moédulos
cruzados de la forma C; : R" — G, con Cy dada por Vo € R",x — 1 y con accién
(x,A) — zA, z pensado como vector renglén. De hecho, si (M, p, G) es un médulo cruzado,
entonces (nuc u, constante 1, conuc i) es un médulo cruzado (Im(p) es un subgrupo normal

de G).

Se tiene que un objeto categoria en Gru se puede ver como un médulo cruzado (XII, §8,
[10]). Viceversa, un médulo cruzado se puede codificar como un objeto categoria en Gru.

2Se puede pedir que la accién sea izquierda y la teorfa obtenida es aniloga.
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Proposicién 2.1.3. Si p : M — G es un mddulo cruzado, entonces x(p) = (G,G X
M,i,s,t,0) es un objeto grupoide en Gru, donde i es la inclusion de G en G x M, s :
G x M — G es el morfismo cociente yt: G x M — G estd dada por t(p,m) = pu(m).

Demostracién El producto en G x M es el usual en un producto semidirecto

(z,a)(y,b) := (xy,a?b).

Observemos que

(2, a)(9,b)) = wyp(a¥h) = oy~ p(a)yu(b) = t(x, a)t(y.b)

y si =ti = 1g. Se define o : (G x M) xg (G x M) — G x M (el producto fibrado de s, t)
de la siguiente manera:

(:L', a) 0 (ya b) = (l'a a)(y—I, 1)(1/7 b)
Como b*'#a") = pv/ por la componibilidad de las flechas,

((z,a)(@',a")) o ((y,0)(y/ V) = (wa’, a” BV V) = (x2', (ab)" a'V),

es decir, o es homomorfismo. Como o estd definida en términos de la multiplicacién del
grupo, es asociativa y es claro que los i(p) son identidades para o. Como

(.%',CL) © (HUM(@): ail) = (z,1), (x:u(a%ail) o (z, a) = (Q?M(a)v 1),
entonces x(u) es un grupoide. |}

Observemos que G es un grupoide con un objeto y los elementos de G x M son morfismos
entre las flechas de GG con dos composiciones: o y el producto usual, que satisfacen la ley de
intercambio. Esta estructura se conoce como 2-grupo estricto. También se puede pensar en
esta estructura como una categoria monoidal estricta con inversos estrictos. Ahora, se puede
generalizar la idea de moédulo cruzado, usando grupoides en vez de grupos; escribiendo las
composiciones por la derecha, se tiene la siguiente nocion.

Definicion Un mddulo cruzado sobre un grupoide consta de los siguientes elementos.

1. Un grupoide ¢ = (Go, G1,do, dy,1,0),

2. Un morfismo de grupoides que es la identidad en objetos
o M = (GO7Ma 507517j7 ) — gv

donde .Z es totalmente inconexo y tiene el mismo conjunto de objetos que ¥;
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3. Una accién derecha de 4 en .# que respete composicién.
Esto ultimo significa que existe una funcién del producto fibrado de 1¢, y do:
Go xg, G1 = Gy
tal que (g, f) — di(f); y una funcién
M xg, Gy = M

cuyo dominio es el vértice del producto fibrado de d; y dp, que denotamos (x,y) — x¥ y
satisface 2! = z,y Vp,q € Go, si x € #(p),a € 9(p,q), entonces x* € .#(q). En otras
palabras, la accién estda determinada por una familia de funciones definidas para todos
p,q € Go:

M (p) x4 (p,q) = A(q).

Esta accién satisface las identidades Vz,y € .# (p):

(zy)* = xy*,
W) =y gy,

u(a®) = a ().

Como en el caso de modulos cruzados sobre grupoides, denotamos a la estructura descrita
anteriormente por (A, u,%). Los morfismos de mddulos cruzados sobre grupoides son
parejas de funtores compatibles con su estructura. Es decir, un morfismo (h, f) entre dos
médulos cruzados (A, 1, 9) y (N, v, 2) consta de una pareja de morfismos de grupoides
h, f tales que Vm € .# (p), Ya € 9(p, q) se tiene h(m?®) = h(m)/(® y el siguiente diagrama
conmuta

M
L

De esta manera se tiene la categoria ModX.

Ejemplo Un haz vectorial diferenciable ¢ = (E,p : E — M, M) se puede ver como un
grupoide totalmente inconexo cuyas flechas son los elementos de F, sus objetos son los
puntos de M y sus funciones origen y destino son ambas p; la composicion es la suma de
vectores en las fibras (como de hecho es un grupoide interno en la categoria de variedades
diferenciables, se dice que es un grupoide de Lie). Si p admite una conexién afin plana,
entonces £ y II;(M) forman un médulo cruzado sobre un grupoide. Se toma p : £ —
1 (M) como Yv € E,v + [cp)], es decir, se manda cada vector a la clase del camino
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constante en su proyeccién. La accién de II; (M) en £ estd dada por el transporte paralelo.
V(v,[a]) € Ey x IIi(z,y), (z,[a]) — y,(v,[a]) — P,(v)) donde a es diferenciable por
pedazos y P, es el transporte paralelo sobre c. Como la conexion es plana el transporte no
depende del representante tomado de la clase de homotopia y como se estan considerando
funciones continuas entre variedades, cada clase de homotopia contiene un representante
diferenciable. Si la conexién no es plana, se puede definir un moédulo cruzado sobre el
grupoide “débil” de caminos diferenciables (por pedazos) en M, se le llama débil porque
la composicién no es asociativa ni las identidades e inversos lo son estrictamente.

La estructura que motiva la definicion anterior es topoldgica. Hemos visto que las parejas
punteadas dan lugar a un mddulo cruzado. Si se desea en cambio reemplazar al grupo
fundamental de esa definicién con un grupoide basado en un cierto conjunto de puntos, se
tiene la siguiente situacion.

Definicién Sea (X, A, C) una terna en Top (C' C A C X). El médulo cruzado fundamental
de una terna de espacios I13(X, A, C) consiste en lo siguiente. Tomamos [[ .~ m2(X, A, z)
donde el coproducto es el de grupoides (es decir, se estd tomando la unién ajena de esos
grupos de homotopia relativos y se le considera un grupoide totalmente inconexo). Consi-
deremos el morfismo de grupoides

A H Oy H m(X, A, x) — H m1(A, )

zeC zeC zeC

donde los morfismos 0, son los morfismos frontera definidos al inicio de la seccién. Condi-
remos la inclusion
i: [] m(A,2) = Mi(4,0),
zeC

donde recordemos que II; (A, C) es el subgrupoide de II; (A) cuyos objetos son los elementos
de C'y sus flechas son todas las flechas entre ellos de II;(A). Consideremos el morfismo
de grupoides ¢A como primer elemento de un moédulo cruzado sobre un grupoide. Con la
familia de funciones

aft (X, A, o) x I (A)(co, 1) — (X, A, eq).

€0

definidas para todos ¢g,c; € C, se tiene una accién de II; (A, C) en el grupoide totalmente
inconexo formado por los grupos de homotopia relativos [ | ma(X, A, x); lo cual completa
la definicién de IIy(X, A, C'). Se tiene un funtor

zeC

I, : Top® — ModX.

Se pone en objetos (X, A,C) — Ils(X, A, C); en flechas f : (X, A,C) — (Y, B, D), se tiene
el morfismo de médulos cruzados ([[,co m2(f, ), 1(f)), donde mo(f, ) : (X, A, x) —
mo(Y, B, f(z)) es el morfismo inducido usual [s] — [fs]. Para ver que es un morfismo



32 CAPITULO 2. GRUPOIDES DOBLES Y MODULOS CRUZADOS

de médulos cruzados solo falta ver que es compatible con la accién. Recordemos que si
[a] € II1(A)(ao,a1) y [s] € mi(X, A, ag), [s] - [a] estd dado por G|z, (13 con G : I"xI—X
que extiende a s y a F con F : 0I* x I — X dada por

a(t), size Jhh
F(xat) = . - k—1.
H(yat)a SliU—(y,].) COIlyEI ’

H : I* 1 x T — A que extiende a f y a h, donde f : I*! x {0} — A con f(z,0) = s(z,1) y
h:0I* 1 x I — Acon h(x,t) = a(t). Es claro que f oG satisface [foGlr2xqy] = [fs]-[fa]
porque se ha probado que la accién asi definida no depende de la extensién usada (f o G
en este caso).

2.2. El grupoide doble fundamental de una terna

Definicién Sea (X, A, C') una terna de espacios topoldgicos (C' C A C X). Consideremos
el siguientes conjunto de funciones continuas, donde 9?12 denota al conjunto de vértices
de I?:

Ro(X, A, C) = {(I?,01% 0*I*) — (X, A,0)}.

Ahora introducimos en Ry la relacién ~ de homotopia de parejas relativa a los vértices de
I?, es decir, a,b € Ry estan relacionadas mediante ~ si hay una funcién continua

H:(I*xI,0I* x I,9*I*> x I) — (X, A, C)

tal que H(0,0,t),H(1,0,t), H(0,1,t) y H(1,1,t¢) son constantes. Llamaremos homotopias
delgadas a las homotopias H de este tipo. A Ry/ ~, el conjunto de clases de homotopia
delgada lo llamamos pa(X, A, C) e indicamos sus elementos como (a).

Definicién El grupoide doble fundamental p(X, A, C) es el grupoide doble cuyo conjunto
de 2-morfismos es pa(X, A, C), su conjunto de 1-morfismos es Mor (111 (A, C)) y su conjunto
de objetos es C. Las funciones frontera de p(X, A, C) son las cuatro distintas restricciones
a la frontera de I?: E)T consiste en restringir un representante de la clase de homotopia a
I x {0}, 0] consiste en restringir a I x {1} y 05,0, estéan dadas por las restricciones a
{1} x I y a {0} x I respectivamente. Las composiciones son las siguientes. Sean a,b € Rs.
Si 9" (a) = 95 (b), ponemos a;(t) = a(1,t) y bo(t) = b(0,t). Como hay una homotopia de
ai a by, h:I> — Arel 0I, se define a 4+ b € Ry mediante la siguiente férmula

a(3s,1), sis <1/3;
a+2b(s,t) =14 h(t,3s —1), sil1/3<s<2/3;
b(3s —2,t), sise[2/3,1].
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Se define
(a) +2 (b) = (a +2b).
Mediante un argumento usual de retraccion, se ve que esta composicion esta bien definida.

Las identidades de esta composicién son las funciones constantes en la direcciéon horizontal,
es decir, si [a] € II1(A, C), se pone id), = (17) con

17(s,t) = a(t).

Los inversos son como en II1(A,C), si a € Ry denotamos —9(a) al inverso de (a) y
esta dado por
—oa(s,t) = a(l — s,t).
La misma prueba que para II; nos dice que +32 es asociativa y los elementos de arriba
funcionan como identidades e inversos. Andlogamente se define +1. Si 9] (a) = 9y (b),
ponemos ag(t) = a(t,0) y by(t) = b(t, 1). Como hay una homotopia de by a ag, h: [? — A
rel 01, se define a +1 b € Ro mediante la siguiente féormula

b(s, 3t), sit<1/3;
a+1b(s,t) = h(s,3t—1), sil/3<t<2/3;

a(s,3t —2), site[2/3,1].

Se define
(a) +1(b) = {a+1 b).

Las identidades de esta composicién son las funciones constantes en la direccién vertical,
es decir, si [a] € II1(A, C), se pone id,, = (1/,) con

1/.(s,t) = a(s).

Los inversos son como en II; (A, C), si a € Ry denotamos —;(a) al inverso de (a) y

esta dado por
—1a(s,t) =a(s, 1 —1t).

Es fécil ver que con esta estructura p(X,A,C) es un grupoide doble. p determina un
funtor Top® — GpdDS. En objetos, se define (X, 4,C) — p(X,A,C), si f: (X, A,C) —
(Y,B, D) es un morfismo en Top?, definimos p(f)s : pa(X,A,C) — pa(Y,B, D) como
p(f)(s) = (fs). En l-morfismos [a] € II1(A4,C)(z,y) se pone [a] — [fa]. En objetos,
p(fo = fle-

Nota Una manera frecuente en que aparecen las identidades de +; (y andlogamente para
+2) es la siguiente. Si h : I? — A es una homotopfa rel dI, entonces (h) es una identidad
vertical. En efecto, podemos definir una homotopia delgada H : I® — A como sigue:

H(u,v,w) = h(u, (1 —w)v + w).

H| 2,1y representa claramente una identidad vertical.



34 CAPITULO 2. GRUPOIDES DOBLES Y MODULOS CRUZADOS

Lema 2.2.1. Las operaciones +1 y +2 en p(X, A, C) satisfacen la ley de intercambio, es
decir, Ya,b,c,d € Ry adecuadamente componibles, se tiene

((a+2b)+1 (c+2d)) = ((a+1¢) +2 (b+24d)).
Demostracién Sean hi, ho, k1 y ko : I — A homotopias rel 01 de clrxqiy a alrxoy, de

dlrx{1y @ blrxqoy, de algiyxr a blyoyxr v de c[iyxr @ dljoyx respectivamente. La funcién
F:I? - X

c(3s,3t), sit<1/3ys<1/3;

ko (3t, 35 — 1), si1/3<s<2/3yt<1/3;

d(3s — 2,3t), sise([2/3,1]yt<1/3.

hi(3s,3t — 1), sis<1/3y1/3<t<2/3;
F(s,t) = ¢ a(3s,3t —2), sis<1/3y2/3<t<1;

kr(3t—2,35—1), sil/3<s<2/3y2/3<t<1;
b(3s —2,3t—2), si2/3<s<1y2/3<t<1;
ho(3s—2,3t—1), si2/3<s<1yl/3<t<2/3;

hi(1,0), en otro caso;

representa tanto ((a +2b) +1 (¢ +2d)) como {((a+1¢) +2 (b+2d)). |}

Cuando C es un punto se puede ilustrar la imagen de un elemento del doble grupoide como
en la figura de abajo.

\

p(X, A, C) posee algo de estructura adicional.

Definicion Una estructura delgada en un grupoide doble

D = (D3, Dy, Do, 8;F, 0%, +4,0)i=1.
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es un morfismo de grupoides dobles
0:0D, — D,

el cual es la identidad en (D1, Dy). Si tomamos la clase de grupoides dobles con estructura
delgada junto con los funtores compatibles con ella, se tiene la categoria GpdD.

Proposicién 2.2.2. p(X, A, C) tiene una estructura delgada.

Demostracién Sean a,b,c,d : (I,0I) — (A, C) funciones continuas que determinan un
diagrama conmutativo en II; (A, C), es decir, a(1) = b(0), ¢(1) = d(0) y ab ~ ¢d rel OI a
través de una homotopfa h : I2 — A. h nos permite definir © : OII; (A, C) — p(X, A, O)
de la siguiente manera. Recordemos de §1.2 las siguientes funciones: la identificacién p :

I? - D*cC
p(u,v) = 2u—1,(2v — 1)y/1 — (2u — 1)?),
y el homeomorfismo f : D?> — D! x D' dado por

[[(,0)]|

Jul

(u,v), si|u| > |vf;

flu,v) = ”(TT’)T)”(u, v), siul < |vf;
(0,0), si (u,v) = (0,0).
Poniendo R : D? — D? la rotacién z — e /42 y T : D' x D' — I? como T(u,v) =
(“TH, ”T‘H) se define ' =T o fo Rop. F es identificacion pues es composicién de una iden-

tificacién y homeomorfismos, luego h induce una funcién continua H : I2 — A. Definimos

[a]
(C) [[c] [b}] = (H).
[d]

Ahora, mediante un argumento de retraccién se ve que © estd bien definida. Si H' : I2 — A
es inducida mediante F por una homotopia entre distintos representantes de las clases
[a], [b], [], [d] en TI;(A, C), entonces las restricciones de H y de H' a cada lado de I? son
homotépicas. Tomamos homotopias correspondientes a tres de esas restricciones: p, k, .
Esas homotopias nos dan junto con H y H’ una funcién en el subespacio de I? indicado
en la figura de abajo. Esta funcién se puede extender a todo I® (pues I® se retrae a ese
subespacio). Esa extensién es una homotopia delgada entre H y H'. [ |

p
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El teorema 2-dimensional de SvK se formulé basdndose en una estructura algo mas
manejable topoldgicamente que la de modulos cruzados, la de grupoide doble con estructura
delgada que veremos mas adelante. Luego, para interpretar ese resultado en ModX se
requiere una traduccién de ModX a GpdD, es decir, una equivalencia de categorias. El
primer paso en esa direccion es la definiciéon de un funtor v : GpdD — ModX.

Definicion Sea D = (Dg,Dl,Do,@-i,@i,—i—i, o) un grupoide doble simétrico en aristas.
Construimos un médulo cruzado sobre el grupoide D' = (D, D1,0%,0) como sigue. Se
pone como grupoide totalmente inconexo a vD = (Dy,yDz2), con

¥Do(x) = {u € Dy : O u=0y"u= 01" u= 1,2 =00 (u)}

y la composicién, identidades e inversos estdn dados por la restriccién de +2. Si (u,a) €
vDa(z) x Di(x,y), la accién yDy(z) X Di(x,y) — vD2(y) se define como sigue

a=t o1 (u) a

Es rutinario verificar que esa accién junto con el morfismo 9;~ forman un médulo cruzado
— . /
oy :vD— D"

En morfismos de grupoides dobles ¢ : D — E, como D3 es un subgrupoide de (D1, D2, 855, +2),
() es la restriccién de ¢ a yDo de yD a yE y es ¢ de D' a E'.

Proposicion 2.2.3. Se tiene un isomorfismo natural ¢ : lla — vp.

Demostracion Tenemos la inclusién
i:Jy = {Top®((I%,01% JY), (X, A,¢))}ecc — Ra(X, A, C)

que induce un morfismo ¢(x, 4,0y : (X, A, C) — vp(X, A, C) que claramente es la identi-
dad en 1-morfismos y en objetos y es natural. Ahora, vp(X, A, C) = (M,II;(A, C)) donde
M consta de las clases de homotopia delgada (s) tales que 95 (s) = 9, (s) = 0] (s) =
[constante ¢| para algin ¢ € C. Es decir, se trata de elementos en ps con representan-
tes con 3 lados que corresponden a lazos nulhomotépicos. Es decir, hay nulhomotopias
h,k,l: I> - A que empiezan en slq1yx1s 8lrx{oy ¥ en s|goyx1 respectivamente. Definimos
F:I?x{0}uJ! x I - X como

s(t,u), siv=0;

Fit ) h(u,v), sit=1;
L U, V) =

k(t,v), siu=0;

l(u,v), sit=0.
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Existe una extension F’ : I? x {0} UdI? x [ — X de F y una extension G : I x [ — X de
F'. Glr2xf1) € J2 y G es una homotopfa delgada. Por lo tanto ¢(x 4,c) es suprayectiva en
2-morfismos. Para verificar inyectividad, como ¢ restringida a 2-morfismos no es més que
una coleccion de morfismos de grupos, se puede verificar que los nicleos son triviales. Sea
[s] € m2(X, A, ¢) conc € Cy (s) = 0. Es decir, existe una homotopia delgada H : I?xI — X
de s a la funcién constante c. Fijamos una retracciéon r : I2 — I x {0} UOI x I cuyas
componentes denotamos como r; y rg, es decir, r(t,u) = (ri(t,u),r2(t,u)). Definimos
K:I?x{0}udl®x I — X como

H(t,u,v), si w = 0;
s(t,u), siv=0;
= siv=1;
K(t,u,v,w) =< H(0,u, (1 —w)v+w), sit=0;
H(lu,(1-w)v+w), sit=1;
H(t,0,(1 —w)v+w), siu=0;
(K (r1(t,w), 1,v,ro(t,w)), siu=1.

(No hay circularidad en la definicién). K tiene una extensién L : I* — X. La homotopia
P(t,u,v) = L(t,u,v,1) nos dice que [s] = 0 en 7 (X, A, c). Para terminar la prueba falta
verificar que ¢(x 4,c) es compatible con las acciones. Los pasos son andlogos a los de la
prueba de la propiedad 3 de la proposicién 2.1.2. salvo que en vez de la identificacién
q(u,v) = ve 2™ + 1 — v se usa la identificacién

p(u,v) = (—(2v = 1)y/1 = (2u — 1)%,2u — 1).
|

2.3. La equivalencia entre GpdD y ModX

Definicién Sea (M, u, P) € ModX, definimos un grupoide doble simétrico en aristas con
estructura delgada AM = (G2, P) como

Go = {(m, {aZd}) :m e M, [a Z d} € 0P, u(m) = b ta ed},

C
donde recordemos que [a ) d} denota a un diagrama (no necesariamente conmutativo) en
P de la forma:
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Denotamos (m, [a Z d}) por [a TZL d} . Las fronteras Gii se definen como las fronteras de

OP. Las composiciones estan dadas por las siguientes féormulas:

g c g

f u el +1|la m dl =|fa mu? ed (2.4)
c b b
g c gc

h n a|l+2|a m d| =|h nbm df. (2.5)
k b kb

Se puede ver, mediante cdlculos sencillos, que éste es efectivamente un grupoide doble; pero
ademds, que \(M, u, P) tiene una estructura delgada © : P — Gy

c c
a dl — |la 1, d
b b

Ahora, sea (f,g) un morfismo entre dos médulos cruzados (M, u, G) v (N,v, Q).
A(f,9) s MM, 1, G) = AN, v, Q)

esta dado por
c g(c)
[amd]F+[m@fmoA@].
b g(b)

De esa manera se tiene un funtor A : ModX — GpdD.

Nota M3és adelante denotaremos los 2-morfismos de un grupoide doble como matrices
con paréntesis redondos (a Z d> para no confundirlas con elementos de un grupoide de

diagramas [1C. Es importante senalar que en general los 2-morfismos de un grupoide doble
no estdn determinadas por su frontera pero por simplicidad de notacién usaremos esta
convencion.

Teorema 2.3.1. v y \ son equivalencias de categorias, una inversa de la otra.

19]
Demostracién Primero notemos que YA(Q : M — P) = 0y : {[1 SZL) 1} :meM} — P
1

o
es isomorfo a 0 : M — P mediante (Vo, V) con ¥y [1 Ezl) 1] =my ¥ = 1p. Sélo hay
1

que ver que la accién es conservada por V:

i) =w ([ D] (D) 2wl ] =
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donde se usé la férmula 2.5. La naturalidad de W es clara. Ahora, ponemos ¢ : G — A\yG
con G = (G2,G1,Gp) € GpdD como la identidad en G1, Gy y en Go se define:

o2 (vy0) = (1) (o) () (a30) = (70 [y

que tiene sentido pues G tiene una estructura delgada (2-morfismos dados por cuadros
conmutativos). Para verificar que ® es un isomorfismo de grupoides dobles primero veamos
el comportamiento de la funcién ® dada por

()= () (o) () () = (7))

Definimos una accién de G7 en Gy como en la seccién anterior: si a € Gi(x,y) y u €
Im(®’) C G se pone

a! o1 (u) a

Luego tenemos las siguientes identidades:

(CORTINPEGOU)
o (o5e) o (12) = [(120) o (o10))

Pero por las formulas 2.4 y 2.5 estas identidades implican que ® es morfismo de grupoides
dobles. Es facil ver que ®2 conserva la estructura delgada y es biyectivo, luego, como
es un morfismo entre grupoides dobles, es isomorfismo. Veamos la naturalidad de ®o. Si
f: G — G’ es un morfismo en GpdD, entonces:

v (+pe) = (4740 [+54]) =

P f(e) 7
<(1f(b) f() f()f(d)l),[f(a) f(d):|)—(132<f(a) f(d))
1 £(b) f(b)

Lo relevante de esta proposicién, para este trabajo, es que v conserva colimites y por
2.2.3, manda grupoides dobles fundamentales en médulos cruzados fundamentales. Que una
equivalencia de categorias conserve (co)limites se puede probar viendo que las equivalencias
de categorias son importantes casos particulares de una nocién mas general.
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Definicién Una adjuncién es una terna (F,G,¢) donde F': C - Dy G : D — C son
funtores, y ¢ consta de una familia de biyecciones

QZ)x,a : D(FJT,CL) — C(.I,Ga,)

que son naturales en ambas variables. Es decir, para toda flecha f : 2/ — z en C y toda
flecha g : a — a’ en D, el siguiente diagrama conmuta:

D(Fzx,a) ELCLIN C(z,Ga)

Ff*og*J( lf*oG’g*

¢GC/ a/
D(F2',d") —— C(2/,Gd").
Esta condicién significa que Yh € D(F'z, a) se tiene que
gbx/’a/(Ff ohog)=fo gf)x’a(h) o GGa.

En esta situacién se dice que F' es adjunto izquierdo de Gy G es adjunto derecho de F'.

Proposiciéon 2.3.2. Si F : C — D tiene un adjunto derecho, entonces F conserva colimi-
tes; si G : D — C tiene un adjunto izquierdo, entonces G conserva limites. Si F' y G son
equivalencias de categorias, con F inverso de G, entonces F' es adjunto derecho de G vy
viceversa.

Demostracién Sea (F, G, ¢) una adjuncién. Dado L : I — C un funtor, denotamos por
brevedad Li = i',Lf = f' para todo objeto i de I y toda flecha f en Mor(I). Sean
{l; : i = T}ic1 un colimite de L y D un objeto de D tal que para cada i en I existe un
morfismo d; tal que el siguiente diagrama conmuta Vf € Mor(I):

ril— L pr

Fj'————D.
J

Queremos construir un morfismo 7 que haga conmutar los tridngulos correspondientes.
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Usando la naturalidad de la adjuncién tenemos el diagrama conmutativo en C:

v
f"

1
Jl

l;

—GD
#(dj)

donde 7’ es el inico morfismo que hace conmutar todos los tridngulos (existe porque {l; —
T}ic1 es un colimite). Definimos 7 como ¢~!(7/) y por la naturalidad de ¢ hace conmutar
los triangulos del diagrama de arriba y es la unica flecha que lo hace. La prueba para limites
es dual. Ahora, sean F'y GG equivalencias de categorias, una inversa de la otra. Entonces
hay isomorfismos naturales n: ¢ = GF' y € : FG — 1p. Definimos Vh € D(Fx, a),

¢(h) =m0 G(hoe, ') ong. € C(z,Ga).

Como estd definida en términos de transformaciones naturales, ¢ es natural. Para concluir
se aplica el argumento anterior a los isomorfismos naturales inversos n~! y e . |

2.4. Algo de algebra en ModX/Gru

Definicion Un morfismo de grupos p: M — P es un mddulo precruzado si M es un P-
grupo® y u(mP) = p~1u(m)p. Un morfismo entre dos médulos precruzados (M, i, P), (N, v, Q)
consta de una pareja de homomorfismos de grupos (g, f) tales que g(m?) = g(m)/®) y el
siguiente diagrama conmuta

g

M—N
P—f)Q.

La categorfa de médulos precruzados la denotamos como ModX/Gru”“. A menudo con-

viene considerar la categorfa con un mismo grupo base P que denotamos ModX /P?"“.
Como p(m*™) = p(n=Yu(m)u(n), se tiene que n~'m " nm*™ € nuc(y). Llamaremos a
ntm nmH) = [n,m] un conmutador de Peiffer*. Al subgrupo que generan los conmu-
tadores de Peiffer lo denotamos [M, M].

m=

3En el sentido de §2.1, no en términos del orden de sus elementos.
1Observemos que cuando la accién es trivial, se tienen los conmutadores usuales, luego cuando la accién
es trivial, realizar el cociente M /[M, M| consiste en abelianizar.
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Proposicién 2.4.1. Sea p : M — P un mddulo precruzado. [M,M] es normal y P-
invariante (es decir, ¥p € P, se tiene que [M, M|’ C [M.M]).

Demostracién Se tiene mediante un calculo que

[a, b]P = [a?,b"], (2.6)
2" a, bz = [azx, b][z, (@], (2.7)

Proposicion 2.4.2. Sea pp : M — P un mddulo precruzado. Si S C M es un conjunto

generador P-invariante, entonces la cerradura normal de [S,S] = {[s,t] : s,t € S} genera
(M, M].

Demostracién Como [sP,tP] = [s,t]P, [S, S| es P-invariante y por ello también lo es NV, la
cerradura normal de [S, S]. Entonces M /N es un P-grupo, y se induce un homomorfismo
de grupos ¢/ : M/N — P, pues N C [M, M] C nuc(u) que resulta un médulo precruzado.
Mostrar que x' es un médulo cruzado nos darfa la contencién faltante [M, M| C N. De-
notando con S’ al conjunto de clases laterales correspondiente a S, si x,y € S’ entonces
y“/(“) = 2~ 'yz. Ahora, se observa que el conjunto de los z € M /N que satisfacen la relacién
anterior, en el lugar de y, es un grupo y andlogamente para la posicién de x (esto equivale
a verificar en M las relaciones [a, bc] = a~ !¢ aa, bla” cala, ¢] y 2.7 de la prueba anterior),
como S’ genera M /N se tiene el resultado. ||

Proposicion 2.4.3. Con las hipdtesis de la proposicion anterior, el morfismo inducido
i M/[M,M] = M — P es un mddulo cruzado con la accion inducida en el cociente;
ysia: M — N es un morfismo de P-mdédulos precruzados con v un P-mddulo cruzado,
entonces existe un unico & : M — N, morfismo en ModX /P, tal que &g = « donde g
es la proyeccion M — M.

Demostracién [M, M| es normal y P-invariante, lo que vuelve a M un P-grupo. ji es
un médulo cruzado porque, en primer lugar, ¢ es un moédulo precruzado, luego se tiene la
propiedad 2.2. Por otro lado, la propiedad 2.1 surge de dividir por [M, M]. Si « es como en
el enunciado, entonces se pone @(m) = a(m) que estd bien definida pues [M, M] C nuc(«)
y es claramente tnica. |

Las siguientes dos proposiciones no se usan después, pero ilustran la utilidad de considerar
los moédulos precruzados.

Proposicién 2.4.4. La asignacion ()" es un funtor adjunto izquierdo de la inclusion
ModX /P — ModX /P, |

Proposicién 2.4.5. Sean {p; : M; — P};c; mddulos precruzados,
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1. El coproducto de p; estda dado por: [[,c; i = *icrpyi con *;ju; el morfismo inducido
en el producto libre de los M; por ;.

2. Silos p; son mdulos cruzados, en ModX /P su coproducto estd dado por (x;cyM;)°"

Definicién Sea C' un conjunto y P un grupo. Lp(C) es un P-grupo libre en una funcion
i: C — Lp(C) si para todo P-grupo M y toda funcién j : C — M, existe un tnico
morfismo de P-grupos f : Lp(C) — M tal que fi = j. Es claro que Lp(C') es tinico salvo
isomorfismo.

Lp(C) se puede construir como el grupo libre en el conjunto C' x P, la funcién i : C' —
Lp(C) se evaltia como i(r) = (r, 1) y la accién de P en Lp(C) estd dada por (r,p)? = (r, pq).

Notemos que, dada una funcién w : C — P, existe un tunico morfismo de P-grupos
0 : Lp(C) — P tal que i = w, en efecto se puede definir §(r, p) = p~tw(r)p. (Lp(C)", 0, P)
es entonces un modulo cruzado con la propiedad universal de que es inicial para toda
factorizacién de w a través de un P-grupo. Es decir, si hay una funcién f y un objeto
(N,v, P) en ModX/P tales que w = vf, entonces existe un tnico homomorfismo de
moédulos cruzados a0 que hace conmutar el siguiente diagrama:

Lp(C
En efecto, basta definir a(r,p) = f(r)P. A 6 se le llama un mddulo cruzado libre en w. A

veces, si estd claro qué funcién w se utiliza, lo llamaremos un P-mddulo cruzado libre en
C' o un moédulo cruzado libre en C' sobre P.

Definicién Un morfismo de grupos f : P — @ induce un funtor f* : ModX/Q —
ModX/P de la siguiente manera. Sea (N, v, Q) un médulo cruzado. Se define f*(N, v, Q)
como el médulo cruzado (f*N, v, Q) dado por el producto fibrado de f y v:

N1 N

PTQ,

donde la accién de P en f*N estd dada por (n, g)" = (n/" h=1gh). Si (k,1g) : (N,v,Q) —
(L, A\, Q) es un morfismo en ModX/Q, se usa la propiedad universal del producto fibrado:
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f*k es el iinico morfismo que hace conmutar el diagrama de abajo donde los cuadrados
interno y externo son cartesianos:

L

.

La funtorialidad se tiene por la unicidad de las flechas a un cuadrado cartesiano.

En realidad lo que nos interesa es la construccion “dual” a la anterior: mientras que la
anterior es un pullback, se requiere una suerte de pushforward para obtener las aplicaciones
que queremos. En concreto, se desea que f induzca un funtor f, : ModX /P — ModX/Q

que resulte adjunto izquierdo al anterior®.

Definicién Sea f: P — @ un homomorfismo de grupos. Un médulo cruzado (f.M, fi, Q)
se llama el pushforward de (M, u, P) segin f si hay un morfismo de médulos cruzados
(f,f) :+ (M,pu, P) — (f«M,[i,Q) tal que todo morfismo de médulos cruzados (h, f) :
(M, p, P) — (N, v, Q) se factoriza de forma tnica a través de (f.M, i, Q), es decir, existe

un tnico morfismo (h,1g) : (fiM,[i,Q) — (N,v,Q) en ModX/Q tal que el siguiente
diagrama conmuta:

(f«M, i1, Q) se llama también el médulo cruzado inducido por vy f.

Proposicion 2.4.6. Sea f : P — Q un homomorfismo de grupos. Si todo mddulo cruzado
(M, p, P) induce junto con f un mddulo cruzado (fs, [, Q) como en la definicion anterior,
entonces se determina un funtor f. adjunto izquierdo de f*.

Para asegurarnos de que existe fi se hace la construccién andloga para ModX /PP y
luego se aplica ().

Pero este hecho no se usa después, sélo nos interesa la proposicién 2.4.7.
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Proposicion 2.4.7. Sea 1 : M — P un mddulo cruzado y sea f: P — @ un homomorfis-
mo de grupos. Consideremos a 0 : Lo(M) — @ el moédulo precruzado libre en fu. Se llama
N al subgrupo normal de Lo(M) generado por las relaciones

(m, q)(m',q) = (mm’, q), (2.8)

(m?,q) = (m, f(p)a).
Entonces se tiene que el modulo cruzado determinado por fuM = (Lo(M)/N)“" y el
homomorfismo i : fo M — Q inducido por 0 en f.M (y que se ve en los generadores de

f«M como fi[m,q] = ¢~ fu(m)q), junto con f: M — f.M dada por f(m) = [m,1], hacen
que el siguiente diagrama conmute y (f M, [, Q) sea el pushforward de (M, p, P) segin f:

M*>f*

uJD g

Demostracién Dado (h, f) : (M, u, P) — (N,v,Q), se pone en generadores h:p —
v, h[m, q] = h(m)*.

_
f

Para aplicar el Teorema 2d de SvK, se requiere la relacién de f, con cierto tipo de pushouts.

Proposicién 2.4.8. (f.M, i, Q) es inducido por f y (M, u, P) como en el diagrama
AN

1

si y solo si el siguiente cuadrado es cocartesiano:

—
f
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1P 2050

(Ole)J/ J{(OJQ)

(Mal'L?P)W(f*M?ﬁvQ):

donde los 0 denotan los homomorfismos constantes. En otras palabras, el diagrama de

arriba es un pushforward si y sélo si el diagrama de abajo es un pushout.

Demostracién En efecto, si i es inducido y se tienen (h, ), (0, g) tales que el siguiente
diagrama conmuta:

(1-p) 0050

(071P)J/

se puede usar la construccion explicita de f.M dada anteriormente y poner en generadores
k[m, q] = h(m)99D. Viceversa, si el diagrama es cocartesiano, entonces para verificar la pro-
piedad universal de ser inducido se observa que un morfismo (h, f) : (Mu, P) — (N, v, Q),
junto con (0,1¢g) : (1 = Q) — (N,r,Q), nos da un tnico (k,1) como se requiere. [

Proposicién 2.4.9. Sean P un grupo y una familia {x.}.cc de elementos de P (es decir,
hay una funcion w : C — P). Si L es el grupo libre en C, entonces el mddulo cruzado
libre en w es isomorfo a hiL, el modulo cruzado inducido por 1;, y h : L — P dada por

h(c) = x..

Demostracién Sélo hay que ver que Lp(C)" tiene la propiedad de ser inducido. Tenemos
el diagrama:

donde g(c) = (¢, 1), h(c) = ¢, d(c,p) = p~Lzcp. Ahora, si tenemos un morfismo de médulos
cruzados (f,h) como en el diagrama anterior, se define f'(¢,p) = f(c)?. |}



Capitulo 3

Teoremas de tipo Seifert-van
Kampen

En este capitulo presento los Teoremas de tipo Seifert-van Kampen 1 y 2-dimensionales
para grupoides y grupoides dobles debidos a R. Brown y P. Higgins. Mientras que la
prueba del Teorema 1-dimensional es esencialmente la misma que la del teorema clasico
para grupos (quizé incluso un poco mds simple porque no se deben tomar lazos en cada
paso), el Teorema 2-dimensional requiere mayor trabajo. El argumento anédlogo al del caso
1-dimensional procede bien para grupoides dobles fundamentales de ternas de espacios
(§2.2), sin embargo algebraicamente esas estructuras no son muy manejables, lo deseable es
obtener un teorema acerca del mddulo cruzado fundamental de una terna. Esto se consigue
mediante la equivalencia entre grupoides dobles con estructura delgada y médulos cruzados
sobre grupoides descrita en §2.3. Como una equivalencia de categorias manda colimites
en colimites y la equivalencia definida en §2.1 manda al grupoide doble fundamental de
una terna en su moédulo cruzado fundamental, se tiene un teorema sobre colimites de
modulos cruzados fundamentales. Los resultados sin embargo, no son ficiles de aplicar
pues manipular médulos cruzados requiere manejar grupos infinitamente presentados.

3.1. El teorema de SvK 1-dimensional
El teorema principal de esta seccién, publicado en [7] es el siguiente:

Teorema 3.1.1. Si il = {U)}ren es una familia de subconjuntos de X tal que los interiores
de los Uy cubren X y Xg C X interseca cada componente conexa por trayectorias de cada
interseccion doble y triple de elementos de A, entonces el morfismo

c: H Hl(U)\,U)\ ﬁXo) — Hl(X,X[))
AEA

47
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inducido por las inclusiones de I1; (Uy, UxNXyo) en 111 (X, Xo) para cada X, es el coigualador
del diagrama

L pyenz (U N Uy, Un N U N Xo) == [ea I (Ux, Ux 0 Xo),

donde a,b son las inducidas por las inclusiones Uy N U, — Ux,UxNU, — U,.

Demostracién Sea f : [[ o) H1(Ux, Uy N Xg) — T' un morfismo de grupoides tal que
fa = fb.Si[a] € II1 (X, Xo)(z,y), existe una particién de I, 0 = tg < t; < < t, = 1 tal que
Vi € n,alt, tit1] C Uy, y Uy, # Uy, (aqui interesa desde luego el caso en que VA a € U)).
Para cada 0 < ¢ < n, denotamos «; = Oé’[ti,ti +1]- Como Xj interseca cada componente de
cada interseccion doble de elementos de i, existen trayectorias v, : [ — Uy, NU,,,, que
cumplen ;. (0) = x; € Xo,7, (1) = a;(t;). Si los extremos de «; no estan en X, se define
entonces &; = Y, @Yz, y de no ser asi se ponen trayectorias constantes. La trayectoria

_ ~ —_—
ap...0G...0p 1 =2

a través de una homotopia relativa a 0I. Se define g : II;(X,Xy) — T como f en
Obll; (X, Xo) y en las flechas

slol = T] f1a]

g no depende de la eleccién de los x;, pues si y; estd en la misma componente conexa
por trayectorias, se pone [§] = [vz,7y,] : i — ¥ y la composicion ...c;—17z, Vo, Q...
...ai_lfyjig&yyiai... y como [0] € II1(Uy,,Uy, N Xy), bajo f las expresiones para x; y yi
coinciden. Por la férmula anterior la unicidad es clara. Ahora veamos que g estd bien
definida. Supongamos que hay una homotopia H : o ~ 3 rel dI tal que VA H[I?] ¢ U,.
Como I?2 es de dimensién de cubierta 2, la cubierta finita {H 10U, : Uicm Uy, D H[I?],m >
1} que existe por compacidad de I?, admite un refinamiento 2 tal que no hay puntos de
I? en méas de 3 elementos de 2. (Puede evitarse el uso de este concepto, agregando a
la hipétesis que X toque cada componente conexa por trayectorias de cada interseccién
cuddruple de elementos de il.) Escogiendo una particién 0 = s, < ... < 8; < ... < s, = 1 de
I tal que Vi, j [si, Sit1] X[, 8j41] C V con V € Y. Si v es un vértice de esa subdivision H (v)
estd en una interseccion a lo mas triple de elementos distintos de . Entonces, escogiendo
Vi,j € nun U;j € 4 que contenga a Hs;, si+1] X [s;, sj+1] para cada V' € U que contenga
a [si, 8i41] X [85,5j41], hay a lo més tres de esos U;j. Luego Hv se puede unir con una
trayectoria a algtin elemento de X dentro de la interseccién de los a lo mas tres U;; (para
elegir elementos en X consistentemente con los U;; que contienen las aristas de la reticula).
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Ahora, considerando los dos caminos resaltados en la figura:

Aplicando H a ambos caminos y uniendo H¢q a un elemento de Xy y haciendo lo propio con
Hp, se tienen dos caminos en X que difieren por una homotopia en algun U € 4 relativa
a los puntos en X escogidos anteriormente y se procede inductivamente. De manera més
formal: Vi, j < n, las aristas de H|[s;, si+1] X [s4,5j41] C Ujjunidas a X N Uj; como las &
descritas arriba determinan un elemento en OII (U;;, Us; N Xo) — OIL (X, Xo) y es claro
que si un cuadrado en OIT; (X, X)) es composicién de cuadrados conmutativos, es también
conmutativo. [

Nota Para el teorema 2-dimensional es esencial definir qué es un cubo conmutativo y
verificar que andlogamente a la prueba anterior, una homotopfa h : (I3, (0I%) x I, (9*I?) x
I) — (X, A, O) rel 9?I? determina un cubo que resulta conmutativo por ser composicién
de cubos conmutativos con aristas en II; (A, C'), como se prueba en la siguiente seccién.

Ejemplo No se puede debilitar la hipdtesis del teorema anterior a sélo intersecciones
dobles. Si X = D? Xy = {(1,0)} y la cubierta sl es Uy = {z € C : 1/2 < |2| < 1},
Uy ={z€ D?:3z < 1/4},Us = {z € D? : 3z > —1/4}. El grupoide trivial, IT;(D?, Xy),
no es el coigualador del diagrama inducido por 4, pues este iltimo tiene como grupo en el
vértice a Z.

U3

/TN
)

N

U2

Ejemplo (S, 1) = Z. Como en el ejemplo anterior, se considera la cubierta U; = {z €
SU:Q2<1/4}, Uy = {z €St : Q2 > —1/4} y Xo = {—1,1}. I3 (U1, Xo) = 11 (Us, Xp) es
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el grupoide generado por dos vértices y una sola flecha entre ellos, II; (U; N U, Xp) es un
grupoide discreto. El coigualador de las inclusiones de este grupoide en los anteriores, es
el grupoide generado por dos vértices y dos aristas entre ellos, que tiene como grupo en el
vértice 1 a un grupo ciclico infinito.

Corolario 3.1.2. Si se tienen las hipdtesis del teorema anterior y Xo = {z}, entonces

m (X, z) = co&imm(UA NUy, )

donde U« denota el orden parcial determinado por los elementos de Ll y sus intersecciones
dobles ordenados con la inclusion.

Ejemplo Usando el hecho de que toda superficie S es triangulable, se puede probar que
si S es no compacta, entonces 71(S) es un grupo libre con a lo mas ¥y generadores'. Y
esto se prueba construyendo una cadena de superficies compactas con frontera (cuyo grupo
fundamental es libre y finitamente generado) Sy tales que (J,cn Sk = S y los morfismos
m1(Sk) < 71(Sk+1) inducidos por las inclusiones sean inyectivos. Entonces, por el teorema
de SvK, se tiene que m1(S) = colimy 71 (Sk).

Ejemplo La conveniencia de no estar limitados a un punto base (como sucede con el grupo
fundamental), se puede ilustrar calculando 71(S? x S! — K) con K un nudo. Por ejemplo,
consideremos el nudo K ilustrado en la figura donde se suponen identificadas radialmente
las esferas interna y externa de S? x I.

=,

Podemos calcular primero m; de un toro T' que contenga al nudo, y esto se puede hacer
tomando la siguiente cubierta que requiere al menos dos puntos base.

H14]: 4.2.2.
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Tomando entonces un punto por cada componente conexa de la interseccion de los abiertos
indicados arriba, uno debe calcular el coigualador de los grupoides correspondiente como
en §1.2. En el diagrama de abajo indicamos los generadores de los grupoides involucrados:

BE-885¢

Ahora, llamando x, y a los objetos del grupoide de la izquierda y a, b a los lazos basados
en z, s,t a las flechas de z a i y ¢, d a los lazos en v, valen las relaciones sds™! = a, scs™ =
b,tct=! = a,tdt=! = b que implican que m (T — K, z) = (o, B, v|ya = Bv,78 = o). Luego

m1(S? x St — K) se puede calcular usando el teorema de SvK usual.

El teorema de Seifert-van Kampen para grupoides permite utilizar cubiertas mas gene-
rales para efectuar los calculos, sin embargo en muchos casos, con poco trabajo se pueden
considerar cubiertas cuyos elementos tengan un punto en comun y sus intersecciones sean
conexas por trayectorias. La ventaja de utilizar grupoides es més bien tedrica pues permite
describir situaciones que involucren espacios homogeneos sin tener que elegir (inevitable-
mente) de manera arbitraria puntos base.

3.2. Homotopias y cubos conmutativos

A partir de una categoria doble D simétrica en aristas se puede formar una categoria
triple, es decir, una estructura que contenga ademas de objetos, 1-morfismos y 2-morfismos,
un conjunto de elementos llamados 3-morfismos que admitan 3 distintas composiciones.
Los 3-morfismos se pueden representar como cubos, pues de la misma manera que en una
categoria doble, se requieren condiciones de ensamble de inspiracién geométrica. Usaremos
la convencién de indicar las direcciones de composicién como en la siguiente figura:

3

Definicion Sea C' una categoria. La categoria triple con aristas en C' consta de los siguien-
tes elementos.
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1. El conjunto @ de diagramas en C de la forma

w

/

_

!

)

N

b
d

QAR

J\

que llamaremos 3-morfismos o cubos.

2. Seis funciones llamadas fronteras de @ en el conjunto de 2-morfismos de [IC que
llamamos ([IC')9: para cada direccion ¢ = 1,2, 3 hay dos funciones frontera 8? Q=
(EC)2 dadas de la siguiente manera. Indicamos al diagrama anterior como R y a sus
caras como la 6-tupla (uq,u_, vy, v_,wi,w_) de elementos de [IC, definimos:

0 (R) = uy = — d}

z

X

o]

95 (R) =v_ = ? }

8

C
Yy
_ a b
b
d

I\

< g

(w
a:;r(R) =Wy = y z}
_ (@ b

3. Tres operaciones en @ tales que cada una vuelve a @) el conjunto de flechas de una
categoria con conjunto de objetos ([JC')9, es decir, para cada i = 1,2, 3 hay funciones
+i : @ X@e), @ = @ cuyo dominio es el vértice del producto fibrado de 8? y 0; .
En otras palabras, dos cubos A, B son componibles segin +; si 82-'" A = 07 B. Las
composiciones e identidades se definen analogamente al caso de una categoria doble.
O sea, como los cubos estan determinados por su frontera, si los cubos

K = (a+7a—7b+7b—7c+7c—)7L = (m-‘r?x—ay-i-ay—az-i-vz—)

son adecuadamente componibles en cada caso, se pone:

(a‘+7a7>b+7b*76+70*) +1 (ervx*’er’y*’zﬂL?Z*) =
(er’ a—, b+ +1 Y+, b_ +1 Y—,Ct +1 24, Co +2 *)7
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(a+,a_,b+,b_,c+,c_) +2 ($+,$_,y+,y_,Z+,Z_) =
(CL+ 1Ty, 0- 1T, Y4, b—7 Cy t2 24,0 +2 Z—)7

(a+7a*>b+7b*76+70*) +3 (ervx*’er’y*’zﬂL?Z*) =
(a+ +224,a- +27-,bp +2y4,b- 42y, 24,c-).

7

L
K

Cuando C' es un grupoide, se dice que R es conmutativo, si

r 1

—1U—
Wy = | 20— wW- Uy |,
L U4 4

donde —ju_ denota al inverso de u_ respecto a la composicién +; en IC' y —ov_ es el
inverso de v_ respecto a +o en [IC. En otras palabras, R es conmutativo si al remover la
cara trasera y desdoblar el cubo y rellenar los huecos, la cara removida es composicién de
la figura aplanada en [C.
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Proposicion 3.2.1. Cualquier composicion de cubos conmutativos es conmutativa.

Demostracién Basta demostrar el resultado para dos cubos. Si la componibilidad es en
las direcciones 1 o 2, el resultado es claro. Ahora, si los cubos

((I+, a—, b+> b*? Ct, C*)a ("L‘+>:U77y+7y77 Rty Z*)

cumplen ¢y = z_, sustituyendo

—1a—
Cy = —Qb_ C_ b+
L a4 _
en
r 7z 7
A= 2Y- - =C+ Yt
L Ty _
nos dice que
r —1T_ —1 a1 B
Zp = | —2y—2b- c— be +y+ |
L a4 + Ty _

y por lo tanto se tiene el resultado. [ |

Proposicion 3.2.2. Si un cubo conmutativo c tiene caras degeneradas salvo en la direccion
3, entonces 8;0 =05 c.

Demostracién La hipotesis significa que las cuatro caras que conectan las caras de la
direccién 3 son identidades para las composiciones respectivas. Entonces, como el cubo es
conmutativo, esas caras son iguales. [ |

Proposicién 3.2.3. En 0I° se denota la unién de sus aristas como k' y la union de sus
vértices como k°. Sea h : (I3, k', k%) — (X, A, C) una funcién continua. h|yrs determina
un cubo conmutativo con caras en p(X, A, C).

Demostracién Llamamos a+,a—,b+,b—,cy,c € Ry(X, A, C) (ver notacién de §2.2) a
las funciones dadas por

at(s,t) = h(1,s,t)
a—(s,t) = h(0,s,t)
bi(s,t) = h(s,1,t)
b_(s,t) = h(s,0,t)
c—(s,t) = h(s,t,0)
ci(s,t) = h(s,t, 1)
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Llamamos «, 3,7,6 : I — A a las funciones dadas por
a(t) =h(0,1,1 —1)
B(t) = h(0,0,1 —t)
A(t) = h(1,1,1 - 1)
d(t) = h(1,0,t).

Ahora podemos tomar un representante u : I — A de

[constante h((0,1,1)]
e |: [constante h((0,1,1)] [o] :|

[a]

donde O es la estructura delgada de p(X, A, C') definida en 2.2.2, tal que en cada punto en
I? de la forma (1 —t)p +¢(1,0) con p € {0} x TU T x {1} u valga a(t). Andlogamente se
pueden elegir representantes v, w,z : 1> — A de esa forma para

8]

(5] ]
[constante h(0,0,1)]
[constante h(1,1,1)]

© |:[constante h(0,0,1)]

[constante h((1,1,1)] :|
(7]
(4] }
[constante h(1,0,1)] | .
[constante h(1,0,1)]

Queremos demostrar que

(w) — —1fa-) (w)
(er) = —2(b-) () (by)
{v) (ap)  (2)
Notemos que mediante h se puede encontrar un representante f del segundo miembro
de la ecuacién con imagen igual a h[I? x {0} UOI? x I]. Tomamos una retraccién r : I3 —
I? x {0} U AI? x I] y definimos la homotopfa delgada H : I? — X como

H(s,t,y) =h((1 —y)r(s,t,1) +y(s,t,1)).

Y finalmente tenemos que (H o 7|2 q13) = (f)-

-a

a+
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3.3. El teorema de SvK 2-dimensional

Definicién Una terna (X, A, C) en Top? es coneza si:
1. C interseca toda componente conexa por trayectorias de X y de A.

2. El morfismo II; (4, C) < II; (X, C) dado por la inclusién A < X es pleno.

Dada una cubierta $f = {Uy} ea de X, abreviamos )
C =C"para v = (i1, ...,in) € A™.

U = UY, e, UiNA = A”, (.., UiN

S S S
Teorema 3.3.1. Si(Jycp U, cubre X yVv € A8, (U, AY,C") es coneza, entonces (X, A, C')
es conexa y p(X,A,C) con el funtor ¢ inducido por las inclusiones es el coigualador del

diagrama siguiente
HueA2 p(U”, A”,C") ::§ ]_[/\EA P(U)\a AN CA)~

Demostracién La prueba es similar a la del teorema 1-dimensional. Sea

f: ] e A% CY =1
AEA

un morfismo de grupoides dobles simétricos respecto a las aristas tal que fa = fb. Tomemos
a € Ry(X, A, C). Usando un niimero de Lebesgue de {a~1[U*]},en, se subdivide I? en una
reticula de rectangulos R;; de manera que su imagen esté contenida en algtin Uj;. Si toda
restriccién alg,; = a;; € Ry (U, A',C"), entonces Vi, j como f coiguala a a y a b, las fay;
son componibles en I'. Se propone entonces g : p(X, A,C) — I' dada por o — [fa;]. Los
detalles de la prueba se daran en los lemas siguientes. [ |

Nota La reticula descrita anteriormente induce una estructura celular k en I? que facilita
describir los argumentos de los lemas siguientes.

Para asegurar que para todo («) se puede encontrar un representante adecuado se usa el
lema siguiente.

Lema 3.3.2. Sea o € Ryo(X, A, C) tal que su dominio tiene una subdivision en una reticula
tal que cada subrectdngulo cae en algin U bajo «. Si se llaman o;; a las restricciones,
entonces existe una homotopia delgada h: I — X de o a B tal que:

1. Siv es un vértice de la reticula tal que av € C, entonces h es constante en v x I. De
lo contrario el segmento v x I cumple h(v,1) € C.

2. Si e es una I-celda de I* tal que afe] C A, entonces hle x I] C A; y en todo caso
hle x {1}] C A.
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Demostracién Si k7 es el j-esqueleto de I%, en primer lugar se define h en £ x I. Si
e es una O-celda que estd en C se pone h constante en {e’} x I. Si no es asi, como
h(e®) estd en a lo mas 4 distintos Uy,, hay una trayectoria ¢ : I — U” = (U, con
t(1) € C. Se pone h(e?,s) = t(s). De esta manera h esté definida en k° x I, llamaré a esta
restriccion h°. Ahora, si e! es una 1-celda de k tal que afe!] C A, se tienen 2 casos: (i)
si los extremos de e! caen en C, se define h como « en cada e! x {t},t € I; (ii) si algin
extremo no cae en C, e! x I se retrae a los 3 lados donde ya estzi definida, es decir, se usa
la propiedad de extensién de homotopias de (e, 0el). Si ale!] € A, entonces hY aplicado
a {ed} x TUel x {0} U {el} x I, donde ¢! son las O-celdas frontera de e!, determina un
elemento u € II(UY,C") con |v| < 4. Luego hay una homotopia 6 rel 01 de u a un elemento
u' € TI(A¥,C"). Usando esa homotopia, se define h en e! x I. Asi se tiene una h' en k' x I.
Para extender h' a todo I2 x I, se observa que 12 x I se retrae a 12 x {0} Uk! x I entonces
como extensién se toma h! compuesta con una retracciéon de I? x I en I2 x {0} Uk x I.
Por lo tanto a o/ = hy se le puede aplicar la férmula g. [ |

J/L/ R
/|

(X, A, C) es conexa porque dada una componente por trayectorias de X, ésta interseca
algun U; y entonces CNU; la interseca. I1; (A, C') — 111 (X, C) es pleno, pues un elemento del
segundo grupoide se puede ver como un elemento degenerado de Ra(X, A, C); y entonces,
por el inciso 2 del lema anterior, es imagen de alguna curva en II; (A, C'). Para probar que
la definicién de g es independiente del representante usado, de la homotopia del Lema 3.3.2
y de la subdivisién de I? empleada arriba, se requiere lo siguiente.

Lema 3.3.3. Si h: I? — X es una homotopia delgada entre o, B € Ro(X, A, C) e I tiene
una subdivision [CY*] tal que h[C7*] C U para algin U, h restringida a cada 2-celda de
la subdivision determina un elemento en algun Ro(UY, A¥,C"), entonces con esas reticulas
go=gp.

Demostracién Por 3.2.3 h]Cijk representa un cubo conmutativo con caras en p(U*, A*, C).
Como se obtienen cubos componibles por la definicién de g, 3.2.1 indica que h determina
un cubo conmutativo. Finalmente, como la homotopia es delgada, las aristas que conectan
2 de las caras de este cubo son identidades en II; (X, C'). Entonces, 3.2.2 implica justo que
esas caras son iguales, es decir, ga = gf. [ |
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Usando el lema anterior, si tenemos 2 subdivisiones de a € Ry(X, A, C), sin pérdida de
generalidad, una es un refinamiento de la otra. Por 3.3.2, hay una homotopia delgada
h:a = o tal que la subdivisiéon més fina inducida en o presenta a o’ como composicién
de elementos en Ro(U;, A;, C;). Ahora, si h fuera tal que dividiendo I® en cubos C* de
acuerdo a la reticula més fina de I? con que se empez6 y tales que h[C’ijk] C Ujjr y cada
cara determinara un elemento en Ry (Uiji, Aiji, Ciji), entonces por el lema 3.3.3 ambas
subdivisiones determinarian el mismo elemento en I'. Y esto se puede asegurar por lo
siguiente.

Lema 3.3.4. Si h : I — X es una homotopia delgada de o a B € Ro(X,A,C) y I®
tiene una subdivision en subcubos [C¥*] tales que h[CVK] C UY* € 4, entonces hay una
homotopia 0 : h = k tal que la estructura celular en el domnio de k inducida por h cumple:

1. k(e®) € C y si h(e?) € C, entonces 0 es constante en €® x I. Si h(e®) € A entonces
0le® x I] C A.

2. kle'] C A y si hle!] C C, entonces 0 es constante en e! x I. Si hle!] C A entonces
fle! x I] C A.

Demostracién La prueba consiste esencialmente en seguir los pasos de 3.3.2., notando
que cuando uno subdivide I? en una reticula de subcubos, cada vértice estd en 8 cubos
distintos y entonces se usa que Vv € A% (UY, A¥, C") es conexa?. [ |

2Usando la herramienta de dimensién de cubierta como en 3.1.1, uno puede pedir solamente que en 3.3.1
Vv € A, (U”, AY,C") sea conexa, pero no necesitamos esta generalidad aqui.
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Una vez probado que g estd bien definida, se ve rapidamente que conserva composiciones
y evidentemente es la tinica que completa este diagrama

[Tenz p(UY, A, CY) 2= [1hep p(U, A, CY) —— p(X, A, O)
b
9
T.

Como esta prueba puede aplicarse para cuadrados degenerados, es decir, trayectorias, re-
cuperamos también una versién 1-dimensional del teorema de Seifert y van Kampen. El
corolario de mayor relevancia para esta exposicién es el siguiente.

Corolario 3.3.5. S$i X = U; U Us, (U, A x),z € A)i = 1,2,12 es coneza, entonces
(X, A, x) es conexa® y el siguiente diagrama es un pushout de mddulos cruzados

(U2, A2 ) —— T (U', AL, 2)
HQ(UZ, AZ, JZ) E— HQ(X, A, LU)

Demostracién Usando la proposicién 2.3.2, la equivalencia v de §2.1 conserva colimites
y por 2.2.2, manda grupoides dobles fundamentales en mdédulos cruzados fundamentales.

3.4. Algunas aplicaciones de los teoremas

Se puede aplicar el Teorema 2d de Seifert y van Kampen a algunos espacios de adjun-
cién. Cuando A — X es una cofibracién cerrada y se tiene la situacion

A—T oy

1]

X —Y U X,

se pueden reemplazar los espacios de la derecha por espacios homotdpicamente equivalentes.

A

|

X —— M;U; X
donde j(a) = [a,0] y My es el cilindro de f: Ax IU;Y,(a,1) ~ f(a).

3Cuando C' es un punto, esta condicién significa que la pareja punteada (X, A) es l1-conexa.
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Lema 3.4.1. (MyU; X, My) ~ (Y Uy X,Y).

Demostracién Como la pareja (X, A) es cofibrada, X x {0} UA x I es retracto de X x I,
y de hecho es retracto por deformacién. Dada una retraccién r: X x I — X x {0} UA x I,
si r;,4 = 1,2 son las componentes de r, uno pone la homotopia H : X x I x I — X X
I, (x,s,t) = (ri(z, st), s(1—t)+tra(x,s)), Hy = 1xx1, Hi = r. Entonces, si f : X — YUy X
es la inclusién canénica, My ~ Y Uy X y por la equivalencia homotépica anterior, también
My ~ My U; X y ademds resulta ser de parejas: Mf U; X, My) ~ (YU X,Y). [ |

Proposicién 3.4.2. Con las hipétesis de 3.3.5 y A = Uy, llo(X, A) es el mddulo cruzado
inducido por iy : w1 (Ur2) — m1(Ur) y Ha(Usz, Ura).

Demostracién Por 3.3.5, IIo(X, A = U;) hace al diagrama siguiente un diagrama de
pushout:
Uy (Urz, Urg, ) —— 112(Uy, Uy, @)

| J

HQ(UQ,U127x)*>H2(X, Ul,l’).
Pero por la proposicién 2.4.8, un diagrama de este estilo es un pushout si y sélo si

IIo(X, Uy, x) es inducido por Iy (Us, U2) v ix : w1 (Ur2) — 71 (U1). |

Teorema 3.4.3. Si (X, A) es cofibrado y 1-conexo y hay f : A — Y con'Y conexo por
trayectorias, entonces a(Y Ur X,Y) es inducido por Ilx(X, A) y fi : m(A) = m(Y).

Demostracién Por el argumento al principio de la seccién, dado a € Ay f(a) = y, se tiene
que (MfU; X, My, y) ~ (YU X,Y,y) como parejas punteadas. Llamemos z = [a, 1/2] € My,
luego Ilo(My U; X, My,y) = Tlo(My U; X, My, z). Consideremos la cubierta de My U; X
{U1,Us} donde Uy = My y

Uy =XU{[a,t] € My:t<2/3}.
Por la proposicién 3.4.1, Ia(My U; X, My, z) es el médulo cruzado inducido por

Ty : 7T1(U1 N UQ,Z) — 7T1(U1) y
HZ(UQa U]. N UQ, Z)?
pero como Uy N Uj se retrae por deformacion a A, Us a X, Uy aY y Us(Us, Uy N Uy, 2) =

[I2(Ua, Uy N Uz, a), esto equivale a construir el médulo cruzado inducido por IIa(X, A, a) y
foimi(Aa) = m(Yiy).
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Proposiciéon 3.4.4. Sea f : A — Y, con A y Y conexos por trayectorias. Entonces
(CAUfY,Y) es 1-conexa (con C'A el cono de A) yIlo(CAUr YY) es inducido por mif y

17r1(A)-

Demostracién (C'A, A) es cofibrada y 1-conexa, luego por el teorema anterior se tiene el
resultado. Sin embargo, se puede decir méas. La sucesién exacta de homotopia de (C'A, A)
es

.——0——m(CA, A) L>771(A) — 00— ..

pues C'A es contraible. Entonces, IIo(CA, A) = 1. (4. |

Una aplicacion importante del Teorema 2d de SvK que exponemos aqui es el siguiente

resultado de J.H.C. Whitehead.

Teorema 3.4.5. Si Y se obtiene a partir de X, conexo por trayectorias, adjuntando 2-
celdas, entonces Iy (Y, X) es isomorfo a un mddulo cruzado libre en las funciones de pegado
de las 2-celdas sobre m(X).

Demostracién Y = X U] Di se puede ver de la siguiente manera. Se llama A al espacio
obtenido de pegar un S' a cada extremo de la cuiia \/ Iy (identificando los intervalos por
el 0) y a B se llama al resultado de adjuntar discos D? pegando sus fronteras a los circulos
en A. Entonces, escogiendo caminos en X: ay de x a fy(1), se construye B U, X mediante
g:A— X dada asi gly/ g, : (t,A) = a,\(t),g|Si : z = fa(z). Claramente B U, X y Y son
homeomorfos. Ahora, 7 (A) es libre y B contraible. Luego, por una argumentacién analoga
a la del corolario anterior, se tiene que II3(Y, X) es inducido por m1(g) y a(B, A) = 1 (4)-
Como m1(A) es libre, la proposicién 2.4.9 implica el resultado. |

Q@f@g

Ejemplo S? se puede ver como una 2-celda adjuntada a un punto. Luego II5(S?, z) es el

médulo cruzado libre sobre {0} y el grupo trivial. Por lo tanto es isomorfo a Z — 0y
asi m(S?) = Z.

Ejemplo Para calcular 7 (RP?) lo méds conveniente es usar que la proyeccién usual 7 :
S? — RP? es una aplicacién cubriente y el ejemplo anterior, lo que nos da mo(RP?) = Z.
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Sin embargo, el teorema anterior nos permite calcular ademés de qué manera exactamente
71 (RP?) actua en mo(RP?).

En efecto, RP? se obtiene de pegar una 2-celda a S' con la funcién z — 2. Entonces,
[2(RP?,St) es isomorfo al Z-médulo cruzado libre en {0}. Recordemos que 9 : Lz ({0})“" —
Z se obtiene tomando el grupo libre en el conjunto {0} x Z y factorizando los conmutadores
de Peiffer: Vm € Z, 9(0,m) = 2. Luego se tienen las relaciones (0,m + 2) = (0,m)? =
(0,m)71(0,m)(0,n). Poniendo m = n se obtiene (0, m +2) = (0,m), por lo que Lz(1) tiene
s6lo 2 generadores {(0,0),(0,1)} que conmutan, es decir se trata de Z® Z y la accién de 1
en Z & Z estd dada por la matriz [$ }]. Por lo tanto, Z = nuc(d) = m(RP?) obteniéndose
la sucesién exacta

0 —— m(RP?) —— mo(RP2,SY) —2 7 (S) m(RP%) —— 1
0 Z Y/ Z 727, 1.

De ahi que 71 (RP?) = Z /27 actua en 72 (RP?) = Z como [1](a) = —a, por lo que m (RP?)
actua fielmente en 7o (RP?).

Ejemplo Si S es una superficie cerrada no homeomorfa a la esfera ni al plano proyec-
tivo, sabemos que su cubierta universal es R? por lo que sélo tiene el primer grupo de
homotopia no trivial. Entonces 3.4.4 sirve para demostrar que algunos moédulos cruzados
bastante complicados constan de un homomorfismo inyectivo. Toda superficie cerrada se
puede obtener pegando una 2-celda a un espacio de uno de los siguientes dos tipos:

donde el primer dibujo corres-
ponde a una superficie orientable (la del ejemplo es el toro, y las demds tienen “més
orejas”) y el segundo a una no orientable (la botella de Klein en este caso).

Ejemplo Sea X =S! Uy D? con f:S' — S! dada por z + 2% con a € N,a > 0. II,(X,S)
es el médulo cruzado libre en {0} — Z,0 — a. Luego consiste en tomar el grupo libre
en el conjunto {0} x Z y dividir por los conmutadores de Peiffer. Lz({0})" estda dado
entonces por imponer las relaciones Vm,n € Z (0,m + a) = (0,m)® = (0,n)~1(0,m)(0,n)
ya que 0(0,m) = a. De ahi que Vm,k € Z,(0,m + ka) = (0,m), por lo que Lz({0})"



3.4. ALGUNAS APLICACIONES DE LOS TEOREMAS 63

tiene s6lo a generadores que conmutan. Entonces T (X, S!) es isomorfo al médulo cruzado
0: 7% — Z con O(z1,....,2q) = (D i, xi)a y accién de 1 dada en los bésicos canénicos de
7% por e; > ej1 Sii < ay eq — e1. Por lo tanto mo(X) = Z4 1.

Ejemplo Si f:S' — S! es constante, entonces X =S! Uy D? = S v §? tiene m(X) libre
abeliano de rango Rg. En efecto, como 71(f) es el homomorfismo constante, IIo(X,S!) &
(Lz({0})",0,Z) tiene O constante, luego dividir por las relaciones de Peiffer en Lz ({0})
(grupo libre con |Z| generadores) consiste en abelianizarlo.

Ejemplo Cualquier moédulo cruzado libre en w : S — L, con L un grupo libre se puede
realizar como Ily(K, K') de algin 2-complejo K. En efecto, si se toma un (C,d, L) como
arriba y L = () e, se construye \/ ;S = K! y luego se pegan |S| 2-celdas mediante w:
[ IlsesSt = K* con f, dada por w(s).

Nota En principio se podria determinar mo(K) a partir de Iy(K, K') (que es el médulo
cruzado libre sobre un grupo libre) para todo K € CW de dimensién 2, pero el nicleo de
ese modulo cruzado es dificil de calcular en general, como se ve en el caso de las superficies.

Proposicién 3.4.6. (XA =CAUCA) = m(A)®.

Demostracién TIx(3A,CA) es el inducido por m(A) — 0 = m1(CA) a partir de 1,4,
es decir, se tiene el diagrama
7T1(A) E— 0*7T1(A)

|

mi(A) —5— 1

de donde se sigue el resultado. |

Con la proposicién anterior se puede probar de nuevo que 73(S?) = Z pues BS! = §2.

Proposicién 3.4.7. Sean {f; : S* — Y}icr una familia de funciones continuas con Y
conexo por trayectorias y Z =Y Uy _ [icr D" con n > 1. Se tiene que 15(Z,Y)

es isomorfo al médulo cruzado (ZY)) 9, w(Y)) con Z™ ) el grupo abeliano libre en
los elementos de m1(Y') y O el homomorfismo constante (se trata del mddulo cruzado libre
sobre m(Y') y la funcion {0} — m(Y),0— 1).

Demostracién La prueba es anidloga a la del Teorema 3.4.5. Z se puede ver de la siguiente
manera. Se llama A al espacio obtenido de pegar un S" a cada extremo de la cuna \/,.; I;
(identificando los intervalos por el 0) y a B se llama al resultado de adjuntar bolas D"1
pegando sus fronteras a los circulos en A. Entonces, escogiendo caminos en Y: a; de x a
fi(x), se construye BU, Y mediante g : A — Y dada asi g|\/y, : (¢,7) = ai(t) con glsp : z
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fi(2). BU, Y = Z. Ahora, m(A) es trivial y B contraible. Luego, la sucesién exacta de
homotopia de la pareja (B, A) nos da que Ils(B, A) es el médulo cruzado trivial 1 — 1. Por
el Teorema 3.4.3, I15(Z,Y) es isomorfo al médulo cruzado inducido por 71 (g) y II2(B, A) =
idy. Usando la presentacion de un modulo cruzado inducido descrita en la proposicién 2.4.7,
se tiene que m2(Z,Y) estd dado por tomar el grupo libre en 71 (Y) (como conjunto), dividir
entre un subgrupo normal que en este caso es 1 y luego dividir entre el subgrupo generado
por los conmutadores de Peiffer. 9 : m(Z,Y) — m(Y) es el homomorfismo constante
entonces al imponer las relaciones de Peiffer sélo se esta abelianizando. [ |

Ejemplo La proposicion 3.4.3 puede usarse para situaciones mas generales que la adjun-
cién de 2-celdas. Por ejemplo a descomposiciones de Heegaard de 3-variedades cerradas
orientables (ver [14]). Tomando las descomposiciones de género minimo, se tienen espacios
de adjuncién dados por la pareja (T = D? x S}, T? = S! x S!) que es 1-conexa. Si tenemos
un homeomorfismo del toro en si mismo, f : T? — T2, (z,w) — (2%’ 2°w?), ad — bc =
+1,¢ # 0 (esto ltimo para excluir a S? x St), entonces M =T U 7 T satisface lo siguiente.

7T2(T, T2) = Z‘)WQ(M,T)

)| ls

m(T?) 2 Z x ZTM(T)

Por la proposicién 3.4.3, en el diagrama anterior, 0 es el médulo cruzado inducido
por f. y Ilo(T,T?). Sabiendo que las variedades obtenibles pegando dos toros sélidos son
los espacios lente?, cocientes de S?, se demuestra que O es inyectivo pues su nicleo es
(M) = m(S?) = 0. Se podria intentar calcular mo y 7 de toda 3-variedad cerrada
orientable con este resultado; pero en general, calcular el niicleo y la imagen de 0 es dificil
como en el caso de 2-complejos (ademds el problema fundamental es saber qué f, pueden
aparecer, saberlo requiere entender los grupos de clases de aplicaciones de superficies).
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