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Introduccion

En diferentes areas de la ciencia, tales como fisica, quimica y biologia, a menudo se plantean
modelos matemaéticos que involucran ecuaciones para describir el comportamiento de un fenémeno.
En dicho planteamiento es inevitable y a la vez necesario hacer simplificaciones sobre el problema.
Es por tanto importante conocer que informacién se puede obtener del sistema, asi como los cam-
bios cualitativos que ocurren bajo perturbaciones en las ecuaciones.

En este sentido, el uso de la topologia moderna como un recurso para estudiar sisteméas di-
namicos surge, en gran medida, a partir de las aportaciones de Poincaré al estudio de la Mecanica
Celeste a finales del siglo diecinueve y principios del veinte. En particular, como método topologico,
el concepto de indice de una funcién, queda definido por un namero, y éste da informacion sobre las
propiedades de la funcién. Tenemos por ejemplo, el indice de Poincaré-Hopf y el indice de Morse,
los cuales estan definidos para puntos singulares y tienen relaciéon con la topolgia del espacio en el
que se encuentran.

Por otro lado, se tiene la teoria del indice de Conley y sus aplicaciones, que surgi6 en los
anos setenta [CE], [Co]. A grandes rasgos, éste se define para conjuntos invariantes en términos del
comportamiento de un flujo en la frontera de lo que se conoce como vecindad aislante y asigna, no
un nimero, sino la clase de homotopia de cierto espacio topolégico.

En este trabajo, introducimos las ideas y conceptos basicos sobre la teoria del indice de
Conley para abordar el estudio de flujos en R™ [Sm|. Para esto, presentamos ejemplos donde
se calcula dicho indice para algunos conjuntos invariantes en el plano. Finalmente, como una
aplicacion especifica del Indice de Conley, estudiamos una ecuacion diferencial parcial, la ecuacion
de Nagumo, la cual tiene relevancia biologica pues es un modelo simplificado de la transmisiéon de
impulsos nerviosos.



Capitulo 1

Flujos y vecindades aislantes

Sea f: R™ x R — R™ una aplicaciéon continua; denotamos a f(z,t) por x - t.

Definicion 1.1. La aplicacion f es llamada flujo en R™ si para todo x € R™ y para cualesquiera
t,s € R se cumple:

(a) x- 0=z
) (x-t)-s=z-(t+s)

Sea F = {f : R" x R — R"™| fes un flujo} el espacio de flujos en R™. En este espacio
usaremos la topologia generada por una familia B de conjuntos de la forma

N, K,e) ={g e F|[If —gllx <€},

donde f € F, K es un subconjunto compacto de R” x Ry

1f = gllx = supapex{lf(z,t) — g(z,1)[}.
Lema 1.2. El conjunto definido por B es un base para una topologia en F

Demostracion. Basta ver que intersecciones finitas de elementos de B se escriben como unién de
elementos de B, véase [Si|,[Pr]. Para esto, consideremos N1 = N(f1, K1,€1) y No = N(fo, Ko, €2)
ambos elementos de B, sea g € N1 N Ny. Tomando

Kg :K1UK2 y €5 =1 {112{617;%%?((.]0(:6’”79("17725))}

1=

tenemos que N(g, Kg,e5) C Ny, i = 1,2. Asi, N1 NNy = Ugen, nn, N(g, Ky, €¢). Por induccion se
concluye el lema. O

Definicion 1.3. Sean f,g € F. Decimos que f y g son flujos e-cercanos en un subconjunto com-
pacto K de R™ x R si

I[f—gllx <e

Es decir, g es un flujo e-cercano a f en K, si g € N(f, K, ¢).



Definicién 1.4. Sean x € R" y f € F. Definimos x - R :={x -t | t € R} y decimos que
(i) - R es la orbita de x.
(i) x es un punto singular de f, sixz R =x.

(iii) x es un punto periddico, si existe unt € R\{0} tal que x-t = x y x no es un punto singular.
El valor t es llamado un periodo de x y a la orbita de xq la llamamos orbita periddica.

(iv) I C X es un conjunto invariante bajo f, si [ -R =1, y lo llamamos f-invariante.

Observacion 1.5. Dado I C R™ un conjunto f-invariante para algun flujo f, la cerradura de I es
un conjunto f-invariante. Ademaés, la unién e interseccion de conjuntos f-invariantes son también
conjuntos f-invariantes.

Para las definiciones y consideramos un flujo f € F y xg,yo dos puntos
singulares de f.

Definicion 1.6. El conjunto estable, W*(xg), y el conjunto inestable, W"(x(), de zo se
definen como:

W (xg) ={x €R" |z -t > a9 cuando t— oo},
W (xg)={xeR" |z -t > 29 cuando t— —oo}.

Definicion 1.7. A un punto x € W*(xo)NW¥(z0), le llamamos punto homoclinico. Una orbita
homoclinica es la orbita de un punto homoclinico.

Definicién 1.8. Decimos que la orbita de un punto x € W*(xo) N W*(yo)} es una curva hete-
roclinica que conecta a los puntos g, yo cuando t tiende a £oo.

En adelante usaremos la siguiente notaciéon: Dado un conjunto A C R™: 4, A® y CI(A)
denotan el interior, el complemento y la cerradura, respectivamente, del conjunto A.

Definicion 1.9. Sea N un conjunto compacto en R™. Decimos que:
a) N es una vecindad aislante para f si para todo x € ON, existe t € R tal que x -t ¢ N.

b) Un conjunto cerrado I C R™, f-invariante, es un conjunto invariante aislado si existe

o

alguna vecindad aislante N para f tal que I es el conjunto f-invariante mdximo en N.
Decimos entonces que N es vecindad aislante para I.

Proposicion 1.10. Si N es vecindad aislante para un flujo f € F, entonces existe € > 0 tal que
para todo flujo g € N(f, N,e€), N es también vecindad aislante de g.

Demostracion. Sea x € ON. Por hipotesis para f, existe tgp € R tal que = -tg ¢ N. Ademaés, por la
continuidad del flujo f y la compacidad de N, para e = [dist(z - to, N)]/2, la vecindad V. (x - tg) de
radio € alrededor de x -ty no intersecta a N. Por otra parte, si g es un flujo e-cercano a f, entonces
g(x,tg) € Ve(x - tg). Por lo tanto, para el valor t; se tiene que g(x,tg) ¢ N. O
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Figura 1.1: Ejemplos de flujos de ecuaciones diferenciales en el plano.

En la figura (1} observamos que el origen es un conjunto invariante (punto singular tipo
silla) aislado con respecto al flujo de la ecuacion (1). Una vecindad aislante para dicho punto es
N = [-1,1] x [—1, 1] pues los puntos en la frontera de N salen del bloque para algin ¢t # 0. Por otro
lado, el origen es un punto singular (tipo centro) para el flujo de la ecuacion (2). Sin embargo, éste
no es conjunto invariante aislado pues cualquier vecindad de dicho punto contiene una infinidad
de conjuntos invariantes (6rbitas periddicas).

Lema 1.11. Sean f € F y N C R"™ vecindad aislante de f. Sea I C R™ el conjunto f-invariante
[e]
aislado en N, entonces para todo x €N NI¢ existe t, tal que x -t, ¢ N.

[e]
Demostracion. Si para alguna xy € N NI¢ sucede que xg - R C N, entonces existe ty tal que

g -ty € ON. De lo contrario, Iy = xg-R CN, lo cual es una contradiccion con que I es el conjunto
invariante méaximo en N. Por otro lado, como N es vecindad aislante para f, existe t; € R tal que
(zo - to) - t1 ¢ N. Tomando ¢, = to + ¢1 concluimos la demostracion. O

Lema 1.12. Sea f un flujo en F. Sean N; C R™, i = 1,...,n. Si N; es vecindad aislante para f,
para todo i = 1,...,n, entonces N = NTN; también es vecindad aislante para f.

Demostracion del lemall.12

Sea x € ON = O(NTN;), para probar que existe t, € R tal que = - ¢, ¢ N observemos que
O(NTN;) C UT(ON;). En efecto, dado x € (NTN;) y Ve(x), € > 0 vecindad de z existen y, w, tales
que

a) y € (NTN;)° N Ve(x), es decir, y € Ni. NV, para algin io.

o o o
b) w €(NTN;) NV (x), es decir, w €N; NV, para todo i. En particular, w € N;, NV..

De a) y b) tenemos que = € 9N, y por tanto x € UT(ON;). Ahora, como N;, es vecindad aislante
para f, existe to € R tal que -ty ¢ N;,. Esto implica que, = -tg ¢ N7 N;,. Por lo tanto, N = N} N;
es vecindad aislante de f. O

Observacion 1.13. Con las hipotesis del lema [I.12] se tiene que si cada N; es vecindad aislante de
un mismo conjunto f-invariante I, entonces N = N'N; es también vecindad aislante para I, pues

I C]if,-C Ny ]ifiz(ﬁ?Ni). La maximalidad de I en N se sigue del lema [1.11




Sea N un subconjunto compacto de R™. Consideremos los conjuntos
U(N) ={f € F| N es vecindad aislante para f} y C(R")={C CR"|C es cerrado en R"}.

Observacion 1.14. U(N) es un subconjunto abierto de F. Esto se sigue de la proposicion ya
que para f € U(NV) existe € > 0 tal que N(f, N,e) C U(N).

Definicién 1.15. Definimos el conjunto L C F x C(R™) como
L={(f,I)|I es un conjunto f-invariante aislado}

Observacion 1.16. En la definicion [T.15] esta implicita la existencia de algin conjunto N C R™ que
es vecindad asilante para f, la cual contiene como conjunto f-invariante méximo a I.

Definicion 1.17. Definimos la aplicacion
UN:u(N)*)Lv UN(f):(fal)a
donde I es el conjunto f-invariante mdzrimo en N.

Definicion 1.18. Mediante la aplicacion oy definimos la topologia en £ como la generada por los
conguntos o (U) donde U C U(N) es un subconjunto abierto en F. Es decir, intersecciones finitas
de dichos conjuntos forman la base de la topologia en L (véase [Pi]).

Teorema 1.19. La proyeccion en la primera coordenada 7 : L — F dada por w(f,I) = f es un
homeomorfismo local y mo on = Id para toda N C R™ vecindad aislante de f € F.

Para la demostracion del Teorema [1.19) veremos que 7 es una aplicaciéon continua y biyectiva
localmente (lema|1.20]). Posteriormente probaremos que 7 es también una aplicacion abierta (lema
1.21]), con lo cual concluiremos la demostracion.

Lema 1.20. 7: L — F es una aplicacion continua y biyectiva localmente.

Demostracion. Sea s = (f,I) € Ly consideremos una vecindad aislante N de I. Por la proposicion
existe € > 0 tal que N(f, N,e) C U(N). Como V := N(f, N, ¢) es abierto en F (de hecho es
un elemento de la base de la topologia en F), por la definicién de la topologia en £ se tiene que
Vs = on(V) es abierto en L. Ademas, (f,I) € Vs y m(Vs) = V, esto es, 7|y, es invertible, cuya
aplicacién inversa es oy. O

Lema 1.21. 7 : L — F es un mapeo abierto.

Demostracion del lema[L.21l Para demostrar que 7 es un mapeo abierto requerimos de los siguien-
tes resultados:

Sublema 1.22. Sean Ni, Na, donde N1 C Ns son vecindades aislantes para f, las cuales ais-
lan al mismo conjunto invariante I. Entonces existe una vecindad V C F del flujo f, tal que
Vc U(Nl) QU(NQ) Y UN1|V = UN2|V-

Demostracion del sublema[1.24. Primero observemos que para = € (]%2 \I) existe ¢, € R\ {0}
tal que x - t,, ¢ Na. Esto se sigue, primero, de la propiedad maximal de I en N; existe t; tal que
x-t; ¢ Ny, y segundo, por la maximalidad de I en N existe to tal que (z-t1)-t2 ¢ No (lema(l.11)).



Por otro lado, como CI(Nz \ N;) es compacto, sea ¢y = min  {d(z - tz, N2)} > 0.
z€CI(N2\N1)

Por la proposicion existen €;, i = 1,2 tales que, N(f, N;,¢;) C U(NV;), para i = 1,2.
Entonces, tomando ¢ = min{eg, €1,e2} y V = N(f, N1 U Na, €), tenemos que V C U(N7) N U(N2).
Ademas, dado g € V y « € CI(N2 \ Ni) se tiene g(x,t;) ¢ Na. Esto implica que si I, es un
conjunto invariante aislado en N3, entonces N; es también vecindad aislante para I,. Esto es,
ON, (g) = ONz(g)' O

Sublema 1.23. Sean Ni,...,N, cerraduras de subconjuntos abiertos y acotados en R™. Sean
Ui,....,U, C UW(DV;) conjuntos abiertos, i = 1,...n. Si (f,I) € NYon,(U;), entonces existen un
congunto cerrado N C R™ y un congunto abierto V. C U(N) tales que (f,I) € on(V) C NYon, (U;).

Demostracion del sublema[L23. Sean U = N{U; y N = N{'N;. La hipotesis, (f,I) € Nton, (U;)
implica que N; es vecindad aislante de I para I = 1,...,n, de lo cual se sigue, por el lema [T.12]
que N es también vecindad aislante para I. Ademas, como f € U, aplicando el lema [1.22] se tiene
la existencia de V C U(N) N U(N;), i = 1,...,n que es vecindad de f y tal que on|v = op,|v,
i=1,...,n. O

Para concluir la demostracion del lema consideramos U C £ abierto, y sea f € w(U).
Por definiciéon de la topologia en £ se tiene que, U = U(N}oy, (U;)), donde U; C U(NV;) es abierto
en F, i =1,...,n. Asi, (f,I) € (NFon,(U;)). Entonces, por el sublema existen N conjunto
cerrado en R” y V C U(N) abierto en &, tales que (f,I) € on(V) C NYon, (U;). Finalmente, como
7(U) D w(on(V)) =V, se concluye que 7(U) es abierto. O

El Teorema [1.19] nos permite dar la siguiente definicion:

Definicién 1.24. Decimos que (f,I) y (f,I) estin relacionados por continuacion si existe
N wvecindad aislante comun para f y f. Esto es, si f,f estdn en la misma componente conexa
C C UW(N), véase [Sml].
Observacion 1.25. En particular, si f y f son flujos e-cercanos en &F, entonces f y f estan relacio-
nados por continuacion.

Por otra parte, para llegar a la definicion del Indice de Conley requerimos la definicion de

bloque aislante, que es una generalizacion de vecindad aislante.

Definicion 1.26. Sea S C R™. Sea f un flujo en F. Dado 6 > 0, definimos hs : S x (=6,0) — R"™
por (z,t) — x -t. Si para algin §, hs es un homeomorfismo con rango abierto en R™, entonces
decimos que S es una d-seccion local.

orbits

(a) (b)

Figura 1.2: (a) S es una d-seccién local. (b) S no es una d-secciéon local pues cerca del punto p no puede
haber un mapeo hs que sea inyectivo.



Definicion 1.27. Sea B C R" la cerradura de un conjunto abierto. Decimos que B es un bloque
aislante para el flujo f, si existe un & > 0 y dos & secciones ST y S~ con las siguientes
propiedades:

(1) [c(SE)\SENB =10 ST
(ii) BN (S*-(=6,8)) = (St NB)-(-4,0]
(iii) BN (S~ - (—4,8)) = (S~ N B) - [0,0) B
(iv) Siz € 9B\ (STUS™), existen ¢ <0y ea >0
tales que = - [€1,62) COByz-e1 €S, -6 € ST. o

Figura 1.3: Propiedades de las secciones STy S™.

Observacion 1.28. En la definicién de bloque aislante observamos lo siguiente:

= Los elementos en BN ST salen del bloque B para t > 0. Esto es, BN (St -(0,0)) = 0. En
efecto, si z € BN (ST - (0,0)), existe 0 < ¢ < 4 tal que hs(x,0) = h(zT,t) y como hs es el
homeomorfismo asociado a la d-seccién ST se tiene que x = 27 y t = 0.

» Los elementos en BN S~ salen del bloque B para t < 0. Esto es, BN (S~ - (—4,0)) = 0. El
argumento es analogo al anterior

Proposicion 1.29. Bloques aislantes son vecindades aislantes.
Demostracion. Sea x € § B. Tenemos los siguientes casos:
1. Siz e STUS™, existe to > 0 tal que = -ty ¢ B. Esto se sigue de la observacion m

2. Siz € OB\ (ST US™), por la propiedad (iii) de la definiciéon existen ¢ <0y €3 >0
tales que x - [€1,62) COByx-€1 €S ,x €2 € S7. Concluimos usando el punto 1.

O

Definicion 1.30. Sea B C R™ un bloque aislante, definimos los siguientes conjuntos:

b = 0B

bt = BNSTCb

b= =BNS Cb

T = b\ (bt UbT)]
At={xre€eB:z-R™ C B}
A-={xe€B:xz-R" C B}
I =AtNnA-

A =ATUA™

at = AtNnbcCbt

a- =A"NbCb”

Figura 1.4: Componentes de un bloque aislante.



Capitulo 2

Nociones basicas de topologia

Una pareja de espacios topologicos es un par ordenado (X, A), donde X es un espacio
topologico y A es un subconjunto cerrado de X. El producto de pares (X, A) y (Y, B) es el par
(X XY, (X xB)U(AxY)) y lo denotamos por (X, A) x (Y, B). Si A = (), escribimos simplemente X .
El espacio (X, zg), donde z( es un punto de X, es llamado espacio punteado, con z( el punto bésico.

Una aplicacion de (X, A) en (Y, B) es una aplicacion continua ¢ : X — Y tal que ¢(A) C B.

Definiciéon 2.1. Decimos que dos aplicaciones fo, f1 : (X, A) — (Y,B) son homotdpicas y
lo denotamos con fy ~ f1 si existe una aplicacion continua ® : (X, A) x [0,1] — (Y, B) tal que
D(x,0) = fo(x) y D(x,1) = f1(x) para toda x € X.

Denotamos por [f] ={g: (X,A) = (Y,B) | g~ f} a la clase de homotopia de la aplicacion
f(X,4) = (Y, B).
Definicion 2.2. Decimos que (X, A) y (Y, B) son parejas de espacios topoldgicos homotépica-
mente equivalentes y lo denotamos como (X, A) ~ (Y, B) si existen aplicaciones continuas

f(X,A) = (Y,B) y g:(Y,B) = (X,A) tales que fog~Idyp y gof=~Idx,a)-

Definicion 2.3. Sea (X, A) una pareja de espacios topoldgicos. Sea ~ la relacion de equivalencia
en X definida por x ~ y si y solo six =y o x,y estin en A. La clase de x se denota por [z] y
X/A es el conjunto de dichas clases de equivalencia.

Sea m: X — X/ ~, la proyeccion x — [x].

Usaremos la topologia cociente en X/ ~ donde U C X/ ~ es abierto si y solo si 771 (U) C X
es abierto. Esto ocurre si y sélo si existe un conjunto V abierto en X talque VN A=00V D A,
yn(V)=U.

Definicion 2.4. X/A es el par topoldgico (X/ ~,[A]) si A # 0. Mientras que, X/A es el par
topoldgico (X Uzg, xo) [[} cuando A =0, véase [Pr. Denotamos por [X/A] a la clase de homotopia
del par topoldgico (X/ ~,[A]) con la relacion [2.5

Topologicamente X/A corresponde al espacio donde los puntos de A se identifican en un
punto.

1 denota la unién ajena de conjuntos (suma topologica).

7



Operaciéon cuna de parejas de espacios topolégicos

Definicion 2.5. Sean (X, z0) y (Y,yo) espacios punteados.

1) Denotamos por V a la operacion cunia de parejas de espacios topoldgicos. Esta se define como

(X,20) V (Y,90) = (X UY)/{zo, 90} =
= (((X,20) U(Y,90))/ ~, w0, yo0]) =~
~ ((wo X Y) U (X X yo), (w0, Y0))

2) El identico aditivo es el espacio singular que tiene el tipo de homotopia de un punto {xo}.
3) Denotamos por ™ al espacio topoldgico cuyo tipo de homotopia es la n-esfera con un punto

bdasico, esto es, (S™,p) conp € S™.

X xT
T . X (z,y)

(X,:L') Y

— (X,z)Vv(Y,y)
Yy) |Y

Figura 2.1: Operacion V de pares topologicos.



Capitulo 3

El indice de Conley

Definicién 3.1. Sea B un blogue aislante para el flujo f. Sea ST la §-seccion para la cual se
satisfacen las propiedades de la definicion[1.27. Consideramos el conjunto

bt =BnST={xe€dB |z (0,6)NnB =0}

Definicion 3.2. Sea I un conjunto f-invariante aislado y sea B un blogque aislante para I. El indi-
ce de Conley de I se define como la clase de homotopia del espacio punteado B/bT = (B/ ~,b™")
y lo denotamos por

h(I) = [B/b"] (3.1)
Es decir, h(I) es el tipo de homotopia del espacio cociente de un bloque aislante B identificando el

conjunto b+ a un punto (definicion .

Notemos que el indice de Conley se define escencialmente con respecto al flujo f, pues es
éste el que determina el bloque aislante B y el conjunto invariante I aislado en B (véase ejemplo

3-3)-

Ejemplo 3.3. Consideremos el flujo constante definido en R? como se muestra en la figura .

i

T

Figura 3.1: Flujo constante en el plano. En este caso se tiene que h(I) =0, con I = §.

3.1. Algunos resultados sobre el indice de Conley

A continuacién enunciamos tres resultados importantes con respecto al indice de Conley.

Teorema 3.4. Sean f € F e I C R™ un conjunto f-invariante aislado. Sean By y Bs blogques
aislantes para I. Entonces, By /b] ~ Ba /b3



3.1. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE EL INDICE DE CONLEY

Este Teorema [3.4]implica que el indice de Conley esté bien definido pues es indepeniente del
bloque aislante.

Teorema 3.5. Sean f C F y B C R™. Si B es un blogque aislante para un conjunto f-invariante
aislado I, y si h(I) # 0, entonces I #0, es decir, B contiene una drbita completa.

Demostracion. Sea B un bloque aislante para f. Si I = (), podemos considerar B = (), por lo que
b™ = (. Entonces, h(0) := (B/ ~,b") ~ (0 U xg,x0) :=0 O

El Teorema[3.5] da una condicion necesaria para la existencia de soluciones no triviales en el
interior de un bloque aislante (véase ejemplo |3.3).

Teorema 3.6 (Teorema de Continuacion). Sean fi, fo € F flujos en F. Sean I y Iy conjuntos
invariantes aislados con respecto a f1, fa respectivamente. Si las parejas (f1,11) y (f2,I2) estdin
relactonadas por continuacion, entonces los conjuntos invariantes I1, Is tienen el mismo indice de
Conley. Esto es,

h(I1) = h(I2).

Como consecuencia del Teorema de Continuacion [3.6] se tiene que el indice de Conley es un
invariante topolégico, en el sentido de que no cambia bajo pequenas perturbaciones en el flujo.

Las demostraciones de los Teoremas y son omitidas en este trabajo. E En cambio,
presentamos varios ejemplos (capitulo [4]) en los que usamos argumentos geométricos para calcular
el indice de Conley y usamos los Teoremas mencionados para el estudio de una ecuacién diferencial
parcial, que si bien es un ejemplo particular nos brinda un panorama de las aplicaciones del indice
de Conley en ecuaciones diferenciales (capitulo .

1Las demostraciones se encuentran en [Sm].
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Capitulo 4
Ejemplos

En esta capitulo calculamos los indices de Conley de conjuntos invariantes determinados por
los flujos solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

4.1. Flujo de una ecuacién en R a un parametro

Ejemplo 4.1. En el siguiente ejemplo consideramos una ecuacion diferencial a un pardmetro
A € R. para cada valor de X hallamos los conjuntos invariantes bajo el flujo solucion de la ecuacion
y calculamos su respectivo indice de Conley.

i=a(l—2%) —X= f(z,\), r€eR (4.1)

Los puntos singulares de la ecuacion para cada valor de A estan dados por los ceros de f,
f(x,\) = 0. Consideramos los valores del pardmetro A, 0, \1 y o para los cuales la ecuacion
tiene tres, {d,0,e}, dos, {b,c}, y un, {a}, puntos singulares, respectivamente (véase figura ,

A
A=)y S
A=) AR S
A=0 e NS
0

Figura 4.1: Cada la linea horizontal es el espacio fase de la ecuaciéon @ = f(x, Ao) para A = 0, A1, A2. Los
intervalos marcados corresponden a vecindades aislantes, pues ningin punto en su frontera es parte de una
solucién de [411

Por otro lado,

G@d) ) g2 gy, B4

dz dr ~ dx A= A@).
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4.1. FLUJO DE UNA ECUACION EN R A UN PARAMETRO

Asi, podemos determinar el comportamiento de los puntos singulares de la ecuacion (4.1)).
Esto se indica en la siguiente tabla:

Valor de A | puntos singulares derivada tipo
A= X {d=-1} W = —2<0 | atractor
{0} w =1>0 | repulsor
x
{e=1} W =—-2<0 | atractor
A=\ {b} 4o <0 atractor
dz
df(C, )\1) .
_— = = lla-nod
{c} in 0 silla-nodo
A=)y {a} @ <0 atractor
x

Para A = 0 la ecuacion (4.1) posee tres puntos singulares d, 0, e. Sin embargo, notemos que
en este nivel hay doce conjuntos invariantes aislados,

{d}, {0}, {e},{d,0},{d,e},{0,e},{d,0,e},[d, 0], [0, €], [d, €], {[d, 0], e},{d, [0, e]}

Para A = Ay, los conjuntos invariantes son {b}, {c}, {b, c}, [b, ¢]. Mientras que, para A = Ay
el tinico conjunto invariante es {a}.

Ahora, como la ecuaciéon (4.1]) tiene tres tipos de puntos singulares, es suficiente revisar los
siguientes casos:

1. Para el nivel A = g, consideramos B = [a, (], con a < a < 3. Como « es un punto de tipo
atractor, b+ = (). Por otra parte, el intervalo [a, 3] tiene el mismo tipo de homotopia de un
punto p € [«, 8]. Por lo tanto, de la definicion se tiene que

h(a) := [B/b"] = ([a, B]/ ~, B) =~ (p U xq,z0) ~ X°.

2. Para A\ = A1, también se tiene que h(b) ~ X°. Mientras que, un intervalo [a, 3] donde b < « es
un bloque aislante para ¢, como lo indica la figura (4.1)). En este caso se tiene que b+ = {a}.
Asi,

h(c) := [B/b"] = ([, B]/ ~, @) ~ (o, @) := 0.

3. Finalmente para Ao = 0, s6lo falta encontrar el indice de Conley de x = 0, que es un punto
repulsor. En este caso, un bloque aislante de 0 es intervalo [a, (], donde d < a < 0 < B < e.
Asi, bt ={a, B} y

h(0) == [B/b*] = ([, ]/ ~, {a, B}) = BV

Para el resto de conjuntos invariantes aislados tenemos la siguiente tabla

12



4.2. CONJUNTOS INVARIANTES EN R?

Valor de A | Conjunto invariante bloque aislante B bt | h(S)
A= Ao [d,0] [a,8l,a<d<0<B<e | {B}| O
[0, €] [, 8l,a<0<e<f {a} | O

[d, €] [, fl,a<d<e<p 0 %0

A=\ b, c] [, Bl,a<b<c<f 0 %0

Observacion 4.2. En la ecuacién podemos ver que las vecindades aislantes para los conjuntos
invariantes de la ecuacion en algunos persisten como tales, para los respectivos conjuntos inva-
riantes que resultan al variar el parametro A. Entonces, los correspondientes conjuntos invariantes,
que comparten una vecindad aislante en comun estan relacionados por continuaciéon (definicion

1.24]). Se puede ver que,
(a) los conjuntos {[d, e]},{[b, |}, {a}, {b} y {c} estén relacionados por continuacion.
(b) el intervalo [0, e] esté relacionado por continuacion con el punto c.

Sin embargo, un conjunto de uno de los incisos anteriores no puede estar relacionado por conti-
nuacion con algtn conjunto del otro inciso, pues su indice de Conley es distinto (véase Teorema de

Continuacién [Smal).

4.2. Conjuntos invariantes en R?

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria de la forma:

d(t) 1/mp2
= v(z), v e C(R?) (4.2)

Definicién 4.3. Decimos que un punto xo € R? es un punto singular hiperbdlico de si los
valores propios Aj,j = 1,2 de la matriz de linealizacion de v(x) en x¢, tienen parte real distinta
de cero.

Sea zy un punto singular hiperbdlico de una ecuacién diferencial en el plano. Sean A1, Ao,
los valores propios de matriz de linealizacion en xg, de la ecuacion (4.2)). Decimos que zg es

1. un punto singular tipo silla, si ambos valores propios son reales y Aj s < 0.
2. un punto singular tipo nodo atractor si A\; < 0,¢7=1,2 y repulsor si \; <0,¢=1,2.

3. un punto singular tipo foco si A; = a=+ib, con a,b € R\ {0}. Es un foco atractor sia < 0
y repulsor si a > 0.
Observacion 4.4.

Si ademas, la ecuacion es de la forma A(z — xg), con A € Max2(R). Decimos que g es localmente
un punto singular tipo centro si la parte real de los dos valores propios es cero. EI

1El caso no lineal requiere criterios adicionales para determinar el comportamiento local
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4.2. CONJUNTOS INVARIANTES EN R?

A continuacion calculamos el indice de Conley de puntos singulares de una ecuaciéon dife-
rencial lineal, # = Az, A € May«2(R), cuyo tinico puntos singular es xo = 0.

En los siguientes ejemplos se dibujan en color verde los bloques aislantes B del punto singular
correspondiente a cada ecuaciéon. Los segmentos en azul indican los puntos en la frontera de cada
bloque que salen de éste para tiempos positivos, es decir, el conjunto b+. Posteriormente en cada
figura se indica la identificacién de los puntos en b y el correspondiente espacio asociado al tipo
de homotopia de [B/b*]. Notemos que el simbolo ~ en las figuras corresponde a ~ para indicar
que los espacios en cada caso tienen el mismo tipo de homotopia.

1
0 -1

Figura 4.2: B = [—1,1] x [-1,1], b+ = {—1} x [0,1] U {1} x [0, 1].

Ejemplo 4.5. En el caso A = [ }, el origen es un punto singular tipo silla, cuyo indice de

Conley es h(0) = X',

Ejemplo 4.6. Si A = Ll) ﬂ , el origen es un nodo repulsor, cuyo indice de Conley es h(0) = X2.
A 4
i
ﬁ @
\ ~J ~Y
Y 3
v ] =

Figura 4.3: B =[-1,1] x [-1,1], b* = dB.

0

Ej lo 4.7. Si A=
jemplo 4.7. Si {O 1

}, el origen es un punto silla-nodo, cuyo indice es h(0) = 0.

Figura 4.4: B = [—1,1] x [-1,1], b+ = {1} x [0,1].
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4.3. SUMA DE INDICES

Observacion 4.8. La dimension de la esfera determinada por el indice de Conley de los puntos
singulares hiperbdlicos en los ejemplos v (4.6) coincide con el niimero de valores propios
positivos. En general, para una ecuacion diferencial de la forma © = Ax con A € M(R),xn, si 0
es un punto singular hiperbélico, entonces h(0) = £*, la k esfera punteada, donde k es el nimero
de valores propios de A, con parte real positiva. Dicho ntmero k es el llamado indice de Morse
del punto 0, el cual esta definido bajo la condicién de hiperbolicidad, véase [Sm|. Con respecto al
indice de Poincaré-Hopf, el cual esta definido para puntos singulares no degenerados de campos
vectoriales, véase [M], se puede ver que en el caso hiperbélico coincide con (—1)"~%. Sin embargo,
a diferencia de los indices mencionados, el de Conley esta definido para puntos no hipérbolicos
(ejemplo |4.7) y para conjuntos invariantes mas generales (ejemplos en las secciones v .

4.3. Suma de Indices

Los conjuntos invariantes que presentamos en esta seccion estén dados por la uniéon de dos de
tales conjuntos. Es necesario observar que dado un flujo f € &, la unién de conjuntos f-invariantes
aislados, cuyos bloques aislantes son disjuntos, es también un conjunto f-invariante aislado pues
la union de bloques aislantes es un bloque aislante para la unién.

Definicion 4.9. Dado un flujo f € F, decimos que dos conjuntos f-invariantes aislados son ajenos
si sus respectivos blogques aislantes son disjuntos.

Teorema 4.10. Sea f € F un flujo. Si I1, I, son conjuntos f-invariantes aislados ajenos, entonces
I =1 Ul es un conjunto f-invariante aislado, y ademds el indice de Conley de I estd dado por

h(I; U L) = h(I1) V h(Is)

(Véase definicion
Demostracion. Sean (B, b1+) y (Ba, b2+) las parejas de bloques aislantes y sus respectivos conjuntos
de salida para I, I respectivamente. Entonces, un bloque aislante para I es B = By U By y el
conjunto b™ = b U b3 . De las definiciones de indice de Conley y la operacion V, se tiene:

h(I):= [B/b"] =
[

B/ ~,b%)] =

(B1,bf) U (Ba, b3), {bF b5 )] ==
(B1, [b{]) V (Ba, b3])] :=

By /b V [Ba/b]]

ol
- [
= |
= |
O

En los siguientes ejemplos usamos el Teorema para calcular el indice de la unién de
conjuntos invariantes ajenosﬂ

En los ejemplos (4.11]) y (4.12) consideramos el flujo de una ecuacion diferencial en el plano,
el cual posse dos puntos singulares 07,02, ambos tipo silla, con una curva heteroclinica (definicion
1.8]) que los conecta, cuando ¢t — £oo.

20mitimos las ecuaciones pues en estos ejemplos se puede identificar geométricamente a los conjuntos de salida
bt.
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4.3. SUMA DE INDICES

Ejemplo 4.11. Del ejemplo 4,5), el indice de Conley de cada punto tiene el tipo de homotopia de
S, Entonces, por el Teorema 21(], el indice de I = 0, U0y es el espacio topoldgico que corresponde
a dos esferas uno-dimensionales identificadas por su punto marcado. Esto es, h(I) = 3! v ¥

b+

~ XD

02

Figura 4.5: La unién de los bloques que aislan a cada punto singular es el bloque aislante de I = 01 U 0a.

Ejemplo 4.12. Por otra parte, el indice de Conley del conjunto invariante S que corresponde
a la cerradura de la curva heteroclinica que conecta a los puntos 01 y 02 del ejemplo es

h(S) =Xt vty #£n(I).

Sy yly Y

Figura 4.6: Bloque aislante de la curva invariante S y las deformaciones para obtener la clase de homotopia
de B/b™.

Ejemplo 4.13. El indice de Conley de la unidn de dos puntos singulares de tipo nodo, atractor y
respulsor respectivamente, tiene el tipo de homotopia de ¥? v X°.

B, By

=]
W
F‘\
[\

DIEAVAIY

Figura 4.7: Indice de conley de la unién de dos nodos, atractor y repulsor.

En este ejemplo, hay una infinidad de conexiones entre ambos puntos, por lo cual, ninguna
de éstas es conjunto invariante aislado.
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4.4. INDICE DE CONLEY ASOCIADO A ORBITAS PERIODICAS

Ejemplo 4.14. FEl indice de Conley de un punto singular que tiene el comportamiento que se
indica en la ﬁgum coincide con el indice de la curva heteroclinica v del ejemplo . E|

v

X
AN £yElys!

4.4. Indice de Conley asociado a drbitas periodicas

En los siguientes ejemplos, los conjuntos invariantes a considerar son ciclos limite (6rbitas
periodicas aisladas) y una curva homoclinica, todos en el plano. En todos los casos, los bloques
aislantes son anillos alrededor de tales conjuntos. Para los ciclos limite se usan coordenadas polares

(p,0)-

Ejemplo 4.15. (a) El sistema p = p(1 — p?), 0 = 1 tiene un ciclo limite 1 estable, cuyo indice
es h(y1) = St Uxg, pues b = 0. En (b) el sistema p = —p(1 — p*)?, § = 1 tiene un ciclo limite 2
semi-estable y su indice es h(y2) = 0.

00

o) )

Ejemplo 4.16. v es el ciclo inestable del sistema p = —p(1 — p?), 0 =1 y su indice de Conley es
la clase de homotopia del espacio que se indica en la siguiente figura:

—
O~ D
Observacion 4.17. El indice de Conley es cambia de acuerdo a la estabilidad de la 6rbita periodica.
Por otra parte, cada ciclo v y el punto singular 0 son conjuntos invariantes ajenos. Sin embargo
una bola que contenga a ambos conjuntos no puede ser una vecindad aislante para la unién de

éstos, pues en este caso el conjunto invariante para esa vecindad es la cerradura C del conjunto
encerrado por . Se puede ver que para el ciclo estable, h(yU0) = 0V X2, mientras que h(C) = 0.

3En coordenadas complejas el campo es: 2 = 1/z%
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4.4. INDICE DE CONLEY ASOCIADO A ORBITAS PERIODICAS

Ejemplo 4.18. El Indice de Conley de la cerradura de una drbita homoclinica v asociada a un

punto singular tipo silla y que rodea a un punto singular tipo foco repulsor es h(yU0;) = X1, como
se indica en la figura:

1
i h(yU0;) =%
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Capitulo 5

El indice de Conley para la ecuacion
de Nagumo

Sean U(z,t),V(x,t) dos funciones C? de R? en R que satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales parciales,

Uy =€V, Vi=Vee +f(V)=U (5.1)
donde € € R es un parametro y f(V) = —(V = Vo)(V = V1)(V — V3).

v
Consideremos la funcion integral de f definida por F(v) = / f(s)ds.
vo

Figura 5.1: Gréfica de f y su funcion integral F'.

Observacion 5.1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que vy = 0y que el drea determina-
da por la grafica de la funcion f y el eje v en el intervalo [vg, v1] es mayor que el area correspondiente
al intervalo [v1,v2]. Esto es, existe un v* € (v1,v2) para el cual F'(v*) = 0.
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La ecuacién (5.1) se conoce como la ecuacién de Nagumo E| y es considerada un caso simpli-
ficado de las ecuaciones de Hudking-Huxley, las cuales corresponden a la transmicion de impulsos
nerviosos [HH].

Problema: Dada la naturaleza de la ecuacién, el problema consiste en encontrar una solu-
cion de tipo onda viajera periddica para el sistema (5.1]). Una solucion de este tipo corresponde a
grandes rasgos al disparo periédico de una una neurona (generacion de potenciales de accion [I]),

véase figura (c).

§ (a) resting (b) excitable (c) periodic spiking
]
'g spike
8
g
2 PSP PSP
[ < —
g 1 time, t Tt

stimulus > A B

stimuli

(=
)
= i
= »
5 (\ psp spike
IS ., equilibrium o
g N~ he
+
X

membrane potential, V

Figura 5.2: (a) La neurona permanece en reposo a pesar de variaciones en el potencial de membrana.
Esto corresponde a punto singular estable, (b) Estado excitable-estable, (c) Actividad de disparo periodico
(onda viajera periodica). Figura tomada de [I].

Definicion 5.2. Decimos que U,V son soluciones de tipo onda viajera para el sistema St
existen u, v funciones C2, llamadas perfiles de U y V, tales que

U(z,t) = u(z + 6t)
V(z,t) = v(z + 6t)

para algun valor 6 en R, el cual es llamado la velocidad de la onda.

Si ademds, u y v son funciones periddicas, entonces U y V' son periddicas, con periodos w
y w/0 en x y t, respectivamente. En este caso, U y V son llamadas soluciones periddicas de
tipo onda viajera periddica.

Observacion 5.3. La idea para resolver el problema consiste en transformar el sistema a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, en el cual consideramos, primero, el caso € = 0. Esto
nos permite estudiar un sistema que depende de una sola variable. Para este sistema, construimos
un bloque aislante, el cual persiste como tal, para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Se prueba que
el bloque posee indice de Conley no trivial, lo cual implica, por el Teorema[3.5, que éste contiene
una 6rbita completa S en su interior. Finalmente, con un argumento de continuaciéon se muestra
que S es una oOrbita periddica, la cual corresponde a la onda viajera peridédica del sistema .

Para transformar el sistema (5.1) en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, usa-
mos el siguiente resultado,

! Travelling waves, [Sm|
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Lema 5.4. Sean U,V funciones C% de R? en R. Entonces, U,V son soluciones de tipo onda
viajera para el sistema sty solo si sus perfiles iniciales, u,v, satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

u = gv
vV =w
w' =0w— f(v) +u (5.2)

para algin 0 en R.

Ademds, las soluciones U,V son de tipo onda viajera periddica para st y sdlo si, el
sistema posee una solucion periddica.

Demostracion. Sean U,V soluciones de (5.1) de tipo onda viajera, con las respectivas funciones
u,v que determinan los perfiles iniciales. Sea # la velocidad de la onda. Haciendo el cambio de
variables (x,t) — (£ — 0t,t), tenemos u(§) = U (€ — Ot,t) y V(§) = V(€ — 0t,t). Asi,

0= Due) = Une — 01,0)(~0) + Uil — 1)
0= Lo(e) = Vil — 01,0)(~0) + Vil — 1) (5.3)

Mientras que,
() = 7 (UIE ~ 01,1)) = Ua(€ - .0).

Por otro lado, sustituyendo U; y V; de (5.1)) en las ecuaciones (5.3)) obtenemos que u y v son
soluciones del sistema

Ou' = ev

0v' =" + f(v) — u, (5.4)

Finalmente, introduciendo la variable w tal que w = v’, obtenemos el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias dado en (5.2]).

Inversamente, una solucion (u,v,w) del sistema (5.2), para un valor de 6, determina una
solucion (U, V) del sistema (5.1). Las funciones U,V estan definidaas por U(z,t) = u(z + 6t) y
V(x,t) = v(x + 6t).

Ademas, los perfiles u, v son funciones periddicas de periodo 8y, si y solo si el sistema ([5.2))
tiene una solucién peridédica para el valor del pardmetro 6 = 6y, el cual corresponde a la velocidad
de la onda de la ecuacion (5.1)). O

Entonces, para resolver el problema basta mostramos que el sistema ([5.2)) tiene una solucion
periddica para algun valor 6.
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5.1. ANALISIS DE LA ECUACION DE NAGUMO

5.1. Analisis de la ecuaciéon de Nagumo

En esta seccion, estudiamos el sistema al variar los parametros €, 6. Esto nos lleva a
un sistema hamiltoniano en las variables v y uEl, en el cual u se considera como parametro. En
este caso, estudiamos el comportamiento de la familia uniparametrica de las curvas de nivel de
cada funcion hamiltoniana H (v, w;w) al variar el parametro u. Probamos que para cierto valor @ el
sistema hamiltoniano asociado a H (v, w; @), posee dos curvas heteroclinicas. En cambio, para cada
valor de u, para el cual la funcién f(v) — u tiene tres raices distintas, el hamiltoniano H (v, w;u)
tiene una curva homoclinica. Después estudiamos el comportamiento de las soluciones del sistema
cuando 6 > 0, como una perturbacién del caso hamiltoniano. Con esto obtenemos una curva
invariante 7, a la cual le construimos un bloque aislante B. Para concluir, se muestra que el bloque
B admite en su interior una tnica 6rbita periédica estable mediante una perturbacion de la ecuacion
de Vander Pol, para la cual se tiene la existencia de un ciclo limite estable. [

Parametros ¢ = 0, § = 0, caso hamiltoniano

Considerando el parametro e igual a cero en el sistema (5.2)) resulta un sistema en las
variables v y w. En éste, tratamos el caso § = 0. De este modo, obtenemos el sistema

v =w, w =u— f(v) (5.5)

donde u queda como pardmetro.

Denotamos por ut = maxve[vom]{f(v)} yu~ = minve[vo,vz]{f(v)}
Observacion 5.5. Para cada u € (u™,u™), tenemos que:
1. la funcién f(v) — u tiene tres raices vo(u) < vi(u) < va(u).

2. signo(f'(v;) — u) = signo(f'(v;)) para ¢ = 0,1,2. Esto se sigue de que f(v) — u es una
traslacion de f(v).

Del el punto 2 de la observaci()n para cada u € (u™,u") el conjunto de puntos singulares
del sistema (|5.5) es el conjunto

{(,w) | f(v) = u,w =0} = {p; = (vi(u),0)}}L, (5.6)

Para cada valor de u, denotamos por v; := v;(u) a las raices del polinomio f(v) —u y por
p; = (v;,0) a los puntos singulares en ({5.6).

Definicion 5.6. Sea u € [u™,u"]. Sea vo(u) la raiz mds pequeria de f(v) — u. Definimos:

1. La funcion integral de f(v) —u como

F(U;u)Z/U (F(s) — u)ds (5.7)

o(u)

2Esto es, v = —Hy y w = H,, para alguna funcién H : R2 — R
3Estabilidad en el sentido de que la 6rbita persiste bajo pequefias perturbaciones en el sistema [GH].
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5.1. ANALISIS DE LA ECUACION DE NAGUMO

2. La funcion H(v,w;u) como
2
H(v,w;u) = % + F(v;u) (5.8)

Observacion 5.7. Sean u € (u™,u™) y v;(u),i = 0,1,2 las raices del polinomio f(v) — u. Las
funciones de la definicion satisfacen las siguientes propiedades:

1. f(v) —u <0 para v € [vg, v1]

2. f(v) —u >0 parav € [v1,v2]

3. F(v;u) es decreciente en la variable v, para v € [vg,v1]. Ademas, min{F(v;u)} = F (v, u),
es un valor minimo local de F(v,u) en [vg, va].

4. F(v;u) es creciente en la variable v, para v € [v1, v3]. Ademés, max{F (v;u)} = F(va,u), es
un valor méaximo local de F(v,u) en [vg(u), va(u)].

5. La derivada de F'(v;u) con respecto a u es —u(v — vg) < 0, si v > vg. Esto implica que, la
funcion F'(v;u) y por tanto la funcion H (v, w;u), definidas en son funciones mondtonas
(decrecientes) con respecto a u.

Lema 5.8. Para todo u € (u™,u™), el sistema es un sistema hamiltoniano, el cual posee tres
puntos singulares p; = (v;,0), i =0,1,2, v; < ve < vs, tales que

1. Los puntos pg y p2 son puntos singulares hiperbolicos, tipo silla.
2. El punto p; es localmente, un punto tipo centro.

Demostracion. Sean u € (u™,ut) y v;, i = 0,1,2 las raices del polinomio f(v) — u. La funcién
hamiltoniana del sistema (5.5)) es la funcion definida en (5.8]).
Por otro lado, la parte lineal del sistema (5.5)) en cada punto singular p; = (v;,0) es

e o 59)

cuyos valores propios estan dados por
Az = £V —f'(vi) (5.10)

La expresion indica que los valores propios de la matriz de linealizacion del sistema
(5.5)), correspondientes a p;, i = 0,2, son valores reales, distintos de cero, pues f'(vo), f'(v2) < 0 (ob-
servacion [5.5)). Por lo cual, po y p2 son puntos hiperbolicos. Entonces, por el Teorema de Grobmann-
Hartman |P], po y p2 son topologicamente puntos singulares tipo silla. Adn mas, por el Teorema
de Chen [Ch], el sistema es C'! equivalente a su parte lineal en los puntos pg v pa.

Por otro lado, para determinar el comportamiento del punto p; necesitamos un estudio méas
detallado, ya que éste punto no es hiperbolico (ReA; 2 = 0).

Para esto, usamos que V,, ,H (v, w;u) = (f(v) — u,w), con V,, ,H(p1;0) = (0,0) y

vt
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Ademaés, como f'(v1) > 0y p; es un punto no degenerado, por el Teorema de Morse, en una
vecindad de p; existe un cambio de coordenadas (x,y) en las cuales la funcion hamiltoniana (5.5
se escribe como H (x,y;u) = % +y%. Es decir, p; es localmente, un punto singular tipo centro. [

Lema 5.9. Para la funcion F(v;u) de la deﬁnicién existe un tunico valor 4 € (u™,u™), tal
que, para las raices Uy = vo(@) y V2 := va(u) de f(v) — @, se satisface que,

Flin; @) = /vQ(f(s) —i)ds = 0.

Vo

Demostracion. De la observacion tenemos:

1. Flug;u™) = /UQ(f(s) —u7)ds >0, v =v(u"),i=0,2.

0

+
0

Vg
2. F(vg;ut) = / (f(s) —ut)ds <0, v =wv;(ut),i=0,2.
U
Entonces, como F' es continua con respecto a v y u, por el Teorema del valor intermedio, existe un
valor 4 € (u™,u™), tal que F(g;@). Esto es, las dreas delimitadas por la funcién f(v) — 4 y el eje
v en los intervalos [Ty, 71] y [01, 2], son la misma (ver figura [5.3|a)). La unicidad de @ se sigue de

que F' es una funcién mondtona (punto 5 de la obsevacion [5.7)). O

Ay = Ay

(a) (®)
Figura 5.3: (a) Graficas de f(v) — @ y su funcion integral. (b) Retrato fase del sistema (5.8) para u = 4.

En adelante usaremos la notacion o; := v;(a) para i = 0,1, 2.

Observacion 5.10. Sean ug,up € (u™,u’) y @ del lema Siug, < @ < uyp, se satisfacen las
siguientes desigualdes para las raices del polinomio f(v) — u, u = ug, up, G.

1. wo(ug) > vo(@) > vo(up)
2. v1(ug) < v1(@) < vy (up)
3. va(ug) > va(@) > vo(up)

Lema 5.11. Para el valor u del lema el sistema posee dos curvas heteroclinicas (defini-
cion @, las cuales conectan a los puntos hiperbolicos py := po(u) y p2 := p2(u) cuando t tiende
a oo, respectivamente.
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Demostracion. La funcién hamiltoniana del sistema [5.5] es la funciéon H de la definicién [5.6

w

2 v
Howiw) = %5+ [ (£05) - s,

Vo

Para dicha funcién resulta que su curva de nivel en k = 0 intersecta al eje v en vy y U2, pues

Por simetria, esta curva de nivel corresponde a dos curvas heteroclinicas =1, y2 del sistema
(5.5) para u = @, las cuales conectan a los dos puntos singulares p; = (9;,0), ¢ = 0,2, cuando
t — +oo (véase figura[5.3(b)). O

Hamiltonianos con curvas homoclinicas

El objetivo en esta seccion es probar que para cada valor de u € (u~,u™) \ @, el sistema ha-
miltoniano posee curvas homoclinicas (definicion Y0, Y2 asociadas a los puntos singulares
po(u), si u < 4, y a pa(w), si u > 4. Al considerar a tales curvas 7g y, Y2, como familias unipara-
meétricas (con pardmetro u), podemos probar que las intersecciones de dichas curvas homoclinicas
con el eje v, son funciones crecientes, si u < @, y decrececientes, si u > u, con respecto a u.

Lema 5.12. Sean a, 0y y 02 del lema[5.9 Entonces,

1. para todo u € (u™,4), existe v € (v1(u),2) tal que

*

Fvl,u) = /( )(f(s) — u)ds = 0.

2. para todo u € (a,u™), existe v} € (vg,v1(u)) tal que

va (u)
/ (f(s) —u)ds =0.

Demostracion. 1. Sea u € (v, u). Por la observacion sabemos que

vy
F(v,u) = / (f(s) —u)ds <0, pues f(v)—u <0 para v € [vg,v1] (5.11)
vo
Por otro lado, f(v) —u > f(v) —a, pues f(v) — u es decreciente en u. Ademas, f(v) —u >0
para v en el intervalo [v1,vs] D [01,D2]. Esto implica que,

/@2 (f(s) —u)ds > [’72 (f(s) —u)ds = — /fjl(f(s) — @)ds. (5.12)

V1 V1 Vo

Ademas,

v1

Py, i) = [Ul(f(s) —a)ds < / (F(s) — w)ds = F(uy,u) (5.13)

Vo Vo

La desigualdad (5.13)) se sigue de que F(v) — @ < 0 para v en el intervalo [¥y, 01] 2 [vg, v1].
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De las desigualdades (5.12) y (5.13)) obtenemos que

/ ) — wyds > - / " o) - wyds,

1(w) vo (u)
esto es,
F(v2(u),u) >0 (5.14)

Por lo tanto, de las desigualdades (5.11]) y (5.14)) y la continuidad de F' como funcién de wu,
por el Teorema del valor intermedio, existe v} € (v1(u),¥2), tal que, F(v},u) = 0.

2. De forma anéloga al caso 1, para u € (i, ") se concluye que, existe v* € (T, v1(u)), tal
que, F(v*,u) =0. O

Denotamos por v* a la coordenada v, del lema y p* = (v*,0).
Lema 5.13. Sean u € (u™,u™)\ {a} y v* del lema . Entonces,

1. Siu € (u,u), el sistema posee una orbita homoclinica vy 1= o,u, asociada al punto
hiperbolico po(u). Ademds, la curva ~y intersecta al eje v en v*, con vi(u) < v* < va(u).

)

(
2. Siu € (a,u™), el sistema posee una orbita homoclinica 2 1= v2,, asociada al punto
hiperbolico pa(u). Ademds, la curva vo(u) intersecta al eje v en v*, con vo(u) < v* < v1(u).

Demostracion. Las curvas de nivel de la funcién hamiltoniana de la definicion [5.6] estan dadas por
2

H(v,w;u) = % + F(v;u) =k, k eR. (5.15)

1. Sea u € (v, @). Por el lema5.12) v* € (v1,v2) y F(v};u) = 0. Esto implica que la curva
~o correspondiente a k = 0, intersecta al eje v en p* = (v*,0), con v; < v* < vy. Por simetria, el
retrato fase de ([5.5) posee una orbita homoclinica asociada al punto py = (vg,0).

Figura 5.4: Para u € (u™, ) el retrato fase de (5.5) tiene tres puntos singulares po, p1, p2 con una érbita
homoclinica 7o en po, la cual intersecta al eje v en p*.

va (u)
2. Sea u € (@, u™). En este caso el lemal5.12} indica que v* € (vg,v1) ¥y / (f(s) —u)=0.

v*

Ademas,

v vz (u) vz (u)
F(v;u) :/ ( )(f(s)—u)dSZ/( ) (f(s)—u)ds—/ (f(s) —u)ds
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vz (u)
Por lo tanto, para ki = —/ (f(s) —u)ds y v =v*, tenemos que:
vo (u)
w?
H(v* w;u) = -5 + F(v*,u) =0.
Asi, la curva ~y, correspondiente a ki, intersecta al eje v en p* = (v*,0), con v < v* < vy. Por
simetria con respecto al eje v, el retrato fase de (5.5) posee una érbita homoclinica asociada al

punto ps = (vs,0). O

El lema [5.13| nos permite considerar a las curvas homoclinicas asociadas a los puntos pg =
(v0,0) y p2 = (v2,0) del sistema hamiltoniano (5.5) como las familias uniparamétricas {70 }we(u-,a)
¥ {72} ue(i,ut), CUyo pardmetro es u.

Lema 5.14. Sea v € ~;, la coordenada en v de la interseccion de la curva v;,i = 0,2, con el eje
v. Entonces,

1. para u € (u™,4), v} es una funcion creciente en u.

2. para u € (4,u™), vi es una funcion decreciente en w.

Demostracion. 1. Sean ui,up € (u™, 1), con u; < uz. Denotamos por v = vy , los puntos de
interseccion de las curvas homoclinica vy, con el eje v, para u;,% =1, 2.

Por el lema F(vi;u1) = 0y F(vi;ug) = 0. Por otra parte, F(vi;ui) > F(v];uz),
pues F' es funcion decreciente con respecto a u (punto 5 de la observacion . Ademés, para u
fijo, F(v;u) es una funcién creciente en [vy(uz),v2(uz2)] C [v1(u1),v2(u1)] (observacion [5.5). Esto
implica que vy > vj.

2. Usando una desigualdad similar a la del caso 1 se concluye el lema para u € (a,u™).
O

Parametros e =0, 6 > 0

Ahora consideremos el sistema (5.2)) con € = 0 pero 6 > 0. En este caso, tenemos el sistema
v =w, w' = 0w+ u— f(v) (5.16)

Sea Xy el flujo solucion del sistema ([5.16)). Para u € (u™, u™) el conjunto de puntos singulares

de (5.16)) es el mismo que el del sistema ([5.5)).
0 1
Sin embargo, la parte lineal en cada punto singular p; = (v;,0), ¢ = 0,1,2 es [ () 9}
— (v,
y sus valores propios estan dados por
0+ /6% —4f'(v;)
2

De la expreién vemos que los puntos singulares pg y p2 de son hiperbdlicos, pues
sus valores propios son nimeros reales, distintos de cero. Esto implica, por el Teorema de Chen
[Ch] que dichos puntos son C'! equivalentes a los puntos singulares del sistema . Ademas, por
el Teorema de la variedad estable |[GH]|, la variedad estable (inestable) de cada punto hiperbdlico,

A2 =

(5.17)
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es tangente a la variedad estable (inestable) del sistema lineal correspondiente.

Por otro lado,

dH (Xp(t);u)
dt

t=0

_ [ 9OH(X4(0);u) | [ dXg

t=0 (v, w) dt

De la ecuacion , se tiene que la funcion H(-,-;u) en de la definicion es
creciente en la direccion del flujo solucién Xy del sistema (5.16)), si 6 > 0.

Entonces, si 6 # 0, el sistema tiene como funcién de Lyapunov a la funcién definida

en (5.8). De modo que, si 6 > 0, el punto p1, que era un centro para el sistema ([5.8)), se convierte

en un foco repulsor para (5.16). Véase figura

) = DH (v, w;u) - (v,1) = Ow? (5.18)

e=0
0=>0

U = u

Figura 5.5: Retrato fase del sistema (5.8)) para w = a. Wy'(po) es la variedad inestable del punto po.

Seau € (u™,u) y sean Wg(p;), Wi (p;) las variedades estable e estable del sistema ([5.16|) en
cada punto hiperbdlico p;, ¢ = 0, 2, respectivamente. Para mostrar que existen curvas heteroclinicas
en el sistema (5.16)) debemos probar el siguiente resultado.

Lema 5.15. Para cada 0 € (0,6), con § > 0, suficientemente pequerio, existen u(0),u(6), con
u(0) < a < u(f), tales que,
(1) Wg'(po(u(0))) N W§ (p2(u(6))) # 0
(i) Wy (p2(u(8))) N Wy (po(u(8))) # 0.
Demostracion. Sea 8 > 0. Caso (i) Sabemos que para u = 0, el sistema (5.5) tiene una curva
homoclinica vy que corta al eje v en v* < vy. Por continuidad del flujo, para n = dist(v*, va),
existe ¢ > 0 tal que si 6 € (0,9), entonces, W§'(po(u)) intersecta al eje v, en vg(u) < va(u). Dichas
intersecciones vg(u) son crecientes con respecto a u. Esto se sigue del lema y de la ecuacioén
(15.18).
Por otro lado, para @, y 6 > 0, la variedad inestable Wj'(o) en el punto py ya no intersecta
al eje v. Esto se sigue de la ecuaciéon . Véase figura
Por lo tanto, por continuidad del flujo con respecto a los parametros 6 y u, dado 6 € (0, d),
existe u(f) < @, tal que, W§'(po(u(0))) N W5 (p2(u(8)) # 0. Esto es, para u(f), el sistema
posee una curva heteroclinica que conecta el punto po(u(6)) con pa(u(8)). El caso (ii) se argumenta
de forma anéloga. Véase figura[5.1 O

Denotamos por u := u(0) y u := u(h).
Por el lema consideramos la curva invariante v := () (diferenciable por pedazos),

formada por las conecciones heteroclinicas g, 72 (segmentos horizontales) y los arcos en la curva
cubica (segmentos verticales) correspondientes a los puntos singulares hiperbolicos po(u) y p2(u)

para u € (u, ). Véase figura[5.1]
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Figura 5.7: Curva v formada por v1, 72 y los segmentos en la curva cubica.

Sistema ([5.2)) con parametro ¢ > 0
Retomemos el sistema de ecuaciones ([5.2))

u = ov
/
v =w

w' = 0w +u— f(v)

Proposicion 5.16. El sistema tiene un bloque aislante B para la curva vy, cuyo su indice de
Conley es no trivial.

Proposicion 5.17. El bloque B de la proposicion[5.16 admite en su interior una drbita periddica
estable.

5.2. Construcciéon de bloques para la ecuacion de Nagumo

Demostracion de la proposicion[5.16. Para la demostracion de la proposicion construimos el
bloque aislante para el flujo del sistema en dos etapas.

En la primera etapa, consideramos € = 0 y construimos los bloques verticales By, B2 que
aislen a los segmentos verticales de la curva ~.

1. Para empezar, por la hiperbolicidad de los puntos pg(u), p2(u). Tomando planos transver-
sales a las variedades estable W (p;(u)) e inestable W' (p;(u)), i = 0, 2, de esos puntos, construimos
las caras laterales de los bloques verticales B;, i = 0,2 que aislan a los segmentos de la curva cibica
donde se encuentran los puntos pg(u), p2(u). Etiquetamos las caras de By por 1,2/,3" y 4| y las
caras de By por 1,2,3,4, como lo indica la ﬁgura.
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(b)

Figura 5.8: Hipérbolicidad de los puntos pg y p2 en cada nivel de u. Bloques vérticales By y Ba.

2. Para los tubos horizontales, recordemos que la curva heteroclinica - del flujo se
da para el valor u = w. Para valores u, con v < @, la variedad inestable W'(p2(u)) del sistema
en el punto po(u) sale de By por la cara 1y entra al bloque By por la cara 2’, después sale
de By por la cara 1. Mientras que, si v > T, la respectiva variedad inestable Wj'(p2(u)) también
llega a By por la cara 2’ pero sale por la cara 3ﬁ Véase ﬁgura

3. Tomamos u1,us tales que u; < u < ug. Nos fijamos en el cuadrado Csy formado por la
interseccion de los planos u = w;, ¢ = 1,2 con la cara lateral de By por la cual sale la curva 7o
cuando € = 0 (cara 1). Denotamos por a,b,c,d a los vértices de Cy. Sabemos que para ¢ = 0, en
cada nivel de u fijo, el flujo de sistema a traves de los puntos en los lados be y ad llega a By
por la cara 2’ pero sale por la cara 3', para el flujo a través de be, y por la cara 1’ para los puntos
en ad. Este comportamiento se ilustra en la ﬁgura

En la segunda etapa, consideramos € > 0 en el sistema y construimos los bloques hori-
zontales mediante el flujo de este sistema. Esto nos permite conectar los bloques verticales. En lo
que sigue, nos referiremos al flujo del sistema ([5.2]), a menos que se especifique de otro modo.

Figura 5.9: Construccion de los loques horizontales para o y 2. Las dos curvas cerradas en azul indican
como se conectan las caras de salida de los bloques By y B para formar los anillos b y b3 de salida.

4. El sistema ([5.2)) tiene como tnico punto singular al origen. En este caso, el flujo entra por

4En ambos casos consideramos u suficientemente cercano a u
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la tapa inferior del bloque By y sale por la tapa superior, ya que v > 0 en Bsy. Mientras que, el
flujo en el bloque By se mueve de arriba hacia abajo, pues v < 0 en By.

5. Por otro lado, el efecto de considerar € > 0 hace que el segmento | = Cy N {u = u} sea
llevado bajo el flujo a la cara 2’ en By de manera transversal al plano v = %. Llamamos 7 al
segmento que resulta de la interseccién de la imagen, bajo el flujo, de I y By.

6. En lo que respecta a la imagen del cuadrado Cs, bajo el flujo, el efecto de tomar € > 0
hace que sus lados se doblen al llegar a la cara 2’ de By, es decir sus respectivas imagenes son
transversales a las que se tenfan para el flujo del sistema (cuando € = 0). De esta forma,
construimos al bloque horizontal que contiene a la curva ~s.

7. De forma similar, se construye el bloque horizontal que contiene a la curva .

8. Usando la construcciéon anterior, podemos modificar los bloques By y Bs para que sus
respectivas caras de salida 1’ y 1, 3’ y 3’ se conecten mediante el flujo de (5.2)). De este modo
podemos deformar el bloque obtenido, para ver que el bloque completo B para el flujo es un
toro, en el cual, el conjunto de salida b™, son dos anillos disjuntos b;.", i = 1,2, que resultan de la
identificacion de las caras de salida. Véase figura [5.2]

Al realizar las respectivas identificaciones y obtener la clase de homotopia del cociente B /b
como se ilustra en la figura [5.2] encontramos que el indice de Conley correspondiente al conjunto
invariante S := S(B) aislado en B es no trivial, de hecho se tiene que

R[S =%?VvEl £0

B=T? bt =blUby

Figura 5.10: Procedimiento geométrico para obtener el Indice de Conley de S.

De lo cual se concluye que dicho conjunto invariante S es no vacio, es decir el bloque B
atrapa una Orbita completa S, no singular. O

5.2.1. Ecuacién de VanDer Pol

Demostracion de la proposicion[5.17 Debemos probar que la solucién S atrapada en el bloque B
es en efecto una orbita periddica.
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Para esto, consideremos el sistema

w=oc(v—uv1)

v =w

w=k(0w+u— f(v)) (5.19)
donde f(v) = —v(v — v1)(v — v2) como en la ecuacion (5.1)).

Al fijarnos en la restriccion del sistema ([5.19)) al plano u, v, obtenemos una perturbacion de
la ecuacion de VanDer Pol.

En efecto, haciendo w = 0, tenemos el siguiente sistema

tw=oc(v—uv1)
1

0= 5(f(v) ~u) (5.20)

La ecuaciéon de segundo orden asociada al sistema (5.20) es

. 1, . 0
¥ — Ef (v)o + E(U — 1) (5.21)

Puesto que f/(v) = —(3v2 — (v1 +v2)v +v102), tiene raices reales positivas, podemos escribir
fl(v) = —(v—A1)(v—A2), con 0 < A\; < A2. Hacemos el cambio de coordenadas

A1+ A
v—=x+k, k= %
Asi, la ecuacion (5.21)) en coordenadas = queda como
i+ p(z? — )i+ %(a: —v; + k) (5.22)

donde ¢ = (A1 — A2)/2, p=1/6,

Haciendo x — cx, se obtiene una perturbacion de la ecuacién de Vander Pol, la cual tiene
un unico ciclo limite estable EL Por lo tanto, para valores pequennos de los parametros, la ecuaciéon
también posee una tunica Orbita periodica estable. Ademas, recordemos que dicho sistema
se obtuvo al proyectar el sistema en el plano w = 0. Entonces, el bloque B que construimos
para el sistema se puede deformar a uno que sea bloque aislante para la orbita periddica

estable de ([5.21]).

Observacion 5.18. Recordemos que la érbita periddica de la ecuaciéon de Vander Pol rodea al punto
singular que es el origen. En nuestro caso, la ecuacion (|5.22)) tiene como punto singular al punto
(v1 — k,0) en coordenadas (z,y). Dicho punto singular en coordenas (v,u) es (v1,0).

O

Finalmente, como el sistema es una perturbacion del sistema 7 y por la estabilidad
de la orbita peridédica tenemos que el bloque aislante B admite una 6rbita periédica estable, para
valores € > 0,60 > 0, suficientemente pequennos. Dicha solucién corresponde a la solucién de tipo
onda viajera periodica del sistema .

53+ u(x% —1)+dx = 0, d = 1 corresponde a la ecuacién de Vander pol [So]. El caso general se demuestra usando
el Teorema de Lienard [GH]
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