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Introducciéon

En la topologia en general, siempre se busca estudiar qué espacios tienen ciertas propieda-
des, cuales se preservan mediante funciones continuas, productos finitos, productos en general,
etc. Muchas de estas propiedades son propiedades de cubiertas, tales como el ser compacto,
paracompacto, Lindelof o D espacio por mencionar algunas. Esta tltima propiedad fué intro-
ducida por E.K. van Douwen y W. Pfeffer en 1979 en [15]. Como nota histérica, en [5] se
menciona que la nocién de D espacio tiene sus origenes en 1975 en un intercambio de cartas
entre E. K. van Douwen y E. Michael. La propiedad de ser D espacio quiere decir que: Para cada
asignacion de vecindades, es decir, si a cada elemento del espacio le asignamos una vecindad que
lo contenga; entonces existe un subespacio cerrado y discreto tal que las vecindades asignadas
a los elementos de ese subespacio son una cubierta para el espacio con el que empezamos. La
propiedad de ser D espacio ha sido muy estudiada. Una de las cosas que ha fascinado a los
que la han estudiado es que no se sabe si propiedades tan fuertes como ser (hereditariamente)
Lindelof implica ser un D espacio, de hecho, a esto se le conoce como el problema de los D
espacios y aparece en [6] como uno de los 20 principales problemas en el drea de topologia de
conjuntos. Otra de las cosas que se desconoce es si la unién de dos D espacios es de nuevo
un D espacio. Por otro lado, aparece otra nocién del mismo tipo. Dada una propiedad P (o
una clase més precisamente dicho), se define que un espacio es dualmente P, si para cada asig-
nacién de vecindades, existe un subespacio tal que las vecindades asignadas a sus elementos
sea cubierta y que dicho subespacio tenga la propiedad P; resulta entonces que de acuerdo a
esta definicion, el ser D espacio corresponde a la propiedad de ser cerrado y discreto. Tales
nociones de clases duales fueron introducidas por J. van Mill, V.V. Tkachuk y R.G. Wilson,
estas aparecieron primero en [16], también han trabajado en estas nociones R.Z. Buzyakova en
[3]; O.T. Alas y L.R. Junqueira en [1]; y L.X. Peng en [10, 11, 12, 13]. Las personas antes
mencionadas han trabajado mas en especifico en la propiedad de ser discreto, de esta forma,
se dice que un espacio es dualmente discreto si para cualquier asignacion de vecindades existe
un subespacio discreto tal que las vecindades asignadas a este subespacio sean una cubierta
del espacio original. Obviamente todo D espacio es dualmente discreto, es natural preguntarse
si (hereditariamente) Lindeldf implica ser dualmente discreto; la respuesta se desconoce. Este
trabajo surge del interés de trabajar en tales espacios, el problema original que se quiso atacar
fue: s Es todo espacio ordenado (subordenable) dualmente discreto? Dicho problema aparece en
[3], en tal problema se estuvo trabajando por un tiempo; después nos enteramos que ya habia

sido resuelto de forma afirmativa en el 2008 por L.X. Peng en [10]. Otra pregunta que nos

\Y%



VI INTRODUCCION

intereso fué: ;FEs el producto de dos ordinales hereditariamente dualmente discreto? Tal pro-
blema aparece en [1]. Este problema también ha sido trabajado por L.X. Peng desde el 2008,
él probé el resultado para subespacios normales y de extension numerable. Una vez leido el
trabajo de L.X. Peng, encontramos la pregunta: ;FEs el producto de dos estacionarios ajenos en
wy dualmente discreto? Tal pregunta es resuelta en el presente trabajo y, mas aun, nos abrio las
puertas para responder afirmativamente a la pregunta de O.T. Alas, L.R. Junqueira y R.G.
Wilson, probando asi que el prducto de dos ordinales es hereditariamente dualmente discreto
y mejorar asi los resultados parciales de L.X. Peng.

El trabajo se divide en 4 capitulos que se distribuyen de la siguiente forma:

Preliminares. En este capitulo presentamos todo el material introductorio, resultados basicos
y otros no tanto, los cuales, se usaran a lo largo de todo el trabajo. Se asume que el lector tiene
conocimientos basicos de topologia y por ello se recordaran en este capitulo algunos de los
resultados centrales que seran citados posteriormente en el trabajo. Asimismo se recuerdan
algunas de las definiciones y resultados centrales de teoria de conjuntos. También se asume que
el lector tiene familiaridad con conceptos estandar sobre conjuntos. Si algin concepto no es
definido o si el lector necesita mas detalles puede consultar textos como el de R. Engelking [4]
para topologia y el de T. Jech [7] para teoria de conjuntos.

Un poco sobre D espacios. En este capitulo se presenta un poco del trabajo que hizo E.K. van
Douwen, asi como el trabajo que han hecho otras personas, el cual nos servira para conocer las
técnicas utilizadas en los problemas sobre D espacios para tratar de atacar nuestro problema,
para esto se presentan algunos resultados bastante ilustrativos.

Espacios dualmente discretos. En este capitulo se presentan unos pocos resultados para
espacios en general, se hace especial énfasis en los espacios ordenados y en sus productos finitos,
mas concretamente, en ordinales. Se presentan los resultados parciales que se conocian hasta el
momento en cuanto al problema sobre el cual trata el presente trabajo.

Resultados principales. Se presentan los resultados principales de este trabajo que resuelven
el problema que aparece en [11] y se presenta también su generalizacién, con la cual, se responde

a la pregunta que aparece en [1].

Miguel Gaspar.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se espera dar gran parte del material introductorio que sera utilizado
durante las subsecuentes secciones. Se daran las definiciones mas generales, aunque algunas otras
se daran hasta el momento que se requieran. Algunos resultados generales seran presentados
para irse familiarizando con la notacién y la técnicas que se utilizaran reiteradamente durante
todo el trabajo; también se incluiran algunos teoremas conocidos de topologia general y teoria
de conjuntos.

En casi todos los resultados en este trabajo, cualquier espacio topoldgico que se considere,
se asume que es regular y 77 (a menos que se indique lo contrario).

Las enumeraciones que se dan para subconjuntos de ordinales se asume que son de forma
creciente, a menos que se especifique otra cosa.

Dado un conjunto X y un cardinal £ < | X| se definen los siguientes conjuntos.
(X" ={Y c X: Y| =x}
(X]<F={Y Cc X :|Y| <k}
[X]=F ={Y C X :|Y] < k}.

Cuando se use generalmente consideraremos k = w.

Dado un conjunto totalmente ordenado X, decimos que X tiene la propiedad del supremo si
todo conjunto no vacio acotado superiormente en X tiene minima cota superior, es decir, que
el conjunto de elementos de X que son cota superior tiene elemento minimo. A los conjuntos

totalmente ordenados los consideraremos como espacios topoldgicos con la siguiente topologia.

DEFINICION 1.1. Si (X, <) es un orden total, se define la topologia del orden como la

topologia que tiene por subbase al siguiente conjunto.
{(a,=):ae X}U{(+,b):be X}
donde

(a,—)={re X :a<uax}

(«—b)={x e X :b>zx}.

Recordando un poco como son las cosas en R y la prueba de que los intervalos cerrados son
compactos, en la prueba de tal teorema se usa fuertemente la propiedad del supremo, de hecho
tal propiedad es necesaria y suficiente y tenemos el siguiente teorema.

1



2 1. PRELIMINARES

TEOREMA 1.2. Un espacio ordenado X # () es compacto si y solamente si tiene maximo,

minimo y la propiedad del supremo. —

También existe caracterizacién para los espacios ordenados conexos en donde también apa-

rece la propiedad del supremo y es la siguiente.

TEOREMA 1.3. Dado X espacio ordenado. Entonces X es conexo si y solo si para cuales-
quiera x,y € X con x < y se tiene que hay un z € X con x < z < y y X tiene la propiedad del

supremo. [y

Debemos decir también que muchas veces abusaremos de la notacién, por ejemplo; algu-
nas veces diremos que cierto conjunto es igual a la suma directa de otros conjuntos, cuando
realmente, es que tal conjunto es homeomorfo a otro que se puede expresar de esa forma.

No podemos hablar de espacios ordenados y no hablar de los ordinales y de sus subconjuntos
especiales. Para esto las siguientes definiciones y un poco de notacién.

Dado un cardinal x denotamos por ™ al cardinal sucesor de k, es decir, el minimo cardinal
més grande que k. Dado un ordinal o denotamos por cof(a) a la cofinalidad de o, es decir, al
minimo ordinal S tal que exista una funcién f : f — « tal que la imagen de f es un conjunto
no acotado en «. Note que dado « se tiene que cof(«) siempre es un cardinal. Un cardinal se

llama cardinal reqular si es igual a su cofinalidad.

DEFINICION 1.4. Dado un cardinal regular x, decimos que un conjunto C' es cerrado no
acotado, si no es acotado en k y es cerrado con la topologia del orden. También decimos que

un conjunto S es estacionario en k, si para cualquier C' cerrado no acotado se tiene C'N.S # (.

Se conoce que la interseccién de menos que k cerrados no acotados en k, es un cerrado no
acotado y, analogamente, ocurre que uniéon de menos que x subconjutos no estacionarios, es de

nuevo, no estaconario.

DEFINICION 1.5. Si {C, : @ < k} son cerrados no acotados en k, se define la interseccion

diagonal como el siguiente conjunto.
ApciCo = {B 1B € ma<ﬁ Ca}-

LEMA 1.6. Si {C, : @ < k} son cerrados no acotados en k; entonces A,-,C, es un cerrado
no acotado.
DEMOSTRACION. Sea C = A,..C,. Note que por la definicién de C' podemos suponer que si
B < a entonces Cg O C,. Veamos que C' es cerrado. Sea o un punto limite de C. Sea § < «;
entonces como « es punto limite de C' y por la definicion de C', se tiene que « es también punto
limite de C¢, como Cg es cerrado, se tiene que a € C, por lo tanto o € C.

Para ver que C' es no acotado, sea § < k definamos una sucesién {§, : n < w} como sigue:
Sea & > [ con {y € Cy, y para cada n definase §,1 > &, y tal que &,41 € Cg, . Es claro de la

definicién de la sucesion que sup {§, : n < w} € C'y tal supremo es mayor a 5. —
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El siguiente teorema que demostraremos es conocido como Lema de Fodor y juega un papel
crucial a lo largo del trabajo, antes de enunciarlo hay que decir que: dado S C k y una funcién

f Kk — Kk, decimos que f es regresiva en S si para cada s € S se tiene que f(s) < s.

TEOREMA 1.7. (Fodor) Sean x un cardinal regular y f : K — & una funcién. Si f es regresiva
en un conjunto estacionario S C k; entonces existe un T C S estacionario tal que f [ T es
constante.

DEMOSTRACION. Procedamos por contradiccién, es decir, supéngase que para cada o < K se
tiene que f~'({a}) es no estacionario. Sea C, cerrado no acotado ajeno con f~'({a}). Sea
C = A,-.C,, como S es estacionario, podemos tomar 5 € C'NS; por lo tanto, por la definiciéon
de C, se tiene que 8 ¢ f~1({a}) para todo a < 3, asi f(B) > f3, lo cual contradice que f es

regresiva. -

Las siguientes son algunas funciones cardinales que se mencionaran o usaran a lo largo del

trabajo.

DEFINICION 1.8. Dado un espacio topoldgico se definen las siguientes funciones cardinales,
donde al tomar el minimo cardinal, realmente tomamos el minimo cardinal infinito.

El grado de Lindeldf de X, L(X), es el minimo cardinal tal que toda cubierta abierta de X
tiene subcubierta de tamano menor o igual que L(X).

El grado de dispersion de X, s(X), es el minimo cardinal tal que cualquier subespacio
discreto de X tiene tamano menor o igual que s(X).

El grado de extension de X, e(X), es el minimo cardinal tal que cualquier subespacio cerrado
y discreto de X tiene tamano menor o igual a e(X).

También se define el grado hereditario de Lindeldf, hL(X), como el minimo cardinal tal que
para cualquier subespacio Y de X y toda cubierta abierta de Y tiene subcubierta de tamano
menor o igual que hL(X). Andlogamente de definen hs(X) y he(X).

Las siguientes definiciones vienen motivadas por el problema de los D espacios, que aunque
no es el eje de este trabajo, si se hablard un poco en el siguiente capitulo y tales definiciones

si se usaran en todo lo que sigue.

DEFINICION 1.9. Dado (X, 7) un espacio topoldgico, una asignacién de vecindades es una
funcién ¢ : X — 7 tal que para cada z € X se tiene que x € ¢(x).

Dada una propiedad P, decimos que un espacio X es dualmente P (o que X pertenece a
la clase dual de P), si para toda ¢ asignacién de vecindades, existe un N C X, que tiene la
propiedad P y tal que X C (J{¢(x): 2z € N}. Si se cumple la tltima propiedad de que las
vecindades asignadas a los elementos de N es cubierta, decimos que N es un nicleo de X.
También decimos que un espacio es hereditariamente dualmente P si cualquiera de sus sub-
espacios es dualmente P. Dada una propiedad P, algunas veces escribimos X € P para querer

decir que X tiene la propiedad P, esto es coherente debido a que una propiedad se puede ver
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como una subclase de la clase de los conjuntos, mas precisamente, como a la subclase que consta

de los conjuntos que tienen la propiedad P.

Las anteriores nociones fueron introducidas por J. van Mill, V.V. Tkachuk y R.G. Wilson
en [16], en donde prueban cosas como: hay clases de espacios que son auto duales, es decir, que
para algunas propiedades P, los espacios que para cualquier asignacién de vecindades tienen
nicleo con la propiedad P son justamente los que tienen la propiedad P, algunas de estas clases
de espacios son: compactos, pseudocompactos, numerablemente compactos y Lindel6f. Daremos

la demostracion para el caso de los compactos.

TEOREMA 1.10. (van Mill, Tkachuk, Wilson) Sea X un espacio topoldgico que es dualmente
compacto; entonces X es compacto.
DEMOSTRACION. Supdngase que X es dualmente compacto y que X no es compacto. Entonces
existe un cardinal k£ y una cubierta U = {U, : @ < k} sin subcubiertas finitas, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que si 8 < v < k entonces Ug C U, y tal que para todo o < & se
tiene que U, # X. Definase para cada = € X la asignacién ¢(x) = U,,, donde a, es el minimo
ordinal « tal que x € U,. Como X es dualmente compacto, existe K C X nucleo compacto de
X. Asi por la compacidad de K y por la definicién de ¢ se tiene que existe un o < k tal que
K c U,, de nuevo, por definicién de ¢, ocurre que para cada = € K pasa que ¢(x) C U,, pero
K es nucleo lo cual contradice que U, # X. 1

Decimos que un espacio es disperso si cualquier subconjunto tiene un punto aislado. Se tiene

el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.11. Sea X espacio topolégico; entonces X es dualmente disperso.
DEMOSTRACION. Sean ¢ asignacién de vecindades y {z, : @ < k} enumeracién de X . Definase
recursivamente un Y C X. Sea yo = zo y para cada £ si A = X \ U{o(y,) v <& # 0
sea y¢ = xg, donde 6 = min{a : z, € A¢}. De esta forma terminamos en a lo més x pasos.
Entonces Y = {y¢ : £ < 8}, donde § es el minimo donde Ag = (). Veamos que Y es disperso; si
Z CY esno vacioy y € Z es el de indice minimo en la enumeracién de Y. Se tiene entonces

por construccién que ¢(y) N Z = {y}.

Tenemos el siguiente resultado, el cual nos dice que las clases duales se comportan tan
bien como las clases mismas, al menos con respecto a cierto tipo de operaciones. Decimos que
una propiedad P es invariante bajo algin tipo de operacién, si para cada espacio que tiene la

propiedad P, al aplicarle tal operacién, el conjunto resultante también tiene la propiedad P.

PROPOSICION 1.12. Sea P una propiedad. Entonces se tiene lo siguiente:

(1) Si la clase P es invariante bajo imagenes de funciones continuas; entonces también lo

es su clase dual.
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(2) Sila clase P es invariante bajo imédgenes inversas de funciones perfectas; entonces su
clase dual también lo es.

(3) Si k es un cardinal y la clase P es invariante bajo uniones de a lo més k espacios;
entonces también la clase dual lo es.

(4) Si P es invariante bajo subespacios cerrados; entonces su clase dual también lo es.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos sélo para (1), pues la demostracién para los demds es
analoga. Sea f : X — Y continua, suprayectiva y tal que X es dualmente P. Sea ¢ asignacién
de vecindades para Y. Para cada x € X sea ¢(x) = f~'¢(f(x))], por la continuidad de f se
tiene que v es asignacion de vecindades para X. Sea K nicleo de X que tiene la propiedad P;
entonces f[K] tiene la propiedad P y es nicleo de Y.

Supdngase ahora que que P es una propiedad que satisface lo siguiente:

(1) Si X es discreto, entonces X € P;
(2) Si X es dualmente P, entonces todo subespacio cerrado es dualmente P;

(3) Si X = BaenX, y para cada « se tiene que X, € P, entonces X € P.

PROPOSICION 1.13. Si P es como antes y X = (J{X; : i < w} donde cada X; es cerrado en
X y dualmente P; entonces X es dualmente P.
DEMOSTRACION. Sea ¢ asignacién de vecindades para X. Sea Dy C X, nicleo de X y tal que
Dy € P. Para cada i > 0 sea D; € P tal que D; C X; \U{¢(z) : 2z € U{D, : j < i}} es nicleo
de X;\U{o(z) :x e U{D;: 7 <i}}. Si D =J{D; :i < w}; entonces X = |J{¢(x) : © € D},
y, como D = @;.,D;, se tiene que D € P. Asi X es dualmente P. =

PROPOSICION 1.14. De nuevo sea P como antes. Si X = X;UX, donde X; es un subespacio

cerrado y dualmente P de X, y todo cerrado contenido en X, es dualmente P, entonces X es
dualmente P.
DEMOSTRACION. Sea ¢ una asignacion de vecindades para X. Sea D; C X un ntcleo de X y
tal que Dy € P. Sea F'= X \ J{¢(x) : x € D1} es un cerrado contenido en Xy; de esta forma
sea Dy € P subconjunto de F'y tal que F' C |J{¢(z) : v € Do}. Asi D = Dy U Dy es tal que
X =U{¢(x) : v € D}, y como D; N Dy = {; entonces D € P. .

COROLARIO 1.15. Si X = U UV donde U y V son subespacios cerrados de X y para
cualquier Z C X cerrado tal que Z C U o Z C V pasa que Z es dualmente P. Entonces X es
dualmente P. 1

Definiremos ahora un principio combinatorio que usaremos después, tal principio es debido

a R.B. Jensen, se denota por { y es la afirmacion:

“Fziste una sucesion (A, : a € lim(wy)) tal que para cada « se tiene que A, C a y para cada

X C wy ocurre que el conjunto {a € lim(wy) : X N = An} es estacionario en wy.”
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Tal principio es independiente de ZF'C'y de hecho la afirmacién <» vale en el modelo de Godel
V = L.

Hablaremos un poco del Teorema de Baire y de una aplicacién muy elemental de la técnica
de forcing, que en este caso en particular estan muy relacionados. Si el lector quiere profundizar
en tal técnica puede consultar el libro de K. Kunen [8].

Definamos primero algunas cosas que utilizaremos antes de enunciar el Teorema de Baire.

DEFINICION 1.16. Un conjunto parcialmente ordenado es una pareja (P, <) donde P es un
conjunto no vacio y < es un orden parcial sobre P, es decir, que < es transitivo, reflexivo y

antisimétrico, y tal que P tiene elemento mayor en este orden.

Generalmente cuando trabajamos con un conjunto parcialmente ordenado sélo escribimos
P en lugar de (P, <).

DEFINICION 1.17. Dados P un conjunto parcialmente ordenado y p,q € P, decimos que p y
q son compatibles y escribimos p||q si existe un r € P tal que r < p y r < ¢; decimos que son

imcompatibles y escribimos p L ¢ si no son compatibles.

DEFINICION 1.18. Dado un conjunto parcialmente ordenado P, un filtro F' en P es un
subconjuto no vacio de P que cumple:
(1) (Vp,q € F)3r e F)(r <pAr<q)
(2) (Vge F)(VpeP)(qg<p—peF).

DEFINICION 1.19. Si P es un conjunto parcialmente ordenado; decimos que D C P es un
conjunto denso si para cada p € P existe un d € D tal que d < p. Decimos que D es abierto, si

para cada d € D y cada p € P si p < d, entonces p € D.

Todos los conjuntos parcialmente ordenados que consideremos seran separativos, es decir,
que para cada p elemento del conjunto parcialmente ordenado, existan ¢ y r en tal conjunto

talesque g <p,r<pyqLlr.

DEFINICION 1.20. Sean P un conjunto parcialmente ordenado, F' un filtro en P y D una
familia de densos en P. Decimos que F es D-genérico si para todo D € D se tiene que DNF # ().

Ahora enunciamos el conocido Teorema de Baire.

TEOREMA 1.21. (Baire) Si X es un espacio métrico completo y {U,, : n € w} es una familia
de densos abiertos de X; entonces (\{U, : n € w} # 0. -

En el anterior teorema de hecho es equivalente que la interseccion sea no vacia a que sea
densa. Ahora aplicaremos el teorema a un espacio conocido, el conjunto de Cantor (2v), es
decir, el conjunto de funciones de w en 2. Definiremos otra cosa importante que se usara en el

futuro.
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Decimos que un conjunto M C 2 es nunca denso si 2\ M es denso y decimos que es magro
si es union numerable de conjuntos nunca densos.
Se define el o-ideal de los conjutos magros como M = {M C 2 : M es magro}. También

se define el nimero de cubierta para un ideal Z sobre 2* como el siguente cardinal:
cov(Z) =min{|C|: C C I AJC =2¥}.
Decimos que dos conjuntos parcialmente ordenados son equivalentes si existe una funcién
inyectiva entre ellos que preserva el orden, incompatibilidad y la imagen de tal encaje es denso
en el codominio. El siguiente teorema nos dara una traduccién del Teorema de Baire a conjuntos

parcialmente ordenados numerables.

TEOREMA 1.22. Si P y Q son conjuntos parcialmente ordenados separativos y numerables;

entonces son equivalentes. .

Observemos que el anterior teorema nos dice que si tenemos dos conjuntos parcialmente
ordenados numerables, entonces podemos traducir densos en densos, filtros en filtros y que en
escencia, son lo mismo.

Como es usual en lugar de trabajar con 2¢, trabajaremos con 2<“ y a este ultimo lo veremos
como conjunto parcialmente ordenado, con el orden dado por: p < ¢ si y sélo si p D ¢. De esta
forma cada denso abierto en 2¥ queda codificado por un denso en 2<“ y visceversa. De esta
forma el Teorema de Baire nos dice que si tenemos una familia numerable de densos D en 2<%
entonces existe un filtro que intersecta a todos esos densos, esto pues si consideramos f un
elemento en la interseccién y consideramos Gy = {f [ n: n € w}, se tiene que Gy es un filtro
D-genérico. Pero, mas ain, de hecho tenemos algo un poco mas general que el Teorema de
Baire; si D es una familia de densos abiertos tal que |D| < cov(M), entonces (D # 0, esto
por la definicién de cov(M). De esta forma tenemos filtros D-genéricos en cualquier conjunto

parcialmente ordenado numerable, siempre y cuando |D| < cov(M).






Capitulo 2

Un poco sobre D espacios

Hablaremos un poco sobre el trabajo donde surge el problema de los D espacios [15].

DEFINICION 2.1. Decimos que un espacio es un D espacio, si para cada asignacién de

vecindades se puede encontrar un ntcleo cerrado y discreto.

Llamamos recta de Sorgenfrey al conjunto de los numeros reales con la topologia que tiene
por base a {[a,b) : a,b € R} y lo denotamos por R,.

Hasta ahora no se conocen ejemplos satisfactorios de espacios que no sean D espacios,
donde por ejemplos satisfactorios se quiere decir que tengan propiedades de cubierta un tanto
fuertes, tales como ser metacompacto o subparacompacto. Siendo el plano de Sorgenfrey (R2)
subparacompacto, era un candidato natural (en 1979) para que no fuera D espacio, sin embargo,
en [15] se prueba que si lo es.

Primero daremos una definiciéon de una clase de espacios a la cual pertenece Ry.

DEFINICION 2.2. Decimos que un espacio X es un espacio separado izquierdo generalizado

o GLS espacio, si exise una relaciéon =< en X que satisface:

(1) Todo cerrado no vacio de X tiene elemento <-minimal.

(2) Para cada x € X se tiene que {y € X : x < y} es abierto.

Note que el espacio R, es homeomorfo a R, N [0, 00), esto pues ambos se pueden ver como
una unién numerable de cerrado abiertos disjuntos de la forma [a,b), y es claro que R, N[0, 00)
con el orden usual es un GLS espacio. En [15] se prueba que cualquier potencia finita de R, es

un GLS espacio.

TEOREMA 2.3. (van Douwen, Pfeffer) Todo GLS espacio es un D espacio.
DEMOSTRACION. Sea ¢ asignacién de vecindades para X un GLS espacio con orden <; para
cada z € X sea ¢(z) = ¢(x) N{y € X : © <y}, ¥ define una nueva asignacién de vecindades.
Defina recursivamente un subconjunto de X como sigue: sea xy elemento <-minimal de X, y

para cada «, si

Xo =X \U{v(z5: 8 <a} #0;
entonces z, es <-minimal de X,.

De esta forma terminamos en a lo mas | X| pasos. Sea D = {z, : @ < 7} el conjunto antes
definido. Veamos que D es un nucleo cerrado discreto de X. Es nicleo trivialmente debido a
la construccién. Para ver que es cerrado y discreto basta con ver que para cada d € D se tiene

9
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que ¥(d) N D = {d}. Sea x¢ € 9(z,), por la construcciéon { < n, ademds por la definicién de
Y tenemos x,, < x¢. Como £ < 1, se tiene que z¢, z, € X¢, como z¢ es <-minimal de X, pasa

que x¢ = x,. Asl x, = w¢. C!

La demostracién del teorema anterior es de hecho el modelo de prueba para encontrar
nucleos cerrados y discretos o simplemente discretos. El anterior teorema también nos dice que
para todo n natural se tiene que R} es un D espacio, pero se matiene abierta la siguiente

pregunta.
PREGUNTA 2.4. (van Douwen, Pfeffer) ;Es Ry un D espacio?

También se desconoce si Ry es dualmente discreto, que es la propiedad que trabajaremos
mas adelante.

Un espacio con el cual trabajaremos mas adelante, en el siguiente capitulo, que no es un
D espacio es w; visto como espacio ordenado, pues si definimos ¢ la asignacién que a cada
a lo envia en la vecindad [0, o], se tiene entonces que todo nicleo discreto tiene que ser no
numerable, y de esta forma, tal niicleo no puede ser cerrado (pues en w; todo conjunto infinito
tiene punto de acumulacién). De hecho para espacios ordenados se sabe que los tinicos espacios
que son D espacios son los paracompactos, lo cual no se probard ni se usara, pues realmente
el motivo del trabajo no son lo D espacios, sin embargo, veremos algunos resultados que nos
ayuden a entender un poco més el como se comportan las asignaciones de vecindades, ya que
el verdadero objetivo es encontrar nicleos discretos.

Un resultado que se sigue de las definiciones es que si X es un D espacio, entonces para
cualquier Y subespacio cerrado de X, se tiene que e(Y') = L(Y).

El siguiente es un resultado en el cual se emplea de forma muy superficial la técnica de
forcing, no se usa mas de lo que se vi6 en el primer capitulo. Antes de enunciarlo probaremos

un lema.

LEMA 2.5. Si X es Lindelof y ¢ es asignaciéon de vecindades, entonces existe ¥ C X

numerable tal que para cada a € [Y]<“ se cumple

(Ve e X\U{o(y) :y€a}) By e Y \U{oW) :y € a})(x € é(y)).

DEMOSTRACION. Definamos conjuntos Y,, y a; con i,n < w, tales que para cada m se tenga
que a,, C J{Yn:n <m}. Esto lo haremos por recursién. Sea f : w — w X w biyectiva y
tal que para todo n la primera coordenada de f(n) sea a lo mas n. Sea Y, numerable tal que
{6(y) : y € Yo} es subcubierta de ¢ para X, esto es posible por ser X Lindeldf. Consideremos
{aos + k <w} = [Yo]=¥ y sea ag = ay ).

Supongamos definidos Yy y ax para k < n. Consideremos Y, tal que {¢(y):y € Y,} es
subcubierta de {¢(z) : x € X \U{o(v) : y € an—1}} para X \J{o(y) : v € a,—1}, de nuevo es
posible porque este conjunto es cerrado en X. Consideremos también que {a,\: k <w} =
UAYs - B <}y sea a, = age).
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Basta con ver que Y es como se queria; es numerable por definicién. Sea a € [Y]|<¥, entonces
a = a; para algun i; pero por la definicién de los Y,, se tiene que YV; C X \ J{o(z) : z € a;} ¥

aparte es ntcleo de ese conjunto, asi se cumple lo que queriamos. 1

TEOREMA 2.6. (Aurichi, Junqueira, Larson) Si X es un espacio Lindeldf y | X| < cov(M);
entonces X es un D espacio.
DEMOSTRACION. Sean ¢ asignacién de vecindades y Y C X como en 2.5 y definamos el

siguiente conjunto parcialmente ordenado
P=[Y]=;
donde
p<qgeopoghMrep\g(e¢U{sly): yeaq})

Note que P es numerable y asi c.c.c.. Para cada x € X definase

Dy ={peP:zeU{o(y) :y €p}}.

Cada D, es denso por la definicién de Y. Si D = {D, :z € X} y como |X| < cov(M),
entonces existe G filtro D-genérico. Sea D = | JG. Veamos que D es nicleo cerrado y discreto
de X. Es nucleo por genericidad. Para ver que es discreto consideremos d € D; entonces existe
p € G con d € p, de esta forma |¢(d) N D| < w esto por que G es filtro en P, asi D es discreto.
Es cerrado; sea © € X, por genericidad podemos tomar p € G N D,, asi x € ¢(d) para algin
d € p, con lo cual [¢(d) N D| <w y asi z no es punto de acumulacién de D. [

Una vez vistos los anteriores resultados, se hard una pequena resena sin detalles de cosas
que se saben sobre los D espacios. Para ver con mas detalle y consultar la bibliografia donde
aparecen tales cosas el lector puede consultar [5].

Antes veamos: ;jPor qué no es facil probar que los espacios Lindelof son D espacios? Te-
niendo la propiedad de Lindel6f en un espacio X y dada ¢ asignacién de vecindades, es natural
considerarse una cubierta numerable {¢(x,) : n < w}; si se pudiera arreglar que para cada n
pasara que z,, & |J,_,, ¢(z;), se tendria entonces que D = {z,, : n < w} es un cerrado discreto y
{é(z,) : n < w} serfa cubierta, pero arreglar ese detalle es el problema.

Otras propiedades, aparte de Lindelof, que no se sabe si implican D, incluso suponiendo que
el espacio hereda tal propiedad a todos sus subespacios son: paracompacto, ultraparacompacto,
fuertemente paracompacto, metacompacto, metalindelof, subparacompacto, submetacompacto,
submetalindelof, paralindelof y o-metacompacto.

Hay sin embargo una propiedad de cubierta que es implicada por la propiedad de ser D
espacio: irreducibilidad. Decimos que un espacio X es irreducible si toda cubierta abierta U de
X tiene un refinamiento minimal V, es decir, cada V' € V tiene un elemento que no esta en
ningtin otro elemento de V. Se sabe que un espacio X es irreducible si y sélo si para cada
cubierta U existe D cerrado discreto y una funciéon f : D — U tal que para cada d € D se tiene

que d € f(d) y {f(d) : d € D} es una cubierta de X; es entonces claro que los D espacios son
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irreducibles. Sin embargo, aunque ser D espacio es hereditario a subespacios cerrados, se tiene
que el ser irreducible no lo es. Resulta natural preguntarse si ser D espacio es equivalente a que
todo suespacio cerrado de X sea irreducible; la respuesta se desconoce, tampoco se sabe si los
compactos hereditariamente D son secuenciales.

Con respecto a los C,(X) se tienen varios teoremas conocidos.

Si X es compacto, entonces para todo Y C C,(X) se tiene que e(Y) = L(Y). Si X es com-
pacto, entonces para cada Y C C,(X) numerablemente compacto se tiene que Y es compacto.
Hay una generalizaciéon a ambos teoremas que dice que si X es compacto, entonces Cp(X)
es hereditariamente D espacio. También se sabe que si X es un Y-espacio Lindelof, entonces
Cp(X) es hereditariamente D espacio.

Se conoce que cualquier compacto de Corson es hereditariamente D espacio.

Hay otras nociones mas débiles a ser D espacio en las que se ha trabajado, estas son algunas.

Dado un espacio X y una asignacion de vecindades ¢ en X. Diremos que ¢ es mondtona, si
el rango de ¢ esta totalmente ordenado por la contencién. También dirémos que ¢ es transitiva,
si para todos z,y € X, si pasa que y € ¢(z), entonces se tendra que ¢(y) C ¢(z).

Decimos que un espacio es transitivamente D si para cada asignacion de vecindades que
es transitiva, se tiene que el espacio tiene un nicleo cerrado y discreto, andlogamente tenemos
la definicién de linealmente D (es decir, el tipo de asignaciones que se consideran son las
mondétonas) y linealmente Lindeldf.

Se sabe que X es linealmente Lindeldf si y solamente si X es linealmente D y e(X) = w,
los metalindelof son linealmente D, que uniones finitas de espacios linealmente D son de nuevo
linealmente D y que los espacios que son numerablemente compactos y que se pueden ver como
una unién numerable de espacios linealmente D; son compactos.

Por otro lado se sabe también que transitivamente D implica linealmente D, espacios me-
talindelof son transitivamente D y que uniones finitas de espacios transitivamente D, son otra
vez transitivamente D.

En general para uniones no se sabe cuando uniones de D espacios son de nuevo un D espacio,
sin embargo si se sabe para uniones finitas siempre y cuando todos los uniendos pertenezcan a
alguna de las siguientes clases: metrizables, 3 fuertes, Moore, regulares paracompactos C-dis-
persos! o que tienen base punto numerable.

También se sabe que dado un cardinal A y si tenemos {X, : @ < A} un conjunto de D

espacios, tales que para cada 8 < X se tiene que |J,_; X, es un cerrado de [J{X, : o < A};

a<f
entonces | J{X, : @ < A} es un D espacio.

Se tienen algunos resultados donde se emplea la técnica de forcing, por ejemplo: se sabe
que los D espacios son indestructibles cuando forzamos con arboles de altura w y también se

sabe que si X es un espacio Lindelof y T" es un arbol tal que todo subconjunto numerable S de

1Se dice que un espacio X es C-disperso si para cada C' C X cerrado no vacio existe un ¢ € C' que tiene

una vecindad compacta en C'.



2. UN POCO SOBRE D ESPACIOS 13

T puede ser refinado por anticadenas, es decir, que para cada s € S existe un as < s tal que
{as : s € S} es una anticadena en T'; entonces X es D espacio cuando frozamos con 7.

En general en casi todas las preguntas abiertas (en cuanto a D espacios claro estd), no se
sabe si alguna de las dos posibles respuestas es siquiera consistente, por ejemplo: no se sabe si

es consistente que los espacios paracompactos de tamano w; sean D espacios.






Capitulo 3

Espacios dualmente discretos

En este capitulo centraremos nuestra atencién en la propiedad de ser discreto, asi enton-
ces, de acuerdo a la Definicién 1.9, un espacio es dualmente discreto, si a toda asignacion de
vecindades podemos encontrarle un ntcleo discreto.

Note que la propiedad de ser dualmente discreto es, como la mayoria de propiedades de
cubiertas, hereditaria a subespacios cerrados.

Este capitulo lo dividiremos en tres secciones: primero hablaremos de resultados un tanto
generales pero muy basicos, los mismos que usaremos después en resultados mas especificos que
apareceran en las siguientes secciones; después centraremos nuestra atencion en los espacios
ordenados, los cuales se portan muy bien con respecto a la propiedad de ser dualmente discreto
y por ultimo trataremos unicamente con ordinales y productos finitos de estos. Probaremos
algunos teoremas que son buenas aproximaciones a la pregunta que se tratara en el ultimo

capitulo.

1. Aspectos generales

Tenemos el siguiente resultado que aunque es muy sencillo se usara como base de un resul-
tado importante y ademas ejemplifica bien el cémo construir niicleos discretos para los espacios

que se pueda.

PROPOSICION 3.1. Si X es numerable; entonces X es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sean ¢ asignacién de vecindades de X y {z, : n € w} enumeracién de X. Por
recursion construiremos Y nicleo discreto de X. Sea yy = x(, una vez que tenemos definidos
Yk para k < n.

Si pasa que |J,., #(yx) = X, ya terminamos pues {y : k < n} es nicleo discreto por ser
finito.

Sino pasa el caso anterior, definimos y,, = z,,,, donde m = min {n : z,, € (X \ Uy, o(vx)) }-
Asi, por la construccion, Y es nucleo. Para ver que Y es discreto, note que para cada n ocurre

que [¢(y,) VY| < n+ 1, en consecuencia Y es como se querfa. —

Como casi siempre que se tienen propiedades de cubierta; entonces, se tiene que un espacio
que tiene la propiedad, producto con un compacto, tiene de nuevo la propiedad; asi entonces

tenemos el siguiente resultado.

15
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PROPOSICION 3.2. Si X es dualmente discreto y K es compacto; entonces X x K es dual-
mente discreto.
DEMOSTRACION. Sea ¢ asignacién de vecindades de X xY', sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que para cada (z,y) € X x Y se tiene que ¢((x,y)) = Uiz y) X Vigyy, donde Uiz v Vigy)
son abiertos de X y Y que contiene a x y y respectivamente. Para cada x € X sean F, € [K|<“y
W, abierto que contiene a x que cumplan: | J {me) ty € Fx} =KyW,=) {U<m7y> Ty € Fx}
Tales F, y W, existen por la compacidad de K. Como X es dualmente discreto; la asignaciéon
que a cada x lo asocia con W, tiene nicleo discreto D'. Sea D = {(x,y) :x € D' Ny € F,} es

nicleo discreto por construccion. 1

El siguente es un resultado que ayudara a que ciertos productos sean dualmente discretos.

TEOREMA 3.3. (Alas, Junqueira, Wilson) Si f : X — Y es continua, cerrada y suprayectiva;
vy Y es dualmente discreto, entonces X es dualmente discreto si y sélamente si cada fibra de f
lo es.

DEMOSTRACION. Supéngase que X es dualmente discreto; entonces por continuidad se tiene
que cada fibra de X es un cerrado de X, y asi, cada fibra es dualmente discreta.

Ahora asumamos que cada fibra es dualmente discreta. Sea ¢ asignacién de vecindades
para X. Para cada y € Y sean D, C f~'({y}) ntcleo discreto de f~'({y}) para ¢ y definase
P(y) =Y\ (fIX \U{o(x): x € D,}]); ¥(y) es abierto pues f es cerrada, contiene a y por
ser D, nicleo de f~'({y}). Como Y es dualmente discreto, sea K C Y nucleo discreto de
Y para . Sea D = |J{D, :y € K}. D es discreto, si no, hay un d € D, que es punto de
acumulacién de D; entonces como D, es discreto se tiene que d € m, ahora, como f es
continua f[D\ D,] € f[D\ D,] v asi f(d) € K\ {f(d)} lo cual contradice que K es discreto.
Veamos que D es nicleo. Sea x € X, sea y € K tal que f(z) € ¥(y). Se afirma que x €
U{o(w) : w € D,}, esto se sigue de que f~![¢(y)] € J{¢(w):w € D,} (esto tltimo pasa
debido a que si z ¢ |J{¢(w) : w € D,}, entonces por la definicién de 1, se tiene que f(2) ¢ ¥(y)

v asi z ¢ 7 (y)]), con lo cual tenemos lo que se querfa. 3

Analizando el teorema anterior, es natural preguntarse cuando la propiedad de ser dualmente
discreto se preserva a través de funciones cerradas, pero de hecho, no se sabe siquiera para
funciones perfectas. A continuacién presentamos un ejemplo de una funcién continua, abierta
y suprayectiva que no preserva el ser dualmente discreto. Antes construyamos un espacio que
nos servira para tal ejemplo.

Sean X C R de tamano w; y {4 : @ < wy} enumeracion de X, consideremos en X la topo-
logia generada por la topologia de subespacio de R unién los conjuntos de la forma {z3 : § < a},
donde a < w;. Entonces X no es Lindelof pues la cubierta {{zs: 8 < a}:a < w;} no tiene
subcubierta numerable; X es hereditariamente separable, pues para Y C X, si Y es numerable,

es claro, si Y es no numerable, existe D C Y que es denso con la topologia de subespacio de
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R, como D es numerable, existe un oy < w; tal que para cada g3 € Y (con la enumeracion de
X), pasa que f < ay. Sea D' = DU{zs: B < ay}. Es claro que D’ es denso y asi X es heredi-
tariamente separable. Observe que el anterior espacio es Hausdorff pero no es regular, espacios

regulares con tales cracteristicas se les llama S espacios y existen s6lo consistentemente.

EJEMPLO 3.4. (Alas, Junqueira, Wilson) Existe una funcién suprayectiva, continua y abierta
f: X — Y tales que X es dualmente discreto y Y no lo es.
DEMOSTRACION. Sea Y = {y, : @ < wi} un espacio como el construido antes. Para cada 8 < w;
sea Xg = {yo : @ < B}, es claro que Y no es dualmente discreto, esto se sigue de que no es
Lindelof y que es hereditariamente separable, pues de esta forma hay una asignacién ¢ tal que
todo nucleo es no numerable y entonces no puede ser discreto. Definamos X = @B <oy X85
gracias a la Proposiciéon 3.1, se tiene que cada Xz es dualmente discreto y entonces también X
lo es. De esta forma, si f : X — Y es la proyeccion natural, claramente es abierta y entonces

tenemos nuestro ejemplo. .

Recordemos algunas definiciones que se usaran en el siguiente teorema.

Dados un espacio X y F' C X, diremos que F es secuencialmente cerrado si para cada (x,,)
sucesion contenida en F'| si (z,) — x, entonces x € F, y diremos que X es secuencial si todo
subconjunto secuencialmente cerrado es cerrado. Decimos que X es secuencialmente compacto

si toda sucesion en X tiene subsucesion convergente.

TEOREMA 3.5. (Alas, Junqueira, Wilson) Si X es secuencialmente compacto y dualmente
discreto, Y es secuencial y dualmente discreto, entonces X x Y es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sea 7 : X x Y — Y la proyeccién, gracias al Teorema 3.3 basta ver que 7 es
cerrada. Sean A C X XY y {yn : n € w} C 7w[A] que converge a y € Y, veamos que y € mw[A],
esto bastard por Y ser secuencial. Para cada n € w sea =, € X tal que (z,,y,) € A. Como
X es secuencialmente compacto; entonces (x,,), tiene una subsucesién convergente (z,, )i a ,

ast (Tny, Yy ) converge a (z,y). Como A es cerrado (z,y) € A, luego y € w[A].

COROLARIO 3.6. Para cada ordinal « se tiene que a x w; es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Si cof(a) = w, entonces a X w es la unién disjunta de cerrado abiertos de
la forma $ + 1 X wy, donde 3 es un ordinal. Asi, como 3 + 1 es compacto podemos aplicar el
conocido lema del tubo a 8+ 1 X wy, y como w; es dualmente discreto (ver 3.16), a X w; es
dualmente discreto.

Si cof () > w aplicamos el teorema anterior. —

En general el producto de dos espacios dualmente discretos no necesariamente es dualmente
discreto, al menos consistentemente. Por otro lado, no se conocen muchos ejemplos de espacios
que no sean dualmente discretos. El siguiente es un ejemplo de un producto, un poco mas

grande que finito, el cual consistentemente no es dualmente discreto.
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Primero note que si Y es un S espacio; entonces también lo es R x Y. No es Lindelof
por tener una copia cerrada de Y; y es hereditariamente separable debido a que R es métrico

separable.

TEOREMA 3.7. (Buzyakova, Tkachuk, Wilson) Bajo el axioma < el espacio R” no es dual-
mente discreto para cualquier cardinal £ no numerable.
DEMOSTRACION. Basta considerar Y un S espacio de tamano wy, tal espacio se puede cons-
truir bajo & (en [9] se puede ver esto). Se tiene entonces que R x Y es un S espacio. Como
¢ implica CH podemos tomar g : R — Y biyeccién. Definase X = {(y,9(y)) : y € R}, X
es de nuevo un S espacio que no es dualmente discreto, pues si tomamos una cubierta sin
subcubiertas numerables de X; entonces cualquier nticleo debe ser no numerable y tal nicleo
debe ser separable, en consecuencia no puede ser discreto. Como X es separable se tiene que
|C(X)| = w;. Consideremos a u : X — R la funcién que a cada z € X lo envia en
w(x) = (f(2))rec(x), como X es completamente regular, C'(X) es una familia de funciones que
separa puntos de cerrados, asi p es encaje. También se tiene que la imagen de p es un cerrado
de REX) que claramente no es dualmente discreto, por lo tanto, REX) = R« no es dualmente
discreto, de la misma forma, si x es cardinal no numerable, R*! se encaja en R® de forma

cerrada, luego entonces R" no es dualmente discreto. —

El ejemplo anterior deja una pregunta abierta interesante, tal pregunta aparece en [3], no
se sabe si existe algiin modelo de la teoria de conjuntos en donde R“! sea dualmente discreto,

es decir, se pregunta si el que R“! sea dualmente discreto es independiente de ZF'C'.

2. Espacios Ordenados

Ahora anlizaremos qué pasa con los espacios ordenados y con sus subespacios. Primero

daremos algunas definiciones y notacién que es estandar para espacios ordenados.

DEFINICION 3.8. Sea X un espacio, decimos que X es subordenable si X es subespacio de

un espacio ordenado.

A los espacios subordenables en la literatura también se les conoce como espacios GO.
Claramente todo espacio subordenable cuenta con un orden natural, y no es otro que el heredado
por el espacio ordenado del cual se puede ver como subespacio.

Dado X un espacio subordenable existe un espacio ordenado compacto minimal que lo
contiene densamente. Una grieta (respectivamente semigrieta) es una pareja (A, B) de abiertos
tales que X = AUB, paracadaa € Ay b € B, se tiene que a < b, A no tiene elemento maximal
y B no tiene elemento minimal (respectivamente, A no tiene elemento maximal o B no tiene
elemento minimal, pero no pasan ambas). Si (0, X) y (X, () son grietas, estas son llamadas
las grietas finales de X . El minimo espacio ordenado compacto que contiene a X se construye

agregando elementos por cada grieta y cada semigrieta, con el orden definido por la grieta
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(semi grieta), es decir, si x fue agregado por la grieta (semigrieta) (A, B), entonces el orden
serd “A < x < B”, es claro que el espacio asi construido es compacto, ordenado, contiene a X
y es el mas pequeno con esta propiedad. Al anterior espacio se le conoce como la compactacion
de Dedekind de X.

Antes de que se supiera que todo espacio subordenable es dualmente discreto; O.T. Alas,
L.R. Junqueira y R.G. Wilson probaron que todo espacio subordenable que es de extension local
numerable (es decir, que para cada elemento del espacio existe una vecindad, de este elemento,
que tiene extensién numerable) es dualmente discreto.

El préximo teorema, es el problema que intentdbamos resolver, el cual ya se habia resuelto
y viene a generalizar el anterior mencionado. Tal teorema dice que todos lo espacios ordenados

son dualmente discretos, se presenta la demostracion, pero antes algunos lemas.

LEMA 3.9. Sea X un espacio subordenable; entonces existe un Y ordenado tal que X C Y
como subespacio y ademéas X es cerrado en Y.
DEMOSTRACION. Sea 7 la topologia de X, y sea A la topologia del orden en X. Definamos a

Y como subconjunto de X x Z con el orden lexicografico como sigue:
Y=Xx{0tU{{(z,n): (€ X)A([z,=) e\ AN A(n<0)}
U{{zx,m): (x € X)A((+-,z] € T\ A) A (m >0)}.

Es claro que que la topologia de X es la misma que la heredada por Y y X es cerrado en

Y pues cada elemento en Y \ X tiene predecesor y sucesor inmediatos. —

COROLARIO 3.10. Si todo espacio ordenado es dualmente discreto; entonces también lo es

todo espacio subordenable. —

Dado X conjunto ordenado y Y C X diremos que Y es convexo si para cualesquiera x,y € Y

y z € X que cumplen =z < z < y, entonces se tiene que z € Y.

LEMA 3.11. Sean X espacio ordenado, F' C X cerrado y g € F. Si ¢ es asignacion de
vecindades tal que ¢(z) es convexo para cada x € X; entonces existe un D C X discreto tal
que zg € D y para caday € F\ |J{¢(z) : x € D} se tiene que ¢(y) N D = .
DEMOSTRACION. Definamos Dy = {xy} y asuma que se tienen definidos conjuntos discretos
D; para 1 < n que satisfacen:

(1) U{D;j : j <1} es discreto;

(2) D; € FAU{6(d) :d e U{D; 1 j < i}

(3) U{e(d) : de | U{D;:j <i}} es convexo;

(4) Siy € F\U{¢(d):deU{D;:j<i—1}}y es tal que ¢(y) N D;_y # 0, entonces
debe pasar que y € J{¢(d) : d € D;};

(5) Si D,,_1 no tiene elemento maximal (minimal), entonces sup D,,_; (inf D,,_1) no existe.



20 3. ESPACIOS DUALMENTE DISCRETOS

Sea U,—1 = J{¢(d) : d € U{D; :i <n}}. Siparatodoxz € F\U,_; se tiene que ¢(x)ND,,_1 =
0, entonces D = |J{D; :i <n} es como queremos. Supongamos que lo anterior no pasa y
definanse F,, = F\ U,_1y
Fr={z:(xe F)ANyeU,1)(y <z}
Fy={z:(xe F)NVy € Up—1)(y > x)}.
Sean
Cr={zxeFl:é¢(x)yNnD, 1 #0}
C,={zxe€eF;:¢(x)ND,_1#0}.

Una vez teniendo lo anterior, sélo trabajaremos con C;I ya que es andlogo para C), . Ana-
lizemos los casos que se pueden presentar.

Si C;F tiene elemento maximo, digamos c,, entonces definamos D, = {¢,}.

Si C;f no tiene elemento mdximo, pero si tiene supremo, digamos s,, sea ¢, € ¢(s,) N C;F,
asi definimos D = {c,, s, }.

Si C)f no tiene ni maximo ni supremo; si existe un ¢, € C;I tal que C;7 C ¢(c,), definimos
D = {ec,}.

Si no pasa el caso anterior, sea S,, C CI discreto cofinal con elemento minimo y sea D;f = S,,.

Sea D, construido andlogamente.Veamos que D, = D;" U D, es como se queria. Note que
la unién con los anteriores es discreto; pues la unién de los anteriores o tiene maximo (minimo)
o simplemente no existe, pero D (D;’) tiene minimo (maximo) y asi se cumple (1). Ver que
cumple (2)-(5), es claro de la construccién. Una vez definidos los D,,, sea D = |J{D,, : n € w}.
D es discreto debido a las condiciones (1) y (2) sobre los D,,. Basta ver que para todo y €
F\U{¢(d) : d € D} se tiene que ¢(y) N D = (), supongamos que hay algiin y que no lo cumple,
as{ existe un n tal que ¢(y) N D, # 0, por la condicién (4) y € U{¢(z): 2 € D,11}. En

consecuencia D es como se queria. -

TEOREMA 3.12. (Peng) Sea X espacio ordenado; entonces X es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sean ¢ asignacién de vecindades de X y {x,: a < k} enumeracién de X.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ es convexa pues la base de la topologia es
convexa. Por recursién definamos una sucesién de conjuntos discretos. Sea Dy el dado por el
lema anterior considerando a X como el cerrado y tal que xy € Dy. Suponga construido Dg para
p < ay definase D, = 0 si x, es elemento de |J{¢(d) : d € |J{Ds : f < a}}; si no, definase
D,, como el del lema anterior si consideramos al cerrado X \ J{¢(d) :d € U{Ds: B <a}}ty
tal que z, € D,.

Témese D = | J{D, : a < Kk}, veamos que es nucleo discreto de X. Es ntcleo pues para
cada o < K se tiene que z, € J{¢(z) : x € J{Ds: B < a}}. Es discreto pues si d € D, se
tiene que ¢(d) N|J{Ds : (B < k) A (B # )} = 0 esto por como definimos los D,. Como D, es

discreto y por lo anterior D también lo es. Asi el resultado queda probado. [
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COROLARIO 3.13. Todo espacio subordenable es hereditarimente dualmente discreto. —

Probaremos que el producto de dos espacios subordenables localmente compactos es dual-

mente discreto, para eso necesitaremos algunas definiciones.

DEFINICION 3.14. Dados L un espacio ordenado compacto y x € L, decimos que un subcon-
junto A de (+—,x) es 0-no acotado para x, si para cada y € L con y < z existe un a € A tal que
y < a. Decimos que un subconjunto B de (z,—) serd 1-no acotado para z, si es 0-no acotado

para x cuando invertimos el orden de L. De acuerdo a lo anterior definimos lo siguiente:
0-cof(xz) = min{|A] : A es 0-no acotado para x};
l-cof(x) = min{|B]| : B es 1-no acotado para z}.

Algunas observaciones inmediatas de la definicion anterior; se tiene que si x es el primer
elemento de L, entonces 0-cof(x) = 0, O-cof(z) = 1 si x tiene predecesor inmediato en L y
O-cof(x) es un cardinal regular en otro caso. Note también que para cada = podemos encontrar
subconjuntos 0-no acotados homeomorfos a 0-cof(z). Andlogamente se tiene para l-cof(x) y

conjuntos 1-no acotados.

TEOREMA 3.15. (Peng) Si X y Y son espacios subordenables localmente compactos; en-
tonces X x Y es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sea ¢ una asignacién de vecindades para X x Y, supéngase ademds que para
cada (z,y) € X x Y pasa que ¢((z,y)) = J, x J,, donde J, y J, son intervalos abiertos de X
y Y que contienen a x y y respectivamente. Sean LX y LY las compactaciones de Dedekind
de X y Y respectivamente. Como X y Y son localmente compactos se tiene que X es abierto
en LX y Y es abierto en LY. Para cada (r,y) € X x Y sean [, e I, intervalos maximales
contenidos en X y Y que contienen a x y y respectivamente. Supéngase que ya tenemos tales

intervalos, note que
I, xI,=(;N[z,—)xI,N[y,—)) UL N[x,—) x LN (+,y])U
(LN (2] x L, N (= y]) U (LN (2] x I, N [y, —)).
También se tiene que
XxY=@{I,x1I,:(z,y) € Rx x Ry};

donde Ryx es un conjunto de representantes para el cociente definido por la relacién = ~ x’ si
y solamente si I, = I/, andlogamente se define Ry.

De las anteriores descomposiciones y el teorema anterior es claro que basta con probar que
I, N[x,—) x I,N[y,—) es dualmente discreto.

Construyamos tales intervalos. Para cada = € X (andlogamente para cada y € Y'), con-

sidérese
by =mf{ze LX\X:z>za}y
a, =sup{z € LX\ X : z < x}.
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Tales a, y b, existen por la compacidad de LX (podemos suponer que (LX \ X) N (z, —) # 0,
de otra forma, [r,—) es un compacto; y entonces 3.2 implica lo que queremos), ademés
a, < x < by, esto por la compacidad local de X.

Probemos que [z,b;) X [y,b,) es dualmente discreto. Si 0-cof(b,) = w, sea (x,), sucesién
creciente cofinal; entonces por 3.2 cada [z, x,] X [y,b,) es dualmente discreto, y de esta forma
[z,b;) X [y,b,) es una unién numerable de cerrados dualmente discretos y asi, también se tiene
que [z,b;) X [y,b,) es dualmente discreto. Andlogamente se procede si 0-cof (b,) = w.

Supéngase entonces que 0-cof(by) = A > w y 0-cof(b,) = p > w. Sean A = {x,: a < A}
y B = {ys: [ < pu} sucesiones continuas cofinales donde corresponde. Note que A x B es
homeomorfo a A X p y asi por 3.18 tiene ntcleo discreto Dy para ¢.

Veamos que existe (p, q) € [x,b;) X [y,b,) tal que Z = ([z, b,) % [y, b)) \U{¢(d) : d € D1}) C
(([z,p] x [y,by)) U ([z,bs) X [y,q])). Si no pasara, definamos para cada n € w elementos
(ZnyWp) € Z Y (Pny@n) € AX B que z, < pp < Zni1 ¥ Wy < ¢ < Wyy1. Por definicién de las
sucesiones y como 0-cof (b, ),0-cof(b,) > w; se tiene sup{z, :n € w} =z =sup{p, :n € w}y
sup{w, :n € w} =w =sup{q, : n € w}; como Z es cerrado pasa que (z,w) € Z, pero A x B
también es cerrado; asi (z,w) € A x B, lo cual es una contradiccién con la definicién de Z.

Por lo anterior existen p y ¢ tales que Z C ([z,p] % [y,b,)) U ([z,b:) X [y, q]) que, gracias a
3.2 se tiene que Z es la unién de dos cerrados que son dualmente discretos y de esta manera Z
es dualmente discreto. Sea Dy nucleo discreto de Z. Definimos D = Dy U Dy. Claramente D es

nicleo discreto de [z,b,) X [y,b,) que es lo que se queria. a

3. Ordinales y sus productos finitos

En esta seccién estudiaremos como se comporta la propiedad de ser dualmente discreto en
los ordinales y sus productos finitos. El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de
3.10 y 3.12, pero haremos la prueba debido a que es una técnica que usaremos varias veces en

esta seccion.

TEOREMA 3.16. (Alas, Junqueira, Wilson) Todo ordinal es hereditariamente dualmente
discreto.

DEMOSTRACION. Lo haremos por induccién. Claramente el resultado es cierto para w. Sean
X C ay ¢ asignacién de vecindades para X.

Sia=p41,sea X C «, ahora, si § € X, consideremos Y = X \ ¢(f), por hip6tesis de
induccién sea D nicleo discreto para Y, asi D' = D U {3} es nicleo discreto para X.

Si a es limite y cof(a) = w. Sea {f, : n < w} sucesién creciente cofinal en «a (podemos
suponer que 0 ¢ X y que [y = 0); entonces {X N (B, Bnr1] : n < w} es una particién en
cerrado abiertos de X. Por hipdtesis de induccion cada elemento de la particién es dualmente
discreto. Sea D,, nicleo discreto de X N (B,, Bar1]; asi, como la particién fué en conjuntos

cerrado abiertos se tiene que D = |J{D,, : n € w} es nicleo discreto de X.
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Si a es limite y cof () > w; primero supongamos que X es estacionario. Para cada (3 ordinal
limite que pertenece a X sea xg < [ tal que (x5, B]NX C ¢(B), esto define una funcion regresiva
en un conjunto estacionario (pues el conjunto de puntos limite de un conjunto estacionario, es
de nuevo estacionario). Por el lema de Fodor existe un v < oy un conjunto estacionario S C X
tal que para todo 8 € S pasa que g = . Sea D; C S discreto cofinal en « y por hipétesis de
induccién existe Dy C X N [0,7], entonces D = D; U Dy es nucleo discreto de X.

Si « es limite, cof(a) > w y X es no estacionario. Sea C' = {cg : f < K} cerrado no acotado
ajeno con X y enumerado de forma continua. Podemos asumir que 0 ¢ X y que 0 = ¢,. Tenemos
que X = P,_.(X N(cp, ca41]) v por hipdtesis de induccion cada elemento de esta particién en
cerrado abiertos que define C' es dualmente discreto. En conclusion X es dualmente discreto y

hemos terminado. -

Hasta ahora se tenian aproximaciones del mismo resultado para los productos finitos de

ordinales. Enseguida tales resultados.

TEOREMA 3.17. (Alas, Junqueira, Wilson) Si A y p son cardinales y u < cof(X) 6 cof(\) =
w, entonces A X p es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Si cof(\) = w, sea {«, : n € w} sucesién cofinal en A, asi A X u es la unién
disjunta de cerrado abiertos de la forma (a,,, a,,41] X £ y una copia cerrado abierta de u que por
3.2 y 3.16 son dualmente discretos, asi, también A x p es dualmente discreto. Entonces asuma
que p < cof(N) y cof(N) > w. Sea 7 : A X u — p la proyeccién, de nuevo por 3.16 y 3.3 basta
ver que 7 es cerrada. Sea A C X\ X y cerrado; gracias a como es la topologia en los ordinales nos
bastard con ver que las sucesiones transfinitas crecientes en 7[A] tienen su supremo en @[A].
Sea {yo : @ < K} C m[A] que converge a y € u, obviamente k < p. Para o < K sea x, € A
tal que (Za,Ya) € A, como k < 1 < cof(N), entonces {z, : @ < K} se queda contenida en un
subconjunto compacto de A, entonces hay un S C k cofinal que converge a = € \; como A es

cerrado, entonces (x,y) € A, asi y € w[A] que es lo que se querfa. —

COROLARIO 3.18. Si Ay i son cardinales regulares; se tiene entonces que A x i es dualmente

discreto. 1

COROLARIO 3.19. Cualquier producto finito de cardinales regulares es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Es andloga a la anterior tomando la proyeccién de el producto de los cardi-

nales hacia el cardinal més pequeno y de la misma manera se verifica que es cerrada. —

El siguiente resultado tiene su propia prueba, muy similar a la de 3.15 y también es conse-

cuencia inmediata del mismo resultado.

TEOREMA 3.20. (Peng) Si a y 8 son ordinales; entonces a x 3 es dualmente discreto. —
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COROLARIO 3.21. Cualquier producto finito de ordinales es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Es andloga a la demostracién de 3.15.
También resultados de Peng son los siguientes, que ademas, son las mejores aproximaciones

a el resultado principal de este trabajo que habia hasta el momento.

LEMA 3.22. Sea o un ordinal regular no numerable y X C « X a un subespacio normal. Si
X N{{B,B): B €a} =0, entonces el conjunto {z € a: {y € a: (x,y) € X} es estacionario}
es no estacionario.
DEMOSTRACION. Supéngase que A = {x € a: {y € a: (z,y) € X} es estacionario} es esta-
cionario. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que A consta sélo de ordinales limite.

Para cada § € A sea B = {y: (B,y) € X}, como By es estacionario; entonces

BsN(N{B,:v<BAvy€eA})#0D.

De esta forma definase g(5) € Bg N ([ {B_,y Y<BAYE A}) de tal suerte que g(3) > 5.
Sea A*={f e A:(Jy)(y < B <g(y))}, por el Lema de Fodor y como g es funcion se tiene que
A* es no estacionario. Sea C' cerrado no acotado en « tal que C' N A* = (), de esta forma para
cualesquiera 1, 52 € C'N A se tiene que si 51 < (3 pasa que (1) < Sa.

Definase G = {(3,¢9(B)) : f € C'N A} note que G es un cerrado discreto de X, pues basta
con hacer evidente que para que (z,y) € G se necesita que z < y y 2 € CNA, de esta
forma, para z y y existen a, < z y ¢ < b, < y, asi por la definicién de G se tiene que
|(az, z] x (by,y] N G| < 1. En consecuencia G es cerrado discreto.

Sean A; y A, estacionarios ajenos tales que A; U Ay = C'N A. Por lo tanto si definimos
G ={({B,9(8)) : € A1}y Ga ={(B,9(B)) : B € Az} se tiene que G y G5 son cerrados ajenos
en X. Por normalidad existen U; y Uy abiertos que los separan, es decir, Gy C Uy, Gy C Uy y
tales que Uy NU; = (). Para cada i = 1,2 y cada 3 € A; existen x5 < By yy5 < g(B) tales
que (xg, 8] X (Yg3,9(8)] N X C U;, por el Lema de Fodor existen un p; € a y un estacionario
A} tales que para cualquier 5 € A] se tiene que x5 = p;.

Sea B, € Aj N Al y B >mdz{p1,p2}. Gracias a que Bg, es estacionario, sea

By € Bg, N A} N Acum(A}) N Ay N Acum(AYL)
y tal que By > [y, donde Acum(A;
asf se tiene que (f1,2) € X v B1, B2 € A| N AL,

Veamos que (31, 3;) € U;. Sea V abierto que contiene a {1, 52) en X; entonces hay un
yp, € atal que B < yp, < fay tal que ({81} % (ys,, B2])NX C V. Por la elecién de [, existe un
B3 € A} tal que B3 < Bs. De esta forma 83 < g(83) < (2. Ahora como 33 € B, entonces existe
un By € (B3, 9(B8s)] N (Yg(ss), B3] N Bp,; luego entonces (51, B4) € X N'V. De esta forma se tiene
que ((p1, B3] X (Yg(ps), 9(83)]) N X C Ur. Luego (Bi, Ba) € (p1, B3] X (Yg(ss): 9(B3)], por lo tanto,
(B1,P4) € Up. En consecuencia (1, f2) € U;. De forma andloga se tiene que (81, f2) € Ua, lo

cual es una contradiccién y entonces A es no estacionario.

) es el conjunto de puntos de acumulacién de A, (i = 1,2);
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TEOREMA 3.23. (Peng) Sean a y f ordinales. Si X C « X f es normal; entonces X es

dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sean 7 y § ordinales minimales tales que: 7 es el minimo ordinal tal que
existen un 77 y un X C v x 1 normal que no es dualmente discreto y § es el minimo de tales
n. Demostraremos por pasos que si tales 7 y ¢ existieran tiene que pasar que v = J y son
cardinales regulares.

e Paso (1). Se tiene que cof(y) # 1y cof(6) # 1.

Supéngase que cof(y) = 1 entonces v = 7' + 1. Sea X C v X ¢ subespacio normal y ¢
asignacion de vecindades para X. Consideremos X N {7’} x 4, gracias a 3.16 se tiene que existe
D nicleo discreto de X N{~'} x 4. Sea Y = X \|J{#(d) : d € D1}. Y es un subespacio cerrado
de X, por lo tanto, Y es normal y Y C +' X é pero como 7y era el minimo con esa propiedad, se
tiene que Y tiene nicleo discreto Ds; asi D = DU D5 es niicleo discreto de X. En consecuencia
cof(y) # 1. Andlogamente cof () # 1.

e Paso (2). Pasa que cof(y) #w y cof(d) # w.

Supéngase que cof(y) = w. Sean X C v x d subespacio normal y {a,, : n € w} sucesién
cofinal en ~ tal que ag = 0. Supéngamos ademéds que {0} x 6 N X = (), pues tal subconjunto
es un cerrado abierto en X y dualmente discreto gracias a 3.16. Entonces como « es el minimo
con la propiedad de tener subespacios normales no dualmente discretos, pasa que, para cada
n € w el subespacio (ay, an11] X 6 N X es cerrado abierto en X; entonces normal y dualmente
discreto. Asi X es dualmente discreto lo cual es una contradiccién, de esta forma obtenemos
que cof(7y) # w. Andlogamente se tiene que cof(d) # w.

e Paso (3). Debe suceder que cof(y) =~y cof(d) = 6.

Supongamos que cof(y) = a < 7. Sean C' = {c¢¢ : £ < a} sucesién cofinal y continua en -,
X C 7y x 0 subespacio normal y ¢ asignacién de vecindades para X; de nuevo podemos asumir
que ¢y = 0. Debido a que vy es minimo con respecto a la propiedad de tener subespacios normales
no dualmente discretos tenemos que XN(C'x¢) es dualmente discreto, esto por ser un subespacio
cerrado de X. Sea D; nucleo discreto de X N (C' x J). Sea Y = X\ J{o(d):d € D1}, Y esun
subespacio cerrado de X,y Y = @ {((c¢, ce41] X 6) NY 1 € < a} y asi, por la minimalidad de v,
se tiene que cada elemento de la particion dada por C' es dualmente discreto y en consecuencia
Y también lo es. Sea D, niicleo discreto para Y'; entonces D = DU D, es ntcleo discreto para
X, tal contradicién nos dice que cof(y) = «. Andlogamente cof(5) = J.

e Paso (4). Ocurre que v y § son cardinales regulares no numerables y que 7 = 4.

Ya se tiene que v y ¢ son cardinales regulares no numerables, resta ver que son iguales.
Suponga que v < d. Sean X C v X 0 y ¢ asignacién de vecindades para X.

Sea A= {z:{y: (x,y) € X} es estacionario en ¢}.

Si A = (); entonces para cada 5 € 7 el conjunto Bs = {y : (8,y) € X} es no estacionario,
asf, como vy < § se tiene que B = |J{Bg: f < v} es no estacionario. Sea C' = {c¢: £ < 4}

cerrado no acotado en ¢ enumerado de forma continua y tal que C'N B = (), podemos suponer
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que 0 € C. De esta forma X = @ {X N (7 x (¢, ce41]) }, por la minimalidad de v y como cada
elemento de la particion definida por C' es un cerrado en X, y entonces normal y dualmente
discreto; en consecuencia X es dualmente discreto, lo cual es una contradiccién y asi A # ().
Tenemos entonces que A # (). Para cada a € A, se tiene que B, es estacionario en ¢. Podemos
asumir que para cada (x,y) € X la vecindad que ¢ le asigna es de la forma [(a (. yy, 2] X (b(z4), ¥]]N
X, donde ag,y < xy bz, < y. Para cada x € A se tiene que |ap,y 1y € B,| <y <6, de
esta forma se tiene que existen B, C B, y un a, < z tales que para cada y € B! se tiene
que az,) = ag, esto pasa pues la unién de menos que d conjuntos no estacionarios es de nuevo
no estacionario. Tenemos definida entonces una asignacién de vecindades ¥ en A, la que a
cada z € A le asigna ¢(z) = (az, ] N A. Sea D; nucleo discreto de A. Para cada = € A sea
H, C B! N’ discreto cofinal en 9, donde C’ es cerrado no acotado que evita a las segundas
coordenadas de Y = X \ | J{¢(z) : z e U{{z} x B, : v € A}} tal (" existe pues Y es como en
el caso que supusimos A = (), ademés por la misma razén Y es dualmente discreto. Sea Do
nicleo para Y. Entonces se tiene que D = |J{{z} x H, : © € D1} U D5 es niicleo discreto de
X, lo cual es una contradiccién y asi § < . Andlogamente v < §. En conclusién v = 4.
Tenemos entonces X C 7 X 7 subespacio normal y ¢ asignacién de vecindades para X. Sea
A = {{a,a) : a € v}, debido a 3.16 A N X es dualmente discreto. Sea D ntcleo discreto de
ANX.Sea =X \J{¢(d) : d € D,}; entonces F es cerrado en X y asi un subespacio normal

tal que F'N A = (0; de acuerdo al lema anterior se tiene que

Fy={xe~:{ye~v:(x,y) € F} es estacionario en 7};

Fg={ye~:{z€v:(x,y) € F} es estacionario en 7};

son no estacionarios, como F' N A = () lo probaremos para F; = {{x,y) € F : y < z}. Note que
I} es un cerrado abierto de F'; sea I3 el complemento de F; en F'. Demostraremos que F) es
dualmente discreto y sera andlogo para Fj.

Sea C' = {c, : @ < v} cerrado no acotado en a enumerado de forma continua tal que 0 €
C'y CNFp = (. Para cada « considérese C, cerrado no acotado tal que C, N A., = 0,
donde A., = {r €v:(z,ca) € F1}. Sea £ = A,.,C,, podemos suponer que 0 € E y sea
{es : a < v} enumeracién continua de E. Obsérvese que gracias a que estamos trabajando
con Fj se tiene que si consideramos Y = F; N (y x C) se tiene que Y es cerrado en F| y
Y =@ {Y N ((ea,€ar1] X 7): a <~} y, por la minimalidad de vy cada elemento de la particiéon
dada por E es un cerrado, de esta forma es normal y dualmente discreto; se tiene entonces que
Y también es dualmente discreto. Sea Dy nicleo discreto de Y. Si Z = Fy \ J{¢(d) : d € Ds}.
Entonces Z es un cerradode F1 y Z = @ {Z N (7 X (Ca, Cat1])} ¥ asi, por la minimalidad de v
se tiene que cada elemento de la particion es dualmenete discreto y asi lo es también Z. Si D3 es
nucleo discreto para Z; se obtiene que Dy, = DU D3 es nticleo para F}, de lo anterior se deduce
que X es dualmente discreto, lo cual contradice que v era minimal con respecto a la propiedad

de tener subespacios normales no dualmente discretos. Asi el teorema queda demostrado. —
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TEOREMA 3.24. (Peng) Sean o y (3 ordinales tales que existe un X C a x [ de extensién
numerable que no es dualmente discreto tales que para cualquier £ < a (n < ) y cualquier
subespacio de extension numerable de o x 17 (§ x ) es dualmente discreto. Entonces a = 8y
son cardinales regulares.

DEMOSTRACION. Es andloga a la primera parte del Teorema 3.23. i

LEMA 3.25. Sea o un ordinal regular no numerable y X C a x a un subespacio de extension
numerable. Si X N {(3,8) : § € a} = 0; entonces el conjunto

{rea:{yea:(r,y) € X} es estacionario}

es no estacionario.

DEMOSTRACION. Es andloga a la primera parte del Lema 3.22. .

LEMA 3.26. Supodngase que P es una propiedad que satisface lo siguiente:

(1) Si X es discreto, entonces X € P;
(2) Si X es dualmente P, entonces todo subespacio cerrado es dualmente P;
(3) Si X = @aeaX, y para cada « se tiene que X, € P, entonces X € P.

Si k es un cardinal regular no numerable y tal que para cada § < k se tiene que 3 X k es

dualmente P. Si X C k X k y los siguientes conjuntos

A={rer:{yer:(z,y) € X} es estacionario en k};

B={yer:{rer:(x,y) € X} esestacionario en x}

son no estacionarios, entonces X es dualmente discreto.

DEMOSTRACION. Es andloga a la tltima parte del Teorema 3.23. [

TEOREMA 3.27. (Peng) Sean a 'y (8 ordinales, y si X C « X 3 es un subespacio de extensién
numerable, entonces X es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Supéngase que no. Sea x el minimo con la propiedad de que x X k tenga
subespacio de extension numerable que no es dualmente discreto, esto por el Teorema 3.24.
Como la diagonal de k X k es hereditariamente dualmente discreto (Teorema 3.16), se tiene que
podemos suponer que X no toca la diagonal, ahora por el Lema 3.25 y por el Lema 3.26 se

tiene que X es dualmente discreto. Entonces el teorema queda demostardo. —






Capitulo 4

Resultados principales

Después de las aproximaciones de L.X. Peng a la pregunta: ;Es el producto de dos ordi-
nales hereditariamente dualmente discreto? Peng deja abierta la pregunta: ;Es el producto de
dos estacionarios ajenos en w; dualmente discreto? Tal pregunta aparece en [11]. El siguiente
teorema responde afirmativamente a esa pregunta. Primero probaremos algunos resultados que

necesitaremos.

LEMA 4.1. Sean 8 < w; y «a un ordinal. Entonces, si A C ay B C f3; se tiene que A x B

es dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sea ¢ asignacién de vecindades de A x B, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que para cada (z,y) € A x B la vecindad que ¢ le asigna es de la forma (a,,y, ] N A X
(bizyy,y] N B, donde agy < 'y bizyy < y. Procedamos por induccién en a. Si a es numerable
el resultado se tiene porque A x B es numerable (ver Proposicion 3.1).

Sia=~v+4+1y~vy ¢ A; entonces A x B C v x [y, por hipdtessis de induccién, A x B
es dualmente discreto. Si, por el contrario, 7 € A; entonces {7y} x B es dualmente discreto
por 3.16. Sea D; nicleo discreto para {7y} x B. Ahora considérese D, nicleo discreto para
F = Ax B\ U{¢(x):x € Dy}, esto podemos hacerlo porque por hipétesis de induccién
A x BN~y x [ es dualmente discreto y F' es un subconjunto cerrado de A x BN~y x . Es claro
que D = Dy U D5 es nucleo discreto para A x B. Asi el caso sucesor queda probado.

Si « es limite, tenemos tres casos:

Si a es regular y A es no estacionario. Sea C' = {c, : v < a} cerrado no acotado ajeno
con A, podemos suponer que 0 € C, 0 ¢ A y que la enumeracién de C' es continua. Entonces
Ax B =@, _,[(AN(cy;cy41]) x BJ; por hipdtesis de induccién cada sumando es dualmente
discreto, luego entonces A x B es dualmente discreto.

Si « es regular y A es estacionario, para cada y € B se tiene que | {by,) 17 € A} | = w.
De esta forma existen AY C A estacionario y b, < y tal que para cada x € AY se tiene que
b(zy) = by; esto sucede debido a que si tomamos una particién numerable de un estacionario, se
tiene que un elemento de la particion es estacionario. Note que tenemos definida una funcién
regresiva que a cada z € AY le asigna a.,), por lo tanto gracias al lema de Fodor existen un
A, C AY estacionario y un a, < « tal que para cada z € A, pasa que a(.,) = a,.

Sea Dy C B nicleo discreto de B para la asignacién que a cada y € B le asigna (b,, y] N B,
tal D, existe por 3.16. Considere el 6 = sup{a, : y € D} tal supremo existe en a porque o
es regular y no numerable. Para cada y € D; sea D, C A, discreto cofinal en a y tal que
para cada x € D, pase que x > J. Sea Dy = |J{D, x {y} :y € D1}. Ahora como § < «;

29
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entonces por hipdtesis de induccién (§ + 1 N A) x B es dualmente discreto, y también lo es
C=[0+1NnA)xB]\U{é(z) : z € Dy}, pues es un subespacio cerrado de un dualmente
discreto. Sea D3 C C nucleo discreto de C'; entonces D = Dy U D3 es niicleo discreto de A x B.

Si a es singular, sean £ = cof(a) < ay C = {c,:7 <k} cerrado no acotado en «
enumerado de forma continua. Es claro que k es homeomorfo a C', consideremos X = AN C;
por hipdtesis de induccion se tiene que X x B es dualmente discreto. Sean D; C X x B
nicleo discreto de X x By Y = A x B\ UJ{¢(z): 2z € D}, se tiene entonces que Y =
D, -.[Y N((ey; ¢y41] x B)], note que para cada 7 se tiene que Y'N[(c,, ¢;41] X 8] es un subconjunto
cerrado de [A x B] N [(¢y, cy41] x B], y, como [A x B] N [(cy, ¢y41] % f] es dualmente discreto;
asi obtenemos que Y N [(¢,, ¢y11] X ] también es dualmente discreto. Sea Dy C Y ntcleo
discreto de Y'; entonces D = D U Dy es nucleo discreto de A x B, esto se tiene debido a que
Y y (CNA) x B son cerrados ajenos en A x B. —

El siguente es un resultado obvio, pero que jugara un papel importante en la demostracién

del resultado principal.

LEMA 4.2. Sean x un cardinal regular y X C k. Si X es no estacionario; entonces

(1) existe un U C k abierto tal que X C U y U es no estacionario y;

(2) si S C K es estacionario; entonces S\ X es estacionario. —

Antes de probar el teorema daremos algo de notacién. Dado X un espacio ordenado, se

definen
AX) ={(z,y) e X x X : 2 = y};
AYX) ={{z,y) e X X X 1y <}
A (X) ={(z,y) e X x X 1y >z}

En el siguiente teorema A| denotard A (w;) y 7 serd la proyeccion en la primera coordenada.

TEOREMA 4.3. Sean S, S5 dos estacionarios ajenos en w;. Entonces S; x S5 es dualmente
discreto.

DEMOSTRACION. Nétese primero que como S; X Sy no toca la diagonal; entonces basta probarlo
para A N (S; x Sy) el cual denotaremos por (S x Sz)a,, pues este es un cerrado abierto en
S1 x S5 y el complemento sera dualmente discreto de forma analoga.

Sea ¢ asignacién de vecindades de (Sy X S2)a,. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que para cada x € (51 x Sz)a, pasa que ¢(x) C Ay y para cualquier (z,y) € (S1 X S2)a, la
vecindad que le asigna ¢ es de la forma (agy), 2] X (b, y] N (S1 X S2)a,, donde ag ) < 2y
by < Y-

Para cada y € S se tiene que | {by.) : (z,y) € (S1 X S2)a, } | = w. De esta forma existen
AV C w[S1 x {y} N (S1 x S2)a,] estacionario y b, < y tal que para cada x € AY se tiene que
biay) = by.
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Note que tenemos definida una funcién regresiva que a cada z € AY le asigna a. ), por lo
tanto gracias al lema de Fodor existen un A, C AY estacionario y un a, < w; tal que para cada
z € A, pasa que a,,y = a,. Por otro lado, tenemos definida una funcién regresiva en S, que
a cada y le asigna b,, de nuevo por el lema de Fodor existe T C S, estacionario tal que para
cada y € T ocurre que b, = 8 < w;y. Sea D C T discreto cofinal en w;.

Una vez teniendo lo anterior note que por el Lema 3.1 se tiene que Sy x (S N[0, f]) es
dualmente discreto y si F1 = (S1 x S2)a, N [S1 x (S2 N [0, B])]; entonces I} es cerrado en
S1 % (Se N[0, 5]) v asi dualmente discreto.

Sea K nucleo discreto de I} y considérese

Fy = (S1x S2)a, \ (U{o(2) : 2 € KifulU{e(z) iz € {{z,y) :y € DAz € Ay}}).

Veamos que 7[F5] es no estacionario. Procedamos por contradicciéon. Supéngase que 7w[Fy| es
estacionario; entonces para cada x € w[Fy] sea y, < x tal que (x,y,) € Fs, esto es posible
pues Iy C (S1 X S2)a,, asi, la funcién que a cada x le asigna y, es regresiva, por el lema
de Fodor existen un estacionario R C w[Fs] y v < w; tales que para cada r € R pasa que
Yy, = 7. Sea d € D tal que d > ~, esto por ser D no acotado, ademés, como R es estacionario,
existe r € R tal que r > a4. Dado lo anterior y por las definiciones de F, y ay4 se tendria que
(r,yr) € J{o((2,d)) : z € Ay}, lo cual es una contradiccién y luego 7[F3] es no estacionario.
Probaremos ahora que F; es dualmente discreto. Sea C' = {z, : @ < wy } cerrado no acotado
N

(Cay Cat1] X w1], note que cada sumando es numerable y asi dualmente discreto, en consecuencia

ajeno a m[[Fy] enumerado de forma continua y suponga que ¢y = 0. Entonces Fy = P, _,, [
F5 es dualmente discreto. Sea Ko C F3 ntcleo discreto de Fs, note también que F5 es cerrado
en (S1 x S2)a, ¥ asi Ko N (5] x So)a, C F.

Regresemos a D y a los A, que definimos al principio. Antes vimos que 7[F}] es no estacio-
nario. Gracias al Lema 4.2 podemos tomar un U abierto no estacionario que contiene a m[Fj];
entonces para cada d € D tenemos que A,\U es estacionario. Para cadad € D sea Ky C (A4\U)
discreto cofinal en wy. Sea K3 = |J{Ky x {d} : d € D}. K3 es discreto por construccién. Note
que para cada d € D tenemos que Ky x {d} cubre lo mismo que cubria A; x {d}, también note
que K3 C (w; \ U) X wy, por lo tanto K3 N Ky = (). Definiendo K = K; U K U K3 se tiene,
gracias a como se definieron los K; (i = 1,2,3), que K es un nicleo discreto de (S; X Sz)a, y

asi el teorema queda demostrado. —

Una vez teniendo el teorema anterior, este nos da un método para probar el teorema general
que responde afirmativamente a la pregunta original hecha por O.T. Alas, L.R. Junqueira y
R.G. Wilson en [1] con respecto a si el producto de dos ordinales es hereditariamente dualmente
discreto. Antes unas observaciones y un poco de notacién que ayudara en la demostracion.

De la misma forma que el teorema anterior, y para no ensuciar mucho la notacién para el
siguiente teorema A| denotarda A|(«), también Ay y A denotaran lo respectivo; donde « es el

ordinal para el cual se quiere probar el teorema y 7 serd la proyeccion en la primera coordenada.
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TEOREMA 4.4. Si « es un ordinal; entonces a X « es hereditariamente dualmente discreto.
DEMOSTRACION. Sea X C « X a. Nétese primero que basta probarlo para A; N X, pues si
suponemos esto cierto; entonces si X N'A # (), hay un nicleo discreto D para X N A, esto
pasa porque la diagonal es homeomorfa a a. Asi se tendria que F' = X \ | J{#(d) : d € D} es la
union de dos cerrados ajenos de X a saber FF'N Ay y F'N A}, que son dualmente discretos por
ser subespacios cerrados de X N Ay y X N A}, de esta forma F' también es dualmente discreto.
A continuacién lo probaremos para X N A}, pues la demostracion para X N Ay es andloga.
Denotamos por Xa, a X NA,.

Sea ¢ asignacion de vecindades de X . Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
para cada x € Xa, pasa que ¢(r) C A y para cualquier (z,y) € Xa, la vecindad que ¢ le
asigna es de la forma (2(z ), 2] X (Wiay), y] N Xa,, donde 2y < Ty Wiy < Y.

Sea X C a X a. Procederemos por induccién.

e Caso (1). Sia = w se sigue de 3.1.

e Caso (2). Sia = B+1, considérese Xa N[({B} x f+1)U(B+1x{SB})], el cual, por 3.16 se
tiene que es dualmente discreto. Sean D; niicleo discreto para X N[({f} x B+ 1)U(B+1x{5})]
y F'= Xa, \U{&(d) : d € D,}. Note que F' C 3 x 8 es dualmente discreto por hipdtesis de
induccion. Sea Dy ntcleo discreto. Se sigue de la definicion de Dy y Dy que D = Dy U Dy es
nucleo discreto para X .

e Caso (3). Si « es limite y regular, tenemos algunos casos:

e Caso (3.1). Paracada 3 < a se tiene que Ag = {z € a : (z, ) € Xa, } es no estacionario.
Para cada € a sea Cjy cerrado no acotado en « tal que Cs N Ag = () y considérese C' =
ApoCs, sea C = {cz: B < a} enumerado de forma continua y podemos asumir que 0 = c.
Note primero que como estamos trabajando con X, y por la definicion de C' se tiene que
Xa, =B {XA¢ N ((cp,cpp1] X ) 1 f € a} y asi, por hipdtesis de induccién, cada elemento de
la particion es dualmente discreto y, de esta forma, X, también lo es.

e Caso (3.2). El conjunto G = {y € a: (3z € a)({z,y) € X)} es acotado en a.. Sean 3 cota
para Gy, B={yca:{r€a: (z,y) € X} es estacionario}, obviamente 5 es cota para B.
Para caday € asea A, = {x ca:{x,y) € Xm}. Sea G’ = G'\ B; para cada g € G’ el conjunto
A, es no estacionario y como [ es cota de G’ se tiene que |J{A, : g € G’} es no estacionario,
asi, por el Lema 4.2, existe U C « abierto no estacionario que contiene a (J {4, : g € G'}.

Por otro lado, gracias a como asumimos a ¢, se tiene que para cada y € B existe un Aj C A,
estacionario y un w, < y tal que para cada x € Aj, se tiene que w,,) = w, (esto ocurre debido a
que y < a 'y si a un estacionario en « lo partimos en menos de o subconjuntos, entonces alguno
de ellos es estacionario); de esta forma hemos definido una asignacién de vecindades ) para
B (que a cada y le asigna (w,,y] N B), el cual, es dualmente discreto por 3.16. Sea D; ntcleo
discreto de B para ¢; para cada y € D tenemos definida una funcién regresiva en A; (la que
a cada x le asigna z(,,); entonces por el lema de Fodor existe Aj estacionario y z, < « tal que

para todo x € A’y’ pasa que z(;,) = 2. Por el Lema 4.2 tenemos que para cada y € D; ocurre que
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A\ U es estacionario; sea H, C Ay \ U discreto cofinal en a. Sea Dy = J{H, x {y} : y € D1},
es discreto por definicién. Ahora considerando F' = Xa, \ U {#(d) : d € D1} es como en el caso
(3.1) y asi, dualmente discreto. Sea D3 C F ntcleo discreto de F. Sea D = Dy U Dj3, es claro
que es nucleo de X, . Para ver que es discreto, basta con notar que DyN D3N Xa, = 0, esto
ocurre debido a que F' es cerrado en X, y a que la definicion de Dy, cuando usamos el U,
evita que Dy se acumule en F.

e Caso (3.3). El conjunto B={y€a:{r€a: (z,y) € X} es estacionario} es no esta-
cionario. Sea (] cerrado no acotado ajeno con B, de nuevo, podemos suponer que 0 € Cf.
Considérese Y = Xa, Na x (4, tal Y es cerrado en X y es como en el caso (3.1); sea
D; C Y nicleo discreto de Y. Sea F' = Xa, \ U{¢(d):d € D1}, F es cerrado en X y
F=@{Xa, N(ax(csecai1]): B <a},deestamanera cada elemento de la partcicién es como
en el caso (3.2); y entonces, dualmente discreto. Para cada 8 < a sea Hg C XA N(a X (cg,cs41])
nicleo discreto de Xa, N (a x (¢, c41]). Asi D = Dy UJ{Hpz: B < a} es niicleo discreto de
Xa,-

Obsérvese que aunque parece que los casos 3.1 y 3.2 estdan de mas, estos se usan fuertemente
en la prueba del caso 3.3.

e Caso (3.4). El conjunto B={yca:{x€a:(zr,y) € X} es estacionario} es estaciona-
rio. Para cada y € B sea A, = {x €a:{x,y) € XAL}' Note que para cada y € B se tiene que
| {w@,y) cx € Ay} | < a, por lo tanto, existen A, C A, estacionario y w, < y tal que para cada
r € Aj pasa que w,,y = w,. Note que la funcién que a cada x € A lo envia a 2, es regresiva;
en consecuencia, por el lema de Fodor existen A’y’ - A; estacionario y z, < a que cumplen que
para todo x € A7 se tiene z(,,) = z,. También tenemos definida una funcién regresiva en B (la
que a cada y lo envia en wy,), asi, por el lema de Fodor existen S C B estacionario y un v < «
tales que para cualquier y € S ocurre que w, = . Sea D; C S discreto cofinal en a.

Sea Iy = Xa, N (a x [0,7]), F1 es cerrado abierto en XA, y es como en el caso (3.2) y, asi,
dualmente discreto; sea K nucleo discreto de Fj.

Sea

Fy=Xa \[U{ok) ke Ki}uU{e(d) :de U{A) x {y}:y € D1 }}].

Obsérvese que [ es cerrado en X, y que T' = 7[F3] es no estacionario, pues si lo fuese;
entonces para cada x € T existe y, < x tal que (z,y,) € F5 (esto pues Xao, C A}), de esta
forma tenemos definida una funcién regresiva en T'; luego entonces existen 7" C T' estacionario
y 0 < a tal que para todo = € T” se tiene que (z,d) € Fy. Sea dy € D; tal que dy > 0 (se puede
porque D; es cofinal en «), como 7" es no acotado, podemos tomar un zo € 7" tal que z¢ > z4,;
asf (0,0) € U{o((z,do,)) : © € Al }, lo cual contradice la definicién de F, y entonces T es no
estacionario.

Como T es no estacionario y por el Lema 4.2, existe U C « abierto no estacionario que
contiene a T, por la misma razon se tiene que F» es como en el caso (3.1), en consecuencia Fj

es dualmente discreto. Sea Ky nucleo discreto de Fy.
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Regresando a lo primero, para cada d € Dy sea Hy C (Al \ U) discreto cofinal en « (esto se
puede hacer por el Lema 4.2), Sea K3 = |J{Hy x {d} : d € D1}, es discreto por definicién y por
construccion las vecindades de K3 cubren lo mismo que cubrian las de |J{A x {d} : d € D;}.
Entonces D = K; U K3 U K3 es nucleo de X4, para ver que es discreto, basta con ver que K3
no se acumula en K5, lo cual es claro de la definicién de K3, pues K3 C [(a x a) \ (a x U)], que
es un cerrado ajeno a K3. En conclusion Xa, es dualmente discreto.

e Caso (4). Sia eslimite no regular. Antes de probar este caso definiremos dos subconjuntos

a los que llamaremos colapso. Dado Z C a y Y C a X « se definen

ColL,(Y) =Y N(ax 2);

ColZ(Y)=Y N(Z x a).
Sean kK = cof(a) y C C « imagen continua de una funcién cofinal y creciente de k en
a, ademds sea C' = {cp : f < K} enumeracién creciente y continua; también suponemos que
co = 0. Por hipétesis de induccion Xa, N (C' x C) es dualmente discreto, esto porque C' x C
es homeomorfo a k X k, ademas X NEA (C x C) es cerrado en X A,- Sea Dy ntcleo discreto
de Xa, N (C x ). Consideremos ahora Y = Xa, \ U{¢(d):d € Di}. Sea Y1 = Cols(Y);
entonces Y1 = @ {Y1 N ((es,cp41] x C) : f < K}, pero note que, por hipétesis de induccién,
cada elemento de esta particién es dualmente discreto y, asi, también lo es Y;. Sea D, nicleo
discreto para Y. Sean Y, = Xa, \ U{é(d) :d € DyU Dy} y Yy = Colg(Y2), de la misma
forma que antes Y3 = @ {Y3 N (C X (cg,cs41]) : B <k} y, de nuevo, por hipétesis de in-
duccion, Y3 es dualmente discreto. Sea Ds nucleo discreto de Y3. Definase por ultimo Y, =
Xa, \U{o(d) : d € Dy UD,U D3}, Yy es cerrado en Xa, y Yy se puede ver como la suma
directa de elementos de la forma Y, N ((¢s, ¢g41] X (¢4, ¢y41]) donde 5, € k que, por hipdtesis
de induccién se tiene que cada uno de estos elementos es dualmente discreto; entonces Y, es
también dualmente discreto. Sea D, ntcleo discreto de Yy; por lo tanto D = D1 U Dy U D3 U Dy
es nucleo de X, para ver que es discreto basta notar que X, N (C'x C) y cadaY; son cerrados

en Xa . En conclusion X es dualmente discreto. .

Con el anterior resultado se concluye este trabajo. Logramos responder uno de tantos cues-
tionamientos que hay con respecto la propiedad de ser dualmente discreto. Un posible siguiente
paso seria ver qué tanta relaciéon existe entre la propiedad de ser D espacio y ser dualmente
discreto, al menos para espacios Lindelof, también seria bueno saber qué necesitamos pedir
para poder lograr un resultado de que alguna propiedad un poco maés fuerte que Lindelof nos

implique la propiedad de ser dualmente discreto, pues de hecho no se sabe si Lindel6f la implica.
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