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Resumen

En este trabajo estudiamos algunos aspectos sobre el comportamiento de
cuerdas en el espacio anti-de Sitter (AdS), o equivalentemente, los “tubos de
flujo” en teoŕıas de campo conformes (CFT) fuertemente acopladas1. Para
el caso en que el “tubo de flujo” tiene como fuente un quark uniformemente
acelerado (o, más en general, un quark que asintóticamente tiene aceleración
uniforme en el pasado remoto), encontramos que el encaje de la cuerda dual
conocida anteriormente termina de manera no f́ısica en el horizonte de la hoja
de mundo, e identificamos la continuación correcta, que codifica una onda de
choque gluónica.

Por otro lado, para movimientos arbitrarios del quark mostramos que,
contrario a interpretaciones anteriores, el horizonte en la hoja de mundo en
general no representa una ĺınea divisoria entre las porciones de la cuerda que
son, respectivamente, duales al quark y a la radiación gluónica emitida por
el mismo.

Abstract

We study a few assorted questions about the behavior of strings on anti-
de Sitter spacetime (AdS), or equivalently, ‘flux tubes’ in strongly-coupled
conformal field theories (CFTs). For the case where the ‘flux tube’ is sourced
by a uniformly accelerated quark (or, more generally, a quark that asympto-
tes to uniform acceleration in the remote past), we point out that the dual
string embedding known heretofore terminates unphysically at the worlds-
heet horizon, and identify the correct continuation, which is found to encode
a gluonic shock wave.

Also, for arbitrary quark motion we show that contrary to common un-
derstanding the worldsheet horizon does not in general represent a dividing
line between the portions of the string respectively dual to the quark and to
the gluonic radiation emitted by it.

1Este trabajo dió lugar al art́ıculo arXiv:1210.4175: No Line on the Horizon: On Uni-
form Acceleration and Gluonic Fields at Strong Coupling, el cual ya ha sido publicado en
la revista JHEP.
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2.1. Teoŕıa de Cuerdas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.1. Cuantización covariante antigua . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.2. Supercuerdas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.1.3. Interacciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1.4. D-branas y Dualidad T . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2. Super Yang-Mills N = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3. Espacio Anti de-Sitter AdS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3. Dualidad AdS/CFT 36
3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2. La Dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.1. Argumentación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.2.2. Versiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2.3. El diccionario AdS-CFT . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Caṕıtulo 1

Introducción

Métodos no perturbativos para teoŕıas fuertemente acopladas

El estudio de las teoŕıas de norma resulta fundamental para nuestro enten-
dimiento del universo y, en particular, de la materia con la que interactuamos
diariamente. Durante la mayor parte del siglo XX fue posible desarrollar la
tecnoloǵıa para poder tratar las teoŕıas de norma en el régimen perturbativo,
el cual hoy cuenta con uno de los formalismos más poderosos de la f́ısica. Sin
embargo, el estudio de estas teoŕıas en el régimen de acoplamiento fuerte aún
permanece como un problema técnicamente complicado e interesante desde
el punto de vista teórico, dado que las herramientas matemáticas con las que
contamos no nos permiten estudiarlas con la misma facilidad en este régimen.
En particular, una de las cuatro fuerzas fundamentales, la fuerza fuerte, es
descrita por la cromodinámica cuántica (QCD por sus siglas en inglés) cuyo
régimen no perturbativo es vital para describir las propiedades de la materia
atómica y por tanto el mundo que nos rodea.

Prueba de la importancia de QCD para la f́ısica moderna es que dos de
los proyectos experimentales más grandes de la actualidad (y en śı mismos,
de la historia), son los programas de colisiones de iones pesados en RHIC y
en el LHC. Estos experimentos procuran expandir nuestro conocimiento de
las propiedades de QCD en los reǵımenes de altas temperaturas/densidades,
donde presenta la fase conocida como plasma de quarks y gluones (QGP),
caracterizada por la disminución de la interacción fuerte entre quarks y gluo-
nes hasta el punto donde se produce el desconfinamiento de los quarks. La
evidencia experimental apunta considerablemente hacia la conclusión de que
bajo las temperaturas a las que se genera el QGP en los aceleradores, el
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sistema se encuentra fuertemente acoplado, lo cual imposibilita su estudio
mediante métodos perturbativos.

Es posible estudiar algunas de las caracteŕısticas de acople fuerte en QCD
mediante métodos numéricos provenientes de la formulación discretizada de
teoŕıas de norma (esfuerzo conocido como QCD en la red), pero éstos resul-
tan dif́ıciles de aplicar en situaciones dependientes del tiempo. Sin embargo,
el entendimiento de las caracteŕısticas dinámicas del QGP resulta esencial si
se quieren estudiar los procesos que se generan en las colisiones de iones pe-
sados. Es aqúı donde la teoŕıa de cuerdas aporta una propuesta que, aunque
no ataca el problema directamente, proporciona información sobre teoŕıas
fuertemente acopladas similares que puedan dar pie a mejorar nuestra com-
prensión cualitativa de QCD.

La correspondencia norma/gravedad (también conocida como conjetura
de Maldacena o dualidad holográfica o AdS/CFT)[1, 2] es una herramienta
de cuerdas que nos permite estudiar ciertas teoŕıas de norma en el régimen
de acoplamiento fuerte, y ha sido utilizada con éxito a lo largo de los últi-
mos quince años, acumulando una enorme cantidad de evidencia a su favor
a pesar de que, en términos de rigor matemático, se mantiene a nivel de con-
jetura. El concepto genérico de dualidad se refiere a una equivalencia entre
dos teoŕıas que a primera vista parecen muy diferentes. Como se explicará en
el caṕıtulo 3, la manera en que la dualidad norma/gravedad nos permite
obtener resultados de teoŕıas de norma es a través del estudio de fondos
gravitacionales que de manera sorprendente dan una descripción equivalen-
te pero mucho más accesible de la teoŕıa de interés. Aunque la motivación
es QCD, a la fecha no tenemos una descripción equivalente a ella a través
de un fondo gravitacional que nos permita explorarla con los métodos de la
dualidad norma/gravedad. Sin embargo, es posible analizar ciertas teoŕıas
no abelianas fuertemente acopladas que comparten algunas propiedades con
QCD, lo cual resulta muy provechoso para desarrollar intuición sobre el régi-
men de acoplamiento fuerte y, en algunos pocos casos, ha conducido incluso
a un acuerdo semi-cuantitativo con resultados experimentales referentes a la
interacción fuerte.

A partir del tipo de fondo y condiciones en que se estudie el dual gravita-
cional, es posible cambiar algunas de las propiedades de la teoŕıa de norma
dual y, por ejemplo, el contenido de campos o el número de supersimetŕıas
(entre otras cosas) dependerá mucho de esta elección de fondo.

Nosotros estudiaremos la teoŕıa de norma conocida como super Yang-
Mills con 4 supersimetŕıas (SYM N = 4), una teoŕıa no confinante cuyo
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contenido describiremos con cierto detalle en el caṕıtulo 3. El dual gravi-
tacional correspondiente al vaćıo de esta teoŕıa es conocido y resulta ser
AdS5 × S5. Cabe mencionar que también se conoce el dual gravitacional de
SYM N = 4 para temperatura finita, y corresponde a un agujero negro que
es asintóticamente AdS. En este contexto es posible plantear, por ejemplo,
el problema de la pérdida de enerǵıa de un quark debida a su trayecto por
el QGP, el cual es de interés particular para los experimentos realizados en
RHIC/LHC.

SYM N = 4 no tiene en su contenido quarks, pero existe una receta para
agregárselos al dual gravitacional: en el lenguaje dual, los quarks correspon-
den a cuerdas abiertas que terminan en objetos conocidos como D7-branas.
Más en detalle, el quark corresponderá en la descripción dual a la punta de
la cuerda, y la información sobre su campo gluónico estará codificada en el
resto de la cuerda.

En el contexto de la correspondencia, estudiar la dinámica de un quark
moviéndose en Minkowski se traduce a resolver y analizar las ecuaciones
de movimiento de la cuerda en AdS5. Por esta razón, nuestro discurso se
desarrollará en el contexto de la dinámica de cuerdas en este fondo, y esto
se verá reinterpretado, por medio de la correspondencia, en información útil
del lado de la teoŕıa de norma (por ejemplo, sobre la pérdida de enerǵıa).

A pesar de que es dif́ıcil resolver las ecuaciones de movimiento de la
cuerda a partir del movimiento general del extremo (dual al quark), este
problema ha sido resuelto en [3] para el caso del quark aislado en T = 0. La
principal lección es que el comportamiento de la cuerda en un punto dado
está determinado por el movimiento del extremo en un tiempo retardado
correspondiente. Tener esta solución general para el movimiento de la cuerda
nos permite entonces estudiar la dinámica del quark en general y plantearnos
preguntas, por ejemplo, sobre los tubos de flujo generados por el quark, o
sobre el fenómeno de la radiación emitida por el mismo tras un movimiento
arbitrario. Estos serán los dos problemas sobre los que se enfocará esta tesis.

Pérdida de Enerǵıa a T = 0

Volviendo al caso de la pérdida de enerǵıa en un medio térmico, con estos
ingredientes se han hecho trabajos importantes para SYM N = 4 (véase, por
ejemplo, [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]). En este caso general, el quark pierde enerǵıa
de dos maneras distintas: al moverse en el medio térmico (experimentando
fricción contra el mismo), y por radiación (cuando se acelera dicha carga).
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Con la finalidad de arrojar más luz sobre trabajos anteriores, y tam-
bién en el esṕıritu del interés teórico, en esta tesis estudiaremos el caso de
pérdida de enerǵıa en el vaćıo (T = 0). El estudio de la radiación emitida
por una carga que se acelera es uno de los problemas centrales en cualquier
teoŕıa de norma y, como veremos, la correspondencia norma/gravedad nos
permitirá enfrentarlo en el previamente inaccesible régimen de acoplamiento
fuerte.

Una parte fundamental para entender la situación del lado de la teoŕıa
de norma es construir de manera correcta la traducción de la dinámica de
gravedad en AdS. Dado que el cuerpo de la cuerda es dual al campo gluónico
generado por el quark, es natural esperar que existan dos segmentos de la
cuerda que podamos identificar geométricamente como las contribuciones de
la enerǵıa intŕınseca al quark y aquella perdida debido a la radiación. Para
este fin, se intuiŕıa que alguna curva f́ısicamente relevante, como el horizonte
en la hoja de mundo o la curva del ĺımite estacionario separa la cuerda en
estas dos contribuciones. En general existe el consenso [10, 11, 12, 13, 14, 5]
de que el horizonte juega este papel, al separar causalmente dos partes de
la cuerda en un tiempo dado. De acuerdo con este razonamiento, la tasa de
pérdida de enerǵıa de un quark a un momento dado debeŕıa de coincidir con
la tasa a la que la enerǵıa de la cuerda cruza esta curva.

Por otro lado, uno de los resultados del análisis algebraico-diferencial
de la cuerda discutido en [3, 4, 13, 14] es la identificación de la enerǵıa
total de la misma como una suma de dos factores: la enerǵıa intŕınseca del
quark y la enerǵıa total radiada hasta un tiempo retardado dado (similar a
la fórmula de Lienard para el electromagnetismo clásico). Esta separación es
puramente algebraica y no está expresada de manera expĺıcita en términos
de la configuración geométrica de la cuerda.

Es interesante entonces entender la relación que existe entre estas dos
interpretaciones de la eneǵıa total de la cuerda en relación con su dinámica,
dado que en general cada una podŕıa llevar a diferentes resultados para el
cálculo de la enerǵıa radiada por el quark. De hecho uno de nuestros resulta-
dos es que, en general, no coinciden las tasas de pérdida de enerǵıa de estos
dos métodos, y el análisis y comparación de ambos nos lleva a concluir que
solo el método algebraico-diferencial descrito en [3, 4, 13, 14] da el resultado
correcto para el caso general.

Como se ha mencionado, se han realizado con éxito algunos cálculos sobre
la pérdida de enerǵıa por medio del método geométrico antes descrito, sin
embargo, en general los resultados han sido correctos debido a particulari-
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dades de los casos analizados (por ejemplo, el caso de aceleración uniforme).
Para otros tipos de movimiento la tasa de enerǵıa perdida predicha por este
método difiere de la esperada formula de Lienard encontrada en [3].

Esta conclusión sobre la separación de las diferentes contribuciones de la
enerǵıa es útil pues permite plantear a futuro una extensión a temperatura
finita o en otros fondos de manera correcta (sin basarnos en el horizonte en
la hoja de mundo, el cual en śı, en general, es dif́ıcil de localizar).

Aceleración Uniforme del Quark

Por otro lado, la solución general de la cuerda en términos del movimien-
to retardado del extremo nos permite hacernos preguntas sobre el comporta-
miento de los “tubos de flujo” en la teoŕıa de norma. Estrictamente hablando,
en SYM N = 4 no hay tubos de flujo: la teoŕıa no confina, y las ĺıneas de
campo tienden a esparcirse de forma coulombiana. En este caso investigamos
si es que existen movimientos del quark/extremo para los cuales sea posible
que el tubo de flujo deje de esparcirse (aun cuando después vuelva a hacerlo).
Encontramos que, en efecto, tales movimientos existen y un caso bien cono-
cido donde ocurre esto es el del quark con aceleración uniforme en el vaćıo.
Estudiaremos este caso en detalle.

Cabe mencionarse que la solución para una pareja quark-antiquark en
aceleración uniforme ya ha sido encontrada en [5], y coincide en su forma
(para partes de la cuerda debajo del horizonte) con el caso del quark aisla-
do de [3]. Sin embargo no se debe de entender esta similitud como que la
continuación del tipo quark-antiquark es la única posible para continuar la
solución en el caso de quark aislado.

En este aspecto aportamos a este discurso al encontrar que la solución
de [3], para el caso de aceleración uniforme, termina de manera no f́ısica,
dado que solo se extiende hasta el horizonte de la hoja de mundo, en lugar
de hacerlo hasta el horizonte de AdS. Esto nos lleva a buscar la continuación
correcta, lo cual resulta importante pues se necesita toda la cuerda para
describir de manera completa el quark y su campo gluónico desde el principio
de los tiempos.

En nuestro trabajo hemos encontrado la continuación correcta para este
movimiento del quark/extremo, y su forma y caracteŕısticas codifican una
onda de choque producida por la dinámica del quark en el principio de los
tiempos cuando su velocidad se aproxima a la de la luz (dado que tiene
aceleración uniforme).
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Los resultados aqúı descritos han dado lugar al art́ıculo [15], el cual ya se
ha publicado en JHEP.

Esquema de la Tesis

Este trabajo está constituido con dos objetivos en mente: presentar los
resultados de nuestra labor (descritos brevemente en las dos subsecciones
anteriores), y suministrar al lector los elementos mı́nimos para manejar el
lenguaje y herramientas que se necesitan para entender los puntos principales
antes descritos.

En el caṕıtulo 2 se presenta una breve introducción a la teoŕıa de cuer-
das con la finalidad de aclarar el lenguaje y tipo de razonamientos carac-
teŕısticos de esta teoŕıa. En el caṕıtulo 3 se presenta la correspondencia nor-
ma/gravedad y algunas de sus aplicaciones. En el caṕıtulo 4 se trata con más
detalle el problema de radiación en la descripción dual a super-Yang-Mills
N = 4 a temperatura cero. En el caṕıtulo 5 se presentan nuestros resultados
sobre la exploración de la cuerda dual al quark experimentando aceleración
uniforme, además del análisis sobre la pérdida de enerǵıa para quarks en
SYM N = 4.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En esta sección se presentan algunos de los conceptos necesarios para
discutir la dualidad AdS/CFT. Particularmente nos enfocamos en los campos
de norma que surgen naturalmente en el contexto de cuerdas y la relación
entre D-branas y cuerdas abiertas.

2.1. Teoŕıa de Cuerdas

La teoŕıa de cuerdas tiene como punto de partida la descripción cuántica
y relativista de objetos extendidos en una dimensión, y la podemos concebir
como una generalización natural que añade estructura adicional a las teoŕıas
cuánticas de campo convencionales. Las consecuencias de esta consideración
son diversas y de importancia para la f́ısica teórica actual (particularmente
la posibilidad de estudiar una teoŕıa consistente de gravedad cuántica a nivel
perturbativo); en este trabajo nos enfocaremos en el estudio de teoŕıas de
norma supersimétricas a partir de teoŕıa de cuerdas.

La acción clásica para cuerdas es la generalización de la acción usual de
la part́ıcula relativista

Sparticula = −m
∫
dτ

√
−ẊµẊµ, (2.1)

donde se está implementando la convención de suma de Einstein y el cálculo
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Figura 2.1: Representación gráfica de cuerdas abiertas y cerradas como ex-
tensiones de la part́ıcula clásica

se desarrolla en el espacio-tiempo Minkowskiano D-dimensional:

XµXµ =
∑
µν

ηµνX
µXν ,

ηµν = diag (−,+,+, . . . ,+) .

Esta acción es proporcional al tiempo propio a lo largo de la ĺınea de mundo
de la part́ıcula, por tanto es invariante de Poincaré. Se puede también verifi-
car fácilmente que cualquier reparametrización X ′µ(τ ′ (τ)) con τ ′ (τ) alguna
función monotónica de la parametrización original deja la acción invariante.

De manera análoga a la part́ıcula puntual que traza una ĺınea de mundo
unidimensional, nuestra cuerda dibujará en el espacio-tiempo una superficie
bidimensional a la que se le llama hoja de mundo, la cual denotaremos M , y
necesitará dos parámetros (τ, σ) para ser descrita. Del mismo modo en que
el tiempo propio es una cantidad independiente del marco en que se mida, el
área de esta superficie es la misma para todos los observadores. Bajo estas
observaciones, la acción de cuerdas debe ser proporcional al área de la hoja
de mundo e independiente de la parametrización Xµ (τ, σ) que seleccionemos.
La acción más simple que cumple con estos requerimientos es la acción de
Nambu-Goto:

SNG = −T
∫
dσ0dσ1

√
− dethab, (2.2)

σ0 = τ σ1 = σ a, b = 0, 1 (2.3)

donde hab = ∂aX
µ∂bXµ = ηµν∂aXµ∂bXν es la métrica inducida en la hoja
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de mundo y la constante T es la tensión de la cuerda, la cual se utiliza
convencionalmente para definir a α′, la llamada pendiente de Regge, mediante
T ≡ 1

2πα′
. De manera equivalente, se puede expresar la tensión mediante la

escala de longitud de cuerdas lc ≡
√
α′. Esta acción cuenta con dos tipos de

simetŕıas, las primeras siendo las isometŕıas del espacio-tiempo

Xµ (τ, σ) → X ′µ (τ, σ) = Λµ
νX

ν (τ, σ) + aµ (2.4)

que pertencen al grupo de Poincaré en D dimensiones. El otro grupo de
simetŕıas es el de difeomorfismos en dos dimensiones,

τ ′ = τ ′ (τ, σ) , (2.5)

σ′ = σ′ (τ, σ) , (2.6)

X ′µ (τ ′, σ′) = Xµ (τ, σ) . (2.7)

Para realizar cálculos en espacio-tiempos curvados, la acción de Nambu-Goto
permite la extensión natural mediante el reemplazo en la acción de ηµν por la
métrica Gµν correspondiente. En general, el espectro y la dimensionalidad de
la teoŕıa se pueden ver modificados por este cambio de fondo gravitacional.
Para consultar esto con más detalle véase por ejemplo [16], [17].

En la sección siguiente desarrollaremos el cálculo de la cuantización de la
cuerda bosónica con el objetivo de explicar la manera en que los diferentes
campos de la teoŕıa de cuerdas surgen a partir de esta cuantización. Para
esta tarea es preferible utilizar la acción de Polyakov, la cual es equivalente
a la de Nambu-Goto clásicamente y se encuentra definida mediante

SP = − 1

4πα′

∫
dτdσ

√
−γγab∂aXµ∂bXµ, (2.8)

γ = det γab,

(Esta acción fue descubierta simultáneamente por L. Brink, P. Di Vecchia,
P.S. Howe, S. Deser, y B. Zumino, por lo que también se conoce mediante
esta serie de apellidos). Se puede obtener de nuevo Nambu-Goto al encontrar
las ecuaciones de movimiento para γab y sustituirlas en la acción de Polyakov.
Al introducir la métrica independiente γab en la hoja de mundo se elimina
la ráız cuadrada, pasando a una descripción más simétrica, lo cual facilita el
análisis de la teoŕıa. Las simetŕıas de SP son:

• Invariancia D-dimensional de Poincaré:

X ′µ (τ, σ) = Λµ
νX

ν (τ, σ) + aµ,

γ′ab (τ, σ) = γab (τ, σ) . (2.9)
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• Invariancia bajo difeomorfismos en la hoja de mundo

τ ′ = τ ′ (τ, σ) ,

σ′ = σ′ (τ, σ) ,

X ′µ (τ ′, σ′) = Xµ (τ, σ)

∂σ′c

∂σa
∂σ′d

∂σb
γ′ab (τ ′, σ′) = γab (τ, σ) (2.10)

• Invariancia de Weyl en la hoja de mundo

X ′µ (τ, σ) = Xµ (τ, σ) ,

γ′ab (τ, σ) = exp (2ω (τ, σ)) γab (τ, σ) . (2.11)

para cualquier función ω (τ, σ).

Cuando consideramos la extensión de la hoja de mundo, podemos pensar en
la variable τ como la parte temporal en la hoja de mundo y σ como la parte
espacial, cubriendo la región

−∞ < τ <∞ 0 6 σ 6 π

para la cuerda abierta y

−∞ < τ <∞ 0 6 σ 6 2π

para la cuerda cerrada.
Si variamos esta acción con respecto a los campos Xµ, tendremos

δSp = 1
2πα′

∫ ∞
−∞

dτ

∫ π,2π

0

dσ (−γ)1/2 δXµ∇2Xµ

− 1

2πα′

∫ ∞
−∞

dτ (−γ)1/2 δXµ∂σXµ|σ=π,2π
σ=0

donde el término de borde podrá anularse si

∂σXµ (τ, 0) = ∂σXµ (τ, π) (2.12)

−→ na∂aXµ = 0 en la frontera ∂M, (2.13)
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na siendo un vector normal a la curva ∂M . Estas son simplemente condiciones
de frontera de Neumann, es decir, de extremo libre para una cuerda abierta.
Por otro lado el término de borde también se anulará si

X (τ, 0) = X (τ, 2π) , (2.14)

∂σXµ (τ, 0) = ∂σXµ (τ, 2π) ,

γab (τ, 0) = γab (τ, 2π)

donde tendremos condiciones de borde periódicas que corresponden a la cuer-
da cerrada. Estas son las únicas dos condiciones que son compatibles con la
invariancia de Poincaré. Es posible analizar además el caso de condiciones
de borde de Dirichlet, lo cual está ı́ntimamente relacionado con la aparición
de los objetos llamados D-branas en la teoŕıa, mas esto se explicará en la
sección 2.1.4.

A partir de la métrica γab en la hoja de mundo, el tensor de enerǵıa
momento está definido como

T ab = −4π (−γ)−1/2 ∂Sp
∂γab

= − 1

α′

(
∂aXµ∂bXµ −

1

2
γab∂cX

µ∂cXµ

)
. (2.15)

Al variar γab en la acción (2.8), tenemos que sus ecuaciones de movimiento
nos llevarán a las constricciones clásicas

Tab = 0. (2.16)

2.1.1. Cuantización covariante antigua

Estaremos realizando cálculos en el espacio de Minkowski por simplicidad.
La literatura utiliza principalmente tres métodos para llegar al espectro de
la cuerda bosónica (o para la supercuerda): la cuantización en la norma del
cono de luz, la cuantización covariante antigua y la cuantización BRST (estos
métodos pueden encontrarse en [16, 17, 18]).

Debe enfatizarse que todos estos métodos corresponden a primera cuanti-
zación de la cuerda. El camino de segunda cuantización sigue siendo un área
de investigación activa en lo que se conoce como Teoŕıa de campo de cuerdas
(véase por ejemplo [19]).
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En esta sección estaremos utilizando la cuantización covariante antigua
(CCA). Aunque la cuantización en la norma del cono de luz es un camino
más rápido para llegar al espectro y la dimensión cŕıtica, la CCA, como su
nombre lo indica, permite hacerlo de manera covariante bajo Poincaré.

La métrica de la hoja de mundo tiene 3 componentes independientes

γab =

(
γ00 γ01

γ10 γ11

)
, γ10 = γ01,

y la invariancia ante reparametrizaciones de τ, σ nos permite elegir dos de
ellas. La componente restante la podemos fijar mediante una transformación
de Weyl. De esta manera podemos elegir la norma plana

γab =

(
−1 0
0 1

)
, (2.17)

a la que siempre podemos llegar localmente (y globalmente si no existen
obstrucciones topológicas). Con esta métrica la acción de Polyakov se reduce
a

S =
1

4πα′

∫
dτdσ

(
Ẋ2 −X ′2

)
, (2.18)

con el Hamiltoniano correspondiente

H =
1

4πα′

∫ l

0

dσ
(
Ẋ2 +X ′2

)
, (2.19)

lo cual lleva a ecuaciones de onda para los campos Xµ

∂a∂
aXµ = 0 ↔

(
∂2

∂σ2
− ∂2

∂τ 2

)
Xµ = 0 (2.20)

y la siguiente forma para el tensor de enerǵıa-momento

T01 = T10 =
1

α′
Ẋ ·X ′, T00 = T11 =

1

α′

(
Ẋ2 +X ′2

)
. (2.21)

De aqúı podemos observar que la traza del tensor enerǵıa-momento es nula:
T aa = 0, lo cual es consecuencia directa de la invariancia de Weyl. Por otro
lado, si elegimos las coordenadas del cono de luz en la hoja de mundo

σ± = τ ± σ, (2.22)
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tendremos que las derivadas y la métrica toman la forma

∂± =
1

2
(∂τ ± ∂σ) ,

(
γ++ γ+−
γ−+ γ−−

)
= −1

2

(
0 1
1 0

)
, (2.23)

lo que traduce la ecuación de movimiento a

∂+∂−X
µ = 0. (2.24)

Esta última ecuación nos indica que la solución general para los campos Xµ

es una combinacion lineal de partes “izquierdas” y “derechas”

Xµ (τ, σ) = Xµ
I

(
σ+
)

+Xµ
D

(
σ−
)
. (2.25)

La solución más general a la ecuación de movimiento está dada por

Xµ (τ, σ) = xµ +2α′pµτ + (2.26)

+ i

√
α′

2

∑
n6=0

1

n

(
αµne

−in(τ−σ) + α̃µne
−in(τ+σ)

)
,

donde xµ, pµ, definidos como las variables del centro de masa mediante

xµ (τ) =

∫ π

0

dσXµ(τ, σ), (2.27)

pµ (τ) =

∫ π

0

dσΠµ(τ, σ), (2.28)

(2.29)

son los grados de libertad de la part́ıcula clásica, y los demás son los modos
de excitación de la cuerda derechos e izquierdos. Hemos utilizado en esta
última ecuación la densidad de momento canónica,

Πµ(τ, σ) =
∂L
∂Ẋµ

=
1

2πα′
Ẋµ. (2.30)

Esta solución general corresponde a la cuerda cerrada, y si imponemos la
condición de frontera de la cuerda abierta con extremos libres tendremos

Xµ (τ, σ) = xµ + 2α′pµτ + i
√

2α′
∑
n6=0

αµn
n
ein(τ−σ) cosnσ. (2.31)
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Podemos ver que en el caso de la cuerda cerrada tenemos modos derechos e
izquierdos que se mueven a lo largo de ella de manera independiente, mientras
que para la cuerda abierta solo existe un tipo de modo debido a las condi-
ciones de frontera que los relacionan entre śı. Las componentes del tensor
enerǵıa momento en estas coordenadas serán

T++ =
1

α′
∂+X · ∂+X = 0, T−− =

1

α′
∂−X · ∂−X = 0, (2.32)

mientras que T+− = T+− = 0 es el enunciado de traza nula antes menciona-
do. Podemos desarrollar las componentes en modos de Fourier mediante las
siguientes series

T++ =
∑
n

Lne
−in(τ+σ), T−− =

∑
n

L̃ne
−in(τ−σ), (2.33)

Ln =
1

2

∑
m

α−m · αn+m L̃n =
1

2

∑
m

α̃−m · α̃n+m, (2.34)

con Ln y L̃n siendo los llamados generadores de Virasoro. En el caso de la
cuerda abierta, dado que tenemos condiciones de frontera de Neumann, solo
nos quedamos con un conjunto de generadores

Ln =
1

2

∑
m

α−m · αn+m. (2.35)

Ahora podemos seguir el proceso de cuantización estándar aplicando las si-
guientes reglas de conmutación

1

2πα′

[
Ẋµ (σ, τ) , Xν (σ′, τ)

]
= −iδ (σ − σ′) ηµν , (2.36)

[Xµ (σ, τ) , Xν (σ′, τ)] = 0, (2.37)[
Ẋµ (σ, τ) , Ẋν (σ′, τ)

]
= 0, (2.38)

que se traducen en términos de los modos de Fourier para la cuerda en

[αµm, α
ν
n] = [α̃µm, α̃

ν
n] = mδm+n,0η

µν , (2.39)

[xµ, pν ] = iηµν , (2.40)

[αµm, α̃
ν
n] = [xµ, xν ] = [pµ, pν ] = 0. (2.41)

En analoǵıa con el oscilador armónico cuántico reconocemos que los opera-
dores con n < 0 son los operadores de creación, mientras que aquellos con
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n > 0 serán de aniquilación. A partir de estos podemos definir el vaćıo para
las cuerdas abiertas

αµm|0〉α |p〉 = 0 m > 0 (2.42)

p|0〉α |p〉 = p|0〉α |p〉 (2.43)

y para la cuerda cerrada

αµm|0〉α |0〉α̃ |p
〉

= 0 m > 0 (2.44)

α̃µm|0〉α |0〉α̃ |p
〉

= 0 m > 0 (2.45)

p|0〉α |0〉α̃ |p
〉

= p|0〉α |0〉α̃ |p
〉

(2.46)

Las relaciones de conmutación son relevantes únicamente para L0 y L̃0 donde
se definirán utilizando el producto normal de operadores en orden normal.
Para la cuerda cerrada tendremos

L0 =
α′p2

4
+
∞∑
n=1

α−n · αn, L̃0 =
α′p2

4
+
∞∑
n=1

α̃−n · α̃n, (2.47)

mientras que para la cuerda abierta será

L0 = α′p2 +
∞∑
n=1

α−n · αn, (2.48)

y cumplirán con las siguientes relaciones de conmutación

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
D

12
m
(
m2 − 1

)
δm+n,0. (2.49)

Tomando en cuenta las constricciones (2.32) para T++ y T−−, es posible
identificar los estados f́ısicos mediante las condiciones

Lm|ψfis〉 = L̃m|ψfis

〉
= 0 m > 0, (2.50)

(L0 − A) |ψfis〉 =
(
L̃0 − A

)
|ψfis

〉
= 0, (2.51)

donde la constante A surge de la ambigüedad con la que definimos el orde-
namiento de los modos.
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A partir de L0 es posible obtener la relación de capa de masa en términos
de los osciladores de la cuerda. Para la cuerda abierta, (2.48) y (2.51) implican
que

M2 ≡ −p2 = ≡ 1

α′

(
∞∑
n=1

α−n · αn − A

)
=

1

α′
(N − A) , (2.52)

donde

N ≡
∞∑
n=1

α−n · αn.

Para la cuerda cerrada se tiene de modo similar

M2 =
2

α′

(
∞∑
n=1

α−n · αn +
∞∑
n=1

α̃−n · α̃n − 2A

)
(2.53)

=
2

α′

(
N + Ñ − 2A

)
.

En este segundo caso, debido a que(
L0 − L̃0

)
|ψfis

〉
= 0, (2.54)

tenemos la condición de empatamiento de niveles N = Ñ , y por tanto

1

4
α′M2 = N − A = Ñ − A. (2.55)

Dentro de los estados de la teoŕıa existen estados que cumplen con las
condiciones de estado f́ısico (2.50) y (2.51) además de ser ortogonales a todos
los estados f́ısicos. Estos estados se conocen como nulos. Un estado nulo
será por tanto ortogonal a śı mismo y tendrá norma cero. El valor de la
dimensionalidad de la teoŕıa y del valor de la constante A, determinarán el
número de estados nulos. Dependiendo de los valores de estas constantes,
los estados del espacio de Hilbert podrán o no tener norma negativa. En
la frontera entre estas dos situaciones aparece un número mayor de estados
nulos. Para los valores D = 26 y A = 1 tenemos que el espectro se libra
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completamente de estados con norma negativa. La teoŕıa bosónica de cuerdas
con tales valores es conocida como cŕıtica. El espectro también está libre de
estados de norma negativa con A ≤ 1 y D ≤ 26 y a tales teoŕıas se les conoce
como no cŕıticas. Estas teoŕıas han sido estudiadas en la búsqueda de una
teoŕıa de cuerdas de dimensionalidad menor, lo cual ha llevado al estudio de
teoŕıas de cuerdas en 4 dimensiones (que lamentablemente no han sido del
todo satisfactorias como teoŕıas de todo) y el modelo de juguete de teoŕıa de
cuerdas en dos dimensiones [20]. De aqúı en adelante se discutirá solamente
la teoŕıa bosónica cŕıtica, pero mantendremos sin sustituir D y A para no
perder de vista estas cantidades importantes.

Analicemos ahora los primeros estados de la torre de posibles estados de
estas teoŕıas. Para la cuerda abierta tendremos el siguiente estado menos
masivo

|0〉α |p〉 M2 = −A
α′
, (2.56)

donde podemos ver que este estado escalar (no tiene ı́ndices) será un taquión
dado que la constante A es positiva, lo cual manifiesta una inestabilidad en la
teoŕıa. Afortunadamente esta caracteŕıstica desaparecerá cuando analicemos
el caso de supercuerdas y aún aśı nos es útil entender esta primera teoŕıa de
cuerdas. El primer estado excitado de la teoŕıa será

αµ−1|0
〉
α
|p
〉

M2 =
1− A
α′

, (2.57)

que, después de y tomar en cuenta los estados nulos, pertenece a una repre-
sentación vectorial en D − 2 dimensiones (aquellas transversas a la cuerda)
del grupo de rotaciones SO (D − 2) en el espacio transverso. El que este es-
tado sea no masivo empata con el discurso anterior sobre la dimensionalidad
cŕıtica y la constante A = 1.

Continuando con el análisis del espectro, para la cuerda cerrada de nuevo
en el estado más bajo tendremos un taquión

|0〉α |0〉α̃ |p
〉

M2 = −4A

α′
,

y el primer estado excitado estará dado por

αµ−1α̃
ν
−1|0

〉
α
|0
〉
α̃
|p
〉

M2 = 0. (2.58)
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Estos estados se transforman como un tensor bajo rotaciones de SO (D − 2),
y formarán una representación reducible donde podremos descomponer el
tensor en una parte simétrica, una antisimétrica y su traza que no se mez-
clarán bajo dichas rotaciones. La parte simétrica podemos identificarla como
el gravitón, mientras que su parte antisimétrica corresponde a una genera-
lización al campo de norma de Maxwell. Por otro lado, la parte de la traza
corresponde al campo escalar del llamado “dilatón”. Aunque a partir del dis-
curso anterior parece prematuro declarar que hemos encontrado gravitones
(apenas estamos lidiando con la teoŕıa libre), con un poco más de trabajo
es posible encontrar que estos estados de esṕın 2 interactúan justo como lo
dictamina la acción de Einstein-Hilbert más correcciones de orden más alto
en la enerǵıa, además de que estados coherentes de la cuerda cerrada en este
estado de oscilación cambian la métrica del fondo del espacio-tiempo (véase
por ejemplo [16]).

2.1.2. Supercuerdas

Aunque la cuerda bosónica nos permite conocer algunas de las carac-
teŕısticas básicas de la teoŕıa de cuerdas, resulta ser inadecuada para describir
la naturaleza:

• Contiene el taquión en su espectro de cuerdas cerradas, y si añadimos
cuerdas abiertas a la teoŕıa, se tendrá otro taquión adicional. Los ta-
quiones en general apuntan hacia la inestabilidad del vaćıo puesto que
un valor negativo de M2 indica que estamos perturbando alrededor de
un máximo.

• El espectro no contiene fermiones. Si la teoŕıa de cuerdas busca ser
una teoŕıa que describa nuestro universo, debe incluir en su espectro
part́ıculas fermiónicas.

Cabe señalar que estas consideraciones no afectan directamente los propósitos
de en esta tesis pues lo que buscamos es describir teoŕıas lo más parecidas a
QCD a través de cantidades invariantes de norma, no teoŕıas de todo. Aun
aśı esta extensión de la cuerda bosónica es importante para entender la teoŕıa
de cuerdas de manera más justa y completa, y será también relevante para
la formulación de la correspondencia norma/gravedad.

Actualmente existe un interés fenomenológico por la supersimetŕıa debido
a que podŕıa resolver problemas teóricos del Modelo Estándar como lo es el
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problema de jerarqúıa, de modo que el estudio de extensiones supersimétricas
a cuerdas resulta ser otra herramienta teórica esclarecedora.

Por estas razones se estudia la versión supersimétrica de la cuerda bosóni-
ca(teoŕıa de supercuerdas), donde se relacionan grados de libertad fermiónicos
a los bosónicos de la teoŕıa. Existen dos formalismos básicos equivalentes en
el espacio de Minkowski para añadir supersimetŕıa a la teoŕıa de cuerdas. La
primera es incluir supersimetŕıa en el espacio-tiempo de la teoŕıa (superespa-
cio) y es conocida como el formalismo de Green-Schwarz (GS). El segundo es
añadir la supersimetŕıa en la hoja de mundo y es conocido como formalismo
de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS). Esto se logra al añadir en la hoja de mun-
do tantos campos fermiónicos como grados bosónicos Xµ (τ, σ). El que estos
dos métodos sean equivalentes bajo estas condiciones insinúa una posible
relación entre la supersimetŕıa en la hoja de mundo y en el espacio-tiempo.

La ventaja del formalismo RNS es que permite realizar la cuantización de
la supercuerda covariantemente. Aunque esto no es sencillo en GS, éste tie-
ne la ventaja de mostrar expĺıcitamente la supersimetŕıa del espacio-tiempo.
Adicionalmente, es más fácil extender el método GS a otros fondos gravi-
tacionales debido a que utiliza la noción de superespacio desde el principio
(véase [17]).

Existen otros formalismos que se han desarrollado para tratar diferentes
vaćıos de la teoŕıa. La tercera forma más conocida de cuantizar la supercuerda
es el formalismo de Berkovits, y está relacionado con el RNS mediante una
redefinición de campos. Este formalismo tiene la ventaja de cuantizar de
manera covariante bajo SO(9, 1) ( y bajo compactificaciones a 4 dimensiones,
invariancia manifiesta de super-Poincaré SO(3, 1)). Para una introducción
véase el caṕıtulo 5 de [21].

Discutamos ahora de manera breve el método RNS y la manera en que
la supersimetŕıa en la teoŕıa modifica el espectro y la dimensionalidad. Para
generalizar la acción de la cuerda bosónica, se introducen grados de libertad
fermiónicos en la hoja de mundo. Espećıficamente, se introducen D fermio-
nes de Majorana en 1 + 1 dimensiones, que pertenecen a la representación
vectorial de SO (D − 1, 1). Se añade a la acción bosónica la parte usual para
D fermiones libres sin masa (aqúı escrita por simplicidad en la norma plana)

S = − 1

2πα′

∫
dτdσ

(
∂αXµ∂

αXµ + ψ̄µρα∂αψµ
)
, (2.59)

ψ̄ = ψ†iρ0,
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donde ρα son matrices de Dirac bidimensionales

ρ0 =

(
0 −1
1 0

)
, ρ0 =

(
0 1
1 0

)
, (2.60)

y los campos fermiónicos ψµ están construidos mediante números de Grass-
mann (esto es, elementos de un álgebra que contiene los números reales que
anticonmutan entre śı, y conmutan con los reales) con componentes

ψµ =

(
ψµ−
ψµ+

)
.

Esta acción es invariante ante las transformaciones infinitesimales

δXµ = ε̄ψµ, (2.61)

δψµ = ρa∂αXµε, (2.62)

donde ε es un espinor de Majorana infinitesimal que tiene por componentes
números de Grassmann. Esta simetŕıa es cierta hasta un término de borde
que puede eliminarse dependiendo de las condiciones de frontera. Debido a
que ε no depende de τ o σ, esta es una simetŕıa global de la hoja de mundo
y nos permite mezclar campos bosónicos y fermiónicos.

A partir de este punto, el procedimiento para encontrar el espectro de
supercuerdas es análogo al que se realiza para la cuerda bosónica, excepto
que las condiciones de frontera involucran ahora a la parte fermiónica. Para
estos campos, una variación de la acción tendrá los siguientes términos de
borde

δS ∼
∫

dτ (ψ+δψ+ − ψ−δψ−)σ=π (2.63)

− (ψ+δψ+ − ψ−δψ−)σ=0 = 0,

que pueden anularse de varias formas. Para la cuerda abierta estas dos con-
diciones corresponden a los dos extremos y deben anularse de manera inde-
pendiente. Esto se logra si

ψµ+ = ±ψµ−.

Podemos elegir arbitrariamente un extremo como

ψµ+|σ=0 = ψµ−|σ=0,
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mientras que el signo del otro es relevante y tiene dos opciones: condiciones
de Ramond

ψµ+|σ=π = ψµ−|σ=π

y condiciones de Neveu-Schwarz

ψµ+|σ=π = −ψµ−|σ=π.

Para la cuerda cerrada tenemos dos condiciones posibles para ψµ+:

ψµ+ (σ) = ±ψµ+ (σ + 2π) ,

y similarmente para ψµ−. Es decir, es posible imponer condiciones de periodici-
dad (Ramond) o de antiperiodicidad (Neveu-Schwarz) a los modos izquierdos
y a los derechos por separado, por lo que tenemos 4 sectores de la teoŕıa de
cuerdas cerradas: R-R, R-NS, NS-R y NS-NS. Como ocurrió con la cuerda
bosónica, el número de grados de libertad bosónicos y fermiónicos que la
teoŕıa contiene determina la constante de orden en las condiciones de estado
f́ısicos y por tanto la dimensionalidad de la teoŕıa. En el caso de la super-
cuerda en el espacio-tiempo de Minkowski tendremos que la dimensión cŕıtica
será D = 10.

Utilizando métodos similares a los que se han mostrado para la cuerda
bosónica, es posible llegar al espectro de supercuerdas, mas inicialmente el
espectro completo contiene taquiones y no contiene emparejamiento entre
todos los bosones y fermiones que se obtienen. Sin embargo, es necesario
hacer un truncamiento muy preciso del espectro para obtener una teoŕıa
consistente. Esta es la llamada proyección GSO, para la cual se define el
operador de G-paridad

G = (−1)F+1 , (2.64)

donde F es el número de osciladores fermiónicos del estado. De hecho hay
dos maneras de proyectar el espectro que dan lugar a teoŕıas consistentes.
Para los sectores NS, se elimina el taquión si se escoge G-paridad positiva,
mientras que para los sectores R, dependiendo de la quiralidad del estado
base que se elija para construir el espectro, podrá proyectarse a estados de
G-paridad positiva o negativa. Una de las maneras de proyectar los sectores R
es mantener en ambos la misma G-paridad (digamos positiva por definición):(

(−1)F+1 = 1, (−1)F̃+1 = 1
)

: (NS+,NS+) , (R+, R+) , (2.65)

(R+,NS+) , (NS+, R+) , (2.66)
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y se le conoce como teoŕıa de cuerdas IIB . La otra forma de proyectar con-
sistentemente es(

(−1)F+1 = 1, (−1)F̃+1 = 1
)

si NS : (NS+,NS+) , (R+, R−) , (2.67)(
(−1)F+1 = 1, (−1)F̃+1 = −1

)
si R : (R+,NS+) , (NS+, R−) ,

que da lugar a la teoŕıa IIA. Los estados no masivos de estas teoŕıas se
describen a continuación.

• NS-NS: En este sector el espectro es igual para IIA y IIB. Como en
el caso de la cuerda bosónica aparecen aqúı un campo escalar llamado
dilatón, un campo de norma descrito por una dos-forma antisimétrica
y el gravitón.

• NS-R y R-NS: Cada sector contiene un gravitino de esṕın 3/2 y un
fermión de esṕın 1/2 (dilatino). En IIB los 2 gravitinos tienen quiralidad
idéntica, mientras que en IIA tienen quiralidad opuesta.

• R-R: Se obtienen estados bosónicos como productos tensoriales de dos
espinores de Majorana-Weyl. En IIA tienen quiralidad opuesta y uno
obtiene un campo de norma vectorial y un campo de norma correspon-
diente a una 3-forma. En el caso IIB los espinores tienen quiralidad
idéntica y se obtiene un campo escalar, una 2-forma y uno correspon-
diente a una 4-forma con intensidad de campo autodual.

De particular importancia es que ya no encontramos el taquión en ningu-
na de las dos teoŕıas y que el gravitón es común a los sectores NS-NS de
ambas. Interesantemente, encontramos además que los estados de la teoŕıa
están empatados entre śı a través de transformaciones de supersimetŕıa en el
espacio-tiempo. Por ejemplo, el gravitón está acompañado en particular por
2 gravitinos. La teoŕıa posee supersimetŕıa N = 2 en D = 10, o lo que es lo
mismo, un total de 32 rotaciones supersimétricas independientes (32 super-
cargas). En el caso en que se incluyan cuerdas abiertas, un análisis similar
indica que la teoŕıa, conocida como Tipo I, posee supersimetŕıa N = 1 en
D = 10 (16 supercargas).

Cabe mencionarse que la proyección GSO no es una elección arbitraria con
la finalidad de evitar los taquiones; es un requerimiento de la teoŕıa pues es
un prerequisito para tener una hoja de mundo con teoŕıa de campo conforme
consistente. Sin embargo los detalles se encuentran más allá del alcance de
este documento (por ejemplo, puede verse con más detalle en cap. 4 de [17]).
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2.1.3. Interacciones

Es posible estudiar las interacciones de los estados obtenidos a partir de
la cuantización de las cuerdas abiertas y cerradas a través del cálculo de las
amplitudes de dispersión correspondientes. Como se muestra en la figura 2.2,
estudiar interacciones entre estados equivale a modificar la topoloǵıa de la
hoja de mundo. Esto lleva a la adición del siguiente término (renormalizable
y en cumplimiento con las simetŕıas) a la acción de Polyakov

Sχ =
ϕ0

4π

∫
M

d2σ
√
γR +

ϕ0

2π

∫
∂M

dsκ (2.68)

= χ = 2− 2nm − nb − nc, (2.69)

ds = dτ
√
gττ ,

κ = ±tanb∇at
b,

donde ϕ0 es una constante, R es el escalar de curvatura de la geometŕıa de la
hoja de mundo, κ es la curvatura geodésica, ds es la distancia propia sobre
la frontera, ta es la tangente unitaria y na es la normal (hacia el exterior
del volumen) unitaria. Además, equivalentemente por el teorema de Gauss-
Bonnet, χ es la caracteŕıstica de Euler de la hoja de mundo, nm es el número
de manijas, nb es el número de bordes y nc es el número tapas cruz, es
decir, agujeros donde se hace una identificación de los puntos opuestos del
mismo. Esto genera en la acción S un factor multiplicativo e−ϕ0χ. Uno puede
observar entonces que añadir el hueco en la hoja de mundo de la figura 2.2
a), disminuye χ en 1, por lo que la emisión de una cuerda abierta debe estar
mediada por la mitad de este factor: eϕ0/2. Para la cuerda cerrada (figura
2.2 b) el proceso equivalente añade una manija y por tanto reduce χ en 2,
por lo que estos procesos estarán mediados por eϕ0 . De aqúı podemos definir
la constante de cuerdas cerradas y la de cuerdas abiertas como

gc = g2
a = eϕ0 . (2.70)

Al estudiar a la teoŕıa de cuerdas en fondos no triviales se puede demostrar
que ϕ0 aqúı no es un parámetro libre, sino el valor de fondo del dilatón.

Cabe mencionar que al analizar el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa, es
posible obtener una acción efectiva que resulta ser la teoŕıa de campo cono-
cida como supergravedad IIA o IIB (las cuales tienen el contenido de campos
descrito arriba en el espectro no masivo de la cuerda), con correcciones de
derivadas suprimidas por factores de α′.
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a)

b)

Figura 2.2: Emisión y absorción de cuerdas abiertas y cerradas.

En particular la parte bosónica de la acción de supergravedad IIB está da-
da por una contribución del sector NS-NS, otra del sector R-R y una tipo
Chern-Simons:

SIIB = SNS + SR + SCS, (2.71)

SNS =
1

2κ2
10

∫
d10x(−G)1/2e−2ϕ

(
R + 4∂µϕ∂

µϕϕ− 1

2
|H3|2

)
, (2.72)

SR = − 1

4κ2
10

∫
d10x

(
|F1|2 + |F̃3|2 + |1

2
F̃5|2

)
, (2.73)

SCS = − 1

4κ2
10

∫
C4 ∧H3 ∧ F3, (2.74)

con

F̃3 = F3 − C0 ∧H3, (2.75)

F̃5 = F5 −
1

2
C2 ∧H3 +

1

2
B2 ∧ F3. (2.76)

De manera similar, si se incluyen cuerdas abiertas se obtiene supergrave-
dad tipo I más SYM, más correcciones.
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Figura 2.3: Representación gráfica de una D-brana y cuerdas abiertas y ce-
rradas.

2.1.4. D-branas y Dualidad T

La teoŕıa de cuerdas contiene en śı misma (además de cuerdas) objetos
extendidos de varias dimensionalidades llamados branas. Las hay de distin-
tos tipos, con propiedades que vaŕıan dependiendo de los detalles la teoŕıa
de cuerdas espećıfica que elijamos. Nuestro interés se encontrará aqúı en las
llamadas D-branas, cuya propiedad esencial es que, del mismo modo como las
cuerdas cerradas son excitaciones de la generalización de cuerdas del espacio-
tiempo, las cuerdas abiertas serán excitaciones de las D-branas. Éstas serán
entonces hipersuperficies donde las cuerdas abiertas pueden terminar. Adi-
cionalmente y de forma más importante para nuestro trabajo, las D-branas
permiten incluir en la teoŕıa campos de norma no abelianos. La mejor ma-
nera de entender su existencia dentro de la teoŕıa es mediante el estudio de
la dualidad T, que se describirá a continuación.
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Dualidad T

Dada la dimensionalidad de la teoŕıa bosónica y de supercuerdas (D = 26
y D = 10 respectivamente), el estudio de los posibles efectos de la compac-
tificación de las dimensiones adicionales a las que conocemos en la teoŕıa de
cuerdas es importante y ha sido explorado a lo largo de su historia. Si consi-
deramos por ejemplo el caso más simple de la cuerda bosónica en el espacio
de Minkowski de 26 dimensiones y compactificamos una de las dimensiones
espaciales a un ćırculo de radio R, tendremos que existe una teoŕıa de cuerdas
dual, es decir, equivalente, con radio α′/R y efectos particulares en la cuerda.
En este apartado se mostrará un bosquejo de esta caracteŕıstica.

La compactificación de una dimensión espacial afecta de manera distinta
a las cuerdas abiertas y cerradas. La topoloǵıa de esta dimensión permite
que las cuerdas cerradas se enrollen sobre el ćırculo mientras que las abier-
tas siempre pueden ser contráıdas topológicamente a un punto. Analicemos
más precisamente el caso de cuerdas cerradas. En esta dimensión compacta
tendremos la siguiente condición de periodicidad

X25 (σ + π, τ) = X25 (σ, τ) + 2πRw w ∈ Z (2.77)

donde w es el número de vueltas que la cuerda cerrada le da al ćırculo. Las
24 coordenadas espaciales perpendiculares a la compacta no sufren cambio
alguno, pero la coordenada 25 se ve modificada a

X25 (σ, τ) = x25 + 2α′p25τ + 2Rwσ +

+i

√
α′

2

∑
n6=0

1

n

(
α25
n e

in(τ−σ) + α̃25
n e
−in(τ+σ)

)
. (2.78)

Como es usual en mecánica cuántica, el momento en la dirección compacti-
ficada estará cuantizado mediante la relación

p25 =
n

R
n ∈ Z. (2.79)

Justo como se hizo anteriormente podemos expresar la expansión como una
suma de parte derecha e izquierda

X25 (σ, τ) = X25
I (σ, τ) +X25

D (σ, τ) ,

X25
D (σ, τ) =

1

2

(
x25 − x̃

)
+
(
α′
n

R
−Rw

)
(τ − σ) + . . . ,

X25
I (σ, τ) =

1

2

(
x25 + x̃

)
+
(
α′
n

R
+Rw

)
(τ + σ) + . . . ,
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donde por ahora x̃ es una constante que se anulará al sumar las partes. Los
modos cero de la expansión en la dimensión compacta serán

√
2α′α25

0 = α′
n

R
− wR,

√
2α′α̃25

0 = α′
n

R
+ wR.

Esto modificará la fórmula para la masa del espectro,

α′M2 = α′

[( n
R

)2

+

(
Rw

α′

)2
]

+ 2NI + 2ND − 4. (2.80)

Es aqúı donde podemos ver que el espectro se mantiente invariante mediante
las transformaciones

w ↔ n (2.81)

R ↔ α′

R
≡ RT , (2.82)

simetŕıa que se conoce como dualidad T y relaciona dos fondos de la teoŕıa
con radios R, RT distintos. Esta dualidad de la teoŕıa es cierta al menos per-
turbativamente para la cuerda bosónica con interacciones. Al aplicar dualidad
T sobre los modos cero tendremos

α25
0 ↔ −α25

0

α̃25
0 ↔ α̃25

0

y de igual manera las partes de la coordenada X25 se mapean de la siguiente
manera

X25
I ↔ X25

I (2.83)

X25
D ↔ −X25

D (2.84)

X25 (σ, τ) ↔ X25
I (σ, τ)−X25

D (σ, τ) ≡ X25
T (σ, τ)

En el caso de la cuerda abierta, el número de enrollamiento no tiene sentido
aśı que es de esperarse que la dualidad T afecte las cuerdas abiertas de manera
distinta. Para la cuerda abierta tenemos la siguiente solución con condiciones
de borde de Neumann

Xµ (τ, σ) = xµ + pµτ + i
∑
n6=0

1

n
αµne

−inτ cos (nσ) ,

∂

∂σ
Xµ (σ, τ) = 0 σ = 0, π.
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Si aplicamos la dualidad T (2.83) y (2.84) a esta solución tendremos para la
coordenada 25

XT (σ, τ) = x̃+ pσ +
∑
n6=0

1

n
αne

−inτ sen (nσ) . (2.85)

Analizando esta última ecuación se puede observar que la cuerda no tiene
momento en la dirección compacta debido a que no hay término lineal en τ , lo
cual indica que la evolución temporal de la cuerda es puramente oscilatoria.
Además, podemos observar que para σ = 0, π, la cuerda se encuentra fija
sobre la hipersuperficie X25 = x̃, por lo que esto se traduce en condiciones
de borde de Dirichlet.

Esta hipersuperficie es un ejemplo de una D-brana y tiene la propiedad
importante de poseer modos de oscilación dinámicos: derivados del estudio
de la cuantización de cuerdas abiertas aparece un campo de norma y por
cada dirección transversal un campo escalar.

D-branas y Teoŕıas de Norma no Abelianas

Ahora que hemos señalado la existencia de las D-branas, podemos discutir
cómo las teoŕıas de norma no abelianas surgen de manera natural a partir
de ellas. Cuando tenemos más de una D-brana, las cuerdas pueden comenzar
y terminar en cualquiera de ellas, lo cual permite tener grados de libertad
adicionales para la cuerda abierta llamadas cargas de Chan-Paton. Para el
caso de N D-branas tendremos N posibles hiperplanos por cada uno de los
extremos de la cuerda, llevándonos a una multiplicidad de N2 para el espectro
de la teoŕıa. Ahora para describir un estado necesitaremos indicar mediante
los ı́ndices i, j dónde termina cada extremo de la cuerda

|φ, p〉 −→ |φ, p, ij〉 , (2.86)

y el estado más general se podrá escribir como la combinación lineal

|φ, p, λ〉 =
N∑

i,j=1

λij|φ, p, ij〉. (2.87)

Las matrices λij se conocen como matrices de Chan-Paton y forman una
representación de U(N). En el caso de una dimensión compacta la brana
estará localizada en la posición sobre el ćırculo θ, y al tener cuerdas que van
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de la brana en la posición angular θi a otra que se encuentra en θj, el espectro
de la cuerda bosónica se ve modificado a

M2
ij =

(
n

R
+
θj − θi
2πR

)2

+
1

α′
(N − 1) . (2.88)

De este modo los únicos estados vectoriales (N = 1) sin masa serán aquellos
correspondientes a cuerdas que surjan y terminen en la misma posición θ.
Si tenemos N branas, todas con posiciones θi distintas, los únicos estados
vectoriales no masivos corresponderán a cuerdas que comienzan y terminan
en la misma brana, lo que genera la simetŕıa U (1)N . En caso de tener las N
branas coincidentes, la simetŕıa se ensanchará a U (N). Esto último permite
un mecanismo de rompimiento de simetŕıa U (N) → U (1)N análogo al de
Higgs para dar masa a estos bosones de norma al separar las branas.

Por otro lado las N D-branas coincidentes tienen una descripción efectiva
a bajas enerǵıas como una teoŕıa no abeliana que generaliza la acción de
Born-Infeld [22]:

SBI = −Tp
∫
dp+1ξe−φ

√
− det [Gαβ +Bαβ + 2πα′Fαβ], (2.89)

donde Gµν es la métrica, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es el tensor electromagnético,
Bµν es el campo de Kalb-Ramond que aparece en el sector NS-NS del espectro
de la cuerda cerrada y φ es el campo dilatónico.

Consideremos el caso en el que el campo dilatónico es constante y el fondo
de Bµν está apagado. De esta manera la acción será:

SBI = − 1

(2π)pgcα′2(p+1)

∫
dp+1ξ

√
− det [Gαβ + 2πα′Fαβ], (2.90)

esto es, tomando en cuenta que el campo dilatónico y gc están relacionados
mediante eφ = gc. Si adicionalmente analizamos el caso de la métrica de
Minkowski, Gµν = ηµν , e intensidad de campo no muy grande, podemos
desarrollar en potencias de 2πα′Fαβ:

SBI = − 1

(2π)pgcα′2(p+1)

∫
dp+1ξ

√
− det [ηαβ + 2πα′Fαβ] (2.91)

' − 1

(2π)pgcα′2(p+1)

∫
dp+1ξ(

1 +
(2πα′)2

4
F 2 + (2πα′)4F 4 + . . .

)
. (2.92)
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Al orden más bajo, el lagrangiano corresponde al del electromagnetismo, o
al de Yang-Mills en el caso no abeliano. En nuestro trabajo será importante
el papel de la versión supersimétrica de una teor—́ıa Yang-Mills.

Vale la pena agregar que, como se discutió anteriormente, este conjunto
de Dp-branas poseen masa, y por tanto cuando tenemos N grande, deforma
el espacio. Para el caso en que tenemos un conjunto de D3-branas, la métrica
que éste genera está dada por la llamada solución de 3-brana negra (extremal)

ds2 =

(
1 +

L4

r4

)−1/2 (
−dt2 + d~x2

)
+

(
1 +

L4

r4

)1/2 (
dr2 + r2dΩ2

5

)
(2.93)

donde
L4 = 4πgcNl

4
c . (2.94)

Las D3-branas están además cargadas bajo el campo Ramond-Ramond C01234,
por lo que esta 3-brana negra es análoga al agujero negro de Reissner-
Nordstrom. En r → ∞ estamos lejos de la brana y la geometŕıa se vuelve
plana. Por otro lado cuando r → 0 la métrica (2.93) se reduce al producto
de un espacio anti deSitter (AdS) por una cinco esfera.

A continuación se discutirán brevemente Super Yang-Mills y AdS.

2.2. Super Yang-Mills N = 4

Nos interesan las teoŕıas Super Yang-Mills (SYM) como objeto de estudio
y por su papel en la teoŕıa de cuerdas. Históricamente el interés en SYM
N = 4 surge por ser finita (la función β se anula en el régimen perturbativo,
y se cree también lo hace a nivel no perturbativo). A bajas enerǵıas, la acción
efectiva para una pila de N D3-branas (DBI no abeliana) está dominada por
la parte cuadrática en la intensidad de campo, reduciéndose a Yang-Mills en
3 + 1 dimensiones con 16 supersimetŕıas. Este tipo de teoŕıa es crucial para
el ejemplo mejor entendido de la dualidad y por consecuente para nuestro
trabajo.

SYM N = 4 es una teoŕıa cuántica de campo en 4 dimensiones con si-
metŕıa R SU(4) que rota las 4 supercargas entre śı. Nos interesa el caso
asociado a D3-branas donde el grupo de norma es U(N). El contenido de
campos consta de un supermultiplete vectorial N = 4 (o equivalentemente
en lenguaje N = 1, uno vectorial y 3 quirales) e incluye seis campos escala-
res Φi, i = 1, 2, .., 6, el campo vectorial Aµ y cuatro espinores λa izquierdos
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de cuatro componentes reales, todos en la representación adjunta del grupo
de norma. Bajo la simetŕıa R los seis escalares se transforman en la repre-
sentación antisimétrica de rango 2, los fermiones de Weyl transforman en la
representación fundamental y Aµ es un singulete.

La densidad lagrangiana de SYM N = 4 es

L = Tr
[
− 1

2g2
YM

FµνF
µν +

θI
8π2

Fµν ? F
µν − iλ̄aσ̄µDµλa (2.95)

− DµΦiDµΦi + gYMC
ab
i λa

[
Φi, λb

]
+ gYMCiabλ̄

a
[
Φi, λ̄b

]
+
g2
YM

2
λ̄a
[
Φi,Φj

]2 ]
,

Fµν siendo el tensor de intensidad del campo vectorial, ?Fµν su dual de Hodge
(es decir, la intensidad de campo dual), Cab

i , Ciab los coeficientes de Clebsch-
Gordan del grupo de simetŕıa R y θI parámetros libres adimensionales. En
dimensiones de enerǵıa, los campos son

[A] =
[
Φi
]

= 1, [λa] =
3

2
, (2.96)

lo que conlleva que la acción S =
∫
dx4L sea invariante clásicamente an-

te cambios de escala, y en śı SYM N = 4 es invariante bajo el grupo de
simetŕıas conforme SO(4, 2), es decir, transformaciones de Poincaré más re-
escalamientos y transformaciones conformes especiales. Estas simetŕıas tam-
bién se encuentran a nivel cuántico en la teoŕıa, lo que implica que la función
β es idénticamente nula dado que existe invariancia de escala. Es entonces
imposible tener estados asintóticos bajo la definición usual y por tanto no
nos preocuparemos por calcular amplitudes de dispersión. En particular nos
interesarán funciones de correlación de operadores locales invariantes de nor-
ma dado que serán los observables de nuestra teoŕıa. También será posible
estudiar mediante la dualidad los lazos de Wilson (operadores invariantes de
norma no locales).

Conviene en este punto mencionar las diferencias que existen entre SYM
N = 4 y QCD dado que es nuestra intención utilizar SYM como un modelo
de juguete de QCD:

QCD presenta confinamiento, mientras que SYM no confina.

QCD tiene condensado quiral, SYM no.
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QCD tiene un espectro discreto, mientras que el de SYM es continuo.

QCD tiene una constante que corre con la enerǵıa, mientras que SYM
tiene una constante ajustable que no corre.

En su contenido QCD tiene quarks mientras que SYM tiene materia
adjunta.

En cuanto a supersimetŕıa, QCD no tiene mientras que SYM es máxi-
mamente supersimétrica.

QCD tiene tres colores, Nc = 3, mientras que para SYM eventualmente
solo podremos calcular en el ĺımite Nc →∞.

En este punto es claro que las dos teoŕıas son muy distintas, pero resulta que
si uno analiza el caso de SYM a temperatura finita (por verse en la sección
3.5), esta imagen cambia considerablemente:

Ninguna de las dos confina más alla de la temperatura cŕıtica.

Ninguna de las dos teoŕıas es conforme.

QCD está fuertemente acoplada dentro del intervalo de temperatura
Tc < T < 2Tc, relevante para RHIC, mientras que SYM tiene una
constante ajustable que puede tomarse grande.

Ambas teoŕıas presentan apantallamiento de Debye.

Ninguna de las teoŕıas es supersimétrica.

En este caso las dos teoŕıas śı son similares y por tanto las investigaciones
que se hagan sobre SYM a temperatura finita en la región de acoplamiento
fuerte pueden esclarecer el estudio de QCD. La discrepancia en el número de
colores tampoco resulta ser un obstáculo insorteable, puesto que cálculos en
la red permiten verificar que QCD con Nc →∞ es similar a Nc = 3 (ver, por
ejemplo, [23]).
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2.3. Espacio Anti de-Sitter AdS

Otra de las caracteŕısticas antes mencionadas de las D3-branas es que
en conjunto deforman el espacio de acuerdo con la métrica de brana negra
(2.93), resultando en la región cercana a ellas una geometŕıa que es el produc-
to de una cinco-esfera con AdS5 que a continuación se describe. El espacio
n-dimensional AdSn se define matemáticamente como una variedad Loren-
tziana con un escalar de curvatura negativa constante. Esta variedad también
surge naturalmente como una solución máximamente simétrica del vaćıo de
las ecuaciones de campo de la relatividad general de Einstein (y por tanto
de supergravedad) si consideramos una constante cosmológica negativa,

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 0, (2.97)

donde R es el escalar de curvatura, Rµν es el tensor de curvatura de Ricci, Λ
es la constante cosmológica.

AdSn puede ser concebido como un encaje de una hipersuperficie en un
espacio-tiempo plano con una dimensión temporal adicional. Expĺıcitamente,
queremos hacer el encaje en el espacio con métrica

ds2 =
n−1∑
i=1

dx2
i −

0∑
j=−1

dt2j (2.98)

de la hipersuperficie definida por medio de la hiperboloide

n−1∑
i=1

X2
i −

0∑
j=−1

X2
j = −L2, (2.99)

donde L es un radio de curvatura caracteŕıstico, relacionado con Λ por medio
de 2Λ = −(n − 1)(n − 2)/L2. Podemos observar que esta “distancia” se
preserva cuando se aplican las transformaciones

xa → x′a = Λa
by
b, Λa

b ∈ SO (2, n− 1) . (2.100)

Existen varios sistemas de coordenadas que cubren AdSn por parches o
globalmente. La parametrización global de esta hipersuperficie está dada en
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τ = −π

τ = 0

τ = π
ρ = π/2 ρ = 0 ρ = π/2

z < 0, t < 0

z < 0, t > 0

z > 0, t < 0

z > 0, t > 0

Figura 2.4: En este diagrama de Penrose se muestra la estructura causal de
AdS; los dos parches de AdS-Poincaré corresponden a las partes con y sin
sombreado. La frontera de AdS se encuentra en las ĺıneas verticales (z = 0).

términos de ρ, τ, na, definidos mediante

X−1 = L sec ρ sin τ, (2.101)

X0 = L sec ρ cos τ, (2.102)

Xi = L tan ρΩi, i = 1, 2, ..., n− 1,

donde τ no es el tiempo f́ısico que nos interesa dado que es periódico (existen
ĺıneas de τ cerradas) y na es un vector normal a la esfera en dirección a. Para
obtener el tiempo que nos interesa hace falta “abrir” el ćırculo para obtener
el espacio de cobertura de AdS. En términos de estas variables la métrica
será

ds2 = L2
(
− sec2 ρdτ 2 + sec2 ρdρ2 + tan2 ρdΩ2

n−2

)
, (2.103)

con 0 6 ρ 6 π/2 y −∞ 6 τ 6∞ y tan2 ρdΩ2
n−2 es la parte de la métrica per-

teneciente a una n−2 esfera. Por otro lado podemos cubrir la hipersuperficie
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por parches (véase la figura 2.4) , con la siguiente parametrización

Xµ =
xµ
z

µ = 0, 1, 2, ..., n− 2, (2.104)

X−1 =
1− x2

µ + z2

2z
,

Xn−1 =
1 + x2

µ − z2

2z
.

(xµ, z) se conocen como coordenadas de Poincaré. Esta parametrización nos
lleva a la siguiente métrica

ds2 = Gµνdx
µdxν =

L2

z2

(
−dt2 + dx2

m + dz2
)
. m = 1, . . . n− 2.

Igualmente podemos hacer un cambio de la coordenada radial como r = L/z
para obtener otra forma útil de AdS,

ds2 = L2

(
−r2

(
dt2 + dx2

m

)
+
dr2

r2

)
m = 1, . . . n− 2.

Por supuesto, en general existen otros sistemas de coordenadas que cubren
AdSn de distintas maneras, pero estas dos son las que nos interesan por
ahora.

Algunas otras propiedades relevantes para la dualidad se mencionarán
con más detalle en el caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 3

Dualidad AdS/CFT

3.1. Introducción

Uno de los avances más importantes en la última década ha sido la posi-
bilidad de estudiar las teoŕıas de norma en el régimen de acoplamiento fuerte
a través de análisis holográficos.

El caso mejor entendido es la equivalencia conjeturada por Maldacena
en [1] entre la teoŕıa de supercuerdas IIB en un fondo AdS5 × S5 y super-
Yang-Mills N = 4 en cuatro dimensiones. Más en general, la propuesta de
la dualidad AdS/CFT es que una teoŕıa de cuerdas en un fondo del tipo
AdSd+1 ×M , con M una variedad de curvatura positiva, debeŕıa ser equi-
valente a una teoŕıa de campo conforme que, en cierto sentido, vive en la
frontera d-dimensional de AdSd+1. Y aún más en general, la dualidad nor-
ma/gravedad propone una equivalencia entre teoŕıas de gravedad en fondos
no necesariamente AdS y teoŕıas de campo no necesariamente conformes.

A pesar de estar respaldada por numerosos cálculos (casi todos en el ĺımi-
te cuando el número de colores de la teoŕıa dual, Nc, grande), la dificultad
de comparar resultados en ambos lados de la dualidad mantiene la propues-
ta a nivel de conjetura, es decir, sin una demostración rigurosa a nivel de
f́ısica matemática. Aun aśı, se cree que esta equivalencia contiene informa-
ción util para entender la dinámica del régimen no perturbativo de teoŕıas
no abelianas.
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Figura 3.1: Los diagramas de Feynman se pueden traducir a diagramas de
doble ĺınea, y estos a su vez en diagramas de Feynman de cuerdas que son
topológicamente equivalentes.

3.1.1. Antecedentes

Desde su concepción, la teoŕıa de cuerdas ha tenido una relación im-
portante con QCD. Además de en sus comienzos haber pretendido ser una
descripción de la interacción fuerte, ’t Hooft dio un argumento en [24] sugi-
riendo que en el ĺımite de Nc grande, las teoŕıas de norma deberán tener una
descripción en términos de cuerdas.

Para llegar a esta última conclusión, analicemos el caso de una teoŕıa con
campos Φa

i con a el ı́ndice en la representación adjunta de SU(Nc) e i alguna
etiqueta del campo. Su densidad lagrangiana tendrá la forma

L ∼ Tr (dΦidΦi) + gYMc
ijkTr (ΦiΦjΦk) + g2

YMd
ijklTr (ΦiΦjΦkΦl) (3.1)

o equivalentemente al reescalar Φi → Φi/gYM ,

L ∼ 1

g2
YM

[
Tr (dΦidΦi) + cijkTr (ΦiΦjΦk) + dijklTr (ΦiΦjΦkΦl)

]
(3.2)

con 1/g2
YM ≡ Nc/λ. Utilizando la notación de “doble ĺınea” para expresar

el hecho de que la representación adjunta es equivalente a la fundamental
producto con la antifundamental, los propagadores de los grados de liber-
tad básicos se escriben utilizando ĺıneas paralelas, con flechas sobre estas
ĺıneas para indicar la dirección del flujo de los grados de libertad de color.
De esta manera, cualquier diagrama de Feynman puede ser visto como una
red de ĺıneas dobles, que a su vez puede ser asociada a una superficie con
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topoloǵıa espećıfica, como se muestra en la figura 3.1. De la densidad lagran-
giana podemos observar que cada vértice (V ) tiene un factor por delante
Nc/λ, mientras que los propagadores (aristas E del diagrama) λ/Nc. Adi-
cionalmente por cada bucle (cara F ) del diagrama tendremos un factor Nc

adicional que proviene de tomar la traza correspondiente. De esta manera,
un diagrama dado vendrá acompañado por un coeficiente

NV−E+F
c λE−V = Nχ

c λ
E−V (3.3)

donde χ es el número de Euler de la superficie asociada al diagrama. Como
indicamos en (2.69), para superficies cerradas χ = 2 − 2nm donde nm es el
género de la superficie (número de manijas). La expansión perturbativa para
un proceso dado podrá ser descrita por una expansión de la forma

∞∑
nm=0

N2−2nm
c fnm (λ) (3.4)

donde fnm es un polinomio en λ. De esta manera podemos ver que en el
ĺımite de Nc grande, la expansión estará dominada por diagramas planares
(nm = 0) de orden N2

c , mientras que el resto de los diagramas estarán supri-
midos por potencias de 1/N2

c . En este punto, si identificamos 1/Nc ≡ gc en la
última ecuación tendremos la expansión usual para la teoŕıa de perturbacio-
nes de cuerdas cerradas, descrita en la sección 2.1.3. De manera similar puede
mostrarse que la introducción de grados de libertad en la representación fun-
damental – “quarks” – corresponde a incluir también cuerdas abiertas.

De esta manera es posible concebir que existe una posible relación fun-
damental que complementa la descripción de las teoŕıas de norma a nivel
perturbativo con la descripción perturbativa de cuerdas. A continuación se
explica el argumento de Maldacena [1], que establece de manera mucho más
precisa esta relación.

3.2. La Dualidad

3.2.1. Argumentación

El punto de partida para concebir la dualidad será considerar los objetos
antes discutidos, D-branas. A partir del entendimiento adquirido sobre las D-
branas, sabemos que éstas tienen dos descripciones alternativas igualmente
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válidas. La primera es como objetos dinámicos hiperdimensionales en teoŕıa
de cuerdas cuyas excitaciones son las cuerdas abiertas. La segunda es como
branas negras, es decir, soluciones solitónicas de las ecuaciones de movimien-
to de cuerdas (o, a bajas enerǵıas, de supergravedad). La conjetura de la
dualidad surgirá a partir de la comparación de estas dos descripciones que
se hará a continuación.

Enfoquemos nuestro análisis hacia el caso de D3-branas en una teoŕıa de
cuerdas tipo IIB. Esto nos conducirá al ejemplo de la dualidad más completo
con el que contamos y el que es relevante para nuestros intereses. En par-
ticular consideremos Nc D3-branas paralelas y coincidentes en un fondo de
Minkowski diez dimensional. Si analizamos el sistema en el régimen de bajas
enerǵıas (más bajas que la escala de cuerdas 1/lc), solo sobrevivirán los mo-
dos no masivos de cuerdas abiertas y cerradas, que interactuarán mediante
una acción efectiva de la forma:

Sef = Sbrana + Ssugra + Sint (3.5)

donde (según discutimos en las secciones 2.1 y 2.2) Sbrana corresponde a
una teoŕıa super-Yang-Mills N = 4 con correcciones de derivadas superiores
que vive en la hipersuperficie 4-dimensional de la D3 brana, Ssugra corres-
ponde a la acción 10-dimensional de supergravedad (escrita en 2.1.3) con
correcciones de derivadas superiores, y Sint dicta las interacciones entre estas
dos partes. Si consideramos el ĺımite de ultra-bajas enerǵıas (más bajas que

1
(g2YMNc)

1/4lc
) para Sbrana, las correcciones de orden superior en las derivadas

del tipo l2sTr(F 4) desaparecerán y solo quedará super-Yang-Mills N = 4. Lo
mismo ocurrirá con Ssugra y nos quedará solo supergravedad libre y sin co-
rrecciones. En este ĺımite la parte Sint también se desvanece puesto que es
igualmente proporcional a lc. Esto nos deja dos sistemas desacoplados: su-
pergravedad libre en 10 dimensiones, y la teoŕıa de norma SYM N = 4 en 4
dimensiones.

Por otro lado, las D-branas son fuentes de campos en supergravedad, de
donde sabemos que para Nc D3-branas estarán descritas por la solución de
3-brana negra presentada en (2.93)

ds2 = f−1/2
(
−dt2 + d~x2

)
+ f 1/2

(
dr2 + r2dΩ2

5

)
, (3.6)

f = 1 +
L4

r4
, (3.7)

L4 = 4πgcl
4
cNc. (3.8)

39



Esta métrica interpola entre dos fondos máximamente supersimétricos: AdS5

y Minkowski 4-dimensional. Debido al factor que se encuentra en la parte
temporal de la métrica anterior, tendremos que un observador en una posición
r percibe la enerǵıa propia Ep de un objeto corrida al rojo con respecto a un
observador en infinito:

E∞ =

(
1 +

L4

r4

)−1/4

Ep. (3.9)

Para un observador en infinito, tenemos dos clases de excitaciones a bajas
enerǵıas: aquellas que son no masivas en todo el espacio y cualquier otro
tipo de excitación que se encuentre suficientemente cerca de r = 0. Estos
dos sistemas se encuentran desacoplados por dos razones: por un lado, la
sección eficaz de absorción para las part́ıculas inherentemente no masivas es
σ ∼ ω3L8, siendo ω la enerǵıa de la part́ıcula, y por tanto la longitud de
onda de la part́ıcula es mucho más grande que el tamaño gravitacional de la
brana (de orden L); por otro lado a las part́ıculas masivas cerca de r = 0 en
este ĺımite les es cada vez más dif́ıcil escalar el potencial gravitacional para
escapar a la región asintótica.

En esta región (r � L) la geometŕıa puede aproximarse como

ds2 =
r2

L2

(
−dt2 + d~x2

)
+
L2

r2
dr2 + L2dΩ2

5. (3.10)

es decir (según lo que vimos en la sección 2.3), AdS5 × S5. En esta segunda
descripción del sistema tenemos entonces nuevamente dos sistemas desaco-
plados: supergravedad libre en Minkowski en 10 dimensiones, y la teoŕıa de
cuerdas IIB en AdS5 × S5.

Es en este punto que podemos comparar ambas descripciones llegando
entonces a la conclusión de que: Super-Yang-Mills N = 4 en 4 dimensiones
es dual (equivalente) a una teoŕıa de cuerdas tipo IIB en AdS5 × S5.

El argumento establece además una relación entre las constantes de aco-
plamiento de teoŕıa de cuerdas y la de teoŕıa de norma SYM, que resulta ser
4πgc = g2

YM
.

El ĺımite de super-gravedad en la teoŕıa de cuerdas sobre AdS5 × S5 lo
obtenemos cuando el radio de curvatura del fondo es mucho mayor que la
longitud de cuerdas, es decir L = lc (gcNc)

1/4 � lc, lo que implica gcNc � 1,
o habiendo relacionado ambas constantes de acoplo, g2

YMNc � 1. Además
requerimos que las correcciones en gc sean pequeñas, es decir gc → 0, con lo
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cual necesitaremos tener Nc � 1. Por otro lado, como se mencionó en 3.1.1,
en el ĺımite de teoŕıas de norma SU (Nc) para Nc grande, la constante de
acoplo efectiva (de ’t Hooft), es λ ≡ g2

YMNc, por lo cual si queremos que la
teoŕıa de perturbaciones sea válida necesitamos estar en el regimen λ� 1. El
que ambas teoŕıas sean accesibles a nuestros cálculos en reǵımenes distintos
de la constante gcNc hace que sea dif́ıcil comprobar cabalmente la dualidad.
Más allá de la posible incertidumbre sobre si la dualidad es cierta, los ĺımites
de validez de esta dualidad es algo que permanece en debate.

3.2.2. Versiones

Debido a la dificultad de comparar resultados más allá del ĺımite de Nc

grande, es incierto exactamente a qué nivel opera la dualidad. Por ello existen
3 versiones posibles que suponen distintos reǵımenes de validez:

• Versión Débil: La dualidad AdS/CFT solo es válida para gcNc grande
y Nc grande, lo que corresponde a la región perturbativa en teoŕıa de
cuerdas, es decir, la aproximación de supergravedad. Si nos alejamos
de este régimen puede ser que no tengamos una correspondencia entre
ambas teoŕıas. Esta es la versión mejor fundamentada de las 3, y cuenta
con numerosas comprobaciones de ambos lados de la dualidad.

• Versión “Intermedia”: La dualidad es válida para cualquier gcNc, pero
solo si Nc → ∞ (y gc → 0), lo que significaŕıa incorporar correcciones

en lc,
l2c
L2 ↔ 1√

gcNc
, pero con la advertencia de que las correcciones

en gc ↔ 1
Nc

podŕıan alejarnos de la correspondencia. Al d́ıa de hoy,
tenemos evidencia que apoya esta versión.

• Versión Fuerte: La dualidad es válida para cualesquiera gc, Nc, y se ve
limitada únicamente por nuestra capacidad de hacer cálculos en los
ĺımites Nc → ∞, gc → 0. En muchos casos, es posible hacer compara-
ciones exitosas de manera perturbativa en 1/Nc, y en un par de casos,
incluso de forma no perturbativa, por lo que se tiende a creer que esta
versión de la dualidad es válida.

3.2.3. El diccionario AdS-CFT

Para poder hablar de una dualidad necesitamos una manera de relacionar
las cantidades y cálculos en ambos lados de la correspondencia. A esto es lo
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que comúnmente se le llama el diccionario de la correspondenciaAdS/CFT, el
cual ha sido trabajado desde la concepción de la correspondencia y aún ahora
sigue siendo una area de investigación activa. A continuación se mencionan
algunas de las identificaciones más importantes de la correspondencia [25]:

1. Existe una correspondencia uno a uno entre los operadores invariantes
de norma de la teoŕıa de campo y los campos de la teoŕıa de gravedad
(por ejemplo Tr〈F 2〉 está en correspondencia con el dilatón y el tensor
de enerǵıa momento está en correspondencia con la métrica del espacio
curvo).

2. La función de partición de la teoŕıa de cuerdas con condiciones de
frontera dadas está en correspondencia con la función generatriz de las
funciones de correlación en la teoŕıa de campo. Expĺıcitamente [26, 27]:

〈e
∫
d4xφ0(~x)O(~x)〉CFT = Zcuerdas [φ(~x, z)|z=0 = φ0(~x)] , (3.11)

donde φ0(~x) es el valor del campo en infinito (z = 0), Zcuerdas es la
función de partición de la teoŕıa de cuerdas, O(~x) es un operador de la
teoŕıa de norma y z ≡ L2

r
.

3. Es posible calcular los lazos de Wilson en la teoŕıa de norma mediante
la siguiente identificación (válida para gcNc � 1):

〈W (C)〉 = e−SNG[C] (3.12)

donde C es el contorno trazado por los extremos de la cuerda y SNG es
la acción de Nambu-Goto.

4. Las coordenadas Xµ del lado de gravedad se identifican directamente
con las de la teoŕıa de norma.

5. La aśı llamada conexión UV-IR [28] nos indica que la coordenada radial
r del espacio AdS debe ser identificada con la escala energética del
lado de la teoŕıa de norma, de tal forma que valores pequeños de r (es
decir, cerca del horizonte de eventos) correspondan a enerǵıas bajas
del lado de la teoŕıa de norma y valores cercanos a la frontera de AdS
corresponderán a enerǵıas altas.

6. Las coordenadas angulares de la S5 del lado de gravedad corresponden
a direcciones asociadas a la simetŕıa interna global SU(Nc) del lado de
SYM.
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3.2.4. Simetŕıas

Las simetŕıas de ambas teoŕıas juegan un papel importante en la identifi-
cación de los dos lados de la dualidad, por ello es importante mencionarlas.
El grupo de isometŕıas de AdS5 es SO(4, 2), que corresponde al grupo de
transformaciones conformes en Minkowski 3 + 1 dimensiones. Similarmente
la simetŕıa R de la teoŕıa de norma SU(4) ' SO(6) corresponde a las iso-
metŕıas de la esfera S5. Por otro lado la simetŕıa SU(Nc) no tiene equivalente
del otro lado en la teoŕıa de supergravedad debido a que es de norma (local)
y solo señala redundancia en la descripción. La equivalencia entre ambas des-
cripciones es solo a nivel de cantidades que son invariantes de norma y por
tanto esta última simetŕıa no tiene por que verse reflejada en el otro lado de
la dualidad.

3.3. Evidencia de la Dualidad

A continuación se presentan algunos argumentos a favor de la dualidad
a partir de las propiedades de la teoŕıa (para mayores detalles, véase, por
ejemplo [2]):

• SYM N = 4 contiene operadores invariantes de norma exactamente
con las dimensiones (protegidas por supersimetŕıa) predichas por la
dualidad a partir de las masas de los campos de supergravedad.

• Ambas teoŕıas comparten las mismas simetŕıas globales, las cuales por
definición no dependen en general de las constantes de acoplamiento.

• Algunas de las funciones de correlación asociadas a anomaĺıas están
protegidas de posibles correcciones cuánticas y no dependen de la cons-
tante λ. La receta (3.11) da el resultado correcto en este caso.

• El comportamiento cualitativo de la teoŕıa al realizar deformaciones por
medio de operadores relevantes o marginales no depende de la constante
de acoplo y la dualidad arroja los resultados correctos.

3.4. Quarks y D7-branas

La versión más simple de la dualidad (aquella en la que solo utilizamos D3-
branas) no incluye en su contenido materia fundamental dado que solo tiene
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campos en la representación adjunta. Por tanto esta teoŕıa es insuficiente si
se quiere estudiar la dinámica de los quarks y para lograrlo será necesario
hacer una modificación siguiendo el art́ıculo [29]. Esto consiste en añadir al
sistema Nf D7 branas, con Nf � Nc, que se denominarán branas de sabor.
El arreglo espacio-temporal de las branas será el siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
D3 : X X X X
D7 : X X X X X X X X ,

donde las “X”denotan las direcciones ocupadas por cada tipo de brana.
Es decir, las D7-branas llenan las mismas dimensiones que las D3-branas
más 4 dimensiones adicionales. Se extienden en las 3+1 dimensiones de la
D3-brana, la dimensión radial de AdS y en 3 dimensiones más que pertenecen
a la cinco-esfera. En la dirección radial las D7-branas empezarán en z = 0
y terminarán en z = zm, que es el lugar donde las tres direcciones de la S5

que cubre la brana convergen a un punto en el polo. Esta última posición zm
será la que nos determine la longitud y por tanto la masa de las cuerdas que
terminan en las D7-branas.

Esto modifica el espectro de las cuerdas dado que pueden (adicionalmen-
te a las posibilidades anteriores que involucran solo D3-branas) empezar y
terminar en las D7-branas y extenderse entre D3-branas y D7-branas. Los
modos más bajos de las cuerdas que se extienden de esta última manera dan
lugar a Nf hipermultipletes (con 2 campos escalares complejos más 2 espino-
res de Weyl cada uno) que transforman en la representación fundamental del
grupo de norma SU(Nc). Son a estos grados de libertad a los que llamaremos
quarks, a pesar que incluyen campos con espines 1/2 y 0. Una consecuencia
adicional de este arreglo es que rompe la simetŕıa a N = 2.

Regresando al punto de la masa, si colocamos una cuerda estática que va
desde z = 0 hasta z = zm, podemos relacionar el parámetro zm con la masa
del quark al que corresponde [29],

zm =

√
λ

2πm
. (3.13)

Ahora, para comprobar que estamos hablando de quarks, como se muestra
en [30], se calcula el valor esperado del campo gluónico alrededor del quark
estático localizado en el origen (ignorando en la notación los campos escalares
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y fermiónicos adicionales por simplicidad):

1

4g2
YM

〈
TrF 2(x)

〉
=

√
λ

16π2|~x|4

1−
1 + 5

2

(
2πm|~x|√

λ

)2

(
1 +

(
2πm|~x|√

λ

)2
)5/2

 . (3.14)

Para m→∞, esto es justamente el campo Coulombiano esperado para una
part́ıcula puntual. Para m <∞ el perfil no es singlular en x = 0, y describe
a un quark vestido con tamaño (longitud de onda de Compton) zm [13, 14].

3.5. Extensión a Temperatura Finita

Por completitud se discute brevemente el caso de temperatura finita que
es relevante para algunas aplicaciones fenomenológicas, pero no será directa-
mente relevante para nuestro discurso en esta tesis. Si consideramos un fondo
gravitacional donde el agujero negro de la parte AdS tenga temperatura, la
métrica se verá modificada como

ds2 = L2

[
r2
(
−hdt2 + d~x2

)
+
dr2

hr2
+ dΩ2

5

]
, (3.15)

h = 1− r4
0

r4
r0 = πT, (3.16)

donde hemos hecho una identificación de la temperatura de Hawking del
agujero negro y la temperatura de la teoŕıa de norma. En este caso tendremos
que el quark se moverá en una “sopa de gluones”, es decir, en presencia
de los campos de SYM a temperatura finita debido a los cuales el quark
perderá enerǵıa por fricción con este medio. En esta circunstancia se puede
calcular la entroṕıa del medio térmico y los cálculos indican que el resultado
para acoplamiento fuerte obtenido a partir del agujero negro dual, es 3/4 de
la entroṕıa en la teoŕıa libre. Adicionalmente se puede calcular la viscosidad
de esta sopa y se cumple además que, para un medio infinitamente acoplado,
su cociente por la densidad de entroṕıa esá dado por

η/s =
1

4π
. (3.17)

Esta última relación tiene al menos dos propiedades importantes. Por un
lado la fórmula da un resultado finito aun en el caso de una constante de

45



acoplo arbitrariamente grande. Por otro lado, resulta que es válida para cual-
quier teoŕıa con un dual gravitacional. Interesantemente, el resultado (3.17)
está muy cerca de las estimaciones correspondientes para el plasma de quarks
y gluones a partir los datos experimentales en RHIC.

3.5.1. Potencial q − q̄ y Apantallamiento

A través de la dualidad, es posible calcular el potencial entre una pareja
quark-antiquark poniendo a los extremos de la cuerda en reposo sobre la
brana en las posiciones x = −L/2 y x = L/2. Más en general, de acuerdo
con (3.12), los lazos de Wilson se calculan en la dualidad a partir del área de
la hoja de mundo para una cuerda cuyos extremos trazan el lazo en cuestión.
Al minimizar la superficie de la hoja de mundo, se obtiene que la longitud
de la cuerda es

L

2
= z0

√
2π3/2

Γ(1/4)2
. (3.18)

Sustrayendo la enerǵıa correspondiente a dos quarks aislados (la enerǵıa de
dos cuerdas rectas que parten de la brana hacia el horizonte) se obtiene la
enerǵıa potencial de la configuración:

E = −4π2(g2
YMNc)

1/2

Γ(1/4)4L
. (3.19)

El que la enerǵıa vaya como 1/L lo determina el hecho de que hay invarianza
conforme. Además la misma es proporcional a (g2

YMNc)
1/2, a diferencia del

resultado perturbativo que va como g2
YMN . En presencia de un medio térmico

(utilizando en la parte dual de gravedad el fondo (3.15)) este potencial de
Coulomb resulta estar apantallado y para TL� 1 tiene la forma

E = −2
√

2π3/2(4πg2
YMNc)

1/2

Γ(1/4)4L

[
1 + c(TL)4

]
, (3.20)

donde c es una constante positiva y T la temperatura. Es en el análisis de
este comportamiento donde se encuentra que para una distancia máxima los
quarks se vuelven libres dado que la enerǵıa para una configuración de dos
quarks solos es menor que la obtenida mediante este potencial [31]. En otras
palabras, la presencia del medio térmico apantalla al quark y al antiquark,
hecho que puede tener consecuencias fenomenológicas interesantes en RHIC
y LHC (véase por ejemplo, [32, 12]).
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Caṕıtulo 4

Pérdida de Enerǵıa

4.1. Antecedentes

4.1.1. Configuración

En la dualidad, los quarks de la teoŕıa de norma están representados en
la descripción de gravedad por las puntas de la cuerda que están sobre la
D7-brana. En el caso de un quark aislado, el extremo que no está sobre la
brana se adentra en el bulto de AdS hasta cruzar el horizonte en z → ∞
(r = 0), mientras que en el caso del par quark-antiquark, ambos extremos se
encuentran sobre la brana y es el resto de la cuerda el que se acerca hacia el
horizonte. Uno puede tratar el caso de masa finita si las D7-branas se extien-
den al interior de AdS, de tal modo que las cuerdas abiertas puedan terminar

en una posicion radial zm =
√
λ

2πm
> 0. Como se ve en (3.14), al calcular el

perfil de 〈TrF 2(x)〉 del quark, se encuentra que los quarks automáticamente
tienen un perfil grueso, es decir, están cubiertos por una nube de gluones a
su alrededor, cuyo tamaño es zm. Mientras que las puntas de la cuerda co-
rresponden en esta configuración a los quarks, el resto de la cuerda codifica
la información de los campos gluónicos generados por el quark. Cabe men-
cionar que estos quarks son pesados y por tanto su tratamiento será clásico
(o semiclásico), a diferencia de los mesones y glubolas (glueballs en inglés)
que son ligeros y se describen de manera cuántica. Véase, por ejemplo, [33].

47



~x, t

z

Figura 4.1: Perfil de la cuerda para caso quark solo moviéndose con una
prescripción para la punta.

4.1.2. Pérdida de Enerǵıa en un Medio a Velocidad
Constante

La pérdida de enerǵıa de un quark en un medio térmico ha sido estu-
diada en [10]. La situación analizada ha sido la correspondiente a un quark
moviéndose mediante una fuerza externa en un medio térmico y la conse-
cuente fuerza de arrastre producida por el medio. Es complicado estudiar
casos generales y el cálculo original se limita al caso de velocidad constante.
Se encuentra que la tasa de pérdida de momento (o, equivalentemente, la
fuerza de arrastre) es

dp

dt
= −

π
√
g2
YMN

2
T 2 v√

1− v2
. (4.1)

Este precedente es importante pues, aunque nosotros no estaremos calculando
pérdida de enerǵıa en un medio térmico, cualquier cálculo que se realice en
esta situación tendrá dos partes: aquella correspondiente a la pérdida por
arrastre en el medio térmico (si T 6= 0 y la otra por radiación.

4.2. El Quark Aislado en SYM N = 4

Por medio de la dualidad, la dinámica de los quarks pesados puede ser
estudiada mediante el movimiento de la cuerda clásica en un fondo cur-
vo. Analicemos esto en detalle. Uno de los extremos de la cuerda abierta
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termina en las D7-branas, mientras que el otro termina en un conjunto
de Nc D3-branas paralelas que pueden ser reemplazadas por la geometŕıa
(AdS -Schwarzschild)5×S5, lo cual nos dará la siguiente métrica como nues-
tro fondo

ds2 = Gmndx
mdxn =

L2

z2

(
−hdt2 + d~x2 +

dz2

h

)
+ L2dΩ5, (4.2)

h = 1− z4

z4
h

,
L4

l4c
= g2

YMNc ≡ λ, zh =
1

πT
,

donde zh codifica la posición del horizonte. Podemos limitar el movimiento
de la cuerda a mantenerse solamente en las direcciones perpendiculares a la
esfera en S5 (de manera consistente con las ecuaciones de movimiento) y por
tanto esta última no jugará un papel dinámico dentro de nuestra descripción.

Dado que estamos tratando a la cuerda en un nivel clásico, su dinámica
es descrita por la acción de Nambu-Goto, la cual está definida mediante

SNG = − 1

2πl2c

∫
d2σ
√
− det gab ≡

L2

2πl2c

∫
d2σLNG, (4.3)

gab ≡ ∂aX
m∂bX

nGmn a, b = 0, 1.

Las densidades canónicas de momento asociadas a esta densidad lagrangiana
están dadas por

Πa
µ ≡

∂LNG
∂ (∂aXµ)

.

De manera covariante, podemos escribir las componentes de la siguiente ma-
nera

Πz
µ =

√
λ

2π

(∂τX)2∂zXµ − (∂τXν · ∂zXν)∂τXµ

(∂τXν · ∂zXν)2 − (∂τX)2(1− (∂zX)2)
, (4.4)

Πz
x =

√
λ

2π

(1 + (∂zX)2)∂τXµ − (∂τXν · ∂zXµ)∂zXµ

(∂τXν · ∂zXµ)2 − (∂τX)2(1− (∂zX)2)
. (4.5)

4.3. La cuerda en AdS puro (Mikhailov)

A temperatura cero, el quark se mueve en el vaćıo de super Yang-Mills y
esperamos por tanto que no pierda enerǵıa si se desplaza a velocidad cons-
tante, pero śı lo haga al acelerarse. Mikhailov ha encontrado en [3] la pres-
cripción para calcular la pérdida de enerǵıa de un quark infinitamente masivo
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con movimiento arbitrario a temperatura cero en super Yang-Mills mediante
la dinámica de una cuerda moviéndose en AdS5. Antes de este resultado,
solamente se contaba con soluciones correspondientes a casos particulares,
como fue el caso de la pérdida de enerǵıa mencionada en 4.1.2.

Mikhailov logra resolver las ecuaciones de movimiento a partir de consi-
derar AdS5 en la descripción global como se menciona en la sección 2. Este
resultado ha sido generalizado al caso de masa finita con algunas implicacio-
nes interesantes en las referencias [4, 13, 14]. En el caso de querer extender
el estudio a temperatura finita, al romper las simetŕıas de AdS resultaŕıa
más complicado resolver anaĺıticamente las ecuaciones de movimiento para
la cuerda clásica, pero la metodoloǵıa sigue siendo la misma. Resulta ser que
la no linealidad de las ondas producidas sobre la cuerda es lo que produce la
f́ısica no lineal en la teoŕıa de norma y está determinada por las condiciones
iniciales en infinito.

Para describir la hoja de mundo de la cuerda necesitamos dos parámetros.
Mikhailov ha demostrado que la superficie siguiente, expresada en términos
de coordenadas de Poincaré y de la ĺınea de mundo Xµ(τ) del extremo de la
cuerda, es extremal

Xµ (τ, σ) = ±σ−1ẋµ (τ) + xµ (τ) , (4.6)

con σ−1 = z y la condición ẋµẋ
µ = 1, y la elección de signo correspondiendo a

ondas entrantes y salientes. Deben de existir otras soluciones (superposiciones
no lineales) pero su forma no es conocida. Como fue mencionado en [4],
es de mayor interés f́ısico el caso retardado o de ondas salientes, donde las
perturbaciones del campo gluónico se alejan del quark y el encaje de la cuerda
es

Xµ (τ, z) = z
dxµ (τ)

dτ
+ xµ (τ) . (4.7)

Las componentes de la métrica inducida son entonces

gττ =
R2

z2

(
z2ẍ2 − 1

)
, gzz = 0, gzτ = −R

2

z2
. (4.8)

En la ecuación (4.7) podemos utilizar el hecho de que dτ =
√

1− ~v2dx0 para
reescribir

X0 ≡ t = z
1√

1− ~v2
ret

+ tret, (4.9)

~X(tret, z) = z
~vret√

1− ~v2
ret

+ ~x (tret) ,
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donde ~vret ≡
~dx(tret)

dtret
y se ve expĺıcitamente que el perfil de la cuerda solo

depende de lo que la punta hab́ıa hecho en el tiempo anterior tret definido
por (4.9). De este modo gracias a Mikhailov, conocemos la solución retardada
asociada a cualquier trayectoria tipo tiempo del quark ~x(t).

Con este resultado es entonces posible calcular la enerǵıa total de la cuer-
da integrando la densidad de enerǵıa Πt

t,

E (t) =
λ

2π

∫ t

0

dz

z2

1 +
(
∂ ~X
∂z

)2

√
1−

(
∂ ~X
∂t

)2

+
(
∂ ~X
∂z

)2

−
(
∂ ~X
∂t

)2 (
∂ ~X
∂z

)2

+
(
∂ ~X
∂t
· ∂ ~X
∂z

)2

(4.10)
que cuando la integral es expresada en términos de tret toma la forma

E (t) =

√
λ

2π

∫ t

−∞
dtret

~a2 − [~v × ~a]2

(1− ~v2)3 + Eq (~v (t)) . (4.11)

Análogamente, el momento total resulta tomar la forma

~P (t) =

√
λ

2π

∫ t

−∞
dtret

~a2 − [~v × ~a]2

(1− ~v2)3 ~v + ~pq (~v (t)) . (4.12)

De manera covariante, el primer término de ambas expresiones puede
expresarse como

dpµrad

dτr
=

√
λ

2π
a2vµ . (4.13)

La primera parte de la ecuación (4.11) es precisamente la fórmula de
pérdida de enerǵıa de Lienard que fue encontrada en [3], mientras que la
segunda parte surge de un término de borde al hacer el cambio de coordena-
das y fue encontrada en [4], donde también quedó claro su significado f́ısico:
Eq = γm representa la enerǵıa intrinseca del quark. Por otro lado, el mo-
mento en la ecuación (4.12) también se encuentra separado en dos partes:
el primer término corresponde al momento emitido en forma de radiación
cromo-electromagnética, y el segundo es ~pq = mγ~v, el momento intŕınseco
del quark. En otras palabras, la cuerda codifica la enerǵıa instantánea del
quark y aquella radiada (y del mismo modo para el momento). Tal separa-
ción clara de los dos términos distintos en una teoŕıa de norma no abeliana y
fuertemente acoplada resulta asombrosa y ha tenido numerosas aplicaciones.

51



Véase por ejemplo [4, 14, 13]. Igualmente asombroso es el hecho de que la
tasa de pérdida de enerǵıa y momento coincide con la del electromagnetismo
clásico.

La extensión al caso de masa finita fue desarrollada en [4]. Es posible
realizarla al considerar una nueva frontera para la cuerda: la brana se en-
cuentra ahora en z = zm y la cuerda continúa hasta z =∞. Se puede utilizar
la solución de Mikhailov si consideramos aquella solución que pasa por esta
posición radial con la trayectoria correspondiente al quark. Solo se conside-
ran las variables evaluadas en z = 0 de manera auxiliar, aqúı escritas con
tildes (por ejemplo x̃), para poder utilizar el resultado de Mikhailov. Bajo
estas consideraciones la solución f́ısica corresponde a la parte de la cuerda
con z > zm.

A partir de las ecuaciones (4.9) podemos obtener para el caso de movi-
miento unidimensional

dt =
dz√

1− ṽ2
+ dtret

[
ṽãz

(1− ṽ2)3/2
+ 1

]
, (4.14)

dX =
ṽdz√
1− ṽ2

+ dtret

[
ṽã√

1− ṽ2
+

ṽ2ãz

(1− ṽ2)3/2
+ ṽ

]
.

Se sigue entonces que las siguientes relaciones se cumplen

Ẋ ≡
(
∂X

∂t

)
z

=
ãz + ṽ (1− ṽ2)

3/2

ṽãz + (1− ṽ2)3/2
, (4.15)

X ′ ≡
(
∂X

∂z

)
t

= − ãz
√

1− ṽ2

ṽãz + (1− ṽ2)3/2
. (4.16)

Esto lleva a las siguientes relaciones para la enerǵıa y el momento

E(t) =

√
λ

2π

∫ t

−∞
dt
F 2

m2

(
1−

√
λ

2πm2Fv

1− λ
4π2m4F 2

)
+

1−
√
λ

2πm2Fv√
1− λ

4π2m4F 2

γm , (4.17)

P (t) =

√
λ

2π

∫ t

−∞
dt
F 2

m2

(
v −

√
λ

2πm2F

1− λ
4π2m4F 2

)
+

v −
√
λ

2πm2F√
1− λ

4π2m4F 2

γm
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En este contexto F =
(√

λ/2π
)

Πz
x(t, zm) Es la fuerza externa que esta

moviendo el quark. Del mismo modo, para el caso tridimensional las derivadas
anteriores son

~̇X ≡

(
∂ ~X

∂t

)
z

= ~̃v +
(1− ~̃v 2)~̃az

(~̃v · ~̃a)z + (1− ~̃v 2)3/2
, (4.18)

~X
′ ≡

(
∂ ~X

∂z

)
t

= −

√
1− ~̃v 2 ~̃az

(~̃v · ~̃a)z + (1− ~̃v 2)3/2
. (4.19)

Al pasar al caso de movimiento arbitrarioen tres dimensiones, es posible
demostrar que de esta manera se obtiene también una ecuación de Lorentz-
Dirac generalizada [14, 13] para el quark que incorpora el efecto de amorti-
guamiento debido a la enerǵıa radiada,

d

dτ

mdxµ

dτ
−
√
λ

2πm
Fµ√

1− λ
4π2m4F2

 =
Fµ −

√
λ

2πm2F2 dxµ

dτ

1− λ
4π2m4F2

, (4.20)

F = γ(~F · ~v, ~F ).

La expresión dentro de los paréntesis representa una relación de dispersión
modificada para el quark,

pµq =
mdxµ

dτ
−
√
λ

2πm
Fµ√

1− λ
4π2m4F2

(4.21)

mientras que el lado derecho contiene una fórmula covariante para la tasa a
la cual el quark rad́ıa cuadrimomento,

dP µ
rad

dτ
=

√
λF2

2πm2

(
dxµ

dτ
−

√
λ

2πm2Fµ

1− λ
4π2m4F2

)
(4.22)

que coincide con Lienard solo en el caso donde m→∞ (zm = 0).
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4.4. Par Quark-Antiquark

Además de estudiar configuraciones con un quark aislado, resultan intere-
santes aquellas de pares quark-antiquark (q− q̄). En el caso de movimiento de
los quarks en un medio térmico, esta configuración fue estudiada en [11, 34]
con la intención de dar una descripción más realista del proceso de creacion
de pares q− q̄ en el QGP. Para movimiento en el vaćıo de la teoŕıa, la primera
solución dinámica fue encontrada por Xiao en [5] y se refiere a una pareja
quark-antiquark que se mueve cada uno a aceleración propia constante A,

X (t, z) = ±
√
A−2 + t2 − z2, (4.23)

de donde se pueden calcular los momentos conjugados

Πt
t = − X ′2 + 1

z2
√

1− Ẋ2 +X ′2
(4.24)

= A
t2 + A−2

z2
√
t2 + A−2 − z2

,

Πz
t =

X ′Ẋ

z2
√

1− Ẋ2 + x′2
(4.25)

= A
t

z
√
t2 + A−2 − z2

.

Xiao procede a demostrar que existe un horizonte en la hoja de mundo que se
localiza en z = 1

A
, de modo que esta superficie divide la cuerda en dos trozos

desconectados causalmente. Una manera fácil de ver esto es que se trata de
una ĺınea nula en la hoja de mundo que también es estática y por tanto es
un horizonte.

Dado que las regiones z > 1
A

y z < 1
A

se encuentran desconectadas, parece
natural asociarlas respectivamente al campo lejano y al campo cercano del
quark. Si esto es correcto, la tasa de radiación está dada por la cantidad de
enerǵıa que atraviesa esta superficie,

Πz
t |z=1/A = A

t

A−1
√
t2 + A−2 − A−2

= A2,

o diferenciando con respecto al tiempo el resultado de integrar la densidad
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de enerǵıa en la parte superior de la cuerda,

Erad =

∫ √
1
A2 +t2

A−1

A
t2 + A−2

z2
√
t2 + A−2 − z2

dz

=
t2 + A−2

A−1

√
−A−2 + t2 + A−2

(t2 + A−2)A−1
= A2t.

De ambas maneras obtenemos el mismo resultado, dado que la enerǵıa
radiada es aquella que se perdió previamente y atravesó en un momento
retardado el horizonte en la hoja de mundo. Para este caso, el resultado
está de acuerdo con (4.11) y por tanto con la fórmula de Lienard.

Estas conclusiones se verán reevaluadas en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Cuerdas en AdS: Perfiles,
Radiación y Aceleración
Uniforme

Una de las partes más interesantes del diccionario de las dualidades nor-
ma/gravedad [1, 26, 27] identifica los tubos de flujo en teoŕıas de norma
fuertemente acopladas con cuerdas en la teoŕıa de gravedad correspondien-
te (véase por ejemplo, [35, 36, 37, 38]). Por supuesto, esta conexión se re-
monta a la cuerda de QCD [39, 40, 41, 42, 43, 44], pero en el contexto
de norma/gravedad, surgen varias sorpresas: la cuerda es infinitesimalmente
delgada, vive en un número de dimensiones superior y existe aun en configu-
raciones sin confinamiento, como es el caso de las teoŕıas de campo conformes
(CFT). Por supuesto, en el último caso no tenemos, estrictamente, un tubo
de flujo, sino un esparcimiento Coulombiano [45, 46, 47]. La correspondencia
AdS/CFT nos permite estudiar el esparcimiento dependiente del tiempo del
campo gluónico en una CFT con acoplamiento fuerte al examinar la dinámi-
ca de una cuerda que se mueve en el espacio AdS. Esto se ha estudiado en
diferentes trabajos, comenzando por [47, 48] y continuando hasta las con-
tribuciones recientes [49, 50, 51, 52, 8, 53, 54] (para cálculos a temperatura
finita, véase por ejemplo [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 9]).

Más en detalle, una cuerda en AdS que se extiende hasta la frontera es
dual a un quark infinitamente pesado en la CFT. La punta de dicha cuerda
localizada en la frontera corresponde al quark propiamente dicho (entendi-
do como la fuente “desnuda” en la representación fundamental del grupo de
norma), mientras que el cuerpo de la cuerda codifica los campos cercanos y
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de radiación producidos por el quark. El encaje de la cuerda asociado cau-
salmente a cualquier trayectoria del quark fue encontrado en [3]. Cuando el
quark se mueve a velocidad constante, la cuerda se traslada uniformemente,
extendiéndose únicamente a lo largo de la dirección radial de AdS, y re-
presenta, por supuesto, un perfil Coulombiano bajo un empuje de Lorentz.
Cuando el quark se acelera, la cuerda arrastra detrás del extremo y succiona
enerǵıa de él, expresando el hecho de que se emite radiación gluónica en la
CFT [14, 13]. En este caso, un agujero negro aparece en la hoja de mundo
de la cuerda [4], el cual señala una pérdida de enerǵıa, justo como en el caso
de un quark moviéndose en un plasma térmico [65, 66] (dual a una cuerda
en una geometŕıa Schwarzschild-AdS).

En este caṕıtulo examinaremos algunas preguntas en este contexto. En
la sección 5.1 mostraremos que, a pesar del hecho de que la cuerda tiene
una tendencia general a caer hacia el interior de la geometŕıa AdS (es decir,
alejándose de la frontera), existen movimientos del extremo para los cuales la
cuerda se voltea hacia arriba una cierta distancia antes de caer nuevamente.
Por medio de la conexión UV/IR [28], esto se puede interpretar en el lenguaje
de la CFT como el enunciado de que, a pesar de que el tubo de flujo producido
por el quark tiene una tendencia general a esparcirse, existen movimientos
del quark para los cuales el tubo de flujo se reenfoca una distancia antes de
volver a esparcirse nuevamente.

Un ejemplo particularmente peculiar es el caso donde el quark experi-
menta aceleración uniforme [5, 67, 68]. En este caso la cuerda toma la forma
de un arco de ćırculo, el agujero negro en la hoja de mundo es estático, y,
como se muestra en la sección 5.2 (véase también [69]), el perfil de la cuerda
de [3] en realidad termina en la ubicación del horizonte en la hoja de mundo.
Esto no es un error: dicho tramo de la cuerda en verdad codifica los campos
gluónicos generados por un quark uniformemente acelerado desde el principio
de los tiempos. Pero por supuesto, la cuerda no puede terminar en medio de
la nada.

Interesantemente, la única extensión suave es continuar la forma circular
hasta regresar a la frontera, obteniendo entonces una configuración dual a
un quark y un antiquark que se aceleran de manera uniforme espalda con
espalda [5]. Si esta fuera la única continuación permitida, entonces la corres-
pondencia AdS/CFT estaŕıa haciendo una predicción de que es imposible
tener un quark aislado experimentando aceleración uniforme, como si este
tipo de movimiento fuera tan violento que el tubo de flujo que emerge del
quark es forzado a reenfocarse hasta tener ancho cero, requiriendo entonces
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la existencia de un antiquark. Sin embargo, encontramos que śı existe un en-
caje correspondiente a un quark aislado. El segmento de cuerda más allá del
horizonte de la hoja de mundo es puramente radial y se mueve a la velocidad
de la luz. Corresponde a una onda de choque gluónica que existe desde el
principio de los tiempos y se desprende del quark, debido a que la pertur-
bación en el campo gluónico producida por la desaceleración del quark no
puede alcanzar la onda de choque. Del análisis resulta claro que esta historia
es cierta no solo para la aceleración uniforme, sino también para cualquier
trayectoria que asintóticamente se aproxime a una aceleración uniforme en
un pasado remoto.

Debe de tenerse presente que la terminación abrupta de la cuerda dual
en el horizonte es un fenómeno espećıfico al quark uniformemente acelerado:
aun cuando un horizonte aparece en la hoja de mundo en el momento que
el quark/extremo se acelera de cualquier manera [4], en general el encaje
de la cuerda obtenida en [3] no termina ah́ı. En otras palabras, en general
el campo gluónico generado por el quark desde el principio de los tiempos
está codificado no solo por el segmento de la cuerda fuera del horizonte en la
hoja de mundo, sino también por el segmento dentro de él.

El hecho de que el horizonte divida la cuerda dual al quark acelerado en
dos segmentos evoca el hecho de que la enerǵıa-momento total de la cuerda
es la suma de dos contribuciones distintas, correspondientes a las enerǵıas
intŕınseca y radiada del quark, las cuales han sido separadas por medio de
un análisis de la hoja de mundo en [3, 4, 14, 13] (y a nivel de espacio-tiempo
en [70]). Es natural conjeturar entonces que el horizonte en la hoja de mundo
debe de ser interpretado f́ısicamente como la ĺınea divisoria entre las partes
de la cuerda que son duales respectivamente a la los campos cercanos y de
radiación [4, 71, 5, 6, 7, 8, 9]. En particular esto implicaŕıa que la tasa de
flujo de enerǵıa-momento a través del horizonte representa la tasa a la que el
quark rad́ıa enerǵıa-momento. A partir de [3], se conoce que esta última es
proporcional a la fórmula de Lienard conocida de la electrodinámica clásica1.
En consonancia con la interpretación del horizonte como la ĺınea divisoria,
en [5] se demostró que en el caso de aceleración uniforme, la tasa de flujo
de enerǵıa por el horizonte de hecho reproduce correctamente la fórmula de
Lienard.

1Esto es cierto para un quark infinitamente pesado; la fórmula correspondiente para un
quark de masa finita se encontró en [4, 14, 13], y se ha discutido brevemente en el caṕıtulo
4
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En la sección 5.3 investigamos esta misma cuestión para el movimiento
arbitrario del quark, calculando la tasa de flujo de enerǵıa-momento a través
de una curva arbitraria en la hoja de mundo. Encontramos que el acuerdo que
se obtuvo en [5] se debe a las particularidades de la trayectoria considerada
ah́ı, y en general, el flujo de enerǵıa-momento a través del horizonte en la
hoja de mundo no reproduce la fórmula de Lienard. Más en general, mostra-
mos que la información de los campos cercanos y de radiación del quark no
está separada geométricamente en la hoja de mundo a un tiempo de obser-
vación fijo t: en general se esparce a lo largo de toda la cuerda, y solo puede
ser separada expĺıcitamente por medio del método algebraico-diferencial de
[3, 4, 70]. Curiosamente, si en lugar de esto consideramos la cuerda a un
tiempo retardado fijo tr, el mismo que se utiliza en la construcción de [5]
(véase 4.9), entonces es posible realizar una separación geométrica, pero se
encuentra que el quark corresponde a la cuerda completa, y toda la radiación
se encuentra en el horizonte de Poincaré de AdS.

5.1. Azotar de la cuerda

Puede observarse a partir de (4.9) que, cuando consideramos perfiles para
la cuerda a un tiempo de observación t, genéricamente ocurre que z → ∞
cuando tr → −∞, aśı que puntos en tiempos cada vez más retardados, por
fuerza, se encuentran en valores cada vez más grandes de z. Esta es la razón
por la cual la cuerda se extiende desde la frontera de AdS (z = 0) hasta el
horizonte de Poincaré (z → ∞), como se esperaŕıa para un quark aislado;
se necesita la cuerda entera para codificar el campo gluónico emitido por el
quark desde el principio de los tiempos.

Para trayectorias genéricas, z aumenta monotónicamente cuando nos mo-
vemos a lo largo de la cuerda empezando desde la punta en la frontera de
AdS. Esto es consistente con el hecho de que la cuerda tiene una tendencia a
caer hacia z’s más grandes, debido a la curvatura de AdS. En el lenguaje de
la teoŕıa de norma, esto quiere decir simplemente que el tubo de flujo tiene
una tendencia general a esparcirse.

Es interesante hacerse la pregunta de si esta difusión puede detenerse
momentáneamente, o incluso revertirse durante alguna distancia. Si se utiliza
ingénuamente la conexión UV-IR [28] esto se traduciŕıa a la pregunta de si la
cuerda se puede volver horizontal (es decir, paralela a la frontera) en algún
punto, o incluso tener un segmento que se aproxime a, en lugar de alejarse
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de, la frontera de AdS. En realidad, en situaciones dinámicas el mapeo entre
la cuerda y los perfiles del tubo de flujo resulta ser más sutil y depende de la
observable que se utilice para establecerlo. Si consideramos únicamente los
valores esperados de operadores locales, como es el caso del tensor enerǵıa-
momento o la densidad lagrangiana, entonces juega un papel importante el
tiempo de propagación de regreso a la frontera del correspondiente campo del
bulto generado por el segmento de cuerda en cuestión. Si se llevan a cabo los
cálculos expĺıcitos, se puede demostrar que las contribuciones de los diferentes
puntos a lo largo del encaje de la cuerda (4.7) resultan ser una derivada total,
por lo que el resultado neto solo depende de la posición del quark/extremo en
un tiempo retardado particular [8, 72]. Si, por otro lado, sondeamos la cuerda
en puntos lejos de la frontera al considerar cantidades no locales como lazos
de Wilson o funciones de correlación de más puntos [73], entonces su perfil
instantáneo puede ser interpretado, sin mayores complicaciones, de acuerdo
con la conexión UV-IR. Es esta perspectiva la que se adoptará en la discusión
siguiente.

La primera pregunta que quisieramos responder es si la cuerda puede
volverse horizontal en algún punto. La manera más simple de responder esto
es observando a partir de (4.9) que z(t, tr) =

√
1− ~v 2(t − tr), y hallar el

extremo al poner (∂z/∂tr)t = 02. Se puede encontrar una solución solo si
~v · ~a < 0. Dado un punto cualquiera tr en la trayectoria del quark/extremo
donde esta condición se satisfaga (es decir, donde la aceleración se oponga
al movimiento), la cuerda se volverá horizontal en un punto a lo largo de la
ĺınea de Mikhailov correspondiente que se encuentra en un tiempo posterior

t = tr −
1− ~v 2

~v · ~a
, (5.1)

o equivalentemente, en una profundidad radial

z = −(1− ~v 2)3/2

~v · ~a
. (5.2)

(Puede comprobarse en (4.19) que en efecto en este punto ~X
′ → ∞.) Esto

demuestra que de hecho no es para nada raro que el tubo de flujo deje de
esparcirse temporalmente.

2Se omitirán a partir de este punto los subindices de x, v y a; su dependencia es del
tiempo retardado correspondiente.
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La siguiente pregunta considera la naturaleza de este extremo. Al calcular
(∂2z/∂t2r)t, se puede establecer fácilmente que el punto (5.2) en la cuerda es
un máximo si el jalón ~j ≡ d~a/dtr en tr satisface

~j · ~v + ~a 2 + 3
(~v · ~a)2

1− ~v 2
= ~j · ~v + ~a 2 + 3

(1− ~v 2)2

z2
> 0 . (5.3)

Cuando se cumple (5.3), la cuerda se voltea de regreso a la frontera de AdS,
o equivalentemente, el tubo de flujo de SYM máximamente supersimétrico se
reenfoca. Cuando el perfil de la cuerda a un tiempo de observación t dado da
la vuelta de esta forma, genéricamente vuelve a alejarse de la frontera en un
valor anterior tr, para el cual se satisface la versión revertida de la desigualdad
(5.3). Esto solo puede suceder si~j ·~v < 0, y resulta ser más complicado cuando
z → 0 debido a que requiere |~j| → ∞. Esto significa que, si queremos dar
un el latigazo a la cuerda para hacer que regrese arbitrariamente cerca de la
frontera de AdS, debemos estar preparados para jalonear la punta con una
fuerza arbitrariamente grande.

Nuestra conclusión general es entonces que existen situaciones demasiado
elaboradas donde las trayectorias del quark/extremo provoquen un jaloneo
de la cuerda de tal forma que el perfil deje de incrementar monotónicamente
hacia z → ∞. Bajo estas circunstancias, el tubo de flujo dual (cuando se
examina con los operadores no locales discutidos anteriormente) revierte su
tendencia general a esparcirse, y de hecho se reenfoca por una distancia, antes
de comenzar a esparcirse nuevamente.

5.2. Aceleración Uniforme

Un caso simple donde se ilustra el comportamiento de latigazo que se
menciona en la sección anterior es un quark uniformemente acelerado, con
aceleración propia A,

x(tr) =
√
A−2 + t2r . (5.4)

El tiempo propio del quark es

τr = A−1arcsinh(Atr) , (5.5)

y la solución general (4.9) toma la forma

t(tr, z) = tr +
√

1 + A2t2r z (5.6)

X(tr, z) =
√
A−2 + t2r + Atrz .
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Usando (5.2) y (5.3), es fácil cotejar que, para todo t > 0, la ĺınea de mundo
del quark (5.4) lleva a un punto de regreso (un máximo en z(tr)) en el perfil
de la cuerda, localizado en z =

√
A−2 + t2, X = 0.

Tras eliminar tr, (5.6) toma la forma [68]

X(t, z) = ±
√
A−2 + t2 − z2 . (5.7)

Esta solución fue encontrada independientemente en [5, 67]3. Dado que co-
nocemos que (5.6) es un caso particular de (4.9), tenemos la seguridad de
que es el encaje retardado que codifica la f́ısica de interés para nosotros. Se
puede verificar que la métrica de la hoja de mundo resultante (4.8) tiene un
horizonte en zh ≡ A−1 [5, 68].

Una propiedad muy particular de (5.6) es que el coeficiente de z en t(tr, z)
diverge linealmente cuando tr → −∞. Esto niega la conclusión a la que
hab́ıamos llegado de manera genérica al principio de este caṕıtulo: debido a
la tasa a la cual el quark/extremo se acerca asintóticamente a la velocidad de
la luz, la cuerda en este caso no se extiende hasta z →∞. Cuando tr → −∞,
tenemos que t ' tr +A|tr|z, y por tanto z → zh. Esto significa que la cuerda
solamente se extiende a lo largo de un arco del ćırculo (5.7), extendiéndose
de la frontera al horizonte de la hoja de mundo.

Más aún, a diferencia de lo que sugiere (5.7), el encaje de la cuerda (5.6) no
es simétrico bajo (5.6). El punto en tr → −∞ (z = A−1) sigue la trayectoria
X = −t, es decir, siempre se mueve a la velocidad de la luz, en la dirección
−x. Esto implica que, como se muestra en las figuras 5.1 y 5.2, para t < 0
la cuerda termina en el punto donde toca por primera vez el horizonte, y
por tanto cubre menos de una cuarta parte del ćırculo; mientras que para
t > 0, cruza el horizonte, da vuelta en zmax(t) ≡

√
A−2 + t2, y termina en

el segundo punto de intersección con el horizonte, cubriendo aśı más de una
cuarta parte del ćırculo.

Es importante notar que esto no se trata de un error: por construcción
el encaje (4.9) representa toda la porción de la cuerda que ha sido influen-

3 Cabe mencionar aqúı que esta solución ha sido generalizada para el caso de masa
finita en [13]:

x = x0 ±

√
1

z2m 6 F 2
+ (t− t0)

2 − z2m, (5.8)

6 F = (2π/
√
λ)F, (5.9)

donde F es la fuerza externa constante.
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Figura 5.1: Representación esquemática de la cuerda dual al quark acelera-
do, a diferentes tiempos negativos (arriba) y positivos (abajo), mostrando
que para cualquier instante, el encaje de Mikhailov (5.6) dual al quark que
experimenta aceleración uniforme traza un arco que termina en el horizonte
de la hoja de mundo (indicada por la ĺınea verde punteada).

ciada desde tr → −∞, y por tanto codifica la contribución completa al
campo gluónico producido por el quark desde el principio de los tiempos.
Esta propiedad puede ser entendida como un caso particularmente extremo
del efecto de colimado descubierto en [72]. En ese trabajo se mostró que,
en cualquier instante cuando la velocidad del quark/punta es relativista, la
ĺınea de Mikhailov correspondiente permanece cercana a la frontera de AdS
por un tiempo prolongado, implicando que la contribución al campo gluónico
que codifica se encuentra colimado. En el caso a consideración, este efecto
es máximo para tr → −∞, y la ĺınea de Mikhailov en cuestión se encuentra
cerca de la frontera de AdS aun después de haber transcurrido una cantidad
de tiempo infinito. (Esta ĺınea de hecho es paralela a la frontera, y coincide
con el horizonte z = A−1.) Es por esto que, para este tipo de movimiento,
que tr → −∞ no se traduce en z →∞.

Aun aśı, es evidente que la cuerda no puede terminar en medio de la
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Figura 5.2: Vistas de lado y desde arriba de la hoja de mundo (5.6) dual al
quark uniformemente acelerado (en unidades tales que A = 0.05), graficadas
con Mathematica. La superficie termina abruptamente en el horizonte (zh =
20, en estas unidades). La curva azul indica contornos de la cuerda a t fijo,
y el eje de las z apunta hacia arriba.

nada, aśı que debe de existir una continuación apropiada. Si se pide que la
continuación sea suave, entonces solo existe una posibilidad: la cuerda debe
de continuar a lo largo del semićırculo (5.6), hasta regresar a la frontera. Este
encaje describe un quark y un antiquark que experimentan una aceleración
uniforme espalda con espalda (fue precisamente en esta forma que (5.7) fue
encontrada en [5]).4

Si esta fuera la única posibilidad permitida, entonces la correspondencia
AdS/CFT estaŕıa prediciendo que es imposible tener un quark aislado con
aceleración uniforme, como si esta clase de movimiento fuera tan violento
que fuerza al tubo de flujo asociado a reenfocarse hasta tener ancho cero,
implicando la existencia de un colector de color, un antiquark. Esta predic-
ción en potencia, sin embargo, es sorprente al punto de ser dif́ıcil de creer.

4El arco de la cuerda que está atado más allá del punto final en (5.6) corresponde a la
versión puramente entrante de la onda de cuerda/gluónica de [3], obtenida al invertir los
signos en los términos lineales en z. Esto explica la asimetŕıa entre las partes de la cuerda
asociadas respectivamente con el quark y el antiquark.
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Desde la perspectiva de la teoŕıa de norma, la falta de confinamiento nos
deja sin razón alguna para sospechar que el quark necesariamente tiene que
estar acompañado por un antiquark, y justo para esta clase particular de
movimiento.

Esto nos lleva a buscar una continuación de la cuerda que no regrese a la
frontera de AdS, aun si esto implica tener una pendiente discontinua en el
punto de unión, z = A−1. En esta búsqueda nos ayudan dos pistas: primero,
en t→ −∞ la porción conocida de la cuerda es vertical (es decir, puramente
radial) y se mueve a la velocidad de la luz en la dirección −x; segundo, para
todo t, el punto de unión se mueve a la velocidad de la luz en esa misma
dirección. Por tanto es natural conjeturar que la porción faltante de la cuer-
da es siempre vertical y se mueve a velocidad constante. Esto significaŕıa,
en particular, que en t→ −∞, la cuerda completa comienza vertical, empa-
tando correctamente con nuestra condición inicial deseada: un quark aislado
moviéndose a velocidad constante v = −1. Cuando el quark/extremo comien-
za a alentarse, se desarrolla un pliegue en z = A−1, que se vuelve cada vez
más pronunciado conforme pasa el tiempo, eventualmente transformándose
en una cúspide. La evolución completa puede observarse en la figura 5.3.

Para poner esta propuesta a prueba, podemos argumentar de la siguiente
manera. Como se ha mostrado arriba, la razón por la cual la cuerda (5.6)
está incompleta es que la punta asintóticamente se acerca a la velocidad de la
luz. Entonces, si deformamos la trayectoria del quark/punta de tal forma que
este comportamiento asintótico se modifique, debeŕıamos obtener una cuerda
que se extienda correctamente hasta z →∞. Tras remover esta deformación,
para regresar al caso de la aceleración uniforme, podŕıamos entonces observar
el comportamiento del segmento adicional de cuerda, y ver si está de acuerdo
con nuestras expectativas.

El primer paso entonces es añadir a (5.4) una perturbación δ~x(tr) de tal
manera que en tr → −∞ el quark/extremo se acerque ahora a una velocidad
subluminal, o se acerque a la velocidad de la luz a una tasa que haga γ divergir
menos rápidamente que linealmente en tr. Para ser espećıficos, escogemos
trabajar con

δx(tr) = −ε
b

ln(cosh(btr)) , (5.10)

donde ε y b son parámetros ajustables. Este cambia la velocidad del quark/extremo
por una cantidad δv(tr) = −ε tanh(btr), y por tanto asegura que en el pasado
remoto la velocidad neta se acerque asintóticamente a −1 + ε en lugar de −1
(y en el futuro remoto, se acerque asintóticamente a 1− ε en lugar de 1).
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Figura 5.3: Instantáneas a tiempos sucesivos del encaje de la cuerda completa
dual al quark uniformemente acelerado, para varios tiempos negativos (arri-
ba) y positivos (abajo). En cualquier instante, el arco (5.6) continúa con un
segmento vertical que se extiende hacia abajo desde el horizonte, y se mueve
hacia la izquierda a la velocidad de la luz.

El encaje no linealizado y exacto de la cuerda (4.9) toma la forma

t(tr, z) = tr +
z√

1−
(

tr√
A−2+t2r

− ε tanh(btr)

)2
, (5.11)

X(tr, z) =
√
A−2 + t2r −

ε

b
ln(cosh(btr)) +

(
tr√

A−2+t2r
− ε tanh(btr)

)
z√

1−
(

tr√
A−2+t2r

− ε tanh(btr)

)2
.

De esta solución, es fácil ver que en la región definida por las 3 condiciones
tr < 0, −Atr � 1 (de tal manera que casi estemos en la aśıntota de la tra-
yectoria hiperbólica (5.4)) y −btr � 1 (de tal manera que el cambio en la
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velocidad sea esencialmente independiente del tiempo), la cuerda a un t fijo
está casi completamente vertical y se mueve con una velocidad aproximada-
mente constante, 5 X(t, z) = −(1 − ε)t + O(1/A2t2r) + O(1/btr). Adicional-
mente, tras resolver para z en la primera relación en (5.11), encontramos que
cuando 0 < ε < 1 este segmento vertical de la cuerda se extiende completa-
mente hacia abajo, a z →∞, debido al comportamiento del quark/extremo
en la región −Atr � 1/

√
ε.

Para ε arbitrariamente pequeño, esto confirma que la cuerda se continúa
con el segmento vertical moviéndose a velocidad constante. Si ε → 0, la co-
yuntura entre esta continuación y la porción de la cuerda conectada con la
frontera se acerca a z = A−1, y el rango de tiempos retardados que trazan el
segmento vertical se alejan a tr → −∞, lo que explica por qué esta continua-
ción no se encuentra en el encaje no perturbado (5.6). Todos los enunciados
anteriores se pueden confirmar visualmente en las gráficas de Mathematica
de la figura 5.4.

La conclusión es que la situación es como se muestra en la figura 5.3. La
cuerda se encuentra inicialmente completamente vertical y se mueve a la velo-
cidad de la luz, con el segmento en z > A−1 describiendo la parte exterior de
un campo de Coulomb infinitamente empujado, que se toma como condición
inicial en tr → −∞ (dispuesto por el comportamiento del quark/extremo an-
tes del principio de los tiempos). Cuando el quark se desacelera, existe una
perturbación que corre hacia abajo a lo largo de la cuerda, y hacia afuera
en el campo gluónico de la configuración dual, pero esta perturbación nunca
logra alcanzar el segmento z > A−1, que, por tanto, continúa sin cambios.
Esta es la razón por la cual se desarrolla la cúspide.6 En pocas palabras, el
segmento vertical de la cuerda en z > A−1 codifica una onda de choque que
pierde contacto con el quark y es por consiguiente emitida por él.

Seamos más precisos sobre este último punto. Aunque es evidente que
el segmento vertical complementario de la cuerda, que se extiende desde

5Este enunciado se sostiene indpendientemente del valor de ε, y de la relación entre A
y b.

6Por supuesto, f́ısicamente no tiene nada de malo asumir, como en [5], que a t→ −∞,
adicionalmente a la cuerda vertical X(t, z) = −t correspondiente a un quark viajando en
la dirección −x a la velocidad de la luz, uno tenga una segunda cuerda vertical X(t, z) = t,
dual al antiquark viajando en la dirección +x a la velocidad de la luz. Si ambas puntas
de la cuerda viajan con aceleración uniforme, entonces el encaje completo de la cuerda
trazará el semićırculo completo (5.7). Nuestro punto es simplemente que esta condición
inicial diferente no describe un quark aislado que experimenta una aceleración uniforme.
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Figura 5.4: Vistas de lado y desde arriba de la hoja de mundo (5.11) dual al
quark acelerado uniformemente y perturbado por (5.10), en unidades tales
que A = 0.05. La curva (azul) indica contornos de la cuerda a t fijo, y el eje
de las z apunta hacia arriba. En todos los casos b = 1, y, empezando desde
arriba, las filas corresponden a ε = 0.05, 0.001, 0.0001. Cuando nos acercamos
al encaje no perturbado, se mantiene el muro vertical que se extiende desde
el horizonte (zh = 20), y que faltaba en la figura 5.2.

z = A−1 y se mueve a la velocidad de la luz (de acuerdo con X(t, z) = −t),
describe la porción IR de una onda de choque en el campo gluónico, el campo
gluónico total en cualquier punto se obtiene al combinar esta contribución con
la porción del arco que se obtiene de la solución de Mikhailov (5.6). Al nivel
de funciones de un punto, este caso está cubierto por los cálculos realizados
en [8, 53] para una trayectoria arbitraria del quark, usando el encaje (4.7).
Como se mencionó en la sección 5.1, se encontró ah́ı que el resultado surge
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del término de borde que resulta estar evaluado solo en z = 0. Sin embargo,
los autores de esos trabajos no tomaron en cuenta que para el caso especial
de aceleración uniforme el encaje de Mikhailov se encuentra incompleto, y
por tanto, si se utiliza (5.6) por śı sola, existiŕıa un término de superficie que
surge de z = A−1.

En los trabajos [8, 53] falta esta contribución en el horizonte, pero de
hecho resulta ser que se cancela completamente para la onda de choque aso-
ciada con el complemento vertical del encaje. Esto es claro en el hecho de que
cuando nuestros encajes deformados (5.11) (que se extienden correctamente
hasta z → ∞) son utilizados en [8, 53], no existe una contribución neta de
algún punto intermedio de la cuerda, aśı que cuando tomamos ε → 0 para
acercarnos al caso de aceleración uniforme, lo mismo debe de ser cierto por
continuidad. También puede verificarse al evaluar directamente los resultados
de [53, 8] para el caso de aceleración uniforme, notando que para tiempos
asintóticamente tempranos, t → −∞, las expresiónes evaluadas ah́ı descri-
ben correctamente el perfil empujado completo de Coulomb asociado con el
quark moviéndose a velocidad constante v → 1, que es obviamente dual a
la cuerda vertical completa. El punto es entonces que para aceleración uni-
forme, el procedimiento de [8, 53] omite 2 contribuciones que, cuando son
consideradas apropiadamente, se cancelan una a la otra.

Quizás parezca peculiar que el segmento vertical de la cuerda, que en
la descripción AdS se aleja notablemente del quark/extremo cuando t →
∞, es invisible en los perfiles del campo gluónico determinados [8, 53]. Sin
embargo este es un ejemplo concreto del hecho de que los observables locales
no son sensibles al perfil instantáneo de la cuerda, debido al retraso asociado
a la propagación del campo hacia la frontera de AdS. Esto implica que la
interpretación directa de la cuerda completa como un quark que pierde una
onda de choque, y que se sugiere de la figura 5.3, solo puede realizarse en
términos de un conjunto apropiado de sondas no locales del campo gluónico
[73], cuya importancia ya hemos enfatizado en la sección 5.1.

Antes de terminar esta sección, nos gustaria señalar que, dado que la ter-
minación del encaje (5.6) depende únicamente del comportamiento del quark
en el pasado remoto, los enunciados principales que hemos hecho aqúı aplican
no solo para el caso de aceleración uniforme, sino también para cualquier mo-
vimiento que asintóticamente se aproxime a una aceleración uniforme cuando
tr → −∞ (y por tanto tenga v → 1 a una tasa tal que γ ∝ −tr). Para todas
estas trayectorias (4.9) dará un encaje (en general no circular) incompleto,
que deberá ser continuado mediante un segmento de cuerda vertical viajando
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a la velocidad de la luz.

5.3. Flujo de Enerǵıa-Momento en la Hoja de

Mundo

Como se ha mencionado en la sección 4.4, para el caso de un quark con
aceleración uniforme se tiene un horizonte en la hoja de mundo de la cuer-
da dual. Más en general, para todo movimiento del quark/extremo donde
exista aceleración se desarrollará un horizonte [4], el cual se ha interpretado
usualmente como la curva que separa la parte de la cuerda correspondiente
al quark (y su campo cercano) en śı mismo de la porción que corresponde al
campo radiado [4, 5, 6, 7, 8, 9]. Esto está ilustrado esquemáticamente en la
figura 5.5. En apoyo a esta interpretación, se demostró en [5] que, para el caso
particular de aceleración constante, la tasa a la cual la enerǵıa cruza el hori-
zonte coincide con la tasa de radiación que se conoce de [3, 4], i.e., la fórmula
de Lienard (4.13). Es natural entonces preguntarse si lo mismo es cierto, pa-
ra el horizonte o alguna otra curva, cuando consideramos movimientos más
generales del quark/extremo.

( )x 

Quark 

Radiation 

Figura 5.5: Como se explica en el cuerpo del texto, es natural tratar de inter-
pretar la porción de la cuerda fuera del horizonte (la ĺınea verde punteada)
como el quark, y la porción dentro como la radiación emitida anteriormente
por el quark.
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Antes de proceder, resulta útil expresar claramente los criterios que nos
llevaŕıan a identificar alguna curva en la hoja de mundo de la cuerda como la
ĺınea divisoria propuesta anteriormente. En una parametrización arbitraria,
denotemos la curva divisoria como σd(τ). Para ser concretos, asumamos que
σ = 0 denota la punta de la cuerda en la frontera de AdS (z = 0). Esta
curva debe ser tal que el segmento de cuerda fuera de ella, σ < σd(τ) (i.e.,
el pedazo de cuerda más cercano a la frontera de AdS, correspondiente a la
región UV de la teoŕıa de norma), puede ser interpretado directamente como
el dual del quark; mientras que el segmento dentro de ella, σ > σd(τ) (que se
extiende hasta z →∞, correspondiente a la región IR de la teoŕıa de norma),
codifica toda la radiación gluónica emitida previamente por el quark.

Dado que sabemos que la densidad y la tasa de flujo de la enerǵıa-
momento espacio-temporal están dados por las densidades de momento canóni-
co Πτ

µ y Πσ
µ (obtenidas de (4.4)), entonces requerimos que σd(τ) satisfaga

∫ σd(τ)

0

dσΠτ
µ(τ, σ) = mvµ(τq) , (5.12)(

Πσ
µ − Πτ

µ

dσd

dτ

) ∣∣∣
σd(τ)

=

√
λ

2π
a2(τq)vµ(τq)

dτq
dτ

.

La primera de estas condiciones pide que el cuadrimomento total del
segmento exterior de la cuerda a un tiempo τ reproduzca correctamente
el cuadrimomento (con una masa del quark divergente debida a (3.13) con
zm → 0). La segunda condición requiere que la tasa neta de cuadrimomento
que fluye por la curva divisoria (tomando en cuenta el flujo intŕınseco a lo
largo de la cuerda en ese lugar, y la densidad de cuadrimomento que atraviesa
la curva en virtud de su movimiento) sea igual a la tasa de Lienard expresada
por medio de (4.13).

A primera vista, pareciera natural evaluar el cuadrimomento y cuadria-
celeración del quark que aparecen en el lado derecho de (5.12) en τq = τ ,
queriendo decir que empatan con el cuadrimomento y la tasa de radiación
en el mismo instante τ cuando el perfil de la cuerda está siendo examinado.
Sin embargo, sabemos del caṕıtulo 4 que la información de la quark/punta
se propaga a lo largo de ĺıneas de Mikhailov de τr fijo en la hoja de mundo,
aśı que el punto en la cuerda en (τ, σd(τ)) solo posee información sobre lo
que el quark/punta estaba haciendo en el tiempo retardado correspondien-
te τr. Las densidades de momento canónicas dependen solamente de esta
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informacón local. Por tanto, a menos que la curva σd(τ) misma contenga in-
formación global sobre la ĺınea de mundo, entonces, por causalidad, lo mejor
que podemos esperar es aplicar (5.12) con las cantidades correspondientes
al quark evaluado en τq = τr. Se incluye entonces la derivada dτq/dτ en la
segunda condición para convertir la tasa por unidad de τq dada la fórmula
de Lienard para una tasa por unidad de τ (que es lo que se tiene en el lado
izquierdo).

Podemos ahora determinar, en cualquier parametrización, si estas dos
condiciones se satisfacen para alguna curva candidata (por ejemplo el hori-
zonte en la hoja de mundo). Es natural considerar primero la norma cova-
riante en la cual la solución de Mikhailov (4.7) está construida: τ = τr, σ = z.
El horizonte se puede encontrar al notar de (4.8) que las curvas nulas en la
hoja de mundo satisfacen (z2a2−1)dτ 2

r −2dzdτr = 0. Una clase de soluciones
corresponde a dτr = 0, y describen ĺıneas de Mikhailov que son tangentes a
los conos de luz que apuntan hacia adentro, es decir, aquellos que apuntan
hacia z mayores. El horizonte en la hoja de mundo zh(τr) está en la otra clase
de soluciones, aquellas que describen conos de luz que apuntan hacia afuera,
es decir, aquellos que normalmente apuntan hacia la frontera de AdS. Por
tanto satisfacen la ecuación diferencial

dzh
dτr

=
1

2
(z2
ha

2 − 1) , (5.13)

donde la condición final se tiene que escoger para que refleje la región asintóti-
ca en la cuerda a la cual las fluctiaciones pueden escapar. Por ejemplo, si
el quark se acelera por un periodo de tiempo y luego se suelta para todo
τr > τsoltar, entonces debemos tener zh → ∞ en τr = τsoltar ([4]). Para el
caso espećıfico de aceleración constante, a2 = A2, la ecuación (5.13) tiene la
solución zh = 1/A, confirmando la presencia de un horizonte en este lugar
radial, justo como se mencionó en la sección anterior.

En estas coordenadas, las densidades canónicas de momento asociadas a
(4.3) toman la forma
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Πτr
µ ≡ ∂L

∂(∂τrX
µ)

(5.14)

=

√
λ

2π

(1 + (∂zX)2) ∂τrXµ − (∂τrX · ∂zX)∂zXµ

z2
√

(∂τrX · ∂zX)2 − (∂τrX)2 (1 + (∂zX)2)
,

Πz
µ ≡

∂L
∂(∂τrX

µ)

=

√
λ

2π

(∂τrX)2∂zXµ − (∂τrX · ∂zX)∂τrXµ

z2
√

(∂τrX · ∂zX)2 − (∂τrX)2 (1 + (∂zX)2)
.

Usando la forma expĺıcita de (4.7), las ecuaciones anteriores se simplifican
a

Πτr
µ =

√
λ

2πz2
vµ , (5.15)

Πz
µ =

√
λ

2π

(aµ
z

+ a2vµ

)
,

con la expresión del lado derecho evaluada, como siempre, en el tiempo retar-
dado apropiado τr. De la primera expresión en (5.15), y usando (3.13) con
zm → 0 podemos ver que cuando consideramos una “fotograf́ıa” de la cuerda
para un valor de τr (es decir, una ĺınea de Mikhailov), el cuadrimomento
total de la porción de la cuerda fuera de zd(τr) es mvµ−

√
λ/2πzd, por lo que

nuestra condición (5.12) se satisface solo si zd →∞. Resulta interesante que
con esta elección, la expresión para Πz

µ en (5.15) se reduce directamente a la
fórmula de Lienard, por lo que nuestra segunda condición en (5.12) también
se satisface. Aprendemos entonces que, cuando hacemos secciones de la hoja
de mundo a τr fijo, la cuerda entera es dual al quark (+ campo cercano), y
la radiación se localiza en el horizonte de Poincaré z → ∞. 7 Esto significa
en particular que, en la parametrización de Mikhailov, la ĺınea divisora en
general no coincide con el horizonte (5.13).

Nótese que de acuerdo con (4.9), llevar z →∞manteniendo τr fijo implica
observar la teoŕıa de norma un tiempo t→∞, razón por la cual en la norma

7No diremos que la radiación se encuentra en la región de AdS global más allá de la
cuña de Poincaré porque, en sentido estricto, la CFT en Minkowski solo puede describir
la acumulación de enerǵıa-momento en z → ∞ como la ve un observador de Poincaré, y
no el cruce en śı.
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(τr, z) la radiación se encuentra en el extremo IR. La conjetura de que el
horizonte juega el papel de la curva divisoria tendŕıa una mejor oportunidad
de ser cierta en la norma estática τ = t, σ = z, donde la hoja de mundo
está parametrizada en coordenadas que son más directamente relevantes para
la teoŕıa de norma. El trabajo [5] estudia la tasa de flujo de enerǵıa por
unidad de tiempo t observado en la CFT, y no por unidad de tiempo propio
retardado del quark τr. Y aun la separación (4.11) lograda en [3, 4] entre
enerǵıa intrinseca y radiada surgió del análisis de la cuerda a t fijo, en lugar
de τr fijo.

Para cambiar la parametrización de la hoja de mundo de (τ = τr, σ = z)
a (τ̄ = t, σ̄ = z), primero deducimos de (4.9) y dτr = dtr/γ que(

∂τr
∂t

)
z

=
1

γ + γ4~v · ~az
,

(
∂τr
∂z

)
t

= − 1

1 + γ3~v · ~az
, (5.16)(

∂z

∂t

)
z

= 0 ,

(
∂z

∂z

)
t

= 1 ,

y entonces al usar esto en la ley de transformación para las densidades de
momento (véase, por ejemplo, [12]) se puede inferir que 8

Π̄t
µ =

(
∂z

∂z

)
t

Πτr
µ −

(
∂τr
∂z

)
t

Πz
µ

=

√
λ

2π

[
vµ
z2

+
1

1 + γ3~v · ~az

(aµ
z

+ a2vµ

)]
(5.17)

y

Π̄z
µ =

(
∂τr
∂t

)
z

Πz
µ −

(
∂z

∂t

)
t

Πτr
µ

=

√
λ

2π

1

γ + γ4~v · ~az

(aµ
z

+ a2vµ

)
. (5.18)

Para aceleración uniforme, es fácil comprobar que la tasa de flujo de
enerǵıa por unidad de t en el horizonte zh = A−1 de (5.18) en efecto empata
con el resultado de [5],

Π̄z
t |z=A−1 = −

√
λ

2π
A2 , (5.19)

8Para evitar confusiones, debemos de enfatizar primero que en estas expresiones ~a
se refiere a la 3-aceleración, y es por tanto distinta a las componentes espaciales de la
cuadriaceleración aµ = γ4(−~v · ~a,~v · ~a~v + γ−2~a ), cuya norma al cuadrado se denota por
a2 ≡ aµaµ. Del mismo modo, ~v difiere de las componentes espaciales de vµ = γ(−1, ~v ).
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que es esencialmente el resultado (no-covariante) de Lienard, excepto por dos
caracteŕısticas que se describirán en breve. Por otra parte, la forma de (5.18)
insinúa que no hay empate en el horizonte (5.13) asociado con el movimiento
del quark/extremo, aunque en este momento es dif́ıcil hacer un enunciado
definitivo a partir de esto, dado que el horizonte está determinado por la
estructura causal global de la hoja de mundo, en lugar del comportamiento
local del quark/extremo en un tiempo retardado determinado.

Para avanzar, empecemos a partir de la observación de que lo que es
especial en el caso de aceleración constante es que la geometŕıa de la hoja
de mundo es estática, y por ello, el horizonte coincide con la curva del ĺımite
estacionario zergo(τr) definida por la condición gτrτr = 0, a partir de la cual es
z y no τr la que juega el papel de la coordenada temporal. De (4.8) se puede
observar que esta curva, donde el cono de luz saliente se vuelve horizontal,
está localizado en

zergo =
1√
a2

, (5.20)

lo cual muestra que, a diferencia del horizonte, está determinada únicamente
por la información local del quark/extremo. Para a 6= 0, (5.20) coincide con
el horizonte (5.13) solo si a · j = 0, o equivalentemente, si dzh/dτr = 0,
lo cual ocurre para el caso de aceleración constante. Generalmente hay una
parte de la curva del ĺımite estacionario fuera del horizonte, zergo < zh, y la
región entre estas dos curvas es el análogo unidimensional de la ergoesfera [4]
(concepto cuya relevancia se mencionó primero, en el contexto de AdS/CFT
para T > 0, en [74]).

Después de un poco de álgebra, la expresión general para la tasa de flujo
de enerǵıa (5.18) en zergo toma la forma

Π̄z
t |z=1/

√
a2 = −

√
λ

2π
a2 . (5.21)

Esta es, evidentemente, la generalización de (5.19) para el caso de movimien-
to arbitrario. Hemos aprendido entonces que, para movimiento genérico del
quark/extremo, el contacto establecido en [5] entre el flujo de enerǵıa (por
unidad de t) en la cuerda y la tasa de emisión de enerǵıa de Lienard ocurre
en la curva del ĺımite estacionario en la hoja de mundo de la cuerda y no en
el horizonte. 9

9Dada la manera en la que el análisis de [4, 14, 13] utiliza la información auxiliar en
la frontera de AdS, automáticamente se sigue entonces que Π̄z

t en la curva del ĺımite esta-
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Nótese que el lado derecho de (5.21) está evaluado en el tiempo retardado
tr (o τr) que corresponde, a partir de (4.9), a los valores dados de t y z. Esto
significa que, cuando consideramos la cuerda a un tiempo t y determinamos
la tasa instantánea de enerǵıa a través del punto de la cuerda localizada en
la curva del ĺımite estacionario, el resultado refleja la tasa de enerǵıa radiada
por el quark no en t, sino en un tiempo retardado tr. Como se ha señala-
do arriba, por causalidad, no podŕıa ser de otro modo: la información en la
hoja de mundo se propaga a lo largo de las ĺıneas de Mikhailov, aśı que el
comportamiento de un punto dado (t, z) está determinado por el comporta-
miento quark/punta en un tiempo anterior tr obtenido al seguir la ĺınea de
Mikhailov correspondiente hasta la frontera de AdS. Estas consideraciones
no fueron necesarias en [5], pero eso se debe a que en ese caso la tasa (5.19)
es independiente del tiempo.

La forma de (5.21) parece dar una esperanza de que zergo podŕıa ser la
curva divisoria que estamos buscando, pero desafortunadamente, al exami-
nar con cuidado esta situación, desaparece toda esperanza por varias razones.
Primero, a pesar de las apariencias, la expresión en el lado derecho de (5.21)
no está de acuerdo del todo con la fórmula de Lienard (4.13). Esta daŕıa
la tasa de enerǵıa radiada por unidad de tiempo retardado tr, pero el lado
izquierdo de la ecuación es, por definición la tasa por unidad de t. En otras
palabras, a la fórmula le falta un factor de dtr/dt que corresponde al dτq/dτ
en (5.12). Segundo, (5.21) no incorpora la enerǵıa barrida por la ĺınea en cues-
tión mientras esta se mueve, y por tanto no cumple con la segunda condición
en (5.12). Tercero, para movimientos del quark que se aproximan a velocidad
constante en t → ±∞, la curva del ĺımite estacionario zergo genéricamen-
te corta la cuerda en dos puntos (correspondiendo a 2 tiempos retardados
distintos), y delimita una región finita [4], aśı que uno necesitaŕıa modificar
(5.12) y tomar en cuenta el flujo de enerǵıa en los dos bordes. (El punto f́ısico
aqúı es que la cuerda está vertical tanto cerca como lejos de la frontera, codi-
ficando un perfil de Coulomb, sin radiación.) Cuarto, aun cuando ignoremos
los 3 problemas anteriores, el signo en (5.21) es incorrecto: indica un flujo
positivo de enerǵıa hacia la región que se identifica con el quark, z < zergo,
a pesar del hecho de que el quark está perdiendo enerǵıa al radiar a lo largo
de toda su trayectoria. Quinto, a diferencia de la enerǵıa, la tasa de flujo de
momento espacial Π̄z

i en zergo no está de acuerdo en absoluto con la fórmula

cionario también reproduce el flujo de enerǵıa dado por la fórmula de Lienard modificada
para el caso de masa finita.
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de Lienard correspondiente. 10

Es claro que la curva del ĺımite estacionario no puede hacer el papel de
la ĺınea divisoria para un movimiento arbitrario del quark, aśı que debemos
de regresar a la conjetura original de que el horizonte es la curva divisoria.
El hecho de que el horizonte está determinado a partir de la información
global acerca de la trayectoria del quark hace que sea dif́ıcil localizar su
posición, pero también abre la puerta a la posibilidad de que el horizonte
pueda satisfacer las condiciones (5.12) evaluadas en un tiempo t en lugar de
tr, que es la percepción de la mayor parte de los autores. La manera más
simple de poner esto a prueba es examinar el ejemplo donde śı conocemos
la ubicación del horizonte: el caso de aceleración constante. Usando (5.7),
podemos encontrar las densidades relevantes directamente en términos de t.
Las componentes µ = 0 resultan ser

Π̄t
t = −

√
λ

2π

1 + A2t2

z2
√

1 + A2t2 − A2z2
, (5.22)

Π̄z
t = ∓

√
λ

2π

A2t

z
√

1 + A2t2 − A2z2
.

Con esto, es fácil checar que nuestra primera condición en (5.12) no se sa-
tisface, por lo que la porción de la cuerda fuera del horizonte no puede ser
identificada con el quark. Adicionalmente, dado que zergo = zh para este caso,
los problemas cuarto y quinto que acabamos de discutir para el caso de la
curva del ĺımite estacionario también se presentan aqúı.

El contraejemplo del párrafo anterior es suficiente para refutar la conje-
tura de que el horizonte toma el papel de la ĺınea divisoria en la cuerda a un
t dado. Pero podemos señalar otro problema con esta propuesta para trayec-
torias genéricas del quark que asintóticamente llegan a tener una velocidad
constante en t→ −∞: debido a su naturaleza global, el horizonte desciende
de z →∞ antes de que el quark comience a radiar [4], contradiciendo la idea
de que la tasa flujo de cuadrimomento por el horizonte debe representar la
radiación emitida por el quark en el mismo tiempo t. Podŕıamos resolver este
problema al eliminar el término dzd/dt de la segunda condición en (5.12),
pero fue este término el que nos daba la única esperanza de que el horizonte

10A pesar de esto, no existe contradicción con la invariancia de Lorentz, dado que la
densidad de momento canónico Π̄z

µ no se transforma como un vector dual bajo transforma-
ciones de Lorentz: hay una contribución adicional debido al cambio de la norma estática
de t a t′ (véase, por ejemplo, [12]).
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funcionara como la ĺınea divisoria a t fijo. Si nos enfocáramos únicamente
en Π̄z

t por śı sola, entonces (5.18) y la causalidad refutan la conjetura para
ĺıneas de mundo arbitrarias. De hecho, no existe una elección de zd(t) que
haga empatar Π̄z

t con la fórmula de Lienard (4.13) (evaluada en t o tr) para
trayectorias genéricas.

La conclusión general de esta sección es que, cuando examinamos la cuer-
da a t fijo, la separación entre campos cercanos y de radiación del quark no
se ve reflejada geométricamente en la hoja de mundo (con un segmento de la
cuerda correspondiendo directamente a cada contribución), y puede ser vista
solo mediante el procedimiento algebraico-diferencial de [3, 4]. 11

11Una alternativa es realizar el cálculo expĺıcito del perfil del campo gluónico, como se
ha hecho en [8, 53, 71]. En este procedimiento, la información en un tiempo de observación
tobs en la teoŕıa de norma se determina al sumar las contribuciones de todos los puntos de
la cuerda en tiempos anteriores t, asociados a tr aun más tempranos.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Como se ha mostrado en los ejemplos de los caṕıtulos 4 y 5, la dualidad
es una herramienta de valor indiscutible para explorar las teoŕıas de nor-
ma fuertemente acopladas por medio de técnicas relativamente sencillas de
teoŕıa de cuerdas en el régimen clásico (es decir, en supergravedad). En este
trabajo estudiamos el problema de pérdida de enerǵıa a temperatura cero
para entender los casos que mejor se pueden manejar matemáticamente, y
obtener aśı intuiciones sobre casos más complejos. Para ello, nos basamos,
principalmente, en el trabajo de Mikhailov [3] donde (a partir de encontrar
la solución general para la cuerda) se deduce que para este tipo de teoŕıas la
pérdida de enerǵıa de un quark en el vaćıo coincide con la del electromag-
netismo clásico (aunque cuando se pasa al caso del quark con masa finita se
tienen modificaciones).

La solución encontrada por Mikhailov nos permite entonces investigar el
comportamiento de la cuerda y de la hoja de mundo, con las respectivas
implicaciones para el quark dual.

Por un lado determinamos que śı existen circunstancias donde las tra-
yectorias del quark/extremo provocan un jaloneo de la cuerda de tal forma
que el perfil deja de descender monotónicamente hacia z → ∞. Bajo estas
circunstancias, se puede observar que el tubo de flujo dual (cuando se exa-
mina con los operadores no locales apropiados) revierte su tendencia general
a expandirse, y de hecho se reenfoca por una distancia, antes de comenzar a
expandirse nuevamente.

Para el caso de aceleración uniforme del quark aislado, descubrimos que
la solución retardada que proporciona [3] solo la describe entre 0 < z < A−1.
Con esto en mente encontramos la continuación correcta para z > A−1, la
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cual codifica una onda de choque que se desconecta causalmente del quark y
es por consiguiente perdida por él. Por otro lado, mostramos que la solución
general de Mikhailov [3], construida originalmente para quarks aislados, es
capaz de describir también parejas q− q̄, al menos para el caso de aceleración
propia constante. Esto implica que la solución de la cuerda encontrada en [5],
a pesar de estar descrita en la norma estática, se encuentra en cada punto
de la cuerda determinada por la dinámica del quark/extremo en un tiempo
retardado.

Finalmente, discutimos con detalle el papel del horizonte y la curva del
ĺımite estacionario en la hoja de mundo. Contrario a lo que hasta ahora se
hab́ıa supuesto en la literatura, concluimos que cuando examinamos la cuerda
a un t fijo, la separación entre campos cercanos y de radiación del quark no
se ve reflejada geométricamente en la hoja de mundo (con un segmento de la
cuerda correspondiendo directamente a cada contribución), y puede ser vista
solo mediante el procedimiento algebraico-diferencial de [3, 4]. Aun aśı es
importante señalar que cuando hacemos secciones de la hoja de mundo a
tiempo retardado τr fijo, la cuerda entera es dual al quark (+ campo cercano),
y la radiación se localiza en el horizonte de Poincaré z →∞.
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