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México

Facultad de Ciencias

Una introducción al comercio
de alta frecuencia (HFT).

Propiedades y pronósticos del
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Introducción

Cuenta la leyenda que cuando Napoleón Bonaparte perdió la ba-

talla de Waterloo en contra del Duque de Wellington, Nathan Ma-

yer Rothschild aventajó por un d́ıa completo a las estafetas de Su

Majestad utilizando palomas mensajeras para ordenar a sus agen-

tes en Londres que vendieran todos los bonos del gobierno británico

que poséıan. Esto creó expectación en los agentes del mercado lon-

dinense dando la impresión de que los ingleses hab́ıan perdido la

batalla y el precio de los bonos del gobierno británico cayó quedan-

do aśı la oportunidad a sus mismos agentes de recomprar los bonos

a un precio inferior a su valor. De esta forma Rothschild ganó un

millón de libras en un solo d́ıa.

Independientemente de la veracidad de la leyenda, es irrefutable

la existencia de agentes veloces. Entonces la pregunta principal se

centra en qué se hace diferente hoy de ayer. Pareceŕıa que solo

son más veloces para enviar información y realizar transacciones
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hoy en d́ıa, pero el cambio radica en el paradigma. El paradigma

actual se centra en otra forma de encontrar la solución óptima

al problema maximizar las ganancias acotando los riesgos. Este

paradigma consiste en un conjunto de métodos y suposiciones sobre

el comportamiento del mercado y los demás agentes para obtener

la mayor ganancia posible con respecto a las limitaciones de capital

inicial, inventario máximo o mı́nimo, etc.

Este trabajo pretende introducir la forma en la que se intercam-

bia hoy en la grandes bolsas de valores del mundo, pasando por

las procedimientos anteriores de intercambio y como cambiaron y

adaptaron tanto el mercado como a los agentes a un nuevo estilo.

Después se da paso al planteamiento económico con una conexión a

la teoŕıa de la probabilidad. Esta perspectiva se deriva en la teoŕıa

de la utilidad esperada que ayuda a resolver problemas que con

una planteamiento superficial no lo tendŕıan.

Al terminar de hacer el planteamiento económico probabilista del

problema, se sigue a utilizar una herramienta que haga un v́ınculo

entre lo estocástico y lo determińıstico. Aśı, se pueden encontrar

soluciones numéricas que permiten la ejecución de algoritmos auto-

matizados. Naturalmente, se hará uso de herramientas diferentes

para cada método pero con el mismo fin de permitir encontrar

una solución en términos dados por el mercado. Este último paso

se hará en dos partes, pues primero se modelará un esquema de

inventario estático y luego uno dinámico.
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Caṕıtulo 1

Precedentes

§1.1. Cambios de regulaciones

Desde su fundación en 1817, en la bolsa de valores de Nueva York

NYSE (New York Stock Exchange) se comerciaba “a viva voz”, es

decir, las transacciones se llevaban a cabo frente a frente in situ.

Esto cambió cuando en 1995 se ejecutó una orden de 1000 acciones

de IBM a través de una computadora de mano inalámbrica.

Para finales de enero de 2007 todos los activos de la NYSE

pod́ıan comerciarse v́ıa una interfaz h́ıbrida, de transacción per-

sonal y/o computarizada, con excepción de unas cuantas acciones

de precios superiores. De esta forma, los agentes pueden escoger
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§1.1. Cambios de regulaciones

si su orden se registraba inmediatamente en el libro o se pasaba a

piso para ser colocada por una persona. Estos avances fueron po-

sibles debido a las reformas hechas por el Sistema de Regulación

de Mercados Nacionales (Reg NMS, Regulation National Markets

System) de la Securities and Exchange Commission (SEC), que

permitieron a los agentes poner órdenes sin necesidad de ser ejecu-

tadas por una persona. Además, en estas mismas reformas, fijaron

el valor mı́nimo de intercambio en un centavo.

Por su parte, la NASDAQ (National Association of Securities

Dealers Automated Quotations) siempre ha funcionado de manera

electrónica desde su fundación en 1971 como NASD, debido a que

tiene un órgano regulador distinto: Financial Industry Regulatory

Authority (FINRA). Sin embargo, el servicio que ofrećıa la NASD

al principio solo era anunciar los precios, no ofrecer un sistema en

el cual se llevaran a cabo transacciones. Y aún cuando en él ya

se pod́ıa comprar y vender, no se popularizó de manera inmediata,

salvo en empresas tecnológicas, debido a que minimizaba la diferen-

cia de precios en lo activos, de donde los market makers obtienen

sus ganancias.

Del otro lado del Atlántico, la MiFID (Markets in Financial Ins-

truments Directive) empezó a hacer reformas similares a sus merca-

dos regulados. El impulso inicial en el Viejo Continente fue mayor

debido al retraso de dos años con respecto a Estados Unidos. Aśı,

al inicio de esta década ya pod́ıan ser analizados de manera similar.
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§1.2. Cambio de paradigma

§1.2. Cambio de paradigma

Como se menciona al inicio del caṕıtulo, anteriormente todas

las transacciones eran ejecutadas en persona, ya fuera de forma

presencial o a través de una terminal inalámbrica. El razonamiento

detrás de cada una de las acciones de los gentes que aśı operan

resulta de una valoración subjetiva de los activos en comparación

con la cantidad de unidades monetarias que posee. Dicha valoración

se hace gracias a información adquirida directa o indirectamente

del mercado a través del lenguaje humano y relativamente pocos

cálculos. A esta forma de operar se le conoce como comercio de

baja frecuencia (Low Frequency Trading, LFT).

Hoy en d́ıa, las acciones pueden ser ejecutadas de forma autmáti-

ca a través de una computadora con una conexión remota en el

orden que establezca un algoritmo. Este algoritmo puede tomar

en cuenta diversos factores cuantificables del mercado, como el vo-

lumen de transacción, la volatilidad estimada, el tiempo para el

término del horario de transacción, la cantidad de unidades de

cada activo que se posee, etc. Aquellas personas que programan

estos algoritmos y hacen estimaciones o pronósticos sobre los valo-

res futuros de dichos factores se llama agentes de comercio de alta

frecuencia (High Frequency Trading, HFT).

Para entender mejor lo que se hace en el mundo del comercio

de alta frecuencia, se pueden separar las diferencias entre él y el
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§1.2. Cambio de paradigma

comercio de baja frecuencia en las siguientes: herramientas, tem-

poralidad y estrategias.

Herramientas: en lo que concierne a las herramientas, por una

parte, los analistas financieros, que comercian en baja frecuencia,

tradicionalmente provienen de áreas como ingenieŕıa financiera,

contaduŕıa y economı́a y analizan temas como poĺıtica monetaria,

valuación de activos y análisis de estados financieros. Sus resulta-

dos son basados en sus experiencias y solo complementados por

matemáticas, es decir, prodŕıan prescindir de ellas. Por la otra, los

administradores cuantitativos (quant managers), que comercian en

alta frecuencia hacen uso forzoso de tercnoloǵıa de punta y ana-

lizan el uso de lenguajes de programación, interfaces de conexión,

problemas de análisis numérico y de algoritmos y teoŕıa de jue-

gos, dado que en su mayoŕıa tienen una formación similar a la de

actuarios, computólogos, f́ısicos, ingenieros o matemáticos. Los ad-

ministradores cuantitativos obtienen resultados matemáticos que

prescienden de la experiencia mencionada en el ámbito del comer-

cio de baja frecuencia.

Temporalidad: en el ámbito del comercio de baja frecuencia se

utilizan las unidades como el segundo, la hora, el d́ıa, el mes o el

año. Estas unidades, que concuerdan con las usadas en las ciencias

sociales, responden a necesidades espećıficas que los humanos tie-

nen por acordar un comportamiento grupal o entender los ciclos

de la naturaleza.
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§1.2. Cambio de paradigma

Cuando se hace comercio de alta frecuencia, resulta más con-

veniente adaptarse a un reloj con base en los eventos propios del

mercado en vez de aquellos de la naturaleza, por ejemplo el núme-

ro de transacciones realizadas o la cantidad de veces que el precio

de un activo ha superado una barrera. Ambas medidas de tiempo

están forzosamente relacionadas, pues cada evento del mercado su-

cede a una hora espećıfica y en cada momento del tiempo se puede

describir el comportamiento pasado del activo. Esta relación, que

se supone estocástica, aparte de resultar dif́ıcil de estimar, pudiera

no resultar de utilidad. Como ejemplo considérese lo siguiente, si un

taxista pretende medir el tiempo que le tomaŕıa llegar a una cierta

ganancia, le resultaŕıa más preciso medirlo conforme los litros de

gasolina empleados en el conducir que las horas que pasa frente al

volante pues el tráfico, que reduce sus ganancias, es aleatorio.

La idea de modelar el tiempo en relación a eventos se puede

encontrar en trabajos como el de Mendelbrot [MT67], el de Clark

[Cla73] y más recientemente el de Ané y Geman [AG00]. Para darse

cuenta de la importancia de esta técnica basta con leer las primeras

ĺıneas del primer art́ıculo mencionado:

“Price changes over a fixed number of transactions may

have a Gaussian distribution. Price changes over a fi-

xed time period may follow a stable Paretian distri-

bution, whose variance is infinite. Since the number of

transactions in any time period is random, the above
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§1.2. Cambio de paradigma

statements are not necessarily in disagreement.”

Esas mismas ĺıneas en español dicen algo aśı como:

“Los cambios de precio sobre un número fijo de transac-

ciones pudiesen tener una distribución gaussiana. Los

cambios de precio sobre un periodo de tiempo pudiesen

distribuirse establemente Pareto, cuya varianza es infi-

nita. Dado que el número de transacciones en cualquier

periodo de tiempo es aleatorio, las dos afirmaciones no

entran necesariamente en contradicción.”

Entonces, al cambiar solo el reloj, se obtiene una manera más

sencilla de poder trabajar. Este resultado ayuda para obtener, por

ejemplo, la volatilidad de un activo dentro de las 50,000 transac-

ciones siguientes, pero de ninguna forma por hora o por mes. De

ah́ı la necesidad y utilidad de un agente de alta frecuencia en llevar

un inventario de acuerdo a su propio reloj.

Estrategias: cuando un agente comercia en baja frecuencia, él

hace una valoración subjetiva que depende enteramente de su in-

teracción con otros agentes o el mercado. Dicha valoración suele

ser instantánea y solo se puede asegurar de otro agente que ten-

ga exactamente las misma circunstancias históricas de interacción

con los mismos agentes o el mercado que la compartirá. Por su

parte, un agente de alta frecuencia puede establecer una serie de

pasos a seguir, con los que pretende optimizar su ganancia en base
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§1.2. Cambio de paradigma

púramente matemática, y delimitar comportamientos respecto de

los resultados que sean posibles de obtener del mercado. Su me-

todoloǵıa puede ser explicada y entendida por otros agentes sin

necesidad de que la compartan o tengan los mismos antecedentes

históricos.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos económicos

Durante este caṕıtulo, darán las definiciones de bien, burbuja

económica, agente, mercado, dinero, valor, precio y loteŕıa. Luego,

se analizarán los dos acercamientos de la teoŕıa de la decisión y las

explicación de porqué se elige uno de ellos. Cuando se analicen las

preferencias, se motivarán las premisas que aceptan los consumi-

dores racionales y porqué son necesarias. Al contar la paradoja de

San Petersburgo se interpretará lo que Bernoulli opinó al respecto

y que da pie a la teoŕıa de la utilidad esperada como respuesta a

la forma en la que hay que valuar una activo.
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§2.1. Conceptos fundamentales

En palabras de Carl Menger [Men71], fundador de la Escuela

Austriaca de economı́a, un bien económico es un objeto debe de

cumplir 4 condiciones para ser un bien:

1. Servir a una necesidad humana.

2. Tener propiedades con las que se puedan establecer una re-

lación de causalidad con la satisfacción de esta necesidad.

3. Que exista conocimiento humano de esta relación causal.

4. Tener control suficiente sobre el objeto para dirigirlo hacia la

satisfacción de la necesidad.

A aquellas personas que desean intercambiar unos bienes por

otros se les denomina agentes y el lugar (no necesariamente f́ısico)

donde esto ocurre se le llama mercado. El mercado que se supone en

este trabajo no tiene inflación. Cuando en un mercado los agentes

intercambian un objeto que consideran que es un bien y no cumple

con alguna de estas propiedades, surgen malas apreciaciones del

objeto (u otros objetos relacionados). Dadas esa circunstancia, se

dirá que existe una burbuja económica en torno a dicho objeto.

De las condiciones necesarias para ser un bien, la primera es la

más importante, pues sin ella es imposible cumplir las otras tres.

Como ejemplo considérense la burbuja dotcom a principios del si-
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glo XXI en los mercados estadounidenses, que fue un periodo de

sobrevaloración de compañ́ıas que provéıan servicios de internet.

Los agentes en su momento créıan que estas compañ́ıas serv́ıan

a una necesidad humana y cumpĺıan las demás condiciones. Sin

embargo, al darse cuenta de que el hecho de tener un dominio en

internet y prestar servicios gratuitos no era redituable si el núme-

ro de usuarios de sus sitios de internet era muy bajo, se dejó de

creer que serv́ıan a una necesidad humana. Entonces, cuando un

objeto cumple servir a una necesidad humana no sólo debe creerse

que sirve a una necesidad humana, sino tener propiedades que ha-

gan que su utilidad sea evidente e inapelable. Si durante la misma

burbuja económica se apelara que muchas de las compañ́ıas que

teńıan sitios de búsqueda gratuita en internet añad́ıan publicidad,

aún les hubiera sido necesario que sus servidores tuvieran la pro-

piedad de ser lo suficientemente atractivos para que los usuarios los

ocuparan. De la misma forma, para un empresario que no tuviera

conocimiento de que el internet es un medio publicitario careceŕıa

de su interés. Por último, las compañ́ıas no tuvieran la forma de ha-

cer accesible su publicidad a los consumidores, careceŕıan también

de dicho interés.

Habŕıa que hacer énfasis en la última propiedad y para ello con-

sidérese este otro ejemplo: si hoy se descubriera petróleo en la luna

y se supusiera que se tiene control suficiente sobre él para satisfa-

cer las necesidades de consumo de enerǵıa, de las cuales ya se tiene
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§2.1. Conceptos fundamentales

conocimiento, se llegaŕıa a una subapreciación del petróleo en la

corteza terrestre que śı es accesible. Este fenómeno culminaŕıa en

una burbuja conoómica en torno al petróleo.

Para hablar de la valoración de un bien, se debe hablar de dos

tipos de intercambio: directo e indirecto. Cuando un bien se inter-

cambia por otro, se dice que el intercambio es directo. El problema

de dichos intercambios es que ambas partes deben estar interesa-

das en el bien del otro. A este tipo de intercambios también se

les llama trueque. La dificultad natural de los trueques se supera

a través del establecimiento por acuerdo común de una referencia

valorativa en un objeto que no necesariamente cumpla con servir

a la satisfacción de una necesidad humana pero que sirva de refe-

rencia de cambio para adquirir otros bienes. A este objeto, que se

constituye preferentemente de unidades divisibles, se le denomina

dinero.

Entonces, se llamará valor a la utilidad subjetiva de un agente

de mercado, que él asigne a un bien para cumplir una necesidad

y se llamará precio a la cantidad de unidades de dinero (o unida-

des monetarias) que el agente pida para intercambiar su bien. Sin

embargo, ambos prodŕıan no coincidir; si un agente está dispues-

to a vender un objeto del cuál cree que su valor aumentará para

cuando se pretenda consumir, le asignará un precio mayor. Esta va-

loración podŕıa no ser congruente con la de otros agentes de baja

frecuencia por ser subjetiva. No deberá confundirse la utilidad con

12
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la ganancia, pues esta última se define como el cambio de precio

entre el tiempo de valoración y un tiempo anterior de un activo

que se posea.

Dicha incertidumbre de su precio futuro se debe tomar en cuenta

para una apreciación del bien. Para ello se introduce el concepto de

loteŕıa que se define como la variable aleatoria del precio futuro

de un bien económico. Se hará la suposición de que se puede ad-

quirir cualquier cantidad de dicho bien, pues si se adquiere el bien

entre varios agentes y se acuerda una participación sobre su valor,

se estaŕıa adquiriendo una fracción de él y, en mercados grandes,

se puede adquirir tanto de él como se desee. Asimismo, la suma

de dos loteŕıas es a su vez una variable aleatoria a la que se deno-

minará portafolio. Dado que este portafolio seŕıa un bien y tiene

un precio futuro que es la suma de las loteŕıas que lo componen,

este seŕıa también una loteŕıa. De esta forma se puede aseverar

que el conjunto de todas las loteŕıas de un mercado es un espacio

vectorial sobre R con la suma y el producto usual de los reales.

Véase como ejemplo un portafolio que se compone de un contrato

de compra de una acción de la empresa ABC en un tiempo futuro

fijo y un contrato de venta de tres acciones de la empresa XYZ al

mismo tiempo y que del portafolio son acreedores dos agentes a

partes iguales.

13
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§2.2. Teoŕıa de la decisión

La teoŕıa de la decisión gira en torno a dos preguntas principales

según Thorsten Hens y Marc Rieger [HR10]:

¿Cómo debeŕıamos decidir? A la que se le da respuesta desde

el acercamiento prescriptivo o racional.

¿Cómo decidimos? A la que se le da respuesta desde el acer-

camiento descriptivo o conductual.

Al primer acercamiento se llega a través de una apreciación y al

segundo a través de una valoración subjetiva, que pueden no siem-

pre concordar. Considérese el caso de la compañ́ıa Knight Capital

durante un d́ıa de transacción en 2010 en el que, gracias a un al-

goritmo mal planificado, la compañ́ıa ejecuto una serie de compras

de activos sobrevalorados y por lo tanto el precio de sus accio-

nes cayó casi hasta cero. Esta asignación racional de precios casi

instantánea, cambió rapidamente a una conductual cuando se es-

parció la noción de que la compañ́ıa deb́ıa haber cometido un error

y que otros factores, como su capital humano, podŕıan recuperarla

de la quiebra.

Para describir el concepto en el que se basan las decisiones ra-

cionales se le llamará preferencia y se escribirá A ≻ B cuando se

prefiera la loteŕıa A a la B. De la misma forma, cuando se es indife-

rente entre A y B se simbolizará A ∼ B. Y cuando ambas sucedan,
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A � B. Para formalizar este primer criterio de decisión racional se

introduce la siguiente definición.

Definición §2.2.1. (Relación de preferencia). Una relación de

preferencia de loteŕıas � sobre un espacio vectorial de loteŕıas V
satisface las siguientes condiciones:

1. Es completa, es decir, para todas las loteŕıas A y B ∈ V
sucede que A � B o B � A, o ambas.

2. Es transitiva, es decir, para todas las loteŕıas A,B y C ∈ V
sucede que A � B y B � C implican A � C.

Por el momento, supóngase un mercado en el que solo existan

dos estados futuros de sus activos: s1 y s2 con probabilidades de

ocurrencia p1 y p2 respectivamente, donde en el primer estado se

tendŕıa una subida de los precios de los activos en el mercado y en

el segundo una cáıda de los mismos. Considérese dos activos (lo-

teŕıas) A y B y sus correspondientes precios as1 , as2, bs1 y bs2 para

cada estado. Si as1 > bs1 y as2 > bs2 , el agente racional preferirá el

activo A, pues en cada caso el precio final de este activo es mayor

que el de B. De esta forma, se formula la difnición formal de este

concepto.

Definición §2.2.2. (Dominación por estados). Si para todos

los ı́ndices s en un conjunto indicador de estados S se tiene que los

precios as de la loteŕıa A son mayores o iguales que sus correspon-
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§2.2. Teoŕıa de la decisión

dientes que los de la loteŕıa B, es decir, as ≥ bs ∀s ∈ S, y aparte

existe por lo menos uno de A que sea estrictamente mayor a su

correspondiente de B, es decir, existe s ∈ S tal que as > bs, se

dirá que A domina por estados a B y se representará A �DE B.

Además, se dice que una relación de preferencia � respeta (o es

compatible con) la dominación por estados si A �DE B implica

A � B. En caso contrario, se dirá que la relación de preferencia

viola la dominación por estados.

La idea de que una relación de preferencia sea compatible con la

dominación por estados es aquella de ser congruentes con la transi-

tividad de la primera con la de la segunda. Un ejemplo donde esto

no sucede seŕıa el siguiente; supóngase que un hombre gana un bo-

leto para asistir al siguiente partido del equipo que desee, disfruta

de ver ganar al equipo al que apoya y los equipos Águilas, Chivas

y Pumas no juegan entre śı. Este hombre cree que Pumas tiene un

mal desempeño esta temporada y que Chivas tiene más oportuni-

dad de ganar su siguiente partido. Pero Águilas es el campeón de

la temporada pasada y juega contra un equipo con muy mala plan-

tilla. Aún aśı, como este hombre es aficionado de Pumas, a pesar

de su mal desempeño esta temporada, se decide por el boleto para

ir a ver a estos últimos. Su preferencia seŕıa la siguiente:

Pumas < Chivas < Águilas < Pumas.

16



§2.2. Teoŕıa de la decisión

Al observar la relación anterior es claro que rompe con la tran-

sitividad de la misma al tener una preferencia estricta de Pumas

por el mismo Pumas. Este comportamiento se puede deber a las

situaciones únicas e irrepetibles que le ocurren a este hombre y que

quizá otra persona no pudiese entender o compartir o a un conflicto

de intereses que no sucedeŕıa en una relación de preferencia bien

establecida. En ambos casos, el comportamiento del personaje no

es racional sino conductual.

Entonces, en caso de una dominación por estados es clara la

decisión a tomar por parte de un agente racional. Sin embargo,

no siempre se dará la definición por estados. Retómese el ejemplo

del mercado con dos estados y dos activos, pero ahora con una

condición diferente: as2 < bs2 .

Activos

Estado Probabilidad A B

s1 p1 as1 > bs1

s2 p2 as2 < bs2

Dada esta situación, es natural pensar que se debe valorar la

loteŕıa en función no solo de los estados, sino de la probabilidad de

ocurrencia de cada uno también. A estas valoraciones que se hacen

de una loteŕıa donde no solo se consideran los precios finales se les

llama funciones de utilidad.

Definición §2.2.3. (Función de utilidad). Sea U una función

17



§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

creciente con segunda derivada que asigna un número real a cada

loteŕıa. Se dice que U es una función de utilidad para la relación

de preferencia � sobre el espacio vectorial V de las loteŕıas si para

cada par de loteŕıas A y B se tiene U(A) ≥ U(B) si y sólo si

A � B.

Las funciones de utilidad de interés en este trabajo son, natu-

ralmente, aquellas que involucran y ponderan la probabilidad de

ocurrencia de cada estado con sus respectivo precios.

§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

§2.3.1. Motivación

Considérese la función esperanza E definida como

E(A) =
∑

s∈S

asP(A = as),

para el caso discreto donde S es el conjunto de ı́ndices s de los

estados a de la loteŕıa A y P la probabilidad asociada a cada estado,

pues para cada loteŕıa hay una función de densidad asociada por

ser variables aleatorias.

De la misma forma, para el caso continuo, la esperanza se define
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

como

E(A) =

∫

S

asf(s)ds.

donde S es el conjunto de estados y f es la función de densidad de

probabilidad de cada evento.

Si se supone que E cumple con ser una función de utilidad, seŕıa

natural pensar que una decisión racional bien fundamentada es

preferir la loteŕıa A sobre la B si y solo si E(A) > E(B).

Sin embargo, considérese que se tiene un activo con valor de

100 unidades monetarias y que un evento adverso con probabili-

dad de ocurrencia de 0.01 destruye dicho activo. La esperanza de

esta loteŕıa es de 99 unidades monetarias. Si un agente asegurador

ofrece cobertura ante este evento por un precio de cinco unidades

monetarias, la esperanza de esta loteŕıa seŕıa de 95 unidades mo-

netarias. La decisión que la mayoŕıa de los consumidores tomaŕıa

seŕıa preferir la segunda loteŕıa sobre la primera.

De las primeras cŕıticas ante la adopción de la esperanza como la

forma de decidir de un consumidor racional es de mencionarse la de

Bernoulli en un contexto como el de la paradoja de San Petersburgo

cuya descripción es la siguiente: se paga una cantidad inicial y se

lanza una moneda balanceada (que cada cara tenga probabilidad

1/2 de caer) hasta que la primer águila aparece. De esta forma el

juego acaba y si el número de veces que la moneda fue lanzada fue

k veces, el apostador recibe 2k−1 unidades monetarias. La pregunta
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

recae en cuánto se está dispuesto a pagar como cantidad inicial o,

dicho en otras palabras, cuál seŕıa el precio justo a pagar por entrar

a este juego.

Considérese la variable aleatoria Xn que indica si la moneda cae

en águila en el lanzamiento n,

Xn =

{

1 si la moneada cae en águila;

0 si la moneda no cae en águila.

Aśı, la probabilidad pk de obtener la primer águila después de k

lanzamientos independientes es

pk =
k−1
∏

i=1

P(Xi = 0) · P(Xk = 1)

=

(

1

2

)k−1(
1

2

)

=

(

1

2

)k

.

Aśı, al calcular la esperanza de esta loteŕıa X se tiene

E(X) =

∞
∑

k=1

xkpk =

∞
∑

k=1

2k−1

(

1

2

)k

=

∞
∑

k=1

1

2
= ∞.

Visto desde la perspectiva de la esperanza, se debeŕıa a estar dis-

puesto a pagar lo que fuese (inclusive todo lo que se tiene) para
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

entrar a este juego aun cuando la probabilidad de ganar una can-

tidad considerable de dinero sea pequeña, pero la probabilidad de

volverse infinitamente rico no es nula. Pero hay que considerar el

siguiente razonamiento en palabras del propio Bernoulli:

“No cabe duda de que una ganancia de 1000 unidades

monetarias para alguien pobre es más significativa que

para alguien rico.”

Por lo tanto, no hace sentido calcular el valor esperado en término

de unidades monetarias sino de unidades de utilidad. Esto es, hay

que valuar un activo por su utilidad y no por su precio.

Siguiendo el ejemplo anterior de la paradoja de San Petersbur-

go, def́ınase como función de utildad u(x) := ln(x) y calcúlese la

esperanza de la utilidad de los elementos de X ponderados por la

probabilidad de que sucedan.

∞
∑

k=1

u(xk)pk =

∞
∑

k=1

ln(2k−1)

(

1

2

)k

= ln(2)

∞
∑

k=1

k − 1

2k

= ln(2) <∞.

Este resultado es congruente con el concepto económico de la ley

de la disminución marginal de la utilidad 1, ya que la función ln(x)

1La ley de disminución marginal de la utilidad dicta que si se tiene necesidad
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

crece cada vez más lento respecto de x.

Por último, introdúzcase la función utilidad esperada U de una

loteŕıa A con un conjunto de espacio de estados S y función de

probabilidad P asociada a cada precio as con s ∈ S que se define

como

U(A) = E(u(A)).

Esta definición viene motivada de querer comparar la utilidad

de la esperanza con la esperanza de la utilidad y será útil para

demostrar unas proposiciones que vinculan los perfiles de riesgo

con las funciones de utilidad como en el ejemplo anterior de la

paradoja San Petersburgo.

§2.3.2. Perfil de riesgo

Como se vio en la sección anterior, el hecho de adaptar una fun-

ción de utilidad a una loteŕıa puede cambiar (o dar solución si no la

teńıa) al problema de la decisión a través de la función esperanza.

Para profundizar sobre el tipo de funciones de utilidad habrá que

relacionarlas con dos conceptos matemáticos.

de varios bienes de la misma clase cada uno es apreciado como el último en
orden de la necesidad de cumplimiento, pues si se perdiera la oportunidad de
obtener uno de ese bien, entonces se dejaŕıa e satisfacer sólo la última necesidad
relacionada con ese bien.

22



§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

Definición §2.3.1. (Concavidad). Se dice que una función u :

R → R es cóncava en el intervalo (a,b), si para todo x1, x2 ∈ (a, b)

y λ ∈ (0, 1) la siguiente desigualdad es verdadera:

λu(x1) + (1− λ)u(x2) ≤ u(λx1 + (1− λ)x2).

Además, se dice que u es estrictamente cóncava si la desigualdad

estricta correspondiente a la anterior es verdadera para todo x1 6=
x2.

Definición §2.3.2. (Aversión al riesgo). Se dice que un agente

tiene un comportamiento adverso al riesgo si su función de utilidad

es cóncava.

Proposición §2.3.1. Si un agente tiene un comportamiento ad-

verso al riesgo preferirá la utilidad de la esperanza de la loteŕıa que

la utilidad esperada de la misma.

Demostración. Considérese la relación descrita entre la utilidad

esperada y la utilidad de la esperanza:

U(X) ≤ u (E(X)) .

De la definición de la primera se obtiene

E(u(X)) ≤ u (E(X))
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

que es cierto debido a que u es cóncava y a la Desigualdad de

Jensen (véase §A.1).

Ahora, se analiza el caso opuesto.

Definición §2.3.3. (Convexidad). Se dice que una función u :

R → R es convexa en el intervalo (a,b), si para todo x1, x2 ∈ (a, b)

y λ ∈ (0, 1) la siguiente desigualdad es verdadera:

λu(x1) + (1− λ)u(x2) ≥ u(λx1 + (1− λ)x2).

Además, se dice que u es estrictamente convexa si la desigualdad

estricta correspondiente a la anterior es verdadera para todo x1 6=
x2.

Definición §2.3.4. (Procuración al riesgo). Se dice que un

agente tiene un comportamiento procurador del riesgo si su función

de utilidad es convexa.

Proposición §2.3.2. Un agente tiene un comportamiento procu-

rador del riesgo su función de utilidad es convexa.

Demostración. Análoga a la de la Proposición §2.3.1.

Para todos los tipos de perfiles de riesgo, es conveniente saber

cuál es más adverso que otro. Esto se logra a través del concepto
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

de aversión absoluta al riesgo introducido por Pratt (1964).

Definición §2.3.5. (Aversión absoluta al riesgo). Se denomi-

na función de aversión absoluta al riesgo AARu con respecto de la

cantidad x de activo de una función de utilidad u a: la negativa de

la segunda derivada de la función de x entre śı misma, es decir,

AARu(x) := −u
′′(x)

u(x)
.

Frecuentemente los economistas utilizan algunas funciones de

densidad por ciertas propiedades que cumplen. Por ejemplo, la fun-

ción de utilidad logaŕıtmica o utilidad Bernoulli que se usa en

la paradoja de San Petersburgo

u(x) = ln(x+ c), c ≥ 0, x ∈ R
+.

Esta función de utilidad cumple con ser cóncava en todo R y

para cualquier c > 0, y por lo tanto describe un perfil adverso al

riesgo. Su primer y segunda derivada son

u′(x) =
1

x+ c
y u′′(x) = − 1

(x+ c)2
.
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

Resultando aśı en función de aversión absoluta al riesgo

AARu(x) = −u
′′(x)

u(x)
= −

− 1
(x+c)2

ln(x+ c)
=

1

(x+ c)2 ln(x+ c)
,

de donde se nota que, como (x+c)2 es creciente al igual que ln(x+

c), la aversión absoluta al riesgo AARu(x) es decreciente. Esto se

puede interpretar económicamente de la siguiente manera: entre

más activo x se posea, menor será la propensión de este agente a

obtener más de él.

Nótese además que: a pesar de que el cero no está en el dominio,

cuando c = 0, u(x) se indefine en x = 0 y se debe interpretar como

que no tener nada del activo no produce utilidad. Con esto también

se debe dar paso al hecho de que tener una utilidad negativa no

significa que el activo no sea deseable. En lo que un agente debe

fijarse de una función de utilidad es el crecimiento de la misma,

es decir, que tan útil le resulta incrementar la cantidad del activo

en comparación con lo que ya posee de él. Recuérdese también que

de las funciones de utilidad sólo interesa el dominio contenido en

R
+ pues se habla de una cantidad que se posee del activo (véase

la Figura 2.1).

La función de utilidad potencia definida como

u(x) =
1

α
xα, α 6= 0, x ∈ R

+
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

tiene un comportamiento dependiente de su parámetro α; su pro-

piedad de inflexión (concavidad o convexidad) está ligada al signo

de dicho parámetro. Además, nótese que el caso α = 1 no es de

interés pues, aunque śı está bien definido, resulta ser al función

de utilidad trivial u(x) = x cuya función de aversión absoluta al

riesgo es nula, pues describe tanto un comportamiento adverso co-

mo un comportamiento procurador del riesgo y se puede apreciar

gráficamente en la Figura 2.2.

La función de utilidad es convexa en todo el dominio si α > 0 y

cóncava si α < 0. Para ambos casos, su primer y segunda derivada

son

u′(x) = xα−1 y u′′(x) = (α− 1)xα−2

y su función de aversión absoluta al riesgo es

AARu(x) = −(α − 1)xα−2

1
α
xα

= −α(α− 1)x−2.

De esta última se pueden ver los dos casos de importancia: cuan-

do α > 1 que la función es creciente y cuando α < 1 que la función

es decreciente.

La última función que servirá para ejemplificar la importancia

de la aversión absoluta al riesgo es la función de utilidad expo-
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Figura 2.1: Función de utilidad logaŕıtmica. En color verde
u(x) = ln(x), en azul u(x) = ln(x + 3) y en rojo punteado su
aśıntota x = −3.
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Figura 2.2: Función de utilidad potencia. En color rojo el caso
α = 1, rojo punteado α = 2, en azul α = −1 y en azul punteado
α = −2.
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§2.3. Teoŕıa de la utilidad esperada

nencial definida como

u(x) = − exp(−γx), γ > 0, x ∈ R
+

cuyas primera y segunda derivada son

u′(x) = γ exp(−γx) y u′′(x) = −γ2 exp(−γx)

y función de aversión absoluta al riesgo es

AARu(x) = −−γ2 exp(−γx)
− exp(−γx) = −γ2.

El hecho de que AARu resulte ser constante es de interés, pues

en vez de tener una función de aversión absoluta al riesgo, tiene

una constante. La interpretación económica asociada a este hecho

es que a pesar de que al agente le resulte cada vez menos útil una

unidad más del activo, procurará obetnerla tanto como la primera.

Los valores que toma γ para hacer una valoración de un activo del

que se manejan grandes cantidades serán cercanos a cero, pues u

crece más lentamente respecto de x cuando γ es cercano a cero

(véase la Figura 2.3).

Por último, nótese que todas estas funciones de utilidad cuando

son cóncavas (que describen un comportamiento adverso al riesgo)

están acotadas. Esto servirá los capíıtulos posteriores para asegu-

rar que existen condiciones finales de las ecuaciones diferenciales
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resultantes de la aplicación del Teorema de Feynman y Kac.
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Figura 2.3: Función de utilidad exponencial. En color rojo el
caso γ = 0.5, en azul γ = 1 y en verde γ = 2.
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Caṕıtulo 3

Modelo estático

A través de este caṕıtulo se modelará la forma en la que debe

actuar racionalmente un agente de comercio de alta frecuencia si

él fuese capaz de tomar una fotograf́ıa al mercado y fijarse en su

inventario, la volatilidad de un activo y tomar la decisión de com-

prar o vender de acuerdo a un precio definido por él que involucre

además su perfil de riesgo.

§3.1. Libro de órdenes

Antiguamente, para llevar un resgitro de los compradores y ven-

dedores de un activo, se anotaban en un libro por preferencia
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§3.2. Precio medio

de precio y luego de llegada. Al d́ıa de hoy este registro se ha-

ce electrónico y con el afán de no exponer la postura de un agente,

se proyecta únicamente el número de activos por precio. Entonces,

se puede pensar del libro de órdenes de la siguiente manera:

...
...

34.12 2345

34.11 1722

s = 34.085

34.06 1854

34.05 2459
...

...

donde del lado izquierdo se puede ver el precio al que se está dis-

puesto a intercambiar y del lado derecho la cantidad del activo que

está disponible a ese precio. Los niveles debajo del espacio donde

se anota el precio medio s son órdenes de compra y los niveles por

encima órdenes de venta.

§3.2. Precio medio
Se modelará el precio medio St como un proceso de difusión de

Itô (véase el Anexo §A.2.2) tal que

St =

∫ t

0

σdWr, (3.1)
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con volatilidad σ > 0 constante, t ∈ [0, T ] y Wt el proceso brow-

niano estándar en oposición al modelo geométrico para proveer de

heuŕıstica hacia modelos más generales. Se utilizará con frecuencia

la notación diferencial:

dSt = σdWt. (3.2)

Nótese que a este precio el agente no puede realizar una transac-

ción. Además el precio medio no tiene un término dt en su notación

diferencial pues se supone que S0 = 0, esto es, que al proceso de

difusión no se le agrega una función lineal de t (deriva). Esto se

puede interpretar de manera económica como que el agente carece

de opinión con respecto a los cambios de precio del activo.

§3.3. Función de utilidad

Contrario a lo que se pudiera pensar de primer instante, el ob-

jetivo de todo agente debe ser maximizar su función de utilidad y

no precisamente su función de ganancias. De esta forma, como se

trata en el caṕıtulo 2, se puede establecer un perfil de riesgo al que

se está dispuesto.

En este caso se utilizará una función de utilidad exponencial,

pues cumple con ser acotada (necesario para establecer una condi-
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§3.3. Función de utilidad

ción frontera que se verá más adelante)

v(x, s, q, t) = E [− exp (−γ (x+ qST ))|St = s] , (3.3)

donde x ∈ R
+ ∪ {0} es la cantidad inicial de unidades monetarias

con las que el agente cuenta, s ∈ R
+ es el precio instantáneo del

activo (precio spot), q ∈ N la cantidad de unidades del activo y

t ∈ [0, T ] el tiempo de valuación.

Para calcular la solución de la esperanza del lado derecho de

la ecuación se recurirá al teorema de representación de Feynman y

Kac. Antes, para que sea clara la analoǵıa con la versión enunciada

en el apéndice §A.2.1, véase a una función candidata a solución

vc(s, t) = v(x, s, q, t) donde de la segunda se toman x y q fijos.

Luego,
∂vc
∂t

+
1

2
σ2∂

2vc
∂s2

= 0 (3.4)

sujeta a la condición final

vc(s, T ) = − exp(−γ(x+ qs))

que se resuelve de la siguiente forma.

Sean f y g funciones no nulas que solo dependan de s y t respec-

tivamente de tal forma que vc(s, t) = f(s)g(t). Entonces se pueden
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§3.3. Función de utilidad

observar las parciales como

∂vc
∂t

= f(s)g′(t), (3.5)

y
∂2vc
∂s2

= f ′′(s)g(t). (3.6)

Sustituyendo (3.5) y (3.6) en (3.4) queda que

f(s)g′(t) +
1

2
σ2f ′′(s)g(t) = 0,

se divide por 1
2
σ2f(s)g(t) > 0

f(s)g′(t)
1
2
σ2f(s)g(t)

+
1
2
σ2f ′′(s)g(t)
1
2
σ2f(s)g(t)

= 0,

y después de eliminar términos semejantes se tiene que

g′(t)
1
2
σ2g(t)

= −f
′′(s)

f(s)

y como la última ecuación debe ser válida para todo (s, t) se igua-

lará a −λ donde λ > 0 a la que se conoce constante de separación.

La elección de λ > 0 resulta por inspección para que las soluciones

de la ecuación sean reales.
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Nótese que en congruencia con la condición final

vc(s, T ) = E [− exp (−γ (x+ qST ))|ST = s]

= − exp (−γ (x+ qs)) .

Que puede ser descompuesta como vc(s, t) = f(s)g(t) donde

f(s) = − exp (−γ (x+ qs)) y g(T ) = 1. Aśı

λ =
f ′′(s)

f(s)
=

−γ2q2 exp (−γ (x+ qs))

− exp (−γ (x+ qs))
= γ2q2. (3.7)

Entonces,
g′(t)

g(t)
= −1

2
γ2q2σ2.

Integrando ambos lados desde el tiempo actual t hasta el tiempo

final T
∫ T

t

d

dr
ln g(r)dr =

∫ T

t

−1

2
γ2q2σ2dr

se obtiene

ln g(T )− ln g(t) = −1

2
γ2q2σ2(T − t)

y recordando que g(T ) = 1,

g(t) = exp

(

1

2
γ2q2σ2(T − t)

)

. (3.8)
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§3.4. Precios de reserva

Por lo tanto,

vc(s, t) = − exp (−γ (x+ qs)) exp

(

1

2
γ2q2σ2(T − t)

)

y dada la simplificación inicial del problema donde se fijaban x y

q, se tiene más espećıficamente que

v(x, s, q, t) = − exp (−γ (x+ qs)) exp

(

1

2
γ2q2σ2(T − t)

)

. (3.9)

La ecuación (3.9) coincide con lo que se pretend́ıa en un inicio:

que la función de utilidad fuera exponencial, que dependiera de

la cantidad de dinero x que el agente tiene al principio, el precio

instantáneo s del activo, la cantidad q que se posee de dicho activo

y el tiempo t en el que se está valuando y además que tomara en

cuenta la aversión absoluta al riesgo γ, que se interpreta como que

tan conservador es el agente al momento de ejecutar sus órdenes.

§3.4. Precios de reserva

Para terminar de establecer la estrategia de intercambio del

agente es necesario saber, dada su función de utilidad, a partir

de qué precios está dispuesto a cambiar una cantidad de unidades

monetarias x para incrementar su cantidad q de activo.
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§3.4. Precios de reserva

Definición §3.4.1. (Precio de reserva de oferta). Se llama

precio de reservación de oferta rb(s, q, t) (del inglés bid) a aquel al

que el agente está dispuesto a adquirir una unidad más de un activo

con precio s al tiempo t cuando tiene un capital x > rb(s, q, t) y q

unidades del activo sin modificar su función de utilidad. Está dado

impĺıcitamente por la ecuación

v(x− rb(s, q, t), s, q + 1, t) = v(x, s, q, t). (3.10)

Definición §3.4.2. (Precio de reserva de demanda). Se lla-

ma precio de reservación de demanda ra(s, q, t) (del inglés ask) a

aquel al que el agente está dispuesto a deshacerse de una unidad

de un activo con precio s al tiempo t cuando tiene un capital x y

q unidades (q > 0) del activo sin modificar su función de utilidad.

Está dado impĺıcitamente por la ecuación

v(x+ ra(s, q, t), s, q − 1, t) = v(x, s, q, t). (3.11)

Definición §3.4.3. (Precio de reserva o de indiferencia). Se

llama precio de reserva (o de indiferencia) r(s, q, t) al promedio de

los precios de reserva de oferta y demanda cuando el agente tiene

un capital x > rb(s, q, t) y q > 0 unidades del activo al tiempo t.

Para obtener el precio de reserva de oferta expĺıcitamente, con-
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§3.4. Precios de reserva

sidérese que (3.10) implica que

1 =
v(x− rb(s, q, t), s, q + 1, t)

v(x, s, q, t)

=
− exp

(

−γ (x− rb + (q + 1)s) + 1
2
γ2(q + 1)2σ2(T − t)

)

− exp
(

−γ (x+ qs) + 1
2
γ2q2σ2(T − t)

) .

donde rb = rb(s, q, t) solo por simplificar notación durante este

procedimiento. Tomando logaritmo natural de ambos lados se tiene

que

0 = −γ(−rb + s) +
1

2
γ2(2q + 1)σ2(T − t)

y pasando el primer sumando del lado derecho de la ecuación al

lado izquierdo

γ(−rb + s) =
1

2
γ2(2q + 1)σ2(T − t).

Por último se despeja para rb recordando que rb = rb(s, qt) para

obtener

rb(s, q, t) = s+ (−1− 2q)
γσ2(T − t)

2
.

Siguiendo un procedimiento análogo, se llega a que el precio de

reserva de demanda es

ra(s, q, t) = s+ (1− 2q)
γσ2(T − t)

2
.

Luego, para el precio de indiferencia, solo hay que recordar que
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§3.4. Precios de reserva

se definió como el promedio de los dos anteriores, que resulta ser

r(s, q, t) = s− qγσ2(T − t). (3.12)

De (3.12) se puede apreciar que si el agente tiene una posición larga

sobre el activo (q > 0) el precio de indiferencia será menor que el

precio medio del activo s al tiempo t pues expresa la necesidad de

vender. Análogamente, si el agente tiene una posición corta sobre

el activo (q < 0) el precio de indiferencia será mayor al precio

medio del activo pues expresa la necesidad de adquirir más de él

aun cuando le cueste más.

Recordando que este precio se obtuvo impĺıcitamente a partir del

cálculo de una función de utilidad además de que es dependiente

de los parámetros de la misma, la interpretación que ha de dársele

es la del precio que dado su perfil de riesgo le es indiferente adqui-

rir una unidad más de activo por r unidades menos de unidades

monetarias o deshacerse de una unidad de activo a cambio de r

unidades monetarias. Entonces, un agente racional que tenga estos

mismos supuestos, deberá comprar cuando r(s, q, t) > s, pues a su

consideración particular el activo estaŕıa subapreciado, y vender en

el caso contrario por la razón análoga.

Para ejemplificar, supóngase que el agente elige como su cons-

tante relacionada de aversión al riesgo a γ = 0.01 y calcula una

volatilidad de σ = 0.25 sobre el activo del cuál tiene 25 unidades y
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§3.4. Precios de reserva

está a una unidad de tiempo de terminar de terminar su horizonte

de inversión, esto es, T − t = 1 y considérese el siguiente libro de

órdenes:

...
...

34.12 2345

34.11 1722

s = 34.085

34.06 1854

34.05 2459
...

...

Entonces, el precio de indiferencia r de este agente seŕıa calculado

como

r = 34.085− 25(0.01)(0.25)2(1) = 34.05375.

Entonces, como al agente está dispuesto a recibir 34.05375 unidades

monetarias a cambio de una unidad de su activo, recibir 34.06

seŕıa obtener un aumento de su utilidad. Luego, debe vender una

unidad de este activo. No deberá vender más pues al momento

de intercambiar la primera las situación del mercado puede ser

distinta.
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Caṕıtulo 4

Modelo dinámico

En el caṕıtulo anterior, siempre que se hablaba de una orden,

se pretend́ıa que se ejecutara al momento, pues hab́ıa una contra

parte dispuesta a realizar el intercambio. A este tipo de órdenes

se les llama órdenes de mercado. Por otra parte, cuando un agente

establece que está dispuesto a vender (comprar) alguna cantidad

de algún activo en por lo menos (a lo más) un precio el agente

está ejecutando una órden ĺımite. Una orden ĺımite o una parte de

ella puede ser una orden de mercado pero no vice versa.

Para este modelo de compra y venta óptima de activos, se con-

siderará que el agente puede establecer órdenes ĺımites alrededor

del precio medio definido en (3.1). Se llamará precio de oferta pb

(del inglés bid) al precio al que el agente está dipuesto a comprar
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el activo en caso de que una orden de mercado opuesta a la suya

aśı lo permitiese. De la misma forma, se llamará pa (del inglés ask)

al análogo para la venta. Dichos precios pueden ser actualizados

sin costo, esto es, se pueden cancelar las órdenes ĺımites correspon-

dientes y poner nuevas sin penalización.

Ahora considérense las distancias de dichas órdenes al precio

medio recordando que por notación St = s,

δb = s− pb,

δa = pa − s.

quienes determinan el orden de ejecución.

Para ejemplificar, supóngase que llega un orden de mercado para

comprar Q unidades del activo. Esta orden se ejecutará al mı́nimo

precio de venta de forma automática siempre y cuando δa < pQ−s
donde pQ es el precio al que llega dicha orden. Se llamará impacto

temporal de mercado a

∆p = pQ − s. (4.1)

Ahora, se supondrá que la tasa λa (δa), función decreciente, de

un proceso Poisson Na
t será a la que lleguen órdenes de mercado

de compra que incrementarán el precio de las órdenes de venta del

agente. De la misma forma, la órdenes de venta que concuerden
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con las orden de compra ĺımite del agente seguirán un proceso

Poisson N b
t de tasa λb (δb), función decreciente de λb. Esta elección

concuerda con la intuición de que entre más lejos esté la orden del

precio medio, más dif́ıcil será su ejecución.

Por una parte, la riqueza o cantidad de unidades monetarias del

agente será estocástica y dependiente del precio y llegada de las

órdenes de mercado. Este proceso Xt se regirá por

∆Xt = pa∆N
a
t − pb∆N

b
t , (4.2)

que se interpreta como que el cambio en la cantidad de unidades

monetarias que se tienen está dado por la diferencia entre el número

de unidades de activo que se venden por el precio de venta y el

número de unidades de activo que se compran por el precio al que

se compraron.

Por otra parte, el inventario o número de unidades del activo

que tenga el agente de un activo seguirá un proceso regido por

qt = N b
t −Na

t , (4.3)

que se interpreta como que el cambio en el número de unidades

de activo que se poseen es la diferencia entre el número que se

compran y el que se venden.

Ahora, para dar solución al problema de encontrar los precios
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§4.1. Intensidad de los procesos

óptimos de ejecución de órdenes, se debe atender el encontrar fun-

ciones λa(δa) y λb(δb) que concuerden con las observaciones del

comportamiento del mercado.

§4.1. Intensidad de los procesos

Para la labor de cuantificar el comportamiento cuantitativo de

un mercado, en espećıfico las densidades que determinan λa(δa) y

λb(δb), es necesario considerar tres aspectos ([AS08]):

1. la frecuencia de llegada de órdenes de mercado,

2. la distribución de su tamaño,

3. el impacto temporal de órdenes grandes.

Debido a la exclusividad y costo del acceso a estos datos, se

tomarán los resultados obtenidos por otros autores.

Por simplicidad, se supondrá constante la cantidad Λ de llegada

de órdenes de mercado ya sean de compra o de venta. Entonces se

estimaŕıa Λ como el cociente del volumen total de intercambio de

un activo entre el tamaño promedio de cada orden.

Se ha encontrado por varios estudios que el tamaño de una orden

de mercado tiene una distribución exponenecial para una x grande

fQ(x) ∝ x−1−α (4.4)
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§4.1. Intensidad de los procesos

con α = 1.53 en [GPGS00] para activos en NYSE, α = 1.4 para

activos de NASDAQ según [MM01] y α = 1.5 en [GGPS06] para

activos de la bolsa de Paris. El śımbolo ∝ se lee “es proporcional”

y refiere a que entre el lado izquierdo y el lado derecho solo hay

una coeficiente de diferencia.

Luego, con menor concenso, debido a la diferencia en la que se

define, el impacto de mercado para una orden grande de tamaño

Q sigue

∆p ∝ Qβ

donde β = 0.5 en [GGPS06] y β = 0.76 en [WR05].

Por otra parte, en [BP09] se encuentra una mejor adecuación

como

∆p ∝ ln(Q). (4.5)

Juntando esta información, se obtiene la intensidad del proceso

Poisson a la que las órdenes del agente son ejecutadas.

Dicha intensidad depende únicamente de de su distancia al precio

medio, λa(δa) para el caso de la llegada de órdenes de compra y

λb(δb) para el de la llegada de órdenes de venta.
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§4.2. Cálculo impĺıcito de la utilidad

Considérese (4.5)

λ(δ) = ΛP (∆p > δ)

= ΛP (ln(Q) > Kδ)

= ΛP (Q > exp(Kδ))

= Λ

∫ ∞

exp(Kδ)

x−1−αdx

=
Λ

α
exp(−αKδ).

Como otra posibilidad, dado que se está interesado en la liquidez

al corto plazo, la función de impacto de mercado se obtiene direc-

tamente integrando la densidad del libro de órdenes ĺımite como se

hace en [SFGK03] y [WR05].

§4.2. Cálculo impĺıcito de la utilidad

Considérese ahora la función de utilidad

u(s, x, q, t) = máx
δa,δb

E [− exp (−γ (XT + qTST ))|Xt = x, qt = q, St = s]

(4.6)

donde γ > 0 es la constante asociada a su aversión absoluta al

riesgo; Xt, qt y St los procesos que rigen la cantidad de dinero que

tiene el agente, el número de unidades que tiene del activo y el
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§4.2. Cálculo impĺıcito de la utilidad

precio del mismo como se describen en la sección anterior.

Para dar solución a este problema, se plantean la ecuación de

Hamilton, Jacobi y Bellman

∂u

∂t
+

1

2
σ2∂

2u

∂s2

+ máx
δb

λb(δb) [u(s, x− s+ δb, q + 1, t)− u(s, x, q, t)]

+ máx
δa

λa(δb) [u(s, x+ s+ δa, q + 1, t)− u(s, x, q, t)] = 0

sujeta a la condición de frontera

u(x, s, q, T ) = − exp(−γ(x+ qs)).

La solución a esta ecuación diferencial parcial es continua en

las variables x, s y t y depende del valor discreto del inventario

q. Debido a la elección de una función de utilidad exponencial,

se puede simplificar el problema proponiendo la solución, que se

obtiene por inspección del modelo estático,

u(x, q, s, t) = − exp(γx) exp(−γθ(s, q, t)). (4.7)

Con esta afirmación se pretende que la función de utilidad sea ex-

ponencial y dependa de la cantidad x de unidades monetarias que

se tengan al tiempo t y su relación con la constante se aversión

absoluta al riesgo sea a través del producto. Sin embargo, se su-
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§4.2. Cálculo impĺıcito de la utilidad

pondrá una función θ que dependa de los otros parámetros de la

función de utilidad, que no conoce de que tipo sea.

Aśı, sustituyendo directamente en el planteamiento inicial

∂θ

∂t
+

1

2
σ2∂

2θ

∂s2
− 1

2
σ2γ

(

∂θ

∂s

)2

+ máx
δb

[

λb(δb)

γ

[

1− eγ(s−δb−rb)
]

]

+ máx
δa

[

λa(δa)

γ

[

1− eγ(s+δa−ra)
]

]

= 0

sujeta a la condición inicial

θ(s, q, T ) = qs.

Ahora, retómense las definiciones de la sección §3.4, para obtener
el precio de reserva de oferta

rb(s, q, t) = θ(s, q + 1, t)− θ(s, q, t), s, t > 0 (4.8)

y el precio de reserva de demanda

ra(s, q, t) = θ(s, q, t)− θ(s, q − 1, t), s, t > 0. (4.9)

En la condición de optimalidad de (4.8), al sustituir estos precios
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§4.3. Cálculo expĺıcito de la utilidad

se obtienen impĺıcitamente las distancias óptimas δb y δa

s− rb(s, q, t) = δb −
1

γ
ln

(

1− γ
λb(δb)
∂λb

∂δ
(δb)

)

(4.10)

y

ra(s, q, t)− s = δa −
1

γ
ln

(

1− γ
λa(δa)
∂λa

∂δ
(δa)

)

(4.11)

donde la derivada de la tasa de intensidad de llegada λ con respecto

de la distancia δ no es nula pues se supone a la tasa como no

constante (véase la Sección §4.1).

En resumen, la precios óptimos de compra y venta se obtienen

a través de un procedimiento intuitivo de dos pasos. Primero, se

resuelve la ecuación diferencial parcial (4.8) para obtener los pre-

cios de reserva. Segundo, resolver las ecuaciones (4.10) y (4.11) par

obtener las distancias óptimas δb(s, q, t) y δa(s, q, t). Entiéndase el

segundo paso como la calibración de precios de indiferencia según

el perfil del agente ante la oferta λb y la demanda λa.

§4.3. Cálculo expĺıcito de la utilidad

La mayor dificultad que se presenta es el cálculo numérico de la

solución de la ecuación (4.8). Esto se debe a que los términos de

llegada de las órdenes (los términos sobre los que se maximiza) son
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§4.3. Cálculo expĺıcito de la utilidad

no lineales y dependen del inventario discreto. Para resolver este

problema, se sugiere hacer una expansión asintótica de la función

θ respecto a la variable del inventario q y una aproximación lineal

de los términos de llegada de las órdenes.

Nótese que si los términos de las llegadas exponenciales son

simétricos, es decir,

λa(δ) = λb(δ) =
Λ

α
exp(−αKδ) (4.12)

los precios de reserva ra(s, q, t) y rb(s, q, t) coinciden con aquellos

del modelo estático del caṕıtulo 3.

Ahora, si se sustituyen (4.10) y (4.11) en (4.8) se obtiene







∂θ
∂t

+ 1
2
σ2 ∂2θ

∂s2
− 1

2
σ2γ

(

∂θ
∂s

)2
+

Λ
α

αK+γ

(

e−
Λ
α
δa + e−

Λ
α
δb

)

= 0

θ(q, s, T ) = qs.

(4.13)

Considérese la expansión asintótica de θ respecto de q

θ(q, s, t) =
∞
∑

i=0

1

i!
qiθ(i)(s, t). (4.14)

Nótese que hay un cambio de notación para la función θ de un lado

a otro de la ecuación, pues como θ es una función lineal de q, sus

derivadas con respecto de esta variable ya no dependen de ella.
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§4.3. Cálculo expĺıcito de la utilidad

Con esta expansión se obtienen los precios de reserva impĺıcitos

truncados al segundo orden en (4.8) y (4.9), resultando

rb(s, q, t) = θ(1)(s, t) + (1 + 2q)θ(2)(s, t) (4.15)

y

ra(s, q, t) = θ(1)(s, t) + (−1 + 2q)θ(2)(s, t). (4.16)

Si se sustituyen (4.15) y (4.16) en las condiciones de optimali-

dad (4.10) y (4.11) respectivamente se obtienen los montos de la

estrategia óptima para una diferencia de precios

δa + δb = −2θ(2)(s, t) +
2

γ
ln
(

1 +
γ

αK

)

(4.17)

alrededor del precio de reserva dado por

r(s, q, t) =
δa + rb(s, q, t)

2
= θ(1)(s, t) + 2qθ(2)(s, t).

La interpretación que se habŕıa de darse al término θ(1) es la del

precio de reserva cuando el inventario es nulo. Aśı, θ(2) puede ser

visto como la sen sensibilidad de las decisiones que toma el agente

ante cambios en el inventario. Véase que, dado que θ(2) será nega-

tivo, tener una posición larga del activo (q > 0) resultará en pujas

de precios agresivamente bajos.

La diferencia de los precios de compra y de venta es indepen-
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§4.3. Cálculo expĺıcito de la utilidad

diente de la cantidad de activo que se tenga en inventario como

se esperaba que fuera debido a la suposición de tasas de llegada

de órdenes exponenciales, véase (4.17). Esta diferencia consiste en

dos componentes, θ(2) que expresa la sensibilidad a los cambios en

el inventario y el otro que depende de la intensidad de llegada de

las órdenes a través de los parámetros α y K.

Si se toma una aproximación de primer orden para el término

de llegada de las órdenes

Λ
α

αK + γ

(

e−
Λ
α
δa + e−

Λ
α
δb

)

=
Λ
α

αK + γ
(2− αK (δa + δb)) , (4.18)

se nota que los términos lineales no dependen del inventario q. Por

lo tanto, si se sustituyen (4.14) y (4.18) en (4.13) y se factorizan

los términos dependientes de q se obtiene

{

∂θ(1)

∂t
+ 1

2
σ2 ∂2θ(1)

∂s2
= 0,

θ(1)(s, T ) = s,
(4.19)

cuya solución es θ(1)(s, t) = s.

Agrupando los términos de orden q2 se obtiene







∂θ(2)

∂t
+ 1

2
σ2 ∂2θ(2)

∂s2
− 1

2
σ2γ

(

∂θ(1)

∂s

)2

= 0,

θ(2)(s, T ) = 0,
(4.20)

cuya solución es θ(2)(s, t) = −1
2
σ2γ(T − t).
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§4.3. Cálculo expĺıcito de la utilidad

Aśı, para esta aproximación lineal se obtiene el mismo precio de

indiferencia

r(s, t) = s− qγσ2(T − t) (4.21)

que en el caso del modelo estático. Dicho precio está dado alrededor

de la diferencia de precios de compra y de venta

δa + δb = γσ2(T − t) +
2

γ
ln
(

1 +
γ

αK

)

. (4.22)

Por último, nótese que si se hubiese tomado una aproximación

de segundo orden, θ(1) = s aún pero el término de sensibilidad

θ(2)(s, t) tendŕıa que ser solución a una ecuación diferencial parcial

no lineal.

De esta forma, las ecuaciones (4.21) y (4.22) dan una forma

expĺıcita (aproximada) para los precios de compra y de venta en

función de los parámetros del mercado.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y extensiones

A través del trabajo se desarrollaron puntos importantes cuyas

limitaciones y extensiones se resumen en este caṕıtulo.

El levantamiento de las limitaciones al modo en que se intercam-

bian activos dio lugar al fenómeno de agentes de sin inteligencia,

que se manifiestan como computadoras con algoritmos de venta

previamente establecidos por un administrador cuantitativo. Aun

si estas limitaciones volvieran a estar vigentes, la forma de pen-

sar adoptada por estos administradores seguiŕıa teniendo efecto,

pues su estudio exhaustivo ha cambiado las estrategias de ejecu-

ción de las órdenes como es el caso de tener un tiempo regido por

el volumen de transacción.
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La introducción del concepto de loteŕıa como un bien estocástico

permite dar un mejor entendimiento a la teoŕıa de la economı́a

financiera desde la perspectiva de un administrador de riesgo. De

esta forma, es posible establecer relaciones de preferencia asociadas

a las funciones de densidad del valor final de dichas loteŕıas. Aśı, se

puede hacer una analoǵıa directa entre el concepto de esperanza de

una variable aleatoria con una función de utilidad donde se expresa

el perfil de riesgo que se está dispuesto a asumir.

Dentro del conjunto de familias de variables aleatorias se puede

hablar de un proceso en especial, el movimiento browniano. A es-

te proceso se le puede entender como el movimiento que hace un

objeto en un entorno de completa aleatoriedad lo que resulta útil

para modelar el precio medio de un activo. Sin embargo, obtener

la esperanza de una función de este proceso en un tiempo T dada

la información hasta un tiempo menor t, resultaŕıa una tarea más

complicada sin la existencia de una herramienta que vinculara lo

estocástico con lo determińıstico como es el teorema de represen-

tación de Feynman y Kac.

Recuérdese que esta esperanza representa la función de utilidad

de un agente que, como se realiza en este trabajo, es parte del

planteamiento inicial y antecede toda solución, pues en ella es más

fácil plasmar la valuación del portafolio y el perfil de riesgo que

toma el agente.

Al establecer un modelo de compra y venta de activos, es ne-
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cesario que la función de utilidad esté en función de la cantidad

inicial de unidades monetarias, las unidades de activo que se tienen

y el precio del mismo, aśı como el tiempo que determina los ante-

riores. En el caso de un inventario estático se obtuvo la solución

relativamente fácil en comparación al modelo dinámico ya que en

este último la diferencia entre los mejores precios de compra y de

venta y el impacto de la ejecución de una orden grande cobraron

relevancia.

Si bien ambos modelos dieron un precio de indiferencia idéntico,

debe tomarse en cuenta que las aproximaciones de tipo lineal, que

se hicieron en el dinámico, debilitan la respuesta pues se excluyen

variaciones cuadráticas que no deben ser menospreciadas tan a la

ligera en funciones provenientes de una representación estocástica.

Habŕıa que hacer hincapié, que dado el carácter introductorio de

este trabajo, se toma un modelo sencillo para suponer el precio me-

dio de un activo. Haciendo más compleja tanto la respuesta como

el cálculo de la misma, se podŕıa considerar un proceso de difusión

con tendencia y que esta como la volatilidad fueran función del ac-

tivo mismo y del tiempo, i.e., dSt = µ(St, t)dt+σ(St, t)dWt. Dicho

modelo sigue preservando una debilidad, pues St tiene una probabi-

lidad no nula de ser negativo para todo tiempo t. De ah́ı, se podŕıa

suponer un movimiento browniano geométrico para modelar.

Por otra parte, habŕıa que considerar un horizonte de inversión

infinito pues aunque el d́ıa bancario termine todos los d́ıas a la
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misma hora, el número de activos intercambiados no lo es. Y es el

reloj basado en el volumen lo que rige la mayoŕıa de las estrategias

de HFT.
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Apéndice A

§A.1. Resultados probabiĺısticos

Teorema §A.1.1. (Desigualdad de Jensen). Sea f una fun-

ción de densidad de probabilidad y u : R → R una función convexa,

entonces la función aplicada a la esperanza de una variable aleato-

ria X es menor o igual que la esperanza de la función aplicada a

la misma variable aleatoria, es decir,

u(E(X)) ≤ E(u(X)).

Corolario. Sea f una función de densidad de probabilidad y u :

R → R una función cóncava, entonces la función aplicada a la

esperanza de una variable aleatoria X es mayor o igual que la

esperanza de la función aplicada a la misma variable aleatoria, es
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§A.2. Cálculo estocástico

decir,

u(E(X)) ≥ E(u(X)).

Teorema §A.1.2. (Teorema del estad́ıstico inconsciente).

Sea u : R → R una función y X una variable aleatoria. Si Y =

u(X), entonces

E(Y ) =
∞
∑

k=0

k · P(Y = k) =
∞
∑

k=0

u(k) · P (X = k) = E(u(X))

para el caso discreto y

E(Y ) =

∫ ∞

−∞

y · fY (y)dy =
∫ ∞

−∞

u(x) · fX(x)dx = E(u(X))

para el caso continuo, donde fX y fY son las funciones de densidad

de probabilidad de las variables aleatorias X y Y .

§A.2. Cálculo estocástico

Para abordar el problema de encontrar una solución a los tiem-

pos de ejecución de una orden, habrá primero que detallar y poner

en contexto algunas propiedades relevantes de los procesos involu-

crados en el planteamiento, cuyas definiciones fueron tomadas de

[KS98].
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§A.2. Cálculo estocástico

Definición §A.2.1. (Movimiento browniano estándar). A un

proceso estocástico {Wt}t∈R+∪{0} se le llama movimiento browniano

cuando cumple las siguientes condiciones:

1. W0 = 0;

2. Wt es continuo casi seguramente, es decir, P (ĺımt→aWt = Wa) =

1;

3. Wt tiene incrementos independientes, es decir, si 0 ≤ t1 ≤
t2 ≤ t3 ≤ t4, entonces Wt2 −Wt1 ⊥Wt4 −Wt3 ;

4. Wt2 −Wt1 ∼ N(0, t2 − t1) con t1, t2 > 0.

A continuación se enuncian algunas propiedades del movimiento

browniano consecuencia directa de su definición.

1. La probabilidad marginal al tiempo t es

fWt
(x) =

1√
2πt

e−
x
2

2t .

2. Su esperanza incondicional es cero

E(Wt) = 0.

3. Su varianza es

V ar(Wt) = E(W 2
t )− E2(Wt) = E(W 2

t )− 0 = E(W 2
t ) = t.
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§A.2. Cálculo estocástico

Definición §A.2.2. (Proceso de difusión de Itô). Si µr es

proceso Lebesgue integrable y predecible1 respecto a una filtración

{Ft}t>0 y σr es un proceso Borel integrable predecible respecto de

la misma filtración y además

∫ t

0

(

σ2
r + |µr|

)

dr <∞,

entonces se dice que

St = S0 +

∫ t

0

µrdr +

∫ t

0

σrdWr

es un proceso de difusión de Itô, dondeWr es un movimiento brow-

niano estándar.

Nótese que en varias ocasiones se preferirá la notación diferencial

dSt = µtdt + σtdWt.

Teorema §A.2.1. (Teorema de Feyman y Kac). Considérese

una función u : R× [0, T ] → R tal que u(s, t) ∈ C2 que sea solución

de la siguiente ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden:

∂u

∂t
(s, t)+µ(s, t)

∂u

∂x
(s, t)+

1

2
σ2(s, t)

∂2u

∂x2
(s, t)−g(s, t)u(s, t)+h(s, t) = 0

1Que un proceso {Xt}t>0 sea predecible quiere decir que Xt es Ft−1 medi-
ble, es decir, que Xt es una variable aleatoria con respecto de Ft−1.
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§A.2. Cálculo estocástico

sujeta a la condición u(s, T ) = ψ(x) donde µ, σ, g y h son funcio-

nes conocidas. Se puede ver a u como la esperanza condicional

u(s, t) = E

[
∫ T

t

e−
∫
τ

t
g(Sτ ,τ)dτh(Sr, r)dr + e−

∫
T

t
g(Sτ ,τ)dτψ(ST )

∣

∣

∣

∣

St = s

]

donde St es un proceso de difusión de Itô

dSt = µ(St, t)dt+ σ(St, t)dWt.

La versión necesaria para el desarrollo de este trabajo es el co-

rolario de este teorema tomando en cuenta que µ = g = h = 0 y

que σ es constante.

Corolario. Si St es un proceso de difusión de Itô tal que dSt =

σdWt, entonces la esperanza condicional

u(s, t) = E [ψ(ST )|St = s]

será solución a la ecuación diferencial parcial lineal de segundo

orden
∂u

∂t
(s, t) +

1

2
σ2∂

2u

∂x2
(s, t) = 0

sujeta a u(s, T ) = ψ(s).
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