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Introduccion

Cuenta la leyenda que cuando Napoleén Bonaparte perdio la ba-
talla de Waterloo en contra del Duque de Wellington, Nathan Ma-
yer Rothschild aventajé por un dia completo a las estafetas de Su
Majestad utilizando palomas mensajeras para ordenar a sus agen-
tes en Londres que vendieran todos los bonos del gobierno britéanico
que poseian. Esto cred expectacién en los agentes del mercado lon-
dinense dando la impresion de que los ingleses habian perdido la
batalla y el precio de los bonos del gobierno britanico cayé quedan-
do asf la oportunidad a sus mismos agentes de recomprar los bonos
a un precio inferior a su valor. De esta forma Rothschild gané un

millon de libras en un solo dia.

Independientemente de la veracidad de la leyenda, es irrefutable
la existencia de agentes veloces. Entonces la pregunta principal se
centra en qué se hace diferente hoy de ayer. Pareceria que solo

son mas veloces para enviar informacién y realizar transacciones
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hoy en dia, pero el cambio radica en el paradigma. El paradigma
actual se centra en otra forma de encontrar la solucion dptima
al problema maximizar las ganancias acotando los riesgos. Este
paradigma consiste en un conjunto de métodos y suposiciones sobre
el comportamiento del mercado y los demas agentes para obtener
la mayor ganancia posible con respecto a las limitaciones de capital

inicial, inventario maximo o minimo, etc.

Este trabajo pretende introducir la forma en la que se intercam-
bia hoy en la grandes bolsas de valores del mundo, pasando por
las procedimientos anteriores de intercambio y como cambiaron y
adaptaron tanto el mercado como a los agentes a un nuevo estilo.
Después se da paso al planteamiento econémico con una conexion a
la teoria de la probabilidad. Esta perspectiva se deriva en la teoria
de la utilidad esperada que ayuda a resolver problemas que con

una planteamiento superficial no lo tendrian.

Al terminar de hacer el planteamiento econémico probabilista del
problema, se sigue a utilizar una herramienta que haga un vinculo
entre lo estocastico y lo deterministico. Asi, se pueden encontrar
soluciones numéricas que permiten la ejecucion de algoritmos auto-
matizados. Naturalmente, se hara uso de herramientas diferentes
para cada método pero con el mismo fin de permitir encontrar
una solucién en términos dados por el mercado. Este ultimo paso
se hard en dos partes, pues primero se modelarda un esquema de

inventario estatico y luego uno dinamico.
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Capitulo 1

Precedentes

§1.1. Cambios de regulaciones

Desde su fundacion en 1817, en la bolsa de valores de Nueva York
NYSE (New York Stock Exchange) se comerciaba “a viva voz”, es
decir, las transacciones se llevaban a cabo frente a frente in situ.
Esto cambi6 cuando en 1995 se ejecuté una orden de 1000 acciones

de IBM a través de una computadora de mano inalambrica.

Para finales de enero de 2007 todos los activos de la NYSE
podian comerciarse via una interfaz hibrida, de transacciéon per-
sonal y/o computarizada, con excepcién de unas cuantas acciones

de precios superiores. De esta forma, los agentes pueden escoger

1



§1.1. Cambios de requlaciones

si su orden se registraba inmediatamente en el libro o se pasaba a
piso para ser colocada por una persona. Estos avances fueron po-
sibles debido a las reformas hechas por el Sistema de Regulacion
de Mercados Nacionales (Reg NMS, Regulation National Markets
System) de la Securities and Exchange Commission (SEC), que
permitieron a los agentes poner érdenes sin necesidad de ser ejecu-
tadas por una persona. Ademads, en estas mismas reformas, fijaron

el valor minimo de intercambio en un centavo.

Por su parte, la NASDAQ (National Association of Securities
Dealers Automated Quotations) siempre ha funcionado de manera
electrénica desde su fundacion en 1971 como NASD, debido a que
tiene un organo regulador distinto: Financial Industry Regulatory
Authority (FINRA). Sin embargo, el servicio que ofrecia la NASD
al principio solo era anunciar los precios, no ofrecer un sistema en
el cual se llevaran a cabo transacciones. Y atn cuando en él ya
se podia comprar y vender, no se popularizo de manera inmediata,
salvo en empresas tecnologicas, debido a que minimizaba la diferen-
cia de precios en lo activos, de donde los market makers obtienen

sus ganancias.

Del otro lado del Atlantico, la MiFID (Markets in Financial Ins-
truments Directive) empezé a hacer reformas similares a sus merca-
dos regulados. El impulso inicial en el Viejo Continente fue mayor
debido al retraso de dos anos con respecto a Estados Unidos. Asi,

al inicio de esta década ya podian ser analizados de manera similar.



§1.2. Cambio de paradigma

§1.2. Cambio de paradigma

Como se menciona al inicio del capitulo, anteriormente todas
las transacciones eran ejecutadas en persona, ya fuera de forma
presencial o a través de una terminal inalambrica. El razonamiento
detras de cada una de las acciones de los gentes que asi operan
resulta de una valoracién subjetiva de los activos en comparacién
con la cantidad de unidades monetarias que posee. Dicha valoracién
se hace gracias a informacién adquirida directa o indirectamente
del mercado a través del lenguaje humano y relativamente pocos
calculos. A esta forma de operar se le conoce como comercio de

baja frecuencia (Low Frequency Trading, LE'T).

Hoy en dia, las acciones pueden ser ejecutadas de forma autmati-
ca a través de una computadora con una conexion remota en el
orden que establezca un algoritmo. Este algoritmo puede tomar
en cuenta diversos factores cuantificables del mercado, como el vo-
lumen de transacciéon, la volatilidad estimada, el tiempo para el
término del horario de transaccion, la cantidad de unidades de
cada activo que se posee, etc. Aquellas personas que programan
estos algoritmos y hacen estimaciones o pronodsticos sobre los valo-
res futuros de dichos factores se llama agentes de comercio de alta

frecuencia (High Frequency Trading, HF'T).

Para entender mejor lo que se hace en el mundo del comercio

de alta frecuencia, se pueden separar las diferencias entre él y el



§1.2. Cambio de paradigma

comercio de baja frecuencia en las siguientes: herramientas, tem-

poralidad y estrategias.

Herramientas: en lo que concierne a las herramientas, por una
parte, los analistas financieros, que comercian en baja frecuencia,
tradicionalmente provienen de areas como ingenieria financiera,
contaduria y economia y analizan temas como politica monetaria,
valuacién de activos y analisis de estados financieros. Sus resulta-
dos son basados en sus experiencias y solo complementados por
matematicas, es decir, prodrian prescindir de ellas. Por la otra, los
administradores cuantitativos (quant managers), que comercian en
alta frecuencia hacen uso forzoso de tercnologia de punta y ana-
lizan el uso de lenguajes de programacién, interfaces de conexidn,
problemas de analisis numérico y de algoritmos y teoria de jue-
gos, dado que en su mayoria tienen una formacion similar a la de
actuarios, computoélogos, fisicos, ingenieros o matematicos. Los ad-
ministradores cuantitativos obtienen resultados matematicos que
prescienden de la experiencia mencionada en el ambito del comer-

cio de baja frecuencia.

Temporalidad: en el &mbito del comercio de baja frecuencia se
utilizan las unidades como el segundo, la hora, el dia, el mes o el
ano. Estas unidades, que concuerdan con las usadas en las ciencias
sociales, responden a necesidades especificas que los humanos tie-
nen por acordar un comportamiento grupal o entender los ciclos

de la naturaleza.



§1.2. Cambio de paradigma

Cuando se hace comercio de alta frecuencia, resulta mas con-
veniente adaptarse a un reloj con base en los eventos propios del
mercado en vez de aquellos de la naturaleza, por ejemplo el niime-
ro de transacciones realizadas o la cantidad de veces que el precio
de un activo ha superado una barrera. Ambas medidas de tiempo
estan forzosamente relacionadas, pues cada evento del mercado su-
cede a una hora especifica y en cada momento del tiempo se puede
describir el comportamiento pasado del activo. Esta relacion, que
se supone estocastica, aparte de resultar dificil de estimar, pudiera
no resultar de utilidad. Como ejemplo considérese lo siguiente, si un
taxista pretende medir el tiempo que le tomaria llegar a una cierta
ganancia, le resultaria mas preciso medirlo conforme los litros de
gasolina empleados en el conducir que las horas que pasa frente al

volante pues el trafico, que reduce sus ganancias, es aleatorio.

La idea de modelar el tiempo en relacion a eventos se puede
encontrar en trabajos como el de Mendelbrot [MT67], el de Clark
[Cla73] y mas recientemente el de Ané y Geman [AGO00]. Para darse
cuenta de la importancia de esta técnica basta con leer las primeras

lineas del primer articulo mencionado:

“Price changes over a fixed number of transactions may
have a Gaussian distribution. Price changes over a fi-
xed time period may follow a stable Paretian distri-
bution, whose variance is infinite. Since the number of

transactions in any time period is random, the above
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statements are not necessarily in disagreement.”
Esas mismas lineas en espanol dicen algo asi como:

“Los cambios de precio sobre un niimero fijo de transac-
ciones pudiesen tener una distribucion gaussiana. Los
cambios de precio sobre un periodo de tiempo pudiesen
distribuirse establemente Pareto, cuya varianza es infi-
nita. Dado que el niimero de transacciones en cualquier
periodo de tiempo es aleatorio, las dos afirmaciones no

entran necesariamente en contradiccién.”

Entonces, al cambiar solo el reloj, se obtiene una manera mas
sencilla de poder trabajar. Este resultado ayuda para obtener, por
ejemplo, la volatilidad de un activo dentro de las 50,000 transac-
ciones siguientes, pero de ninguna forma por hora o por mes. De
ahi la necesidad y utilidad de un agente de alta frecuencia en llevar

un inventario de acuerdo a su propio reloj.

Estrategias: cuando un agente comercia en baja frecuencia, él
hace una valoracién subjetiva que depende enteramente de su in-
teraccion con otros agentes o el mercado. Dicha valoracién suele
ser instantanea y solo se puede asegurar de otro agente que ten-
ga exactamente las misma circunstancias histéricas de interacciéon
con los mismos agentes o el mercado que la compartira. Por su
parte, un agente de alta frecuencia puede establecer una serie de

pasos a seguir, con los que pretende optimizar su ganancia en base
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§1.2. Cambio de paradigma

puramente matematica, y delimitar comportamientos respecto de
los resultados que sean posibles de obtener del mercado. Su me-
todologia puede ser explicada y entendida por otros agentes sin
necesidad de que la compartan o tengan los mismos antecedentes

histéricos.






Capitulo 2

Fundamentos econémicos

Durante este capitulo, dardan las definiciones de bien, burbuja
econdmica, agente, mercado, dinero, valor, precio y loteria. Luego,
se analizaran los dos acercamientos de la teoria de la decisién y las
explicacién de porqué se elige uno de ellos. Cuando se analicen las
preferencias, se motivaran las premisas que aceptan los consumi-
dores racionales y porqué son necesarias. Al contar la paradoja de
San Petersburgo se interpretara lo que Bernoulli opiné al respecto
y que da pie a la teoria de la utilidad esperada como respuesta a

la forma en la que hay que valuar una activo.
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§2.1. Conceptos fundamentales

En palabras de Carl Menger [MenT71], fundador de la Escuela
Austriaca de economia, un bien econémico es un objeto debe de

cumplir 4 condiciones para ser un bien:
1. Servir a una necesidad humana.

2. Tener propiedades con las que se puedan establecer una re-

lacién de causalidad con la satisfaccion de esta necesidad.
3. Que exista conocimiento humano de esta relacién causal.

4. Tener control suficiente sobre el objeto para dirigirlo hacia la

satisfaccion de la necesidad.

A aquellas personas que desean intercambiar unos bienes por
otros se les denomina agentes y el lugar (no necesariamente fisico)
donde esto ocurre se le llama mercado. El mercado que se supone en
este trabajo no tiene inflacién. Cuando en un mercado los agentes
intercambian un objeto que consideran que es un bien y no cumple
con alguna de estas propiedades, surgen malas apreciaciones del
objeto (u otros objetos relacionados). Dadas esa circunstancia, se

dird que existe una burbuja econémica en torno a dicho objeto.

De las condiciones necesarias para ser un bien, la primera es la
mas importante, pues sin ella es imposible cumplir las otras tres.

Como ejemplo considérense la burbuja dotcom a principios del si-

10



§2.1. Conceptos fundamentales

glo XXI en los mercados estadounidenses, que fue un periodo de
sobrevaloracion de companias que proveian servicios de internet.
Los agentes en su momento creian que estas companias servian
a una necesidad humana y cumplian las demés condiciones. Sin
embargo, al darse cuenta de que el hecho de tener un dominio en
internet y prestar servicios gratuitos no era redituable si el nime-
ro de usuarios de sus sitios de internet era muy bajo, se dejo de
creer que servian a una necesidad humana. Entonces, cuando un
objeto cumple servir a una necesidad humana no sélo debe creerse
que sirve a una necesidad humana, sino tener propiedades que ha-
gan que su utilidad sea evidente e inapelable. Si durante la misma
burbuja econémica se apelara que muchas de las companias que
tenian sitios de biisqueda gratuita en internet anadian publicidad,
aun les hubiera sido necesario que sus servidores tuvieran la pro-
piedad de ser lo suficientemente atractivos para que los usuarios los
ocuparan. De la misma forma, para un empresario que no tuviera
conocimiento de que el internet es un medio publicitario careceria
de su interés. Por 1ltimo, las companias no tuvieran la forma de ha-
cer accesible su publicidad a los consumidores, carecerian también

de dicho interés.

Habria que hacer énfasis en la tltima propiedad y para ello con-
sidérese este otro ejemplo: si hoy se descubriera petréleo en la luna
y se supusiera que se tiene control suficiente sobre él para satisfa-

cer las necesidades de consumo de energia, de las cuales ya se tiene

11



§2.1. Conceptos fundamentales

conocimiento, se llegaria a una subapreciacion del petrdleo en la
corteza terrestre que si es accesible. Este fenémeno culminaria en

una burbuja conodémica en torno al petroleo.

Para hablar de la valoracion de un bien, se debe hablar de dos
tipos de intercambio: directo e indirecto. Cuando un bien se inter-
cambia por otro, se dice que el intercambio es directo. El problema
de dichos intercambios es que ambas partes deben estar interesa-
das en el bien del otro. A este tipo de intercambios también se
les llama trueque. La dificultad natural de los trueques se supera
a través del establecimiento por acuerdo comun de una referencia
valorativa en un objeto que no necesariamente cumpla con servir
a la satisfaccion de una necesidad humana pero que sirva de refe-
rencia de cambio para adquirir otros bienes. A este objeto, que se
constituye preferentemente de unidades divisibles, se le denomina

dinero.

Entonces, se llamara valor a la utilidad subjetiva de un agente
de mercado, que él asigne a un bien para cumplir una necesidad
y se llamara precio a la cantidad de unidades de dinero (o unida-
des monetarias) que el agente pida para intercambiar su bien. Sin
embargo, ambos prodrian no coincidir; si un agente esta dispues-
to a vender un objeto del cudl cree que su valor aumentara para
cuando se pretenda consumir, le asignard un precio mayor. Esta va-
loracion podria no ser congruente con la de otros agentes de baja

frecuencia por ser subjetiva. No debera confundirse la utilidad con

12



§2.1. Conceptos fundamentales

la ganancia, pues esta ultima se define como el cambio de precio
entre el tiempo de valoracién y un tiempo anterior de un activo

que se posea.

Dicha incertidumbre de su precio futuro se debe tomar en cuenta
para una apreciacion del bien. Para ello se introduce el concepto de
loteria que se define como la variable aleatoria del precio futuro
de un bien econémico. Se hard la suposicién de que se puede ad-
quirir cualquier cantidad de dicho bien, pues si se adquiere el bien
entre varios agentes y se acuerda una participacién sobre su valor,
se estaria adquiriendo una fraccién de €l y, en mercados grandes,
se puede adquirir tanto de él como se desee. Asimismo, la suma
de dos loterias es a su vez una variable aleatoria a la que se deno-
minara portafolio. Dado que este portafolio seria un bien y tiene
un precio futuro que es la suma de las loterias que lo componen,
este seria también una loteria. De esta forma se puede aseverar
que el conjunto de todas las loterias de un mercado es un espacio
vectorial sobre R con la suma y el producto usual de los reales.
Véase como ejemplo un portafolio que se compone de un contrato
de compra de una accion de la empresa ABC en un tiempo futuro
fijo y un contrato de venta de tres acciones de la empresa XYZ al
mismo tiempo y que del portafolio son acreedores dos agentes a

partes iguales.
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§2.2. Teoria de la decision

La teoria de la decision gira en torno a dos preguntas principales

segin Thorsten Hens y Marc Rieger [HR10]:

= ; Como deberiamos decidir? A la que se le da respuesta desde

el acercamiento prescriptivo o racional.

= ;Como decidimos? A la que se le da respuesta desde el acer-

camiento descriptivo o conductual.

Al primer acercamiento se llega a través de una apreciaciéon y al
segundo a través de una valoracion subjetiva, que pueden no siem-
pre concordar. Considérese el caso de la compania Knight Capital
durante un dia de transaccién en 2010 en el que, gracias a un al-
goritmo mal planificado, la compania ejecuto una serie de compras
de activos sobrevalorados y por lo tanto el precio de sus accio-
nes cayé casi hasta cero. Esta asignacion racional de precios casi
instantanea, cambié rapidamente a una conductual cuando se es-
parcié la nocién de que la compania debia haber cometido un error
y que otros factores, como su capital humano, podrian recuperarla

de la quiebra.

Para describir el concepto en el que se basan las decisiones ra-
cionales se le llamara preferencia y se escribird A > B cuando se
prefiera la loteria A a la B. De la misma forma, cuando se es indife-

rente entre A y B se simbolizarda A ~ B. Y cuando ambas sucedan,

14



§2.2. Teoria de la decision

A > B. Para formalizar este primer criterio de decisién racional se

introduce la siguiente definicién.

Definicién §2.2.1. (Relacién de preferencia). Una relacién de
preferencia de loterias > sobre un espacio vectorial de loterias V

satisface las siguientes condiciones:

1. Es completa, es decir, para todas las loterias Ay B € V
sucede que A > B o B = A, o ambas.

2. Es transitiva, es decir, para todas las loterfas A, By C € V
sucede que A > By B = C implican A = C.

Por el momento, supéngase un mercado en el que solo existan
dos estados futuros de sus activos: s; y sy con probabilidades de
ocurrencia p; y po respectivamente, donde en el primer estado se
tendria una subida de los precios de los activos en el mercado y en
el segundo una caida de los mismos. Considérese dos activos (lo-
terfas) A y B y sus correspondientes precios as,, as,, bs, v bs, para
cada estado. Si as, > bs, y as, > bs,, €l agente racional preferird el
activo A, pues en cada caso el precio final de este activo es mayor
que el de B. De esta forma, se formula la difniciéon formal de este

concepto.

Definicién §2.2.2. (Dominacién por estados). Si para todos
los indices s en un conjunto indicador de estados S se tiene que los

precios a, de la loteria A son mayores o iguales que sus correspon-

15



§2.2. Teoria de la decision

dientes que los de la loteria B, es decir, a, > by Vs € S, y aparte
existe por lo menos uno de A que sea estrictamente mayor a su
correspondiente de B, es decir, existe s € S tal que as > b, se

dird que A domina por estados a B y se representard A =pg B.

Ademas, se dice que una relacién de preferencia = respeta (o es
compatible con) la dominacién por estados si A =pgp B implica
A > B. En caso contrario, se dird que la relacién de preferencia

viola la dominacion por estados.

La idea de que una relacién de preferencia sea compatible con la
dominacion por estados es aquella de ser congruentes con la transi-
tividad de la primera con la de la segunda. Un ejemplo donde esto
no sucede seria el siguiente; supéngase que un hombre gana un bo-
leto para asistir al siguiente partido del equipo que desee, disfruta
de ver ganar al equipo al que apoya y los equipos Aguilas, Chivas
y Pumas no juegan entre si. Este hombre cree que Pumas tiene un
mal desempeno esta temporada y que Chivas tiene mas oportuni-
dad de ganar su siguiente partido. Pero Aguilas es el campedn de
la temporada pasada y juega contra un equipo con muy mala plan-
tilla. Aun asi, como este hombre es aficionado de Pumas, a pesar
de su mal desempeno esta temporada, se decide por el boleto para

ir a ver a estos ultimos. Su preferencia seria la siguiente:

Pumas < Chivas < Aguilas < Pumas.
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Al observar la relacién anterior es claro que rompe con la tran-
sitividad de la misma al tener una preferencia estricta de Pumas
por el mismo Pumas. Este comportamiento se puede deber a las
situaciones tnicas e irrepetibles que le ocurren a este hombre y que
quiza otra persona no pudiese entender o compartir o a un conflicto
de intereses que no sucederia en una relacién de preferencia bien
establecida. En ambos casos, el comportamiento del personaje no

es racional sino conductual.

Entonces, en caso de una dominaciéon por estados es clara la
decision a tomar por parte de un agente racional. Sin embargo,
no siempre se dara la definicién por estados. Retémese el ejemplo
del mercado con dos estados y dos activos, pero ahora con una

condicién diferente: a,, < bs,.

Activos
Estado Probabilidad A B
S1 p1 as, > by
S2 D2 as, < b,

Dada esta situacién, es natural pensar que se debe valorar la
loteria en funcién no solo de los estados, sino de la probabilidad de
ocurrencia de cada uno también. A estas valoraciones que se hacen
de una loteria donde no solo se consideran los precios finales se les

llama funciones de utilidad.

Definicién §2.2.3. (Funcién de utilidad). Sea U una funcién

17



§2.3. Teoria de la utilidad esperada

creciente con segunda derivada que asigna un nimero real a cada
loterfa. Se dice que U es una funcion de utilidad para la relacién
de preferencia > sobre el espacio vectorial V de las loterias si para
cada par de loterias A y B se tiene U(A) > U(B) si y sélo si
A > B.

Las funciones de utilidad de interés en este trabajo son, natu-
ralmente, aquellas que involucran y ponderan la probabilidad de

ocurrencia de cada estado con sus respectivo precios.

§2.3. Teoria de la utilidad esperada

§2.3.1. Motivacion

Considérese la funcién esperanza E definida como

E(A) = Z a’s]P)(A = a’s)a

seS

para el caso discreto donde S es el conjunto de indices s de los
estados a de la loteria A y P la probabilidad asociada a cada estado,
pues para cada loteria hay una funcién de densidad asociada por

ser variables aleatorias.

De la misma forma, para el caso continuo, la esperanza se define

18



§2.3. Teoria de la utilidad esperada

como

E(A) = / asf(s)ds.

donde S es el conjunto de estados y f es la funcion de densidad de

probabilidad de cada evento.

Si se supone que [E cumple con ser una funcién de utilidad, seria
natural pensar que una decisién racional bien fundamentada es
preferir la loteria A sobre la B siy solo si E(A) > E(B).

Sin embargo, considérese que se tiene un activo con valor de
100 unidades monetarias y que un evento adverso con probabili-
dad de ocurrencia de 0.01 destruye dicho activo. La esperanza de
esta loteria es de 99 unidades monetarias. Si un agente asegurador
ofrece cobertura ante este evento por un precio de cinco unidades
monetarias, la esperanza de esta loteria seria de 95 unidades mo-
netarias. La decisiéon que la mayoria de los consumidores tomaria

serfa preferir la segunda loteria sobre la primera.

De las primeras criticas ante la adopcion de la esperanza como la
forma de decidir de un consumidor racional es de mencionarse la de
Bernoulli en un contexto como el de la paradoja de San Petersburgo
cuya descripcion es la siguiente: se paga una cantidad inicial y se
lanza una moneda balanceada (que cada cara tenga probabilidad
1/2 de caer) hasta que la primer dguila aparece. De esta forma el
juego acaba y si el nimero de veces que la moneda fue lanzada fue

k veces, el apostador recibe 2¥~! unidades monetarias. La pregunta
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

recae en cuanto se esta dispuesto a pagar como cantidad inicial o,
dicho en otras palabras, cudl seria el precio justo a pagar por entrar

a este juego.

Considérese la variable aleatoria X,, que indica si la moneda cae

en aguila en el lanzamiento n,

X { 1 sila moneada cae en aguila;
n =

0 sila moneda no cae en aguila.

Asi, la probabilidad p; de obtener la primer aguila después de k

lanzamientos independientes es

s = J[PCG=0)-P(X, =1)

Asi, al calcular la esperanza de esta loteria X se tiene
E(X) = =Y () =) =0
)= =32 (5) =3 5=

Visto desde la perspectiva de la esperanza, se deberia a estar dis-

puesto a pagar lo que fuese (inclusive todo lo que se tiene) para
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

entrar a este juego aun cuando la probabilidad de ganar una can-
tidad considerable de dinero sea pequena, pero la probabilidad de
volverse infinitamente rico no es nula. Pero hay que considerar el

siguiente razonamiento en palabras del propio Bernoulli:

“No cabe duda de que una ganancia de 1000 unidades
monetarias para alguien pobre es mas significativa que

para alguien rico.”

Por lo tanto, no hace sentido calcular el valor esperado en término
de unidades monetarias sino de unidades de utilidad. Esto es, hay

que valuar un activo por su utilidad y no por su precio.

Siguiendo el ejemplo anterior de la paradoja de San Petersbur-
go, definase como funcién de utildad u(z) := In(x) y calcilese la
esperanza de la utilidad de los elementos de X ponderados por la

probabilidad de que sucedan.

g: uwp = 3 @) (%) k

1 k=1

Este resultado es congruente con el concepto econémico de la ley

de la disminucién marginal de la utilidad !, ya que la funcién In(x)

'La ley de disminucién marginal de la utilidad dicta que si se tiene necesidad
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

crece cada vez mas lento respecto de x.

Por 1ltimo, introduzcase la funcion utilidad esperada U de una
loteria A con un conjunto de espacio de estados S y funcién de
probabilidad P asociada a cada precio as con s € S que se define

como

Esta definicién viene motivada de querer comparar la utilidad
de la esperanza con la esperanza de la utilidad y sera util para
demostrar unas proposiciones que vinculan los perfiles de riesgo
con las funciones de utilidad como en el ejemplo anterior de la

paradoja San Petersburgo.

§2.3.2. Perfil de riesgo

Como se vio en la seccién anterior, el hecho de adaptar una fun-
ci6n de utilidad a una loteria puede cambiar (o dar solucién si no la
tenia) al problema de la decision a través de la funcién esperanza.
Para profundizar sobre el tipo de funciones de utilidad habra que

relacionarlas con dos conceptos matematicos.

de varios bienes de la misma clase cada uno es apreciado como el dltimo en
orden de la necesidad de cumplimiento, pues si se perdiera la oportunidad de
obtener uno de ese bien, entonces se dejaria e satisfacer s6lo la tltima necesidad
relacionada con ese bien.
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

Definicién §2.3.1. (Concavidad). Se dice que una funcién u :
R — R es concava en el intervalo (a,b), si para todo x1, 25 € (a,b)

y A € (0,1) la siguiente desigualdad es verdadera:
Au(zy) + (1 — Nu(zz) < u(Azp + (1 — N)axg).

Ademas, se dice que u es estrictamente concava si la desigualdad
estricta correspondiente a la anterior es verdadera para todo x; #

Za.

Definicién §2.3.2. (Aversién al riesgo). Se dice que un agente
tiene un comportamiento adverso al riesgo si su funcién de utilidad

es concava.

Proposicién §2.3.1. Si un agente tiene un comportamiento ad-
verso al riesgo preferird la utilidad de la esperanza de la loteria que

la utilidad esperada de la misma.

Demostracion. Considérese la relacién descrita entre la utilidad

esperada y la utilidad de la esperanza:

U(X) < u (E(X)).

De la definicién de la primera se obtiene

E(u(X)) < u(E(X))
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

que es cierto debido a que u es céncava y a la Desigualdad de
Jensen (véase §A.1). O

Ahora, se analiza el caso opuesto.

Definicién §2.3.3. (Convexidad). Se dice que una funcién u :
R — R es convexa en el intervalo (a,b), si para todo x1,xs € (a,b)

y A € (0,1) la siguiente desigualdad es verdadera:
Au(zy) + (1 — Nu(zz) > u(Azy + (1 — N)axg).

Ademas, se dice que u es estrictamente convexa si la desigualdad
estricta correspondiente a la anterior es verdadera para todo z; #

Z9.

Definicién §2.3.4. (Procuracién al riesgo). Se dice que un
agente tiene un comportamiento procurador del riesgo si su funcién

de utilidad es convexa.

Proposicién §2.3.2. Un agente tiene un comportamiento procu-

rador del riesgo su funcion de utilidad es conveza.
Demostracion. Andloga a la de la Proposicion §2.3.1. 0

Para todos los tipos de perfiles de riesgo, es conveniente saber

cual es mas adverso que otro. Esto se logra a través del concepto
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

de aversién absoluta al riesgo introducido por Pratt (1964).

Definicién §2.3.5. (Aversién absoluta al riesgo). Se denomi-
na funcién de aversién absoluta al riesgo AAR, con respecto de la
cantidad x de activo de una funcién de utilidad u a: la negativa de

la segunda derivada de la funcién de = entre si misma, es decir,

AAR,(x) := —

Frecuentemente los economistas utilizan algunas funciones de
densidad por ciertas propiedades que cumplen. Por ejemplo, la fun-
cién de utilidad logaritmica o utilidad Bernoulli que se usa en

la paradoja de San Petersburgo

u(x) =In(r+c¢), ¢>0,zeR".

Esta funcién de utilidad cumple con ser concava en todo R y
para cualquier ¢ > 0, y por lo tanto describe un perfil adverso al

riesgo. Su primer y segunda derivada son
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

Resultando asi en funcién de aversion absoluta al riesgo

_ ') e _ !
AR (@) = - w(z)  In(z+c¢) (z+c)?n(z+c)

de donde se nota que, como (z+c¢)? es creciente al igual que In(z +
¢), la aversién absoluta al riesgo AAR,(z) es decreciente. Esto se
puede interpretar econémicamente de la siguiente manera: entre
mas activo x se posea, menor serd la propension de este agente a

obtener mas de él.

Notese ademas que: a pesar de que el cero no esta en el dominio,
cuando ¢ = 0, u(x) se indefine en z = 0 y se debe interpretar como
que no tener nada del activo no produce utilidad. Con esto también
se debe dar paso al hecho de que tener una utilidad negativa no
significa que el activo no sea deseable. En lo que un agente debe
fijarse de una funcién de utilidad es el crecimiento de la misma,
es decir, que tan util le resulta incrementar la cantidad del activo
en comparacion con lo que ya posee de él. Recuérdese también que
de las funciones de utilidad sélo interesa el dominio contenido en
R* pues se habla de una cantidad que se posee del activo (véase
la Figura 2.1).

La funcién de utilidad potencia definida como
1, 4
u(z) =—z% a#0,zeR
Q@
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

tiene un comportamiento dependiente de su parametro «; su pro-
piedad de inflexién (concavidad o convexidad) estd ligada al signo
de dicho parametro. Ademaés, nétese que el caso &« = 1 no es de
interés pues, aunque si esta bien definido, resulta ser al funcion
de utilidad trivial u(z) = x cuya funcién de aversién absoluta al
riesgo es nula, pues describe tanto un comportamiento adverso co-
mo un comportamiento procurador del riesgo y se puede apreciar

graficamente en la Figura 2.2.

La funcién de utilidad es convexa en todo el dominio si a« > 0y
concava si a < 0. Para ambos casos, su primer y segunda derivada
son

u(r) =2 vy d(2) = (a— 1)z
y su funcién de aversién absoluta al riesgo es

(a —1)z>2

lxa
(6%

AAR,(x) = — = —ala— 122

De esta tltima se pueden ver los dos casos de importancia: cuan-
do a > 1 que la funcién es creciente y cuando o < 1 que la funcion

es decreciente.

La tdltima funcién que servird para ejemplificar la importancia

de la aversién absoluta al riesgo es la funcién de utilidad expo-
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

Figura 2.1: Funcién de utilidad logaritmica. En color verde
u(x) = In(z), en azul u(z) = In(x + 3) y en rojo punteado su
asintota x = —3.

10.8

10.4

0.4

0.8

Figura 2.2: Funcién de utilidad potencia. En color rojo el caso
a =1, rojo punteado @ = 2, en azul & = —1 y en azul punteado
a=—2.
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

nencial definida como
u(zr) = —exp(—vyx), ~v>0,z€R"
cuyas primera y segunda derivada son
u'(z) = yexp(—yz) vy u'(x) = =7 exp(—yx)

y funcién de aversién absoluta al riesgo es

AAR (ZE) — __,}/2 eXp(_’yx) A2
b — exp(—7yx) '

El hecho de que AAR, resulte ser constante es de interés, pues
en vez de tener una funcién de aversién absoluta al riesgo, tiene
una constante. La interpretacién econdémica asociada a este hecho
es que a pesar de que al agente le resulte cada vez menos 1til una
unidad mas del activo, procurard obetnerla tanto como la primera.
Los valores que toma 7 para hacer una valoracién de un activo del
que se manejan grandes cantidades seran cercanos a cero, pues u
crece mas lentamente respecto de x cuando 7y es cercano a cero

(véase la Figura 2.3).

Por 1ltimo, nétese que todas estas funciones de utilidad cuando
son concavas (que describen un comportamiento adverso al riesgo)
estan acotadas. Esto servira los capiitulos posteriores para asegu-

rar que existen condiciones finales de las ecuaciones diferenciales
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

resultantes de la aplicacién del Teorema de Feynman y Kac.
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§2.3. Teoria de la utilidad esperada

Figura 2.3: Funcién de utilidad exponencial. En color rojo el
caso v = 0.5, en azul v =1 y en verde v = 2.
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Capitulo 3
Modelo estatico

A través de este capitulo se modelara la forma en la que debe
actuar racionalmente un agente de comercio de alta frecuencia si
él fuese capaz de tomar una fotografia al mercado y fijarse en su
inventario, la volatilidad de un activo y tomar la decisién de com-
prar o vender de acuerdo a un precio definido por él que involucre

ademads su perfil de riesgo.

§3.1. Libro de 6rdenes

Antiguamente, para llevar un resgitro de los compradores y ven-

dedores de un activo, se anotaban en un libro por preferencia
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§3.2. Precio medio

de precio y luego de llegada. Al dia de hoy este registro se ha-
ce electrénico y con el afan de no exponer la postura de un agente,
se proyecta Unicamente el niimero de activos por precio. Entonces,

se puede pensar del libro de érdenes de la siguiente manera:

34.12 | 2345
34.11 | 1722
s = 34.085
34.06 | 1854
34.05 | 2459

donde del lado izquierdo se puede ver el precio al que se esta dis-
puesto a intercambiar y del lado derecho la cantidad del activo que
esta disponible a ese precio. Los niveles debajo del espacio donde
se anota el precio medio s son 6rdenes de compra y los niveles por

encima ordenes de venta.

§3.2. Precio medio
Se modelara el precio medio S; como un proceso de difusion de

It6 (véase el Anexo §A.2.2) tal que

t
St:/ O'dWr, (31)
0
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§3.3. Funcion de utilidad

con volatilidad o > 0 constante, t € [0,7] y W} el proceso brow-
niano estandar en oposiciéon al modelo geométrico para proveer de
heuristica hacia modelos méas generales. Se utilizara con frecuencia

la notacién diferencial:
dSt = O'th. (32)

Notese que a este precio el agente no puede realizar una transac-
cién. Ademas el precio medio no tiene un término dt en su notacion
diferencial pues se supone que Sy = 0, esto es, que al proceso de
difusién no se le agrega una funcién lineal de ¢ (deriva). Esto se
puede interpretar de manera econémica como que el agente carece

de opinion con respecto a los cambios de precio del activo.

§3.3. Funcién de utilidad

Contrario a lo que se pudiera pensar de primer instante, el ob-
jetivo de todo agente debe ser maximizar su funcién de utilidad y
no precisamente su funciéon de ganancias. De esta forma, como se
trata en el capitulo 2, se puede establecer un perfil de riesgo al que

se esta dispuesto.

En este caso se utilizard una funcién de utilidad exponencial,

pues cumple con ser acotada (necesario para establecer una condi-
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§3.3. Funcion de utilidad

ci6én frontera que se vera més adelante)
v(w,s,q,t) = El—exp (=y (x4 ¢571))[S = 5], (3.3)

donde x € R* U {0} es la cantidad inicial de unidades monetarias
con las que el agente cuenta, s € RT es el precio instantédneo del
activo (precio spot), ¢ € N la cantidad de unidades del activo y

t € [0,7] el tiempo de valuacién.

Para calcular la solucion de la esperanza del lado derecho de
la ecuacion se recurira al teorema de representacion de Feynman y
Kac. Antes, para que sea clara la analogia con la versién enunciada
en el apéndice §A.2.1, véase a una funciéon candidata a solucién
ve(s,t) = v(x,s,q,t) donde de la segunda se toman x y ¢ fijos.
Luego, )

%Zc + %aQ %:; —0 (3.4)

sujeta a la condicion final

ve(s,T) = — exp(—y(z + ¢s))

que se resuelve de la siguiente forma.

Sean f y g funciones no nulas que solo dependan de s y t respec-

tivamente de tal forma que v.(s,t) = f(s)g(t). Entonces se pueden
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§3.3. Funcion de utilidad

observar las parciales como

e (510, (35
y o
o = (990t (3.6)

Sustituyendo (3.5) y (3.6) en (3.4) queda que

F)5 (1) + 50° " ()9() = 0,

se divide por 1% f(s)g(t) > 0

[0, o (s)a)
IO

=0,

y después de eliminar términos semejantes se tiene que

J s
%D 109

y como la tltima ecuacién debe ser valida para todo (s,t) se igua-
lara a —\ donde A > 0 a la que se conoce constante de separacion.
La eleccion de A > 0 resulta por inspeccién para que las soluciones

de la ecuacion sean reales.
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§3.3. Funcion de utilidad

Notese que en congruencia con la condiciéon final

ve(s,T) = E[—exp(—(z+¢Sr))|ST = 9]
= —exp(=y(z+4gs)).

Que puede ser descompuesta como v.(s,t) = f(s)g(t) donde
f(s) = —exp(—y (v +gs)) y g(T) = 1. Asi

f”(s) B _72(]2 exp (_7 (ZL’ + qS)) = 2q2. (37)

A ey oy prp

Entonces,

gl(t) 1 59 5
=—zVq0.
g(t) 2

Integrando ambos lados desde el tiempo actual t hasta el tiempo
final T
|
/ — Ing(r)dr = / —572q202d7“
t

1
Ing(T) —Ing(t) = —57°¢**(T )

se obtiene

y recordando que g(7T) = 1,

o) = exp (30T 1)) (33)
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§3.4. Precios de reserva

Por lo tanto,

Ve(s,t) = —exp (= (x + ¢s)) exp <%v2q202(T — t))

y dada la simplificacion inicial del problema donde se fijaban = y

q, se tiene mas especificamente que

(2, 5,q,t) = —exp (= (z + ¢s)) exp (%vzqzaz(T - t)) . (3.9)

La ecuacion (3.9) coincide con lo que se pretendia en un inicio:
que la funcién de utilidad fuera exponencial, que dependiera de
la cantidad de dinero x que el agente tiene al principio, el precio
instantaneo s del activo, la cantidad ¢ que se posee de dicho activo
y el tiempo t en el que se estd valuando y ademés que tomara en
cuenta la aversion absoluta al riesgo v, que se interpreta como que

tan conservador es el agente al momento de ejecutar sus ordenes.

§3.4. Precios de reserva

Para terminar de establecer la estrategia de intercambio del
agente es necesario saber, dada su funcién de utilidad, a partir
de qué precios esta dispuesto a cambiar una cantidad de unidades

monetarias x para incrementar su cantidad ¢ de activo.
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§3.4. Precios de reserva

Definicién §3.4.1. (Precio de reserva de oferta). Se llama
precio de reservacién de oferta r,(s, q,t) (del inglés bid) a aquel al
que el agente esta dispuesto a adquirir una unidad més de un activo
con precio s al tiempo t cuando tiene un capital = > (s, q,t) y ¢q
unidades del activo sin modificar su funcion de utilidad. Esta dado

implicitamente por la ecuacién

v(z —1y(s,q,t),8,q+1,t) = v(z,s,q,1). (3.10)

Definicién §3.4.2. (Precio de reserva de demanda). Se lla-
ma precio de reservacién de demanda 7,(s, q,t) (del inglés ask) a
aquel al que el agente esta dispuesto a deshacerse de una unidad
de un activo con precio s al tiempo ¢ cuando tiene un capital x y
¢ unidades (¢ > 0) del activo sin modificar su funcién de utilidad.

Esta dado implicitamente por la ecuacién

’U(IL’—FTG(S,Q,T,),S,Q— 17t) :’U(IL’, S7q7t>‘ (311>

Definicién §3.4.3. (Precio de reserva o de indiferencia). Se
llama precio de reserva (o de indiferencia) r(s, q,t) al promedio de
los precios de reserva de oferta y demanda cuando el agente tiene

un capital z > 74(s,¢,t) y ¢ > 0 unidades del activo al tiempo ¢.

Para obtener el precio de reserva de oferta explicitamente, con-
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§3.4. Precios de reserva

sidérese que (3.10) implica que

v(x —rp(s,q,t),s,q+ 1,t)
v(x,s,q,t)

—exp (= (x =1y + (¢ + 1)s) + 372(¢ + 1)?*0*(T — 1))
—exp (=7 (z +gs) + 372¢*0*(T — 1))

donde r, = m4(s,q,t) solo por simplificar notacién durante este
procedimiento. Tomando logaritmo natural de ambos lados se tiene
que

1
0=—y(—rp+s)+ 572(2q +1)0*(T —t)

y pasando el primer sumando del lado derecho de la ecuacién al

lado izquierdo
L 2
Y(=rp+5) = 57 (2¢ + )o™(T" = 1).

Por tltimo se despeja para 1, recordando que r, = ry(s, qt) para

obtener
v (T - t)

Tb(sv q, t) =s+ (_1 - 2Q) 9

Siguiendo un procedimiento andlogo, se llega a que el precio de

reserva de demanda es

1o’ (T~ t)

Luego, para el precio de indiferencia, solo hay que recordar que
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§3.4. Precios de reserva

se definié como el promedio de los dos anteriores, que resulta ser
r(s,q,t) = s — qyo*(T —t). (3.12)

De (3.12) se puede apreciar que si el agente tiene una posicion larga
sobre el activo (¢ > 0) el precio de indiferencia serd menor que el
precio medio del activo s al tiempo t pues expresa la necesidad de
vender. Analogamente, si el agente tiene una posicién corta sobre
el activo (¢ < 0) el precio de indiferencia serd mayor al precio
medio del activo pues expresa la necesidad de adquirir més de él

aun cuando le cueste mas.

Recordando que este precio se obtuvo implicitamente a partir del
calculo de una funcion de utilidad ademas de que es dependiente
de los parametros de la misma, la interpretaciéon que ha de dérsele
es la del precio que dado su perfil de riesgo le es indiferente adqui-
rir una unidad méas de activo por r unidades menos de unidades
monetarias o deshacerse de una unidad de activo a cambio de r
unidades monetarias. Entonces, un agente racional que tenga estos
mismos supuestos, deberd comprar cuando (s, q,t) > s, pues a su
consideraciéon particular el activo estaria subapreciado, y vender en

el caso contrario por la razén analoga.

Para ejemplificar, supéngase que el agente elige como su cons-
tante relacionada de aversion al riesgo a v = 0.01 y calcula una

volatilidad de o = 0.25 sobre el activo del cudl tiene 25 unidades y
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§3.4. Precios de reserva

estd a una unidad de tiempo de terminar de terminar su horizonte

de inversién, esto es, T'—t = 1 y considérese el siguiente libro de

ordenes:
34.12 | 2345
34.11 | 1722
s = 34.085
34.06 | 1854
34.05 | 2459

Entonces, el precio de indiferencia r de este agente seria calculado
como

r = 34.085 — 25(0.01)(0.25)%(1) = 34.05375.

Entonces, como al agente esta dispuesto a recibir 34.05375 unidades
monetarias a cambio de una unidad de su activo, recibir 34.06
seria obtener un aumento de su utilidad. Luego, debe vender una
unidad de este activo. No deberda vender mas pues al momento
de intercambiar la primera las situaciéon del mercado puede ser

distinta.
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Capitulo 4
Modelo dinamico

En el capitulo anterior, siempre que se hablaba de una orden,
se pretendia que se ejecutara al momento, pues habia una contra
parte dispuesta a realizar el intercambio. A este tipo de érdenes
se les llama 6rdenes de mercado. Por otra parte, cuando un agente
establece que estd dispuesto a vender (comprar) alguna cantidad
de algin activo en por lo menos (a lo mas) un precio el agente
esta ejecutando una orden limite. Una orden limite o una parte de

ella puede ser una orden de mercado pero no vice versa.

Para este modelo de compra y venta éptima de activos, se con-
siderara que el agente puede establecer 6rdenes limites alrededor
del precio medio definido en (3.1). Se llamard precio de oferta pj,

(del inglés bid) al precio al que el agente estd dipuesto a comprar
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el activo en caso de que una orden de mercado opuesta a la suya
asi lo permitiese. De la misma forma, se llamara p, (del inglés ask)
al analogo para la venta. Dichos precios pueden ser actualizados
sin costo, esto es, se pueden cancelar las érdenes limites correspon-

dientes y poner nuevas sin penalizacion.

Ahora considérense las distancias de dichas 6érdenes al precio

medio recordando que por notaciéon S; = s,

56 = S — Db,
5a = Pa — S.

quienes determinan el orden de ejecucién.

Para ejemplificar, supongase que llega un orden de mercado para
comprar () unidades del activo. Esta orden se ejecutara al minimo
precio de venta de forma automadtica siempre y cuando 0, < pg — s
donde pg es el precio al que llega dicha orden. Se llamara impacto

temporal de mercado a

Ap =pg — s. (4.1)

Ahora, se supondré que la tasa A, (J,), funcién decreciente, de
un proceso Poisson N/ serd a la que lleguen érdenes de mercado
de compra que incrementaran el precio de las érdenes de venta del

agente. De la misma forma, la 6rdenes de venta que concuerden
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con las orden de compra limite del agente seguirdn un proceso
Poisson N? de tasa \, (0), funcién decreciente de \,. Esta elecciéon
concuerda con la intuicion de que entre mas lejos esté la orden del

precio medio, mas dificil sera su ejecucion.

Por una parte, la riqueza o cantidad de unidades monetarias del
agente serd estocdstica y dependiente del precio y llegada de las

ordenes de mercado. Este proceso X; se regira por
AX; = p, AN — pbANY, (4.2)

que se interpreta como que el cambio en la cantidad de unidades
monetarias que se tienen esta dado por la diferencia entre el nimero
de unidades de activo que se venden por el precio de venta y el
nimero de unidades de activo que se compran por el precio al que

se compraron.

Por otra parte, el inventario o ntimero de unidades del activo

que tenga el agente de un activo seguira un proceso regido por
¢ = N} — Nf, (4.3)

que se interpreta como que el cambio en el nimero de unidades
de activo que se poseen es la diferencia entre el nimero que se

compran y el que se venden.
Ahora, para dar soluciéon al problema de encontrar los precios
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§4.1. Intensidad de los procesos

optimos de ejecucion de érdenes, se debe atender el encontrar fun-
ciones A,(0,) v Ap(0p) que concuerden con las observaciones del

comportamiento del mercado.

§4.1. Intensidad de los procesos

Para la labor de cuantificar el comportamiento cuantitativo de
un mercado, en especifico las densidades que determinan A,(d,) y

Ab(dp), es necesario considerar tres aspectos ([AS08]):
1. la frecuencia de llegada de érdenes de mercado,
2. la distribucién de su tamano,
3. el impacto temporal de érdenes grandes.

Debido a la exclusividad y costo del acceso a estos datos, se

tomaran los resultados obtenidos por otros autores.

Por simplicidad, se supondra constante la cantidad A de llegada
de 6rdenes de mercado ya sean de compra o de venta. Entonces se
estimaria A como el cociente del volumen total de intercambio de

un activo entre el tamano promedio de cada orden.

Se ha encontrado por varios estudios que el tamano de una orden

de mercado tiene una distribucién exponenecial para una x grande
fOz) oc z77 (4.4)
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§4.1. Intensidad de los procesos

con a = 1.53 en [GPGS00] para activos en NYSE, a = 1.4 para
activos de NASDAQ segin [MMO1] y a = 1.5 en [GGPS06] para
activos de la bolsa de Paris. El simbolo o se lee “es proporcional”
y refiere a que entre el lado izquierdo y el lado derecho solo hay

una coeficiente de diferencia.

Luego, con menor concenso, debido a la diferencia en la que se
define, el impacto de mercado para una orden grande de tamano
@ sigue

Ap x Q°

donde § = 0.5 en [GGPS06] y = 0.76 en [WRO05].

Por otra parte, en [BP09] se encuentra una mejor adecuacion

como

Ap x In(Q). (4.5)

Juntando esta informacion, se obtiene la intensidad del proceso

Poisson a la que las 6rdenes del agente son ejecutadas.

Dicha intensidad depende tinicamente de de su distancia al precio
medio, A\,(d,) para el caso de la llegada de 6rdenes de compra y

Ao(0p) para el de la llegada de 6rdenes de venta.
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§4.2. Cdlculo implicito de la utilidad

Considérese (4.5)

A8) = AP(Ap > 4)
— AP(In(Q) > K9)
P(Q > exp(KJ9))

/ r %
exp(K9)

xp(—akK9)).

|
-

Q= =
@D

Como otra posibilidad, dado que se esta interesado en la liquidez
al corto plazo, la funciéon de impacto de mercado se obtiene direc-
tamente integrando la densidad del libro de érdenes limite como se
hace en [SFGKO03] y [WRO05].

§4.2. Calculo implicito de la utilidad

Considérese ahora la funcién de utilidad

u(s,z,q,t) = g;%zcE [—exp (—y (X7 + ¢rS7))| Xi = 2, ¢t = ¢, S¢ = 5]
(4.6)

donde v > 0 es la constante asociada a su aversién absoluta al

riesgo; X;, q; v Sy los procesos que rigen la cantidad de dinero que

tiene el agente, el nimero de unidades que tiene del activo y el
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§4.2. Cdlculo implicito de la utilidad

precio del mismo como se describen en la seccion anterior.

Para dar solucién a este problema, se plantean la ecuacién de
Hamilton, Jacobi y Bellman
du N 1 ,0%u
—_ _O’ —_—
ot 2 0s?
+ n%é#XAb((Sb) [U(S,LE‘— 8+5b7q_'_ 17t) —u(s,x,q,t)]
b

+ rr};éx Aa(6p) [u(s, x4+ s+ 04, g+ 1,t) —u(s,x,q,t)] =0
sujeta a la condicion de frontera

u(z, s,q,T) = —exp(—7(z + ¢s)).

La solucién a esta ecuacién diferencial parcial es continua en
las variables x,s y t y depende del valor discreto del inventario
q. Debido a la elecciéon de una funcion de utilidad exponencial,
se puede simplificar el problema proponiendo la solucién, que se

obtiene por inspecciéon del modelo estatico,

u(z, q,s,t) = —exp(yz) exp(—v0(s, q,t)). (4.7)

Con esta afirmacion se pretende que la funcion de utilidad sea ex-
ponencial y dependa de la cantidad = de unidades monetarias que
se tengan al tiempo t y su relacion con la constante se aversion

absoluta al riesgo sea a través del producto. Sin embargo, se su-
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§4.2. Cdlculo implicito de la utilidad

pondra una funcion 6 que dependa de los otros pardametros de la

funcién de utilidad, que no conoce de que tipo sea.

Asi, sustituyendo directamente en el planteamiento inicial

0 1 ,0% 1, [0\’
—+§0 — =07 | =

ot 052 2 ds
+ max {—Ab(éb) [1 — 67(8_5"_7"’)}}
(51, ”)/
Ay (04
+ max |: ( ) [1 - eﬁ/(s+5a—m)]:| =0
a v
sujeta a la condicion inicial
0(s,q,T) = gs.

Ahora, retomense las definiciones de la seccién §3.4, para obtener
el precio de reserva de oferta

(s, q,t) = 0(s, g+ 1,t) — 0(s,q,t), s,t>0 (4.8)

y el precio de reserva de demanda

Ta(s,q,t) = 0(s,q,t) —0(s,q — 1,t), s,t>0. (4.9)

En la condicién de optimalidad de (4.8), al sustituir estos precios
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§4.3. Cdlculo explicito de la utilidad

se obtienen implicitamente las distancias éptimas o, y d,

1 Ab(0p)
s—rp(s,q,t) =0 ——In | 1 —~ 4.10
(808 =6 -2 ( —%;wab)) (410
y
1 Aa(0a)
ro(s,q,t) —s =090, ——In | 1—7 (4.11)
Y < 835“ <5a>>

donde la derivada de la tasa de intensidad de llegada A\ con respecto
de la distancia 0 no es nula pues se supone a la tasa como no

constante (véase la Seccién §4.1).

En resumen, la precios 6ptimos de compra y venta se obtienen
a través de un procedimiento intuitivo de dos pasos. Primero, se
resuelve la ecuacién diferencial parcial (4.8) para obtener los pre-
cios de reserva. Segundo, resolver las ecuaciones (4.10) y (4.11) par
obtener las distancias 6ptimas 0,(s, q,t) v 04(S, ¢q,t). Entiéndase el
segundo paso como la calibracién de precios de indiferencia segin

el perfil del agente ante la oferta A, y la demanda A,.

§4.3. Calculo explicito de la utilidad

La mayor dificultad que se presenta es el calculo numérico de la
solucién de la ecuacién (4.8). Esto se debe a que los términos de

llegada de las 6rdenes (los términos sobre los que se maximiza) son
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§4.3. Cdlculo explicito de la utilidad

no lineales y dependen del inventario discreto. Para resolver este
problema, se sugiere hacer una expansién asintética de la funcién
0 respecto a la variable del inventario ¢ y una aproximacién lineal

de los términos de llegada de las 6rdenes.

Notese que si los términos de las llegadas exponenciales son

simétricos, es decir,
A
Aa(8) = Mp(0) = aexp(—ozK&) (4.12)

los precios de reserva 74(s,q,t) v 14(s,q,t) coinciden con aquellos

del modelo estatico del capitulo 3.

Ahora, si se sustituyen (4.10) y (4.11) en (4.8) se obtiene

A
90 | 1,.28% 1 _2_ (862 a —Ag 26\ _
5 T30 5% — 3077 (55) + eTet tera®) =0

aK+y
0(q,s,T) = gs.
(4.13)
Considérese la expansion asintética de 6 respecto de g
— 1 i
0(q,5,t)=> i 0 (s,1). (4.14)
i=0

Nétese que hay un cambio de notacién para la funcién 6 de un lado
a otro de la ecuacién, pues como 6 es una funcién lineal de ¢, sus

derivadas con respecto de esta variable ya no dependen de ella.
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§4.3. Cdlculo explicito de la utilidad

Con esta expansion se obtienen los precios de reserva implicitos

truncados al segundo orden en (4.8) y (4.9), resultando

(s, q,t) = 9(1)(8, t)+ (1+ 2q)6’(2)(s, t) (4.15)

ro(s,q,t) = 9(1)(8, t)+ (—1+ 2q)9(2)(s, t). (4.16)

Si se sustituyen (4.15) y (4.16) en las condiciones de optimali-
dad (4.10) y (4.11) respectivamente se obtienen los montos de la

estrategia 6ptima para una diferencia de precios

2 vy
45, = —203
0g + 0 207 (s,t) + 5 In (1 + ) (4.17)

alrededor del precio de reserva dado por

6(1 M 7t
r(s,q,t) = % = 9(1)(8, t) + 2q9(2)(s,t).

La interpretacién que se habria de darse al término ") es la del
precio de reserva cuando el inventario es nulo. Asi, #® puede ser
visto como la sen sensibilidad de las decisiones que toma el agente
ante cambios en el inventario. Véase que, dado que ® serd nega-
tivo, tener una posicién larga del activo (¢ > 0) resultard en pujas

de precios agresivamente bajos.

La diferencia de los precios de compra y de venta es indepen-
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§4.3. Cdlculo explicito de la utilidad

diente de la cantidad de activo que se tenga en inventario como
se esperaba que fuera debido a la suposicion de tasas de llegada
de érdenes exponenciales, véase (4.17). Esta diferencia consiste en
dos componentes, #® que expresa la sensibilidad a los cambios en
el inventario y el otro que depende de la intensidad de llegada de

las 6rdenes a través de los parametros oy K.

Si se toma una aproximacién de primer orden para el término

de llegada de las érdenes

A A
o (=R L8\ a9
ozK+7<e te ) R G aK G+ ), (@1s)

se nota que los términos lineales no dependen del inventario q. Por
lo tanto, si se sustituyen (4.14) y (4.18) en (4.13) y se factorizan

los términos dependientes de ¢ se obtiene

w4 a0
s (4.19)
W (s,T) = s,
cuya solucién es 01 (s,t) = s.
Agrupando los términos de orden ¢? se obtiene
2
209 | 1 2820 1 2 (90M " _
ot T3 952 29 7( ds ) =0, (4.20)
0@ (s, T) =0,

cuya solucién es 0@ (s, t) = —1o%y(T —t).
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§4.3. Cdlculo explicito de la utilidad

Asi, para esta aproximacién lineal se obtiene el mismo precio de
indiferencia
r(s,t) = s — qyo*(T —t) (4.21)

que en el caso del modelo estatico. Dicho precio esta dado alrededor

de la diferencia de precios de compra y de venta

2 gl
_ 2 _ Z L
00 + 0 = yo*(T t)+71n(1+a ) (4.22)

Por ltimo, ndtese que si se hubiese tomado una aproximacién
de segundo orden, #Y) = s atn pero el término de sensibilidad
6 (s,t) tendria que ser solucién a una ecuacién diferencial parcial

no lineal.

De esta forma, las ecuaciones (4.21) y (4.22) dan una forma
explicita (aproximada) para los precios de compra y de venta en

funcién de los parametros del mercado.
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Capitulo 5

Conclusiones y extensiones

A través del trabajo se desarrollaron puntos importantes cuyas

limitaciones y extensiones se resumen en este capitulo.

El levantamiento de las limitaciones al modo en que se intercam-
bian activos dio lugar al fendmeno de agentes de sin inteligencia,
que se manifiestan como computadoras con algoritmos de venta
previamente establecidos por un administrador cuantitativo. Aun
si estas limitaciones volvieran a estar vigentes, la forma de pen-
sar adoptada por estos administradores seguiria teniendo efecto,
pues su estudio exhaustivo ha cambiado las estrategias de ejecu-
cion de las érdenes como es el caso de tener un tiempo regido por

el volumen de transaccion.
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La introduccién del concepto de loteria como un bien estocastico
permite dar un mejor entendimiento a la teoria de la economia
financiera desde la perspectiva de un administrador de riesgo. De
esta forma, es posible establecer relaciones de preferencia asociadas
a las funciones de densidad del valor final de dichas loterias. Asi, se
puede hacer una analogia directa entre el concepto de esperanza de
una variable aleatoria con una funcién de utilidad donde se expresa

el perfil de riesgo que se esta dispuesto a asumir.

Dentro del conjunto de familias de variables aleatorias se puede
hablar de un proceso en especial, el movimiento browniano. A es-
te proceso se le puede entender como el movimiento que hace un
objeto en un entorno de completa aleatoriedad lo que resulta til
para modelar el precio medio de un activo. Sin embargo, obtener
la esperanza de una funcién de este proceso en un tiempo 1" dada
la informacion hasta un tiempo menor ¢, resultaria una tarea mas
complicada sin la existencia de una herramienta que vinculara lo
estocastico con lo deterministico como es el teorema de represen-

tacion de Feynman y Kac.

Recuérdese que esta esperanza representa la funcién de utilidad
de un agente que, como se realiza en este trabajo, es parte del
planteamiento inicial y antecede toda solucién, pues en ella es mas
facil plasmar la valuacion del portafolio y el perfil de riesgo que

toma el agente.

Al establecer un modelo de compra y venta de activos, es ne-
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cesario que la funciéon de utilidad esté en funcién de la cantidad
inicial de unidades monetarias, las unidades de activo que se tienen
y el precio del mismo, asi como el tiempo que determina los ante-
riores. En el caso de un inventario estatico se obtuvo la solucion
relativamente facil en comparacion al modelo dindmico ya que en
este ultimo la diferencia entre los mejores precios de compra y de
venta y el impacto de la ejecuciéon de una orden grande cobraron

relevancia.

Si bien ambos modelos dieron un precio de indiferencia idéntico,
debe tomarse en cuenta que las aproximaciones de tipo lineal, que
se hicieron en el dindmico, debilitan la respuesta pues se excluyen
variaciones cuadraticas que no deben ser menospreciadas tan a la

ligera en funciones provenientes de una representacion estocastica.

Habria que hacer hincapié, que dado el caracter introductorio de
este trabajo, se toma un modelo sencillo para suponer el precio me-
dio de un activo. Haciendo mas compleja tanto la respuesta como
el calculo de la misma, se podria considerar un proceso de difusién
con tendencia y que esta como la volatilidad fueran funcién del ac-
tivo mismo y del tiempo, i.e., dS; = (S, t)dt + o (S, t)dW;. Dicho
modelo sigue preservando una debilidad, pues S; tiene una probabi-
lidad no nula de ser negativo para todo tiempo t. De ahi, se podria

suponer un movimiento browniano geométrico para modelar.

Por otra parte, habria que considerar un horizonte de inversién

infinito pues aunque el dia bancario termine todos los dias a la
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misma hora, el niimero de activos intercambiados no lo es. Y es el
reloj basado en el volumen lo que rige la mayoria de las estrategias
de HFT.
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Apéndice A

§A.1. Resultados probabilisticos

Teorema §A.1.1. (Desigualdad de Jensen). Sea [ una fun-
cion de densidad de probabilidad y u : R — R una funcion conveza,
entonces la funcion aplicada a la esperanza de una variable aleato-
ria X es menor o igual que la esperanza de la funcion aplicada a

la misma variable aleatoria, es decir,
u(E(X)) < E(u(X)).

Corolario. Sea f una funcion de densidad de probabilidad y u :
R — R wuna funcion concava, entonces la funcion aplicada a la
esperanza de una variable aleatoria X es mayor o igual que la

esperanza de la funcion aplicada a la misma variable aleatoria, es
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§A.2. Cldlculo estocastico

decir,
w(E(X)) = E(u(X)).

Teorema §A.1.2. (Teorema del estadistico inconsciente).
Sea u : R — R una funcion y X una variable aleatoria. Si 'Y =

u(X), entonces

> u(k)- P(X = k) = E(u(X))

0

E(Y):ik-P(Y:k)

para el caso discreto y
BY) = [y fridy= [ a@)- fe(o)ds = Bu(x))

—00 —00

para el caso continuo, donde fx y fy son las funciones de densidad

de probabilidad de las variables aleatorias X y'Y .

§A.2. Calculo estocastico

Para abordar el problema de encontrar una solucion a los tiem-
pos de ejecucion de una orden, habrd primero que detallar y poner
en contexto algunas propiedades relevantes de los procesos involu-
crados en el planteamiento, cuyas definiciones fueron tomadas de
[KS98].
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§A.2. Cldlculo estocastico

Definicién §A.2.1. (Movimiento browniano estandar). A un
proceso estocastico {W;},cp+, (0} S¢ le llama movimiento browniano

cuando cumple las siguientes condiciones:
1. WO = O;

2. W, es continuo casi seguramente, es decir, P (lim;_,, W; = W,) =
L

3. W, tiene incrementos independientes, es decir, si 0 < t; <
1o < t3 <t4, entonces Wy, — Wy, L W;, — Wy,;

4. Wt2 — th ~ N(O,tg — t1> con tq,ty > 0.

A continuacién se enuncian algunas propiedades del movimiento

browniano consecuencia directa de su definicion.
1. La probabilidad marginal al tiempo t es

1 2

fw, (x) = \/ﬁe_g_t.

2. Su esperanza incondicional es cero

E(W,;) = 0.

3. Su varianza es
Var(W,) = EW?) — E*(W,) = EW?) —0=E(W?) =t.
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§A.2. Cldlculo estocastico

Definicién §A.2.2. (Proceso de difusiéon de It6). Si pu, es
proceso Lebesgue integrable y predecible! respecto a una filtracién
{Fi}i1>0 ¥ 0, es un proceso Borel integrable predecible respecto de

la misma filtracion y ademas

t
/ (07 + |r]) dr < o0,
0

entonces se dice que

t t
Sy = SO+/ ,u,,dr%—/ o-dW,
0 0

es un proceso de difusién de It6, donde W, es un movimiento brow-

niano estandar.
Notese que en varias ocasiones se preferira la notacion diferencial
dSt = /.Ltdt + O-thVt-

Teorema §A.2.1. (Teorema de Feyman y Kac). Considérese
una funcién v : Rx [0,T] = R tal que u(s,t) € C* que sea solucidn

de la siguiente ecuacion diferencial parcial lineal de sequndo orden:

2

Ou )40t )?(s,t)—g(s,t)u(s,t)—l—h(s,t) 0

O o), )

LQue un proceso {X;}¢~0 sea predecible quiere decir que X; es F;_1 medi-
ble, es decir, que X; es una variable aleatoria con respecto de F;_1.
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§A.2. Cldlculo estocastico

sujeta a la condicion u(s,T) = () donde u, o, g y h son funcio-

nes conocidas. Se puede ver a u como la esperanza condicional

T
U(S,t) = E |:/ 6_ ftTg(ST7T)dTh(ST7 T)d?” —'— 6_ ft g(ST’T)dTw(ST)

t

St = 8:|
donde S; es un proceso de difusion de Ito

dSt = /.L(St, t)dt + U(St, t)dVVt

La version necesaria para el desarrollo de este trabajo es el co-
rolario de este teorema tomando en cuenta que p =g =h =0y

que o es constante.

Corolario. Si S; es un proceso de difusion de Ito tal que dS; =

odW,, entonces la esperanza condicional
u(s, t) = E[(Sr)[Se = 5]

serd solucion a la ecuacion diferencial parcial lineal de sequndo
orden 5 L
u U
—(s,t) + =0 == (s,t) =0
ot ( ’ ) + 20 82['2( ’ )

sugeta a u(s,T) = ¥(s).
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