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RESUMEN

En este trabajo, se presenta un estudio experimental y teérico de una onda
de calor generada por combustion in situ, que se propaga a través de un medio
poroso. El entendimiento de este problema es importante porque esta directamente
relacionado con la extracciéon de petroleo, especificamente, con la recuperacion

mejorada de hidrocarburos por el método de inyeccion de aire.

En relacion a la parte experimental, se presentan los resultados de dos experi-
mentos realizados en los laboratorios de recuperaciéon de hidrocarburos del Instituto

Mexicano del Petroleo (IMP).

En cuanto a la modelacion teorica, se hace una extension estocastica del modelo
determinista que describe el fenémeno antes mencionado. Un primer modelo,
considera como variable aleatoria la velocidad del frente de onda. En el segundo
modelo se considerdé que el coeficiente de transferencia de calor es aleatorio. El
tercer modelo es una generalizacion de los dos anteriores, en donde las variables
aleatorias son simultaneamente, la velocidad del frente de onda y el coeficiente de
transferencia de calor. En este caso se calculdé ademas la banda de probabilidad para
la curva de temperatura como funciéon de la posiciéon. En el caso limite cuando la
intensidad de las fluctuaciones en los pardmetros aleatorios es cero, se recupera el

modelo puramente determinista.

Parte de los resultados teodricos de este trabajo, fueron aceptados para su pu-
blicacion en la revista indexada Energy Sources, Part A: Recovery, Utilization, and
Environmental Effects; Decision on Manuscript ID UESO-2012-0540.R3. Este articu-

lo, se anexa al final de este trabajo.
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0.1. INTRODUCCION

A pesar de los avances tecnologicos, nunca se logra extraer todo el petréleo que se
encuentra en un yacimiento. La mayoria de los métodos de extraccion son naturales
y se conocen como primarios [59]. La extraccion por estos métodos es relativamente
sencilla y de bajo costo, porque aprovechan la energia propia del yacimiento para
hacer subir el crudo a la superficie. Cuando las condiciones naturales ya no permiten
que el fluido brote a la superficie, la explotacion se suspende por su alto costo de
operacion. Estudios de campo demuestran que la cantidad de petroleo presente en
un yacimiento después de la recuperacion primaria, representa aproximadamente el

20 % del volumen original [34].

Los nuevos métodos que pretenden aumentar la producciéon, se conocen como
terciarios o procesos de recuperacion mejorada de petroleo ( EOR del inglés
enhanced oil recovery). Su principio fundamental consiste en suministrar energia
externa a través de la inyeccidon de gases inertes como nitrogeno, oxigeno, bidxido
de carbono o aire, quimicos (surfactantes y polimeros), agua, microorganismos
(MIOR del inglés: microbial oil recovery) y combinaciones de estas varian-
tes. En algunos casos se utiliza ademas, energia térmica externa suministrada a

través de un fluido caliente o la generada por el propio yacimiento ( procesos in situ).

Entre los EOR implementados con cierto éxito se encuentran, la inyeccién de
agua, la inyeccion de gas hidrocarburo seco, la inyecciéon simultanea o alternada de
gas y agua (Simultaneous Water And Gas; SWAG y Water Alternating Gas; WAG).
En ocasiones WAG se combina con espuma (FAWAG del inglés Foam Assisted
WAG ). La implementacion de los métodos microbianos es atin muy discutida. Los

métodos quimicos hasta ahora no se consideran rentables debido a su alto costo.
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El estudio de la combustion in situ ha sido estudiada y documentada desde me-
diados de 1950, sin embargo es un fenémeno que atn no ha sido completamente
comprendido. Los textos de Prats y Boberg resumen la correspondiente literatura
sobre el tema hasta finales de 1980 [47, 16]. Para un mejor entendimiento de los
procesos de combustion la mayoria de los trabajos reportados sugieren poner aten-
cion en la creacion, mantenimiento y propagacion del frente. Para ello se recomienda
estudiar el problema bajo un esquema de escalas multiples que considera una zona
de reaccion y una zona de combustion [10]. En este sentido, se han reportado un gran
nimero de experimentos, estudios analiticos y numéricos. Baily y Larkin proponen
modelos de transferencia de calor lineales en geometrias radiales con una zona de
combustion de espesor finito [10]. Una extension de este modelo fué presentado en
1979 por Zolotukhin [60]. Gottfried trata el frente de combustion como una discon-
tinuidad en un punto que implica una fuente de calor, pero no explora la estructura
de la zona de combustion [30|. Dietz y Beckers entre otros, detallan la propagacion
de diversos regimenes de la combustion in situ y sus variantes [12, 26, 41]. Burger y
Sahuquet analizaron los aspectos quimicos de los procesos de reaccion [21]. Agca y
Yortsos propusieron una descripcion simplificada, que toma en cuenta las pérdidas
de calor en los alrededores y discutieron la sustentacion, propagacion y extincion de
la onda de calor [2]. Su analisis se basa en un frente de combustion con un espesor
conocido propagandose a velocidad constante. La estabilidad en frentes de combus-
tion fue analizado por Armento y Miller [9]. Martin en 1958, estudio los efectos de
la cantidad de combustible en la velocidad del frente [40]. Allag y Verma muestran

que el vapor producido por el combustible consumido es despreciable [8, 55].
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Abu en 1988 tomo en cuenta el craqueo térmico y la vaporizacion de componentes
pesados [1]. Mas recientemente, Mamora en 1993 presenté un trabajo en donde
hace un analisis de las reacciones quimicas separando el fenémeno en oxidacién de
alta temperatura (HTO) y oxidacion de baja temperatura (LTO) [39], mientras que
Akkutlu y Yortsos en 2004 realizaréon un estudio sobre el acoplamiento de estas
reacciones [5]. La direccién de propagacion, sustentacion y estabilizacion del frente
han sido ampliamente estudiados por Britten, entre otros [18, 50, 2|. En 1995,
Matkowsky analizo diferentes modos de propagacion del frente [42]|. Diversos autores
han dedicado sus trabajos a estudiar variantes de la combustion in situ, tales como
la combustion frontal seca, la combustion frontal himeda y la combustiéon inversa
[18, 6, 20]. La deficiencia de oxigeno en el frente de combustion que ocasiona que el
consumo del combustible sea incompleto, fué estudiada por Rabinovich [48|. Britten
y Krantz extienden este trabajo para situaciones en las que hay exceso de oxigeno
[19]. Las pérdidas de calor hacia los alrededores y los procesos en diferentes escalas
han sido estudiados por varios autores [50, 2, 58, 22, 3, 28, 37, 38]. Un modelo
analitico en donde se estudian los efectos de la heterogeneidad fué propuesto por
Akkutlu y Yortsos [3], estos mismos autores desarrollaron y resolvieron de manera
analitica un modelo que describe la dinamica de frentes de combustion in situ, donde
supone un frente de combustion plano que se propaga a velocidad constante en la
misma direccion de la inyeccion de aire. Algunos aspectos relevantes en este modelo
fueron los siguientes: Mediante un formalismo de escalas multiples, el estudio del
frente se restringe a dos zonas muy estrechas, llamadas zona de reacciéon y zona
de combustién, en las que ocurren los principales procesos fisicos y quimicos. La
temperatura del frente tiene una discontinuidad entre la region detras del frente y
la region delante del frente de combustion, que se unen mediante una condicién de
frontera de salto. Las correspondientes ecuaciones de conservaciéon para la energia

total, la masa de oxigeno, la masa total del gas y la masa de combustible del
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sistema, se deducen para el interior de las zonas de reacciéon y combustion. Los
perfiles de temperatura, se analizaron para el caso estacionario en donde se toman
en cuenta pérdidas de calor por conducciéon y conveccion. Las condiciones para
sostener la propagacion del frente son investigadas como funciéon de la velocidad
de inyecciéon. La fraccion de masa de oxigeno no quemado, la velocidad del frente
y los efectos del coeficiente global de transferencia de calor (para diferente espesor

del yacimiento), también son estudiados como funcion de la velocidad de inyeccion [4].

La investigacion teoérica y experimental de vanguardia sobre frentes de oxidacion
en medios porosos y la metodologia para la obtenciéon de datos, se lleva a cabo
actualmente en otros paises, principalmente en instituciones de los Estados Unidos
de Norteamérica y Canada y estd ampliamente documentada [49, 39, 15|. Los
resultados de estas investigaciones han permitido estimar la energia de activacion
del aceite y la velocidad del frente de combustion, datos importantes para predecir
la produccién. El tubo de combustion es la herramienta principal en el labora-
torio para simular un medio poroso. Los experimentos han permitido reproducir
con cierta precision la propagacion de la onda de calor a través del medio [36].

Sin embargo, estos resultados difieren en gran medida de los calculados teéricamente.

La teoria, desarrollada para comprender fisicamente los procesos de recuperacion
térmica, es escasa y tiene un desfasamiento en relacion a la parte experimental. Los
modelos matematicos que describen aproximadamente los principales fenémenos
son pocos y presentan grandes dificulades mateméticas para ser resueltos, atn
por esquemas numéricos. Por esta razon, lo que se tiene son modelos simplificados
para casos idealizados [25], en los cuales se desprecian importantes aspectos fisicos
y quimicos, tales como, cambio de fase del hidrocarburo, difusion interfacial,

capilaridad y segregacion gravitacional. Los pocos modelos teoricos existentes

10
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consideran solamente 1) transferencia de calor, 2) transferencia de calor con cambio
de fase del agua, 3) transferencia de calor con reaccion quimica o 4) tnicamente la

hidrodinamica del flujo de tres fases; gas, agua y aceite.

Estas discrepancias se explican por la evoluciéon compleja del sistema que hace
dificil cuantificar con precision los altos gradientes de temperatura, el constante
cambio de fase de los fluidos, la cinética de las complejas reacciones quimicas
fuertemente dependientes de la temperatura que ocurren de manera simultéanea y
la composicion heterégenea de los distintos estratos naturales que forman el medio.
En estas condiciones, cuando no se tiene precision en los datos, las predicciones
tedricas son so6lo resultado de estimaciones tipicas que se toman como pardmetros

de entrada para el modelo.

Uno de los modelos teéricos més recientes fué propuesto por Akkutlu y Yortsos
[4], éste describe la evolucion unidimensional de un frente de combustion que se pro-
paga a través de un medio poroso a una velocidad constante y en la misma direccion
de la inyeccion de aire. Este es un modelo analitico determinista que describe los
pérfiles de temperatura estacionarios, considera las pérdidas de calor por conduc-
cion y conveccion, y supone que las propiedades termodindmicas de transporte, asi
como las propiedades fisicas del medio como la porosidad y permeabilidad, entre
otros parametros constantes, de los cuales en la mayoria de los casos sélo se tienen
estimaciones de su orden de magnitud. Cuando no se tiene informacién exacta o se
desconocen datos importantes involucrados en la descripcion de un fenémeno fisico,
la modelaciéon matematica de procesos aleatorios es la apropiada para la descripcion
de sistemas en los que intervienen pardmetros cuyo valor no se conoce con certeza o
en aquellos en los que su comportamiento no presenta un patrén de regularidad en

su evolucion espacial y temporal.

11
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En este trabajo se propone una alternativa estocastica para modelar la dindmica
de una onda de calor en un medio poroso. En contraste con el modelo determinista,
el orden de magnitud de algunas propiedades fisicas se considera desconocido y por
lo tanto, éstas son tratadas como cantidades espacialmente aleatorias asocidndoles
una distribucion de probabilidad que se apegue lo mas fielmente posible a las con-
diciones de campo y condiciones experimentales. Como una primera aproximacion
se considera un modelo para el cual los coeficientes de correlacion y los primeros
dos momentos de la distribucién estan bien especificados. Esto con el objetivo de
representar un medio cuya constitucion espacial es heterdgenea y con ello, poder
discernir como estas inhomogeneidades influyen sobre los perfiles de temperatura
estacionarios con pérdidas de calor por conveccion en forma similar a los discutidos

en [4].

Sobre los alcances y limitaciones de este trabajo: La formulacion estocastica
aplicada a este problema abierto, tiene por objetivo principal analizar el problema
desde otro punto de vista de cuyas conclusiones se pueda dar simplemente un paso

més hacia el entendimiento del fenémeno tratado.

Estructura y organizacion: En el capitulo 1, se presenta una descripcién de con-
ceptos basicos sobre medios porosos, inyecciéon de aire y combustion in situ. En el
capitulo 2 se presentan las cuvas experimentales de temperatura de dos experimen-
tos realizados en el IMP. El capitulo 3 resume el modelo tedrico determinista que
describe la propagacion de una onda de calor en un medio poroso. En el capitulo 4
se presenta una exposicion de la teoria sobre ecuaciones diferenciales estocéasticas.
En el capitulo 5 se presenta el desarrollo de tres modelos tedricos probabilisticos que
describen la propagacion de una onda de calor en un medio poroso. En el capitulo 6

se presentan las conclusiones y comentarios finales.

12



Capitulo 1
INYECCION DE AIRE EN MEDIOS POROSOS

En este capitulo se exponen de manera general algunos conceptos y terminologia
bésicos en medios porosos; se explican principalmente los procesos de inyeccién de
aire, el fenémeno de la combustiéon in situ y su aplicacion en la industria del petro-

leo como herramienta en la extraccion de crudo que permita aumentar la produccion.

1.1. Conceptos basicos

Un medio poroso es un sistema compuesto por una matriz solida cuyo interior
presenta un sistema de huecos llamados poros que pueden o no estar interconectados
entre si, a través de los cuales puede o no circular un fluido. Una fase es un
estado de agregacion el cual puede ser un liquido, solido o gas. Transferencia de
material, momento y energia pueden ocurrir entre estas fases, no necesariamente de
composision homogénea o temperatura uniforme. Generalmente, en estos sistemas
la fase gaseosa es homogénea, mientras que la fase solida es inhomogénea!. En un
medio poroso, la velocidad de la fase solida en la frontera del sistema debe ser

mucho menor que la velocidad del fluido dentro del medio poroso [45].

! Algunos autores utilizan el término continuo o discontinuo

13



INYECCION DE AIRE EN MEDIOS POROSOS
1.1 Conceptos basicos

La saturacion y la viscosidad del fluido, asi como la porosidad y permeabilidad
de la roca, son algunos de los parametros importantes que caracterizan a un
medio poroso. Cuantificar estas propiedades en materiales in situ o reproducir en
el laboratorio el empacamiento natural de particulas que representen los granos
de un medio con propositos de medicién es muy complicado, sin embargo se han

desarrollado diferentes métodos indirectos que permiten tener cierta estimacion [45].

La saturacion (llenado de los huecos del espacio poroso) de una fase es la fraccion

de volumen poroso ocupado por una fase f determinada, es decir,
Vs
Sy = —L 1.1
f ‘/p7 ( )
donde V} es el volumen ocupado por la fase f y V), es el volumen de los poros.
En ocasiones se acostumbra manejar una saturaciéon porcentual que se obtiene al
multiplicar la ecuacion (1.1) por 100. Si los poros estan completamente saturados y

se tiene més de una fase, se cumple ademas la relacion,

n n
Z S¢ =1, esto implica que Z Vi ="V, (1.2)
f=1 f=1

La viscosidad es la medida de la resistencia interna que presentan los fluidos
a moverse [59] y comunmente se denota por u. En el medio petrolero se utiliza el
centipoise (¢p) como unidad de medida de la viscosidad. Regularmente, la viscosidad
depende de la temperatura y de la presion. En el cuadro 1.1, se dan valores tipicos

para diferentes tipos de aceite.

La porosidad es una medida de la capacidad del almacenamiento de fluidos que

posee una roca y se define como el cociente

14



INYECCION DE AIRE EN MEDIOS POROSOS

1.1 Conceptos basicos

Cuadro 1.1: Valores tipicos de la viscosidad en aceites bajo las siguientes condiciones

(272.18-408.28 atm y 93.3°C) [59].

Clasificacion | Rango de viscosidad(cp)
Ligero 0.3-1
Medio 1-6
Moderado 6-50
Muy viscoso 50-1000

Pesados

arriba de 1000

Vb

6=

(1.3)

Donde V,, es el volumen de los espacios vacios (volumen poroso) y V; es el

volumen total de la roca. La porosidad puede depender de la presion y temperatura,

pero estas dependencias son usualmente despreciables [59|. La porosidad es un

niumero adimensional y su valor teérico maximo es 1, es decir, 0 < ¢ <1 [29].

Los factores que afectan la porosidad de la roca son varios, entre los que

destacan la geometria y tamario de los poros (granos), el tipo de empacamiento y los

materiales de los cuales estd compuesta la matriz de la roca que son principalmente

silice, carbonato de calcio y arcilla.

Experimentalmente se ha encontrado que el valor promedio de la porosidad en

donde las particulas confinadas se consideran esféricas con un diametro de 0.02 mm,

la porosidad es de alrededor de 50 % y del 95 % para diametros de 0.002 mm. Una

tabla con informacién mas completa se puede consultar en [45].

15



INYECCION DE AIRE EN MEDIOS POROSOS
1.2 Inyeccién de aire

La permeabilidad k es la capacidad que tiene la roca para conducir fluidos a través
de sus poros. Esta, se relaciona con la ecuacion de Darcy, de la siguiente manera,

kO
v=-2L (1.4)
1 Ox
donde k es la permeabilidad del medio y u es la viscosidad del fluido. En la industria
petrolera, la permeabilidad es probablemente el pardmetro méas importante porque

su distribuciéon y conectividad determinan el flujo del fluido en el yacimiento.

1.2. Inyeccién de aire

Los yacimientos petroleros, son un ejemplo de medios porosos donde los fluidos
(petroleo y gas) ocupan los espacios entre poros y una manera de remover el crudo
que ahi existe, consiste en inyectar aire. Durante este proceso, el oxigeno presente
en el aire inyectado provoca una oxidaciéon in situ de una minima cantidad de
hidrocarburos principalmente pesados, que libera gases ligeros tales, como monéxido
de carbono (CO) y dioxido de carbono (COz), ademas de vapor de agua. Los
cambios de presion y temperatura provocados por esta reaccion quimica, modifican
propiedades como la viscosidad y la tension superficial del crudo en la interfase que
es donde en ese instante se encuentra el frente de combustion lo que permite un

mejor desplazamiento del aceite a través del medio, conforme el frente avanza.

La inyeccion de aire es una técnica de recuperacion térmica en la que, el oxigeno
inyectado genera un proceso de oxidacién que libera energia, la cual se propaga a
lo largo del yacimiento como un frente de oxidacién. Mantener la propagacién del
frente es una condicidén necesaria para lograr un proyecto exitoso de recuperacion
del crudo [4, 3|. Con pérdidas de calor o cuando no hay suficiente combustible existe

la posibilidad de que el frente se extinga.

16



INYECCION DE AIRE EN MEDIOS POROSOS
1.2 Inyeccién de aire

El desplazamiento, la destilacion, el rompimiento o degradacion de los compues-
tos del petroleo, la vaporizacién del crudo y la formaciéon de combustibles solidos,
dependen de la temperatura que se alcance en un frente de oxidacion, los cuales a
su vez dependen de la cantidad de combustible oxidado por unidad de volumen de

roca del yacimiento.

Cuando se inyecta tinicamente aire, el intervalo de temperaturas varia entre 200
y 820° C [46, 47, 31, 23]. En pruebas de laboratorio como en el propio yacimiento,
la temperatura de la zona de oxidaciéon permanece alta debido a que la capacidad
calorifica del aire inyectado es muy baja como para transferir una cantidad signifi-
cativa de calor. Por este motivo, se recomienda inyectar agua durante o después de
la inyecciéon de aire, para ayudar a que la transferencia de calor de la zona oxidada

en el resto del yacimiento sea eficiente y aprovechar el vapor producido in situ.

En la recuperacion de hidrocarburos, esta técnica es la mas empleada para intro-
ducir oxigeno en un yacimiento [11, 46, 47|. Entre sus ventajas destacan las siguentes

[32]:
1. La gran disponibilidad de aire.

2. La relativa facilidad con la que se inyecta, debido a que no hay que realizar
ningtn proceso previo al aire inyectado (en algunos casos se aplica un proceso

de enriquecimiento).

3. Al inyectar aire donde hay agua se crea una zona de vapor y se obtienen los
beneficios de un proceso de desplazamiento de hidrocarburos por vapor de agua
lo que permite aprovechar la facilidad con la que el agua se desplaza a través

de la zona donde se almacenan los hidrocarburos.
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4. El proceso de oxidacion produce hasta un 14 % de C'Oo, con respecto al volumen

del oxigeno inyectado.

1.3. Combustién in situ

El contenido de esta seccién fué redactada con base en la referencia [33]. La
combustion in situ implica la inyecciéon de aire donde por ignicién espontanea o
inducida, una porcion del petréoleo existente en el yacimiento se quema forméandose
un frente de combustién que se mantiene y se propaga a través del yacimiento,
mediante la inyeccion continua de aire. La energia térmica generada da lugar a
numerosas y complejas reacciones quimicas como oxidacién de alta temperatura
(HTO), oxidaciéon de baja temperatura (LTO), (por sus siglas en inglés High Tem-
perature Oxidation y Low Temperature Oxidation respectivamente), desintegracion
catalitica, destilacion y polimerizacion, que contribuyen simultaneamente con otros
mecanismos como empuje por gas, condensacion, desplazamientos miscibles y
empuje por vapor a mover el petroleo desde la zona de combustion hacia los pozos

productores. Véase la Fig. 1.1.

El proceso de oxidacion es la reaccion quimica de mayor peso asociada a la
combustioén in situ, por tal motivo cuando se habla de LTO o HTO, no es otra cosa
que la combustiéon in situ con dos variantes que ocurren en diferentes intervalos
de temperatura. A la oxidaciéon de alta temperatura suele llaméarsele simplemente

combustion in situ.
A temperaturas menores a los 343 °C, se esté en el régimen LTO, aqui el agua

y los compuestos orgénicos oxigenados (4cidos carboxilicos, aldehidos, alcoholes,

acetonas e hidroperoxidos) son los principales productos de la reaccion [21]. Es
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importante mencionar que por lo regular LTO ocurre a temperaturas menores que
343 °C, aunque en realidad este rango varia dependiendo en gran medida del tipo
de aceite. Asignar un rango exacto de temperaturas a la region LTO es muy dificil

porque ademés, las reacciones de 6xido carbéon comienzan a temperaturas entre

132.22 °C y 160 °C [44].

El régimen HTO corresponde a temperaturas mayores a los 343 °C. Aqui el
resultado de las reacciones entre el oxigeno y los combustibles organicos derivados
del crudo es la formacion de mondxido de carbono (CO), diéxido de carbono (C'O2)
y agua (H20). Estas reacciones remueven el carbéon del combustible y rompen la

cadena de los hidrocarburos.

El frente de la combustion es la region de més alta temperatura, aqui el oxigeno
se combina con el combustible y la oxidaciéon ocurre con una variedad de reacciones
que producen los 6xidos del agua y del carbén. La cantidad de combustible quemada
es un parametro importante porque determina el volumen de aire que se debe in-
yectar para quemar cierto volumen de combustible. La zona de craqueo-evaporacion
estd en sentido descendente del frente de combustion. En ésta, el petroleo crudo
es modificado por la alta temperatura de la combustion. Observaciones de campo

muestran un incremento de 2 a 6 *API 2 para aceites pesados.

En aceites pesados el calor, la generacion de vapor de agua y la subsecuente

reduccion de la viscosidad son los principales mecanismos de desplazamiento. Por

2La gravedad °API, de sus siglas en inglés American Petroleum Institute, es una medida de
densidad que describe que tan pesado o liviano es el petroleo comparandolo con el agua. Se dice
que es pesado si tiene gravedades *API entre 22.3 y menores a 10 °API 6 liviano cuando tiene

gravedades API entre 22.3 y mayores a 31.1 *APL.

19



INYECCION DE AIRE EN MEDIOS POROSOS
1.3 Combustion in situ

esta razon, la combustion in situ en este caso, debe operar en el régimen HTO. En
cambio, en aceites ligeros el calor generado no es tan importante y la generacion
de gases es el factor principal en el desplazamiento, por lo tanto los aceites ligeros

obedecen un régimen LTO.

La combustion in situ comparada con otras técnicas de recuperacion, es eco-
némica y eficiente en aceites pesados en yacimientos poco profundos y en aceites

ligeros en yacimientos profundos.

Existen diversas variantes de la combustion in situ, por ejemplo la combustion
frontal puede ser caracterizada mas a fondo como seca cuando solamente se inyecta
aire o aire enriquecido, o hiimeda si se inyecta aire y agua, la combustién inversa
sucede cuando el frente de combustion se mueve en sentido contrario al flujo de aire
inyectado. En la combustion in situ estandar, también llamada frontal, y después
de la ignicion, el frente de combustion avanza en la misma direcciéon que el flujo de

aire inyectado.

El cuadro 1.2 resume los criterios recomendados para la aplicaciéon de la combus-
tion in situ. Algunas limitantes son las siguientes: Si no se deposita suficiente coke
del aceite que se esta quemando, el proceso de combustiéon no puede ser sostenido;
esto limita la aplicacion para el caso de aceites parafinicos con altos grados °API.
Si se deposita demasiado coke, la velocidad del frente de combustion es lenta y el
volumen de aire necesario para mantener la combustion es grande. La saturacion del
aceite y la porosidad deben ser altas para reducir al minimo la pérdida de calor hacia
la roca adyacente. El proceso tiende a barrer por la parte superior al yacimiento de

tal manera que la eficiencia de barrido es pobre en formaciones de gran espesor.
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Cuadro 1.2: Criterios para aplicacion de combustion in situ, de acuerdo a Taber et
al [52].

Rango Recomendado | Rango Proyectos Actuales

Propiedades del aceite

Gravedad, "API 10 a 27 10 a 40
Viscosidad, cp <5,000 6 a 5,000
Algunos componentes
Composicion asfalticas
Caracteristicas del yacimiento
Saturacion de aceite, % VP >50 62 a 94

Tipo de formacion

Arena o arenisca

Permeabilidad promedio, md >10
Espesor , m >15.24 25.9 a 1219.20
Profundidad, m <3505. 2 121.9 a 3444.24
Temperatura, °C >37.7 37.7 a 104.4

1.4. Regiones caracteristicas en un proceso de com-

bustién in situ

En la combustion in situ, se identifican generalmente las siguientes regiones
idealizadas [46]: A medida que se incrementa la temperatura, el agua y los hidro-
carburos ligeros son los primeros en evaporarse. Estos vapores son arrastrados por
el flujo de aire, para condensarse y mezclarse con los fluidos originales en regiones
adelante del frente de combustion, donde la temperatura es mas baja. El agua
condensada forma un banco de agua (F); enseguida, los hidrocarburos ligeros se

condensan a una temperatura menor para formar un banco de aceite (G). Entre la
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region de condensacion y la region de vapores se forma una meseta de vapor (E), la
cual es basicamente una region de flujo de dos fases vapor-liquido. Si la temperatura
es lo suficientemente alta (alrededor de 350 °C), puede ocurrir un proceso llamado
craqueo termal, que produce una fracciéon volatil de hidrocarburo y un residuo
pesado llamado coque, que sirve como combustible para la reacciéon en las regiones
C y D. En caso contrario, el hidrocarburo que se deposita y que reacciona con el
oxigeno sera s6lo aquella fraccion menos volatil que se separa de la mas volatil a
través de la destilacion. La zona de combustion (B) es la region donde se llevan a
cabo las principales reacciones exotérmicas y en donde se genera la energia necesaria
para auto-sostener el frente de combustion. Detras de esta zona queda una zona de
arena limpia por donde fluye el aire (A). Finalmente, lejos del frente de combustion

existe una zona inalterada del medio (H).

En una situacion ideal se requieren dos condiciones: (i) que todo el oxigeno
inyectado sea consumido en la zona de combustion; (ii) que todo el combustible
depositado sea quemado. Sin embargo, cuando existe una mayor cantidad disponible
de oxigeno que el requerido, el excedente rebasa la zona de combustion y reacciona
con el aceite a temperaturas por debajo de los 300 °C. Esto produce hidrocarburos
oxidados con un incremento en su polaridad y en consecuencia aumenta su energia
de amarre. En estas circunstancias el hidrocarburo resultante es mas viscoso y denso

que el original [21, 7.
Los perfiles de temperatura como funcién de la posicion, asi como las varias

zonas idealizadas que se forman durante la combustion in situ frontal se muestran

esqueméaticamente en la Fig. 1.1 |40, 57].
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Figura 1.1: Idealizaciéon de un proceso de inyeccion de aire y perfiles de temperatura. *

Del inglés viscosity breaking, es un proceso que consiste en transformar un residuo pesado

en compuestos més ligeros, a través de la disminucién en su viscosidad.
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Capitulo 2
MODELO EXPERIMENTAL

En este capitulo se presentan los resultados de dos experimentos realizados en los
laboratorios de recuperacion de hidrocarburos en el Instituto Mexicano del Petroleo

(IMP).

2.1. Antecedentes tubo de combustion

Los tubos de combustiéon son la herramienta tradicional empleada para repre-
sentar un medio poroso en el laboratorio. Su forma es cilindrica y estan fabricados

principalmente de acero inoxidable.

Los disefios y sus dimensiones como didmetro (D) y longitud (L) han venido
cambiando. Anteriormente se usaban tubos de hasta 20.32 cm de didmetro y 4.572
m de longitud [49]. Actualmente se emplean tubos de dimensiones mas pequenas, que
miden entre 0.9144 m y 1.8288 m de longitud y de 5.08 cm a 10.16 cm de diametro,
con el propdsito de reducir el tiempo de duracion del experimento. En el cuadro 2.1,
se presentan algunas instituciones que han disenado sus propios tubos de combustion

[49].
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Cuadro 2.1: Dimensiones en tubos de combustion.

Institucién | L(m) | D(cm)
U. de Calgary | 1.82 10.16
Stanford U 0.91 7.62
Amoco 1.82 10.16
Texaco 1.52 7.62
Esso Resources | 1.21 7.62

Estudios realizados por Belgrave [14] sobre la transferencia de calor radial en
el tubo, mostraron que mantener una diferencia de temperatura cercana a cero,
entre las paredes del tubo y la arena empacada en su interior, no es una condicién
suficiente para garantizar la adiabaticidad del sistema, lo que ocasiona que disefios
diferentes operados bajo las mismas condiciones de trabajo, produzcan resultados
(perfiles de temperatura) distintos, debido a la diferencia del calor perdido en
las paredes del tubo. Sus estudios también revelaron que el didmetro y el ancho
de las zonas de calentamiento juegan un papel importante para tener una alta
adiabaticidad y asi evitar grandes flujos de calor hacia los alrededores. Por esta
razon, es recomendable utilizar tubos de didmetro mayor y zonas de calentamiento

pequenas comparadas con la longitud del tubo para tener pérdidas minimas de calor.

La mayoria de los tubos de combustion reportados en la literatura son adia-
baticos. En algunos, las pérdidas de calor hacia los alrededores se minimiza por
el aislamiento mismo. Sin embargo, su operaciéon requiere flujos de aire entre
70 y 100 veces menos en relacion a los realmente usados en el yacimiento [26].
Operacionalmente, es dificil mantener altos flujos, debido a las grandes caidas de

presion a través del sistema. La exigencia de aire y la disponibilidad de combustible
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pueden aumentar con el flujo creciente [7].

Disenos recientes emplean calentadores para compensar la pérdida de calor y
cintas de calentamiento enrrolladas alrededor del tubo que tienen la funciéon de
igualar la temperatura de las paredes con la temperatura del centro del tubo en
cada zona de calentamiento. Un problema con éstos, es la interacciéon térmica entre
el calentador y el empacamiento de arena que repercuten en el movimiento del
frente de combustion. Aunque el problema ya ha sido abordado [35, 13], atn no se

tiene una solucion satisfactoria.

La posiciéon del tubo regularmente es vertical con el fin de reducir los efectos de
segregacion gravitacional. Sin embargo esta posicion y el manejo de altas presiones
pueden dar lugar a una distorsion de los resultados en los experimentos, debido a la
conveccion térmica de gas en la region anular del tubo [51]. Belgrave [13], recomienda
el empleo de un gas como el helio, de bajo peso molecular, baja capacidad calorifica
especifica (nimero de Rayleigh bajo) y un material aislante de baja permeabilidad
(menor porosidad) alrededor del tubo para reducir la conveccion de transferencia de

calor inducida.

2.2. Pruebas en tubos de combustion

La confiabilidad de los resultados en pruebas de combustién in situ depende en

gran medida de un diseno apropiado y una operacion adecuada del tubo.
Es importante senalar que los tubos de combustién no son una representacion

completa, ni a escala de la situacién real que se desea simular, son apenas una

herramienta elemental de laboratorio que representa s6lo una parte del problema.
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Estudios realizados anteriormente muestran que si se utilizan muestras de roca y
aceite extraidas del campo en estudio y se opera bajo condiciones de temperatura
y presion semejantes a las existentes en una situacion real, entonces el producto
quimico de las reacciones y la estequiometria de la reacciéon seran muy similares.
Uno de los principales inconvenientes es que son experimentos sin escalamiento
y como consecuencia, los resultados no se pueden comparar directamente con el
sistema real. Sin embargo, las pruebas en tubos de combustion permiten simular
de una manera aceptable la propagacion natural de la onda de calor, asi como las
reacciones resultantes de la dinamica quimica y ayudan a comprender lo que sucede
en una situacion real de campo. De aqui, que estas pruebas sean aceptadas como
un método para la obtenciéon de datos confiables que permitan describir el complejo

proceso de la combustion in situ.

2.3. Realizacién de pruebas de combustion in situ

A continuacién, se presentan los perfiles de temperatura de dos experimentos
que se realizaron en los laboratorios de recuperacion de hidrocarburos del (IMP).
Es importante mencionar, que el dispositivo experimental, asi como la metodologia
para la realizacion de los experimentos, son propiedad intelectual de dicho instituto,
por tal motivo en este trabajo se omite informacion detallada al respecto y so6lo se

estudian y analizan los resultados con fines académicos.

Las propiedades fisicas de las muestras de campo del aceite y roca, son las
siguientes: Muestra A, es un aceite ligero de 30.5 °API (p = 873 kg/m3) en
condiciones estdndar de 20°C' y latm y su viscosidad g = 15.562 cp. Mues-
tra B, también es un ligero intermedio de 18.29 °API (p = 944.6 kg/m3) y
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i = 661.426 cp. En el cuadro 2.2, se da informaciéon complementaria. Las satu-
raciones correspondientes a la fase del agua y del aceite denotadas por S, y S,
respectivamente, son cantidades controladas. Mediante las ecuaciones (1.1) y (1.3),

se calcula el volumen correspondiente a cada una de estas fases dado por Vy = SyoV;.

Cuadro 2.2: Parametros utilizados en dos experimentos.

Parametros Muestra A | Muestra B
volumen arena 2800 ml 2800 ml
Mallado de la arena 50 50
Porosidad ¢ de la arena 42 % 41 %
Temperatura de ignicion T, 229.47°C 289 °C
Temperatura Tj del tubo 70 °C 100 °C
Presion Py del tubo 20.41 atm 68.05 atm
Flujo f de gas 3.5 L/min 3.5 L/min
Saturacion Sy del aceite | 32%(376 ml) | 38 %(436 ml)
Saturacion S,, del agua 20 %(235 ml) | 28 %(321 ml)

De manera general, el experimento consiste en elevar la temperatura y presion
al interior del tubo que contiene un empacamiento de arena, aceite y agua. Las
cantidades controladas son volumen de arena, saturaciones de agua y aceite, presion,
temperatura y flujo de inyeccion de aire. El sistema que incialmente se encuentra a
presion y temperatura ambiente, se lleva a la presion Py y temperatura 7y. Cuando
se alcanzan las condiciones de yacimiento ( Py y Tp), se eleva nuevamente la presion y
temperatura, hasta alcanzar la temperatura de ignicion del aceite Tj, (ocurre cuando
el calor que emite una reacion quimica es el mas propicio para iniciar la combustion).

En este momento, se suspende la energia suministrada en forma de calor y comienza
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la inyeccion de aire. Debido a la presencia de oxigeno en el aire inyectado, se iniciara
la combustion en el aceite (oxidacion de alta temperatura) dando origen al frente de
calor. Es importante mencionar que se usa aire o nitrégeno para evitar que este gas
reaccione quimicamente con el proceso de oxidacion. La inyecciéon continua del gas
a un flujo f constante garantiza que la onda de calor no se extinga y que avance a
través del medio. Durante el tiempo de realizacién del experimento, la presion debe

mantenerse constante. Véase la Fig.2.1.
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Figura 2.1: Tubo de combustion y representacion de zonas caracteristicas de la combustion

in situ.
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2.4. Resultados experimentales

En las Figs.2.2 y 2.4, se muestra la evolucién del frente de combustion a lo
largo del tubo. La Fig.2.2, corresponde a los datos de la muestra A. El tiempo que
tardo el frente en dezplazarse desde su origen, hasta su punto final (una distancia
aproximada de 1 metro) fué de cinco horas aproximadamente. En este experimento,
se tomaron nueve medidas de la temperatura del frente (a partir del termopar 2),
de los diez posibles. El primero, se omitié6 porque presenté6 muchas variaciones y
no era representativo del frente debido a su cercania con la zona de igniciéon. La
temperatura maxima registrada, ocurre en el perfil monitoreado por el termopar
9, es cercana a los 508°C y ocurrié cuatro horas y media después de iniciado el

experimento. La temperatura minima se registra en el termopar 10 y es muy cercana

a los 437 °C.

En la literatura, se reportan usualmente los perfiles de temperatura del frente
como funcién de la posicion y no del tiempo [39, 17|. Sin embargo, el diseno
experimental s6lo permite obtener diez lecturas a un mismo tiempo [39]. La Fig.2.3

muestra los correspondientes perfiles de temperatura como funcién de la posicion.

Las graficas en la Fig.2.4, muestran la evolucién de los perfiles de temperatura
de la muestra B. En este caso fué posible tomar s6lo ocho mediciones (a partir del
termopar tres). La omision de los dos primeros respondio, como se dijo antes, a su
cercania con la zona de ignicién. La temperatura méxima se registré en el perfil
monitoreado por el termopar 3, esta alrededor de los 543 °C y ocurre una hora y
media después de inciado el experimento. La temperatura minima es de 411.5 °C y
se registro en el termopar 10. La Fig. 2.5, muestra los correspondientes perfiles como

funcién de la posicion.
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En ambos experimentos, se observa que los maximos de cada perfil de tempe-
ratura, no siguen un orden descendente como se esperaria, una explicacion de este
comportamiento, se deba prosiblemente a la heterogeneidad en la porosidad y en
la permeabilidad del medio, principalmente. Las curvas de temperatura, muestran
que la creaciéon, mantenimiento y propagaciéon del frente fueron apropiados y evolu-
cionaron adecuadamente, siendo notoria la zona de combustion, segin lo descrito

teoricamente por Martin [40, 57| y lo observado experimentalmente por Mamora [39).
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Capitulo 3
MODELO DETERMINISTA

Este capitulo contiene los resultados parciales de un modelo analitico determinista
que describe la propagacion de una onda de calor a través de un medio poroso. Si,
el lector esta interesado en obtener informaciéon més completa y detallada, deberéa

consultar [4]. En algunos casos se cambi6 la notacion original de los autores.

3.1. Formulaciéon

Este modelo fué¢ propuesto por I. Yucel Akkutlu y Yanis C. Yortsos [4]. El
modelo es unidimensional, supone que el medio poroso y el s6lido estan en equilibrio
térmico, la transferencia de calor es por radiacion; los términos fuente de energia
debidos a incrementos de presion y el trabajo de fuerzas sobre la superficie son
despreciables. Ademas considera que, la fase gaseosa se comporta como un gas ideal,
es decir ocupa un volumen suficientemente grande, las propiedades termodindmicas
de transporte, tales como la conductividad, difusividad, capacidad calorifica del
solido, calor de reaccion, etc, son homogéneas y constantes. Este modelo considera
transferencia de calor hacia los alrededores por conveccién y conduccién, reaccion
quimica entre agua y aceite, cambio de fase del agua y la hidrodinamica del flujo
de tres fases agua, gas y aceite. La fase gaseosa, solo considera oxigeno, vapor de
agua y vapor de aceite como componentes principales. La fase del agua y aceite se

consideran monocomponentes. Supone que el oxigeno contenido en el gas reacciona
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con el aceite y que se transfiere masa del agua al gas por evaporacion o condensacion
v que no se presenta cambio de fase del hidrocarburo, difusion interfacial, capilaridad
y segregacion gravitacional. Bajo estas suposiciones, se deducen las correspondientes
ecuaciones de conservacion para la energia total, la masa de oxigeno, la masa total

del gas y la masa del combustible.

Antes de escribir las ecuaciones de conservacion, se lleva a cabo un anélisis
cualitativo, en un sistema de escalas grandes, de las caracteristicas de los perfiles de
temperatura esperados en la combustion in situ. En este caso se considera que la
velocidad de inyeccion del gas oxidante y la igniciéon del combustible ocurren en el

mismo punto, por lo que la combustion es hacia adelante.

Considérese un balance de energia en una direcciéon, con calor de conducciéon
despreciable comparado con el calor por conveccion, donde se asume que el calor de
reaccion es una funcién bien localizada de tal forma que puede ser representada por

una funcion delta de Dirac. Para una velocidad constante de Darcy, v, se tiene

ho. .

= Q3(7 — &4(1)) — (T = To), (3.1)

oT

oT .
(1= o)csps—= + Cgng%

ot

donde el lado derecho involucra el calor de combustiéon y un término de pérdidas
de calor por modo convectivo. En esta ecuacion, ¢ representa la porosidad del
medio, cp es la capacidad volumétrica de calor para la matriz sélida y para la fase
gaseosa denotadas por los subindices s, g respectivamente, Ty es una temperatura
constante en ¥ = 0, Q denota la velocidad de generacion de calor, H es el grosor del
yacimiento y & es un coeficiente global de transferencia de calor. En la ecuacion (3.1),
el coeficiente del término transitorio incluye solamente la capacidad volumétrica
de calor de la matriz solida, la cual es mayor que la del gas. La ecuacion (3.1)

es hiperbélica con un término fuente singular en el frente de combustion en Z = Z (%)
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Para el caso adiabético, fuera del frente, el término fuente es nulo y la soluciéon
se obtiene con el método de curvas caracteristicas, las cuales son lineas rectas con
una pendiente constante,

dx CqPgU

5= m =U. (3.2)

En este caso, la temperatura es constante a lo largo de la curva caracteristica.
En general, ahi habrian dos velocidades caracteristicas, una corriente hacia arriba
del frente (denotada por subindice III) y una corriente hacia abajo (denotada por
subindice 1), asi el consumo y/o produccion de gases afectard el flujo de masa. Se
asume que el frente de combustion se mueve a una velocidad Vg. Si las condiciones
son tales que,

Ve >Ury Ve > Uy, (3.3)

las curvas caracteristicas a partir de las condiciones iniciales (eje Z) intersectaran

la trayectoria del frente (vease Fig.3.1), mientras que las de la frontera (eje ) no lo

harén, produciendo una region simple de onda expansiva (region II en la Fig.3.1).

En este caso, el plano (Z,7) consiste de tres regiones, una que corresponde a la inicial

(region I, de temperatura Tp), otra para la onda simple (region II, de un frente de

temperatura que puede ser determinado) y la tercera que corresponde a la inyeccion

(region III, de temperatura Tp). Si se integra (3.1) a través del frente de combustion,
se obtiene .
Q

[(1 = @)csps] (Ve = Up)]’

Bajo las condiciones (3.3), la region de onda simple II, también se extendié por

T — Ty — (3.4)
las pendientes de las curvas caracteristicas Ujyr, excepto que éstas no emanan del
frente de combustion (como se ve en la Fig.3.1), por lo tanto, llevan temperatura

Tf. De esta manera, los perfiles de temperatura para cualquier tiempo consisten

de dos regiones de campo lejano con temperatura Ty y una regiéon de temperatura
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intermedia T ¢ expandiéndose. Si se toma en cuenta la conduccion, esto suavizara
las discontinuidades en los frentes. Las condiciones (3.3) establecen una estructura
de reaccion dominante. Si las desigualdades se invierten, la situaciéon también se
invierte, el frente se mueve més lentamente y esto es la temperatura hacia abajo, la
cual aumenta a Tf. En la region 11, el frente de combustion no sigue una trayectoria,
sino que la onda simplemente se expande adelante de ¢él. Esta es la estructura de

reaccion- ruta.

En el caso no adiabatico, las pérdidas de calor a los alrededores no pueden des-
preciarse. Es sencillo resolver para los pérfiles de temperatura, cuando las pérdidas

de calor se expresan por (3.1). La solucion es,

h(f — VFt)
H(1 - ¢)Csps](VF - Ur)
La temperatura en la region II no es constante para tiempos largos, pero decrece

T:T()—i-(Tf—T())eXp ,U[E<J~,’<UF7§. (3.5)
exponencialmente corriente arriba. Igualmente para el caso de pérdidas de calor por

modo conductivo. En cualesquiera de estos casos, la vélidez de las condiciones (3.3)

se probara después de que se haya obtenido la solucién del problema.

Despiies de este analisis cualitativo para entender las caracteristicas del problema
en escalas grandes, se hace un anélisis cuantitativo. En una situacién como la de la
Fig.3.2, las correspondientes ecuaciones de conservacion adimensionales, estdn dadas
por ) . -

e (36)
en donde la variable dependiente es la temperatura T(i:, t). La ecuacién para la masa

de oxigeno es,

(Y pg) | O(Y pyd) R
i BF Moz \ P9

=D =) — i’ .
¢ + a:z) fipW, (3.7)
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3 ™

To

To

Figura 3.1: Diagrama de curvas caracteristicas para la combustiéon en un medio poroso.

en donde la variable dependiente es la fraccion de masa del oxigeno Y (%, 7). Para la
masa total del gas se tiene
Opg | O(pg?)

¢a£+ 0%

aqui la variable dependiente es la densidad promedio del gas pg(T, p). Por tltimo,

= ﬂgﬂ?@VVa (3.8)

para la masa de combustible

o _yy
ot

En las ecuaciones (3.6)-(3.9), A1 es la conductividad térmica, Dy es un coeficiente

(3.9)

de difusiéon efectivo en la fase gaseosa. En este contexto se definen los coeficientes
estequiométricos de masa ponderada para el oxigeno, productos netos y productos
gaseosos, i = My /My, fig = figp — [t Y figp = YgpMgp/My, respectivamente. De esta
manera, jig > 0 6 fig < 0 implica produccién o consumo de masa gaseosa. Como se
dijo, v es la velocidad del fluido a través del medio poroso, que obedece la ley de

Darcy o )
p MgV

% = K (3.10)
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donde K es la permeabilidad absoluta y 7, la viscosidad del gas. Los dos tltimos
términos de la ecuacion (3.6), juegan el papel de fuentes de calor. El primero, invo-
lucra el calor debido a los procesos de reacciones quimicas, en este Q) representa el
calor de combustion, ,0[])( la concentracion inicial del combustible y W la velocidad de
reaccion definida por la ley de accion de masas,
~ N\ 7

w =k (12 v 1)
donde los exponentes m y n representan el orden de la reaccién quimica y pueden ser
m=n=1,Y esla fraccion de masa del oxigeno, R es la constante universal de los
gases, g es una superficie de area especifica por unidad de volumen, p es la presion
que obedece la ley del gas ideal que cumple con la ecuacion de estado pM, = pgRT.
Se define la funcion k(T) = koe E/BT aqui E es la energia de activacion del aceite
y ko un factor constante. 1)(n) es una funcion que depende del grado de conversion
del combustible definida por
py(a,t)

i

n(z,t)=1- : (3.12)

donde py es la densidad del combustible por volumen total. El estado incial se da
cuando n = 0 y 7 = 1 corresponde a un consumo completo. El segundo término Q)
en la ecuacion (3.6), representa pérdidas de calor con dos posibilidades 1) modo con-
vectivo y 2) modo conductivo. Una descripcion rigurosa de pérdidas de calor hacia
los alrededores requiere de un modelado multi-dimensional, donde las pérdidas apa-
recen como condiciones de frontera en el yacimiento (ver Fig.3.2a). En la superficie,
los alrededores pueden considerarse infinitamente grandes comparados con el grosor
H del yacimiento. Si se considera una zona térmica delgada en donde se encuentra
el frente de combustion y dnde se llevan a cabo los principales cambios fisicos y
quimicos, de esta manera, el yacimiento puede ser aproximado en una dimension,

con la velocidad de pérdidas de calor representada en el balance de energia como un
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término volumétrico. Esta aproximacion es vélida cuando el grosor es menor que la
longitud de la difusiéon térmica y el nimero de Nusselt es relativamente pequeno. Es-
tas restricciones son generalmente satisfechas cuando el coeficiente de transferencia
de calor H, y las velocidades del frente (del orden de metros por dia), son lo sufi-
cientemente pequenos. Las pérdidas de calor por conveccidén son més mas aplicables

en procesos a escala de laboratorio (Fig.3.2b) y se pueden expresar como,

(T —Th) . (3.13)

El coeficiente h se asume relativamente pequefio, asi que la aproximacion [50]
se puede aplicar directamente. Las pérdidas de calor por conduccién involucran la
presencia de calor en estratos seminfinitos que conforman el medio poroso (Fig.3.2c),
por esta razon este modo es apropiado para modelar procesos subterraneos y no
requiere el uso de un coeficiente de transferencia de calor desconocido. Para aplicar la
aproximacion [50], las pérdidas de calor deben ser relativamente débiles. La expresion

en este caso viene dada por,

Qn =

2\/)\ c oTdr
= 2V 2hthPh / (3.14)
Tal relaciéon resulta de resolver la ecuaciéon de calor unidimensional en un dominio
seminfinito 0 < £, 0 < # < oo v una dependencia de la temperatura en la frontera

T(t,%) = T(t, %, % = 0). El subindice h denota los alrededores del sistema.
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Th

h conveccién ambiental conduccién a

los alrededores

pérdidas de calor

| "aislamiento -# L_ | |
- ;( — g medio poroso 1 ¥—— medio poroso T : H
_ : [aisiamiente _____— TBL 5
combustion | |
. . | conduccién a
convecciéon ambiental |
| los alrededores
|
| |
pérdidas de calor Th | Th
a b c

Figura 3.2: Representacion de las pérdidas de calor: a) geometria del yacimiento, b) modo

convectivo y ¢) modo conductivo.

3.2. Escalamiento y adimensionalizacion

Dentro de la zona de reacccion, el equilibrio de difusiéon en la reaccion y la
temperatura son espacialmente uniformes. La zona de reacciéon se integra a la capa
de transferencia de calor, como se muestra en la Fig.3.3. Dentro de la zona de
combustion, hay equilibrio de la conveccion, conduccion y pérdidas de calor, pero la

reaccion es despreciable.

Para llevar la ecuacion (3.6) a la estructura interna de la zona de combustion,
se introducen las variables adimensionales convencionales espaciales y temporales,
" = ag/vi, t* = 1% Jv; = o Jv?, t =1/t* y & = &/1*, donde v; es la velocidad de in-
yeccion y ag = A1/(1 — ¢)csps la difusividad térmica efectiva. De igual manera se
introduce una escala de temperaturas adimensional 8 = T /To, esto significa que en

esta escala, la temperatura del yacimiento es # = 1. También se definen la velocidad
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Pérdidas de calor

/ Zona de reaccion

H Tt ( Medio poroso
—_—

e N

l l 4 Zona de combustion

Pérdidas de calor

Regién amplificada

Figura 3.3: Geometria de un medio poroso por medio del cual se representa de manera

esquematica un yacimiento.

adimensional v = ¥/v; y la densidad adimensional del gas p = py/pgi, donde pgy; es

la densidad del gas inyectado. De esta manera, la ecuacion (3.6) se escribe como

00 o0 0% i
= = st ad - 1
Y tapros = o5 T a 67958 (3.15)
donde, )
CqPyi ij)c ) Qp t* .
a = , 41 = ~}7Q :—TyCI):Wt
(1 - ¢)Csps ! (1 — ¢)Csp5Tg hD (1 - qb)csps T

Sea £(x) = & — f(f) y t = t un sistema de coordenadas que se mueve con el
frente de combustion, en donde la deficiencia de combustible puede ser definida en la
posicién = 1/2. Este cambio de coordenadas implica 6(,%) = 6(¢,t). Por la regla

de la cadena

90  9g00  0too

En _aa_f_f_a_fa (3.16)

44



MODELO DETERMINISTA
3.2 Escalamiento y adimensionalizacién

por lo tanto,

a0 90

3.17
Pl v ft g (3.17)
0 af(t) . .
%= 9 € y donde se defini6 f; = TR Asi, la ecuacion
(3.15) se convierte en,
o0 0% .
at (CLp - ft) 5 852 + ql - QhDa (318>

El producto puv se refiere al flujo adimensional de masa de gas adelante del frente
de combustion que incluye de manera implicita la reaccion generada por la masa total
del gas. Las condiciones de frontera, dependen del grado de combustion. Considérese
primero el caso de pérdidas de calor. La temperatura para distancias lejanas detras
del frente de combustion se reduce en ultima instancia a la temperatura inicial (la
que también es la temperatura de inyeccion), y las condiciones de frontera se pueden

escribir como

Y=1,0=1,1n=1cuando & - —00 (3.19)

)%

oF =0,0=1,7=0 cuando & — oo, (3.20)
T

para el caso adiabatico. Ver el diagrama en la Fig.3.1. En esta figura se aprecia
que la region II es precedida por la onda en la region III, donde la temperatura, en
ausencia de conduccion, es igual a la de inyeccion. La velocidad de separacion entre las
regiones II y I1I es mas lenta que la velocidad del frente. Esto se debe al requerimiento
de calor inicial (inyeccion) para calentar la roca en el frente de temperatura. Debido
a la separacion cada vez mayor entre los dos frentes, las condiciones pertinentes
para estados estacionarios en un marco de referencia moviéndose con el frente de

combustion son 9Y /0 = 0. Esto implica que §# — 6 cuando & — —oo. Para el caso
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no adiabatico # — 1 cuando & — —oo y ademéas Y — Y}, cuando & — oo, donde
0 y Yy, deben determinarse. Con la formulaciéon completa, ahora se hace un anélisis
de la zona de reaccion y la zona de combustion. Aqui, es importante mencionar
que el procedimiento hasta ahora aplicado a la ecuaciéon (3.6), se aplica también
a las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.9) para obtener las correspondientes ecuaciones
adimensionales, sin embargo esto no se presenta en este trabajo, debido a que la
ecuacion de interés es la (3.6). Con la formulacion completa, ahora se hace un analisis

de la zona de reacciéon y la zona de combustion.

3.3. Zona de reaccion

Como la velocidad de reaccion es fuertemente dependiente de la temperatura, las
reacciones de la combustion se confinan en una zona angosta de reaccion en el frente
de combustion, donde la presiéon y concentraciones son aproximadamente constantes.

Esta aproximacion es resultado de la condicion 2 =>> —f; >> 1. Para proceder, se

extiende el movimiento en la coordenada longitudinal, X = Z¢, y se desarrollan en

serie las variables dependientes en términos de Z~!, como sigue

0~ + 270X, )+, Y ~ YO+ 27V (X ) + - - (3.21)
pro(t)_FZilpl(Xﬂf)_'—a pNPO(t)_'_Zilpl(Xat)—i_ (322>
n~en (X )+ v~ X ) e f o~ o) (3.23)

A partir de las aproximaciones anteriores, la ecuacion (3.18) se reduce a,

0% omP

8X2 =dq1J¢ 8_X (324)
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Esta aproximacion, implica que a primer orden, la presion se mantiene constante
dentro de la zona de reaccién y que la conduccion se presenta solamente en la di-

reccion X, ademas los términos de pérdidas de calor Z~'Qp,p, no contribuyen. La

integral
; 920! on’
_ 40 U
/a 5dX = q1f; /a dX, (3.25)

junto con las condiciones de frontera 96 /0X = 0y n'(£,t) = 1 cuando X — —o0
llevan a,
= g fO1 - 0. 2
% a1 ) (3.26)
De manera analoga, de la ecuacion (3.7) se deduce
o’ 0yl onY
- pO 5 — 'U/Leftoi
0X 0X 0X

Donde L. = as/Djs. De esta manera, se obtiene que para el balance de masa

LY?p° (3.27)
del oxigeno y a primer orden de aproximacion los términos que intervienen son el
convectivo, el difusivo y el de reaccion, aqui se considera que pg es constante en la
zona de reaccion. De la integral de (3.27), se llega a

1
LY 00 = puLofPn° + Cte. (3.28)

A
Pox

En este mismo contexto, la ecuacion (3.8) lleva después de integrar a,
PP = —pg fin° + C1. (3.29)

Del analisis anterior, se determinan los flujos de calor, de masa de gas y de masa de
oxigeno a través del frente en términos del grado de conversion del combustible, esto

€s
06| 91>

8_5 . X _OO: —Q1fto, (3.30)
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00
0,0

PO =g f. (3.31)

—00

0OV > _ oy
P e o 0X | o

A primer orden de aproximacién la ecuacién para la masa del combustible es

= (u+ YO, L. f7. (3.32)

on° YO(1 + TIp%)ah (n° et
toa_X = —a, ( 90) ()e” (3.33)

Ahora, se multiplican las ecuaciones (3.26) y (3.33)

o’ a1+ Ip0)(n”)e’ 99"
X 60 0X’

entonces, la integral sobre la zona de reacciéon es

w2 [ (oot (YT [ pos! (3.35)
"l \v(@®) ) ox (0 0 0X’ ‘

de donde se deduce,

asYO(1 + TIp0)e?" Lr1—qp 0
1= ,con I, = dn”. 3.36
t Q1‘90[n ! 0 w(n()) ( )

Esta expresion relaciona la velocidad del frente de combustion con la fraccion molar

— (1 ="

(3.34)

Y0 v la temperatura 8" en la zona de reaccion. Vease la Fig.3.3. En consecuencia se

pueden usar para regiones suficientemente lejanas del frente de combustion (campos
1

lejanos), las condiciones de frontera X 0, cuando X — —oo. En lo que sigue por

simplicidad se toma I, = 1.

3.4. Zona de combustion

En un marco de referencia en movimiento que sigue el frente de combustion, la

ecuacion total del gas, oxigeno y balance de masa del combustible son respectiva-
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mente,
9pB) _ 0, donde, B = v — ¢fy, (3.37)
03
J(YpB) dpB) 1 .0 ( Y
oc Yo T L.oe (p8_£> ' (339
Y 5,
n_
- 0. (3.39)

La ecuacion (3.37), muestra que pB es una constante. En £ > 0, la solucion para
Y es también una constante Y, porque B > 0. En £ < 0, se integra la ecuacion
(3.38) con las condiciones de frontera Y = 1 cuando { — oo. De las condiciones de

salto a través del frente de reaccion, se encuentra

g
v 1—(1-=Y,)exp <Le/OBd§> , <0 | (3.40)

Yy ,§>0
donde

- 1—(¢+mwVp  1—pVp
aqui Vp = f?. Notese que para Y, > 0, debe aplicarse la condicion 1 > uVp, es

(3.41)

decir, el flujo total de masa del gas debe ser lo suficientemente grande. Esta ecuacion
representa la fraccion de masa del oxigeno sin reaccionar en el frente de combus-
tion la cual depende de la velocidad adimensional del frente y de varios coeficientes

estequiométricos. La ecuacion (3.39) implica
1 ,&6<0
n= : (3.42)
0 ,£>0

siempre que la combustion del combustible sea completa. Si se usa la condiciéon IT < 1

y se inserta la ecuacion (3.41) en la ecuacion (3.36), se deduce
Y 1 —pVp
VE ~ ;e —— || —, 3.43
? ! Xp( 9f> <1+MgVD) 4
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donde se definen las variables adimensionales

asskoYipi vy = E
qEv} RTy

La ecuacion (3.43) es una aproximacion de primer orden del frente de combustion

o = (3.44)

Vp con la temperatura del frente 6y. En esta ecuacion, u = ﬁp?c/ Yipgi v pg =
ﬂgp(} /pgi son coeficientes adimensionales estequiométricos para el oxidante y el gas
neto producido debido a la reaccién, respectivamente. Aqui /i es la masa del oxigeno
por unidad de masa de combustible y /i, es la masa de productos gaseosos por unidad
de masa de combustible. La relacion (3.43) es muy importante, porque involucra a
través del parametro adimensional .2/ una combinacion de propiedades fisico quimicas
del medio, que incluyen presion, cinética de reaccion, fraccion de masa del oxigeno

inyectado y su velocidad de inyeccion.

3.5. Caso adiabatico

En el caso estacionario y adiabatico, el término de pérdidas de calor no contribuye,
si ademas se supone un consumo completo de la masa del combustible, entonces
¥(n) = ¥(1) = 0y el término ® se anula, por lo tanto la ecuacion de la energia

(3.18), se reduce a

o0 0%0
A= 2~
0§ 0¢?

como A < 0, la dnica solucion posible para £ < 0 es un frente de temperatura

=0, donde A = apv — Vp <0, (3.45)

constante. En este caso, se tiene un perfil plano de temperatura en la zona de reaccion,
: .. oot

consistente con la suposicion X = 0, cuando X — —oo hecha para la zona de

reaccion. Para encontrar la solucion en el caso £ > 0, se integra (3.45) y se hace uso

de las condiciones de salto para obtener,
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o) 0l <0 (3.46)
1— WP exp(AE) ,€>0

De la continuidad de la temperatura en ¢ = 0 se deduce una expresion para la
temperatura adimensional del frente de combustion,

@1Vp

fp=1— ———=——.
/ a(po)t = Vp

(3.47)

En esta relacion, el signo + simplemente indica la posicién delante del frente de
combustiéon. Cuando los efectos de la entrada de masa de gas y la produccion neta de
gas en el frente son despreciables, a saber cuando A ~ —Vp, el frente de temperatura

depende solamente del combustible caliente disponible, o sea del parametro q;.

3.6. El caso no adiabatico

Si se supone que las pérdidas de calor ocurren por convectividad, ademés de
suponer que el proceso es estacionario y que el consumo de la masa del combustible es
completo, es decir 1(n) = (1) = 0, entonces el término ¢ se anula y en consecuencia

la ecuacion de la energia (3.18) se simplifica a

90 920 :
A(?_f - 8_52 = —Qnp, (3.48)
es decir,
00 920 Qn
LTI ®h b 3.49
9§ 0¢? (1= @)esps Ty (349
6 bien,
o0 920 ht* ht*
A= -~ =— 6 — , 3.50
o¢ ~ o {(1 ~ Ol (- ¢>cspsH} (3.50)
donde

t*

h
h=——4#¥2——,
(1 - (b)csps H

(3.51)
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es un coeficiente adimensional de transferencia de calor y h/H representa un coefi-

ciente volumétrico de transferencia de calor. En forma compacta se tiene la ecuacion

o0 9%
. — _hH—-1 .52
sujeta a las condiciones de frontera
g 0" 0
f(o0) =0(—c0)=1y —| =—q1f;. (3.53)
d€ lo-

Observacion: Los autores Akkutlu y Yortsos [4], utilizan indistintamente +oo para
denotar las coordenadas de la escala en la zona de reaccion y en la escala de la zona
de combustion. Veése la Fig.3.3. Para evitar confusion y distinguir las escalas, se
opta por denotar con 07 y 0~ las coordenadas de la zona exterior. Entonces, las
correspondientes soluciones para la parte derecha e izquierda respecto del frente de

temperatura, son

1+ (0f —1)exp]
L+ (0f —1)exp]

(A — J(ADZ T Ah)E] L €>0 (3.54)
1

(A= +/(A7)2+4h)¢] ,£<0

NI—= D=

De la condicién de salto en el frente de temperatura se encuentra la expresion para

la temperatura adimensional del frente,
41
N
Vi

donde se asume que A~ =~ AT =~ —Vp. Cabe recordar que para encontrar

=1+ (3.55)

Vp se debe resolver la ecuacion trascendente (3.43), la cual se basoé en la con-
dicion 90'/0X = 0, cuando # — —oo. Estas soluciones son consistentes si,

1
§(A_ ++/(A7)2+4h) = O(1/Z), es decir, se requiere que el coeficiente de pérdidas

h
de calor h sea lo suficientemente pequeno, 7 ~ O(1/Z). Los correspondientes
D

perfiles de temperatura para este caso se muestran en la Fig.(3.4), para diferentes
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Figura 3.4: Perfiles de temperatura para frentes de combustion no adiabaticos con pérdidas

de calor por convectividad, para una velocidad de inyeccion v; = 100m/dia.

valores del coeficiente volumétrico de transferencia de calor.

A partir de la ecuacion adimensional (3.43), se estudia la temperatura del frente
como funciéon de la velocidad de inyeccion v; cuando se varia el pardametro o7 del
cual depende. Tal estudio es importante porque proporciona informaciéon acerca de
la estabilidad y extincion del frente de combustion. Para el caso convectivo, aparecen
multiples soluciones siempre que la velocidad de inyeccion v; exceda cierto umbral
E.. Como se muestra en la Fig.3.5, la solucién consiste de una rama de baja tem-
peratura en la vecindad de la temperatura inicial y una rama de alta temperatura
que es apropiada para la combustion y una rama de temperatura intermedia. Arriba
del umbral, existen tres soluciones para cualquier velocidad de inyecciéon dada. La
rama superior e inferior son estables, mientras que la rama intermedia es inestable.
La Fig.3.5a muestra que si la soluciéon se encuentra sobre la rama de alta tempera-

tura, donde ocurre combustion rigurosa y donde subsecuentemente la velocidad de
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inyeccion decrece, entonces, debido a las cada vez mas dominantes pérdidas de calor,
una pendiente infinitamente larga es alcanzada en un umbral particular. Como la
rama intermedia es inestable, una transicion rapida a la rama baja ocurre, lo cual
corresponde a la extincion, es decir, E. es el punto de extinciéon. La rama superior es
la solucién que corresponde a un frente de combusiéon apropiado. En la Fig.3.5a, los
umbrales de extincion son I = (5.7, 144.8), E.p = (4.6, 211.4), I.o = (13.5, 141.0) y
Ec = (5.4, 211.9). Los correspondientes umbrales para la Fig.3.5b son E.3 = (20.2,
286.2), Fcq = (90.4, 357.5) vy Ecs = (322.5, 399.3).
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Figura 3.5: Frente de temperatura no adiabético como funcion de la velocidad de inyeccion
para diferentes valores del coeficiente volumétrico de transferencia de calor I~7,/ H, a) para

tasas bajas de pérdidas de calor, b) para tasas altas de pérdidas de calor.
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3.7. Comentarios

En este capitulo, se describi6 de manera general un método para modelar
la propagacion de frentes de combustion en medios porosos, donde la regién de
reaccion se consideré como un punto de discontinuidad que incluye flujos de calor
y masa. Los frentes de reaccién y combustiéon son zonas muy estrechas dentro de
las cuales se libera calor y donde la temperatura y las concentraciones de material
varian significativamente. Mediante una aproximaciéon similar a la utilizada en
[50], se deducen condiciones de salto apropiadas que relacionan el cambio en las
variables a través del frente. Estas condiciones toman en cuenta la cinética de las
reacciones entre el oxigeno y el combustible, los cambios en la morfologia del espacio
poroso y la transferencia de calor y masa en la zona de reacciéon. De esta manera,
el problema se reduce a modelar la dindmica de un frente de combustion dividido
en dos regiones en las cuales pueden ser considerados el transporte convectivo de
momento (fluidos), calor y masa, no asi las reacciones quimicas. Las propiedades de
estas dos regiones se acoplan mediante las condiciones de salto. Esta metodologia
deberia permitir incorporar efectos de permeabilidad heterogénea en la descripcion
de este proceso, sin la complejidad de las reacciones quimicas acopladas. Esta
aproximacion analitica, reduce el complejo problema de propagaciéon de un frente a
un sistema de dos ecuaciones algebraicas acopladas para el frente de temperatura y
su velocidad de propagacion. Los frentes de combustion se supusieron no adiabéaticos
con pérdidas de calor para un modo convectivo y para un modo conductivo. La
expresiones obtenidas en estos casos, son validas para tasas de pérdidas de calor
suficientemente pequenas. También se consideré que el frente de combustion es
plano con una propagaciéon constante donde se tomaréon valores constantes tipicos

usados en la combustién in situ.
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Otros andlisis que no se presentan aqui, pero que se reportan en [4] son por
ejemplo, el estudio de la fraccion de masa de oxigeno no quemado, la velocidad del
frente y los efectos del coeficiente global de transferencia de calor h (para diferente
grosor H del yacimiento), todos estos como funciones de la velocidad de inyeccion

v;. Estos efectos son estudiados tanto para el modo convectivo como el conductivo.

Una observaciéon importante en relacion a los modelos deterministas, es que la
mayoria de sus parametros fisicos se suponen constantes y en muchos casos su orden
de magnitud no se conoce con precision. Para cotinuar con esta linea de investigacion
sobre la propagacion de frentes de calor y en aras de contribuir hacia un mejor
entendimiento sobre este fenémeno, en el capitulo 5 se hace una extension estocéstica
al modelo determinista. En este formalismo, se considera que los pardmetros son

variables espacialmente aleatorias con propiedades estadisticas bien conocidas.

o6



Capitulo 4
FORMALISMO ESTOCASTICO

En este capitulo se exponen los conceptos y definiciones fundamentales que son
las bases de la teoria estocéstica. El objetivo de éstos es su aplicacion, por lo tanto
su demostracion rigurosa queda fuera del alcance de este trabajo. Sin embargo, para

un tratamiento mas completo se puede consultar por ejemplo en [54].

4.1. Procesos estocasticos

Una vez que ha sido definida una variable estocastica X, una infinidad de otras
variables estocésticas se pueden derivar de ella, es decir, todas las cantidades Y
que se definen como funciones de X mediante algunos mapeos f. Estas cantidades Y
pueden ser cualquier tipo de objetos matematicos, en particular pueden ser funciones
de una variable adicional ¢, Yx (t) = f(z,t). Tal cantidad Y (¢) se llama una funcion
aleatoria, o puesto que en la mayoria de los casos t representa el tiempo, se llama un
proceso estocdstico. Asi, un proceso estocéstico es simplemente una funcién de dos
variables, una de las cuales es el tiempo t, y la otra variable estocastica es X que se
define como un nimero aleatorio que toma un conjunto de valores, llamados rango,
conjunto de estados o espacio muestral. Para un posible valor x de X, se obtiene una
funcion ordinaria de t, Y, (t) = f(x,t), lamada muestra funcional o realizacion del
proceso. En el lenguaje fisico se refiere a un proceso estocastico como un ensamble

o conjunto representativo de estas muestras funcionales. Es facil formar promedios,
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sobre las bases dadas de densidades de probabilidad P,(x) de X. Por ejemplo,

<wm:/n@&mm. (4.1)

Mas generalmente, toma n valores t1,ta, -+ ,t, para la variable tiempo (no necesa-

riamente todos diferentes) y forma el n-ésimo momento

V()Y (ta) -+ Y (ty)) = / Yo (t1)Ya(ta) - - Ya(tn) Pa(z)d. (4.2)

De particular interés es la funcion de autocorrelacion

k(t,t2) = (Y)Y () = (Y (t1) — (Y(@) Y (22) — (Y(2))})
= (Y(t1)Y(t2)) — (Y(t1)) (Y (L2)) - (4.3)

Para t; = t3 esto se reduce a la varianza dependiente del tiempo ((Y(¢)2)) = o?(t).
Un proceso estocastico se llama estacionario cuando lo momentos no son afectados

por un cambio en el tiempo, es decir, cuando
Y(t1+71)Y(te+7) - Y(tn+7)) =Y (t1)Y(t2) - - - Y(tn)) (4.4)

para toda n, para toda 7y para todo t1,to, - - - , t,,. En particular, (Y) es independien-
te del tiempo. Esto es muchas veces conveniente para restar esta constante de Y () y
tratar los procesos con media cero 57(15) =Y (t) — (V). La funcion de autocorrelacion
k(t1,t2) de un proceso estacionario depende solo de | 1 — t2 | y no es afectada por
esta sustraccion. Con frecuencia existe una constante 7, tal que k(t1,%2) es cero o

despreciable para | t; —t2 |> 7¢; esta constante 7. se llama tiempo de autocorrelacion.
Los procesos estocasticos de Markov son los més importantes en fisica y quimica.

Un ejemplo tipico en fisica es el movimiento Browniano. Los procesos estocasticos

que son a la vez Markovianos y estacionarios, tienen un interés especial porque
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describen fluctuaciones.

El ejemplo mejor conocido de un proceso estacionario de Markov es el proceso
de Ornstein-Uhlenbeck. Este proceso fué construido orignalmente para describir el
comportamiento estocastico de la velocidad de una particula Browniana. Este tiene

media cero y funcién de autocorrelacion k = e~ 7, donde 7 = to — 1.

El teorema de Doob [27] establece que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck [53] es
estacionario, Gaussiano y Markoviano. Un segundo teorema establece que si Y (t) es
estacionario, Gaussiano, y tiene una funciéon de autocorrelacion exponencial k(1) =
k(0)e™ 77, entonces Y (t) es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck y por tanto markoviano

[53].

4.2. Movimiento Browniano y aproximacion de Lan-
gevin

En 1827 Robert Brown [54]| descubri6 que las particulas de polen en suspension
tienen movimientos aleatorios. La primera explicacién tedrica satisfactoria de este
proceso, llamado movimiento browniano fue dada por Einstein (1905), quien en
vez de fijarse en la trayectorias de una sola particula, formul6 una descripcion
probabilistica valida para un conjunto de ellas. De manera independiente, este
fenomeno también fué explicado por Marian von Smoluchowski (1906), quien
trabajo en el tema tanto desde el punto de vista tedrico como experimental. Méas
tarde este modelo fue mejorado por Ornstein y Uhlenbeck [53|, Chandrasekar [24],
Wang-Uhlenbeck [56] y especialmente Doob [27].
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La aproximacion de Langevin es ampliamente usada con el propoésito de encontrar
los efectos de fluctuaciones en sistemas macroscopicos conocidos. Estas fluctuaciones
se introducen sumando términos aleatorios llamados fuentes de ruido (el nombre
que se le da en un contexto fisico a términos en ecuaciones diferenciales estocasticas

que son procesos estocasticos), a la ecuacion de movimiento que gobierna al sistema.

Después del trabajo de Einstein y Smoluchowsky, un tratamiento alternativo para
el movimiento Browniano fué desarrollado por Langevin. Considérese la velocidad de
una particula Browniana. Cuando la masa puede ser tomada como la unidad, esta

particula obedece la ecuaciéon de movimiento

V=V + L) (4.5)

El lado derecho de la ecuacion es la fuerza ejercida por las moéleculas de fluido
de los alrededores que se expresa como la suma de una fuerza viscosa proporcional
a la velocidad V' con un coeficiente constante 7 (ley de Stokes), mas un término de
ruido L(t) que representa el efecto de una serie continua de choques con los dtomos
del fluido que rodea a la particula. La fuerza L(t) es desconocida, pero se postulan

tres propiedades fisicas sobre ella:

1. La fuerza consiste de un término de amortiguamiento lineal en V' con un coe-
ficiente constante -y, més un término estocéstico L(t) independiente del estado
V' de la particula. L(t) es irregular e impredecible, pero sus propiedades pro-
mediadas sobre un ensamble de sistemas similares son simples. Este ensamble
puede consistir de muchas particulas en el mismo campo, previendo que sus
distancias son grandes de tal manera que no interactiien entre ellas o puede
consistir de una serie de observaciones sucesivas de la misma particula, pre-

viendo que los intervalos de tiempo sean lo suficientemente grandes para que
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no interactien unas con otras. De esta manera L(t) puede tratarse como un

proceso estocastico.

2. Las propiedades estocasticas de L(t) son independientes de V', de modo que
L(t) actiia como una fuerza externa. Asi, el término de friccion es también la

fuerza promedio que se desvanece, es decir, (L(t)) = 0.

3. La fuerza L(t) es causada por las colisiones de moéleculas individuales de fluido
de los alrededores y varia rapidamente en el tiempo de forma que no existe
correlacion entre dos variaciones consecutivas. Esto se expresa postulando para

su funcién de autocorrelacion,
(L(t)L(t")) =Ts(t — 1), (4.6)

donde I' es una constante. La idea es que cada colision sea practicamente
instantanea y que colisiones sucesivas no esten correlacionadas. En realidad el
lado derecho deberia ser una funcion de | t — ¢’ | con un pico agudo de ancho
igual a la duraciéon de una sola colision. Siempre y cuando este sea més corto
que todos los demaés tiempos relevantes se puede usar una funciéon delta de dirac
por conveniencia. Un término que tiene las propiedades anteriores se denomina

fuerza de Langevin y la ecuacion (4.5) es la conocida ecuacion de Langevin.

4.3. Tipos de ruido

Sea L(t) Gaussiano, donde todos los momentos impares se anulan y los momentos
pares estan dados por la regla (X;X; Xy ---) = > (XpXg)(XuXy) -+, que corres-

ponde a una distribuciéon Gaussiana. Los subindices p, ¢, u,v,--- son los mismos que
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1,7, k,--- tomados de dos en dos. Por ejemplo,

(L(t1) L(t2) L(t3) L(ta)) = (L(t1)L(t2)) (L(t3)L(ts)) + -
= Fz{é(tl — tg)(;(tg — t4) + 5(t1 — t3)5(t2 — t4)

+ O(t1 —ta)d(t2 — t3)}. (4.7)

Donde ¢ es la delta de Dirac. Esto especifica todas las propiedades estocasticas de
L(t) en términos solamente del parametro I'. El proceso L(t) definido en esta forma
se llama ruido blanco Gaussiano o en ocasiones ruido aditivo. Desde el punto de
vista matemético ésto no existe realmente como una funcién estocastica (quizas algo
que se asemeja es la funcion delta de Dirac) y fisicamente esto nunca ocurre, pero
sirve como modelo para cualquier fuerza que fluctua rapidamente. Con la ayuda
de estos cuatro postulados, la solucion V() de (4.5) junto con la condicion inicial
V(0) = Vp, estd determinada completamente. Consecuentemente el proceso V(t)

con todos estos momentos se conoce explicitamente.

De manera resumida, se dice que el ruido blanco gaussiano L(t), es un proceso
gaussiano con media igual a cero y descorrelacionado en el tiempo, o sea su funcion
de correlaciéon es nula para t # s. Dicho de otro modo, el ruido blanco es un proceso

L con las siguientes propiedades,

Las variables aleatorias {L(t)|t € R} son independientes.

L(t) es estacionario, es decir, dados t; < t2 < --- < tp, la distribucion del

vector aleatorio ((¢t + t1), (t 4+ t2), -+, (t + t1n)) no depende de t.
= (L(t)L(s)) = o(t = s).

= (L) =0
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Cuando se tiene un proceso estocéstico cualesquiera denotado por A(t) que no
cumple el postulado (4.7), se dice que es ruido blanco no gaussiano. Desde el punto
de vista matemaético el ruido blanco es una idealizaciéon de la situacion real, en la
que el espectro de una senal no es constante en general. Esto se traduce en que los
valores que toma L(t) en un instante de tiempo dependen en cierta medida de los
que toma para s # t. En muchas aplicaciones, el tipo de ruido que se desearia usar
para modelar es el denominado ruido blanco, el tratar con ruidos blancos facilita
los célculos, aunque plantea algin tipo de indefinicion matematica. Este proceso,
servirfa para modelar procesos independientes e idénticamente distribuidos con
media igual a cero. Desafortunadamente, un proceso con tales caracteristicas no
existe, o mejor dicho, no puede tener trayectorias medibles a menos que sea L(t) = 0.
El tinico proceso que satisface estas propiedades es el Movimiento Browniano. Esto

prueba que no existe un ruido blanco en el sentido clasico.

Existe otro tipo de ruido llamado de color en ocasiones también llamado ruido
multiplicativo. Este término se refiere a ecuaciones como las que se vieron del tipo

Langevin con la forma
y=Aly) +Cy)E), (4.8)

pero en la cual el ruido £(¢) no es blanco. Mejor dicho, £(t) se supone que esta dado
como un proceso estacionario con (£(t)) = 0y (£(£)&(t)) = (¢t —1'). Aqui la funcion
de autocorrelacion k no es una funcion delta de Dirac y £(¢) es algo bien definido,
funcion estocastica no singular, asi que (4.8) esta también bien definida. Al igual que
las ecuaciones de Langevin, éstas han sido ampliamente discutidas en la literatura.
El hecho de que £(t) no sea blanco crea algunas diferencias notables respecto de la
ecuacion original de Langevin. En la siguiente secciéon se tratara con detalle este tipo

de ecuaciones diferenciales estocésticas.
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4.4. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En esta seccion se presenta el formalismo de las ecuaciones diferenciales estocés-
ticas y como se aplican al estudio de los sistemas estadisticos en equilibrio y sin en

equilibrio.

Cuando un sistema estd sujeto a fluctuaciones por influencias externas sus
ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales con coeficientes aleatorios.
En un cierto ntimero de casos estas ecuaciones pueden ser resueltas exactamente o
aproximadamente. En particular, cuando las fluctuaciones son débiles y rapidas un

desarrollo sistematico conduce a ecuaciones aproximadas explicitas.

Una ecuacién diferencial estocastica es una ecuaciéon cuyos coeficientes son
nameros aleatorios o funciones aleatorias de la variable independiente (o variables).
Al igual que en las ecuaciones diferenciales normales, los coeficientes se supone que
son dados, independientemente de la solucién que tiene que ser encontrada. Por
consiguiente, las ecuaciones diferenciales estocasticas son la herramienta apropiada
para describir sistemas con ruido externo. La ecuacion de Langevin es el prototipo
de una ecuacion diferencial estocéstica, es decir, una ecuaciéon diferencial cuyos

coeficientes son funciones aleatorias del tiempo con propiedades estocasticas dadas.

La forma general de una ecuacion estocastica es
i = Fu, ;Y (1), (4.9)

donde u and F' pueden ser vectores, y Y (¢) representa una o méas funciones aleatorias
cuyas propiedades estocésticas son dadas. Esta ecuacién, junto con una condicion

inicial u(tp) = a, determina para cada realizacion particular y(¢) una funcion
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U(t;ly],a), la cual es una funcional de y(t), es decir, que depende de todos los
valores ¢/(t) para 0 < ¢’ < t. El ensamble de soluciones U(t;[y],a) , para todo
posible /(t) constituye un proceso estocastico. La ecuacion (4.9) se resuelve cuando

se han encontrado las propiedades estocésticas de estos procesos.

Algunas veces el valor inicial a es también una cantidad aleatoria o un vector
aleatorio. Entonces el proceso estocastico resultante U(¢;[y],a) es una funcion
de la variable aleatoria a, asi como una funcional de y. Como esto es solamente
una generalizacion trivial del problema, con a inicial fija no es necesario tratar

separadamente los valores iniciales aleatorios.

Un ejemplo de una ecuacion diferencial estocastica es la ecuacion de Langevin.
En efecto, en la mayoria de la literatura matemaética el nombre ecuacion diferencial

estocdstica se restringe a esta ecuacion, la cual también se conoce como ecuaciéon de

Ito [54].

4.5. Ecuaciones diferenciales con Ruido Multiplica-
tivo

Considérese una ecuacion lineal de la forma

uw=A(t)u ={Ap+ aAi(t)} u, (4.10)

donde u es un vector, Ap una matriz constante, Aj(t) una matriz aleatoria y o un
parametro que mide la magnitud de las fluctuaciones en los coeficientes. Por otra
parte se asume que la matriz A;(t) tiene un tiempo de autocorrelaciéon 7. finito,

en el sentido de que para cualesquiera dos puntos en el tiempo ¢ y t3 se cumple
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|t1—t2| = ¢, se pueden tratar todos los elementos de la matriz A;(¢1) como elementos
estadisticamente independientes de los de la matriz As(t2). La cantidad a7, se conoce
como el numero Kubo y se supone que debe ser pequeno. De esta manera el resultado
serd una solucion aproximada de la ecuacion (4.10) en la forma de un desarrollo en
series de potencia de a7.. Aunque no es estrictamente necesario, conviene suponer
que Aj(t) es la matriz de un proceso estacionario. Asi, el promedio < Aj(t) > es

independiente del tiempo y se puede introducir en Ag,

b=Ao+a<A(t) > y Al(t) = A1 (t)— < Ay(t) > (4.11)

de modo que < A (t) >= 0. Supdéngase que esto ha sido hecho, entonces se puede
omitir la notacion primada. Asi, se puede trabajar simplemente con < Aj(t) >= 0

en (4.10). Primero se elimina Ay transformando con la interaccion

u(t) = e%(t), entonces o = ae” A (1)l = aV (t)v. (4.12)

Una solucion a segundo orden de aproximacién en « y con condiciones de frontera

v(0) =u(0) =a es

t t t
v(t):a+a/0 aV(tl)dt1+a2/0 /0 aV(t1)V (to)dtydty + - - - (4.13)

Tomando el promedio para a fija,

t t
< U(t) >=a+ (12/ / a < V(tl) >< V(tz) > dtdts (4.14)
0 JO

Este segundo orden de aproximacion puede ser usado s6lo mientras que los orde-

nes superiores sean pequenos. Como cada término sucesivo implica una integracion

adicional sobre el tiempo, esta restriccion equivale a at < 1. De aqui para t < a~ !,

t t1
<v(t) >=a+ az/ / a<V(t) ><V(ty —7) > dt1dr. (4.15)
0o Jo
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Para t > 7. se tiene que suponer a7. < 1. Entonces para t; > 7., como el integrando
se anula de cualquier forma, el limite superior en la integral puede ser reemplazado
con co. Aunque t; corre de 0 a t es grande comparado a 7. para la mayor parte
del intervalo de integracién. Por consiguiente se tiene aproximadamente para que

To <t < al
t [ee)
<v(t) >=a+ a2/ / a<V(ty) ><V(ty —7) > dt1dr. (4.16)
0o Jo

Esto, sin embargo, es también la solucién a orden o de la ecuacion diferencial

lineal
oo
O (v(t)) = a? {/ (VOV(t—1)) dT] (v(t)) . (4.17)
0
La conclusion es que la evolucion de (v(t)) se puede describir con esta ecuacion. En

la representacion original se lee

O < u(t) >=

o
Ap + o? / < A1) AL (t —7) > eAOTdT] <u(t)>. (4.18)
0

Debe recordarse, sin embargo, que la derivacion se aplica a un intervalo At < a~*
después de un tiempo inicial g = 0. Este tiempo inicial es especial porque en ese
tiempo el valor de u fué considerada igual a un vector no estocastico a. Es facil ver
que el resultado es igualmente véalido cuando el valor inicial es estocastico, siempre
que sea estadisticamente independiente de A;j. Este hecho permite aplicar la misma
ecuacion (4.18) otra vez al siguiente intervalo At. Ya que los valores de A; en el
siguiente intervalo no estan correlacionados con los del anterior debido a la falta de
T.. Eis cierto que existe una superposicion en la frontera entre ambos intervalos, pero
esto puede solamente acarrear un pequeno error ya que se extiende por encima a un
rango de orden 7, fuera del intervalo total At. De aqui (4.18) es aproximadamente
valida para todos los tiempos, siempre que a1, < 1. Asi, el promedio de u(t) por si

mismo obedece aproximadamente a la ecuacion diferencial no estocéastica (4.18).
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Ahora se supone que no solamente a7, < 1, sino que también se cumple 7.|Ap| <
1. Esta condicion adicional establece que el movimiento libre de u es lento comparado

con las fluctuaciones en A;. Entonces la ecuacion (4.18) se reduce a

8t < u(t) >=

Ag + a? /OO <A ()ALt —7) >dr| <u(t) >. (4.19)
0

Como A se supuso estacionaria, la integral es idependiente del tiempo. El efec-
to de las fluctuaciones es por lo tanto renormalizado a Ay anadiéndole un término
constante de orden a?. El término afiadido esta integrado en la funcién de autoco-
rrelacion de Aj. En particular, si se tiene un sistema no disipativo descrito por Ay,
este término adicional debido a las fluctuaciones, es en general disipativo. Esta rela-
cion entre disipasion y la funcion de autocorrelacion de las fluctuaciones es analoga
a la relacion Green-Kubo en sistemas de muchos cuerpos, pero no idénticamente a
ello, porque ahi las fluctuaciones son internas, en lugar de anadirse como un término
separado como en (4.10). En la deduccion de (4.18) se supuso que (A;(t)) = 0. Si

esto no es verdad, se tiene en lugar de (4.18), la ecuacion

Oy < u(t) >= |Ag + a (A1(t)) + o /(?OAl(t)erTAl(t - T)>>eAOTdT] < u(t) > .
" (4.20)
Una extension de la ecuacion considerada hasta ahora es la ecuacién no homogé-
nea

u=A(t)u+ f(t). (4.21)

A(t) es una matriz aleatoria de dimensiones n x n'y f(¢) es un vector aleatorio de

dimension n. Este caso puede reducirse al caso previo mediante el recurso siguiente.

Extender el vector u anadiendo una (n + 1) componente u,+1 = 1. Entonces (4.21)
puede ser escrita como

d [ u A f U

a _ , (4.22)
dt \ 1 0 0 1
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Esto permite usar los métodos desarrollados previamente. Para encontrar una

aproximacion de la solucion, supéngase como en (4.10) que
A(t) = Ao+ adi(t) y f(t) = fo+ afi(t) (4.23)

con Ag y fo no aleatorios y (A1(t)) v (f1(t)) nulos. Ademas de aplicar el resultado

(4.18) se tiene el calculo

At etoT—T
T(Ao fo >]<e S f0>' (4.24)
0O O 0 1

La sustitucion en (4.18) da una ecuacion para el promedio de (n+ 1) vectores, de

exp

los cuales la tltima componente es trivial. Las otras n componentes estan dadas por

O (u(t)) = [Ao (4.25)
+a? / <A1(t)eTA0A1(t—T)>e_TA°dT] (u(t))
0
+fo )
> e T4 — ]
‘|‘CY2 /0 <A1 (t)BTAOAl (t — T)> A—OdT . fO

+a? /OO <A1(t)eTA0f1 (t — T)> dr.
0

Si no se supone que (A1) = (f1), el resultado es

O (u(t)) = [Ao+a{d) (4.26)
+a? / ({A1(t)e™ A1 (t — 7)) ) e ™0dr | (u(t))
0
+fo+a{fi)
—TAg _ 1

a2 /0 (A oste = 7)) S —Lar g

+a? / ({A1(t)e™ ™ fi(t — 7)) ) dr.
0

Otra extension es la aplicacion a momentos de mayor orden de las componentes

de u. Sea u = u, un vector real de n componentes que obedece (4.10); explicitamente
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Oy =Y At (v =1,2,...,n). (4.27)
A=1

Entonces los productos wu,u, obedecen otra vez una ecuacién diferencial lineal

estocéastica

Or(wi) = > Apa(iau) + > An(wann) = Y Apy(unuy), (4.28)
A A \p

Al/,u;)\p(t) = AV)\(t>5,up + Aup<t)6l/)\- (429>

Por lo tanto, su promedio obedece una ecuacion similar a (4.20). Para escribir esto
explicitamente, considérense los N = %n(n + 1) productos w,u, como componentes

de un solo vector u, de modo que (4.28) toma la forma

N
Do =Y Aw(D)uy (a=1,2,-+ | N), (4.30)
b=1

Entonces, con A(t) = Ag + aAi (1),

Ot (Ug) = [ Ao+ a (A1(t)) + 042/<C<)OA1 (t)eT A (t — 7)))e ATdr [(u,) . (4.31)

0

Si u es compleja se puede, por supuesto, reducirlo primero al caso anterior si se

escriben las 2n ecuaciones para su parte real e imaginaria. Normalmente, sin embargo,

* .

solamente una es interesante en las cantidades u,u,;

esto obedece un conjunto de

2

n? ecuaciones lineales, de las cuales se pueden otra vez encontrar n?

ecuaciones

aproximadas para <u,,u;i>
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Capitulo 5

MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE
FRENTES DE COMBUSTION EN MEDIOS POROSOS

En ocasiones el sistema fisico que se desea modelar es demasiado complejo, no
s6lo para resolver las ecuaciones asociadas sino incluso para llegar a formular un
conjunto de ecuaciones diferenciales que sea lo suficientemente representativo de sus
caracteristicas. En muchas situaciones es posible usar informacién parcial y a cambio
obtener resultados parciales del problema. Concretamente, se vera como el uso de
hipotesis estadisticas permite llegar a conclusiones probabilisticas como resultado.
En este capitulo, se construyen con base en el modelo determinista descrito en el
capitulo 3, tres modelos estocasticos para describir la dindmica de un frente de

combustion en un medio poroso.

5.1. Modelo estocastico con ruido en la velocidad

del frente de onda

5.1.1. Construccién y solucién del modelo

En una primera aproximacion, se considera que el coeficiente advectivo 5 (velo-

cidad del frente de onda) es una variable espacialmente aleatoria, caracterizada por
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parametros estadisticos bien definidos. Entonces 3 se escribe como la suma de dos
términos, uno para la parte determinista y otro correspondiente a la parte estocés-
tica, es decir,

aqui By representa un valor inicial de la velocidad del frente de combustion de la
onda, £(x) es una funcién que denota el ruido introducido en el sistema y gz es un
parametro que mide la magnitud de este ruido. El valor de e(x) es desconocido, pero
sus propiedades estadisticas, tales como su valor medio (g(x)), su coeficiente de co-

rrelacion y la longitud de correlacion entre dos posiciones x1 y x2 son bien conocidas.
La ecuacion (3.52), escrita en términos de (5.1), es

d?6 do
a2 (Bo + Qﬁ€($))% — hO = h. (5.2)

Ahora, se escribe la ecuacion (5.2) como un sistema lineal de ecuaciones de primer

orden. Para esto, se hace el cambio de variable 6 = 11, en consecuencia,

diy
—— =iV 5.3
dr e (5.3)
Cuando se reemplaza esta ultima ecuacion y su derivada en la ecuacion (5.2) se llega
a?
7 = (Po+ape(a))ibe — vy +ivh. (5.4)

De la acuacion (4.21), se puede escribir el sistema de ecuaciones formado por

(5.3) v (5.4) como un sistema matricial de la forma

dy 0 ivh - 0
dz ~ivh Bo+ qpe(z) ivh )
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donde se define el vector

(U1 0
b = - | . 5.6
() () -

De la ecuacion (5.85) se identifica rapidamente,

0 ivh 0
Alx) = T) = . 5.7
(@) (_Nﬁ%+%¢w>yﬂ) (W%) (57)

De acuerdo con las expresiones (4.23), es posible separar la matriz A(x) y el vector

f(x) en una parte determinista y en otra estocastica, es decir

0 ih 0 0
AO(i\/ﬁ M ) yfh(l")cm(o 8(x)>- (5.8)

De manera similar se separa el vector f(z) como,

h<;%>th<g)- (5.9)

Para los siguientes calculos es necesario definir la matriz,

Ai(z —x) =gp < " ’ ) : (5.10)

0 e(z—=x)
Para encontrar la ecuacion promediada de (3.52), se usa la ecuacion (4.26). Un
desarrollo en serie de Taylor de Ag, lleva a

_ Bo sinh[%x] i\/%(ewx_l)el/Q(ﬁofuJ)X
w w

e%x (cosh [%X}

A
et = ; WX _1)6Y/2(Bo—w)x
_Z h()(e —1)6 0

5 inh[¥ ’
e2X (cosh [%X} + Josinb{3x] Smf[zx])
(5.11)
donde w = +/4h + 68. Por simplicidad en la notacién, sea la cantidad F =

< <A1 (2)e XA (z — x) > > . Explicitamente,
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0 0
= * sinh[ 3wy . 5.12
<< 0 e%q%e(w)a(m - X) (cosh [%WX} T+ %[2]) >> (5.12)

De esto se sigue que,

Fe 4ox = ( 0 ! > . (5.13)
iVhgi{(e(@)e(z = ))e1 g3{le(@)e(@ = x))e2

De manera similar se calcula,

0 0
F(e_AOX . I)Aal — ; 9 2elr— e—%x . (514)
g3 ((e( )82(\/{()» p3 G(e(@)e(r — X))

En las matrices (5.13) y (5.14), ((e(x)e(x — x))) representa un coeficiente de

correlacion donde se definen las funciones,

(Bocosh [wy] + wsinh [wx]| — Bo)

e1(x) = — : (5.15)
orlx) = (2n + B2 + jzhcosh [wx]) | 5.16)
(ﬁo(ewx -1 +w (1 4oeWX — 2€B02+w><)> (w cosh (%X) + B sinh (%X))
p3(x) = "
(5.17)
y .
oa(x) = Bo — Bo COSh(wa) - wsmh(wx). (5.18)

Asi, con todas las cantidades involucradas en la ecuacion (4.26), se llega a la

siguiente ecuacion matricial,
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. = . qp (&€ ,
) )\ -vhe - )T @ )\ ava

2 = 0
T4 /O (_i<<€(w)€(xx)>><p2 () 1 iv/F (e(@)e(e — ) o { 9>> dx

aS

vVh
0 0
2
0 \—ivVh{{e(z)e(z — x))) ¢1
La ecuacion anterior se separa en dos componentes,

a6 /do

— L = — 5.20
dx < dx > ’ ( )

i d /do\ iBy / db ile) /do\
_ﬁ%<%> = —1 h(e)—\/—%<%>—Q5ﬁ<@>+Z\/ﬁ
-y (_Z<<s<x>g<jﬁ—x»>@2 <%>>dx

t q%/ﬂ (iVh ((e(@)e(z = x))) 1 (0)) dx

f g /0 (—ivF (e(@)e(e — ) 1) d. (5.21)

Después de algunos arreglos algebraicos, finalmente se consigue una ecuaciéon para el
promedio de la temperatura,

d* (0)
dz?

— (Bo+asle) + 4311) % — (b= hq3L) (0) + (h— hqila) = 0,  (5.22)

donde se definen las integrales,

o0

I = /0 (@)@ — 1)) padx, I =/0 (e@)ele — Merdy.  (5.23)
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La ecuacion (5.22) representa el modelo estocéstico. Notese que cuando el
coeficiente de correlacion ((e(z)e(z — x))) = 0 6 cuando la intensidad del ruido

qs = 0, entonces se recupera el modelo determinista dado por la ecuacion (3.52).

Para resolver este modelo, se consideran las siguientes suposiciones, el valor medio
(e) = 0y el coeficiente de correlacion decae exponencialmente de la forma ({e(z)e(z—
x))) = e Ml donde = 1/X es el ancho de esta correlacion con las siguientes
condiciones de frontera (f(cc)) = (#(—o0)) = 1, d(0) /dx |0t: —q1Vp. De esta

manera, las correspondientes soluciones de la ecuacion (5.22) son,

)
1+ 4l exp (Al v 4A2+A%) r ,x>0

V14445 /A2 2
(0(z)) = < (5.24)
+ ai exp (A1+ ¥ Z;A%LA%) x ,x<0.

1 2
L \/1+4A2/A1

Estas soluciones representan el valor esperado de la distribucion de la temperatura
hacia adelante y hacia atras del frente (méxima temperatura) de la onda de calor.

En donde se definen las constantes,

(2h+ B2 =A%)
ARN+ A — 23D

Ar=Bo+N)qs=Po+ (5.25)

h(Bo+A) o
2 345
AhX + BZX — A

recuérdese que fy ~ —Vp. En términos del valor esperado (T'), las soluciones estan

Ay = (h—q3hly) = h+ (5.26)

dadas por,
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NV
(T'(x)) = < (5.27)

Aj4/4Ax+ A2
L \/1+4A2/A%

(
Ay —/4Ax+ A2

5.1.2. Discusiéon y analisis de resultados

De acuerdo con (5.27) en x = 0 se tiene la amplitud maxima de la temperatura
de la onda. Dicha magnitud, se puede escribir como una funcién del pardmetro gg,

es decir

7110

\/1+4A2/A%'

La Fig. 5.1, muestra un gréafico de contornos de A;,,(q3) para diferentes valores

(Amp(gp)) = To + (5.28)

del parametro ), donde tres regiones son facilmente identificables. La primera co-
rresponde a valores muy cercanos a cero, aqui se observa que la amplitud disminuye
rapidamente hasta alcanzar un minimo que corresponde a la temperatura inicial 1.
Después del minimo, en la segunda regiéon la amplitud crece. En la tercera region
la amplitud es monoétona creciente y tiende asintéticamente a un valor constante
alrededor de los 480°C. Aqui, es importante senalar que cuando se grafica A,,;,(¢3)
como funciéon de A, se observa un comportamiento similar. Este comportamiento
implica que existen dos valores distintos de gz para los cuales la amplitud A,,;(gs)

es la misma.
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N T B I B P

400F

300

Amp (°C)

2001

100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14
ds

Figura 5.1: Amplitud de onda como funcion del parametro gg y varios valores del parametro

Am L.

De manera similar, a partir de (5.27) se deduce una expresion para el ancho de

la onda como funcion de gg, esto es

(Wid(qg)) = (5.29)

2 2
A Vi B Atk A
La Fig. 5.2 es una grafica de (Wid) para los mismos valores de A\ utilizados
anteriormente. Se denota con ¢, el valor de gg done la grafica alcanza su minimo.
Entonces, el intervalo (0,¢y,] da informacion sobre el comportamiento del ancho
de la onda detras del frente de combustion, en este intervalo el ancho decae. El
intervalo (gm,1) da informacién sobre el comportamiento del ancho delante del

frente de combustion. Aqui el ancho crece.
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Figura 5.2: Ancho de onda como funcién del parametro gg y varios valores del parametro

En otro orden de ideas, notese que la ecuacion (5.22) tiene la misma forma

Am
funcional que la ecuacion (3.52), es decir, solo difieren en sus coeficientes. Este
hecho sugiere que los parametros involucrados en las soluciones (5.27) son sélo
un reescalamiento de la soluciéon original (3.52) que se obtiene en ausencia de
ruido [4]. En este contexto, se renombran las constantes (5.25) y (5.26) como
Beff = (Bg +q§[1) Y hepp = (h — qghlg), las cuales ahora representan valores
efectivos adimensionales para el frente de velocidad y para el coeficiente de trans-
ferencia de calor respectivamente. En consecuencia, si se eligen valores apropiados

de los pardmetros gz y A, se encuentran las mismas distribuciones de temperatura
que se obtienen cuando se utilizan como parametros de entrada [y y h en el modelo

determinista [4]. Cuando la magnitud de las fluctuaciones es cero (¢ = 0), entonces

Berf = Boy hers = h como era de esperarse.
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El siguiente ejemplo corrobora las afirmaciones anteriores, aqui se toman
diferentes valores de By y h y un ancho de correlacion x =~ 0.0714m, lo que implica
un valor numérico de A = 14m ™!, que es tal que satisface la condicion impuesta y

discutida previamente para gg < 14.

De acuerdo con (5.28), (5.29) y como se aprecia en la Fig. 5.3, la amplitud
de los perfiles de temperatura decae hasta la temperatura inicial de yacimiento
To = 100°C para gg € (0,0.5) y el ancho disminuye en este intervalo. En el intervalo
complementario ¢z € (0.5336,0.7), la amplitud y el ancho crecen conforme el valor
de gz aumenta, como se puede ver en la Fig. 5.4. Este comportamiento quizés este
relacionado con la magnitud de las fluctuaciones en la permeabilidad del medio que
se relaciona con [ a través de la ley de Darcy. Esto puede explicar, por que el frente
de onda pasa de ser robusto en la parte anterior al frente de onda, a la parte frontal

del frente de onda.

Las Figs. 5.5 y 5.6 ilustran la distribucion de temperatura de los casos mostrados
en las Figs. 5.3 y 5.4 con su respectivo reescalamiento para valores efectivos de los
parametros Berr y hesp. Esto muestra que para dos valores distintos de gg y un valor
adecuado del parametro A, la distribucion de temperatura es similar. Es importante
mencionar que el caso gg = 0 corresponde a las soluciones propuestas por Akkutlu y
Yortsos [4]. Notese que los perfiles de temperatura en las Figs. 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6, ex-
hiben el comportamiento que predicen las ecuaciones (5.28) y (5.29) para la amplitud
y el ancho de la onda antes y después del frente de combustion. La diferencia entre
los perfiles de temperatura calculados con [y v h y los correspondientes calculados
con valores efectivos fef¢ y hesy son menores a 0.8 %. En el cuadro 5.1, se muestra

informacion acerca del valor numérico del resto de los parametros involucrados.
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MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN
MEDIOS POROSOS
5.2 Modelo estocéastico con ruido en el coeficiente de transferencia de calor

5.2. Modelo estocastico con ruido en el coeficiente

de transferencia de calor

5.2.1. Construccién y solucién del modelo

Ahora, se supone que el coeficiente de transferencia de calor dentro del medio
poroso es una variable espacialmente aleatoria. Para tratar la no homogeneidad en
h, se anade un término aleatorio en este parametro, llamado fuente de ruido. Este

coeficiente se descompone en dos partes, de manera explicita,

h(z) = ho + que(x), (5.30)

aqui hg representa el término determinista con un valor inicial bien definido y
gne(x) es el término estocéstico, donde g, es un parametro que mide la magnitud
de las fluctuaciones en los coeficientes y (x) denota el ruido introducido en el siste-
ma. El valor de £(z) es desconocido, sin embargo, sus propiedades estadisticas tales
como coeficiente de correlacion de ({(e(z)e(x — x))), ancho de correlacion entre dos
posiciones  y su media (¢(x)) son parametros bien establecidos. El coeficiente de
transferencia de calor h, aparece como un factor de la funcién de la temperatura adi-
mensional ¢ y también como termino independiente, por lo tanto, en este modelo se
debe introducir ruido multiplicativo y aditivo. Asi, la ecuacion determinista (3.52),

se convierte en la ecuacion estocastica,

d*0 do

75 — B = (ho + ane())0 = —ho — e (@), (5-31)

Con el proposito de escribir la ecuacion (5.31) como un sistema lineal de ecua-
ciones ordinarias de primer orden, se introduce el cambio de variable § = 11 en

consecuencia,

d
% = in/hot (5.32)
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Al sustituir (5.32) y su derivada en la ecuacion (5.31), se llega a la siguiente ecuacion

en términos de las funciones ¥1 y 2,
dips , igne(z) : igne(z)
Iva _ — ho + ——= + hy + ——= 5.33
o Bbo (Z vV ho e (03] iv/ ho e (5.33)

El conjunto de ecuaciones (5.32) y (5.33) puede ser escrito como una ecuacion

diferencial matricial de primer orden, de la forma
d 0 ivho 0
0 ( i mele) g )W ( Vo 4 @) ) o B3
V0T VIO R
donde se define el vector ¥ como sigue,

6
@b(wl)( “w). (5.35)
1#2 _m%

La ecuacion (5.85) implica

A) = ! ne(a) ivho (5.36)
—ivhy — 22 B

0
x) = , . 5.37
1 <i\/h—o+—wh€hij> ) 50

Las ecuaciones (4.23) de la teoria estocastica, establecen que se puede separar la

matriz (5.36) y el vector (5.37) en una parte determinista y una aleatoria,

Ag = ( 0 Wh ) , (5.38)
—ivho 3

Arle) = g, ( e ) , (5.39)

ho

—
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0 0
fo(i\/h_()) Yfl(x)%<%>.

La matriz Aj(z) y el vector fi(x) trasladado estan dados por,

0 0
Ailr —x) = _iqpe(T—x) 0
Vho

y
0
fl ('T - X) = d4n ie(z—y) .
Vho
Para simplificar la notacion, se definen los siguientes productos
Uy (z) = ((Ar(x)e XAy (z — X)) e X,

Uy(z) = <<A1(3:)6AOXA1(:1: — X)>> (e_XAO — I)Aal

y

U3(x) = Ay (2)eOXf1(z — y).

Un desarrollo en serie de Taylor para la matriz £Ag, conduce a

f: AOX (Uu 012 )

o o21 022

donde los elementos son,

sinh | £
011 = egx (COSh [C—ux] — m) ,
2 w

i/ (e9X — 1) ez(B—w)x

012 = )
w

z\/_(“X—l) (B—w)x

021 = )
W

l\D\H
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MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN
MEDIOS POROSOS
5.2 Modelo estocéstico con ruido en el coeficiente de transferencia de calor

sinh [¥
T99 = e2x <cosh [gx} + m) : (5.50)
2 w
en estas ultimas ecuaciones w = \/4hg + 2. De esta manera,
)
i) [0
V(@) (i) = 72 . (5.51)
0\ o(x)
Aqui la segunda componente ¢(x) es la funcion
d (6
600 = 10092 6,00 ). (5.52)
donde se definen las funciones
2 (coshwy — 1)
¢1(X) = w2 ; (55?))
’ (8 cosh h 3)
coshwy + wsinhwy —
6a(x) = = . (551
Similarmente,
)
1071 (x 0
Uy(z) - fo = === ) : (5.55)
Vio \ 3(v)
en este caso la segunda componente ¢3(x) esta dada por
_ _B
$3(x) = ¢4 (0226 Px — e 2X) : (5.56)
Finalmente,
ig;LC0) (0
Us(z) = —4—— , (5.57)
Vho Pa(x)
donde,
e /2(B—w)X (pwx _ 1
P4(x) = ( ) (5.58)

w
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En las expresiones (5.51), (5.55) y (5.57) se denota I'(y) = ((e(x)e(x — x))) como
un coeficiente de correlacion. Asi, de las cantidades que involucran la ecuacion (4.26),

se tiene que la primera componente es,

d@)y /do
— = <£> (5.59)

Mientras que la segunda componente esta dada por

il a(0) i () (0)
WTO =i 0 de Vho

th d(0) th
+—L T — — 1 () +iv/ho
Vo o \/_ 2(6)

th iQh<>

donde, - -
L =/O T(x)o1(x)dx , I2 :/0 T'(x)d2(x)dx (5.61)
I = /0 D065 Ls = /0 P(0)6: () dx. (5.62)

Es importante destacar que la ecuacion (5.30) se expresa de tal manera que el valor
esperado (h(z)) = hg, en consecuencia el valor medio (¢) = 0. Entonces la ecuacion

para la temperatura promedio viene dada como,

d* (0) d (0)
- K — Ko (0) + K3 = )
722 1 2 () + K3 =0, (5.63)
con Ky = (5 — q,%ll) (ho + thg) y K3 = hg +qh(13 +14). La ecuacion (5.63),
representa el modelo estocéastico cuyas condiciones de frontera son,
d ()0
(B(o0)) = (B(-o0)y = 1y T " — g0 (5.64)

Como se discutié en el problema anterior, este modelo es muy similar al modelo

determinista, salvo en los coeficientes. Notese que cuando ¢, = 0 o I'(x) = 0 en
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la ecuacion (5.63), entonces ésta se reduce a la ecuacion determinista (3.52). Si se

toma un coeficiente de correlacion que decae exponencialmete, I'(x) = e Xl donde

x =1/ es el ancho de esta correlacion, entonces

P 2
U7 T hhoh £ B2 — 2
27 Thhoh + 2N — A3

ho(B — 3X)

Iy =

 Aho + (B = MA) (dho + 52 — %)

1

. —
SRR VG 5 Ry

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

Aqui es importante senalar que 8 ~ —Vp. Por lo tanto, las correspondientes solucio-

nes adelante y detréas del frente de combustiéon son,

(
(Kl—, /4K2+K12>

K
o+ e 7 x>0
57
< 1
K <K1+w/4K2+K%)
ﬁ + q14K e 2 x,l’ <0
I+
\ 1

donde ahora las constantes estan definidas por,

3

Cabe mencionar que

Ki=py
VTP dhod + B2A — A3
2
A
Ky = ho— qh(ﬁ+ )

4dhoX + 32X — A3

s — 0N+ hoAB? — hoX? — g (8 + A)

4dho + 32X — N3

K3 ho+qi(I3+1y)
Ky (ho + q}QLIQ)
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En términos de la temperatura (T'(x)) las correspondientes soluciones son,

s a0,
To + —4K26 2 ;x>0
— K1
To + (“—fK?e 2 T.ox <.
S

5.2.2. Analisis y discusion de resultados

A continuacion, se analizan las soluciones (5.74) como funciéon de la posicion y
de los pardmetros involucrados, 3, A, g, v del coeficiente de transferencia de calor
volumétrica h/H asociado con la ecuacion (3.51). Si z = 0 en la ecuacion (5.74), la

amplitud maxima de la temperatura, es

(T(0, 8, qn, b/ H)) = Ty + ﬁ (5.75)
Esta ecuacion se puede representar por una superficie, si se grafica simultaneamente
la dependencia en cualesquiera de las dos variables. Para el valor de los parametros
r=0,3=-0.020y XA = 0.5m""1 se tiene una superficie como en la Fig. (5.7). A
partir de la ecuacion (5.75) se hace un anélisis de la temperatura 7' como funcion
del coeficiente volumetrico de transferencia de calor B/H y del promedio de la
temperatura (T) como funcién de la intensidad del ruido ¢, introducido en el
sistema. La gréafica de la Fig. 5.9 muestra el comportamiento de la temperatura
en funcion de los parametros qp v iL/ H . En el caso estocéastico se identifican dos
regiones. La primera region corresponde al intervalo (0, ¢.], donde g, es el valor para
el cual se alcanza la minima amplitud. Aqui la temperatura decrece rapidamente.
La segunda region, estd definida en el intervalo (g, 1], donde se aprecia que la
temperatura de la onda comienza a crecer hasta alcanzar un valor asintotico. En el

modelo determinista, es decir, cuando z = 0y g = 0 en la ecuacion (5.75), entonces
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la temperatura es solamente funcion de h/H, es decir (T') = T'(h/H), en este caso
la temperatura decrece para valores cercanos a cero y tiende a ser constante para
valores cercanos a uno. Un comportamiento similar para la amplitud se tiene si

x =0, = —0.020, g, = cte y se grafica en funcién de los parametros A y /~1/H

De manera similar, se calcula el ancho de la onda de calor como funcién de estos
parametros. Para esto, se consideran ambos lados del frente de calor, esto es para

x>0y x <0. Asi, de la expresion (5.74), se encuentra la expresion

(Wid(x, B,\, qu, h/H)) =| Widy — Wid_ |, (5.76)
donde

2
Widy = , forx >0 5.77
K iRt K 577)

' 2
Wid_ = , for x < 0. (5.78)

Ky + /4Ky + K?

La Fig. (5.8) representa el ancho de la onda cuando x = 0, § = —0.020 y

A = 0.5m~ ! en la ecuacién (5.76). Este ancho decaé asint6ticamente a cero como

Figura 5.7: La temperatura como funciéon de las fluctuaciones de g5, y del coeficiente
volumétrico de transferencia de calor h/H[kW/m3K] para valores iniciales de \ =
0.5m~ 'y B = —0.020.
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Figura 5.8: Ancho de la distribuciéon de temperaturas como funcién de la magni-
tud de las fluctuaciones g, y del coeficiente volumétrico de transferencia de calor
h/H[EW/m? K] para valores iniciales de A = 0.5m~! y 8 = —0.020.

funcién de gy, y ﬁ/H

Ahora, se definen las siguientes cantidades efectivas en virtud de las ecuaciones

(5.70) y (5.71) como
Beff = (5 - qih) (5.79)

hepr = (ho + qil2) . (5.80)

En este contexto, B.rs ¥ hesy, representan valores efectivos para la velocidad del
frente y para el coeficiente adimensional de transferencia de calor. Las ecuaciones
(5.79) y (5.80) sugieren que los pardametros involucrados en la ecuacion (5.74)
pueden ser reescalados para conservar la misma forma funcional de la solucion
original obtenida en el modelo determinista. Entonces, para valores apropiados de
qn v A las distribuciones de temperatura son similares a las que se obtienen si se
usan 3y hg como en el modelo determinista [4]. Es importante resaltar que cuando
la magnitud de las fluctuaciones es cero (g = 0), entonces Borp = By ho = heypy en

concordancia con el caso determinista.
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El siguiente ejemplo ilustra la teoria. En este caso, x = 2m, en consecuencia
A = 0.5m~!, los cuales satisfacen la condicion previamente impuesta g, <0.5m™!,
donde se toman valores arbitrarios de 3 = —0.020 y h/H = 0.0154kW/m3K
(ho = 2.7195 x 107%) en la ecuacion (3.51). De acuerdo con lo discutido
anteriormente, estos pardmetros deben ser denotados por B.rr = —0.020 y
hepp = 2.7195 x 1075, El valor numérico de otros parametros utilizados se puede
consultar en el cuadro 5.1. La Fig. (5.9) muestra la variacion de la amplitud de
la onda para estos valores en presencia de ruido y sin ruido en el sistema. La

correspondiente variacion del ancho con ruido se muestra en la Fig. (5.10).

A continuacién se muestran las distribuciones de temperatura para diferentes
intensidades en el parametro gp. Veése la Fig. (5.11). De acuerdo con la Fig. (5.9),
la amplitud decae hasta que alcanza su minima amplitud en el intervalo 0 < ¢ <
0.03530. Notese que en este mismo intervalo, el ancho se hace cada vez més estrecho,
como se muestra en la Fig. (5.10). La Fig. (5.12) muestra que en el intervalo 0.03530 <
qn < 1, la amplitud crece y el ancho tiende a cero en concordancia también con la
Fig. (5.10). Cuando ¢, = 0, entonces la amplitud de la temperatura decrece como
funcion del coeficiente volumétrico de transferencia de calor iL/ H, como se aprecia

en la Fig. (5.9).

94



MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN
MEDIOS POROSOS
5.2 Modelo estocéastico con ruido en el coeficiente de transferencia de calor
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Figura 5.9: Temperatura media como funcion de g, y de h/H[kW/m3K], para A = 0.5m™ y 3 = —0.020 .



MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN
MEDIOS POROSOS
5.2 Modelo estocastico con ruido en el coeficiente de transferencia de calor

0.030

0.025
0.5m~ y B = —0.020.

0.015 0.020
q

0.010

0.005

0.000

o o o o o
O O O O
0 0
5 2

7000
6000
1000

Q ()
< o

Figura 5.10: Ancho de la distribuciéon de temperaturas como funciéon de ¢, A

W ‘<pIpn>

96



L6

500

400!

100+

oL,

qc=0.0353

—2000

—-1500

—1000

X(m)

-500

Figura 5.11: Distribuciéon de temperatura para diferentes valores de ¢, 8 = —0.020 y A = 0.5m™".

NH NOILSNIINOD HA SHILNIYA HA VOINVNIA VT VUVd SODILSYDOLSH SOTHAOWN

JI0[eD 9P BIDUSILJSURIY 9P 93USIOYS0D [0 US OPINI U0D 0J13SeI0)S9 O[OPOIN GG

SOSOYO0d SOIdIN

1



MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN
MEDIOS POROSOS
5.2 Modelo estocéastico con ruido en el coeficiente de transferencia de calor

i
s
0
o
I
\A
)
o
N
<
e Q S
) 7 O b 0 _
‘ I 10 - 1 10 | )
I D) I ) I I
I 1 |
I | I Rat
I 1 I S
1 1 | S
1 | | )
Illll..-ll_ 10 o llllllllll-_ 10 | °© o
[ 1 I .
1 1 | )
1 | | 5
1 1 | =
1 1 I S
1 | o] n
1 Q 1 e I 0 O
118 113 b =
I _) 1 _) I -~ o
I 1
o £ ! E O] E =
K 1 7 2 | o O | M e}
o I P : I P I o X <
I 38 ®) I 8 | e o
I 1 1o | I 1o o 9 S
o 1 - I 1 = | o o
I [ o I [ [ _ @
1 1 | =
1 1 | =
+~
1 1 | <
| o | o) | 0 H
I o) 1 o) | w o,
[ [T I 9 g
1 I 1 I | | )
) 1 | +
I 1 | )
I I [ o
1 1 | =)
1 o 1 (o] 1 o] O
o (o] 0 o—
1 10 L | 10 L | 0 Q
o b b b Lo N L b L b e gy v e b b Lo a Iy u
o) o o 0 o ol o o o o o ol o o o o o o =
© © o0 o o0 O ©0 o0 o0 o 0 0 0 0 © =
n ¥ ® o d n ¢ o o d 1 B S I <
o=
<)L Q.1 Q> A
&
—
ie)
o
—
=
.o0
&

98



MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN
MEDIOS POROSOS
5.2 Modelo estocéastico con ruido en el coeficiente de transferencia de calor

La Fig. (5.13) representa la distribucion de temperaturas para tres diferentes
valores de /H y su respectivo valor del parametro (3. Se enfatiza que estos resultados
obedecen el caso puramente determinista reportado en [4]. También es importante
resaltar que la diferencia relativa entre estos resultados y los mostrados con linea
punteada en la Fig. (5.11) son menores que el 0. 46 %. En este sentido, los perfiles de
temperatura para los valores de Berp = —0.020 y hepp = 2. 7195 % 1079 se comportan

con un valor efectivo en el modelo estocéastico.
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5.3 Modelo estocéastico con ruido simultaneo en la velocidad del frente de la onda y en el coeficiente de transferencia
de calor

5.3. Modelo estocastico con ruido simultaneo en la
velocidad del frente de la onda y en el coeficien-

te de transferencia de calor

5.3.1. Construcciéon y solucién del modelo

Para este caso, se asume que los coeficientes advectivo y difusivo en la ecuaciéon
(3.52) son variables espacialmente aleatorias. En este sentido, éstos se escriben como

la suma de una componente determinista y una componente estocastica, es decir

B(x) = Po+aqsop(x)
h(z) = ho+qnon() (5.81)

aqui, qg y qp representan pardmetros que miden la intensidad del ruido introducido
en el sistema. Mientras que og(x) y op(z) denotan funciones de ruido. El valor de
estas funciones no es explicito, sin embargo, algunas de sus propiedades estadisticas
tales como su ancho de correlacion x entre dos posiciones x1 y w2, el valor me-

dio de las funciones de ruido y su coeficiente de correlacion, estan bien determinados.

La ecuacion (3.52), en términos de las expresiones (5.81), se convierte en una

ecuacion diferencial con ruido multiplicativo y ruido aditivo de la forma,

2
Z—xi = (Po+ %Oﬂ(l‘))% — (ho + qnon(2))0 = —(ho + qrop(x)). (5.82)

El cambio de variable # = ¢, implica que

% = —/hooa. (5.83)

Si se sustituye la ecuacion (5.83) junto con su derivada en la ecuacion (5.82), se tiene
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la siguiente ecuacién en términos de las funciones ¢1 y ¢o,

dbo
dq; (Bo + qso8)p2 — (\/_0+ q’%‘) o1+ \/_+ Qh h (5.84)

Por lo tanto, el conjunto de ecuaciones (5.83) y (5.84) puede ser escrito como el

sistema matricial,

0 —vh 0
Z_i[ - < qnon(z) Vio ) v+ ( qnon(x) ) ’ (5.85)
—\/h_O—W Bo + qpop(z) \/h—0+W

donde ¥ = (¢1,¢2) = (0, (—=1/v/ho)dep1/dx)t. Mediante la teoria de ecuaciones es-
tocasticas, se puede obtener una aproximacion para el promedio (V) de la ecuacion

lineal (5.85). Sea

’ —Vho ) , (5.86)

( VI — BB Gt gao(a)

con componentes,

0 —vho 0 0
Ay = Ai(z) = . 5.87
' ( —Vho  fo ) v i) ( ——th;},%w) qpop(x) ) >0

Como antes, Ay denota una matriz determinista y Aj(x) representa una ma-
triz estocéstica. Sin pérdida de generalidad, la dltima matriz en la ecuacion (5.87)

también puede separarse como Aj(z) = Ag(x) + Ap(x). Entonces,
(((Ag + Ap)eX(Ag + Ap))) (5.88)
((AgeX Ay + ApeOXAg + AgeOX Ay + ApeoXAp)))

((Ag(a)e X Ag(x — X)) + ((Ap(2)e XA (@ = X))).

((Av(z)eX Ay (z — X))
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En la ecuacion (5.88), se asume que las matrices Ag y Aj, son estadisticamente
independientes, por lo tanto los términos ((A,e0XAg)) y ((Age/0X Ay/)) son nulos.

Explicitamente,

aw =" " Vvaw={ D). 6
OqBO'ﬂ(:E) _qho—\/;%m) 0

donde Ag(x) y Ap(x) son las matrices de las contribuciones determinista y esto-
castica de ruido en los parametros f(x) y h(z), respectivamente. Analogamente, de

la ecuacion (5.85), se deduce el vector

0
flz) = ( i + 55 ) , (5.90)

nuevamente, se separa este vector en una parte determinista fy y otra parte estocés-

0 0
Jo= S y fi(z) = qho};“()x) : (5.91)

Ahora, se hace un desarrollo exponencial de la matriz Ag en serie de Taylor

tica fi(x), asi

> k Pxq,, _Yhgq
pAox _ Z (Aox) _ ( e2 Xy o Sh2 | (5.92)

! Vh Bo
=0 k! =¥ 001 €2 XQyo

donde los elementos €2;;, son las funciones

Q1(x) = (cosh [gx} - M) ) (5.93)

W

Qa(x) = Qa1 (x) = (e9X — 1) e3(Fo—hx (5.94)

2 w

Naa(x) = (COSh [c—dx] + M) : (5.95)
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en las expresiones (5.93), (5.94) y (5.95) se define w = 1/4hg + 3. Con el propésito

de simplificar la notacién, se introducen las siguientes definiciones,

Mi5(z) = ({Ag(z)e™Ag(z — X)), (5.96)

Mip(2) = ((An(2)e™*An(z = x))) (5.97)
y

Moy (z) = ((Ap(x)e®X fi(z — x))). (5.98)

Ahora, se calculan explicitamente los siguientes productos,

Q) = (x)e X0 (W(2)), (5.99)
Q = Ty (z)e 0 (T(2)) (5.100)
Q3 = yg(x) (e — N AG! fo (5.101)
y finalmente
Qq = Iy () (e X — 1) Ay fo, (5.102)
entonces
0
2
0 =qTs(x) ( 2ho+B2+2ho coshwx<d_9> + Vo (Bo coshwx+wsinh wx—fo) (0) ) , (5.103)
Vhow? dx w?
Q2 = ¢35 (x) ! _ (5.104)
2 25 h 2(coshwyx—1) <ﬁ> + (Bo—Bo cosh wx—w sinh wx) <0> ’
Vhow? dz Vhow?
0
_ 2
Qg = quﬁ(X) ( v'ho(Bo—PBo cosh wy—w sinh wx) > ’ (5'105)
w?
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0
U=¢Th(0) | o, (1_[%%922) . (5.106)
B Vhow

En las expresiones (5.103)-(5.106), I'g(x) = <<Jg(x)ag(x—x)>> vy Th(x) =
({op(x)op(x — x))) se definen como coeficientes de correlacion Markovianos. Ade-

mas de los productos anteriores, también es necesario calcular,

Ag (V(x)) = < o) _%<%> ) (5.107)

vho \dz Vho
y
0
[an (2) q%ﬂ(x)( e ) (5.109)
Vhow

Insertando las cantidades requeridas en la ecuacion (4.26), y después de algunas

simplificaciones, se llega a

di6) _ <d9> (5.110)

dx dx
' d* () d ()
- K Ko () + K3 =0 5.111
de 1 dr 2< >+ 3 ) ( )
donde,
Ky = (Bo + a5 (o) — anl1 + a3ls) , (5.112)
Kp = (ho + an (on) — 4314 — a4 12) (5.113)
y
_ 2 2 2
K3 = (ho + an (on) — aids + a3 16 + ¢ 1) - (5.114)
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Donde, las integrales son
°or hwy — 1
0 w
“r — hwy — wsinh
I :/ n(x) (Bo — Bo (2082 WY — wsin wx)d% (5.116)
0 w
T 2ho + 82 + 2hg cosh w
Iy :/ 50 (2ho 502 0 v) dy, (5.117)
0 w
er h h inh -
I4=/ 5000 (o cos WXZ—HUSHI “X /30>dX, (5.118)
0 w
_Bo
oo T (x) 221 (1 —e 2 X922>
I :/ dx (5.119)
0 w
*r h — h — wsinh
1_6_/ 3(x)ho (Bo 50(:025 wy — wsin wx)dx (5.120)
0 w
Y CTL()Q
I7 :/ de (5.121)
0 w

La ecuacion (5.111), representa el modelo estocastico. Esta ecuacion tiene la
misma forma que la ecuacion determinista (3.52) y a diferencia de ésta, solamente
aparecen componentes de ruido en los coeficientes y en el término independien-
te. El modelo estocéstico es consistente con el modelo determinista, porque si
g = qn = 00 I'g(x) = I'n(x) = 0, entonces se recupera la ecuacion (3.52).
También es importante mencionar que cuando gg = 0y g, # 0 se tiene ruido
solamente en el coeficiente de transferencia de calor h. Por otro lado, si gg # 0y
qgn = 0 la presencia de ruido es solamente en la velocidad del frente 5. Estas dos

ultimas aseveraciones son consistentes con los casos tratados en las secciones 5.1 y 5.2.
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En este trabajo, se resuelve la ecuacion (5.111) bajo las suposiciones siguientes:
1) El valor medio de las funciones de ruido en los parametros 5y h es nulo, es decir,
(o5(2)) = (on(x)) = 0. 2) Tg(x) = e Xl para la parte en 8y T'(x) = e Ml
para la contribucién h, donde xg = 1/Ag and x;, = 1/)j, son los correspondientes

anchos de estas correlaciones. 3) (0(00)) = ((—o0)) =1y d(#) /dx |OJ_F: —-q1Vp.

De esta manera, el valor esperado de la correspondiente solucién hacia atras
del frente de combustion y la correspondiente soluciéon hacia adelante del frente de

combustion es:

(Kl—\ /4K2+K%>

T qTo x. >0

R SR (5.122)
(Kﬁ1 /4K2+K%> '
To+——L 7 %5 <0,
VI1+4Ks /K2
donde ahora,
(2ho + B3 — A3) 2
Ky =B+ 2 4 2 5.123
1= o Thors + B3hg — X5 7 dhodn + Bihn — X3 (5123)
y
h A A

dhors + B3N — X5 7 Aoy + Bed — A
Aqui, como antes y =~ —Vp. Se puede ver que cuando gz = 0, entonces K7 y K3 se
reducen a las expresiones (5.70)-(5.71), por lo tanto, sélo hay ruido en el coeficiente
de transferencia de calor h y el problema se reduce al ya tratado en la seccién 5.2.
Si g, =0, Ky y Kj se simplifican a las expresiones (5.25)-(5.26), en este caso sblo
hay ruido en la velocidad del frente 3 y el problema se reduce ahora, al tratado en

la seccitén 5.1.
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5.3.2. Segundos momentos

Para calcular la varianza, se propone el siguiente cambio de variable © = 6 — 1

en la ecuacion (3.52), asi ésta se convierte en

20 de
5~ —he=0. (5.125)

Sea U1 = © y Uy = dW;/dr entonces d*V;/dx? = dV¥s/dr, de esta manera se

consigue un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden,

dVq

—= —pBUy —h¥y = 0 5.126
dvy
—1_y, = 0.
dx 2

Si se multiplican las ecuaciones (5.126) por WUy y Wy, se llega al siguiente sistema

de ecuaciones,

dw?
—L = 2p,
dx
A}
d—2 = 2003 + 2hT Uy (5.127)
T
AV,
dlxz = hU? 4+ W3+ B0y,

En una forma matricial, d®/dx = M® y separando como antes, en una matriz

determinista y una matriz estocéstica, se tiene

0 0 2
Mo=1 0 2By 2hg (5.128)
ho 1 DBo
0 0 0
Mpg(x)=| 0 2gg05 0 (5.129)
0 0 4303
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0 0 0

Myp(x) = 0 0 2qn0n |- (5.130)
qgnop, 0 0

Después de hacer los calculos apropiados con las ecuaciones (5.128)-(5.130) e
insertarlos en la ecuacion (4.26), se llega finalmente a un sistema equivalente al dado

por (5.127) pero para el promedio que contiene ruido, es decir,

d;i1> = 2(¢3)
dg? = Qu(d1) + Q2 (d2) + Q3 (3) (5.131)
dizi3> = Qu{d1) + Q5 (g2) + Q6 (¢3) .

donde,

o= {(2)) (i
o (&) {(€))

(¢3) = (W1W9) = <@£> = TLOQ <(T - To)z—z> : (5.132)
y donde los coeficientes @);, © = 1, ..., 6 son las constantes definidas por
Q1 = qho (5.133)
Q2 = (260 +2q5(0) + @3l + gz 111) (5.134)
Qs = (2ho+ 2q1 {on) + g3 1o) (5.135)
Qs = (ho+an{on) + aplis + q31s) (5.136)
Qs = (1+q¢303) (5.137)
Qs = (Bo+aqp{op) +qsha+ailn). (5.138)
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Aqui, las integrales se definen como Ig = 413, Ig = 41,
o or 2hg + 2hg cosh 2 cosh inh
Ty — / h(X)(2ho + 2hg cosh(wy) +2BO cosh(wy) + Bow sin (WX))dx, (5.139)
0 w
or 2 — 2 cosh
-[11 — / h(X)( 5 COS (WX))dX7 (5140>
0 w
“r — h inh
Iis — / 3(x)(Bo — Po cos (;ux) + wsin (WX))dx, (5.141)
0 w
T 4ho + 32
Iy — / s()( L %) g, (5.142)
0 w
Y * h inh
0 w

A continuacion, se escriben las ecuaciones (5.131) como un sistema matricial

T 0O 0 2
Wl oo |w (5.144)
Qs Q5 Qo

donde el vector, (U) = ((¢1), (¢2), (#3))". Para resolver el sistema (5.144), se

consideran las tres condiciones antes impuestas, de esta manera

2X7 + 2B0Ap, — 4ho

Q1= q;, 5.145
X3 — (dhody, + B3an) " ( )
(8ho + 455 — 4X3) 4
Q2 = 2By — 0+ ar, 5.146
)\% — (4h0)\/3 + 5(2))\5) B dho Ny, + 58)% — )\% h ( )
4h A
Q3 = 2hg — olbotrs) oo (5.147)

a5,
NS — (4hods + B3Ag)
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ho(Bo + Ag) 5 2(Bo + Ap) 2

Q4 = ho — q;+ qr, 5.148
/\% — (4h0)\ﬁ + ﬁg)\g) A )\2 — (4dhoAp + ﬁg)\h) h ( )

()‘ﬂ - 50) 2
Qs =1+ q (5.149)

N} — (dhog + B3Ng) 7

Y 1 4

Q6 = Bo+ ~—q5 — Q. 5.150
Ag PN — (dhod, + B3AR) ( )

Notese que si gg = g, = 0 en las expresiones (5.145)-(5.150), se regresa al sistema

original (5.127) sin ruido.

Por el principio de superposicion, se propone una solucion para (5.144) de la

forma,
3
(W(x)) = C;S;e", (5.151)
j=1

donde C'j son constantes que se determinan a partir de las condiciones de frontera
y S son los correspondientes vectores propios asociados a los valores propios r; de la
matriz del sistema (5.144). En este caso, dos valores propios son complejos conjuga-
dos, 73 = 7, por lo tanto, los vectores propios S3 = So también son conjugados. Sea
r1=a1yre=a-+biconay, a€ R Entonces (V) = Zj’:l Cj (®;), explicitamente
(®1) = Viem® (Pg) = [Vacosbr — Vasinbzx] e®™ y (P3) = [V3cosbx + Vasin br| e®*.
Aqui V5 = Re (5’1) y Vg3 = Im (5'1) , donde V; = (uj,vj,wj)t son vectores para
j = 1,2,3. En este punto se debe tener cuidado con los signos de a; y a de tal
manera que las soluciones adelante del frente y detras del frente de combustion,
determinadas por la condicién de salto, satisfagan la condicién de convergencia
(T(0)) = (T(—00)) = Tp. Por lo tanto, de la condicién de salto en el frente, se

tienen dos casos.
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Sia; > 0ya<0, entonces

)
CoTE [ug cos br — ug sin bx] e

—i—C’gTO2 [ug cos bx + ug sin bx] e™*
() =y oy as

—0 2 TLT2 >0
+\/1+4K2 /K? 1o
K{4+/4Ko+ K2
pprz (FHVARTET)

C’lungealm + 2 T4 TO2,.CE <0,

T €
\ V1+4K [ K2

CoTE [vg cos br — v sin bx] e+

dT(x)
< dx

2
> = CgTO2 [vg cos bx + vg sinbz] e x> 0 (5.153)
CroTge™” < 0
)
C5T, g [wg cos br — w3 sin bx] e+

drT
<T(a:) (z) > = C’ng [w3 cos bx + wg sin bx| e + Ty <d1;§cx)> x>0 (5.154)

Clwngealx —Th <d1:l§:x)> ,x < 0.
\

De la relacion o = \/(T2) — (T)?, se encuentra la dispersion de la distribucion

de temperaturas en forma explicita,

CyT; 02 [ug cos bxr — ug sin bx] €™

+03T02 [ug cos bx + ug sin bz e™*

B 1/2
U(l’) = GTEK? (K1—\/M)x 0 (5155>
TR, & >
1/2
C’lungeal‘” _ aTGK] e(K1+ Y 4K2+K12)m ,r < 0.

1Ko+ K3
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En las soluciones (5.152-5.154) se aplican las condiciones de frontera para deter-

minar las constantes C, Co y C3. Tomando en cuenta que en la posicion = = 0, la

solucion detras del frente de combustion es igual a la solucién adelante del frente de

combustién, se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas, siguiente:

1101 + v9Cy +v3C3 = qlvD

w1C) — w2Cy —w3C3 = qiVp +

u16’1 — UQCQ — U303 =0

20,2 QCI%K%KZ
4K2+K12
Q%VDKl —l—q1K12

\/4K2+K12

a partir del cual se determinan tales constantes.

Sia; > 0ya>0, se tiene

\

5 (Kl—, /4K2+K%)
2qlr—FO T, —— T2 O
—=c 2 + 1y, T >
V144K, /K?

Clunge‘”” + CQTO2 [ug cos bx — ug sinbzx] e™ x < 0

+C5T2 [ug cos br + ug sin br] e2®
5 <K1+\/4K2+K%)
2011 ~ /2 2
t e 2 +1y,
1+4K2/K1

0,z>0

ClvlTOQealx + CQTO2 [vg cos br — vg sin bx] e®*

+C5T2 [vg cos b + vo sin bz] e,z < 0,
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g (K- VIRTRR) (Mo Vi)

e 2 T.x >0
V1+4K2 /K2 2 '

dT'(z
<T<5U> dz(v )> =9 C’lwlTOQealx + C’zTg [wg cos br — w3 sin bx| e™*

+C’3T02 [ws cos bx + wy sin bz e™*

q1T02 <K1+\/4K2+K%>6<K1+\/ 4K2+K%>
2

_ 2 T x<0
[ VIHK/K? ’

(- 1/2

STERG (Kl—. /4K2+K12)m

o(z) = { | CrusTEeM® + CoTE [ug cos br — ug sin ba] e (5.160)

+C5T2 [ug cos bx + ug sin br] e4®
1/2

@K} (Kit AR TR )

AR, +K? 2 <0.

\
El sistema de ecuaciones para determinar C, Cy y Cs es,

u1C1 + usCo +uzCs = 0

2 K2 Ky

4Ko + K12
@VpK1 + q K2

VAEKs + K?

A continuaciéon se dan algunos ejemplos, en donde ademéas de los valores que

v1C1 + 190y +v3C3 = q%Vl% — (5.161)

w1C1 —waCy —w3Cs = @Vp +

se muestran en el cuadro 5.1, se usaron los datos siguientes, un ancho de corre-

lacion zg = 0.05m que implica un valor de A\g = 20m~!, 2, = 1.66m por lo
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que A, = 0.6m™' y hg = 0.06. Se fijo ¢, = 0.002 y se vari6 qg. Para determinar
Bo = —0.0204564, se resolvio la ecuacion trascendente (3.43). Veése la Fig. 5.14.

f(Vp)

0.006
0.004

0.002

Q05 0.010 0.015 20 0.025 0.030

Vb

—0.002

Figura 5.14: Solucion de la ecuacion trascendente para encontrar Vp = — .

5.4. AnaAlisis y discusién de resultados

Los resultados analiticos en este problema demuestran ser consistentes con los
casos particulares previamente resueltos en las secciones 5.1 y 5.2. Las graficas de las
Figs. 5.15 - 5.23 representan el valor esperado (T') de la distribucién de temperatura
y su correspondiente dispersion o, en este contexto (T') £ o representa el ancho en el
cual pueden suceder los eventos para la distribucién de temperatura. En este sentido
(T) es el promedio de una gran cantidad de eventos que sucedieron. El ejemplo en la
Fig. 5.15, representa el caso cuando la intensidad en las fluctuaciones gg = ¢, = 0.
En este caso, los valores propios r1, o vy 73, son reales. Esto implica que la parte
imaginaria del valor propio complejo 3 es b = 0, por lo tanto, no se tienen oscilacio-

nes lo cual esta en concordancia con la expresion para o. Cuando la intensidad del
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ruido gg aumenta, la parte imaginaria del valor propio rg es b # 0, en consecuencia,
comienzan a aparecer oscilaciones en la region del lado derecho del frente, como se
ve en la Fig. 5.16. Mientras la intensidad en las fluctuaciones gg crece, la frecuencia
de oscilaciéon también crece y se puede ver con claridad que estas oscilaciones son
periddicas y convergentes. Los ejemplos de las Figs. 5.17-5.19 ilustran esta situacion.
En estos ejemplos, a < 0 y ésto es lo que determina que las oscilaciones ocurran al
lado derecho del frente. En los ejemplos de las Figs. 5.20-5.23 también se observan
oscilaciones periddicas y convergentes, ahora en el lado izquierdo del frente de
combustién, en este caso a > 0. Debe notarse que cuando la intensidad en las
fluctuaciones gg sigue en aumento, la magnitud de b — 0, por tanto, la frecuencia de
oscilacion disminuye, como se ilustra en los ejemplos de las Figs. 5.22 y 5.23. Estos
resultados muestran, que la méaxima dispersion del promedio de temperatura (T,
se concentra en regiones muy cercanas a las zonas de reacciéon y combustion donde
ocurre el frente. Estos resultados pueden ser ttiles porque dan un indicio sobre como
estimar la distribucion de temperaturas en situaciones de campo donde se descono-
cen con precision las propiedades del medio. En este sentido, para tener el minimo
error en la estimacion del promedio (T') se recomienda realizar las mediciones en los
minimos de las oscilaciones. Cuando x — 400 el proceso se vuelve determinista. Es
importante hacer notar que el valor esperado (T') tiene un comportamiento hacia
adelante y hacia atras respecto del frente de combustion como el que se explico a
detalle en los problemas previos de las secciones 5.1 y 5.2. En el caso limite cuando
qp = 0, solo se tiene ruido en el coeficiente de transferencia de calor h y se recupera
el caso descrito en la seccidén 5.2. De igual manera, si ¢, = 0 el ruido solo esta
presente en la velocidad del frente 5 que corresponde al problema estudiado de la

seccion 5.1. De manera general cuando gg = ¢;, = 0, se recupera el caso determinista.
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Figura 5.15: Distribuciéon de temperatura para gz = g, = 0, y su dispersion o para a < 0.
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Figura 5.16: Distribucién de temperatura para gg = 0.1, g5, = 0.002, y su dispersion ¢ para a < 0.
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Figura 5.17: Distribucién de temperatura para gg = 0.5, g5, = 0.002, y su dispersion ¢ para a < 0.
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Figura 5.18:

Distribucion de temperatura para gz = 0.58, g, = 0.002, y su dispersion o para a < 0.

SOPBI[NSAI 9P UQISNOSIP A SISI[RUY §°G

SOSOYO0d SOIdIN

NH NOILSNIINOD HA SHILNIYA HA VOINVNIA VT VUVd SODILSYDOLSH SOTHAOWN



Icl

<T°C>

250

200

150

N

< >+0

%------------------
504
| | | | | | | | | | | | 1 1 1 | 1 |
-2000 -1500 -1000 -500 500
<T>-0
50

Figura 5.19: Distribuciéon de temperatura para gz = 0.640, g, = 0.002, y su dispersion o para a < 0.
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Figura 5.20: Distribucién de temperatura para gg = 0.75, ¢, = 0.002, y su dispersion o para a > 0.
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Figura 5.21: Distribucién de temperatura para gg = 0.8, g5, = 0.002, y su dispersion ¢ para a > 0.
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Figura 5.22: Distribucién de temperatura para gg = 0.9, g5, = 0.002, y su dispersion ¢ para a > 0.
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Figura 5.23: Distribucién de temperatura para gg = 1, g5, = 0.002, y su dispersion ¢ para a > 0.
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MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA DINAMICA DE FRENTES DE COMBUSTION EN

MEDIOS POROSOS

5.4 Analisis y discusion de resultados

Cuadro 5.1: Valores tipicos usados en la combustion in situ [4].

Simbolo | Valor Unidades
To 373.15 °K

Q 39542 kJ/kg fuel

ko 227 kWm /atm-kmole
o 19.2182 kg/m?

A1 8.654x107* | kW/m-°K

¢ 0.3 -

(1= @)esps | 2.012x10° | kI /mP-K

v; 0.001157 m/seg

R 8.314 kJ /kmole-° K
Di 1.0 atm

Y; 1.0 kg /kg

ii 3.018 ke ke

iy 10 ke/ke

Pgi 1.2254 kg/m?

E 7.35x10* kJ /kmole
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Capitulo 6
CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos en el laboratorio muestran cualitativamente, una
adecuada evolucion de los frentes de temperatura que esti de acuerdo con otros
resultados previamente reportados en la literatura [39]. También se observa, que
el tiempo que tarda en recorrer el frente de temperatura una distancia de aproxi-
madamente un metro, depende de las propiedades del aceite y tipo de roca que se
utilice. Para los experimentos aqui reportados, este tiempo varia de cinco a doce
horas en promedio. De acuerdo con los perfiles de temperatura, se observa que los
correspondientes maximos y minimos del frente de temperatura, no siguen un orden
descendente como se esperarfa. Una explicacion de este comportamiento, se debe
posiblemente a la supuesta homogeneidad en la porosidad y en la permeabilidad de
la mezcla contenida dentro del tubo de combustion, principalmente. Es importante
senalar que para algunos tipos de aceites, no es posible la formacion o la sustentacion
del frente de combustion. Esto se deba quizés a la formacion de coke. Otras corridas
experimentales reportadas en la literatura, han sido seriamente cuestionadas por
considerarse no representativas del fenémeno, argumentandose las bajas presiones
(6.80 a 13.61 atm) a las que fueron realizadas. Los resultados aqui reportados, se
realizaron a presiones entre 20.41 y 68.05 atm y a temperaturas alrededor de los 70

y 100°C. Esto valida en gran medida los resultados.

127



CONCLUSIONES

En relacion a la teoria desarrollada en este trabajo, se concluye lo siguiente: El
formalismo estocastico implementado, lleva a una ecuaciéon diferencial ordinaria que
puede resolverse analiticamente para el promedio de temperatura. Esta ecuacion
tiene la misma forma funcional que el modelo determinista y ambos modelos sélo
difieren en sus respectivos coeficientes. En los correspondientes coeficientes del
modelo probabilistico, aparecen términos adicionales que involucran un pardmetro
llamado término de ruido que esta relacionado con la intensidad de las flutuaciones
del sistema, también aparece otro factor que depende del coeficiente de correlacion.
Cuando cualesquiera de estos pardmetros no son nulos, la ecuaciéon diferencial se
convierte en una ecuacion diferencial estocastica con coeficientes espacialmente
aleatorios. En el caso particular en el que tanto el término de ruido como el
coeficiente de correlaciéon son nulos, se recupera el modelo puramente determinista

descrito en [4].

Los efectos de la aleatoriedad en los perfiles de temperatura fueron los siguientes:
En el primer modelo que considera a la velocidad del frente de combustion f
como la variable aleatoria, se concluye: La amplitud de la temperatura promedio
(Amp(qs)) = (T'(gg)), como funcion de la intensidad del ruido ¢g, decae para valores
de gg cercanos a cero hasta alcanzar la temperatura inicial del sistema Tp, en
este punto la grafica presenta una discontinuidad. Para valores de gg superiores
al minimo, la amplitud crece y conforme gg aumenta, la amplitud se acerca
asintoticamente a un valor constante. Por otro lado, el ancho de la onda (Wid(gg))
como funcién de gg, decae para valores de gg cercanos a cero hasta alcanzar un
minimo, después del cual el ancho crece conforme gg se incrementa. En ambos
casos, el minimo es el punto de referencia que define la parte detras del frente de
combustion (temperatura méaxima) y la parte delante del frente de combustion.

La distribuciéon de temperatura como funciéon de la posicion (T'(x)), es congruente
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con el comportamiento descrito para (Amy(qg)) v (Wid(gg)). Es decir, existe un
valor umbral de gz para el cual la distribucion de temperatura es una constante
igual a la temperatura inicial T del sistema. Para valores menores o iguales a este
valor, los cambios mayores ocurren en la parte detras del frente de combustion, en
donde la amplitud y el ancho decaen. Para valores superiores a este umbral, los
principales cambios se observan en la parte delante del frente de combustion, en
donde el ancho y la amplitud crecen. En el modelo estocéstico, los parametros 8 y
h se comportan como valores efectivos Berr v hepp. Esto implica que para valores
adecuados de B y h es posible ajustar al caso determinista las distribuciones de tem-

peratura (T'(z)). Para el ejemplo reportado, esto se logré con un error menor al 0.8 %.

El segundo modelo considera un coeficiente de transferencia de calor o término
fuente h aleatorio. Esto lleva a una ecuaciéon diferencial ordinaria estocéstica con
ruido aditivo y multiplicativo. Algunas conclusiones importantes en este caso son: La
distribucion de temperatura (7) como funciéon de la magnitud del ruido g, muestra
que para valores muy cercanos a cero (T') decrece hasta alcanzar una (T},;,). En
contraste con el caso anterior, este minimo no necesariamente corresponde a la
temperatura inicial 7y y no se presenta discontinuidad alguna en este punto, y
conforme ¢; aumenta, la temperatura promedio también aumenta hasta alcanzar un
valor asintotico. Aqui, el ancho de la onda (IWid) como funcion de g, tiende a cero
en ambos extremos (derecha e izquierda) del frente de combustion. La distribucion
de la temperatura promedio (amplitud de la onda) como funciéon de la posicion
(T'(x)), muestra que la amplitud antes del frente de temperatura decae hasta una
(Timin) para un valor critico g., mientras que (Wid) — 0 conforme se incrementa
qn. Para un valor g5 > q., la amplitud a la derecha del frente de temperatura crece
mientras que (Wid) — 0. Para valores mas grandes del parametro g; la amplitud

permanece constante y el ancho es préacticamente cero. Este comportamiento es
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congruente con el anélisis previo sobre la amplitud y el ancho como funciones del
parametro ¢;,. Al igual que en el caso anterior, se tiene un reescalamiento en los pa-
rametros h y 8. En este caso, los perfiles de temperatura estocasticos tienen un error

de 0.46 % en relacion a los correspondientes perfiles de temperatura deterministas [4].

El tercer modelo generaliza los casos anteriores, es decir, se considera simulta-
neamente como variables aleatorias a la velocidad del frente de combustion y al
coeficiente de transferencia de calor. Aqui, se concluye: La banda de probabilidades
o £+ (T), dentro de la cual pueden ocurrir los valores esperados de la temperatura
(T'(x)), presenta oscilaciones periodicas. Estas oscilaciones implican que en ciertas
posiciones la dispersion es muy alta y en otras es muy baja. Esto sugiere una
manera para estimar la distribuciéon de temperaturas en situaciones de campo
donde se desconocen con precision las propiedades fisicas del medio. En este
sentido, es recomendable tomar mediciones en estos puntos minimos para reducir
las fluctuaciones en torno al promedio (7). La maxima dispersion del promedio de
temperatura (7'), se concentra en regiones muy cercanas a las zonas de reaccion y
combustion donde ocurre el frente. A medida que se aleja de esta zona, la dispersion
disminuye y tiende hacia el promedio (7). En relacion al comportamiento del
ancho y la amplitud del promedio de la distribucion de temperatura (T'), éste
tiene un comportamiento cualitativo similar a los dos casos anteriores en donde
la permeabilidad y/6 resistividad del medio se difunden de manera distinta antes
y después del frente de onda y en donde existe un umbral en la magnitud de la
fluctuacion ¢, para el cual el sistema regresa a la temperatura inicial Ty 6 para el

cual el sistema alcanza una amplitud minima no necesariamente 715.

En los tres modelos, el ruido permite tener control sobre la evoluciéon de la

onda que viaja a través del medio poroso, solo basta hacer gg = 0 para tener ruido
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solamente en el coeficiente de transferencia de calor h, si se quiere ruido tinicamente
en la velocidad del frente (3, basta tomar g, = 0. En el caso particular cuando
g = qn = 0 simultaneamente, se recupera el caso puramente determinista. Cuando
x — Fo0o el proceso estocastico se vuelve determinista. Esto demuestra que los
modelos estocasticos desarrollados son consistentes en el caso limite con el modelo

determinista que se tomo6 como base para este trabajo [4].

El estudio del problema de una onda de calor generada por combustiéon in
situ propagéndose a través de un medio poroso, desde un enfoque probabilistico
permite, a diferencia del planteamiento determinista estudiado por Akkutlu y
Yortsos [4], por un lado mostrar que el ancho y la amplitud de la onda de calor
varian si se considera un medio no homogéneo, por otra parte permite mostrar que
esta variacién es controlable a través de la intensidad en las fluctuaciones ¢. Los
resultados muestran que en la descripciéon determinista, la temperatura 1" decae en
funcion del coeficiente volumétrico de calor iz/H , en contraste, en la descripcion
estocastica, se identifica un intervalo en donde el promedio de la temperatura (7')
decae hasta alcanzar un minimo para magnitudes en las fluctuaciones ¢ cercanas
a cero, en el intervalo complementario y conforme la magnitud en ¢ aumenta, el
promedio (T') crece hasta un valor asintotico constante. En este contexto el modelo
estocastico es més general que el modelo determinista. Esto se manifiesta cuando
por ejemplo, si quiere tener una variaciéon tanto en la amplitud como en el ancho
en los perfiles de temperatura en el modelo determinista, es necesario variar el
coeficiente volumétrico de transferencia de calor iL/ H para cada nuevo perfil de
temperatura. En otras palabras, el ancho y la amplitud de los perfiles de temperatura
quedan determinados por la magnitud del pardmetro h /H. En cambio en el modelo
estocastico los resultados muestran, que dado un valor de iL/ H es posible generar

a partir de éste, nuevos perfiles de temperatura cuya amplitud y ancho varfan de
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acuerdo con la intensidad del ruido introducido en el sistema. Cabe senalar que en
los tres modelos estocésticos, se da un reescalamiento en los parametros 5y y hg que
se comportan como valores efectivos. Esto es importante, porque permite ademas de
los alcances discutidos previamente, reproducir con valores apropiados de g # 0y A,
los tres pérfiles de temperatura estacionarios y con pérdidas de calor por conveccion

reportados por Akkutlu y Yortsos [4].

El modelo determinista estudiado en este trabajo es muy simple, sin embargo
contiene algunos de los elementos que permiten observar con claridad algunos de
los cambios al perturbar el sistema. La técnica se puede emplear en modelos mas
generales que son altamente no lineales. En este caso, se tendria una solucion
numérica, debido a la complejidad del modelo. Se espera que estos resultados

contribuyan a una descripcion mas realista de este complejo e interesante problema.

Algunas extensiones de este trabajo para futuras aplicaciones de laboratorio son,
disennar un nuevo tubo que permita registrar un mayor numero de temperaturas
a un mismo tiempo. Disenar la metodologia para pruebas de combustiéon in situ
con aceites pesados. Validar los resultados tedricos estocéasticos con simulaciones en
donde el empacamiento de arena, agua y aceite dentro del tubo de combustion se
asemeje lo mas cercanamente posible a un medio no homogéneo como ocurre en una

situacion mas realista de campo.

Para el caso tedrico, las posibles extensiones son, modelar estocasticamente los
perfiles de temperatura en donde se tomen en cuenta pérdidas de calor por con-
duccion. Construir modelos estocasticos para las correspondientes ecuaciones que
involucran la masa de oxigeno, la masa total del gas y la masa de combustible. Estu-

diar los efectos de la aleatoriedad en diferentes situaciones tales como: los umbrales
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que determinan la creacion, extincion y la propagacion del frente, la fraccién de masa
de oxigeno no quemado, la velocidad del frente y los efectos del coeficiente global de
transferencia de calor, todos como funciéon de la velocidad de inyecciéon. Modelar los
perfiles transitorios de temperatuta del sistema para un modo convectivo y para un
modo conductivo. Otro interesante estudio a futuro consiste en ligar los frentes de

calor por combustion in situ y sus propiedades con la recuperaciéon de petroéleo.
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Stochastic Model for the Dynamics of Combustion Fronts in porous
media

Abstract Based on an analytical deterministic model previously developed, we
construct a probabilistic model to describe the behaviour of the heat wave that
propagates through the porous medium. As a first approximation in this paper, we
consider that the coefficient advective (speed of the wave front) is a spatially
random variable characterized by well-defined statistical parameters. We studied
the effects on this wave, when noise multiplicative is introduced in the front

velocity with a correlation coefficient exponentially decaying.

Keywords: noise multiplicative, stochastic model, porous media.

Introduction

In situ combustion is an enhanced oil recovery method, which has been technically
successful in many applications. In this technique, a burning front supports by air
injection is created and subsequently propagated through a reservoir. Under appropriate
conditions, when air is injected into the reservoir, a small amount of the in place oil is
consumed, while the rest is displaced, banked and eventually produced.

To get a better understanding of in situ combustion process, many works
reported in the recent literature; suggest separating into two regions: reaction zone and
combustion zone (Akkutlu and Yortsos, 2003). Other relevant aspects that also studied
are, the direction of propagation of the wave front (Britten and Krantz, 1985) front
stability (Armento and Miller, 1977), sustained propagation and extinction of
combustion, the effects of heterogeneity (Akkutlu and Yortsos, 2005), the heat losses to
the surroundings (Byrne and Norbury, 1997), the combustion stoichiometry, the effect
of the fuel amount on the front propagation speed (Martin and Dew, 1958), among other

characteristics have been analysed.



We are particularly interested in in-situ combustion systems characterized by
forward combustion fronts propagating at a constant velocity in the presence of heat
losses. In this work, we make a stochastic description for which the combustion front

velocity is an aleatory variable with prescribed statistical features.

Deterministic mathematical model

We consider the propagation of a heat wave due to the combustion in situ, that is
propagates through porous medium one-dimensional. Introducing dimensionless space
and time variables and we assuming: the stationary case, heat losses by a convective
mode and a completed consumption the fuel mass, then under this conditions from total
energy equation that describe this phenomenon, we can obtain an equation for the
temperature profiles. In this work we omitted these details, but the full details of the
deduction are available at (Akkutlu and Yortsos, 2003). In this way, the system is

governed by

d’o
dx?

do
——h&=-h. 1
by (M)

In equation (1), @=T/T, is a dimensionless temperature scale, which means
that the reservoir temperature corresponds to €=1; here T, is the initial reservoir
temperature. Where the boundary conditions are §(+0)=1 and d@/dx|”, = —q, f.". Here,
q,=Qp; /(1-g)c pT, is a dimensionless parameters and represent total heat content
of the porous medium and h=t"h/ (I-¢g)c,p,H is the dimensionless heat transfer

coefficient, where Q represents the heat of combustion, p{ is the initial fuel

concentration, ¢ represents the effective porosity, C,p, the volumetric heat capacity, h

is the overrall heta transfer coefficient, H is reservoir thickness and £, = -V, <0,



V= f” is a dimensionless parameter representing the velocity of the front and
t"=a, /v, where a,=4/(1-@)c.p,is the effective thermal diffusivity and 4, is the
effective thermal conductivity and Vv, is the injection velocity. To find V, it necessary

to solve the trascendental equation, V] ~Q0, exp(—y /6, )Y,. Here, we omitted this

details, which can be consulted in (Akkutlu and Yortsos, 2003).

Stochastic mathematical model

We consider that the coefficiente £, in Eq. (1) is a random variable spatially, which we
can write explicitly as B(X)= B, +0qe(X), here g is a parameter that measures the

magnitude of noise and £(x) is a function that denote the noise introduced in the

system. The value of £(x) is unknown, but their statistical properties such as its
average value in this case <g(x)>=O, correlation coefficient and correlation length
between two positions X and X, are well known. If we introduce the variable
v=W,¥,)= (0,—id6’/\/ﬁdx) , then dy, /dx= i\/ﬁl//z , inserting the last equation and
its derivate in the equation (1) we get the following equation
dy, /dx=(f, +qe(X)y, — ix/ﬁ;//l +ivh. In this way, we can write the system formed

by the last two equations as a matrix first order differential equation of the form, see

(Van Kampen, 2007),

L IV L Y S

Equation (2) implies that

A(X) 0 h d f(x) ( 0 J (3)
= an = .
—ivh B, +ae(x) ivh



According to the theory of stochastic differential equation (Van Kampen, 2007),
we can separate the expressions (3) in a deterministic part and a stochastic contribution,

SO

0 ivh 0 0
Ab—[_i i ﬁOJ and A(x)—q[o g(x)j, O

and the inhomogeneous vectors

f, = 0 d f(x)= 0 5
O_L\/ﬁ an I(X)_(O]' (5

From the expressions (4) and (5), we can construct an equation for the average

6 of the form,

W = | Ava(A)+ e (A0 A 2))e a7 |(w0o)
£+ [ (A0 A= )P DAy, ©)

q(f)+’ [ ({AC0e™ fx=2)))dz.

here | is the identity matrix where the statistical features of the distribution must fulfill
the condition gx, <<1, (Van Kampen, 2007). Finally, we get
d*(6)
dx’

where we have denoted the integrals by

~(ar 1) (n-ba1, (o) ot o, ™

1 =[ ((e00e(x= 1)) .0 and 1, =[ ((c(0s(x- 1)) pd z. (8)

Equation (7), represents our stochastic model. Note that when =0 or
<<g(x)g(x— ;()>>=0 in this equation, we recover the deterministic model given by
Eq.(1). To solve the equation (7), we assume: 1) the correlation coefficient is
exponentially decaying<<g(x)g(x— ;()>>=e%m. Here x =1/A4 is the width of this

correlation. 2) boundary conditions are the same used in the deterministic model.



Hence we find the corresponding solutions of equation (7) for the expected value of

temperature distribution ahead of the front X >0 and behind the front x <0,

T, +#exp[(Kl ++/4K, + Kf)/2}X;X<0
1+4K, /K]

T, +#exp[(Kl — 4K, + Kf)/z}x >0

J1+4K, /K?

Where we define the constants K, =B, +q° (2h+B; —2°)/4hA+BiA— 2’ and

)

K,=h+[o’h(B,+2)/4hA+BiA- A" .

Analysis and discussion of results

The expression for amplitude of wave is given by Amp(q,A) =T, +q, //1+4K, /K}.
Figure (1), displays the contours plot Amp vs q for several values of 4. Three regions
are easily identifiable. The first region corresponds to values of q very close to zero,

here we see that the amplitude decreases rapidly until it reaches the initial temperature

T, =100°C. In the second region, we observed that for minimum value of q,, the
amplitude begins to grow. In the third region we pointing out that for a value g, +Aq,,
the amplitude tends asymptotic to a constant value situated around T, =480°C. From

arguments of exponencial function in solutions (9), we can to deduce an expresion for

the width of the wave, Wid(Qg,4). Figure (2), depicts the width of wave for the same
values of A previously used. We denote by ¢, the value of q where the minimum is
reached on the chart. The interval (O,qm] gives us information about the behaviour of

the width of the wave behind the combustion front. Here we see that the width of the

wave decays. In the interval(qm,l), we have information on the behaviour of the width

of the wave ahead of the combustion front. Here we see that the width grows.



From the coefficients of the Eq.(7), we define the following effective quantities
as B =( B, +q2I1) and hy =(h—q2hlz). Here, p, andh,, represent effective
values for the front velocity and the dimensionless heat transfer coefficient. These
equations, provide two surfaces for which f, and h, are expressed against the
parameters g, h. These expressions suggest that the parameters involved in solutions (9)
can be rescaled in order to conserve the same functional form of the original solution
obtained in the absence of noise. Then, by choosing appropriate values of q and 4 we
find the same temperature distributions that would be obtained if we used S, and h as
in the deterministic model reference (Akkutlu and Yortsos, 2003). When the magnitude

of fluctuations is zero (q=0), then B, = f3, and h,, =h as expected.

To corroborate the above statements, we consider the following example, where
we take a correlation width X, ~0.0714m, this implies a numerical value of 1 =14m™",
which is such that satisfy the condition previously imposed and discussed g <<14.In
figures (3-6), we show the distribution of temperature, as well as the variation of the
amplitude and width of the wave. Here, we can see that both results are in accordance
with the expressions Amp and Wid . We emphasize that the case =0 corresponds to
the deterministic solution given by (Akkutlu and Yortsos, 2003). Figures (5) and (6) are
the same temperature distributions of figures (3) and (4), but with other parameters
numerical values. This figures also shown that the rescaling is possible if we choose

values of S and h, properly. A similar behaviour is observed for other values of

parameters h and f,, reported in (Akkutlu and Yortsos, 2003). Extensive information

on typical numerical values of the parameters used in this work can be found at

(Akkutlu and Yortsos, 2003).



Conclusions

In the limit stochastic mathematical model is consistent with deterministic mathematical
model. Randomness in the velocity of the wave front causes a wave with variable
amplitude and with a point of complete extinction. This same randomness causes that
wave width behind the front decreases and increases ahead of the front. This model

allows us for rescaling with appropriate pair of parameters £, and hin such way we

recover the same temperature profiles in the absence of noise by using effective values
for these quantities. The difference between the temperature profile of the stochastic and
deterministic model is smaller than 0.8%. We expect that the results of our model are to

be useful in the analysis of common in situ situations.
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Figure 1. Wave amplitude as function of parameter q and several values of the
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Figure 4. Trend of width and amplitude of temperature profiles for different values of

the parameters f3,,h, q,A[m™], 8, and h,, .
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Figure 5. Trend of width and amplitude of temperature profiles for different values of

the parameters f,,h, q,A[m™], B, and h .
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