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INTRODUCCION

En 1971 M. Auslander en su trabajo Representation dimension of artin algebras, [Aus71],
definié la nocién de dimensién de representacion de un dlgebra de artin A como una manera de
medir homolégicamente qué tan lejos esta un algebra de tipo de representacion infinita de ser de
tipo de representacion finita (ver [Xi00]). Recientemente, en 2003, O. Iyama ha mostrado que la
dimension de representacion de cualquier algebra de artin es finita, [Iya03]. Sin embargo, hasta la
fecha se conoce poco acerca de los valores precisos de dimensidn de representacion en general.
Dentro de los ejemplos que son conocidos se encuentra el trabajo producido por R. Rouquier
en [Rou06] donde muestra que el dlgebra exterior de un espacio vectorial de dimensién »n tiene
dimensioén de representacioén n + 1, es asi que se da a conocer el primer ejemplo de un dlgebra de
dimension de representacion 4, de ese modo refutando lo antiguamente creido que la dimensién de
representacion de un dlgebra no podria exceder 3.

La importancia del trabajo de M. Auslander se encuentra en el hecho de que los métodos des-
critos han sido efectivamente aplicados no solamente para la teoria de representaciones de 4lgebras
de artin [ARO95], por ejemplo, se han utilizado también en la teoria de dlgebras quasi-hereditarias
[CPS88].

Otros estudios de la dimensién de representacion se han enfocado en encontrar relaciones entre
las dimensiones de representacion de dlgebras que estén relacionadas de alguna manera. Por ejem-
plo Auslander y Reiten en [AR78] dieron la definicién de equivalencia estable y en [Xi02] C. Xi
prueba que bajo equivalencia estable de tipo de Morita se preserva la dimension de representacion;
posteriormente A. S. Dugas en [Dug(07] muestra que cualesquiera dos dlgebras de artin estable-
mente equivalentes tienen igual dimensién de representacion, reconociendo asi la dimensién de
representacion como una de las propiedades homoldgicas que son preservadas bajo equivalencia
estable.

Dada la importancia de las nociones, técnicas y métodos descritos por M. Auslander, el presente
trabajo se encuentra basado en los temas del articulo [Aus71] y hemos tratado de desarrollar con
detalle las demostraciones para hacer més facil su lectura.

En el primer capitulo damos un desarrollo histérico de la teoria de representaciones, asi mismo
motivamos el estudio del presente trabajo.

En el segundo capitulo daremos los conceptos preliminares necesarios para el tratamiento de
los temas posteriores y aunque existe mucha literatura sobre tales conceptos, Auslander los utiliza
de una manera un tanto diferente, es por esa razon que este capitulo es de importancia para el resto
del trabajo.
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ciones, la cudl trata del estudio de los A-médulos inescindibles sobre una k-dlgebra de dimensién
finita, con k un campo.

Cabe hacer mencién que analizamos tales temas bajo la visién de Auslander y en el trabajo
no consideramos métodos alternativos como los carcajes. En este capitulo encontramos uno de
los resultados principales de [Aus71] (Teorema 3.44), en el cual se muestra una equivalencia de
representacion entre las categorias In jp(Mod(A)) e Inj(Gr(A/a,b)). Con el fin de aclarar el signi-
ficado de esta equivalencia mostramos que de ella se deduce la construccion hecha por 1. Reiten en
[Rei75], en la que demuestra que algebras de radical cuadrado cero son establemente equivalentes
a dlgebras hereditarias.

En el cuarto capitulo el principal objetivo es introducir la nocién de la dimension de represen-
tacion de un dlgebra de artin. Después de algunos preliminares sobre categorias y médulos sobre
anillos de endomorfismos, una descripcién de las dlgebras de artin A de tipo de representacion
finita es dada en la seccién 4.4. Este resultado sirve como principal motivacion para la definicion
de la dimension de representacion de un dlgebra de artin dada en la seccién 4.5. También mostra-
mos como construir dlgebras de Auslander a partir de dlgebras de artin de tipo de representacién
finita. Estas construcciones nos dan el teorema principal del articulo [Aus71], el cual prueba que
existe una biyeccion entre las clases de equivalencia de Morita de dlgebras de artin de tipo de
representacion finita y clases de equivalencia de Morita de dlgebras de Auslander.
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Capitulo 1

Nociones basicas en la teoria de
representaciones.

La teoria de representaciones estudia la realizacion concreta de estructuras abstractas [CR06],
por ejemplo, dado un grupo finito G, una representacion de G es un homomorfismo ¢ : G —
Gl(n, k), donde Gl(n, k) es el grupo lineal de las matrices invertibles de tamaifio n X .

Si denotamos por kG el dlgebra de grupo, es decir, kG es el k-espacio vectorial con base G
y multiplicacién el producto en el grupo extendido linealmente, las representaciones del grupo G
forman una categoria, la cual es isomorfa a la categoria mod(kG) de los kG—mddulos de dimensién
finita. En otras palabras, dar una representacion de kG es equivalente a dar un kG-modulo.

Observacion 1.1. La categoria mod(kG) es Krull-Schmidt, es decir, todo médulo finitamente ge-
nerado tiene una tnica descomposicién en suma directa de modulos inescindibles.

Observacion 1.2. El anillo kG es un ejemplo de una k-algebra de dimensidn finita.
Observacion 1.3. Para toda k-algebra de dimension finita A, la categoria de A-médulos finitamente

generados mod(A) es Krull-Schmidt [AF92].

Asfi el objetivo principal de la teoria de representaciones seria:

Encontrar todos los A— modulos inescindibles y los morfismos entre ellos. Esas representaciones
(por lo menos teoricamente) resultan mds fdciles de ser estudiadas en el caso en que A\ es un
dlgebra de tipo de representacion finita, esto es, un dlgebra que salvo isomorfismo tiene sélo un
nimero finito de modulos inescindibles.

El caso més sencillo es el de una k-algebra semisimple. Las dlgebras semisimples de dimensién
finita fueron caracterizadas por Wedderburn en 1908.

Teorema 1.4 ([AF92], [CL70]). Una k-dlgebra de dimension finita es semisimple si y solo si es

isomorfa a un producto finito anillos de matrices con coeficientes en k-dlgebras con division.

En el caso semisimple los tnicos médulos inescindibles son los médulos simples y estos co-
rresponden a las columnas de los anillos de matrices, m4s atn, se tiene el siguiente teorema:



1.- NOCIONES BASICAS EN LA TEORIA DE REPRESENTACIONES.

Teorema 1.5. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

i) El dlgebra A es semisimple.
ii) Todo médulo es proyectivo.
iti) Todo modulo es inyectivo.
iv) Toda sucesion exacta se escinde.
v) Todo médulo es suma directa de modulos simples.
Ejemplo 1.6 (El dlgebra de grupo kG). Se tienen dos casos:
1) La caracteristica del campo no divide al orden del grupo:

En ese caso se tiene:

Teorema (W. Maschke 1858-1908) El dlgebra de grupo kG es semisimple si y sélo si la carac-
teristica del campo no divide al orden del grupo.

2) El campo k tiene caracteristica un primo p que divide al orden de G.

En este caso podemos tener un ndmero finito de inescindibles no isomorfos, por ejemplo si
k es un campo de caracteristica p y G es un grupo ciclico de orden p o un nimero infinito si
G=7Z,XZp.

Segundo problema de teoria de representaciones:

Caracterizar las dlgebras de dimension finita con solo un niimero finito de modulos inescindibles
de dimension finita.

Asi surgieron las primeras ideas para clasificar las dlgebras (del punto de vista de sus represen-
taciones) por asi decir, por el tamafio de sus categorias de médulos, dicho de otra manera, por la
posibilidad de describir todos sus médulos inescindibles.

Teorema 1.7 (Higman 1954 Hi). Sea k un campo de caracteristica p y G un grupo cuyo orden es
divisible por p. Entonces kG tiene sélo un niimero finito de inescindibles si solo si el p—grupo de
Sylow de G es ciclico.

(Qué pasa si el p-grupo de Sylow no es ciclico?
Ejemplo 1.8. G = Z, X Z, y k un campo de caracteristica 2.

En 1963 S. A. Krugljak [Kru63] demostréd que las representaciones inescindibles de k(Z, X Z;)
se corresponden, salvo mddulos proyectivos, con las formas canénicas de los pares de matrices de

Kronecker, [Kro80] (1870) las cuales a su vez estan relacionados con los bloques de Jordan (1870),
por lo que se puede dar una lista de todos los k(Z; X Z;)- médulos inescindibles.

Sin embargo la situacion es muy diferente para primos distintos de dos, por ejemplo, no se
conocen las representaciones del grupo Z, X Z,, sobre un campo de caracteristica p con p > 3.



Heller y Reiner [HR61] demostraron en 1961 que este es un problema de los que hoy llamamos
salvajes, es decir la clasificacion de los modulos inescindible sobre k(Z, X Z,,) para un primo p > 3
implicaria la clasificacidn de todas las representaciones inescindibles de las p matrices.

El problema de clasificar los inescindibles de las 3 matrices implicaria a su vez, la clasificacion
de los médulos inescindibles para toda 4lgebra de dimension finita, segin demostrd P. Gabriel
(1975) [Gab72], [Gab73].

Encontramos entonces tres tipos de representacion:

a) Algebras de tipo de representacién finita, un nimero finito de inescindibles.

b) Algebras de tipo de representacion mansa, para cada dimension los inescindibles se para-
metrizan por un nimero finito de curvas.

c) Algebras de tipo de representacion salvaje, la categoria de mddulos inescindibles contiene
los médulos inescindibles de cualquier otra dlgebra, por lo tanto se considera imposible
clasificar sus mddulos inescindibles.

Ejemplo 1.9. El anillo de matrices triangulares:
k 0
V k
con k un campo y V un k-espacio vectorial de dimension finita es de tipo de representacion finita

sidimV = 1, es manso si dimV = 2y salvaje si dimV > 3.

Problemas:

a) Clasificar todas las dlgebras de tipo de representacion finita.
b) Estudiar las dlgebras mansas, clasificarlas, encontrar sus representaciones inescindibles.

¢) Entender lo que significa ser salvaje.

Histéricamente las primeras tentativas de investigacidn se dirigian a clasificar las dlgebras
segin el nimero y/o el tamafio de sus inescindibles. Las de dlgebra de tipo infinito se clasificarian
en dlgebras de tipo limitado y no limitado. Las primeras, serian aquellas en las que las dimensiones
de los inescindibles estdn acotadas. A su vez, las de tipo no limitado se clasificarian en los tipos
débilmente no limitado y fuertemente no limitado, siendo estas tltimas aquellas en las que hay una
infinidad de dimensiones, cada una con una infinidad de inescindibles no isomorfos dos a dos.

Esta expectativa comenz6 a reducirse por los afios 40 cuando fueron divulgadas dos conjeturas
de Brauer y Thrall.

La primera, B — T, I, afirmaba que si un 4lgebra es de tipo limitado, es de tipo finito. Fue
demostrada por Roiter en 1965.

La segunda, B — T, I, afirmaba que toda 4lgebra de tipo infinito es de tipo fuertemente no
limitado.'

'La primera demostracién conceptual de esta conjetura fue dada por Bautista [Bau85] utilizando resultados de Bau-
tista, Gabriel, Roiter, Salmeron [BGRS85] y de [Bon84].



1.- NOCIONES BASICAS EN LA TEORIA DE REPRESENTACIONES.

Para las 4lgebras de grupo kG es sencillo probar las siguientes [MV90]:

a) Si kG es de tipo de representacion infinita, entonces existen mddulos inescindibles de di-
mensién arbitariamente grande.

b) SikG esde tipo de representacion infinita, entonces existe una sucesion de enteros positivos:n; <
ny < ..ng < ..., tal que para cada n; existe un nimero infinito de médulos inescindibles de
dimensién n;.

Estas afirmaciones son casos particulares de la primera y segunda conjetura de Brauer-Thrall,
respectivamente.

1.1. Nilpotencia y equivalencia.

Desde los primeros dias de la teoria de dlgebras se observo que lo que era determinante para
tener situaciones complejas era la presencia de la nilpotencia, es decir de objetos no nulos que
admiten potencias nulas. Esto ya se evidencia con la no existencia de elementos nilpotentes. Por
ejemplo, un campo o un dlgebra con divisién no tienen elementos nilpotentes (salvo el 0).

La existencia de elementos nilpotentes no es tan importante, sino la existencia de subrepresen-
taciones de oA que sean nilpotentes. En ese sentido, basta observar que las dlgebras de matrices,
tienen todas sus representaciones completamente reducibles, no tienen ideales (no nulos) nilpoten-
tes, pero si contienen elementos nilpotentes. Por ejemplo:

01y (00
00 ~\0 0 )
Asi cobré importancia el ideal r, llamado el radical de A que contiene todos los ideales nilpo-
tentes. Resulta que él mismo es nilpotente y que es estable por multiplicaciones a la derecha. Por lo

tanto, es el maximo ideal nilpotente del dlgebra A y ademads es un ideal bilateral. Y puede probarse
que el dlgebra es semisimple si y solo si su ideal r es 0.

Una propiedad caracteristica de los ideales bilaterales, como r, es que el espacio vectorial
cociente, en el caso A/r = {x + r/x € A}, tiene una estructura natural de algebra (definiendo el
producto de clases (x + r)(y + r) igual a la clase del producto xy + r).

Corroborando la importancia del radical para el buen comportamiento del dlgebra en cuanto a
sus representaciones, podemos anotar que el dlgebra cociente, A/r, es siempre un dlgebra semi-
simple.

Otro de los progresos que son importantes para nosotros son los teoremas de Morita. Sin entrar
en detalles, expliquemos lo que mds interesa a partir de la siguiente definicién.

Definicion 1.10. El dlgebra A se llama basica si en su descomposicion en suma directa de proyec-
tivos inescindibles no hay * repeticiones ”, es decir, todos ellos son no isomorfos dos a dos.

Si A y I son dlgebras tales que las categorias mod(A) y mod(I') son equivalentes, entonces se
dice que A y I' son Morita-equivalentes.



1.2. DE ALGEBRAS A GRAFICAS Y MATRICES.

Los teoremas de Morita garantizan que toda dlgebra es Morita-equivalente a un 4lgebra bésica,
que es unica salvo isomorfismo.

Puesto que, si dos dlgebras son Morita-equivalentes, sus categorias de modulos son categorias
equivalentes, se suele estudiar la teoria de representaciones suponiendo que el dlgebra es bdsica.

1.2. De algebras a graficas y matrices.

Aunque nuestro préposito en este trabajo no es adentrarnos en carcajes, en esta seccion, damos
una muestra de la importancia, métodos y técnicas desarrollados con ellos.

Gabriel (1972)[Gab72][Gab73], demostré que las dlgebras hereditarias de dimension finita so-
bre un campo algebraicamente cerrado y tipo de representacion finita son las dlgebras que corres-
ponden a un diagrama de Dynkin.

De manera més precisa:

Definicion 1.11. Un carcaj Q es una grafica orientada finita, que consiste de vértices Qg y flechas
Q1 ejemplo:

/ L
O 2 O

Llamamos un camino vy a una composicién de flechas y = aja;3...ak...a, . Denotamos por kQ
el algebra con base los caminos del carcaj y producto y; * y, composicion de caminos si el final
de vy, coincide con el inicio de | y cero de lo contrario. Una relacién p en Q es una combinacién

n

lineal de caminos, p = Y ¢;y;.
i=1

Sea Q un carcaj y {pj}l<j<m un conjunto finito de relaciones. Una representacion del carcaj

Qesunpar V = ({Vilicg, » {_V;}QEQI), donde V; es un espacio vectorial de dimension finita 'y V,, :

Vi — V; es una transformacion lineal y  es una flecha con inicio i y final j. La representacion V
n n

satisface la relaciéon p = >, c;y;, si V(p) = 2 ¢;V(y;)) =0, donde V(y) = Vi, Vo,.. Vo, Vo,

i=1 i=1

Rep (Q, {p j}1<j<m) es la categoria de representaciones del carcaj Q que satisfacen las relaciones

{pj}lstm ’

Teorema 1.12 (Gabriel). Dada una k—dlgebra de dimension finita A sobre un campo algebraica-
mente cerrado k, existe un carcaj finito Q y un conjunto finito de relaciones {p j}l<j<m’ tal que si I

es el ideal de kQ generado por las relaciones {p j} . entonces las categorias de modulos fini-

1<j<
tamente generados mod(A) y mod(kQ/I) son equivalentes y mod(kQ/I) es isomorfa a la categoria

del carcaj Q que satisfacen las relaciones {p j} I<j<m

de representaciones Rep (Q, {p j}

1<j<m



1.- NOCIONES BASICAS EN LA TEORIA DE REPRESENTACIONES.

Teorema 1.13 (Gabriel-Yoshii [Gab72][Yos56]). Sea Q un carcaj conexo finito sin ciclos orienta-
dos. Entonces, Rep(Q) tiene solo un niimero finito de clases de isomorfismo de representaciones

inescindibles sty solo si Q es uno de los diagramas de Dynkin:

Ay
B,:
N
/
D6.‘
|
Dy:
|
Dyg:

Toda 4lgebra basica de dimensidn finita A sobre un campo algebraicamente cerrado es isomorfa
a un dlgebra de carcaj kQ con Q sin ciclos orientados. El teorema de Gabriel-Yoshii clasifica las
dlgebras hereditarias de tipo de representacion finito sobre campos algebraicamente cerrados.

Por su parte P. Donovan y M. R. Freislich [DF73] e independientemente, Nazarova, [Naz73]
clasificaron en 1973 las édlgebras mansas hereditarias de dimensién finita sobre un campo alge-
braicamente cerrado y todos los médulos inescindibles, las dlgebras correspondian a los diagramas

Euclideanos siguientes:



1.3. ALGEBRAS DE TIPO FINITO Y LA DIMENSION DE REPRESENTACION.

En la demostracién utilizaron los funtores de Coxeter y una forma cuadrética, que resulta ser
positiva no definida (Ver [DR76] para el caso de especies y una demostraciéon mas conceptual y
completa).

Por su parte la escuela de Kiev de Roiter y Nazarova utiliz6 métodos matriciales para encon-
tar los médulos inescindibles de dlgebras de dimensidn finita, asi como de otros objetos como:
parcialmente ordenados, policarcajes etc.

1.3. Algebras de tipo finito y la dimensién de representacion.

Aparte de la teoria de representaciones, y con un alcance mas general, fueron desenvolviéndo-
se, por la década de los 50, dos grandes ramas del algebra: el dlgebra homoldgica y la teoria de
categorias. Fue hasta principios de los 70 que M. Auslander en sus trabajos de teoria de representa-
ciones de dlgebras de artin, destacé la importancia de estas dos ramas de la matemética para dicha
teoria. Por supuesto, existen otras personas muy importantes que ayudaron al auge de estas ramas
(por ejemplo, P. Gabriel), pero es de resaltar los puntos de vista homoldgicos con los que trabajaba
Auslander.

Para continuar con el desarrollo de este capitulo hagamos énfasis en los conceptos y trabajos
desarrollados por Auslander. Los cuales como veremos proporcionan herramientas para resolver el
problema si un dlgebra de artin es de tipo de representacion finita.

El desarrollo de métodos y aplicaciones funtoriales de la categoria de funtores a la teoria de
modulos fue uno de los trabajos esenciales de Auslander. Dichos trabajos de Auslander comenza-
ron con [Aus66] en 1966, precediendo su interés en la teoria de representaciones de algebras de
artin. Como veremos en el capitulo 4, en este tema se investiga la categoria de funtores coherentes
C c (C°P, Ab), asociados con una categoria abeliana C. En particular, se sabe que esta categoria de
funtores tiene dimensién global a lo més 2.

En conexién con los trabajos de funtores coherentes se encuentran las categorias establemente
equivalentes. En particular, en en [AR73] se muestra que si la categoria abeliana C = mod(A), para
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un 4lgebra de artin A y Co(A) denota la subcategoria plena de funtores coherentes C que se anulan
sobre objetos proyectivos. Si # denota la subcategord plena de Co(A), e T la subcategoria plena
de objetos inyectivos en Co(A), entonces existen equivalencias de categorias a : mod(A) — Py

B : mod(A) — I.De ésta manera, se muestra que Co(A) determina la categoria estable mod(A), e
inversamente C, o(A) es determinada por mod(A).

Uno de los principales resultados de la equivalencia estable, es la caracterizacion de dlgebras
que son establemente equivalentes a algebras hereditarias, un ejemplo de ello es visto en 3.5 del
presente trabajo.

Combinado resultados de Gabriel [Gab72] y Yoshii [ Yos56] con resultados de Mitchell [Mit68],
se pueden clasificar una gran cantidad de clases de dlgebras hereditarias en cuanto a si son de tipo
finito o no, llamemosle dlgebras hereditarias las cuales son producto finito de subanillos de anillos
de matrices triangulares inferiores con entradas en un campo k, 77, (k).

Dentro de los trabajos mds recientes, dando uso e importancia de la equivalencia estable, se
encuentra el trabajo hecho por Dugas.

Teorema 1.14 (A. Dugas [Dug07]). Sean Ay A’ dos dlgebras de artin establemente equivalentes.
Entonces, rep.dimA = rep.dimN’.

Los conceptos y temas mencionados al incio de esta seccidon continuarén desarrollandose en-
contrando una nueva conexion con la dimension de representacion de un algebra de artin, defi-
nida por Auslander en [Aus71]. Se espera que la dimensién de representacion nos da una manera
razonable de medir hasta que punto un dlgebra de artin arbitraria se aleja de ser de tipo de repre-
sentacion finita.

Proposicion 1.15 (Auslander 4.68). Sea A un dlgebra de artin:

a) rep.dimA =1 siysolo si A es semisimple.

b) rep.dimA <2 siy sdlo si A es de tipo de representacion finita.

Siendo este el primer resultado que nos da fé de la relacion existente entre el concepto de
dimension de representacion y el tipo de representacién para dlgebras de artin. Después de ello
siguieron resultados como el de Iyama.

Teorema 1.16 (O. Iyama [lya03]). La dimension de representacion de cualquier dlgebra de artin
es finita.

Con los trabajos hechos hasta su momento fue que Igusa y Todorov relacionaron la dimensién
de representacion con la conjetura de dimension finitistica; la cual establece que dada un dlgebra
de artin A, las dimensiones proyectivas finitas de A-médulos M se encuentran acotadas.

Teorema 1.17 (Igusa-Todorov [ITOS]). Sea A un dlgebra. Si rep.dimA < 3 entonces A satisface
la conjetura de dimension finitistica.

Hasta el afio 2001, para todas las algebras de artin A a las que se les calcul6 la dimensién
de la representacion, resultd que rep.dim < 3. Por lo tanto, hubo una fuerte sensacién de que
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todas las dlgebras de artin podrian tener esta propiedad. Si esto hubiera sido cierto, la conjetura de
dimensién finitistica y por lo tanto muchas otras conjeturas homoldgicas hubieran sido probadas.
Fue sin embargo R. Rouquier quien da a conocer el primer ejemplo de un dlgebra de dimensién de
representacion 4.

Teorema 1.18 (R. Rouquier [Rou06]). Sea V un k-espacio vectorial de dimension n, donde k es
un campo, y A(V), el dlgebra exterior correspondiente. Entonces, rep.dimA(V) =1 + n.

De esta manera, podemos observar que la dimension de representacion se encuentra relaciona-
da con la clasificacion de tipo de representacion de dlgebras, y surgen preguntas acerca del alcance
de dicho concepto. Por ejemplo, del Teorema de Rouquier 1.18, es conocido que las dlgebras exte-
riores de dimensién 3, son de tipo infinito.






Capitulo 2

Fundamentos Categoricos

En este capitulo introduciremos algunas definiciones bésicas y hechos de la teoria de categorias
que necesitaremos en el desarrollo del presente trabajo.

2.1. Categorias y Subcategorias.
Definicion 2.1. Una categoria C se encuentra compuesta por:

a) Una coleccién Obj C de objetos de C.

b) Para cada par de objetos Ci, C, en C un conjunto de morfismos de C; a C» al cual lo deno-
tamos por C(C1, Cp) = Home(Cq, Cy).

¢) Funciones
C(C1, C2) X C(C2,C3) — C(C1,C3)

para todas las ternas (Cy, C, C3) de objetos en C, las cuales denotaremos por (f, g) — gf,
que llamamos la composicion de los morfismos f'y g, los cuales estan sujetos a las siguientes
condiciones:

i) Para cada objeto C en Obj C, existe un morfismo 1¢ € C(C, C), llamado el morfismo
identidad tal que:
o flc = f,paratodo f € C(C,X),y X € C.
e lcg=g,paratodog € C(X,C),y X € C.

ii) La composicidn es asociativa, es decir, si f € C(Cy, C2), g € C(Cp,C3)y h € C(C3,Cy),
entonces:

h(gf) = (hg)f.

Observacion 2.2. a) Para cada C en Obj C, existe solamente un morfismo identidad 1¢ €
C(C,C). Llamaremos a los elementos de C(C, C) los endomorfismos de C y seran deno-
tados por End(C).
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b) Cuando es obvio en que categoria se encuentran nuestros objetos, escribiremos (C1, C») en
lugar de Homg(Cy, C3), para denotar el conjunto de morfismos de Cy a C; en C.

¢) No estamos asumiendo que nuestra coleccion de objetos de C sea un conjunto. En el caso en
que Obj C sea un conjunto, diremos que C es una categoria pequena.

A continuacién daremos algunos ejemplos de categorias.

Ejemplo 2.3 (Categoria de conjuntos). Denotaremos por Sets la categoria cuyos objetos son los
conjuntos, los morfismos entre objetos son las funciones y la composicion de morfismos es la
composicion usual de funciones entre conjuntos.

Definida de esta manera es claro que S ets es una categoria.

Ejemplo 2.4 (Categoria de grupos abelianos). Denotaremos por Ab a la categoria cuyos objetos son
los grupos abelianos, los morfismos entre sus objetos son los homomorfismos de grupos abelianos
y la composicién de morfismos es la composicion de funciones.

Ejemplo 2.5. Recordemos que un monoide es un conjunto con una operacién binaria que es aso-
ciativa y que tiene un elemento neutro. Asociado a un monoide A se encuentra la categoria C(A)
la cual consiste de un solo objeto C, el conjunto de morfismos Homga)(C, C) = A es el monoide
A 'y la composicién de morfismos estd dada por:

C(C,C) x C(C,C) — C(C,0)
(f,.e)—gf

la multiplicacién en A, es decir, gf es el producto de g y f en A. En particular si A es un anillo
podemos construir C(A).

Ejemplo 2.6 (Categoria opuesta). Asociada a una categoria C esta la categoria C°7 llamada la
categoria opuesta de C, la cual es dada por los siguientes datos:

a) Obj C” = Obj C.
b) C?(Ci,Cr) = C(Ca, Cy).

¢) La composicién en C?? se encuentra dada para f en C°?(Cy,C,) y g en C°P(C;,C3) por
go f = fg, donde fg eslacomposicionde fy gen C.

Esto es, lo que tenemos en C°? es lo mismo que en C, excepto que los morfismos en C°? son
en direccién contraria.

Si A es un anillo, definimos A°”? como el anillo cuyos elementos son los de A, cuya suma (+) es
la suma de A y cuya multiplicacién (X) es definida por x Xy = y - x, donde y - x es la multiplicacién
deyyxen A. A (AP, +, x) llamamos el anillo opuesto de A. Se puede comprobar facilmente que:

= C(AP) = C(A)°P.
Demostracién: Tenemos por definicion que C(A°?) es la categoria dada con un solo elemento
C y tal que Homgpery(C, C) = AP, es decir, dados x y y en Homgaery(C, C) = AP, entonces
x Xy = yx, la multiplicacién usual en A.
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Por otra parte C(A)° es la categoria opuesta de C(A), se sigue que C(A°P) tiene un solo
objeto C 'y Homgryr(C1,C2) = Homgayr(C2,C1) = AP, donde C; = C = C, y por lo
tanto las categorias son las mismas.

= Claramente A°? = A, si A es un anillo conmutativo.

Ejemplo 2.7 (Categoria de mddulos). Sea A un anillo con unidad. Denotamos por Mod(A), la
categoria de A-mddulos izquierdos con sus A-homomorfismos como sus morfismos en la categoria.
Se debe notar que Mod(A°P) es la categoria de A-mddulos derechos.

Ejemplo 2.8. Sea C una categoria. Denotaremos por Morph C la categoria dada por los siguientes
datos:

a) Los objetos de Morph C son todas las ternas (Cy, C», f), donde C; y C; estanen Obj Cy f
en Homg(Cq, C)).

b) Dados objetos (Cy, Ca, ) y (C}, C), ) definimos Morph(C) ((C1, Ca, f), (C}, C, f)) como
el conjunto de todos los pares (a,f), donde a es un morfismo a : C; — C| 'y 8 es un
morfismo 8 : C; — €, ambos en C'y son tales que conmuta:

Cl—f>C2

es decir, tales que Bf = f’a.

¢) Dados morfismos (a1,81) : f — f'y (@2,82) : f* — f” en Morph C definimos su compo-
sicién (ao, B2)(aq,B1) en Morph C como:

(MorphC)(C1, Ca, f),(C1, €, f1) X (MorphC)(CY, C3, ), (CY, CY, f) —

(MorphC)(C1, Ca, ), (CY, CY, f))

((a1,B1), (a2,B2)) — (a2, B2)(a1,B1) = (x2a1, B251)

Cl—f>C2

C—=G

al lﬁz

142 14
Cl Vi C2
donde aray y B8] son las composiciones usuales en C.

Definicion 2.9. Sea C una categoria. Una subcategoria C’ de C es una categoria tal que cumple:
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a) ObjC’ c ObjC.
b) Paratodo Ci,C; en Obj C’, C'(C,Cp) C C(Cy, C)).
c¢) ParatodoCenC’, 1¢ = 1¢.
d) Paratodo Cy, Cs, C3 en Obj C’ tenemos que la composicion
C'(C1,C2) X C'(C2,C3) — C'(C1,C3)
es la restriccion de la funcién composicién en C.
Una subcategoria C’ de C se dice subcategoria plena de C si y sélo si C’'(Cy, C2) = C(Cy, Cr)

para todo par de objetos Ci,C, en C’. Debe de observarse que una subcategoria plena de C
estd completamente determinada diciendo cuales objetos de C son objetos en C’.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de subcategorias.

Ejemplo 2.10. Sea C una categoria, denotamos por End(C) la subcategoria de Morph(C) cuyos ob-
jetos son todos los pares (C, f), donde C € Obj Cy f € End(C). Definimos End(C)((C, f),(C’, f'))
como todos los morfismos « : C — C’ tal que f'@ = @f. End(C) no es una subcategoria plena de
MorphC. Estrictamente hablando los objetos de End(C) deberian ser denotados por (C, C, f) y los
morfismos por (@, @), pero por razones obvias acortamos nuestra notacion.

Ejemplo 2.11. En la categoria Mod(A) denotaremos por P(A) la subcategoria plena de A-mddulos
proyectivos y por &(A) la subcategoria plena de $(A) que consiste de los A-mddulos libres.

2.2. Tipos especiales de morfismos.

Definicion 2.12. Sea C una categoria. Un morfismo f : C; — C; en C se dice un isomorfismo si
y s6lo si existe un morfismo g : C» — CiyenCtalque gf = 1¢c, y fg = 1c¢,.

Observacion 2.13. Un isomorfismo tiene las siguientes propiedades:

a) Paracada C € C, 1¢ es un isomorfismo.

b) Si f: C; — C; es un isomorfismo entonces existe un inico morfismo g : C, — Cy, tal
que gf = 1¢, y fg = l¢,. Este tnico morfismo g : C» — C; es un isomorfismo llamado el
inverso de f y es denotado por f~!. Claramente (f~!)~! = f.

¢) Si fy g son isomorfismos y su composicién gf estd bien definida en C, luego gf es un
isomorfismo y (gf)~! = f1g7L.

d) Sigf esunisomorfismoy fg es también un isomorfismo entonces ambos f y g son isomor-
fismos.
Dos objetos C; y C, en C son isomorfos si existe un isomorfismo f : C; — Cj. Ser isomorfos
es una relacion de equivalencia sobre los objetos de C, la cual denotaremos por Cy = C,.

Existen otros tipos importantes de morfismo, de los cuales mencionaremos los mas importantes
para este trabajo.
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Definicion 2.14. Sea f : C; — C, un morfismo en una categoria C. Entonces:

a) f es un epimorfismo si tiene la propiedad que dados morfismos g,k : C; —» C3y gf = hf
entonces g = A.

b) f esun monomorfismo si tiene la propiedad que dados morfismos g,h: Co —» C1y fh = fg
entonces g = h.

Claramente, todos los isomorfismos son epimorfismos y monomorfismos.

Lema 2.15. Si f: Cy —» Cyy g : Co — C| son morfismos en C, entonces:

a) Si fy g son monomorfismos (respectivamente epimorfismos) entonces gf es un monomorfis-
mo (epimorfismo).

b) Sigf es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.
c) Sigf es un epimorfismo entonces g es un epimorfismo.

Observacion 2.16. Sea f un morfismo en una categoria C. Debe ser notado que si los objetos
de C son conjuntos (no importando otras estructuras) y los morfismos son funciones de conjun-
tos, entonces si f es una funcion suprayectiva (respectivamente inyectiva) de conjuntos, f es un
epimorfismo (monomorfismo).

Mientras que todos los isomorfismos son epimorfismos y monomorfismos, no es cierto que
todos los morfismos que son monomorfismos y epimorfismos sean isomorfismos. Para ver ésto,
consideremos la categoria de anillos, cuyos objetos son anillos con unidad, los morfismos son
homomorfismos de anillos (enviando la unidad en la unidad) y cuya composicién de morfismos es
la composicion usual de funciones. En anillos considere el morfismo inclusién de Z — Q, este es
inyectivo. Por otro lado también tenemos que es un epimorfismo, para cualquier homomorfismo de
anillos de Q dentro de cualquier otro anillo este es completamente determinado por sus valores en
Z. Pero i : Z — Q no es un isomorfismo.

Ahora no es dificil ver que en las categorias S ets, Ab'y Mod(A), los epimorfismos son preci-
samente los morfismos que son suprayectivos. Por esta razén los epimorfismos en estas categorias
tienen las siguientes propiedades:

= Sif:A — Besunepimorfismo y tenemos un diagrama conmutativo:

B

7N

A a

NV

X

c

con k un monomorfismo, entonces existe un morfismo « : B — X, tal que af = h.



2.- FUNDAMENTOS CATEGORICOS

Demostracion. Por lo descrito anteriormente f es suprayectiva entonces podemos definir @ : B —
X como a(b) := h(a), donde a € A es tal que f(a) = b. Veamos que esté bien definida. Notemos
que si existen a, a’ en A tales que f(a) = f(a’), entonces g(f(a)) = g(f(a’)) = k(h(a)) = k(h(a"))
y por ser k un monomorfismo entonces h(a) = h(a’), asi a(f(a)) = h(a) = h(d’) = a(f(d’)), por lo
tanto hemos mostrado que « esta bien definida y es tal que af = h. m|

Esta observacion nos lleva a realizar la siguiente definicion.

Definicion 2.17. Sea C una categoria. Diremos que un epimorfismo f : A — B en C es un epi-
morfismo fuerte si dado cualquier diagrama conmutativo:

con k un monomorfismo, entonces existe un morfismo @ : B — X en C, tal que ka = g.

Es claro que si tal morfismo « existe es Ginico, ya que si existe otro morfismo @’ : B — X, tal
que ka’ = g, entonces ka = ka’, de donde @ = @’ (recordemos k es un monomorfismo). Mds aiin a
tiene la propiedad que af = h, lo cual se sigue de la igualdad gf = kh, entonces ka f = kh 'y como
por hipétesis k es un monomorfismo, entonces af = h.

Definicion 2.18. Sea C una categoria. Diremos que un monomorfismo k : X — C es un mono-
morfismo fuerte, si dado cualquier diagrama conmutativo:

B

VN
[

A 1B C

[
[

N
X

con f un epimorfismo, entonces existe un morfismo 8 : B — X, tal que 8f = h. Si tal morfismo 3

existe, este es Unico y tiene la propiedad que k5 = g.

Algunas de las propiedades de los epimorfismo fuertes y los monomorfismos fuertes son las
siguientes:

Lema 2.19. Sea C una categoria, f : A — By g : B — C morfismos en C. Entonces:

a) Sifygson epimorfismo fuertes (respectivamente monomorfismo fuertes), entonces gf es un
epimorfismo fuerte (monomorfismo fuerte).

b) Si gf es un epimorfismo fuerte, entonces g es un epimorfismo fuerte. Si gf es un monomor-
fismo fuerte, entonces f es un monomorfismo fuerte.
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¢) Isomorfismos son epimorfismos fuertes y monomorfismos fuertes. Por lo tanto un epimorfis-
mo escindible (es decir, un morfismo f : A — B tal que existe g - B — A, con la propiedad
que fg = 1p) es un epimorfismo fuerte. Similarmente un monomorfismo escindible (es decir,
un morfismo f : A — B tal que existe g : B — A con la propiedad que gf = 14) es un
monomorfismo fuerte.

d) Para un morfismo f : A — B que es un epimorfismo y monomorfismo, las siguientes son
equivalentes:

i) f es un isomorfismo.
ii) f es un epimorfismo fuerte.

iti) f es un monomorfismo fuerte.

Definicion 2.20. Sea C una categoriay f : C; — C, un morfismo en C.

a) Una coimagen de f es una factorizacién de f

C Jo B fi C,

donde fy es un epimorfismo fuerte y f; un monomorfismo.
b) Unaimagen de f es una factorizacién de f:
¢, —2-p--c,
donde go es un epimorfismo y g; es un monomorfismo fuerte.
Algunas propiedades basicas de la coimagen e imagen son las siguientes:

8 h L
Lema 2.21. Sea f : C; — Cy un morfismo en Cy Cy —— X —— C, una factorizacion de f,
con g un epimorfismo y h un monomorfismo. Entonces:

. fo . fi . . ..
a) Si C,—— Coimf —— C, es una coimagen de f, entonces existe un tinico morfismo
a : Coimf — X, tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

1—>-C01mfﬁ-C

o]

. . . . 8 h
El morfismo a es un epimorfismo y monomorfismo. Mds aiin si C; —— X —— C, esuna
coimagen de f, es decir, g es un epimorfismo fuerte, entonces a es un isomorfismo. Por lo
tanto, hasta isomorfismo, las coimdgenes de los morfismos son tinicas.
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80 81

by Si C; Imf C, es una imagen de f, entonces existe un vinico morfismo 3 : X —
Imf, tal que el siguiente diagrama conmuta:
c—t-x—l-qc
|, b,
Cr —5% Im y LI

. PP 8 h
El morfismo B es un monomorfismo y un epimorfismo. Mds aiin, si C; — X ——C; es
una imagen de f, es decir, h es un monomorfismo fuerte, entonces 8 es un isomorfismo. Por
lo tanto, hasta isomorfismo, las imdgenes de morfismos son unicas.

c) Existe un tinico morfismo Coimf — Imf que hace conmutar el siguiente diagrama:

¢, —% coimf L,

c 2 Imf a C,

Este tinico morfismo es un epimorfismo y monomorfismo. Por lo tanto si C tiene la propiedad
que todos los morfismos que son monomorfismos y epimorfismos son isomorfismos, entonces
para cualquier morfismo f, el tinico morfismo Coimf — Imf es un isomorfismo.

d) Para un morfismo f en C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f = hg, donde g es un epimorfismo fuerte y h es un monomorfismo fuerte.

ii) f tiene una Coimf y una Imf y el morfismo canénico Coimf — Imf es un isomorfis-
mo.

Demostracion. a). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

como & en un monomorfismo y fy es un epimorfismo fuerte, entonces existe un unico a : Coimf —
X tal que f; = ha y ademds afy = g.

También @ es un epimorfismo y monomorfismo. Es epimorfismo notando que g = af con g un
epimorfismo y es un monomorfismo, dado que f; = ha con f; un monomorfismo.

. g h . :
Si C; — X —— (C, esuna coimagen de f, es claro que a es un isomorfismo. Por lo tanto,
hasta isomorfismo, las coimagenes de los morfismos son tnicas.

b). Esta propiedad la podemos ver de manera andloga al inciso anterior.
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Notemos que ¢) se sigue de a) y b). Finalmente d) se sigue los anteriores incisos.

O

Definicion 2.22. Por un analisis de un morfismo f en C entendemos una factorizacién f = hg,
donde g es un epimorfismo fuerte y /4 es un monomorfismo fuerte.

Lema 2.23. Sea f un morfismo en una categoria C el cual tiene un andlisis. Entonces:

a) Sif = hgdonde g es un epimorfismo y h un monomorfismo, entonces hg es un andlisis de f.

b) Cualesquiera dos andlisis de f son tnicos hasta isomorfismo. Estos es, si f : C; — Cp
puede ser factorizado como:

2 -a—l.c
o2

donde g, g’ son epimorfismos fuertes y h, i’ son monomorfismos fuertes, entonces existe un
tinico morfismo a : A — A’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

N

1 | a Cs
|
|
xvﬁi
A

¢) Con el morfismo « dado en el inciso anterior se sigue que (a, 1.) es un isomorfismo de h a
h en MorphC y (14, @) es un isomorfismo de g a g’ en MorphC.

En suma tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.24. Para una categoria C las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Todo morfismo en C tiene un andlisis.

b) Cada morfismo en C puede ser tinicamente escrito (hasta isomorfismo en el sentido descrito
anteriormente) como un epimorfismo seguido de un monomorfismo.

¢) Todo epimorfismo en C es un epimorfismo fuerte, igualmente todo monomorfismo en C en
un monomorfismo fuerte, y todo morfismo en C puede ser factorizado como un epimorfismo
seguido de un monomorfismo.

d) Todo morfismo en C tiene una coimagen y ademds todo morfismo en C que sea epimorfismo
y monomorfismo es un isomorfismo.

e) Todo morfismo en C tiene una imagen y ademds todo morfismo en C que sea epimorfismo y
monomorfismo es un isomorfismo.

/) Todo morfismo en C tiene una imagen y una coimagen y ellos son isomorfos.
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2.3. Funtores.

Definicion 2.25. Sean C y D categorias. Un funtor covariante (respectivamente funtor con-
travariante) 7 : C — D es una asignacién de un objeto T(C) en D para cada objeto C en C
y un morfismo T(f) : T(C) — T(C’) (respectivamente T(f) : T(C') — T(C)) en D, para cada
morfismo f : C — C’ en C, el cual satisface las siguientes condiciones:

a) Para f:C; —» Cyyg: Cy — C3 morfismos en C, T(gf) = T(g)T(f) (respectivamente
T(gf) =T(HT(g).

b) T(l¢) = 17(c) paratodo C en C.

Algunos ejemplos de funtores son:

Ejemplo 2.26 (Funtor identidad). Definido por 1¢ : C — C, la identidad en objetos de la categoria
C y morfismos en C.

Ejemplo 2.27. Cada objeto C en C determina un funtor covariante
Home(C, %) : C —> Sets

dado por los siguientes datos:

a) Homg(C, *)(X) = Home(C, X), para cada X en C.
b) Paracada f : X — X’ en C definimos:
Homg(C, *)(f) : Homc(C, X) —» Homg(C,X')

(Homg(C, #)(f)(a) = fa
para cada @ en Hom¢(C, X). Escribimos Hom¢(C, f) en lugar de Hom¢(C, *)(f).

Notemos que cumple las propiedades a) y b) de la definicién 2.25. Primero sea C un objeto en la
categoria C y consideremos el funtor Hom¢(C, ). Sean C, C, dos objetosen Cy f : C; —» Co y
g : C» — (3 dos morfismos en C, entonces:

Home(C, gf)(@) = gfa = g(fa) = Home(C, g)(fa) = (Homc(C, 8))(Home(C, f))(@)
para todo @ en Hom¢(C, C), con lo cual Homg(C, gf) = Homc(C, g)Homc(C, f).
Finalmente observemos que dado el morfismo identidad 1x : X — X, entonces
Home(C, 1x)(a) = lxya =«

para todo @ en Homg(C, X), con lo cual términamos de demostrar que Hom¢(C, *) es un funtor
covariante.

Ejemplo 2.28. De manera similar a nuestro ejemplo anterior, cada objeto C en C también deter-
mina un funtor contravariante:
Homg(x,C) : C — Sets

dado por los siguientes datos:
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a) Homg(x,C)(X) = Home(X, C), para cada X en C.
b) Paracada f : X — X’ en C definimos:

Homgc(x,C)(f) : Homc(X',C) — Homg(X, C)

Homc((+, O)(/)@) = af

para todo a en (X', C). Escribimos Homg/(f, C) en lugar de Homc(x, C)(f).

Es sencillo ver que cumple las propiedades a) y b) de la definicién 2.25 para el caso de funtor
contravariante. Primero sea C un objeto en la categoria C y consideremos el funtor Homg(x, C).
Sean Cy, C, dos objetosen Cy f: C; = Cpy g : C, — C3 dos morfismos en C, entonces:

Homc(gf, C)@) = a(gf) = (ag)f = Home(f, C)ag) = (Homc(f, C))(Homc(g, C))(a)

para todo @ en Hom¢(Cs, C), con lo cual Home(gf, C) = Home(f, C)Homc(g, C).

Finalmente dado el morfismo identidad 1y : X — X tenemos
Home(1x,C)a) = aly =«

para todo @ en Homg(X, C), con lo cual términamos de demostrar que Homg(*,C) es un funtor
contravariante.

Ejemplo 2.29. Asociado con cada subcategoria C’ de C estd el funtor inclusién i : C’' — C, el
cual es dado por la funcién inclusién de los objetos de C’ dentro de los objetos de C, asi como las
funciones inclusién de los morfismos de C’ dentro de los morfismos de C.

Ejemplo 2.30. Si C es una categoria cuyos objetos son conjuntos dotados de una estructura adi-
cional y cuyos morfismos son funciones de conjuntos (que preservan dicha estructura adicional),
definimos el funtor olvidadizo:

F:C — Sets

enviando cada objeto C de C a su conjunto subyacente.

Ahora supéngase que tenemos dos funtores covariantes 71 : C — Dy T, : D — &E. Entonces
definimos su composicién T>T; : C — & por T>T1(C) = T»(T1(C)) para todo C en C y dado
un morfismo f : C; — C, en Homg(Cy, Cy) definimos (T2T1)(f) : To(T1(Cy)) — To(T1(Cr))
como To(T(f)). La composicion de funtores es asociativa. De igual manera podemos definir la
composicion de funtores contravariantes, dados dos funtores contravariantes 7y : C —» Dy T :
D — & definimos su composicion 72T, : C — & por TLT1(C) = T>(T1(C)) para todo C en C y
dado un morfismo f : C; — C; en Homg(Cy, Co) definimos (T2T1)(f) : To(T1(Cy)) — To(T1(C2))
como T2(T1(f)).

Existe una manera de comparar dos funtores covariantes 71, T> : C — D, para ello ocupamos
la siguiente definicién:
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Definicion 2.31. Un morfismo de funtores (o transformacion natural) ¢ : 7 — T, es una
coleccion de morfismos ¢¢ : T1(C) — T»(C) en D, uno para cada C en C, sujetos a la regla que
para cada morfismo f : X — Y en C el siguiente diagrama conmuta.

T1(X) —2- Ty (X)

Tl(f)l sz(f)
Ty(Y) —2= Ty(1)

Definicion 2.32. Sea C una categoria arbitraria.

a) Una subcategoria plena C’ de C se dice densa si y s6lo si dado cualquier objeto C en C existe
un objeto C’ en C’, tal que C ~ C’ en C.

b) Se dice que C es esqueléticamente pequeiia si existe una subcategoria pequefia y densa C’
de C.

Denotaremos la coleccion de todos los morfismos de 71 a T por (71, T>). En general (T, T5)
no es un conjunto. Si C es una categoria pequefia entonces (77, 7>) es un conjunto debido a que
(T, T,) esta en correspondencia 1 — 1 con ObjC. De manera mds general si C es una categoria
esqueléticamente pequeiia, entonces (71, T») es un conjunto para todo par de funtores 71,7> : C —
D.

Ejemplo 2.33. Sea C la subcategoria plena de conjuntos de cardinalidad menor o igual a un car-
dinal fijo y. Entonces C no es pequefa pero es esqueléticamente pequefia. Para lo cual podemos
elegir para cada cardinal y; < y un conjunto fijo X; de cardinalidad y;. Sea C’ la subcategoria plena
de C cuyos objetos son precisamente los X;. Entonces C’ es una subcategoria pequefia y densa de
C. Por lo tanto C es una categoria esqueléticamente pequeiia.

En la préctica, muchas de las categorias con las que estaremos trabajando serdn esquelética-
mente pequefias.

Ahora dados dos morfismos ¢ : Ty — Tr y ¢ : To — T3 definimos su composicién e
por (Yd)c = wcpc para cada objeto C en C. Finalmente, el morfismo 17 en (7, T) definido por
(17)c = 17(c) para todo C en C tiene la propiedad que 17¢ = ¢ para todo morfismo ¢ : 7/ — Ty
todo funtor 77 : C — D. Similarmente ¥ 17 = . De esta manera podemos ver que Fun(C, D) la
cual consiste de todos los funtores de C a D junto con todos los morfismos de 77 a T2, (T1,72) y
las funciones:

(T, T7) X (T2, T3) — (T1,T3)

dado por la composicion de morfismos de funtores es una categoria siempre que cada (7, T3) sea
un conjunto. Entonces si C es una categoria esqueléticamente pequefia, Fun(C, D) es una categoria
para cualquier categoria 9. Llamamos a Fun(C, D) la categoria de funtores de C a D.

Definicion 2.34. Sea T : C — D un funtor. Entonces:

a) T se dice pleno si T : C(Cy,C2) — D(T(Cy), T(Cy)) es suprayectivo para todo par de
objetos Cy, C; en C.
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b) T sedicefiel si T : C(Cy,Cp) = D(T(Cy), T(Cy)) es inyectivo para todo par de objetos Cy,
CrenC.

c) T sedice un funtor denso si la subcategoria plena con objetos 7(ObjC) es una subcategoria
densa de D.

Obviamente, utilizamos los funtores para comparar categorias. Como un ejemplo, definiremos
lo que significa que dos categorias sean isomorfas.

Definicion 2.35. Un funtor 7 : C — D es un isomorfismo de categorias si y solo si existe un
funtor 77 : D - Ctalque T'T = ¢ y TT' = 1. Las categorias C y D son isomorfas si existe un
isomorfismo 7' : C — D.

Es claro que un funtor 7 : C — 9D es un isomorfismo de categorias si y sdlo si la funcién
T : ObjC — ObjD esunisomorfismoy ademés T : (Cy,Cr) — (T(Cy), T(C>)) es un isomorfismo
para cada para de objetos C1, C en C.

En la prictica los isomorfismos de categoria no ocurren muy normalmente. Lo que es mas
comun es la nocién de equivalencia de categorias. Para definir este concepto necesitamos la nocion
de funtores isomorfos, una nocién que tiene sentido aunque Fun(C, D) no sea una categoria.

Definicion 2.36. Sean 71, T, : C — D dos funtores. Un morfismo ¢ : T; — T, se dice un
isomorfismo de funtores si existe un morfismo ¢ : 7o — T talque ¥ ¢ = 171, y ¢y = 1r,. Diremos
que T es isomorfo a T (notaciéon T =~ T») si existe un isomorfismo de funtores ¢ : T} — T».
Claramente, ser isomorfo establece una relacion de equivalencia sobre los funtores de C a D.

Definicion 2.37. Un funtor 7 : C — D de categorias se dice una equivalencia de categorias
si existe un funtor 77 : ©D — Ctal que T'T ~ l¢ y TT’ ~ lp. Las categorias C y D se dicen
equivalentes si existe un funtor 7 : C — D que es una equivalencia de categorias.

Proposicion 2.38. Un funtor T : C — D es una equivalencia de categorias si y solo si T es un
funtor denso, fiel y pleno.

La importancia de la nocién de una equivalencia de categorias estd en el hecho que categorias
equivalentes tienen exactamente las mismas propiedades. Este punto serd claro mientras vayamos
avanzando en el presente trabajo.

Ejemplo 2.39. Sea C’ una subcategoria plena de C. Tenemos que C’ es una subcategoria densa de
C si y s6lo si el funtor inclusion de C’ a C es una equivalencia de categorias.

Ejemplo 2.40. Sea k£ un campo y C la categoria de k-espacios vectoriales de dimension finita. El
funtor:

CcC—C

es una equivalencia de categorias.
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Ejemplo 2.41. Sea A un anillo conmutativo y A[x] el anillo de polinomios sobre el anillo A.
Definimos el funtor

F : Mod(Alx]) — End(Mod(A\))
M — F(M) = (M, f)
donde f : M — M es el A-morfismo dado por f(m) = xm. Este es un isomorfismo de categorias.

Ejemplo 2.42. Sea A un anillo y T>(A) el anillo de matrices triangulares inferiores sobre A, es
decir, las matrices de la forma
A1 0
( L A3 )

donde A1, Ay, A3 estan en A. Definimos el funtor
G : Morph(Mod(A)) — Mod(T>(N))

(M1, M2, ) — G(M1, My, f)

el cual es un T(A)-médulo de la siguiente manera, es un grupo abeliano con la estructura de la
suma directa de los grupos M| @ M, cuyos elementos escribimos como una columna:

()

con m; en M;, junto con la operacion del anillo T,(A) sobre M| & M, dada por:
A1 0 mp \ A1my
A A3 my |\ damp + Azmy |°

El funtor G es una equivalencia de categorfas. En [ARO95] (capitulo//], seccién 2) podemos
encontrar un estudio mas profundo sobre el anillo de matrices triangulares.

Observacion 2.43. Como un resultado de los dos tltimos ejemplos obtenemos la siguiente manera
de comparar las categorias Mod(A[x]) y (Mod(T>(A))). Sea A un anillo conmutativo y sea T :
Mod(A[x]) = Mod(T»(A)) el funtor obtenido de la composicién de funtores

Mod(A[x]) —=> End(Mod(A)) —~ Morph(Mod(A))equ> Mod(T>(A))

Entonces 7' es un funtor fiel. No es obvio como esta manera de comparar las categorias de
moddulos de los anillos A[x] y T>(A) puede ser obtenida de comparaciones directas de los anillos
mismos. En el caso especial en en que A es un campo k, tenemos que la teoria de médulos de T (k)
es considerablemente mas simple que k[x]. T,(k) tiene solamente tres mddulos inescindibles no
cero y todo T»(k)-médulo es isomorfo de manera tnica a sumas directas de estos médulos inescin-
dibles. De estos modulos inescindibles, dos son médulos proyectivos y uno no proyectivo. Por otra
parte k[x] tiene un ndmero infinito de médulos inescindibles de k-dimensién finita e infinita.
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2.4. Relaciones de equivalencia en categorias.

Definicion 2.44. Sea C es una categoria, una relacion de equivalencia R en C es una familia de
relaciones de equivalencia, una en cada conjunto Homg(C,C’), con C, C’ en ObjC (todas ellas
las denotaremos con el mismo simbolo R) tales que: siempre que fRf’ y gRg’ y ademads fg tiene
sentido, se cumple que fgRf'g’.

Proposicion 2.45. Supdngase T : C — D es un funtor. Entonces asociado a T se encuentra la
siguiente relacion de equivalencia Ry sobre C. Si fi y f» son morfismos en C(C1,C,), entonces

JiRy fa siy s6lo siT(f1) = T(f2).

Ahora mostramos como construir una nueva categoria dada una relacién de equivalencia R
sobre una categoria C.

Definicion 2.46. Definimos la categoria C/R llamada la categoria C moédulo R de la siguiente
manera:

a) Obj(C/R) = 0bjC.
b) Para cada par de objetos Cy y C> en Obj(C/R) definimos Homc/ry(C1, C2) = Homc(C1, C2)/R.
c) Definimos la composicién

Homcr)(C1, C2) X Homcyry(Ca, C3) — Homcr)(C1, C3)

como la dnica aplicacién que hace conmutar el siguiente diagrama

Homc(Cy, Cr) X Homc(C>, C3) Homc(Cy, C3)
Homcr)(C1,C2) X Homc/r)(C2, C3) —— Homc/r)(C1, C3)

donde cada una de las lineas verticales es la funcién canénica del conjunto X a X/R donde
X/R es el conjunto de clases de equivalencia bajo la relacién de equivalencia R.

Claramente, asociado con una relacién de equivalencia R sobre una categoria C estd el funtor
candnico
n:C—C/R

el cual es la identidad sobre los objetos y es la funcién proyeccién sobre el conjunto de morfismos
n: Home(Cy, C2) = Homc/r)(C1,C2)

para todo par de objetos Cy, C; en C.

El funtor candnico r tiene la propiedad que 7 : Homc(Cy, C2) — Homcry(C1, C2) es supra-
yectivo para todo par de objetos en C. En otras palabras, éste es un funtor pleno.
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Lema 2.47. Supongase que tenemos un funtor T : C — D, el cual define una relacion de equi-
valencia Ry sobre C, entonces existe un vnico funtor G : C/Ry — D tal que hace conmutar el
siguiente diagrama:

C—————=C/Ryr
T /
D
Ademds tal funtor G tiene la propiedad que es un funtor fiel.

La factorizacion de T descrita en el lema anterior es llamada la factorizacion canonica de 7.

2.5. Funtores representables y problemas universales.

Sea C una categoriay F : C — Sets un funtor de C a la categoria de conjuntos. Queremos
describir los morfismos de Hom(C, *) a F para cada objeto C en C. Supéngase ¢ : Homg(C, *) —
F es un morfismo. Asociado con cada objeto C esta la funcién ¢¢ : Home(C, C) — F(C) y por lo
tanto el elemento ¢¢c(1¢) en F(C).

A continuacidén enunciamos el teorema de Yoneda el cual es central en toda la teoria de cate-
gorias.

Teorema 2.48 (Yoneda). Sea C una categoriay F : C — Sets un funtor. Si C es un objeto en C,
entonces:

a) Dos morfismos ¢, : (C,*) — F son iguales siy solo si ¢c(1¢) y Yc(1¢) son los mismos en
F(C).

b) Dado cualquier elemento x en F(C) existe uno y solamente un morfismo ¢ : (C,*) — F, tal
que ¢c(1¢) = x en F(C).

Equivalentemente: la coleccion (Homg(C, %), F) de todos los morfismos de Homg(C, ) a F es
un conjunto isomorfo a F(C) bajo la funcion que envia cada morfismo ¢ : Homg(C,*) — F al
elemento ¢c(1¢) en F(C).

Observacion 2.49. El isomorfismo Y : (Homg(C, %), F) — F descrito en el teorema de Yoneda es
llamado el isomorfismo de Yoneda. No es dificil ver que el isomorfismo de Yoneda

Y : (Home(C, %), F) —— = F

es natural en ambos lados en Homg(C, ) y F. Esto es, si estamos dando un morfismo f : C — C’
en C, entonces el morfismo Home(f, *) : Home(C, *) — Home(C’, *) hace conmutar el siguiente
diagrama.

(Home(C, ), F) “—~ F(C)
((f,*),lf)j LF(}")
(Homo(C', +), F) & F(C")
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donde las funciones horizontales son los isomorfismo de Yoneda. También si estamos dando dos
funtores F, G : C — Sets y un morfismo g : F — G el siguiente diagrama conmuta para cada C
en C.

(Home(C, %), F)—— F(C)

(6} ,*),g)l lgc

(Home(C, %), G)— G(C)

Cuando no exista peligro de confusion identificaremos (Homg(C, *), F') y F(C) por el entendido
del isomorfismo de Yoneda.

Observacion 2.50. Un importante caso especial a considerar es cuando F = Homc(C’, %) pa-
ra algin C’ en C. El teorema de Yoneda nos dice entonces que bajo el isomorfismo de Yoneda,
(Homg(C, %), Homg(C’, %)) ~ Homg(C’,C). No es dificil ver que para este caso el inverso del
isomorfismo de Yoneda es la funcién bien conocida

Homg(C',C) — (Homg(C, %), Homg(C’, %))

f:C" - Cv+—> (f,*) : Homc(C, *) > Homc(C', %)

donde Homg(f, X) : (C,X) — (C, X’) es la funcion Home(f, X)(@) = af para todo morfismo a en
Hom¢(C, X) y todo objeto X en C. Por lo tanto, 1a funcién Home(C’, C) — (Home(C, *), Home(C’, *))
dada por f +— Homg(f, =) para todo f en Homc(C’, C) es un isomorfismo.

Como otra consecuencia importante tenemos lo siguiente.

Proposicion 2.51. Sean C y C’ dos objetos en la categoria C. Un morfismo f : C' — C es un
isomorfismo si y solo si el correspondiente morfismo de funtores Home(f,*) : Homc(C, *) —
Homg(C’, %) es un isomorfismo. Por lo tanto, dos objetos C 'y C’ en C son isomorfos si 'y sélo si los
funtores Homg(C, *) y Homg(C’, %) son isomorfos.

Lo que nos dice esta proposicion es en esencia que un objeto en una categoria arbitraria
estd determinado por sus morfismos a los otros objetos. Este es precisamente el centro de toda la
teoria de categorias. Esto sugiere un nueva manera de describir objetos en una categoria. Es
decir, en lugar de describir los objetos directamente es suficiente describir sus morfismos a los
demds objetos.

Esto enfatiza la importancia de los funtores (C, %) : C — Sets para entender la categoria C y nos
da la siguiente nocidn.

Definicion 2.52. Sean C una categoriay T : C — Sets un funtor. Entonces:

a) Decimos que un objeto C en C representa el funtor 7" si T es isomorfo a Homg(C, ).

b) Una representacion para el funtor 7 consiste de un objeto C en C junto con un isomorfismo
T =~ Hom¢(C, *).

¢) Un funtor 7T : C — Sets es representable si existe un objeto en C que representa a 7.
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Ejemplo 2.53. i) Sea G la categoria de grupos. Entonces el funtor olvidadizo F : G — Sets
es el definido por enviar el grupo G al conjunto subyacente de G, F es un funtor fiel y es
representable por Z, el grupo de los enteros.

De manera similar los funtores olvidadizos sobre las siguientes categorias son fieles y repre-
sentables.

ii) Sobre la categoria Mod(A) el funtor olvidadizo es representable por A.

iii) Sobre la categoria de anillos el funtor olvidadizo es representado por Z[z].

iv) Sobre Sets el funtor olvidadizo es representado por un solo punto.

Ejemplo 2.54. Sea F' : End(Sets) — Sets definido por F(X, f) = X, entonces F es un funtor fiel
representado por (Z*,s)y s : Z* — Z" es la funcion sucesor, es decir, s(n) = n + 1 para todo n en
z".

Ejemplo 2.55. Sea C una categoria. Asociado con cualquier familia {C;};c; de objetos de C (I un
conjunto) esté el funtor:
[ ]9 :c— sers

i€l
(]—[ (Ci, *)) ©=]]w.0
i€l i€l
para todo C en C. Un objeto C en C se dice que representa la suma [ [,; C; de la familia {C;};c; de

objetos en C si C representa el funtor [[;c;(C;, *). Dado un objeto C en C el cual representa la suma
L;er Ci, entonces al isomorfismo ¢ : (C, *) — [],;c;(C;, *) corresponde la familia de morfismos

{fi:Ci—>C}
tal que los morfismos
(C.) L2 (Ciu)
inducen el isomorfismo
(C.x) —"=T1(C;. %)
Por lo tanto C representa la suma [ [;c; C; si y s6lo si existen morfismos f; : C; — C tales que el

morfismo inducido de funtores (C, %) — [];;(Ci, *) es un isomorfismo.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de sumas.

Ejemplo 2.56. i) En Sets sumas arbitrarias existen. La suma [[;c; C; es la unién disjunta de
los conjuntos C;.

ii) Sea A un anillo, entonces Mod(A) tiene sumas arbitrarias, la suma [ [;c; M; es la suma directa
de los M;. En este caso usualmente denotamos | [;c; M; por la notacién usual @®;c;M;.

iii) Sea C la categoria de R-édlgebras conmutativas. Entonces C tiene sumas finitas, es decir,
dado cualquier conjunto Aj,..., A, de R-dlgebras, entonces [ [:Z] A; existe en C. De hecho
LI;Zf Ai = At ®r Ao®g, ..., ®rA,.
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Por supuesto, todo lo que hemos hecho hasta ahora para funtores covariantes puede ser he-
cho también para funtores contravariantes. En particular, el Teorema de Yoneda tiene la siguiente
forma.

Teorema 2.57 (Yoneda). Sea C una categoria, C un objeto en Cy F : C — Sets un funtor
contravariante. Entonces (Homg(x, C), F) es un conjunto que es isomorfo a F(C) bajo la funcion
que manda cada ¢ en (Homc(*,C), F), sobre ¢c(1¢c) en F(C). Este isomorfismo de Yoneda es
natural en F y C. De igual manera que con los funtores covariantes, si F = Homg(x, C’), entonces
el inverso del isomorfismo de Yoneda (Homg(x, C), Homc(x,C’)) — Homg(C, C’) es el morfismo
usual:

Homg(C,C") — (Home(x, C), Homg(*, C"))

f:C — C'"+ Homc(x, f) : Homg(*,C) — Homg(*,C")

También un morfismo F : C — C’ es un isomorfismo si y solo si Home(x, f) : Home(x,C) —
Homg(x, C’) es un isomorfismo. Por lo tanto C ~ C’ si 'y sélo si Homg(x,C) ~ Homc(x,C”).

Definicion 2.58. Un funtor contravariante F : C — S ets es representable por un objeto C en C si
y s6lo si F ~ Homg(x, C).

Claramente, dos objetos C y C’ representan el mismo funtor contravariante si y sé6lo si ellos
son isomorfos.

Ejemplo 2.59. Sea C una categoria y {C;};c; una familia de objetos en C (I un conjunto). Entonces
asociado con la familia {C;};cs esta el funtor contravariante [[(x, C;) : C — Sets dado por:

(H(*,Ci)) x = [x.c

iel iel

para todo X en C. Un objeto C en C de dice que representa el producto [[,c; C; de {C;} si
C representa el funtor [],c;(*,C;). Los isomorfismos entre Homg(x,C) y [[(x,C;) estan en co-
rrespondencia uno a uno con las familias de morfismos {f; : C — C;}, tal que los morfismos
Homg(x,C) — Home(*, C;) inducen un isomorfismo Home(x, C) — [] Home(*, C;). Por lo tan-
to C representa el producto [];c; C; si y sélo si existen morfismos C — C; tal que el morfismo
inducido Hom¢(*,C) — [[ Homc(*, C;) es un isomorfismo.

Algunos ejemplos de categorias con productos son los siguientes:

Ejemplo 2.60. a) En la categoria Sets los productos arbitrarios existen. [[ C; es el producto
cartesiano usual de los conjuntos {C}ie;.

b) En Mod(A), productos arbitrarios también existen, [ M; es el producto ordinario de los
modulos {Mi}iel‘

¢) En la categoria de R-dlgebras, el producto [] A; es el producto ordinario de R-4lgebras.
Asi mismo como con las sumas, el producto de dos objetos en una categoria no necesariamente

existe. Ademas si el producto de familias finitas de objetos existe, el producto de familias infinitas
no necesariamente existe.
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2.6. Categorias preaditivas.

Definicion 2.61. Sea A un anillo conmutativo. Por una A-categoria preaditiva nos referimos a
una categoria C tal que satisface las siguientes condiciones:

a) Para cualquier par de objetos Cy, C; en C, el conjunto Homg(Cq, C2) es un A-modulo.

b) Para toda terna de objetos Cy, C, C3 en C, la composicién de morfismos Hom¢c(Cy, Co) X
Hom¢(Ca,C3) — Homg(Cq, C3) son funciones bilineales, es decir, (f + af’)g = fg+af’g
y f(g+ag’)=fg+afg paratodaaenA.

Si A es igual a Z, al anillo de los enteros, entonces una A-categoria preaditiva serd simplemente
llamada categoria preaditiva.

Ejemplo 2.62. Sea A una A-dlgebra. La categoria C(A) es una A-categoria preaditiva, esto se debe
a que el dnico objeto C en C(A) tiene la propiedad que Homc(C,C) = A es un A-mddulo y la
composicion:

Homg(C, C) x Home(C, C) — Home(C, C)

la cual es la misma que la funcién A X A — A, dada por la multiplicacién en A es ciertamente
bilineal.

Ejemplo 2.63. Sea A el centro del anillo A. Entonces Mod(A) es una A-categoria preaditiva.

Definicion 2.64. Sea C una A-categoria preaditiva. Una subcategoria C’ de C es una subcategoria
preaditiva de C si Homg (C1, C) es un A-submédulo de Home(Cq, C,) para todo par de objetos
Ci,CrenC'.

Obviamente una subcategoria preaditiva de una categoria preaditiva es en si misma una cate-
goria preaditiva. Toda subcategoria plena de una categoria preaditiva es una subcategoria preaditi-
va.

Ejemplo 2.65. Sea C una categoria arbitraria y 9 una A-categoria preaditiva. Sean F, G : C — D
dos funtores. Si ¢, w : F — G son morfismos, definimos su suma como el morfismo:

p+w:F—G

(¢+w)x : F(X)—)G(X)=¢X+LL)X

para todo X en C. También dado cualquier a en A definimos:
(ap): F — G

(ag)x : F(X) = G(X) = a(¢x)

para todo X en C. De hecho estas operaciones hacen (F,G) un A-mdédulo cuando (F,G) es un
conjunto. Mds atn, si C es esqueléticamente pequefia y O es una A-categoria preaditiva, entonces
Fun(C, D) es una A-categoria preaditiva, donde (F, G) es considerado un A-médulo como lo des-
cribimos anteriormente. De esta manera, siempre consideramos a Fun(C, ) como una A-categoria
preaditiva.
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Definicion 2.66. Supéngase que C y D son dos A-categorias preaditivas. Un funtor F' : C — D
se dice un A-funtor aditivo si y sélo si F' : C(Cy,Cy) — D(F(Cy), F(C»)) es un morfismo de A-
mddulos para todo C, C, en C. Obviamente la composicién de dos funtores aditivos es nuevamente
un funtor aditivo.

Ejemplo 2.67. Supdngase que C es una A-categoria preaditiva. Entonces los funtores Homg(C, *) :
C — Mod(A) son A-funtores aditivos.

Observacion 2.68. Sea C una A-categoria preaditiva y F : C — Mod(A) un A-funtor aditivo.
Entonces para cada C en C, la colecciéon (Hom¢(C, #), F) es un conjunto y por lo tanto un A-
modulo. Mas atn, el isomorfismo de Yoneda (Homg(C, %), F) — F(C) es un isomorfismo de A-
modulos.

Definicion 2.69. Sea C una A-categoria preaditiva esqueléticamente pequeia y 9 una A-categoria
preaditiva arbitraria. Entonces la subcategoria plena de Fun(C, D) que consiste de todos los fun-
tores aditivos es una categoria preaditiva la cual denotaremos por Funy(C, D) y la llamaremos la
categoria de funtores aditivos de C a D.

Definicion 2.70. Diremos que dos A-categorias preaditivas C y D son isomorfas (respectivamen-
te equivalentes) si existe un A-funtor aditivo C — P que es un isomorfismo (equivalencia) de
categorias.

Ejemplo 2.71. Sea A un anillo y C(A) su categoria preaditiva asociada. Considere el funtor

(C(A),Ab) ——— Mod(A)

F:C(A) = Ab——— F(C)

consistente del grupo abeliano F(C), donde C es el inico objeto de C(A) y la operacion de A sobre
F(C) es dada por A(x) = F(d)x paratodo A en Ay x en F(C). Entonces este funtor (C(A), Ab) —
Mod(A) es un isomorfismo de categorias preaditivas.

Definicion 2.72. Una relacion R sobre una A-categoria preaditiva es llamada una relacion aditiva
si satisface las condiciones:

a) Sitenemos morfismos fi, f], f2, f; tales que fiRf> y f{Rf;, entonces (fi + fIR(f2 + f;).
b) Si fiRf,, entonces afiRaf, paratodo a en A.

Observacion 2.73. Sea C una A-categoria preaditiva y R una relacién de equivalencia en C. En-
tonces la categoria C/R tiene a lo mas una estructura de A- categoria preaditiva tal que el funtor
candnico  : C — C/R es aditivo. Esta tinica estructura de A-categoria preaditiva existe si y sélo si
la relacion R es aditiva.

Proposicion 2.74. Sean C y D A-categoria preaditivas. Si el funtor T : C — D es un funtor
aditivo, entonces la relacion Ry sobre C es una relacion aditiva y los funtores en la factorizacion
canonica de T como un funtor pleno seguido de un funtor fiel C — C/Ry — D son funtores
aditivos.
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2.6.1. Pseudo-kerneles y Kerneles.

Definicion 2.75. Sea C una A-categoria preaditiva. Sea f : C; — C, un morfismo en C. Un
pseudo-kernel de f es un morfismo g : Cyp — Cj, tal que para cada C en C la sucesién de A-

moédulos

Home(C, Co) S Home(C, ¢, s

Hom (C,

2 Home(C, Cy)
es exacta. Un pseudo-kernel g de f se llama kernel de f si g es un monomorfismo. Mds explicita-
mente, un morfismo g : Co — C; es un kernel de f si y sélo si tenemos una sucesion exacta

0 — Home(C, Co) S tome(c, 1) S Home(C, €y

para todo C en C.

Observacion 2.76. En general, los pseudo-kerneles de un morfismo en C no son tnicos. Sin em-
bargo, el kernel de un morfismo f : C; — C; es unico en el siguiente sentido. Supdéngase que
g:Co— C1yg : Cy— C;sondos kerneles de f. Entonces por el teorema de Yoneda existe uno
y solamente un morfismo ¢ : Co — C|; tal que el diagrama siguiente conmuta y este morfismo ¢ es
un isomorfismo.

En general un morfismo f en C no necesariamente tiene un kernel. Si lo tiene usualmente
elegiremos uno en particular el cual denotaremos por Kerf — Cj.

Definicion 2.77. Diremos que una A-categoria preaditiva C tiene pseudo-kernels o kernels si todo
morfismo en C tiene pseudo-kerneles o kerneles, respectivamente.

Proposicion 2.78. Todo kernel en un A-categoria preaditiva C es un monomorfismo fuerte.

Definicion 2.79. Sea f : C; — C, un morfismo en una A-categoria preaditiva C. Un morfismo
h : Co — C5 en C se dice un pseudo-cokernel de f si para todo C en C la siguiente sucesion de

A-modulos
omg(h,

Homg(C, O 2% Home(Cy, 5L Home(Cy, ©)

es exacta. Un pseudo-cokernel 4 : C, — C3 para f se llama cokernel de f sih : C; — Cz es un
epimorfismo o equivalentemente si y sélo si la siguiente sucesién de A-mddulos:

omg(h,

Hc
0 — Home(Cs, 32" Home(Cy, ) 2L Home (), ©)
es exacta para todo C en C.

Observacion 2.80. Como el caso de los pseudo-kerneles y kerneles, los pseudo-cokerneles o co-
kerneles pueden no existir para un morfismo particular en C. En general los pseudo-cokerneles no
son unicos. Sin embargo, si los cokerneles existen ellos son tinicos en el mismo sentido que los
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kerneles son unicos. Estoes,sih:Cy, - C3yh' : Cy — Cg son cokerneles para el mismo morfis-
mo f : C; — C, en C entonces por el teorema de Yoneda existe uno y solamente un isomorfismo
¥ : C3 — C] tal que el siguiente diagrama conmuta.

C, —~C3

h/

C, ¢

Siun morfismo f : C; — C, tiene cokerneles usualmente tomaremos uno el cual denotaremos
por C; — Cokerf.

Definicion 2.81. Diremos que una categoria C tiene pseudo-cokerneles o cokerneles si todo mor-
fismo en C tiene pseudo-cokerneles o cokerneles respectivamente.

Proposicion 2.82. Sea C una A-categoria preaditiva. Entonces todos los cokerneles son epimor-
fismos fuertes.

Ejemplo 2.83. Sea A un anillo y P(A) e Z7(A) subcategorias plenas de Mod(A) consistentes de
todos los médulos proyectivos y todos los médulos inyectivos respectivamente. Entoces P(A) tie-
ne pseudo-kerneles e Z(A) tiene pseudo-cokerneles. Sin Embargo $(A) generalmente no tiene
kerneles e 7(A) generalmente no tiene cokerneles. De hecho, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes para cualquier anillo A.

1) gldimA < 2.
ii) P(A) tiene kerneles.
ii1) Z(A) tiene cokerneles.

Ejemplo 2.84. Sea A un anillo noetheriano (es decir, un anillo el cual es noetheriano izquierdo
y derecho). Sea p(A) la categoria de A-moddulos proyectivos finitamente generados. Entonces es
bien sabido que p(A) tiene pseudo-kerneles, lo que no es bien conocido es que p(A) también tiene
pseudo-cokerneles. Esto puede ser visto como sigue: sea p(A°?) la categoria de A°’-mddulos pro-
yectivos finitamente generados. Como A°P también es noetheriano entonces p(A°?) tiene pseudo-
kerneles. Ahora el funtor contravariante D : p(A) — p(A°P) dado por P — P* = Homa(P, A) es
una dualidad entre p(A) y p(A°P).

Para ver que D es una dualidad, consideremos el funtor contravariante D’ : p(A°?) — p(A)
el cual es dado por Q — Q. Ahora el morfismo ¢, : P — P** dado por ¢p(x)(f) = f(x) para
todo x en Py f en P* define un morfismo 14n) — D’D el cual es un isomorfismo de funtores,
esto se sigue de que cada ¢p es un isomorfismo por el hecho de que cada P en p(A) es un A-
modulo proyectivo finitamente generado. Similarmente, como cada o es un isomorfismo por el
hecho que cada uno de los Q es un A-mddulo proyectivo finitamente generado, se sigue que el
morfismo Yo : O — Q™ dado por ¥ o(y)(g) = g(y) paratodo yen Q y g en Q" define un morfismo
1,aery = DD’ el cual es un isomorfismo de funtores. Por lo tanto D es un dualidad. El hecho que
P(A°P) tiene pseudo-kerneles ahora implica que p(A) tiene pseudo-cokerneles.
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2.7. Categorias aditivas y categorias abelianas.

Definicion 2.85. Una A-categoria preaditiva C es llamada una A-categoria aditiva si y sélo si
cumple las siguientes condiciones:

a) Existe un objeto cero 0 en C, es decir, existe un objeto 0 con la propiedad que Homg(0, C) =
{0} y Hom¢(C, 0) = {0} (como A-médulos) para todo C en C.
b) Existen sumas finitas en C.
Proposicion 2.86. Si C es una A-categoria aditiva, entonces ||;c; Ci = [lie; Ci» para cada con-

Jjunto finito indexado {C;}ie; de objetos de C.

El tnico morfismo 0 — C es siempre un monomorfismo fuerte y el inico morfismo C — 0
siempre es un epimorfismo fuerte. Si C; y C» son objetos de la categoria aditiva C entonces, el
morfismo cero 0 : C; — C, es la composicién de los morfismos C; — 0y 0 — C,. Més atin,
a : C; — C, es un monomorfismo si y sélo si @f = 0 implica f = 0 para todo morfismo
f:Co— CrypB:Cy — Cesun epimorfismo siy sélo si g8 = 0 implica g = 0 para todo
morfismo g : Cy — Cs.

Proposicion 2.87. Si f : C; — C, es un morfismo en la A-categoria aditiva C, entonces un
morfismo g : Co — C| es un kernel para f siy solo si:

a) fgeselmorfismoceroQ:Cy— Cpy

b) Sig : X — C tiene la propiedad que fg' = 0, entonces existe un vinico morfismo X — Cy
tal que el siguiente diagrama conmuta.

X
&
g Ci

Como estamos en un categoria aditiva estas dos condiciones implican que g es un monomorfismo.

Co

Para los cokerneles existe una proposicién andloga.

Proposicion 2.88. Si f : C; — Cy es un morfismo en la A-categoria aditiva C, entonces un
morfismo h : Cy — C3 es un cokernel para f siy solo si:

a) hf es el morfismo 0, y

b) Sih' : Cp, — Y tiene la propiedad que W' f = 0, entonces existe un tinico morfismo C3 — Y
tal que el siguiente diagrama conmuta.

C3
C——p 7Y
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Observacion 2.89. Supoéngase que C es una A-categoria aditiva con la propiedad que todo mor-
fismo tiene un kernel y un cokernel (inico hasta isomorfismo). Entonces si tenemos el morfismo
f : C1 — C, obtenemos el diagrama

Kerf —— Cy —— CokerKerf

|

)

donde el morfismo C; — CokerKerf es un epimorfismo fuerte como fue establecido en la sec-
cioén anterior. Luego por la proposicién 2.88 existe un unico morfismo CokerKerf — C, con la
propiedad que hace conmutar el diagrama siguiente:

Kerf —— Cy —— CokerKerf

|7

G
De manera analoga si dado un morfismo f : C; — C; obtenemos el diagrama
Cy
I
KerCokerf —— Cy — Cokerf

donde el morfismo KerCokerf — C, es un monomorfismo fuerte como fue establecido en la
seccion anterior. Entonces por la proposicion 2.87 existe un tnico morfismo C; — KerCokerf
con la propiedad que hace conmutar el diagrama siguiente:

Ci

e

KerCokerf —— Cy —— Cokerf

Uniendo estas observaciones y de la definicién 2.17 y definicién 2.18 de epimorfismo fuerte y
monomorfismo fuerte, respectivamente, existe un inico morfismo CokerKerf — KerCokerf que

hace conmutar el diagrama.

C, — P CokerKer f

| |

“mono. fuerte
KerCoker;‘1 —(
Este morfismo no es necesariamente un isomorfismo. Sin embargo notemos que de la definicion
2.20 de la imagen y coimagen, y de sus propiedades bésicas, tenemos que si tal morfismo es un
monomorfismo entonces CokerKerf ~ Coimf, si es un epimorfismo entonces KerCokerf ~ Imf.

Definicion 2.90. Sea C una categoria aditiva con kerneles y cokerneles. Si el morfismo definido
anteriormente CokerKerf — KerCokerf es un isomorfismo para todo f en C, entonces C se dice
una categoria abeliana.
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Proposicion 2.91. Una categoria C es abeliana si 'y sélo si C es una categoria aditiva tal que:

a) Todo morfismo tiene un kernel y un cokernel.
b) Todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo es un cokernel.

Proposicion 2.92. Si C es una categoria abeliana entonces, Coimf, CokerKerf, KerCokerf e
Imf son isomorfos para todo morfismo f en C.

Es interesante saber que existen ejemplos de categorias aditivas con kerneles y cokerneles y en
la cual todo morfismo tiene un anélisis pero no es una categoria abeliana.

Ejemplo 2.93. Sea A un anillo noetheriano. Sea m la categoria de A-moédulos finitamente gene-
rados. Supdngase que Homa(*, A) es un funtor fiel (el cual es un caso en cualquier anillo local
artiniano). Denotamos por Homa (M, A) por M* para cada M en m. Sea ¢ : M — M™* el homo-
morfismo candnico definido por ¢(x)(f) = f(x). Sea C la subcategoria de m cuyos objetos son esos
M con ¢ : M — M* un monomorfismo (es decir, M esta contenido en un médulo libre). Entonces
C es una subcategoria aditiva con kerneles y cokerneles. Mds atin, toda funcién tiene un andlisis.
Pero C es abeliana si y s6lo si C = m; es decir, si y s6lo si todo médulo finitamente generado es un
submédulo de un médulo libre (o equivalentemente, si y s6lo si A es auto-inyectiva).

Demostracion. Para demostrar que C tiene las propiedades afirmadas anteriormente considere un
morfismo f : M| — M; en C. Entonces el kernel de f (en el sentido de teoria de médulos) es un
objeto de C. Ahora consideremos la sucesion exacta (en m)

M —L M, L 0

L no necesariamente estd en C, pero ¢(L) C L** estaen Cy My, — ¢(L) es Cokerf en C. Esto es
cierto porque Homg(M, C) =~ Homg(¢(M), L) para todo C en C. Por lo tanto la exactitud de

0 — Homg(L,C) — Home(My) — Home(M,, C)
implica que
0 — Home(¢(L),C) > Homc(M,,C) - Homc(M;, C)
es exacta en C. Entonces hemos mostrado que kerneles y cokerneles existen en C.

Ahora mostraremos que todo f : M| — M, tiene un anélisis. No es dificil ver que los mono-
morfismo en C son monomorfismos de médulos, por lo tanto 1—1. Mostramos que los epimorfismos
son sobreyectivos. Sea f un epimorfismo en C. Supdngase que la sucesion

M —L M, N 0

es exacta en m. Queremos probar que N es cero. Tenemos la sucesion exacta.
0 —» Home(N,A) —» Home(M>, A) — Home(M;, \)

Pero como A estaen C, (N, A) = 0, por lo tanto N = 0.
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Estos resultados nos dan la informacién adicional que todo monomorfismo es un monomor-
fismo fuerte y todo epimorfismo es un epimorfismo fuerte. Luego M| — f(M;) — M, es un
andlisis.

Finalmente, queremos verifcar que si C no es m entonces C no es abeliana. Si C no es m se
sigue que existe un médulo L tal que L — ¢(L) no es un isomorfismo. Considérese el siguiente
diagrama:

0 K F L 0

|

K' ——F ——¢(L)

|

0

donde F' es un médulo libre finitamente generado sobre L. Sea K el kernel de esta aplicacién y sea
f : K — F lainclusién. Entonces hemos visto que ¢(L) es Cokerf de donde K’ es KerCokerf.
Pero K es CokerKerf y como L’ no es isomorfo a ¢(L), K no es isomorfo a K’. O

f)[cx};z] Como el soclo de A (la

Un contragjemplo es el siguiente. Sea k un campo y sea A =
parte semisimple de A) es de dimensién 2, A no es autoinyectiva.

Ahora veremos algunas propiedades de las categorias abelianas, que utilizaremos en este tra-
bajo.

Proposicion 2.94. En una categoria abeliana todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo
es un cokernel, en particular, todo monomorfismo es un monomorfismo fuerte y todo epimorfismo
es un epimorfismo fuerte.

Cuando uno tiene categorias abelianas se puede considerar el concepto de sucesiones exactas.

Definicion 2.95. Una sucesion

C1+f>C2—g>C3

en una categoria abeliana se dice sucesion exacta si gf = 0y si el morfismo Imf — Kerg es un
isomorfismo.

Definicion 2.96. Supdngase que tenemos un diagrama

B

|
A——

7 C

en una categoria. Entonces un pullback de este diagrama, es un diagrama conmutativo

ool

80
—_—

fo

<
Q oo

—_—
f



2.- FUNDAMENTOS CATEGORICOS

con la propiedad que para todo diagrama conmutativo

gl
. B

1 g

<

- C

f

existe un tnico morfismo £ : X — P tal que

)
I

P
s
A

~

o
o
/lw
-~
oQ
(=)

ool

conmutan, es decir, f = fohy g, = goh

Definicion 2.97. Similarmente a la definicion anterior, dado un diagrama

A—L.B
|
C

en una categoria. Entonces un pushout de este diagrama es un diagrama conmutativo

A—L.B
8 fi
C—>g1 P

con la propiedad que para todo diagrama conmutativo

A—f>
g

c

1

<

|

g
existe un tnico morfismo / : P — X tal que los siguientes diagramas conmutan.

l

— s X

fi

o ——"v
=
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es decir, f{ = If1y g| = lg1.

Proposicion 2.98. En una categoria abeliana todo diagrama

B

|

A——sC
tiene un pullback que es tinico hasta isomorfismo y todo diagrama de la forma

A——B

|

Cc

tiene un pushout inico hasta isomorfismo.

Otros conceptos muy ttiles son los de objetos proyectivos y objetos inyectivos. No necesitamos
una categoria abeliana para definir tales objetos, debido a que al menos una categoria aditiva es
suficiente pero es en estos contextos es que estaremos usando tales objetos. Las definiciones son
enteramente andlogas a las mismas nociones para médulos.

Definicion 2.99. Un objeto P en una categoria C se dice proyectivo si dado cualquier epimorfismo
f :Cy = Cp yunmorfismo & : P — C, entonces, existe un morfismo 4 : P — C| tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

P

]71/
/
»

Cl—f>C2—>O

Un objeto O en una categoria C se dice inyectivo si dado cualquier monomorfismo g : Cop — C;
y un morfismo % : Cyo — Q entonces, existe un morfismo 4 : C; — Q tal que el siguiente diagrama
conmuta

0—>Co—g>C1

Para categorias abelianas tenemos:
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Proposicion 2.100. En una categoria abeliana un objeto P es proyectivo si y sélo si dada una
sucesion exacta Ci — Cp — 0 entonces, la sucesion (P,C;) — (P,Cy) — 0 es exacta. Un
objeto Q es inyectivo si y solo si dada una sucesion exacta 0 — Cy — Cy entonces, la sucesion
(C1,0) = (Co, Q) = 0 es exacta.

Definicion 2.101. Si C es un objeto en la categoria abeliana C definimos una presentacion pro-
yectiva de C como una sucesion exacta P, — Py — C — 0 donde P; y P; son objetos proyectivos
en C. Una copresentacion inyectiva de C es una sucesion exacta 0 - C —» Q; — O, donde Q; y
(> son objetos inyectivos en C.

Si todo objeto en C tiene una presentacion proyectiva decimos que C es una categoria con
suficientes proyectivos. De igual manera si todo objeto tiene una copresentacion inyectiva decimos
que C es una categoria con suficientes inyectivos.

Definicion 2.102. En una categoria aditiva C un morfismo f : C — C es idempotente si y sélo si
f? = f. Un idempotente se dice que se escinde si y sélo si tiene kernel y cokernel.

Si f es idempotente que se escinde entonces C es isomorfo a la suma Kerf & Cokerf.

Observacion 2.103. En una categoria aditiva arbitraria todos los idempotentes no necesariamente
se escinden, pero en el caso en que C es una categoria abeliana todo idempotente se escinde.

En los siguientes capitulos cuando consideramos categorias aditivas Cy D y un funtor F : C —
D, se asumird que F es al menos un funtor aditivo sino se dice otra cosa. Ademds, por simplicidad
escribiremos Fun(C, D) en lugar de Funs(C, D).



Capitulo 3

Equivalencias de representaciones.

3.1. Preliminares de la teoria de representaciones.

La teoria cldsica para la representacion de un anillo A, se refiere primero a ver como los A-
modulos se escinden en sumas directas de otros modulos y describir los médulos inescindibles,
esos que no pueden ser escritos como suma directa de dos A-médulos no cero.

Asfi la teoria de representaciones estudia la categoria mod(A), en lo que concierne a la estructura
aditiva mds que a la estructura abeliana de la categoria. Por esta razén, es mejor considerar la
teoria de representaciones esencialmente como el estudio de categorias aditivas en la cual todos los
idempotentes se escinden. Aplicaciones desde este punto de vista de la teoria de representaciones
de anillos serdn dadas en la seccién 3.

Todas las categorias aditivas que utilizamos en este capitulo tienen la propiedad que los idem-
potentes se escinden. Por lo tanto para simplificar terminologia, cuando decimos que una categoria
es una categoria aditiva esto significard automadticamente que los idempotentes en la categoria se
escinden.

Notacion 3.1. Para una categoria aditiva ‘A denotaremos por Rep(A) la coleccién de todas las
clases de isomorfismo de objetos en A. Por cada A en A denotaremos su clase de isomorfismo en
Rep(A) por [A]. En Rep(A) introducimos la ley de composicién dada por:

[Al+[AT=[A®A’]

donde A ® A’ es la suma de A y A’ en A. Es claro que esta ley de composicién es conmutativa,
asociativa y tiene elemento neutro [0]. Por lo tanto Rep(A) es un monoide conmutativo si Rep(A)
es un conjunto o equivalentemente si A es una categoria esqueléticamente pequeiia.

Supéngase que F' : A — A’ es un funtor aditivo. Entonces asociado al funtor F' tenemos la
funcién Rep(F) = Rep(A) — Rep(A’), definida por Rep(F)([A]) = [F(A)] para todo A en ‘A.

Proposicion 3.2. Si denotamos por Add la categoria de categorias aditivas esqueléticamente pe-
querias y por Monoid la categoria de todos los monoides tenemos el funtor

Rep : Add — Monoid
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A +— Rep(A)

Llamaremos funtor de representacion a Rep : Add — Monoid.

Demostracion. Claramente Rep(F) satisface las siguientes propiedades:

i) Rep(F)([A] +[A’]) = Rep(F)([A]) + Rep(F)([A]').
Demostracion: Esto se debe a que Rep(F)([A] + [A’]) = Rep(F)([A + A’]) = [F(A+ A")] =
[F(A) + F(A")] = Rep(F)([A]) + Rep(F)([A]").

ii) Rep(F)([0]) = [O].

Asi si A es esqueléticamente pequefia, Rep(F) : Rep(A) — Rep(A’) es un morfismo de monoides.
Obviamente para cada categoria aditiva A el funtor identidad 14 : A — A tiene la propiedad que:

Rep(14) : Rep(A) — Rep(A)

es laidentidad. Como Rep(GF)([A]) = [GF(A)] = [G(F(A))] = Rep(G)[F(A)] = Rep(G)(Rep(F)([A)),
para cada par de funtores funtores F : A - A'yG: A" - A”

Rep(GF) = Rep(G)Rep(F).

El estudio del funtor de representacion serd nuestro mayor propdsito en este capitulo.

Definicion 3.3. Sea A una categoria aditiva. Decimos que un elemento [A] en Rep(A) es inescin-
dible si y sélo si [A] = [B] + [C] implica que [B] = [0] o [C] = [0]. Un objeto A en A se dice
inescindible si [A] en Rep(A) es inescindible.

Observacion 3.4. Si todos los idempotentes en A se escinden, un objeto A en A 'y por tanto [A]
en Rep(A) es inescindible si y sélo si End(A) no tiene idempotentes no triviales (es decir, 0 y 1
son los unicos idempotentes en End(A)), notemos que dado f en End(A) idempotente, entonces
A = Kerf & Cokerf.

Definicion 3.5. Decimos que una categoria aditiva A es una categoria Krull-Schmidt si todo
elemento de Rep(A) puede ser escrito en una y s6lamente una manera en una suma finita de
elementos inescindibles no cero.

Notemos que si A’ es una subcategoria plena de A la cual es aditiva, entonces A’ es una
categoria Krull-Schmidt si A lo es.

Observacion 3.6. Es bien conocido que la categoria de médulos finitamente generados sobre un
anillo de artin A es una categoria Krull-Schmidt.

Estas seran los principales tipos de categorias Krull-Schmidt que serdn de nuestro interés.

Proposicion 3.7. Si A es una categoria esqueléticamente pequeria, entonces A es una categoria
Krull-Schmidt si y solo si Rep(A) es un monoide libre con el conjunto de elementos inescindibles
en Rep(A) como una base libre.
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Demostracion. Sea A una categoria Krull-Schmidt, entonces todo elemento de Rep(A) puede
ser escrito en una sola manera como suma de inescindibles no cero. Por otra parte por lo visto
anteriormente Rep(A) es un monoide. Sea {[A;]}ie; el conjunto de inescindibles en Rep(A), como
A es Krull-Schimidt {[A;]};e; es una base libre de Rep(A) y por lo tanto Rep(A) es un monoide
libre.

Por ltimo supdngase que Rep(A) es un monoide libre y con el conjunto de elementos inescin-
dibles {[A;]};e; una base libre en Rep(A), luego todo [A] puede ser escrito de una sola manera como
suma finita de elementos inescindibles no cero, es decir, A es una categoria Krull-Schmdt. O

Definicion 3.8. Decimos que un elemento A en A es un generador de la representacion de A,
si el elemento [A] en Rep(A) tiene la propiedad que para cada B en (A existe un entero n tal que
n[A] = [B] + [C] para algin C en A.

Una categoria aditiva A se dice de tipo de representacion finita si A tiene un generador de la
representacion.

Definicion 3.9. Sea A un édlgebra de artin, se dice que es de tipo de representacion finita o de una
una manera més corta de tipo finito, si existe solamente un nimero finito de objetos inescindibles
en mod(A). Tales algebras son las de mayor interés de estudio en este trabajo.

Ejemplo 3.10. Tenemos la categoria p(A) que consiste de todos los mddulos proyectivos finita-
mente generados sobre un anillo A. Claramente p(A) es de tipo de representacion finita puesto que
A mismo es un generador de la representacion para la categoria p(A).

Observacion 3.11. No es dificil ver que si una categoria A es de tipo de representacion finita en-
tonces A es esqueléticamente pequeiia. También si A es una categoria Krull-Schmidt, A es de tipo
de representacion finita si y s6lo si Rep(A) tiene solamente un nimero finito de elementos ines-
cindibles. Mds atin, supongase que ‘A es de tipo de representacién finita y Ay, ..., A, son objetos
en A tales que [A1],...,[A,] son todos los elementos inescindibles de Rep(A). Entonces &' A;
en A es un generador de la representacion de (A.

Ahora describiremos los tipos de funtores que son de interés para el presente trabajo. Un tal
funtor puede ser visto como una manera de decir que la teoria de representaciones de dos categorias
aditivas son esencialmente la misma.

Lema 3.12. Sea F : A — A’ un funtor aditivo, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Rep(F): Rep(A) — Rep(A’) es biyectivo.

b) F es un funtor denso, con la propiedad que si A y A, estdn en Ay F(A}) = F(Ay) en A,
entonces A| =~ Ay en A.

Demostracion. Claramente a) implica b). Sea A’ un objeto en la categoria A’ como Rep(F) es
sobreyectivo existe A en A tal que [F'(A)] = [A’], asi F(A) ~ A’ y por lo tanto F es denso. Ademas
si A} y A son objetos en A tales que F(A;) ~ F(Ay) entonces [F(A1)] = [F(Ay)] y por ser F
inyectivo [A(] = [Az], lo cual implica que A| = A,.

Para ver que b) implica a), notemos que por ser F' denso Rep(F) es sobreyectivo. Por otro lado,
dados dos objetos A y A, en A tales que [F(A)] = [F(Ay)] se sigue que F(A) =~ F(A3) lo cual
implica por b) que A| ~ A; de donde [A] = [A2] y por lo tanto Rep(F') es inyectivo. O
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Definicion 3.13. Un funtor aditivo F : A — A’ es llamado equivalencia débil de representacion
si satisface cualesquiera de las dos condiciones equivalentes anteriores.

Observacion 3.14. Si A y A’ son categorias aditivas esqueléticamente pequefias entonces un
funtor F' : A — A’ es una equivalencia débil de representacion si y sélo si Rep(F) : Rep(A) —
Rep(A’) es un isomorfismo de monoides.

Proposicion 3.15. Sea F : A —» A’ una equivalencia débil de representacion. Entonces se cum-
plen las siguientes propiedades:

a) F(A)=0siysolosiA=0.

b) A es inescindible siy solo si F(A) es inescindible.

¢) Todo objeto en A es suma finita de objetos inescindibles si y solo si todo objeto en A’ tiene
la misma propiedad (recordemos Rep(F) es biyectivo).

d) A es una categoria Kull-Schmidt si 'y solo si A’ es una categoria Krull-Schmidt.

e) A en A es un generador de la representacion si 'y solo si F(A) es A es un generador de la
representacion.

A es de tipo de representacion finita si y solo A’ es de tipo de representacion finita.
P P y P P

Demostracion. a) se sigue del inciso b) de nuestro lema 3.12 y el hecho que el objeto 0 es tnico.

b). Dado A en A tal que [F(A)] = [A’l] + [A’z] entonces por ser F' una equivalencia débil
de representacion existen A; y Ay en (A tales que [A’l] = [F(A)] y [A’z] = [F(A)], es decir,
A=A @A,y por lo tanto A es inescindible si y sélo si F(A) es inescindible.

f) es una consecuencia del inciso e).

¢), d) y e) son sencillos de probar. m|

Definicion 3.16. Dos categorias aditivas A y A’ tienen representaciones débilmente equivalen-
tes si existe un conjunto finito A = Ay, Ay, ..., A, = A’ de categorias aditivas tal que para cada
i=0,1,...,n, existen equivalencias débiles de representacion F; : A; — A1 0 Fi: Aipp — A;.

La definicién anterior toma en cuenta el hecho que la existencia de una equivalencia débil de
representacion F : A — A’ no necesariamente implica la existencia de una equivalencia débil de
representacion de A’ a A.

Proposicion 3.17. La relacion “A se relaciona con A’ siy sdlo si tienen representaciones débi-
mente equivalentes ” es una relacion de equivalencia. Ademds, si Ay A’ tienen representaciones
débilmente equivalentes, entonces:

a) A esuna categoria Krull-Schmidt si'y solo si A’ es una categoria Krull-Schmidkt.
b) A es de tipo de representacion finita si y solo si A’ es de tipo de representacion finita.

c) A es esqueléticamente pequeria si y solo si A’ lo es.
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d) Si Ay A son categorias esqueléticamente pequerias, entonces Rep(A) y Rep(A’) son mo-
noides isomorfos.

e) El conjunto de elementos inescindibles en Rep(A) y el conjunto de elementos inescindibles
en Rep(A’) tienen la misma cardinalidad.

Mientras que la definicién de una equivalencia débil de representacion tiene la apariencia de
simplicidad, las Unicas representaciones débilmente equivalentes conocidas por Maurice Auslan-
der, son funtores que satisfacen condiciones fuertes descritas a continuacion:

Proposicion 3.18. Sea F : A — A’ un funtor aditivo pleno. Entonces:

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para cada A en A, un endomorfismo f : A — A es un isomorfismo si F(f) = 1.

ii) Para cada A en A, el kernel del epimorfismo de anillos Fy : End(A) — End(F(A))
estd contenido en el radical de End(A).

iii) Un morfismo f : A — A’ en A es un isomorfismo si F(f) : F(A) — F(A’) es un
isomorfismo en A’

b)y Si F : A — A satisface cualesquiera de las condiciones equivalentes de a) y es denso
entonces F es una equivalencia débil de representacion.

Demostracion. Primero demostremos la equivalencia del inciso a). Veamos que i) implica ii). Re-
cordemos que el radical de un anillo A (rad(A)), es la interseccién de todos sus ideales maximales.
Sea K = KerF4 y supdngase que K no estd contenido en rad(End(A)), el radical de End(A), por
tanto existe un morfismo f en K tal que f no estd en rad(End(A)), es decir existe un ideal maximal
m, tal que f no esta en m. Asi mismo existe un morfismo g en m tal que f + g = 14, de donde tene-
mos que 1pu) = F(f +g) = F(f) + F(g) = F(g), luego F(g) = 1) y por i), g es un isomorfismo
lo cual es una contradiccién dado que esto implica que 1 € m. Por lo tanto K estd contenido en
rad(End(A)).

Veamos que iii) implica i). Sea f : A — A tal que F(f) = 1r), como 1r) es un isomorfismo
en A’ por iii), f es un isomorfismo en A.

Queda por demostrar b). Sea F : A — A’ un funtor denso y pleno que cumple cualquiera de
las condiciones equivalentes anteriores. Sean A, Ay en A tales que F(A;) = F(A,) en A’, por iii)
del inciso anterior A| =~ Aj. O

Como solamente trabajaremos con los funtores que satisfacen alguna de las condiciones equi-
valentes anteriores, para simplificar nuestro lenguaje formularemos la siguiente definicién.

Definicion 3.19. Un funtor aditivo F : A — A’ se dice una equivalencia de representacion si es
un funtor pleno y denso, con la propiedad que un morfismo f : A; — A, en A es un isomorfismo
si el morfismo F(f) : F(A;) — F(A>) es un isomorfismo en A’.

Observacion 3.20. Sea F : A — A’ una equivalencia de representacion, algunas de las propieda-
des bésicas para F son:
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i) Cada equivalencia de categorias aditivas es equivalencia de representacion.

i1) La composicién de dos equivalencias de representacion, es una equivalencia de representa-
cién.

iii) Todas las equivalencias de representacién son equivalencias débiles de representacion.

Demostracion. Los incisos i) y iii) son sencillos de ver. Veamos ii). Primero sean F, G dos funtores

F G L L
A—— A ——= A" densos y plenos, entonces su composicion también es densa y plena. Ahora

bien sean A, A> en A tales que GF(A|) =~ GF(A3), como G es una equivalencia de representacion
tenemos que F(A;) ~ F(Ay), luego por ser F' un equivalencia de representacion A, ~ Aj. ]

Lema 3.21. Sea F : A — A’ un funtor aditivo.

a) SiG:A— A esunaequivalencia de representacion y F = G, entonces F también lo es.

b) Si F coincide con la composicion de funtores aditivos
a-t.g S g

con H pleno y denso y GH equivalencia de representacion, entonces G también es equiva-
lencia de representacion.

Demostracion. La prueba de a) no es dificil.
b): Claramente, la densidad de GH implica la de G.

Para mostrar que G es pleno, sean By, B, objetos de 8y un morfismo f de Hom(G(B;), G(B>)).
Como H es denso, existen objetos Ay, A en A e isomorfismos o : By = H(A) y7: H(A2) — B,
en B. Como GH es pleno, resulta suprayectivo

G : Hom(H(A1), H(A2)) — Hom(GH(A), GH(A)).

Luego, existe hen Hom(H(A1), H(A3)) tal que G(h) = Gr! )fG(o"1 ). Pero, tho estaen Hom(B, B;)
y satisface que G(tho) = G(1)G(h)G (o) = f. Por consiguiente G es pleno.

Ahora veamos que G refleja isomorfismos. Sea G : By — B en 8 tal que G(g) : G(B;) —
G(B) es isomorfismo. Tenemos o y 7 como antes. Luego, 190! estda en Hom(H(A1), H(A>)) Y,
como H es pleno, resulta que H(f) = tgo~! para algun morfismo ¢ de Hom(A;, A,). Entonces,
GH(1) = G(1)G(g)G(c ") es isomorfismo. Dado que GH refleja isomorfismos, se sigue que ¢ es
isomorfismo. ]

Definicion 3.22. Dos categorias A y A’ se dice que tienen representaciones equivalentes si
existe un conjunto finito A = Ay, ..., A, = A’ de categorias tal que paracadai =0,...,n— 1
existen equivalencias de representacién F; : A; — Ajy1 0 Fi : Aiy — A,

Observacion 3.23. La relacion A esta relacionado con A’ ’si Ay A’ tienen representaciones
equivalentes es una relacién de equivalencia.
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Finalizamos esta seccién con un ejemplo de interés para las siguientes secciones. Revisamos
primero algunos hechos concernientes a morfismos esenciales.

Definicion 3.24. Sea C una categoria abeliana. Decimos que un morfismo f : C — D es esencial
si es un monomorfismo y cualquier morfismo g : D — X en C es un monomorfismo siempre que
la composicién gf es un monomorfismo.

Ejemplo 3.25. En el caso en que C sea la categoria de modulos, un morfismo f : C — D es esencial
si y s6lo si es un monomorfismo y dado cualquier submédulo D’ de D tal que f(C) N D’ = 0,
entonces D’ = 0.

Lema 3.26. Dados morfismos f : C — Dy g : D — E en una categoria abeliana, tenemos:

a) gf esesencial si fy g son esenciales.
b) Sigf esesencial y f,g son monomorfismos, entonces f es esencial.
c) Sif:C — Desesencial y C es inyectivo, entonces f es un isomorfismo.

d) Supongase {f; : C; = D;lic; es una familia de morfismos. Entonces ®f; : ®C; — @®D; es
esencial si'y solo si cada f; : C; — D; es esencial.

Definicion 3.27. Un morfismo j : C — Q en C se dice una envolvente inyectiva de C si j es
esencial y Q es inyectivo.

Observacion 3.28. Si j : C — Q es una envolvente inyectivay f : C — Q’ es esencial entonces
existe un morfismo 4 : Q' — Q tal que j = hf y cualquier tal morfismo % es un monomorfismo.

Notemos que Q’ es inyectivo si y s6lo si dado cualquier morfismo i : Q" — Qtalque j = hf,es
un isomorfismo. En particular, si C tiene una envolvente inyectiva, ésta es tinica hasta isomorfismo.

Definicion 3.29. Decimos que C tiene envolventes inyectivas si para cada objeto C en C existe
una envolvente inyectiva f : C — Q. Si C tiene envolventes inyectivas, denotamos la subcategoria
plena de MorphC cuyos objetos son las envolventes inyectivas en C por Inj(C).

No es dificil mostrar que /nj(C) en una categoria aditiva.

Proposicion 3.30. Sea C una categoria abeliana con envolventes inyectivas. Entonces el funtor
¢ : Inj(C) — C dado por ¢(C, Q, j) = C es una equivalencia de representacion.

Demostracion. Primero veamos que la aplicacién ¢ : Inj(C) — C dada por ¢(C,Q,j) = C
es un funtor. Sean (C, Q, j), (C',Q’,j) y (C”,Q"”,j”) objetos y morfismos (f,g) : (C,Q, j) —
Q.7 (f,¢g):(C,Q,j)— (C”,Q", ;) morfismos en Inj(C). Tenemos por definicion de
¢ que ¢((f,8)) = f : C — C’ con lo que obtenemos que ¢((f",8)(f,8) = ¢(f'f.8'8) = f'f =
o((f", 8 Ne((f,8)). Y por dltimo ¢((1¢, 1p)) = 1¢, con esto terminamos de demostrar que es un
funtor.

Tal funtor ¢ induce una funcién suprayectiva en Ob j(Inj(C)) — Obj(C), ya que por hipétesis
C es una categoria con envolventes inyectivas. Con esto tenemos que ¢ es un funtor denso.
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Ahora veamos que es un funtor pleno. Sean C, C’ objetos en C y (C, Q, j), (C’,Q’, j') sus
respectivas envolventes inyectivas, supongase que tenemos un morfismo f : C — C’ en C luego
por ser Q' inyectivo existe g : O — @’ tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

0—=C—150

i)

0—C —=¢0

Asi tenemos objetos (C, Q, j) y (C’, Q’, j’) y un morfismo (f, g) en Inj(C) tal que ¢((f,2) = fy
con esto demostramos que el funtor ¢ es un funtor pleno.

Terminaremos nuestra demostraciéon si mostramos que un morfismo (f, g) en Inj(C) es un
isomorfismo cuando f : C — C’ es un isomorfismo en C. Si f : C — C’ es un isomorfismo
entonces el hecho que jy j' son envolventes inyectivas implica que g : Q — Q’ es un isomorfismo.

Por lo tanto f y g son isomorfismos si f lo es. Esto muestra que el morfismo (f, g) en Inj(C)
es un isomorfismo si f es un isomorfismo en C. Con esto terminamos de demostrar que el funtor ¢
es una equivalencia de representacion. O

3.2. Categorias de Grassman.

Antes de pasar a nuestro principal objetivo de esta seccidn, el cual es mostrar que varias sub-
categorias aditivas plenas de las categorias de médulos sobre ciertos anillos de artin tienen repre-
sentaciones equivalentes es necesario desarrollar la nocién de categoria de Grassman. Como el
nombre lo sugiere, ésta es una generalizacidon de una situacion familiar en la cual uno estudia la
coleccion de todos los subespacios de una dimension fija en un espacio vectorial.

Definicion 3.31. Sea A un anillo y A un bimddulo. Llamamos la categoria Grassman del par

(A, A), que denotaremos por Gr(A, A), la descrita por los siguientes datos:

a) Los objetos de Gr(A, A) consisten de todas las ternas (M1, M», f) donde los M; son A-mddu-
los izquierdos y f : M; — Homa(A, M3) es un monomorfismo de A-médulos izquierdos,
aqui Hom (A, M>) es considerado como un A-mddulo izquierdo en el sentido usual, es de-
cir, dado A un A-bimédulo y g en Homp (A, M3) entonces definimos (1g) : A — M, por
(1g)(a) = g(ad), paratodo aen A, A en Ay g en Homp(A, M>).

b) Un morfismo (g1, g2) de (M1, M, f) a (M}, M, f) consiste de un par de A-morfismos, g :
My — M}y g : My — M tal que el siguiente diagrama conmuta

My —— Hom (A, M)

81 l lHomA(A,gz)
M, —L Homp (A, M)

¢) Lacomposicion en Gr(A, A) se define componente a componente: (g1, g2)(f1, f2) = (g1.f1, &2./2)-
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Observacion 3.32. Notemos que dados dos morfismos (g1, g2) de (M1, Ma, f) a (M|, M}, f') y
(h1, h) de (MY, M, f7) a (M}, MY, f"), entonces tenemos que el par (h181, h2g2) es un morfismo
de (My, Mz, f) a (M}, M7, f).

M, —IHOI’"A(A, M>)

o,

hig1 Mi —_— HomA(A, Mé) Homp(Ah282)

oo,

144 f/ 144
M —— Homa(A, M)

Lo cual podemos ver de las igualdades f'g; = Homa(A, g2)fy f/"h1 = Homa(A, hy)f’, de donde
obtenemos:

J"hig1 = Homp(A, o) f'g1 = Homp(A, ho)Homp (A, g2)f = Homa(A, g2ha) f
Con esto vemos que la composicién dada anteriormente estd bien definida.

Observacion 3.33. En la categoria Gr(A, A) se tienen las siguientes propiedades:

a) Para cada (M, M>, f) en Gr(A, A) el par (13,, 1y,) es un endomorfismo de (M1, Ma, f) el
cual es la identidad sobre (M, M>, f).

b) Un morfismo (g1, g2) : (M1, M>, f) — (M’,Mé,f’) es un isomorfismo si y sélo si g1y g» son
isomorfismos. Ademads, si (g1, g2) s un isomorfismo, entonces (g1, gz)‘1 = (g;1 s ggz).

Observacion 3.34. a) Podemos considerar a Gr(A, A) como una categoria preaditiva por me-
dio de la operacién (g1, g2) + (g7, &5) = (g1 + &/, &, + &5) para todos los morfismos (g1, g2) ¥
(g],85) de (M1, My, f) a (M}, M), f").

b) Notemos que si (M1, M, f) y (M}, M}, ) estdn en Gr(A, A) se sigue que (M, & M|, M, ®
M, f & f) en Gr(A, A) es la suma de ellos, donde M; & M; es la suma de M; y M; como
A-médulosy f@ ' : My @& M| — Homa(A, M ® M)) es la suma de las funciones f : M| —
Homa(A, M) y f" : M — Homa(A, M}), después identificamos Homa (A, My & M}) con
Homa(A, M) ® Homa(A, M) en la manera usual. Por lo tanto Gr(A, A) es una categoria
aditiva y no s6lo preaditiva.

¢) Dado un endomorfismo (g1, g2), tenemos (g1, g2)°> = (g%, g%), con lo cual un endomorfismo
(g1,82) en Gr(A,A) es idempotente si y s6lo si g; y g2 son idempotentes. Por lo tanto,
Gr(A, A) es una categoria aditiva en la cual los idempotentes se escinden.

d) Gr(A,A)no es en general una categoria abeliana, pero si tiene kerneles, cokerneles y conse-
cuentemente todo morfismo en Gr(A, A) tiene un andlisis.

Proposicion 3.35. Supdngase que A es una subcategoria aditiva, plena, esqueléticamente pe-
queria de Mod(A) con idempotentes escindibles. Entonces la subcategoria plena de Gr(\, A) que
consiste de todos los objetos (M1, M, f) con M, en A es una subcategoria aditiva, plena, es-
queléticamente pequeria con idempotentes que se escinden, la cual llamaremos la subcategoria de
Gr(A,A) generada por A.
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Demostracion. Primero notemos que el objeto (0,0, 0) de Gr(A, A)

0 0

Homp(A,0)=0

estd en en la subcategoria generada por (A, debido a que 0 estd en A, de igual manera, la subcate-
goria generada por A tiene sumas finitas.

Para ver que es plena consideremos objetos (M1, M, f), (M’,Mé, f’) en la subcategoria de
Gr(A,A) generada por Ay sea (g1, g2) un morfismo entre tales objetos en Gr(A, A), asi tenemos
el diagrama conmutativo:

My — Homa(A, M)
81 l LHomA(A,gz)
M, —L Hom (A, M)
donde M, Mé estdn en (A. Por lo tanto g, estd en A, asi el morfismo (g1, g2) se encuentra en la
subcategoria generada por A.

Finalmente queda por demostrar que la subcategoria generada por A es esqueléticamente pe-
queiia.

Sea S conjunto de objetos de A tal que cada objeto de A es isomorfo a uno de S. Sea
(M1, M3, f) un objeto en la subcategoria generada por A, entonces existe un objeto M en A tal que
M, ~ Mé. Sea gy : My — Mé isomorfismo en Mod(A). Entonces, en la subcategoria de Gr(A, A)
generada por A, tenemos el isomorfismo (1, g2) entre (M, My, ) y (Ml, M}, (Homp (A, gz))f),

puesto que conmuta:
f

M : Homp (A, M>)

lj lHomA(ﬂ,gz)
H A,

M; (Homp(Ag)f HomA(A,Mé)

Esto muestra que la subcategoria de Gr(A, A) generada por A es esqueléticamente pequeia, ya que
{(My, M}, f")} donde M), € S» 'y [ : My — Homp(A, M)) es funcién inyectiva, es un conjunto
O

3.3. Teorema principal.

Proposicion 3.36. Sean A un anillo y b un ideal de A. Entonces, tenemos una sucesion exacta de
Sfuntores:

donde:

a) Sy es el funtor definido por
Sy : Mod(A) — Mod(A)

M +— Homp(A/b, M) = {m € M|bm = 0}
para cada M en Mod(A).
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b) Ty es el funtor definido por
Ty : Mod(A) — Mod(A)
M +— M/Sp(M)
para cada M en Mod(N\).

¢) I es el funtor identidad y, para cada M en Mod(AN), iy : Sy(M) — M es la inclusion y
om - M — Sp(M) es la proyeccion.

Demostracion. Obviamente bSy (M) = 0 para cada M en Mod(A). De aqui que Sp(M) es un A/b-
moédulo para cada M en Mod(A). También si M es un A-mddulo inyectivo entonces Sp(M) es un
A/b-médulo inyectivo, con lo cual terminamos nuestra prueba. O

Observacion 3.37. Si A es un anillo y b es un ideal de A, tenemos la sucesién exacta de A-
médulos:
0 b A A/b 0

que produce la sucesion exacta de funtores de Mod(A) a Mod(A):
0 ——= Homp(A/b, x) —— Homp (A, *) —— Homp (b, *) .

Pero tenemos Sy, = Homp(A/b,*) e I = Homa(A,*) y el monomorfismo 0 — Sy, — [ es
el mismo que 0 —— Hompa(A/b, ) —— Homa (A, %) , por lo tanto existe un inico morfismo
o : Ty = Homa(b, *) que hace conmutar el siguiente diagrama.

0 Sb 1 Ty 0
‘ [

| o
0 ——= Homa(A/b, x) —— Homp (A, x) —— Homp (b, *)

Y

Tal morfismo o : Ty, — Homa (b, *) es un monomorfismo. Notemos que o tiene la propiedad
que si M es inyectivo entonces oy : Tp(M) — Homp(b, M) es un isomorfismo. En conjunto,
asociado con cada ideal bilateral b en A esta la sucesién exacta de funtores

00— Sy —>I1I—0Tp, —0

junto con el inico monomorfismo 0 — Ty, —= Hom (b, *) el cual hace conmutar el siguien-
te diagrama.

0 Sv I Ty 0

| X

0 ——= Homp(A/b, x) —— Homp (A, *) —— Homp (b, *)

Lema 3.38. Supongase ahora que a'y b son ideales bilaterales del anillo A tales que ab = 0 = ba.
Entonces para cada A-modulo M tenemos:

a) La funcion 0 —— Homp(b, S 3(M)) — Hompa(b, M) inducida por la funcion inclusion
iy Sa(M) — M es un isomorfismo natural el cual consideramos como una identificacion.
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b) aHoma(b, M) = 0y en consecuencia a(Ty,(M)) = 0.

Demostracion. Consideremos la funcién inclusion iy : Sa(M) — M, aplicando el funtor exacto
izquierdo Homp (b, ) tenemos la sucesion exacta:

Homp (b,iy)

0 Homp (b, S a(M)) ——— Hompa (b, M)

Resta probar que Homx (b, iy) es sobreyectivo. Sea ¢ : b — M un A-homomorfismo, dado que
ap(b) = p(ba) = 0, entonces ¢(b) C S4(M) y por lo tanto ¢ estd en Homp (b, S o(M)).

Finalmente queda por demostrar el inciso ii). Observemos que cada A-homomorfismo ¢ en
Homp (b, M) es anulado por a puesto que ba = 0y, como Ty,(M) C Homa(b, M), se sigue que
a(Tp(M)) = 0. ]
Definicion 3.39. Sean a, b ideales del anillo A tales que ab = 0 = ba. Construimos un funtor

F : Inj(Mod(A)) — Gr(A/a,b)
como sigue:

a) Si(M,Q, j)estaen Inj(Mod(\)), entonces
F(M, Q, j) = (Tv, Sa(Q), ¢()))
donde ¢(j) denota la composicién de monomorfismos
Ty(M) —Z2 Hom (b, M)~~~ Hom (b, 0) l,ié;)l‘lorrl/\(b, Sa(Q)

b) Si(f,g):(M,Q,j) — (M, Q) esun morfismo en Inj(Mod(A)), entonces

F(f,8) = (Tv(f), Sa(g)).

Observacion 3.40. El funtor F estd bien definido ya que:

a) El siguiente diagrama es conmutativo:

i (b,iH
To(M) —Z% Homp (b, M) —=2~ Hom (b, Q) —% Homa(b, Sa(Q))

Tb(f)J l(b,f) l(b,g) L(b,S a(8))
o Y2 o big) ,
Ty(M") —— Homp(b, M") —— Hom(b, Q") —— Hom(b, Sa(Q")

b) Por hipétesis ab = 0 = ba, S ,(Q) es por definicion un A/a-moédulo y b es un A/a-bimédulo.

El funtor F es el principal objeto de estudio de esta seccion. Sin embargo, antes de que podamos
formular y probar nuestro principal resultado concerniente al funtor F', necesitamos suposiciones
extras para el ideal b las cuales explicamos ahora.
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Definicion 3.41. Sea b un ideal bilateral en A. Decimos que el funtor S}, es esencial si satisface
cualquiera de las dos condiciones equivalentes.

a) Si M esun A-méduloy Sp(M) = 0, entonces M = 0.
b) El monomorfismo 0 — Sy,(M) — M es esencial para todo A-mddulo M.

Lema 3.42. Sea b un ideal del anillo A, entonces:

a) Sib es nilpotente (es decir, b" = 0, para algun entero positivo n), entonces Sy, es esencial.
b) Dado un monomorfismo esencial 0 - M| — M; de A-mddulos, si Sy, es esencial, entonces:

i) Tenemos el monomorfismo esencial
0 — Sp(M1) — Sp(M2).
ii) Si My es un A/b-médulo inyectivo
0— M — Sp(M>)

es un isomorfismo.

Lema 3.43. La subcategoria plena Inj(Gr(A,A)) de Gr(A,A) que consiste de todas las ternas
(M1, M3, f) con My inyectivo, es una categoria aditiva en la cual todos los idempotentes se escin-
den.

Teorema 3.44 (Auslander). Sea A un anillo y a, b dos ideales bilaterales en A tal que S,y Sy, son
esenciales. Supongase que ab = 0 = ba, entonces:

a) La subcategoria plena Injn(Mod(\)) de Inj(Mod(A\)) que consiste de las envolventes in-
vectivas f : M — Q tal que Sy(M) es un A/b-mdédulo inyectivo, es una categoria aditiva en
la cual todos los idempotentes se escinden.

b) El funtor J : Inj(Mod(N\)) — Inj(Gr(A/a,b)), inducido por el funtor F : Inj(Mod(N\)) —
Gr(A/a,b) es una equivalencia de representacion.

Demostracion. Comencemos con el primer inciso de nuestro teorema. Veamos que In jy(Mod(A))
es una subcategoria aditiva de Inj(Mod(A\)).

Sean (M, Q, j), (M’, Q’, j') objetos de Inj,(Mod(A)) y de manera candnica consideremos su
suma (M, Q, @ (M’,Q’, j)) como (MeM', Q& Q’, j&® j'). Notemos que S,(M e M’) = Sp(M) @
Sp(M’)y dado que la suma de médulos inyectivos es inyectivo, asi tenemos que S (M & M’) es un
A/b- médulo inyectivo y por consiguiente la subcategoria In ji,(Mod(A)) es aditiva.

Continuemos con b). Primero probemos que J es denso. Supdngase que (N1, N», h) estd en
Inj(Gr(A/a,b)), es decir, tenemos una sucesion

0 —> Ny —L Homx(b,N>) .
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Sea (N2, O, j) una envolvente inyectiva de N, en Mod(A). Dado que N, es un A/a-médulo y por
definicién S ,(Q) es el A/a-mdédulo mas grande contenido en Q, Ny C S ,(Q). Por otra parte como
N, C Qesesencial y N, C S,(0), se sigue que N C S 4(Q) es esencial, es decir, dado X submédulo
de Sa(0Q), tal que X N N, = 0, entonces X = 0, esto se sigue de que X en particular es submédulo
de O y N, es esencial en Q. Pero por hipétesis N, es un A/a-mdédulo inyectivo y por lo visto
anteriormente Ny = S ,(Q).

Ahora bien considerando la sucesién exacta
0 —— Homp(A/b, Q) —— Homp (A, Q) — Homp(b, Q) —0
y recordando que Homp (b, Q) = Homa(b, S a(Q)) y S 4(Q) = N, obtenemos el siguiente diagrama
0

|

Ny
lh
0 ——= Homp(A/b, Q) —— Homp (A, Q) —— Homp (b, N,) ——0 .
Tomando el pull-back de

Ni

|

Homp(A, Q) — Homp (b, N;) —0

nos da el siguiente diagrama conmutativo

OL 1)
0———5n(Q) M, N

| | I

0 ——= Homp(A/b, Q) —— Homp (A, Q) —— Homp(b,N;) ——0 .

Del hecho que Sp(Q) — M; — Q es un monomorfismo se sigue que Sp(Q) — M; es un
monomorfismo. Por otra parte como el funtor Sy, es esencial entonces Sp(Q) — Q es esencial, por
lo tanto &’ : M| — Q es un monomorfismo esencial y (M1, Q, h") estd en Inj(Mod(A)). Aplicando
el funtor Sy, al diagrama exacto

-~

0 Sp(Q) M,

0 Sn(Q) Q
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obtenemos el diagrama conmutativo

0 ——Sp(Q) —= Sp(M))

|k

0 ——5p(Q) ——S»(Q)

de donde se sigue que Sp(M;) =~ Sp(Q). Como Sp(M7) es esencial y S1,(Q) es A/b-inyectivo,
Sp(M7) es A/b- inyectivo. Por lo tanto 0 — M| — Q estd en Inji,(Mod(A)).

Aplicando el funtor J a la terna (M, Q, h’) obtenemos: J(M1, Q, ') = (Ty(My), S a(Q), (1')),
y como de nuestros diagramas anteriores tenemos que M| =~ N1 /Sp(Q), O =~ Homa(b, N2)/Sp(Q),
conseguimos lo siguiente:

N,
My S Ny Ni

Sp(M1) — Sp(M1)  Sp(Q) + Sn(M)) - Sp(Q)

Asi podemos formar el diagrama conmutativo exacto:

Ty(My) =

0 —— To(M1) — =" Homp a(b, S 2(0)

Zj jHomA/h(*,ﬁ)

0 Ny Hompa(b, N2)

h

Por lo tanto (T (M1), S a(Q), ¢(h")) = (N1, N2, h). Esto completa la demostracion que J es un funtor
denso. Se debera notar que el hecho de que S, sea esencial no ha sido utilizado hasta el momento.

A continuacion mostraremos que un morfismo (g1, g2) : (M1, Oy, j1) = (M2, O, j») en Injp(Mod(A))
es un isomorfismo si J(g1,g2) = F(g1, g2) es un isomorfismo en I/nj(Gr(A/a,b)). Por lo visto an-
teriormente F(g1, g2) es un isomorfismo si y sélo si los morfismo Ty(g1) : Th(M1) — Tp(M>) y
Salg2) : Sa(Q1) — Sa(@r) son isomorfismos. Como tenemos el diagrama exacto conmutativo

00— S.(01) —— 0

Sa(gz)l lgz

0—>Sa(Q) — 02

y como i1, i son envolventes injectivas dado que S, es esencial, se sigue que el hecho que S,(g>)
sea un isomorfismo implica que g, sea un isomorfismo también. S6lo queda por ver que el morfis-
mo g1 : My — M> es un isomorfismo.

Notemos que por hipétesis cada objeto (M;, Q;, j;) estd en In ji,(Mod(A)), y por tanto cada uno
de los S,(M;) es A/b-inyectivo. Esto combinado con el hecho que S, es esencial implica que cada
una de las envolventes inyectivas M; — Q; induce un isomorfismo Sp(M;) — Sp(Q;). Tomando en
cuenta el diagrama conmutativo

Sp(M) — Sp(Q1)
Sb(gl)l LSb(gz)
Sp(M2) —— Sp(Q2)
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y el hecho que g, es un isomorfismo, implica que Sp(g2) es un isomorfismo y en consecuencia
Sp(g1) es un isomorfismo. Entonces si consideramos el siguiente diagrama conmutativo

0——SpyM) — M ——Tp(M;) —=0

Sb(gl)l gll Tb(gl)L

0——=Sp(M) — Mr ——Tp(M) —=0

y ya que por hipdtesis Th(g1) es un isomorfismo, g; es un isomorfismo. Con esto terminamos de
demostrar que J refleja isomorfismos. Solamente nos queda por demostrar que J es pleno para
completar la demostracién de que J es una equivalencia de representacion.

Supéngase que (M1, Q1, j1) Y (M2, Q2, j2) estan en Inj,(Mod(A)) y un morfismo (hy, hy) :
(To(M1), S a(Q1), ¢(j1)) = (Tv(M2), Sa(Q2), ¢(j2)) en Inj(Gr(A/a,b)), es decir, tenemos morfis-
mos hy : Tp(M1) = Tp(M>) y hy : Sa(Q1) — Sa(Q») tales que el siguiente diagrama conmuta

(j1),
0 —— Tp(My) —= Homp ja(b, S 2(01))
h j lHUmA/a(*ahZ)

0 —— Tp(M2) —= Homp a(b, Sa(Q2))

Como cada uno de los Q; son inyectivos, podemos encontrar un morfismo g, : Q1 — O tal
que el siguiente diagrama conmuta

0——=5a(Q1) — O

hzt lgz

0——=5a(Q)) — O

Consideremos la sucesién exacta0 — b - A = A/b — 0y apliquemos el funtor Hom (x, Q;)
a tal sucesion, esto combinado con el hecho de que Homa (b, Sa(Q;)) = Homp (b, Q;) obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

0 ——=8p(Q1) — Q1 ——= Homp a(b, S a(Q1)) —=0

hgl gzt LHomA/a(*,hz)

0 ——=Sp(Q2) —— Q2 ——= Hompa(b, S a(Q2)) —0

Ahora bien dado que (M;, Q;, j;) estan en Inji,(Mod(A)) entonces sabemos que Sy(M;) es un
A/b- médulo inyectivo y dado que Sy, es esencial, Sp(M;) ~ Sp(Q;). Asi podemos expandir nuestro
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anterior diagrama a el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 0

0 ——Sp(M) M, Iny(M)) —0

Sp(j1) Ji (1)
0 ——=Sp(Q1) —— Q1 ——= Hompja(b, S a(Q1)) —=0
hy 82 Homp a(*,h2)
0 ——Su(Q2) —— Q2 —— Hompa(b,Sa(Q2)) —=0
Sp(j2) 2 ®(j2)

0——=Sp(M>) M, Ty(M>) 0

0 0 0

Como podemos ver del diagrama anterior, la funcién h; : Th(M;) — Tp(M>) tiene la propiedad
que Homp (>, h2)@(j1) = ¢(j2)h1, de donde se sigue que Im(Homp (x, hy)e(j1)) € Ime(j,). De esta
observacién no es dificil deducir del diagrama anterior que Im(gj1) C Im(j,). Como j, : My —
(0> es un monomorfismo entonces existe un tnico morfismo g; : M| — M, tal que hace conmutar
el siguiente diagrama

0—= M >0,

glt lgz

0——M,—— O
J2

Por lo tanto (g1, g2) es un morfismo de (M1, Q1, j1) a (M3, O», j») en Inj,(Mod(A)). Notemos que
J(g1,82) = F(g1,82) = (h1,hp) en Inj(Gr(A/a,b)). Por lo tanto tenemos que el funtor J es un
funtor pleno y por ende J es una equivalencia de representacion. O

Terminamos esta seccién dando una reformulacion del teorema principal en el siguiente len-
guaje.

Definicion 3.45. Sea A un anillo y b un ideal bilateral en A. Denotamos por Mod(A)y la subca-
tegorfa plena de Mod(A) que consiste de todos los médulos M tal que Sp(M) es un A/b-médulo
inyectivo. Denotamos por Inj,(Mod(A)) la subcategoria plena de Inj(Mod(A)) que consiste de
todas las envolventes inyectivas (M, Q, j) tal que S,(M) es un A/b-médulo inyectivo.

Lema 3.46. Sea b un ideal bilateral en A, entonces:

a) Mod(M)y e Injp(Mod(N)) son categorias aditivas en las cuales todo idempotente se escinde.

b) La equivalencia de representacion ¢ : Inj(Mod(A)) — Mod(A) dada en el ejemplo 3.30,
induce un equivalencia de representacion ¢ : Injy(Mod(A)) — Mod(N\)y.
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Demostracion. a). Por el Teorema 3.44, Inj,(Mod(A)) es una categoria aditiva en la cual todo
idempotente se escinde. Queda por demostrar lo mismo para Mod(A)y.

De manera andloga al Teorema 3.44 podemos demostrar que Mod(A)p es una subcategoria
aditiva de Mod(A). Queda por ver que todo idempotente en Mod(A)y se escinde, dado que la
categoria Mod(A) es abeliana, entonces todo morfismo tiene un andlisis, es decir, todo morfismo
tiene un kernel y un cokernel, entonces dado un morfismo g en Mod(A)y idempotente, este tiene
un andlisis, g = kerg + cokerg, con esto tenemos que g se escinde.

b). Primero notemos que ¢ : Inj,(Mod(A)) — Mod(A)y estd bien definido, dado que S (M)
es un A/b-médulo inyectivo por definicién de In ji,(Mod(A)). S6lo queda por demostrar que ¢ es
denso, pleno y refleja isomorfismos.

¢ es denso ya que Mod(A) es un categoria con suficientes inyectivos y de igual manera a la
proposicion 3.30, ¢ es pleno y refleja isomorfismos. |

Ahora podemos reescribir el teorema principal de la siguiente manera.
Teorema 3.47 (Auslander). Sean a, b dos ideales bilaterales en A tal que S, y Sy, son esencia-

les y ab = 0 = ba, entonces las categorias Mod(N)y e Inj(Gr(A/a,b)) tienen representaciones
equivalentes.

Demostracion. Tenemos las equivalencias de representacion:

¢ : Inju(Mod(A)) — Mod(A)y

J : Injp(Mod(N)) — Inj(Gr(A/a,b))

entonces Mod(A)y e Inj(Gr(A/a,b)) tienen representaciones equivalentes. m]

Corolario 3.48. Sean A, a, by A’, a’, b’, anillos e ideales que satisfacen la hipdtesis del teorema
anterior. Supongase que existe un isomorfismo de anillos f : AjJa — A’/a’ y un isomorfismo de
grupos g . b — b’ tal que g(xb) = f(x)g(b) y glbx) = g(b)f(x) para todo x en AJay b en b.
Entonces Mod(N)y y Mod(A" )y tienen representaciones equivalentes.

Demostracion. Los isomorfismos f y g inducen un isomorfismo de categorias
Inj(Gr(A/a,b)) — Inj(Gr(A'/a’,b")).

Por lo tanto Inj(Gr(A/a,b)) e Inj(Gr(A’/a’,b’)) tienen representaciones equivalentes. Dado que
Mod(M)p e Inj(Gr(A/a, b)) tienen representaciones equivalentes, y también de igual manera Mod(A')y
e Inj(Gr(A’/a’,b’)) tienen representaciones equivalentes, entonces se sigue que Mod(A)p y Mod(A )y
tienen representaciones equivalentes. |
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34. Algebras de artin.

3.4.1. Aplicaciones del teorema principal.

Ahora damos algunas interpretaciones de nuestro resultado principal. Pero primero introduci-
remos algo de terminologia.

Un ideal a en un anillo A se dice nilpotente si existe un entero n > 1 tal que a” = 0. Si a es
nilpotente, definimos el indice de nilpotencia de a como el minimo entero » tal que a” = 0.

Teorema 3.49. Si a es un ideal nilpotente en A con indice de nilpotenia n entonces Mod(\),i e
Inj(Gr(Aja" ™, a")) tienen representaciones equivalentes para cada i =1,...,n — 1.

Demostracion. Notemos que (a’)" = 0 paratodoi = 1,...,n — 1y asi todos esos ideales a’ son
nilpotentes, por lo tanto S, es esencial y (a’)(@") = a" = 0 = a" = (a")(a’). Aplicando el
teorema 3.44 tenemos que Mod(A), e Inj(Gr(A/a™, a')) tienen representaciones equivalentes
paracadai=1,...,n— 1. O

Definicion 3.50. Recordemos que un anillo A se dice semiprimario si su radical r es nilpotente
y A/r es semisimple artiniano. Si A es semiprimario, definimos el indice de A como el indice de
nilpotencia del radical de A.

Reemplazando a por r en nuestro teorema previo nos da:

Teorema 3.51. Sea A un anillo semiprimario con radical v e indice n. Entonces Mod(\),: e
Inj(Gr(A/Y"7', 1Y) tienen representaciones equivalentes para cadai=1,...,n— 1.

Corolario 3.52. Sea A un anillo semiprimario de indice n con radical r. Entonces Mod(A\) e
Inj(Gr(A/x""! 1)) tienen representaciones equivalentes.

Demostracion. En el teorema anterior supéngase que i = 1. Como Mod(A); es la subcategoria
plena de Mod(A) que consiste de todos los médulos M tal que S (M) es A/r-inyectivo, entonces
el hecho que A/r es un anillo semisimple implica que todos los A/r-médulos son inyectivos y por
lo tanto Mod(A) = Mod(A)y. O

Este resultado y el corolorario 3.48 visto en la seccion anterior tienen como consecuencia la
siguiente afirmacion.

Corolario 3.53. Sean A, A, anillos semiprimarios del mismo indice n 'y radicales r y v’ respecti-
vamente. Supéngase que existe un isomorfismo de anillos f : /Y"1 — A’/(x')"~! y un isomorfimo
de grupos g 1 v — ¥’ tal que g(xr) = f(x)g(r) y g(rx) = g(r)f(x) para todo x en /¥ ' yrenr.
Entonces Mod(A) y Mod(N\) tienen representaciones equivalentes.

Para poder establecer nuestro siguiente resultado necesitamos lo siguiente

Definicion 3.54. Sea A un anillo y A un A-bimédulo. Definimos el anillo A < A el cual es llamado
la extension trivial de A por A, como el anillo cuya estructura de grupo abeliano es la suma de
los grupos abelianos de A y A, es decir:

x,a)+(xX,a):=(x+x,a+ad)
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Y cuya multiplicacién es dada por
(x,a) (X', d) = (xx',ax’ + xa’)

Observacion 3.55. Si A es un A-bimédulo entonces algunas de las propiedades basicas de A =< A
son:

a) Elradicalde A< Aesr+ A, donder es el radical de A.
b) (r+A) = (', Yiricn TFAF), para todo k,i > 0.

c) Si A es semiprimario de indice n, entonces A x A es semiprimario de indice < n + 1.

En consecuencia, en el caso particular en que A sea semiprimario de indice 2 y por la dltima
observacion anterior, obtenemos:

Proposicion 3.56. Si A es un anillo semiprimario de indice 2 con radical r, entonces Mod(A),
Mod((A/r) < r)y Gr(A/r,r) tienen representaciones equivalentes.

Demostracion. Ya que A/r es semisimple sabemos que todos los A/r- médulos son inyectivos y
por lo tanto Inj(Gr(A/r,r)) = Gr(A/r,r). Pero por lo visto anteriormente sabemos que Mod(A) e
Inj(Gr(A/r,r)) tienen representaciones equivalentes. Asi Mod(A) y Gr(A/r,r) tienen representa-
ciones equivalentes.

Por otra parte, como A/r es semisimple sabemos que 0 + r es el radical del anillo (A/r) < r.
Por lo tanto Mod((A/r) = r) y Gr(A/r,r) tienen representaciones equivalentes. Asi tenemos el
resultado de que Mod(A), Mod((A/r) = r) y Gr(A/r,r) tienen representaciones equivalentes. O

Supéngase que I' es un anillo semisimple y A un I'-bimédulo. Por nuestro dltimo resultado
sabemos que Mod(I' < A)) y Gr(I', A) tienen representaciones equivalentes. Estas observaciones
nos dan la siguiente.

Proposicion 3.57. Sea A un anillo semiprimario de indice n'y con radical r. Entonces Mod(/\)-1
y Mod((A/r) = ") tienen representaciones equivalentes.

Demostracion. Por nuestros resultados generales sabemos que Mod(A)m-1 € Inj(Gr(A/r, r' 1)
tienen representaciones equivalentes. Dado que A/r es semisimple, sabemos que la subcategoria
plena In j(Gr(A/r,r"~ 1)) de Gr(A/r,r""!) es todo Gr(A/r,r*~'). Por lo tanto Mod(A)m-1 y Gr(A/r, ¥ 1)
tienen representaciones equivalentes. Pero como hemos observado anteriormente, el hecho de que
A/r es semisimple implica que Mod(A)m-1'y Mod((A/r) = r"~!) tienen representaciones equiva-
lentes. |

Antes de enunciar nuestro resultado final de esta seccién, necesitamos dar algunas definiciones
y notacién que también serd usada en los siguientes capitulos.

Definicion 3.58. Sea (A, R, ¢) una R-dlgebra. Decimos que A es una R- algebra de artin, si R
es un anillo artiniano y A es un R-mdédulo finitamente generado, con la estructura de R-mddulo
inducida por el morfismo de anillos ¢ : R — A.
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Sea R un anillo conmutativo y A un anillo. Recordamos que la terna (A, R, ¢),con ¢ : R —> A
un morfismo de anillos tal que ¢(R) C Cen(A), es una R-4lgebra.

Para efectos del presente trabajo estaremos considerando a R = Cen(A) y diremos que A es una
algebra de artin, si es un anillo de artin finitamente generado sobre su centro y ademas Cen(A) es
también un anillo de artin.

A continuacién describimos propiedades de las dlgebras de artin A las cuales necesitamos
inmediatamente.

Lema 3.59. Sea A un dlgebra de artin, entonces:

a) A es un anillo de artin bilateral.
b) Todo anillo cociente de A es un dlgebra de artin.

c) Si M es un A-modulo finitamente generado y 0 — M — Q es una extension esencial,
entonces Q es un A-mddulo finitamente generado.

Demostracion. La demostracion de las primeras dos propiedades son sencillas de probar. La prue-
ba de c), se sigue de la observacién 3.69. Si 0 — M — ( es una extension esencial e / una
envolvente inyectiva de M:

0

|

0—=M—=0Q

AN

1

Entonces como [ es finitamente generado, Q es finitamente generado. m|

Definicion 3.60. Sea A un anillo. Denotaremos la subcategoria plena de Mod(A) cuyos objetos
son A-mdédulos finitamente presentados por mod(A). Un A-médulo es finitamente presentado si
y s6lo si existe una sucesion exacta

A" —S AN"— M — 0.

Algunas de las propiedades bdsicas de la subcategoria mod(A) son:

Proposicion 3.61. Para cualquier anillo A, tenemos que mod(A) es una categoria aditiva es-
queléticamente pequeria con idempotentes escindibles. Si ademds asumimos que A es un anillo
noetheriano izquierdo entonces:

a) Un A-médulo es finitamente presentado si'y solo si es finitamente generado.
b) mod(A\) consiste de los A-médulos finitamente generados.

c¢) mod(A) es una categoria abeliana.
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d) Si A es un dlgebra de artin entonces mod(A) es una categoria abeliana con envolventes
inyectivas.

Observacion 3.62. Sean A un élgebra de artin y A un A-bimédulo. Si A es un A-médulo finita-
mente generado sobre alguno de los lados, entonces es un médulo finitamente generado sobre el
centro de A y entonces es un A-mdédulo finitamente generado sobre ambos lados. También, si M
es un A-médulo finitamente generado entonces Homp (A, M) y en consecuencia cada submédulo
de Homa (A, M) son también A-mddulos finitamente generados.

Proposicion 3.63. Supdngase que A es un dlgebra de artin y que A es un A-bimddulo que es un
A-modulo finitamente generado. Entonces:

a) La subcategoria plena gr(A,A) de Gr(A\,A) que consiste de todas las ternas (M1, M, f)
en Gr(A,A) con My y M, A-mddulos finitamente generados es esqueléticamente pequeria,
aditiva y con idempotentes que se escinden.

b) La subcategoria plena Inj(gr(A, A)) de gr(A\, A) que consiste de todas las ternas (M, M, f)
en gr(A\,A) tal que M, es un A-mddulo inyectivo, es una categoria esqueléticamente pe-
quenia, aditiva y con idempotentes que se escinden.

¢) La subcategoria plena Inj(mod(N)) de Inj(Mod(A\)) que consiste de todas las envolventes
inyectivas (M, Q, j) con M un A-médulo finitamente generado, es una categoria esqueléti-
camente pequeria, aditiva y con idempotentes que se escinden. Ademds, la equivalencia de
representaciones Inj(Mod(A)) — Mod(A), induce una equivalencia de representaciones
In j(mod(A)) — mod(N).

Teorema 3.64. Sean a y b dos ideales bilaterales en el dlgebra de artin A tal que ab = 0 = ba y
Say Sy son esenciales. Entonces la equivalencia de representaciones

J : Injp(Mod(AN)) — Inj(Gr(A/a,b))
induce una equivalencia de representaciones
J : Injy(mod(A)) — Inj(gr(A/a,b))

la cual también denotaremos por J. Consecuentemente mod(N)y, e Inj(gr(A/a,b)) tienen repre-
sentaciones equivalentes.

De manera similar podemos especializar los otros resultados obtenidos para las categorias
Mod(A) y Gr(A/a,b) donde A es un dlgebra de artin. En particular obtenemos:

Proposicion 3.65. Sea A un dlgebra de artin de indice n, con radical r. Entonces mod(A)m-1 y
mod ((A/ r) < r”‘l) tienen representaciones equivalentes. Consecuentemente si mod(\) es de tipo

de representacion finita entonces cada una de las categorias mod ((A/ r) x (ri Jrit] )) son de tipo de
representacion finita para todo i.

Los resultados que hemos obtenido en esta seccion indican que algunas subcategorias plenas de
las categorfas de Grassmann son de considerable interés en el estudio de teorfas de representaciones
de anillos semiprimarios. Desafortunadamente poco parece ser conocido acerca de las categorias
de Grassman.



3.4. ALGEBRAS DE ARTIN.

3.4.2. Dualidad.

Una importante razén por la que se fija la atencion sobre dlgebras de artin A, es la existencia
de una dualidad entre mod(A) y mod(A°P).

Sea A una R-dlgebra de artin, como R es un anillo conmutativo de artin, tiene solamente
un ndmero finito de médulos simples no isomorfos Sy,...,S,. Sea I(S;) la envolvente inyecti-
vade S;yseaJ = @ I(S;). Entonces J es la envolvente inyectiva de @7 ,S; y para cada X
en mod(R) existe un monomorfismo 0 — X — J’ con J’ en addJ, la subcategoria de mod(R)
generada por J. Tenemos que S; ~ R/m;, donde m; es un ideal maximal de R y obtenemos R-
isomorfismos Homg(S;,S;) =~ Homg(R/m;,S;) ~ Homg(R,S;) = §;. Ademds para cada i # j
tenemos Homg(S;,S ;) = 0.

Lema 3.66. Sea R un anillo conmutativo artiniano, J la envolvente inyectiva de &_S; y X en
mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) Homg(X,J) € mod(R) y ms, (Homg(X,J)) = mg (X) paratodoi=1,...,n.
b) EIl R-morfismo ¢x : X — Homg (Homg(X, J),J), definido por ¢x(x)(f) = f(x), es un

isomorfismo natural.

Demostracion. Para la prueba de a) procedamos por induccién sobre /(X). Si X = 0 no hay nada
que probar. Supdéngase que /(X) = 1, entonces X ~ §; para algtn j. Puesto que Homg(S;,J) =
Homg (Sj, GB?ZIS,-) ~ Homg(S ;,S j) = § j, y por lo tanto obtenemos mg,(X) = mg, (Homp(X, Ik

Ahora bien supongamos que /(X) > 1, entonces existe una sucesién exacta 0 — X' —
X — X” — 0en mod(R) con X’ =~ §, para algiin j. Entonces tenemos la sucesién exacta
0 — Homg(X",J) —» Homg(X,J) — S; — 0 en mod(R). Dado que Ir(X") = Ir(X) — 1, con-
cluimos por induccion que Homg(X"”, J) esta en mod(R) y ms,(Homg(X"', J)) = mg,(X"'); por lo
que Homg(X, J) estd en mod(R), y ademads

ms,(Homg(X, J)) = ms (S j) + ms,(Homg(X", J)) = mg (S ;) + ms,(X") = mg,(X).

b). Veamos la naturalidad de ¢ : 1,,04r) — Homg(Homg(*,J),J). Sea f : X — Y un morfismo
en mod(R); luego tenemos los siguientes morfismos en mod(R):

Homg(f,J) : Homg(Y,J) — Homg(X, J).
Homgp(Homg(f,J),J) : Homg(Homg(X, J),J) — Homg(Homg(Y, J), J)

Veamos que el siguiente diagrama conmuta:

X Y

L¢X L¢Y
e(f)

Homgp(Homg(X,J),J) ——= Hompr(Homg(Y, J), J)

'm,(X) denota el nimero de factores de composicién que son isomorfos a S; y /(X) la longitud de X, ver [AS93] L.1.
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donde ¢(f) := Homg(Homg(f, J), J). Primero recordamos que para todo @ en Homg(Y, J) se tiene
Homg(f,J)(@) := af y paratodo x en X, () (Px(x)) := ¢x(x)Hompg(f, J). Entonces

(e(N(@x(x)) (@) = (px(x)Homg(f, ) (@) = ¢px(x)(Homp(f, J)(@)) = ¢x(x)(af) = (af)(x) =

a(f(x) = ¢y (f(0))(@) = (¢y H(x)(a)).
Por lo tanto ¢(f)(¢dx(x)) = (pyf)(x), para todo x en X y por consiguiente ¢(f)dx = ¢y f.

Ahora, veamos que ¢x es un isomorfismo. Por a), sabemos que
[R(Homg(Homg(X, J), J)) = I[g(X).

De esta manera, basta ver que ¢x es un monomorfismo. Como ¢(x)(f) = f(x) para todo f en
Hompg(X,J)y xen X, tenemos que ¢(x) # Osiexisteun f : X — J tal que f(x) # 0. Supdngase x es
un elemnto no cero de X y sea Rx el submédulo de X generado por x. Entonces Rx/(rad(Rx))Rx #
0, por el teorema de Nakayama, y por lo tanto existe un morfismo no cero:

(rad(Rx))Rx @ Si

Entonces, la funcién inducida g : Rx — J es no cero, en particular g(x) # 0. Como J es inyectivo,
podemos extender g a una funcién f : X — J la cual no se anula en X. Por lo tanto ¢ : X —
Homg (Homg(X, J), J) es un isomorfismo. O

Teorema 3.67. Sea R un anillo conmutativo artiniano, J la envolvente inyectiva de EB;’ZIS ;. Enton-
ces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) El funtor contravariante D : mod(R) — mod(R), definido por D(x) = Hompg(*,J) es una
dualidad.

b) Para todo R-modulo simple S ;, mg,(R) = mg,(J).

¢) R = Endg(J).

Demostracion. a). Por el Lema 3.66 a), tenemos que D(X) € mod(R) para todo X en mod(R). Y
por 3.66 b), ¢ : 1,0ar) — D? es un isomorfismo.

b). Sea §; simple. Por 3.66 a), mgs,(R) = mgs,(Homg(R, J)) = mg,(J).

¢). R ~ End(R)°P y por a), End(R)°? ~ End(D(R)) ~ Endg(J), donde el dltimo isomorfismo
se da puesto que D(R) =~ J. m|

Teorema 3.68. La dualidad Dg : mod(R) — mod(R) define una dualidad:
Dy : mod(A) — mod(A°P)

donde Da(xX) = Homg(psXg, Jr).>

2Cuando no exista confusién alguna simplemente escribiremos D.
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Demostracion. Primero veamos que para todo X en mod(A), Da(4X) estd en mod(A°P).

Sea A una R-algebra de artin via ¢ : R — A. Luego A°’ es una R-dlgebra de artin via ¢°? :
R — A°P donde ¢°?(1°P) := ¢(A). Por lo tanto, tenemos 2 estructuras de R-mdédulo en D(X):

= (1 f)(x):= f(Ax), paracada f en Homg(X,J)y A en A.

= lo f, dada por el cambio de anillos ¢°7 : R — AP, puesto que D (A X) es un A°”-mddulo.

Notemos que ambas estructuras de R-mddulo coinciden, ya que:
(A0 )x) = (@ (D) = (fe))(x) = fleD)x) = f(Ax) = (1 [H(x).

Es claro que Homg(X, J) es un A°’?-mdédulo finitamente generado puesto que es un R-médulo
finitamente generado por la proposicion 1.1 de II [ARO95].

Ahora probamos que si f : X — Y estd en mod(A), se tiene que Homg(f,J) : DA(Y) = DA(X)
es un morfismo en mod(A°P). Esto se sigue del hecho que para toda @ en D(Y) = Homg(Y, J), para
todo x en X, A en A tenemos las igualdades:

D(f)a)(x) = Homg(f, J)(@)(x) = (@) f)(x) = (@)(f(x)) =
a(Af(x)) = a(f(Ax)) = Homg(f, J)(@)(Ax) = (D(f)(@)D)(x).
Por lo tanto D(f)(1Pa@) = (D(f)(@))A = A°PD(f) ().
Por lo anterior tenemos que Dp : mod(A) — mod(A°P) con Da(X) = Hompg(X,J) es un R-

funtor. Andlogamente (reemplazando a A por A°P), tenemos que Dpor : mod(A°P) — mod(A) es
un R-funtor. Ahora bien:

¢X X - HomR(HomR(X, J), J) = DAnpDA(X)

con ¢x(x)(f) = f(x) es un R-isomorfismo natural (por 3.66 b)). Veamos que ¢ es un A-morfismo
(en particular, tendriamos que ¢ : 1,,04(A) = Dacr D es un isomorfismo natural. Esto se sigue del
hecho que si A estd en A 'y x en X se tiene que:

P(Ax)(f) = f(Ax) = (fD(x) = ¢(x)(f D) = (Ap(x))(f)

para todo f en Homg(X,J), por lo tanto ¢(dx) = A¢(x). Por lo tanto tenemos un isomorfismo
& lmoain)y — D? y similarmente un isomorfismo ¢ : 1,pqa0r) — D? y concluimos que D :
mod(A) — mod(A°P) es una dualidad. ]

Observacion 3.69. Como mod(A°P) tiene suficientes proyectivos, esta dualidad muestra que mod(A)
tiene suficientes inyectivos o equivalentemente si S es un A-mdédulo simple y S — I es una envol-
vente inyectiva, se sigue que / es un A-médulo finitamente generado.

Proposicion 3.70. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, los funtores Homg(x, J) y Homp (*, D(A)),
de mod(A) en mod(A°P), son isomorfos.

Demostracion. Considerando gAp, usando la adjuncién y el producto tensorial, tenemos los iso-
morfismos naturales:

Homg(M,J) ————— Homg(rAr p M, J) ——— Homa (M, Homg(A, J)) .

para todo A-médulo M, y como Homa(M, Homg(A, J)) = Homa(M, D(A)) tenemos el resultado.
O
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3.5. Equivalencia estable

Continuando con nuestras aplicaciones de la equivalencia de representacidn, en esta seccién
damos la prueba de una equivalencia estable entre un dlgebra de artin de radical cuadrado cero
A y un algebra hereditaria I'. Esta prueba es general y tiene como aplicacion particular lo hecho
por L. Reiten en [Rei75]. Dando asi una muestra mas de la importancia de la equivalencia de
representacion proporcionada por Auslander. Para ello comenzamos con los siguientes datos.

Definicion 3.71. Sea A una R-dlgebra de artin, si A es una subcategoria aditiva plena de Mod(A),
asociada con A estd la categoria proyectivamente estable A de A, dada por los siguientes datos:

a) ObjA = ObjA.

b) Homa(M,N) = Homa(M,N)/R(M, N), donde R(M, N) es el R-submédulo de Homz(M, N)
formado por los morfismos que se factorizan a través de un A-mdédulo proyectivo.

c) Paracada M, N, L en ObjA, por definicién tenemos:

Homa(M, N) X Homg(N, L) Homga(M, L)

(f.e)— /8

Observacion 3.72. En el contexto de la definicién anterior, si f, g estan en Hom#(M, N), 1a rela-
cion f ~ gsiysdlosi f—gestden R(M, N), determina una relacién de equivalencia en la categoria
Ay Al ~= A. Como ~ es una relacion aditiva, A es una categoria aditiva.

Lema 3.73. Si A es una R-dlgebra de artin y modp(A) denota la subcategoria plena de mod(A\)
cuyos objetos son los A-modulos sin sumandos directos proyectivos, entonces las categorias pro-
yectivamente estables mod(A\) y modp(A) de mod(A) y modp(N), respectivamente, son equivalen-
tes.

Definicion 3.74. Sea A una R-dlgebra de artin, si A es una subcategorfa aditiva plena de Mod(A),
asociada con A estd la categoria inyectivamente estable ‘A de A, dada por los siguientes datos:

a) ObjA = ObjA.

b) Homz(M,N) = Homa(M,N)/U(M, N), donde U(M, N) es el R-submddulo de Homz(M, N)
formado por los morfismos que se factorizan a través de un A-mdédulo inyectivo.

c) Paracada M, N, Len Ob j?(, por definicién tenemos:

Homz(M, N) X Hom=(N, L)

Hom—z(M, L)

(f,9)—fg
Observacion 3.75. De igual manera en el contexto de la definicion anterior, si f, g estdn en
Homgz(M, N), la relacién f ~ g si y sélo si f — g estd en U(M, N), determina una relacién de
equivalencia en la categoria Ay A/ ~= A. Como ~ es una relacion aditiva, A es una categoria
aditiva.
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Lema 3.76. Si A es una R-dlgebra de artin y mod;(A) denota la subcategoria plena de mod(/\)
cuyos objetos son los A-modulos sin sumandos directos inyectivos, entonces las categorias inyec-
tivamente estables mod(A\) y mod;(A\) de mod(A) y mod;(\), respectivamente, son equivalentes.

Una prueba de los anteriores lemas y estudio més profundo del tema puede ser encontrado en
[AR73].

Observacion 3.77. Dada un dlgebra de artin A tenemos que las categorias modp(A) y mod;(A)
son equivalentes. Justificaremos lo dicho. Dado un A-médulo M en modp(A), entonces T(M) €
modp(A°P), donde T es definida como sigue: Sea P — Py — M — 0 una presentacion proyectiva
de M, definimos T (M) como el objeto tal que la siguiente sucesién es exacta:

Py — Pi — T(M) — 0

donde P} = Homa(P;, A), como veremos al término de 3,1, T induce una dualidad T : mod(A) —
mod(A°P). Sea M un A°’-mddulo, y D la dualidad dada en el teorema 3.68. D nos proporciona
una dualidad D : mod(A°P) — mod(A), la cual induce una dualidad D : modp(A°P) — mod;(A\),
de esto es sencillo notar que obtenemos una dualidad, la cual también denotaremos por D, de
mod(A°P) a mod(A). Por lo tanto la composicién D o T : mod(A) — mod(A°P) — mod(A) nos
proporciona nuestra equivalencia deseada. De esta manera justificamos el hablar de equivalencia
estable entre dos élgebras de artin, sin importar si es estable médulo proyectivos o inyectivos.

Definicion 3.78. Diremos que dos édlgebras de artin A y A’ son establemente equivalentes si
mod(A) y mod(A’) son equivalentes.

Existen casos sencillos de dlgebras no isomorfas que son establemente equivalentes: Si A y
A’ son Morita equivalentes ellas son claramente establemente equivalentes. También podemos ver
que si S es un dlgebra semisimple, entonces A y A X S son establemente equivalentes.

Observacion 3.79. Dados dos anillos 7y U y un U — T-bimédulo M construimos el anillo de
matrices triangulares
T 0
"= o)

- T t 0 0 7 0
donde la operacién multiplicacion se encuentra dada por: , .= , , ,
m u m u mt’ +um’  uu

(10 (00
‘i lo o) Y270 1

los cuales cumplen las siguientes propiedades: ejl'e; = T, exl'ey = U y exl'e; = M. Ademés dado
un I'-médulo izquierdo X, obtenemos un 7-médulo X; := e;X, un U-médulo X, := e, X y un
homomorfismo u : M ®r X; — X, dado por la multiplicacién:

I" tiene a los idempotentes

exlley X el X ——eX

errer X ejx+———eprex
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Es bien conocido ([ARO95] 111,2) que I' es un R-algebra de artin si y sélo si 7, U son R-
dlgebras de artin y M es un R-mdédulo finitamente generado.

Definicion 3.80. SiI esuna R-dlgebra de matrices triangulares como antes, definimos la categoria
coma rC, como la categoria cuyos objetos son ternas de la forma (X1, X5, ¢), donde X; es un 7-
mddulo, X; es U-méduloy ¢ : M ®r X; — X5 un U-homomorfismo.

Un morfismo en rC estd dado por (f1, f2) : (X1, X2,¢) = (Y1, Y2,¢),donde f; : X; — Y esun
T-homomorfismo y f> : X, — Y, es un U-homomorfismo tales que el siguiente diagrama conmuta

MeX, X=X,

]®f1l lfz
v

MY ——1»
La composicién en rC se efectia componente a componente.

Observacion 3.81. SeaT el dlgebra de matrices definida anteriormente, sea rC su categoria coma,
entonces tenemos una equivalencia de categorias ¢ : Mod(I') — rC, dada en objetos por ¢(X) =
(e1X, e X, u). De esta manera identificaremos rC con Mod(I')

Una prueba de esta afirmacion y andlisis mas profundo puede ser encontrada en [ARO95],
capitulo III, seccién 2.

Definicion 3.82. SiI esuna R-dlgebra de matrices triangulares como antes, definimos la categoria
coma Cr, cuyos objetos son ternas de la forma (X, X»,77), donde X es un T-mddulo, X, un U-
méduloy n : X1 = Homy(M, X;) un T-homomorfismo.

Un morfismo en Cr estd dado por (f1, f2) : (X1,X2,17) — (Y1, Y2,0), donde f; : X; — Y; esun
T-homomorfismoy f> : Xo — Y es un U-homomorfismo tales que el siguiente diagrama conmuta
Xy — Homy(M, X2)
fi l lHomU(Mfz)
Yi — Homy(M, ¥2)

La composicién en Cr se efectia componente a componente.

Observacion 3.83. La adjuncion Homy(M ®7 X1, X2) ~ Homp (X, Homy(M, X»)) nos induce un
isomorfismo de categorias, rC =~ Cr. De esta manera, podemos identificar Cr con Mod(I').

Lema 3.84. Consideremos un dlgebra de artin A con radical de Jacobson v, tal quer # 0y
r’2 = 0. Notemos que r es un A/r - A/r-bimddulo y por consiguiente podemos construir el dlgebra
de matrices triangulares:
A
- ( /r 0 )

r AJ/r

Entonces el dlgebra T es hereditaria.
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Demostracion. Identificando Mod(I') con la categoria rC tenemos que un I'-médulo (X1, X, ¢)
con A/r-homomorfismo ¢ : r ®,,r X1 — X, tiene como resolucion proyectiva:

0

0

|10

roX; ——eX)eC

| y

r®X1—£X2 =Imp®C

¥
0

tivos en rC, ver [ARO95] 111,2 (2.5) y por lo tanto I" es un dlgebra hereditaria. m|

donde K = Kery, C = Cokerpy ¢ = ( (1) ) Se sabe que (X1,r ® X1, 1)y (0, K, 0) son proyec-

Idun Reiten demostré en [Rei75] lo siguiente.

Teorema 3.85 (Reiten). Si A es un dlgebra de artin con radical v tal quer*> = 0yT = ( Al{r A(;r ),

entonces el funtor

Z : mod(A) —— mod(')

que asocia al A-modulo X la terna (X/rX,rX, u), donde u : r ® (X/rX) — rX es la multiplicacion
por r, dado por u(r ® m) = rm, induce una equivalencia estable mod(A) ~ mod(I'). Asi toda
dlgebra de artin de radical cuadrado cero es establemente equivalente a un dlgebra hereditaria.

Es esta seccion queremos aplicar la equivalencia de representacién J : Injp(Mod(A)) —
Inj(Gr(A/a,b)) vista en 2,3, al caso particular, A un algebra de artin de radical cuadrado cero,
conr = a = b, estudiar las relaciones entre este funtor J y el funtor dado por I. Reiten.

Primero notemos que Sp(M) = {Homp(A/b, M)} = Sy(M) = Hompa(A/r, M) = Soc(M). Por
lo tanto S (M) es esencial en M.

Por otra parte notemos que la categoria de Grassman Gr(A/r, r) son todas las ternas (M1, M3, ¢)
tales que My, M, son A/r-médulos y ¢ : My — Hompe(r, M) es un monomorfismo. Por con-
siguiente obtenemos que Gr(A/r,r) es una subcategoria plena de la categoria coma Cr, la cual
recordemos es equivalente a mod(I').

Dado un morfismo ¢ : M1 — Homp r(r, M2), tenemos que M = Kerp @ Img 'y ¢ es isomorfo

a (Imgp — Homp (v, M>)) ® (Ker(p - O). Por lo tanto Gr(A/r,r) es la subcategoria plena de Cr
que no tiene sumandos de la forma S — 0, con S un A/r-médulo simple.
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De la sucesién exacta) - r - A — A/r — 0, tenemos el diagrama conmutativo exacto:

0 Soc(M) M M/Soc(M) ——0

C

0 —— Homp(A/r, M) —— Homa(A, M) —— Homp(r, M)

notemos que el funtor Ty, se encuentra dado por Ty,(M) = Ty(M) = M/Soc(M) y tenemos un

monomorfismo 0 —— M/soc(M) " H ompa(r, M) .

Observacion 3.86. El hecho que r sea semisimple implica que Homp (r, M) ~ Homx(r, S oc(M)).

Sea (M, Q, j) la envolvente inyectiva de M, dado que Soc(M) es esencial en M tenemos que
Soc(M) = Soc(Q)y Homp(x, M) = Homp(r, S oc(M)) = Homp(x, S oc(Q)) = Hom(r, Q). Por lo
tanto Hom (r, j) : Homa(r, M) — Hom(r, Q) es un isomorfismo.

Tomemos el funtor F : Inj(Mod(A)) — Gr(A/r,r), dado por F(M, Q, j) = (T-(M), S +(Q), ¢(})),
en resumen tenemos que Tr(M) = M/Soc(M), S:(Q) = Soc(Q) = Soc(M)y j: M — Q in-
duce el isomorfismo j' : Soc(M) — Soc(Q)y ¢(j) = Homp(rx, j)oy. Por lo tanto tenemos
F(M, Q, j) = (M/Soc(M),S oc(M), Homa(r, j')o ).

El morfismo oy : M/S oc(M) — Homp(r, M) estd definido de la siguiente manera:
ou(m+ Soc(M))(r) = o’ (m)(r)

y 0,(m) = h, con h(r) = rm. Por lo tanto oy (m + S oc(M))(r) = rm € S oc(M).

De acuerdo con el Teorema 3.44 sabemos que F induce una equivalencia de representacion:
J : Inj.(Mod(AN)) — Inj(Gr(A/r,r))

donde Inj.(Mod(A)) es la subcategoria plena de Inj(Mod(A)) cuyos objetos son las envolventes
inyectivas (M, Q, j) tales que S (M) es A/r-inyectivo, asi Inj.(Mod(\)) = Inj(Mod(A\)). Por otra
parte Inj(Gr(A/r,r)) consiste de todas las ternas (M, M», f) en Gr(A/r,r) tales que M, es inyec-
tivo y f un monomorfismo, asi In j(Gr(A/r,r)) = Gr(A/r,r). Porlotanto F = J : Inj(Mod(A)) —
Gr(A/r,r) es una equivalencia de representacion.

Por la proposicién 3.30 existe una equivalencia de representacion ¢ : Inj(Mod(A)) — Mod(N),
dada por ¢(M, Q, j) = M.

Sea G el funtor G : Mod(A) — Gr(A/r,r), dado por G(M) = (M/Soc(M), S oc(M), o),
donde oy : M/Soc(M) — Homp(r, S oc(M)) es oy(m+Soc(M))(r) = rm; ademés,sih: M - N
es un morfismo de A-médulos, / induce el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— Soc(M) ~L—= M —Z M/S 0c(M) —= 0

T

0 —— Soc(N) 21— N — = N/Soc(N) —= 0

y tomamos G(h) = (", ).
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Lema 3.87. Sea G el funtor G : Mod(A) — Gr(A/r,r), dado por G(M) = (M/S oc(M), S oc(M), o),
¢ : Inj(Mod(N)) — Mod(\) una equivalencia de representaciony F : Inj(Mod(A)) — Gr(A/r,r),
el funtor dado por F(M, Q, j) = (T.(M),S+(Q), ¢(j)). Entonces, existe un isomorfismo natural
a:Gp— F.

Demostracion. Dado (M, Q, j) en Inj(Mod(A)), tenemos F(M, Q, j) = (M/S oc(M), S oc(Q), Hom(x, j')op)
yGo(M, Q, j) = G(M) = (M/S oc(M), S oc(M), o37). Ademds, conmuta:

M/S oc(M) —22 Hom(r, S oc(M))

LHom,\(r,j’)

aoym

M/S oc(M) —— Hom(r, S oc(Q))
donde ;' : Soc(M) — Soc(Q) es un isomorfismo inducido por j. Por lo tanto
@ = (Iyysocmy J') : Go(M, Q, j) — F(M, Q, j)

es isomorfismo en Gr(A/r,r).

Veamos que « es natural. Sea (f1, f2) : (M, Q, j) = (N, Q't) morfismo en Inj(Mod(\)), enton-
ces conmuta:

M—-0

|

N—= ¢

por lo tanto, tenemos los siguientes diagramas conmutativos inducidos:

Soc(M) ;,- Soc(Q)

g |

Soc(N) —= S oc(Q’)

0 — Soc(M) — M —= M/S oc(M) —= 0

f L fi L I l

0 —= Soc(N) —= N —=% N/S oc(N) — 0
Ast, F(fi, ) = (f{'. ;) : F(M, Q, j) = F(N, Q', ) determina el cuadro conmutativo:
()
M/S oc(M) ——= Hom(r, S oc(Q))

it jHom(r,fz’)
N/S oc(N) —22 Hom(r, S 0c(Q"))
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y G(f1) = (f{, f]) : G(M) — G(M) determina el cuadro conmutativo:

M/S oc(M) —£ Hom(r, S oc(M)) .

f{’L lHom(r,f{)
N/S oc(N) —ZX Hom(r, S oc(N))

De esta manera en Gr(A/r,r) conmuta el diagrama:

AM,0.j)

Go(M, Q. ))) = G(M) F(M, Q. )
Go(fi ,fz)l lF(fl J2)
Go(N, Q' 1) = G(N) —222 F(N, Q. 1)

puesto que Go(f1, 2) = G(f1) = (], f])) y F(f1. f2) = (f’, f;)- Por lo tanto @ : G¢ — F es un
isomorfismo natural. m]

Los hechos de que F, ¢ sean equivalencias de representacién y @ un isomorfismo natural im-
plican que G es una equivalencia de representacion, por lema 3.87.

Como vimos anteriormente, podemos identificar Gr(A/r, r) con una subcategoria plena de Cr,
donde los objetos de tal subcategoria son ternas que no tienen sumandos de la forma (S, 0, 0).
Mediante la equivalencia C — Cr identificamos a Gr(A/r,r) con las ternas (M, M», f) en Cr que
no tiene sumandos de la forma (S, 0,0) y denotamos esta categoria por Mods (') la cual puede ser
identificada con una subcategoria plena de Mod(I').

Bajo la adjuncién Homp jr(r ®a/e M1, M2) = Homp (M1, Homp x(r, M2)), €l morfismo oy :
M/Soc(M) — HomA(r,Soc_(M)) corresponde con la multiplicacién wuy, : r ® M/Soc(M) —
Soc(M) y el funtor inducido G : Mod(A) — Mods (I') esta definido por:

G(M) := (M/S oc(M), S oc(M), 1)

Por la observacién 3.20 G es una equivalencia de representacién, entonces es un funtor denso.
Queremos describir el kernel de G. Recordemos que si 4 : M — N es un morfismo de A-mddulos,
h induce el siguiente diagrama conmutativo:

0 —— Soc(M) L—= M —Z M/S oc(M) — 0 3.5.1)

h/t hl h/’l
0 — Soc(N) L—= N —Z N/S 0c(N) — 0
y tomamos G(h) = (", k).

Ahora bien notemos que G(h) = 0 si y sélo si existe un morﬁsgo t:M /E oc(M) — Soc(N) ta_l
que f'tm = h. Esta propiedad es la que nos describe el kernel de G. Como G es pleno y denso, G
induce una equivalencia w ~ Mods (I'), donde

Hom(M,N)  Hom(M,N)
~ " KerG(M,N)
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Queremos demostrar ahora que G : Mod(A) — Mods (') induce una equivalencia Mod(A) =~
Mod(T') entre las categorias estables médulo inyectivos.

Si M es un A-mdédulo no semisimple, entonces Soc(M) # My rM C Soc(M), puesto que
M = 0, de ésto se sigue que existe un epimorfismo M/rM — M/Soc(M) — 0y M/Soc(M) es
semisimple.

Supéngase que & : M — N es un morfismo de A-médulos y ' = 0, entonces existe un

morfismo ¢’ : M/Soc(M) — N tal que h se factoriza a través de ', 'mr = h, e Imt’ C Soc(N), por
lo tanto A" = 0.

Sean (M, Q, j) y (N, Q’, j’) las envolventes inyectivas de M y N, respectivamente. Entonces

existe un morfismo g : Q — Q’, tal que gj = j'h:

_>Q

ng

/

z<—2=K

é

e isomorfismos A : Soc(M) — Soc(Q), A’ : Soc(N) — Soc(Q’) tales que el siguiente diagrama
conmuta:

n M
0 SOCI(M) AI/I Soc(M)
A | | i I
[ [ :
v lq Y ,
0 Soc(Q) | 0 | 5000 | 0
:h/ lh |h//
Y poy i X]
0----g|---=->S0c(N)— — ¢+——>N—-—— — Bab e v Al =0
’ g / q '
0 Soc(Q") z 0 SULQ(Q') 0

donde identificamos los morfismos que la cara del fondo del diagrama con los dados en 3.5.1.
Supéngase que G(h) = (W',h’") = 0, dado que A y A’ son isomorfismos 4’ = 0 implica g’ = 0,
entonces existe un morfismo s’ : Q/Soc(Q) — Q’, tal que s’q = g. Como M no es semisimple,
tampoco lo es Q y, entonces, Q/Soc(Q) es semisimple y s'(Q/Soc(Q)) € Soc(Q’). Por lo tanto,
existe s : Q/Soc(Q) — Soc(Q'), conV'sqg = g.

Consideremos el morfismo = f'(A')"'sq, n : Q — N, satisface que j'nj = j/f' (1) 'sqj =
V'sqj = gj = j'h. Como j" es un monomorfismo, tenemos 17j = h 'y por consiguiente 4 se factoriza
por el inyectivo Q. Por lo tanto, podemos concluir que KerG(M, N) c U(M, N).

En el caso en que M sea un A-médulo semisimple tenemos que KerG(M, N) = 0. Por lo tanto
KerG(M,N) c U(M, N) en cualesquiera de los dos casos y existe un epimorfismo

Homp — Honi(M,N) Hom(ﬁ N) 0
~ KerG(M,N) ’
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Afirmacion 3.88. El funtor G : Mod(A) — Mods (D), envia A-médulos inyectivos en I'-modulos
inyectivos.

Demostracion. Sea I un A-mddulo inyectivo. La sucesion exacta0 - r - A — A/r — 0 induce
una sucesion exacta
0 — Homa(A/x,I) — Homp(A,I) — Homp(r,I) — 0

y por lo descrito anteriormente existe un morfismo o : I/Soc(I) — Homp(r, S oc(I)) dado por
o(x + Soc(I))(r) = rx, que en este caso es un isomorfismo.

La composicion:

-1
r ®pr Homp e (x, S oc(I)) =X———r @ /S oc(]) Soc(l)

con u multiplicacién, es el morfismo evaluacion e : r ®a/r Homp e(x, S 0c(l)) — Soc(l), dado por
e(r® f) = f(r).

Dado que A/r es semisimple, entonces la terna (Hompr(r, S oc(1)), S oc(I), e) es un I'-md6dulo
inyectivo (ver [ARO95] I11.2 (2.5)). Por lo tanto G preserva mddulos inyectivos. ]

Los objetos de la forma (S, 0, 0) de Mod(I") son I'-médulos in)fctivos. Sea (Homp r(r, X), X, €)
un ['-médulo inyectivo sin sumandos de la forma (S, 0,0). Como G es denso en Modg (I'), entonces
existe un A-médulo M tal que:

G(M) = (M/S 0c(M), S oc(M), 1) ~ (Homp (1, X), X, €)
es decir, X = Soc(M)y M/Soc(M) = Homp e(r, X) = Homp e(x, S 0c(M)).

Sea (M, Q, j) la envolvente inyectiva de dicho M. Entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

0——Soc(M) ——= M —— M/S oc(M) —;;Hom,\(r,Soc(M))

7 jz jJ ]L HomA(r,mLz

0 ——=S0c(Q) — @ ——= Q/So0c(Q) —(:5 Hom(r, S 0c(Q))
de dicho diagrama obtenemos que j” es un isomorfismo y por el lema del cinco, j es un isomorfis-
mo también. Por lo tanto hemos demostrado que M es un inyectivo.
Sea f : M — N un morfismo en A que se factoriza a través de un inyectivo, digamos /

M-E-7"N, hg = f.

., .= G
por la afirmacién anterior, G(M) ©

— G(h) — — —  — —

G 2" G(NY, G(f) = G(h)G(g) con G(I) inyectivo.
Inversamente, si existe una factorizacién G(M) A _ G(N) , con ©, ¥ I'-morfismo y

J inyectivo. Dado que G(M), G(N) no tiene sumandos de la forma (S, 0, 0), pgdemos suponer que

J no tiene sumandos de esta forma y existe un A-mdédulo inyectivo / tal que G(/) = J, como G es

denso, existen morfismos g: M — Iy f : I — N tales que G(g) = ¢ y G(f) = ¢
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Afirmacion 3.89. El funtor G induce una equivalencia:

G : Mod(A) — Mod(')

dado por G(f — UM, N)) = G(f) — UM, N)

Demostracion. Por lo visto anteriormente, G estd bien definido y es fiel. el hecho que G sea pleno
se sigue de que G es pleno. G es denso ya que los objetos de la forma (S, 0, 0) son inyectivos en
Mod(T') y por lo tanto son cero en Mod(I'). O

Por otra parte tenemos que el funtor G : Mod(A) — Mod(T') induce una equivalencia entre
las categorias estables mod(A) y mod(I') la cual denotaremos por g : mod(A) — mod(I’). Si

. , . . 90
consideramos médulos derechos tenemos la equivalencia mod(A°P) — mod(I'°P) .

Consideremos la siguiente composicion de funtores

mod(AN) —2> mod(A°P) —2> mod(T°7) —2— mod(T")
Afirmacion 3.90. La composicion DgyD es el funtor dado por I. Reiten en 3.85.

Demostracion. Sea M un A-moédulo finitamente generado sin sumandos proyectivos. Notemos
que go(D(M)) es la terna (D(M)/S oc(D(M)), S oc(D(M)), 1), donde u : D(M)/Soc(D(M)) ®r —
S oc(D(M)) es multiplicacién por r.

Dualizando tenemos un morfismo (ver 3.68),

D(S 0c(D(M))) —— L Homa (D(M)/S 0c(D(M)) @ r, D(A))

el cual por adjuncidn nos proporciona

D(S oc(D(M))) “~ Homa (v, D (5595075))
pero para cualquier A-mdédulo finitamente generado X tenemos que D(X/Soc(X)) = rD(X) y

2
D(S 0c(X)) = D(X)/rD(X). Por lo tanto D(S oc(D(M))) = r%z% = My D(529055) = rDA(M) =~
rM.

M

7> Homp e (r, rM)) y por adjuncién

Tenemos por lo tanto un morfismo v en Hom jr (
M M
Homp jr (W Homp /e (r, rM)) = Hompr (r ® v rM).

Notemos que v’ corresponde a un morfismo v’ : r ® %/I — rM, basta comprobar que V' es multi-
plicacion. O






Capitulo 4

Dimension de Representacion de
Algebras de Artin.

El principal objetivo de este capitulo es introducir la nocién de la dimensién de representacién
de un algebra de artin. Se espera que la dimensién de representacién de un dlgebra de artin nos
de una manera razonable de medir hasta que punto la categoria de médulos finitamente generados
sobre un 4lgebra de artin es una categoria de tipo de representacion finita.

Después de algunos preliminares sobre categorias y médulos sobre anillos de endomorfismos,
una descripcidn de las 4lgebras de artin de tipo de representacion finita es dada en la seccion 4. Este
resultado sirve como principal motivacién para la definicién de la dimensién de representacion de
un algebra de artin dada en la seccién 5.

4.1. Moédulos, comédulos y médulos de homotopia.

Definicion 4.1. Sea A una categoria aditiva y (g1, g2) un morfismo en Morph(A), es decir, tenemos
un diagrama conmutativo:

Aj —f>A2

gll lgz
f/

A —4

a) Decimos que (g1, g2) es proyectivamente trival si existe un morfismo & : Ay — A/ tal que
f'h=g.
A~ 4
7/
gll h/ d lgz
,’ !
’ f ’
Ay >~ A

b) Decimos que (g1, g2) es inyectivamente trival si existe un morfismo h : Ay — A] tal que
hf=gi.
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¢) Decimos que (g1,g2) es homotdopicamente trivial si existe un morfismo / : Ay — A] tal
que f'hf =g f = f'g1.

Proposicion 4.2. Sea A una categoria aditiva. Entonces:

a) Un morfismo en Morph(A) que es proyectivamente trivial, o inyectivamente trivial, es ho-
motopicamente trivial.

b) Cada una de las relaciones en Morph(A) dada por:

i) (g1,82) se relaciona con (g},85), (g1,82)P(g},85), si y solo si (g1 — g}.82 — &5) es
proyectivamente trivial.

ii) (g1,82) se relaciona con (g}, g5), (g1,82)1(g},85), si y solo si (g1 — g1,82 — &) es
inyectivamente trivial.

iii) (1,82) se relaciona con (g1, 85), (81,82)H(g\,85), si y solo si (g1 — g1,82 — &) es
homotopicamente trivial.

es una relacion de equivalencia sobre Morph(A).

Demostracion. a). Supdngase primero que (g1, g2) €s proyectivamente trivial, entonces existe un
morfismo & : Ay — A] tal que f’h = g,. Por hipdtesis tenemos que f’g; = g2 f, asi usando la
igualdad anterior nos da gof = f'hf = f’g y por lo tanto (g1, g2) es homotdpicamente trivial.

De manera andloga si que (g1, g2) es inyectivamente trivial, se sigue que Af = g; y por lo tanto
f'g1=f'hf=gf

b). Veamos que P cumple con las condiciones i) y iii) de 2.45 para ver que es una relacion de
equivalencia sobre Morph(A), claramente se cumple i). Queda por demostrar iii) consideremos

entonces (g1, gg)P(g’l,gé) y supéngase que tenemos morfismos (/1,/) y (ky, kp) tales que tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

fo
By —— B>
A b
f
Al — A
i /
a-g| 7 |eg
} f/
’ . ’
A} ~A)
K ks

C,l h
consideremos i’ : By — C| como h’ = kyhlp, entonces tenemos que fih' = fikihly = kof'hly =
ka(g2 — &,)l2, por lo tanto el morfismo ((k1(g1 — g7)1), (k2(g2 — g5)l2)) es proyectivamente trivial,
es decir, (k1, k2)(g1,82)(I1, L) P(k1, k2)(g], &5)(l1, I), con lo cual terminamos de probar que P es un
relacién de equivalencia en MorphA.
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Queda por demostrar que es una relacién de equivalencia aditiva, consideremos (g1, g2)P(g], g5)
y (&1, 82)P(g1’, 8>), de aqui que existen morfismos h,h : Ay — A tales que f'h = g — g,y
f'h =g — g2, sumando ambas igualdades obtenemos f"(h + h) = g2 + g, — (g} + §2'), asi:
((81,82) + (81, 82)) P (], ) + (&1, &)

Por lo tanto hemos probado que P es una relacién de equivalencia aditiva sobre Morph(A), de
manera similar podemos demostrar que las relaciones / y H sobre Morph(A) son relaciones de
equivalencia aditivas. m|

Definicion 4.3. Si A es una categoria aditiva. Entonces:

a) Llamamos a Mod(A) := Morph(A)/P la categoria de médulos sobre A.
b) Llamamos a Comod(A) := Morph(A)/I la categoria de comoédulos sobre A.

¢) Llamamos a H — Mod(A) := Morph(A)/H la categoria de modulos de homotopia sobre
A.

Proposicion 4.4. Sean A un anillo y P la subcategoria de Mod(A) que consiste de todos los
modulos proyectivos en Mod(\). Entonces:
a) El funtor
¢ : Morph(P) — Mod(A)
dado por ¢(P1, P2, f) = Py/Imf, induce una equivalencia de categorias
¢ : Mod(P) — Mod(A).
b) El funtor
Y P — Mod(P)
dado por y(P) = (0, P,0) es un funtor fiel y pleno.

Demostracion. Para ver a) tenemos que probar que ¢ es un funtor denso, fiel y pleno.

Veamos que ¢ es denso. Dado que Mod(A) tiene suficientes proyectivos, entonces dado un
A-moédulo M éste tiene una presentacion proyectiva digamos:
f €

P, Py M 0

y tenemos que M = Coker f, con lo cual probamos que ¢ es denso.

€

Sean M = Py/Imfy M" = P{/Imf’, asi mismo supéngase que P ! Py M 0

f/

e . . . .
y P} P M’ 0 son sus respectivas presentaciones proyectivas. Supdngase que
tenemos un morfismo g : M — M’, por ser P; proyectivos tenemos que g puede ser extendido en
8 8
el diagrama conmutativo

PP o —

Lol k

€
P P,
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Tomando el morfismo (g2, g1) en Mod(#), notemos que ¢ y por lo tanto ¢ es pleno.

Finalmente veamos que ¢ es fiel. Supdngase que el morfismo g : M — M’ es el morfismo
0, entonces de nuestro diagrama anterior tenemos que existe & : Py — P tal que g = f’h, por
consiguiente (g1, g2) es proyectivamente trivial.

Ahora bien si existen morfismos (g2, g1), (g5, &}) en Morph(P) tales que inducen el mismo
morfismo g : M — M’, entonces podemos formar el diagrama conmutativo

f €

P, P M 0.
jgz—gé jgl—gi jo

f €
P’2 P'1 M’ 0

de donde €'(g; —g}) = 0, es decir g; — g} se factoriza por P}, luego existe un morfismo 4 : Py — P,
tal que g1 — g} = fh. Por lo tanto (g2 — g5, g1 — g}) es un morfismo proyectivamente trivial en
Morph(P), de ahi que (g2, g1) = (g5, &}) en Homppoap) (P2, Py, f), (P}, P, f)). Con lo cual hemos
terminado de probar que ¢ es una equivalencia de categorias.

b) es claro de la definicion del funtor . |

Lema 4.5. Sea A un anillo. Entonces:

a) Supongamos dado el diagrama exacto conmutativo de A-modulos

P PL—==M 0
7/ /
gzl h o gll P gl
Vg f ¥ &
P! P’ M 0

con los P; y P; A-mddulos proyectivos. Entonces: existe un morfismo h : Py — P} tal que
f'hf = g1f = f'go, es decir (g2,81) : f — [ es homotdpicamente trivial, si y sélo si existe
una funcion t : M — P/ tal que g = &'t.

b) Para un morfismo g : M — M’ en Mod(\), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Existe una factorizacion M — P — M’ de g con P proyectivo.

ii) Si P > M’ — 0 es exacta entonces existe un morfismot : M — P tal que g es la
composicionde M — P — M.

Notacion 4.6. Denotaremos por R(P) la relacion de equivalencia aditiva sobre Mod(A) definida
por:

o M — M’ entonces fiR(P)f> siy solo si fi — f» : M — M’ se factoriza a través de un
modulo proyectivo.

Proposicion 4.7. El funtor ¢ : Morph(P) — Mod(A) induce una equivalencia de categorias
H — Mod(P) —» Mod(A)/R(P) = Mod(M\).

Proposicion 4.8. Sean A un anillo y I la subcategoria de Mod(\) que consiste de todos los
modulos inyectivos en Mod(A). Entonces:
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a) El funtor
¢ : Morph(I) — Mod(A\)

dado por ¢(Iy, I, f) = Kerf, induce una equivalencia de categorias

@ : Comod(I) — Mod(N).

b) El funtor
W : I — Comod(T)

dado por y(I) = (1,0,0) es un funtor fiel y pleno.
Lema 4.9. Sea A un anillo. Entonces:
a) Supongamos dado el diagrama exacto conmutativo de A-modulos

7

0 M—L=1 I
gl gol glt

’ g ’ f, ’

0 M IO I1

con los I y I] A-mddulos inyectivos. Entonces: existe un morfismo h : Iy — I tal que
f'hf = f'go = g1f, es decir (go,g1) : [ — [’ es homotdpicamente trivial, si y sélo si existe

una funcion t : Iy — M’ tal que te = &'.

b) Para un morfismo g : M — M’ en Mod(\), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Existe una factorizacion M — 1 — M’ de g con I inyectivo.

ii) Dado un morfismo M — I con I inyectivo, entonces existe un morfismot : I — M’ tal

que g es la composicionde M — I — M’.

Notacion 4.10. Denotaremos por R(/) la relacion de equivalencia aditiva sobre Mod(A) definida

por:

fi o i M — M entonces fiR(f> siy solo si fi — f> : M — M’ se factoriza a través de un

modulo inyectivo.

Proposicion 4.11. El funtor ¢ : Morph(I) — Mod(A) induce una equivalencia de categorias

H — Mod(I) — Mod(A)/R(I) = Mod(A).

Tales ejemplos sugieren hacer lo siguiente:

Definicion 4.12. Sea A una categoria aditiva.

a) Definimos el funtor
P:A— Mod(A)

dado por P(A) = (0,A,0).



82 4.- DIMENSION DE REPRESENTACION DE ALGEBRAS DE ARTIN.

b) Definimos el funtor
I : A— Comod(A)

dado por I(A) = (A,0,0).

Observacion 4.13. Notemos que dada cualquier categoria aditiva A tenemos el funtor contrava-
riante

D : Morph(A) — Morph(A°P)

dado por D( A, —f> Ay)= Ay —f> A1 en Morph(A°P). Como las composiciones

Morph(A) 2. Morph(A°P) L. Morph(A)

Morph(A°P) L. Morph(A) 2. Morph(A°P)
son claramente la identidad, se sigue que D : Morph(A) — Morph(A°?) es una dualidad.

Tal funtor dualidad tiene las siguientes propiedades, donde 7p y 1y denotan los funtores candni-
CoS:

a) Este induce un funtor contravariante Dp : M od(A) — Comod(A°P) el cual es una dualidad
tal que el siguiente diagrama conmuta:

Morph(A) —2= Morph(A°P)

Mod(A) —2" Comod(A°P)

b) Este induce un funtor contravariante D; : Comod(A) — Mod(A°P) el cual es una dualidad
tal el siguiente diagrama conmuta:

Morph(A) —2= Morph(A°P)

Comod(A) Y od(AP)

c) Este induce un funtor contravariante Dy : H — Mod(A) —» H — Mod(A°P) el cual es una
dualidad tal que el siguiente diagrama conmuta;

Morph(A) 2. Morph(A°P)

H - Mod(A) —2"% H — Mod(A°")
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Como una aplicacién de estos resultados mostramos que para un anillo arbitrario A, la categoria
de A-médulos izquierdos finitamente presentados determina la categoria de A-médulos derechos
finitamente presentados. Sea p(A) la subcategoria plena de Mod(A) que consiste de todos los A-
mdédulos proyectivos finitamente presentados. Obviamente p(A) C P(A), la categoria de todos los
A-mddulos proyectivos. La inclusién p(A) c P(A) induce un funtor fiel y pleno Mod(p(A)) —
Mod(P(AN)). Entonces la composicion.

Mod(p(A)) ——= Mod(P(A)) ——= Mod(A)

es un funtor fiel y pleno ver 4.4. Es sencillo notar que un médulo M en Mod(A) es finitamente
presentado si y sélo si M es isomorfo a algo en la imagen de Mod(p(A)) — Mod(A). Por lo tanto
si denotamos por mod(A) la subcategoria plena de Mod(A) que consiste de los A-médulos finita-
mente presentados, entonces el funtor fiel y pleno Mod(p(A)) — Mod(A) induce una equivalencia
de categorias Mod(p(A)) — mod(A).

A continuacién describiremos una equivalencia de categorias de Mod(p(A)°P) a mod(A°P), la
subcategoria plena de A-mddulos derechos finitamente presentados. Haremos esto demostrando
que (p(A))°? es equivalente a p(A°?), los A-moédulos derechos proyectivos, finitamente presenta-
dos.

A saber definase:
¥ (p(A)P — p(A°P)

por Yy(P) := P* = Homx(P, A) para cada P en (p(A))°P, es decir, para cada A-mddulo izquierdo
proyectivo finitamente presentado P. Notemos que ¥ es una equivalencia de categorias, dado que
cada A-mddulo proyectivo finitamente presentado P es reflexivo, es decir, el morfismo ¢p : P —
P dado por ¢p(x)(f) = f(x) paratodo xen Py f en P*™* es un isomorfismo.

Obviamente la equivalencia de categorias y induce una equivalencia de categorias Mod ((p(A))”p ) -
Mod(p(A°P)). Por lo tanto la composicidn de equivalencias

Mod((p(A)°?) — Mod(p(AP)) — mod(A°")

nos da la equivalencia de categorias Mod((p(A))”I’) — mod(A°P), que es la equivalencia de cate-
gorias que deseabamos obtener.

Como hemos descrito anteriormente tenemos una dualidad particular
D : Comod(p(A)) — Mod((p(A))°P)

y la composicion:

Comod(p(A)) —2> Mod((p(A))*P) —— mod(A’)

nos da una dualidad particular, Comod(p(A)) — mod(A°?). Notemos que esta dualidad nos da una
equivalencia de categorias
Comod(p(A))’P — mod(A°P)

Estamos ahora en posicion de mostrar que hasta equivalencia canénica, la categoria de médu-
los izquierdos finitamente presentados mod(A) determina la categoria de mddulos derechos finita-
mente presentados mod(A°P). Dada la categoria mod(A) podemos determinar cuando un médulo
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M en mod(A) es proyectivo. Entonces la categoria mod(A) determina la subcategoria plena p(A)
de mod(A) y por lo tanto la categoria Comod(p(A)). Como ya hemos descrito anteriormente una
equivalencia de categorias de Comod(p(A))°P a mod(A°P), vemos como hasta equivalencia de cate-
gorias, la categoria mod(A) de médulos izquierdos finitamente presentados determina la categoria
mod(A°?P) de A-médulos derechos finitamente presentados.

Antes de regresar a nuestra discusién general de varias categorias de mddulos asociados con
una categoria arbitraria aditiva A, sentamos una consecuencia mas de la equivalencia de categorias:
i (p(A)" — p(AP)

Esta equivalencia de categorias induce una equivalencia de categorias

Y+ H—Mod((p(A)*") — H — Mod(p(A°P))

pero ya hemos definido la dualidad canénica Dy : H — Mod(p(A)) — H — Mod((o(A))°P), por lo
tanto la composicién

H — Mod(p(A)) —2% H — Mod((p(A))°?) ~— H — Mod(p(A°P))

nos da una dualidad entre H — Mod(p(A)) y H — Mod(p(A°P)). Ahora interpretamos este resultado
en términos de las categorias mod(A) y mod(A°P).

Sea R(p(A)) la restriccién a mod(A) de la relacion de equivalencia aditiva R(P(A)) de Mod(A).
Similarmente, sea R(p(A°?)) la restriccion a mod(A°P) de la relacién de equivalencia R(P(A°P))
sobre Mod(A°P). Entonces los funtores inclusién mod(A) — Mod(A) y mod(A°P) — Mod(A°P)
inducen funtores fieles y plenos:

mod(A) Mod(A)

mod(N) = R — RPA)) = Mod(A\)

mod(A°P) . Mod(A°P)
R(p(A°P)) R(P(A°P))
los cuales permiten considerar a mod(A) y mod(A°P) como subcategorias plenas de Mod(A) y
Mod(A°P), respectivamente.

mod(A°P) =

= Mod(A°P)

También los funtores inclusién p(A) — P(A) y p(A°?) — P(A°P) inducen funtores fieles y
plenos
H — Mod(p(A)) — H — Mod(P(N))

H — Mod(p(A°?)) — H — Mod(P(A°P))
Ahora se puede comprobar facilmente que las composiciones

H — Mod(p(A)) — H — Mod(P(A)) — Mod(A)

H — Mod(p(A°?)) — H — Mod(P(A°?)) — Mod(A°P)
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inducen equivalencias de categorias

H — Mod(p(A)) — mod(A)

H — Mod(p(A°?)) — mod(A°P)
Como H — Mod(p(A)) — mod(A) es una equivalencia de categorias sabemos que existe una
equivalencia de categorias mod(A) — H — Mod(p(A)) tal que las composiciones
mod(A) — H — Mod(p(\)) — mod(A)
H — Mod(p(A)) — mod(A) — H — Mod(p(A))

son isomorfas a los funtores identidad apropiados. En general no existe una manera canoénica de
elegir la equivalencia mod(A) — H—Mod(p(A)). Sin embargo, una vez elegida una la composicién
de equivalencias

mod(A) — H — Mod(p(A)) — H — Mod(p(A°?)) — mod(A°P)

nos da una dualidad mod(A) — mod(A°P). Se comprueba facilmente ahora que el siguiente dia-
grama conmuta

Morph(p(A)) — Morph(p(A°P))

| |

mod(A) mod(A°P)

donde Morph(p(A)) — Morph(p(A°P)) es la dualidad dada por Py — P va a Py — P}. Como
en el caso en que los P; son médulos libres la matriz de morfismos P; — P} no es nada mas
que la transpuesta de la matriz de P; — Py, llamaremos a la dualidad T : mod(A) — mod(A°P)
la transpuesta y usualmente serd denotada por 7. Por lo tanto si estamos dando un A-médulo
izquierdo finitamente presentado M, entonces visto como un objeto en mod(A) el objeto T (M)
en mod(A°P), puede ser visto hasta isomorfismo como sigue: Sea P| —» Pp —» M — 0 una
presentacion proyectiva de M con los P; en p(A°P). Entonces el cokernel de Py — P es isomorfo
a T (M) cuando es visto como objeto en mod(A°P).

4.2. La categoria Mod(A)

Nuestro objetivo en esta seccion es desarrollar algunos de los hechos basicos concernientes a
la categoria Mod(A). Todos los resultados que establecemos para la categoria Mod(A) son validos
cuando A es esqueléticamente pequefia o no. Sin embargo, como las demostraciones son técnica-
mente menos complejas para categorias esqueléticamente pequeflas y como éstas son suficientes
para las aplicaciones que tendremos en mente, desarrollamos la teoria de Mod(:A) bajo la hipdtesis
adicional que A es una categoria esqueléticamente pequefia.

Comenzaremos por mostrar que Mod(A) es equivalente a ciertas subcategorias plenas de las
categorias abelianas Fun(A°P, Ab). Para esto definimos un funtor Morph(A) — Fun(A°P,Ab) el
cual involucrara un funtor fiel y pleno Mod(A) — Fun(A°P, Ab).
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Definicion 4.14. Sea A una categoria aditiva esqueléticamente pequefia. Entonces, asociado con
cada objeto (A1, Az, f) en Morph(A) se encuentra un funtor:

F: AP — Ab

dado por F(A) := Cokernel(Hom#(A,A1) — Hom#(A,Az)) = Homa(A, Ay)/Im(Homx(A, f)),
para todo A en A.

Para cada morfismo g : A — A’ en A’ adquirimos un correspondiente morfismo F(g) :
F(A") — F(A) en Ab que hace conmutar el siguiente diagrama

H A,
Homa(A, A3 Hom (A, Ay) F(A) 0
|
Homﬂ(g,Al)l LHomﬂ(g,Az) | F(g)
Homa(A'.f \

Homg(A’,A;) —"Homa(A’,Ay) — F(A") ——0

Asi mismo para todo A en A nos encontramos con la sucesion exacta de funtores en Fun(A°?, Ab):

Homﬂ(*,Alym—ﬂ(i’f}-Iomg{(*,Az)‘; F——0.

A cada objeto (A1, A2, f) de Morph(A) asociamos el funtor Y(A1, A, f) := F, descrito antes.
Sea (A, A}, f’) otro objeto de Morph(A), hagamos F’ := y(A], A}, f’) y tomemos un morfismo
(g1, 82) en Morph(A) de (A1, Ay, f) en (A7, A%, 7). Luego, conmuta el diagrama:

A Lo,

gll lgz
1

’ ’
Ay = A)
entonces existe un tnico morfismo ¥(g, g2) : F — F’ que hace conmutar el siguiente diagrama
om.(*,
Homa(x, A 2 Homa(x, A3) — F ——0

Homﬂ(*ygl)l lHomﬂ(*ygz) jlﬁ(gl,gz)
Homa(e, A 22 Bom g, A F' — 0

Estos datos definen un funtor:
W : Morph(A) — Fun(A°P, Ab).

Proposicion 4.15. Si A es aditiva y esqueléticamente pequenia, entonces el funtoryy : Morph(A) —
Fun(A°?, Ab) es pleno e induce un funtor fiel y pleno:

U : Mod(A) — Fun(A°P, Ab)
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Demostracion. Veamos primero que ¢ es pleno. Sean (A1, Az, f), (A}, A%, f7) en Morph(A) para
los cuales asociamos los funtores F'y F”’ en Fun(A°P, Ab), respectivamente. Supdngase que existe
un morfismo g : F — F’ en Fun(A°,Ab). Como los objetos Homaz(*,A;) y Homg(x,A}) son
proyectivos entonces tenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo:

Homa(+, A 22 Homa(e, Ay)—s F —— 0

l |

Homg(x, A’ Slomﬂ( f)-lomg;(*,A’z)s—>- FF—0

Tal diagrama proporciona morfismos g; : A — Ay g2 : A2 — A/ tales que producen el siguiente
diagrama conmutativo

De esta manera podemos tomar el morfismo (g1, g2) en Morph(A) el cual cumple que Y (g1, g2) =
g. Luego, y es pleno.

Ahora veamos que un morfismo en Morph(A) va a cero bajo ¢ si y s6lo si es proyectivamente
trivial.

Por lo visto anteriormente logramos el siguiente diagrama conmutativo exacto

Homa(s Al 22 Homa(e, Ay) —s F —— 0
Homa(x, gl)l lHomﬂ(* 82) 8

Homa(x, A7Y 22 om g, A" F — 0

Supoéngase que el morfismo (g1, g2) en Morph(A) es proyectivamente trivial, entonces existe
h: Ay — A tal que g = f’h, asi conseguimos un morfismo (x, h) : (x,Az) — (x,A}), tal que
Homaz(*, g2) = Homg(*, f"YHom#(*, h), de aqui que el morfismo inducido g es el morfismo cero.

Reciprocamente, si g = 0, existe n de Homa(*, A2) en Homga(x,A}) tal que Homa(x, f")n =
Homg(x, g2). Por Yoneda, n = Homg(x, h) para un morfismo & : Ay — A} en A. Luego, g2 = f'h
y (g1, &2) es proyectivamente trivial.

Finalmente, notemos que de lo anterior ¢ induce un funtor fiel y pleno ¢ : Mod(A) —
Fun(A°P, Ab). O

Ahora es fécil ver que un funtor G en Fun(A°P, Ab) es isomorfo a la imagen de un objeto en
Mod(A) siy sblo si existe una sucesion exacta

Homaz(+,A1) — Homa(x,A2) — G — 0

para algunos objetos A| y Az en A. Esto sugiere la siguiente definicion:
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Definicion 4.16. Decimos que un funtor G : A°” — Ab es coherente si existe una sucesion exacta
Homa(*,A1) — Homg(*,A2) — G — 0

para algunos objetos Aj,A; en A.

Denotamos la subcategoria plena de Fun(A°?, Ab) que consiste de todos los funtores coheren-
tes por A.

Corolario 4.17. El funtor fiel y pleno ¢ : Mod(A) — Fun(A°P, Ab) induce una equivalencia de
categorias Mod(A) — A tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—2L Mod(A) =——= Mod(A)
| |
A—L A Fun(A°P, Ab)

donde P es el funtor definido en 4.12 y E : A — A es el funtor dado por A va a dar a E(A) =
Hom(x,A), para todo A en A.

Observacion 4.18. La equivalencia de categorias canénicamente definida, nos muestra que poco
importa si estudiamos Mod(A) o A. Como A es una subcategoria plena de la categoria abeliana
Fun(A°?, Ab) es un tanto mds facil de estudiar que la categoria abstracta dada Mod(A). Por esta
razén trabajaremos principalmente con la categoria A. Por supuesto, cualquier cosa que establez-
camos para A también se mantiene para Mod(A) via nuestra equivalencia de categorias.

Definicion 4.19. Supdngase que P es una subcategoria aditiva plena de una categoria abeliana C
que consiste de objetos proyectivos en C. Por una # - presentacion de un objeto C en C entendemos
una sucesion exacta

PL—Py—C—0

con los P; en P. Denotaremos la subcategoria plena de C que consiste de los objetos en C que
tienen P - presentaciones por P(C).

Lema 4.20. Supongase que P es una subcategoria aditiva plena de C cuyos objetos son proyectivos
en C. Entonces:

a) P(C) es una subcategoria aditiva de C.
b) P(C) es esqueléticamente pequeria si P es esqueléticamente pequenia.

¢) El funtor Morph(P) — P(C) dado por Py — P, va a Coker(P; — P;) induce una equiva-
lencia de categorias

Mod(P) — P(C).

d)y §5i0 - Cy » Cy - Cy — 0 es una sucesion exacta en C'y los objetos C y C3 estdn en
P(C), entonces C, estd en P(C).
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Lema 4.21. Sea P una subcategoria plena aditiva de una categoria abeliana C cuyos objetos son
todos proyectivos en C. SiC, — C3 — Cq4 — Qes exacta en Cy Cy, C3 estdn en P(C), y si tenemos
P-presentaciones proyectivas:

P 1 — P() — Cz — 0

P’1 — P6 — C3—0
entonces existe una sucesion exacta
Py® P — Py — C4 — 0.

Por lo tanto, todos los morfismo de P(C) tienen cokerneles.

Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion exacta en C

C, Loyt

Cy 0

tal que C, y Cj estan en P(C), por demostrar que Cy4 estd en P(C), es decir, por demostrar que Cy
tiene una $-presentacion.

Como C, y C3 estan en P(C), entonces tienen P-presentaciones digamos:

P2 Py, 0

j}C
Pt e ¢ 0
1 0 3

dado que los P; y P} son proyectivos en C se sigue que f puede ser levantado y producir el siguiente
diagrama conmutativo exacto

&

Py Py o) 0 4.2.1)
fll] ﬁ)t Lf
| |
De tal diagrama si consideramos las sucesiones:
P: 02l p BT p B0
y
. 3=0 P 9,=g, P =0

1

Por lo tanto P y P’ son complejos, y obtenemos el morfismo de complejos P—f> P’ dela
siguiente manera:

0 81 0

P: 0 P1 P() 0
fl f2=0l fll fot f—1=0t
P 00—t B D
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Sea M = M(f) el complejo cono de f, es decir, M,, = P, ® P, y

~ (=01 O
‘9"‘( foa,

Como es bien sabido (ver [ML95]), tenemos la sucesién exacta de complejos

):Mn(f):Pn—l@P;ﬁPn—Z@P;,_l =M,_(f)

0— P — M(f) L~ P* ——0

donde i/ : P — M, es la inclusién, 7 : M, — P* es la proyeccion, con P* el complejo P

elevado en un grado, es decir, (P*), = P,_1 y d; = —d,. Entonces, tenemos la sucesion exacta de
homologia.
, i, . fe ,
o = Hy(P") —> Hy(M(f)) —— Hy_1(P) ——> Hy_(P') — - (4.2.2)

donde f. = H,(f) : H,(P) — H,(P’) inducido por f, de la misma manera tenemos definidos i/, y
.. Notemos que el complejo M es el siguiente:

- J; 0 0
M: 0—>P —2>Py® P, ——=P)——=0

Haciendo los célculos para la homologia del complejo P proporciona los siguientes datos:
Hy(P) = 0, H{(P) = [jfn%i' = Kergy, Hy(P) = 12%910 = ]Zgl = Cy, H_{(P) = 0. De igual manera,
para el caso del complejo P, tenemos: Hy(P’) = 0, H{(P’) = Kerg}, Hy(P') = C3 y H-1(P") = 0.
Por dltimo, del diagrama 4.2.1 obtenemos que Hy(f) : Ho(P) — Hy(P’) es f. De esta manera, la

sucesion 4.2.2 en grado 1 y O es de la forma:

- Kerg| — Hi(M(f)) — C3 —> C; — Hy(M(f)) —>0——---

Luego Hy(M(f)) ~ Cokerf. Pero la sucesion exacta

/ 6 /
Py & P} — Py — Ho(M(f)) —=0

muestra que Ho(M(f)) estd en P(C) dado que Py ® P} y P estén en #, por lo tanto Coker f estd en
P(C), con lo cual esta demostrado nuestro lema. m]

Proposicion 4.22. Sea P una subcategoria plena aditiva de una categoria abeliana C cuyos obje-
tos son todos proyectivos en C. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Si0— Cy - Cy — C3esexactaen C con Cy y Cy en P(C), entonces Cy estd en P(C).

b) Dado cualquier morfismo Py, — P3 en P existe un morfismo Py — P, en P tal que Py —
P, — P3 es exacta en C.

¢) P(C) es una categoria abeliana y el funtor inclusion P(C) — C es exacto.
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Demostracion. Claramente a) implica c¢) ya que por el lema 4.21 $(C) tiene cokerneles y por
hipétesis P(C) tiene kerneles, por lo tanto P(C) es un categoria abeliana ver 2.94. Claramente c)
implica a).

Veamos que ) implica a). Asuma que P tiene la propiedad que si P, — P3 es un morfismo en
%, entonces existe un morfismo P; — P, en P tal que Py — P, — P3 es exacta en C. De ésto se
sigue que para cada morfismo g : Q — Q' de P su kernel se encuentra en P(C).

Supoéngase que tenemos una sucesion exacta 0 Cq C, / C; enCconCyyCs
en P(C), asi podemos formar el siguiente diagrama:

0
Cy
P~ py =0, 0
flt fot f
, 4 , &
P1 PO C; 0

y consideremos los complejos Py P’, y el morfismo de complejos f : P — P’ descrito por el

diagrama:
0 81 0

P: 0 P] PO 0
fl fz—OL fll fot f-1—0t
Pi 00— B D

Dado que H{(P’) = Kerg] tenemos que H(P’) estd en P(C). Consideremos nuevamente la suce-
si6n larga de homologfa - - - —— Hy,(P') —> Hy(M(f)) —=— Hy_1(P) —2> Hy_(P') — - -

asociada a la sucesion exacta de complejos 0 —— P’ - M(f) = P*——=0 engrado0y
1 tenemos:

H\(P) —L Hy(P)) — = H\M(f)) = Cs —L = C3 —— Ho(M(f)) —— ---

con H{(P), H|(P'),Cyy C3en P(C). Estojunto con el lema 4.21, muestra que Ker(f) estd en P(C)
si H(M(f)) esta en P(C).

Pero notemos que H,(M(f)) = Kerd; /Imd, = Coker(My(f) — Z,(M(f))), donde Z;(M(f)) =
Kerd,. Dado que M(f) = Po® Py Mo(f) = P(’), entonces Kerd; estd en P(C). También tenemos
M>(f) = P; estd en P(C), por lo tanto por 4.21, Hi(M;(f)) estd en P(C) y por consiguiente
Kerf = C| también lo esta.

Ahora veamos que ¢) implica b). Sea f : P, — Pz un morfismo en #, notemos que P, y P3
estdn en P(C) ya que podemos tomar las sucesiones exactas

0——P, P,——0
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0——=P3=—=P3;——0

como las P-presentaciones de P, y Ps, respectivamente. Dado que P(C) es abeliana entonces
kerneles y cokerneles, entonces tenemos la sucesion exacta 0 — Kerf — P, — P>/Kerf — O en
P(C), sea P — Pj — Kerf — 0y P/ — P} = P/Kerf — 0 las P-presentaciones de Kerf'y
P>/Kerf, respectivamente. Entonces podemos formar el diagrama conmutativo:

Py 0 Py
|
0 P/ P> P’ 0
|
0 Kerf P, Py/Kerf ——0
l
0 0 0
por el lema de la culebra Pj = 0y por lo tanto Kerf = P, € P. O

Proposicion 4.23. Sea P una subcategoria plena aditiva de una categoria abeliana C cuyos obje-
tos son todos proyectivos en C. Supongase que P es subcategoria esqueléticamente pequeria de C
v que D es una categoria aditiva tal que todo morfismo en D tiene un cokernel en D. Entonces,

u, . Fun(P(C), D) — Fun(P, D)
es el funtor inducido por el funtor inclusion i : P — P(C), y existe un funtor

u* : Fun(P,D) — Fun(P(C), D)
tal que:
a) Existen isomorfismos
(u'F,G) = (F,u.G)
que son naturales en F' y en G para todo F en Fun(P, D) y G en Fun(P(C), D).
b) w.u*F = F, para todo F en Fun(P, D).

c¢) u'F :P(C)— D es exacto derecho.

Demostracion. Como P es esqueléticamente pequeiia, también lo es P(C) y Fun(P(C), D) es una
categoria. Comenzaremos definiendo un funtor

u* : Fun(P, D) — Fun(P(C), D).
Para cada C en P(C) elegimos una P-presentacion fija

Pl 81 PO &

c 0
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con la tinica condicién que si C estd en $ entonces tomamos la P-presentacion

Para cada funtor aditivo F' : P — 9D definimos
uw'F:PC)— D

F(g1) 81

por u*F(C) = Coker(F(Py) F(Py)) , donde P, Py—==C 0 es la P-
presentacion de C elegida, notemos que u* F estd bien definida dado que todo morfismo en D tiene
cokernel en D por hipétesis. Notemos que en el caso particular en que C estd en £ tenemos que
u*F(C) = Coker(F(0) —» F(C)) = F(C), asi tenemos que para todo C en P, u*F(C) = F(C). Si
tenemos un morfismo f : C — C’ en P(C), éste puede ser levantado a morfismos P; — P; que nos
dan el siguiente diagrama conmutativo:

P2 p—~-C 0
ﬁt foL Lf
P, Py a0 ——0

Aplicando F al cuadro izquierdo y calculando coniicleos tenemos:

F(g1)

F(P]) F(P()) M*F(C)—>O
|
F(fl)t F(fo)t 1 u*F(f)
F(g}) \
F(P)) — F(P)) W F(C') —=0

el cual nos da un morfismo u*F(f) : u*F(C) — u*F(C’). Asi, tenemos definido un funtor u*F :
P(C) — D para cada funtor F : P — D. Con esto podemos definir el funtor

u* : Fun(P,D) — Fun(P(C), D)
Fr—u'F
También como u*F(f) = F(f) para todo F en Fun(P,D)y f : C — C’ en P, tenemos:

Fun(®P, D) —“> Fun(P(C), D) ~~— Fun(P, D)

F't u'Ft F

u.(u*F) = F para todo F en Fun(P, D), lo cual establece b).

Ahora continuamos con la demostracién de a). Supdngase ahora que estamos dando funtores
F:P—>DyG:PC)— D. Queremos definir un isomorfismo (u*F, G) — (F, u.G) natural en F
y en G. Supdngase que estamos dando una transformacién natural ¢ : u*F — G. Ya que para cada
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P en P sabemos que u.G(P) = G(P) y u*F(P) = F(P), asociado con el morfismo ¢ : u*F — G se
encuentra el correspondiente morfismo ¢’ : F' — u,G dado por:

[yp : F(P) = G(P)] — [W}: F(P) - u.G(P)]

para todo P en #. Entonces obtenemos morfismos (u*F,G) — (F,u,.G) que son naturales en F
y en G. No es dificil mostrar que los morfismos (u*F,G) — (F, u.G) son isomorfismos, lo cual
completa la demostracion de a).

Finalizamos con la demostracién de c¢). Mostramos ahora que para cada F : £ — D el fun-

tor u*F : P(C) — D es exacto derecho. Supéngase que P L Py—==C 0 esla #-

4

presentacion de C elegiday P P £-C 0 es una P-presentacion arbitraria de C.

Ya que los P; y P} son proyectivos en C, los complejos

P: P p - 0
’ ’ gl' ’ g
P P, Py C 0

son homotépicamente equivalentes, de aqui que los complejos

WF(P) : W FP) 8 1 ppy) Ly F(C) — 0
F( u*F(e
WEP') : " F(P')—g‘> wF(P) L p(o)—0

son homotépicamente equivalentes. Por lo tanto los complejos de funtores:

0—— W'F(C),*) —= (W'F(Py),x) —= (W' F(P}), *) (4.2.3)

0 —— W' F(C), %) — W' F(Py), *) — W F(P), )
son homotdpicamente equivalentes.

El hecho que la sucesién inferior en la ecuacion 4.2.3 es exacta gracias a nuestra definicién de
u* F implica que la sucesion superior en la ecuacion 4.2.3 es exacta también, ya que tienen la misma

’

homologia. Por lo tanto hemos mostrado que si P il P £.C 0 es exacta en C con
los P; en P, entonces u*F(P’) : u'F(P)) & u*F (P ) uw*F(C) ——=0 es exacta en
D.

Ahora supdngase que tenemos una sucesion exacta Cj ! C " Cs3 0 en C con
los C; en P(C). Si P il Py —2=C, 0y P i P ¢ C, 0 son las P-

presentaciones y considerando nuevamente el complejo cono de f descrito en el lema 4.21, tenemos
la sucesién exacta en C:
Py @ P’1 P6 C; 0
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Con lo cual podemos formar el diagrama conmutativo:

Py Py C 0

P’ P’ C 0

Py ® P P Cs3 0
0 0 0

Dado que por nuestro resultado anterior, sabemos que u*F(Py & P}) — u"F (Pé) ——u'F(C3;) ——=0
es exacta. Aplicando u*F al diagrama anterior tenemos:

u*F(Py) u*F(Py) — u*F(C;)——=0
u'F(P)) ——u"F(P)) —=u"F(C2) —=0

uw'F(Py® P) — u*F(Pa) ——uw*F(C3)——0

Con lo cual podemos formar el diagrama conmutativo:

0 0 0

0 —— (u"F(C3), %) —= (u"F(P(), ) — (u"F(Po ® P}), %)

0 —— (" F(C2), %) — (u"F(P), %)

(W F(P)),*)

0 —— W' F(C1), ¥) —— u"F(Pg), ¥) ——— W F(P)), )

de donde obtenemos que 0 —— (u*F(C3),*) — (u*F(C3),*) — (u*F(Cy),*) es exacta.

Por lo tanto si la sucesion C; / C, h

*F *F h . * 2z
ces u"F(Cy) M—(f>) U F(Cy) L u*F(C3z) ——0 es exacta en D. Esto termina la demostracion

de ¢) lo cual completa la demostracién de nuestra proposicién. |

C3 0 esexactaen C con los C; en £(C), enton-
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Aplicamos ahora estos resultados a la categoria A y por consiguiente también a Mod(A). Si
dejamos que P sea la subcategoria plena de C = Fun(A°P, Ab) que consiste de todos los funtores
(x,A) con A en A es claro que P es una subcategoria plena aditiva de C = Fun(A°?,Ab) que
consiste de objetos proyectivos en Fun(A°?, Ab) y que P(C) = A. Aplicamos nuestras proposi-
ciones anteriores a A como el primer paso para estudiar la categoria A y por lo tanto la categoria
Mod(A).

Proposicion 4.24. Sea A una categoria aditiva esqueléticamente pequenia, entonces tenemos:

a) Todo morfismo en A tiene un cokernel.
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Todo morfismo en A tiene un pseudo-kernel.
ii) Todo morfismo en A tiene un kernel.
iii) A es una categoria abeliana y el funtor inclusion A — Fun(A°P, Ab) es exacto.

iv) A es una categoria abeliana.

¢) Supongase que D es una categoria aditiva tal que todo morfismo en D tiene un cokernel y
G : A — D es un funtor arbitrario. Entonces existe un funtor exacto derecho F : A — D
tal que FE = G donde E : A — A es el funtor dado por E(A) = (x,A). Mds aiin, si
F’ : A — D es otro funtor exacto derecho tal que F'E = G, entonces existe un isomorfismo
F— F'.

Demostracion. Dado que todo objeto de la forma (x, A) es proyectivo en C = Fun(A°?, Ab), con-
sideramos la subcategoria plena # de C formada por dichos objetos. Luego, tenemos A = P(C),
por la proposicién anterior es valido a).

Claramente en b) tenemos las equivalencias i), i) y iii), de igual manera iii) implica iv). La
Unica parte de esta proposicion que no se sigue trivialmente de la proposicién anterior es el hecho
que b)iv) implica b)iii). Supdngase ahora que A es abeliana y que

0—F —F,— F;—0

es exacta en A. Dado que cada uno de los (x, A) es proyectivo en A, entonces tenemos la sucesién
exacta
O B ((*’A)’Fl) — ((*aA)aFZ) — ((*aA)aF3) — O

para todo A en ‘A. Por lo tanto la sucesion F(A) — F»(A) — F3(A) es exacta para todo A en A si
F, —» F, — F3esexactaen A.

Pero esto significa que F; — F, — F3 es exacta en Fun(A°?,Ab). Por lo tanto el funtor
inclusién A — F un(A°P, Ab) es exacto si A es abeliana. De esta manera tenemos b)iv) implica
b)iii).

Ahora probemos c): Sea D una categoria aditiva con cokerneles y G en Fun(A, D). Tenemos
el funtor inclusién i : P — P(C) = A y el isomorfismo de categorias

o

A P
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(f: A A)————((x ) 1 (+,A) = (+A)).

Sea G : P — D el funtor composicién Gp~'. Entonces, por 4.23 b) tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

A
G
N
E P D
/ uwG
A

Luego, el funtor F := u*G hace conmutar el triangulo exterior y es exacto derecho por 4.23 c).

Si F’ es otro funtor exacto derecho en Fun(A, D) tal que F’E = G, entonces F'i = Fi. Es
decir, F’ y F coinciden en objetos de la forma (x,A) con A en ‘A. Por lo tanto, si H estd en A,
tenemos una sucesion exacta:

(+,A) — (x,A)) — H—0

y al aplicar F'y F’ obtenemos un diagrama conmutativo con renglones exactos:

F(x,A) —— F(x,A") F(H) 0
‘ :77H
A
F'(%,A) —= F’(x,A’) F'(H) 0

donde ny estd determinado unicamente por ese diagrama y 7.4y = l(x) para todo A. Se sigue
que n : F — F’ es transformacion natural. Similarmente, se construye n’ : F/ — F y resulta

W= O

Este tltimo resultado nos proporciona la siguiente descripcién del funtor E : A — A.

Corolario 4.25. Sea A una categoria aditiva esqueléticamente pequefia. Supongase que B es una
categoria aditiva con cokerneles y E' : A — B un funtor satisfaciendo la condicion que dada
cualquier categoria aditiva D con cokerneles y cualquier funtor G : A — D, existe un vnico
(hasta isomorfismo) funtor exacto derecho F : B8 — D tal que FE' = G. Entonces existe una
equivalencia de categorias J : A — B tal que el siguiente diagrama conmuta:

X,

A———
‘ y

E
A —
E/

-

®

ysiJ : A — Bes otra tal equivalencia, entonces existe un tinico isomorfismo J — J'.
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Demostracion. Por la proposicion 4.24 ‘A es una categoria con cokerneles, asi tomamos D = Ay
por consiguiente existe un funtor exacto derecho F : 8 — A tal que

’

AL g

|

JE' = E, de igual manera por la proposicién 4.24 c) existe J/ : A — B tal que J'E = E’.
Tales funtores J y J’ nos aportan lo siguiente: J'JE’ = J'E = E’'y JJ'E = JE’ = E. Debido
a la unicidad hasta isomorfismo en la hip6tesis obtenemos J'J ~ lgy JJ' =~ 14, es decir, las

categorias Ay B son equivalentes con la propiedad que dada cualquier otra equivalencia existe un
unico isomorfismo. O

Terminamos esta seccién dando algunas conexiones de la categoria Mod(A) con la categoria
de médulos sobre anillos.

Definicion 4.26. Supdngase que A es una categoria aditiva esqueléticamente pequefia, Ay un obje-
toen Ay A = End(Ayp). Entonces, para cada F en Fun(A°P, Ab), consideramos el grupo abeliano
F(Ap) como un A-médulo derecho mediante la asignacion

xA = F()(x)

paracada xen F(Ag) y Aen A. Es un A-mddulo derecho dado que x(Au) = F(Au)(x) = F(u)F(A)(x) =
F(u)(F()(x)) = (xA)u. En consecuencia, asociado con cada Ag en A estd el funtor evaluar en Ag

€: Fun(A°?,Ab) — Mod(A°P)
dado por €(F) = F(Ao) y €(17) = na,, para cada transformacién natural n : F — F’.

Proposicion 4.27. Sea Ay un generador de la representacion de la categoria aditiva Ay A =
End(Ao) . La restriccion A — Mod(A°P) del funtor exacto € : Fun(A°P,Ab) — Mod(A°P) dado
por evaluar en Ay tiene las siguientes propiedades:

a) Si A en A es una suma directa finita de copias de Ay en A entonces Hom#(Ag, A) es un
A°P-modulo libre finitamente generado. Por lo tanto la subcategoria plena P de Mod(A°P)
cuyos objetos son los AN°P-médulos Hom#(Ag, A) para todo A en A, es una subcategoria
aditiva de Mod(A°P) que consiste de A°P-modulos proyectivos finitamente generados. Mds
atin, P contiene todos los A°P-modulos libres finitamente generados.

b) SiF estd en A, entonces F(Ag) es un A°P-médulo finitamente presentado. En consecuencia
la imagen de A en Mod(A°P) estd contenida en mod(A°?), la categoria de N°P-mdédulos
finitamente presentados.

¢) El funtor inducido A — mod(A°P) es una equivalencia de categorias.

d) A es una categoria abeliana si 'y solo si mod(A°P) es una categoria abeliana.
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Demostracion. Comencemos primero con la demostraciéon de a) Supdngase que A = EB;:’]‘AO, de

aqui que Homa(Ao, A) = Homz (Ao, ®=1Ag) = &=l Homa(Ao, Ao) = @21 End(Ag) = &Z1A = A"

Por lo tanto Hom#(Ag, A) es un A°?-mddulo libre finitamente generado.

Por otra parte recordemos que un A-moédulo P es proyectivo finitamente generado si y sélo si
para algiin A-médulo P’ y un entero positivo n existe un isomorfismo A" ~ P& P’. Si A estien A,
como Ay es generados de la representacion de A tenemos nAg ~ A & A’ en A. Luego, eplicando
Hom#(Ag, *) obtenemos A" ~ Homg(nAg) =~ Hom#(Ag,A) ® Homz(Ap,A”). Luego los objetos
de P son proyectivos finitamente generados y P contiene todos los A°”’-médulos libres finitamente
generados.

Para c¢) notemos que cumple con el corolario anterior.

Finalmente, d) se sigue de manera sencilla. O

Proposicion 4.28. Para un anillo A las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) mod(A°P) es abeliana.

b) Si M es un A-mddulo derecho finitamente presentado, entonces M tiene una A-resolucion
proyectiva, cada uno de cuyos términos es un A-modulo proyectivo finitamente generado.

¢) Si M es un A-modulo derecho finitamente presentado y M’ C M es un submddulo de M
finitamente generado, entonces M’ es un A-modulo derecho finitamente presentado.

Definicion 4.29. Los anillos que satisfacen las condiciones anteriores se llaman anillos coherentes
derechos.

Proposicion 4.30. Sea A una categoria aditiva con un generador de la representacion Agy cuyo
anillo de endomorfismos denotaremos por A. Entonces:

a) Mod(A) es equivalente a mod(A°P).
b) Atiene pseudo-kerneles si'y solo si Mod(A) es abeliana si'y solo si A es coherente derecho.

¢) En particular, si A es noetheriano derecho entonces A tiene pseudo-kerneles.

Demostracion. a).Por4.17, hay una equivalencia Mod(A) — A; por 4.27 ¢), hay una equivalencia
A — mod(A°P) y por lo tanto Mod(A) y mod(A°P) son equivalentes.

b): A es coherente derecho si y s6lo si mod(A°P) es abeliana, es decir, si y s6lo si Mod(A) lo
es. Luego, aplicamos 4.22.

¢): Se sigue de que todo anillo noetheriano derecho es coherente derecho. O

4.3. Anillos de endomorfismos

En esta seccion aplicaremos algunos de los resultados anteriores al estudio del anillo de en-
domorfismos de un A- médulo. Si M es un objeto en una categoria aditiva A denotaremos por
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Add(M) la subcategoria plena de A consistente de todos los objetos isomorfos a sumandos de su-
mas finitas de M. Claramente Add(M) es una categoria aditiva que es esqueléticamente pequeiia.
Los idempotentes en Add(M) se escinden si todos los idempotentes en A se escinden. Llamamos
a Add(M) la subcategoria aditiva de ‘A generada por M.

Notacion 4.31. El lo siguiente a menos que se diga otra cosa, dada una categoria abeliana C y P
un objeto proyectivo en C, denotaremos la subcategoria Add(P) generada por P, por P.

Proposicion 4.32. Sea C una categoria abeliana, P un objeto proyectivo en Cy P = Add(P). Sea
P(C) la subcategoria plena de C que consiste de los objetos que tienen P-presentaciones. Entonces,
el funtor

F : P(C) — mod((Endc(P))°P)

dado por F(C) = Homg(P, C) para todo C en P(C), es una equivalencia de categorias. Por lo tanto
si End(P) es coherente derecho entonces P(C) y mod((Endc(P))°P) son categorias abelianas.

Demostracion. La prueba de esta afirmacion es una consecuencia inmediata de 4.13¢), puesto que
en este caso tenemos: Ag = P, A = P, A = P(C) y A = Endg(P). ]

Como una consecuencia inmediata de esta proposicion tenemos:

Corolario 4.33. Sea A un anillo, P un A-modulo proyectivo finitamente generado tal que A estd en
P = Add(P). Entonces el funtor

F : mod(A) — mod((Enda(P))°?)

dado por F(C) = Homg(P, C) para todo C en mod(A) es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Sea C = Mod(A). Dado que A estd en P, se tiene mod(A) = P(Mod(A)). Por 4.32
tenemos el resultado. |

Estamos ahora en condiciones de demostrar el celebre teorema de Morita:

Teorema 4.34 (Morita). Para dos anillos Ay N’ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Las categorias mod(A) y mod(A’) son equivalentes.

b) Existe un A-médulo proyectivo finitamente generado P tal que A estd en P = Add(P) y
ademds End(P) y AN'°P son anillos isomorfos.

¢) Existen Py P’ Ay A'-mddulos proyectivos finitamente generados, respectivamente, tales
que A estaen Py N estd en P’y los anillos End(P) y End(P’") son isomorfos.

Demostracion. Comencemos con a) implica b). Sea F' : mod(A") — mod(A) una equivalencia de
categorias. Es sencillo probar que F(A”) = P es un A-médulo proyectivo finitamente generado tal
que A estd en . Como F es una equivalencia de categorias sabemos que F : End(A’") — End(P)
es un isomorfismo de anillos, pero End(A’) = (A’)°P, por lo tanto (A’)°? y End(P) son anillos
isomorfos.
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Notemos que b) implica a). Supdéngase que existe un A-médulo proyectivo finitamente genera-
do P, tal que A esta en Py Endp(P) =~ A’°P, entonces mod(A’°P) y mod(Enda(P)) son categorias
equivalentes, luego mod(A’) y mod(Enda(P)°P) son categorias equivalentes. Por otra parte por
4.33 mod(A) y mod(Enda(P)°P) son equivalentes y por lo tanto mod(A’) y mod(A) son categorias
equivalentes.

Por tltimo veamos que c¢) implica a). Dado que End(P) y End(P’) son anillos isomorfos
en consecuencia lo son End(P)°? y End(P’)°P. Por consiguiente las categorias mod(End(P)°P) y
mod(End(P")°P) son equivalentes. Por el corolario anterior el hecho que A estaen Py A’ estaen ¥’
nos da que mod(A) y mod(End(P)°F) son categorias equivalentes y que mod(A”) y mod(End(P")°P)
son también categorias equivalentes. Por lo tanto mod(A) y mod(A’) son categorias equivalen-
tes. O

Definicion 4.35. Dos anillos A y A’ se dicen Morita equivalentes y si y s6lo si mod(A) y mod(A”)
son equivalentes.

Observacion 4.36. Claramente la relacion sobre la clase de los anillos dada por dos anillos estin
relacionados si ellos son Morita equivalentes es una relacion de equivalencia.

Observacion 4.37. Puede verse que para dos anillos A y A’, las categorias Mod(A) y Mod(A\")
son equivalentes si y sélo si las categorias mod(A) y mod(A”) son equivalentes. Por lo tanto A y A’
son Morita equivalentes si y s6lo si Mod(A) y Mod(A”) son categorias equivalentes. Un analisis y
prueba de tal afirmacion pueden ser encontrados en [AF92].

Dado que lo que mds nos interesa acerca de un anillo A es la categoria mod(A), optaremos por
considerar que dos anillos son lo ”mismo”si ellos son Morita equivalentes.

Antes de continuar revisaremos algunas propiedades de la teoria de mdédulos de anillos de artin.
Las pruebas de estas propiedades pueden ser encontrados en [ARO95] capitulos I y /1.

Recordatorio 4.38. Sea A un anillo de artin izquierdo con radical r. Entonces sabemos que " = 0
para algin entero n positivo. Definimos el indice de nilpotencia de A como el menor entero 7 tal
que r'* = 0. También como A/r es un anillo de artin semisimple, éste tiene solamente un nimero
finito de médulos simples no-isomorfos.

Dado que r es nilpotente se ve que un submédulo M’ de M es todo M si y sélo si la composicién
M’ — M — M/rM es suprayectiva. De esto se sigue que si M y M’ son A-médulos, un morfismo
f: M — M’ esun epimorfismo si y sé6lo si el morfismo inducido

M/rM — M’ /rM’

es un epimorfismo. En particular, si P 'y P’ son médulos proyectivos obtenemos que:

i) Un morfismo f : P — P’ es un isomorfismo si y sélo si el morfismo inducido P/rP —
P’ /rP’ es un isomorfismo.

iil) Si g : P/rP — P’/rP’ es un isomorfismo, entonces existe un isomorfismo g : P —» P’
que induce g : P/rP — P’/rP’. Mds ain, el hecho que idempotentes en A/r pueden ser
levantados a A muestra que dado cualquier médulo simple S existe un médulo proyectivo
P tal que P/rP =~ §. Por lo tanto dado cualquier médulo semisimple M existe un médulo
proyectivo P y un epimorfismo P — M tal que el morfismo inducido P/rP — M es un
isomorfismo.
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Mas atn, si estamos dando otro epimorfismo P — M — 0 con P’ proyectivo tal que P’ /rP’ —
M es un isomorfismo entonces existe un morfismo P — P’ tal que el diagrama siguiente conmuta

P——sM
PP—M
y cualquier tal morfismo P — P’ es un isomorfismo. Por lo tanto un médulo proyectivo P es

inescindible si y sélo si P/rP es simple.

Definicion 4.39. Dado cualquier médulo M, un epimorfismo P — M — 0 con P proyectivo tal
que P/rP — M/rM es un isomorfismo, es llamado una cubierta proyectiva de M.

Lema 4.40. Todo A-modulo M tiene una cubierta proyectiva P — M — 0. Ademds, si P — M —
0 es otra cubierta proyectiva entonces existe un morfismo P — P’ que hace conmutar el siguiente
diagrama

P—sM—0

L

PP—M——0

y tal morfismo P — P’ es un isomorfismo.
Definicion 4.41. Una resolucion proyectiva

P, h Py foM 0

es llamada una resolucion proyectiva minimal si y s6lo si cada epimorfismo P; —> Ker(f;_1) —=0
es una cubierta proyectiva.

Lema 4.42. Todos los médulos tienen resoluciones proyectivas minimales y cualesquiera dos re-
soluciones proyectivas minimales son isomorfas como complejos. Una resolucion proyectiva

P, h P fo M 0

es una resolucion proyectiva minimal si y sélo si Imf; C rP;_y, para todo i > 1.

Recordatorio 4.43. Sea A anillo de artin izquierdo con radical r. Como r es nilpotente se sigue
que un médulo M es 0 si y sélo si Homa(A/r, M) = 0 donde Homa(A/r, M) se identifica con el
submdédulo semisimple de M que consiste de todos los m en M tal que rm = 0. Recordamos que
Homa(A/r, M) es llamado el soclo de M el cual algunas veces denotamos por soc(M).

Ahora no es dificil ver que un monomorfismo f : M — M’ es esencial si y s6lo si el morfis-
mo inducido soc(M) — soc(M’) es un isomorfismo. Por lo tanto 0 — M — [ es una envolvente
inyectiva si y s6lo si 0 — soc(M) — I es un envolvente inyectiva. También como A es noet-
heriano sabemos que una suma arbitraria de envolventes inyectivas es una envolvente inyectiva.
Combinando estos hechos tenemos:

a) Un mdédulo inyectivo I es un envolvente inyectiva de su soclo.
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b) Si soc({) = @S, donde los §; son médulos simples, entonces I ~ @1;, donde I; es la envol-
vente inyectiva de S; para toda i.

¢) Un médulo inyectivo I es inescindible si y solo su soclo es simple.

d) Dos modulos inyectivos I e I’ son isomorfos si y sélo si sus soclos son isomorfos.

Observacion 4.44. Sea A un anillo de artin izquierdo. Entonces, A tiene solamente un niimero
finito de médulos proyectivos e inyectivos inescindibles no isomorfos, uno para cada A-médulo
simple. En particular supéngase que P y P’ son dos A-mdédulos proyectivos finitamente generados.
Entonces Py #’, las subcategorias aditivas generadas por Py P’ respectivamente, son las misma si
y sdlo si todo sumando inescindible de P es isomorfo a un sumando inescindible de P’ y viceversa.

Dado que las categorias P(Mod(A)) y mod(End(P)°?) son equivalentes, donde P es la categoria
aditiva generada por P, obtenemos que existen solamente un nimero finito de categorias diferentes
P como P corre a través de todos los médulos proyectivos finitamente generados.

Especificamente, End(P) y End(P’) son Morita equivalentes si y s6lo si todo sumando de P es
isomorfo a un sumando de P’ y viceversa.

Como aplicacion de algunas de estas ideas demostramos las siguientes afirmaciones:

Lema 4.45. Sea A un anillo izquierdo de artin con indice de nilpotencian'y sea M = €B"1=:”1A/ r.
Si C es un A-modulo tal que ¥"C = 0 con m < n, entonces tenemos una sucesion exacta de
A-mddulos

O—M, —---—M —C—0

con M; en Add(M), tal que
0— X\Mp) — X, Mpy-1) — -+ — (X, M) — (X,0) — 0

es exacta para todo X en Add(M).

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Si n = 1 se sigue que A es semisimple y
C estd en Add(M), puesto que Add(M) es la categoria de los A-médulos finitamente generados.
Ademas designando M| = C obtenemos nuestra sucesion exacta deseada

00— M =—C——0

Supéngase que el teorema es cierto para n > 1 y que el indice de nilpotencia de A es n + 1. Sea C
un A-médulo tal que r"C = 0 con m < n. Entonces A/r" tiene indice de nilpotencia n y C es un
A /r"-médulo luego, por hipétesis de induccion, sabemos que existe una sucesion exacta

O—M, —M, |, —---—M —C—0

de A-moddulos tal que:

i) Los M; estan en la subcategoria aditiva Add(N), donde N = EB;:’l’A/ rl.
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ii) La sucesién
0— X,Mp) — X, Mpy-1) — - — (X, M) > (X,C) — 0

es exacta para todo X en la subcategoria aditiva de Mod(A) generada por N.

Ahora el hecho que @fz”A/ri es un sumando de EBE’I’“A/ r’ implica que Add(N) ¢ Add(M),
asi cada uno de los M; esta en Add(M). También, como los tnicos A-mddulos inescindibles en

Add(M) que no estédn en Add(N) son A-mddulos proyectivos y como la sucesién
O—M, —M, |, —---—M —C—0
es exacta, entonces
0— XM, — X, Mpy—1)) — - — X, M) — (X,C) — 0

es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto, si r*C = 0 con m < n, obtenemos nuestra sucesion
exacta deseada.

Queda por ver el caso en que m = n + 1. Supdngase ahora que r"C # 0. Sea C’ el submddulo
de C que consiste de todos los ¢ en C tal que r"c¢ = 0. Entonces r"C’ = 0. Ademads, por lo que
acabamos de ver, sabemos que existe un epimorfismo

M —C —0

con M’ en Add(N), tal que (X, M’) — (X, C") — 0 es una sucesién exacta para todo X en Add(N).
Dado que para cada X en Add(N) tenemos que r"X = 0, se sigue que la inclusién i : C’ — C induce
un isomorfismo (X, C’) — (X, C). Luego, la composicion M* — C’ — C, la cual denotamos por
f: M’ — C, tiene la propiedad que (X, M") — (X, C) — 0 es exacta para todo X en Add(N).

Ahora consideramos la cubierta proyectiva & : P — C/C’ — 0 del A-médulo C/C’. Dado que
m:C — C/C’" — 0 es un epimorfismo, existe un morfismo g : P — C tal que conmuta:

p—!cicr——=o0

|

c—5%c/c0——=0

Dado que 4 es la cubierta proyectiva sabemos que Kerh C rP. Como g~'(C’) C Kerh, se sigue que
-1 ’
g () CrP.

Consideremos el morfismo ¢ : P& M’ — C dado por t(p,m) = g(p) + f(m’). Puesto que
M’ — C’ y la composiciéon P — C — C/C’ son epimorfismos se sigue que ¢ es un epimorfismo.
También el hecho que (X, M’) —» (X,C) — 0 es exacta para todo X en Add(N) muestra que
X, P® M) - (X,C) — 0 es exacta para todo X en Add(M), ya que los tinicos A-mddulos
inescindibles en Add(M) que no estdn en Add(N) son A-mddulos proyectivos.

Finalmente veamos que r"Kert = 0. Tenemos que (p,m’) estd en Ker t si y sélo si g(p) =
—f(m’), como Imf = C’, se sigue que si (p,m’) esta en Ker t entonces p esta en g~'(C"). Como
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g ' (C") = 0y "M’ = 0 se sigue que r"Ker t = 0. De esta manera, por nuestro resultado previo
podemos encontrar una sucesion exacta.

O— M,y M, —---— My — Kert — 0
de A-mddulos con los M; en Add(N) C Add(M) tal que
0— X, My41) m X, M) — -+ — (X, M) — (X, Kert) — 0
es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto la sucesién exacta
0—>Myyy —M,— - —> M, —PoOM —C—0
tiene nuestra propiedad deseada que los M; estin Add(M) y
0— X, Mp11) — X, M) — - — X, M) > X, POM') — (X,C) — 0
es exacta para todo X en Add(M). m]

Teorema 4.46. Sea A un anillo izquierdo de artin con indice de nilpotenciany sea M = EB"l::”lA/ r.
Entonces I' = End(M)°P tiene las siguientes propiedades:

a) T es coherente izquierdo.
b) Si N es un I'-mddulo finitamente presentado, entonces pdrN < n + 1.

¢) Existe un I'-modulo proyectivo finitamente generado P, tal que Endr(P)°? ~ A.

Demostracion. Comencemos con el inciso a). Para mostrar que I" es coherente izquierdo es lo
mismo que probar que End(M) es coherente derecho: Pero ya hemos visto en 4.30 que End(M)
es coherente derecho si y sélo si Add(M) tiene pseudo-kerneles. Ahora supéngase que estamos
dando un morfismo f : M, — Mj3 en Add(M) y sea C = Kerf. Entonces r'C = 0y por el
lema anterior podemos encontrar un epimorfismo M; — C — 0 con M; en Add(M) tal que
(X, M) — (X,C) — 0 es exacta para todo X en Add(M).

Sea g la composiciéon M; — C — M;, de lo descrtio anteriormente se sigue que la sucesién

exacta M; LI M, L— Ms , tiene la propiedad que (X, M) — (X, M) — (X, M3) es exacta
para todo X en Add(M). Por lo tanto M| — M, es un pseudo-kernel de M, — M3, asi Add(M)
tiene pseudo-kerneles, lo cual muestra que End(M) es coherente derecho.

Para el inciso b) sabemos por 4.27 que el funtor Add(M) — mod(End(M)°P) dado por F —
F(M) es una equivalencia de categorias. Por consiguiente dado un End(M)°?-médulo finitamente
presentado N existe un funtor F' en Add(M) tal que F(M) ~ N. Sea M| — My en Add(M) tal que

(x, M) — (x,My) — F — 0

es exacta. Si tomamos C = Ker(M; — My) y como 'C = 0, entonces por el lema anterior tenemos
que existe una sucesion exacta

0O—M,yy —M,—---— M —C—0
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de A-mddulos con los M; en Add(M) tal que
0— X, Mps1)) > X, M) — - — (X, M) — (X,C) — 0
es exacta para todo X en Add(M). Asi tenemos que la sucesién
0 — (5, Mys1) — (5, M) — -+ — (5, Mp) — (x, M1) — (%, Mo) — F — 0
es exacta en Am). Por lo tanto
0— (M, Mys1) — (M, M) — - — (M, M) — (M, Mo) — F(M) — 0

es una sucesion exacta de End(M)°P-médulos. Como cada (M, M;) es un End(M)°P-médulo pro-
yectivo y F(M) =~ N se sigue que pdg,imyrN < n + 1 donde n es el indice de A. Como esto es
cierto para cualquier End(M)°P-médulo finitamente presentado N hemos probado b).

c) Ahora (%, A) es un objeto proyectivo en Acﬁl(\M) y End,, i M)(*, A) = End(A) = A°P. Por
4.27 tenemos que el funtor
W Add(M) — mod(End(M)°P)

dado por ¥(F) = F(M) es una equivalencia de categorias, se sigue por el teorema de Morita que el
End(M)°P-moédulo, P := (M, A) es un End(M)°?-médulo proyectivo tal que Endgnqcuror (P) = A°P.
Por lo tanto Endr(P)°? ~ A, nuestro resultado deseado. ]

Observacion 4.47. Dado que M = & | A/ r’ es un A-médulo finitamente generado, sabemos que
el funtor (M, *) conmuta con sumas arbitrarias. La categoria O de todos los A-mdédulos que son
sumandos de sumas arbitrarias de copias de M, entonces 9 es una categoria aditiva. No es dificil
ver que el funtor

W D — Mod(End(M)°P)

dado por Y(F) = F(M), es una equivalencia de categorias. Ahora, solamente con una pequefia
modificacidn, el argumento usado para médulos finitamente generados C proporciona el resultado
que si C es un modulo arbitrario, entonces existe una sucesion exacta de A-modulos.

0O— My ——M,—---— M —C—0
con los M; en D tal que tenemos la siguiente sucesion exacta.

0— (M9Mn+1) — (M’Mn) —> T (M,Ml) — (M,C) —0

Como cada (M, M;) es un I' = End(M)°?-médulo proyectivo, procediendo como lo hicimos
anteriormente para ['-médulos finitamente presentados podemos mostrar que la pdrN < n + 1 para
I'-médulos arbitrarios N. Por lo tanto si z es el indice A tenemos que gl.diml’ < n + 1.

Supdngase ahora que A es un dlgebra de artin, es decir, el centro de A es un anillo conmutativo
de artin y A es un mdédulo finitamente generado sobre su centro. Entonces cada A-médulo M
finitamente generado tiene la propiedad que End(M) es también un élgebra de artin. Por lo tanto
como una consecuencia inmediata de nuestro teorema tenemos:

Corolario 4.48. Sea A un dlgebra de artin de indice n. Entonces el dlgebra de artinl' = End(®'_ | A/ ')
tiene las siguientes propiedades:
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a) gldiml'’<n+ 1.

b) Existe un I'-mddulo proyectivo finitamente generado P tal que Endr(P)°P y A son dlgebras
de artin isomorfas.

Este corolario tiene la siguiente interpretacion.

Cuando I' corre através de todas las dlgebras de artin de dimension global finita, el dlgebra de
artin de la forma A = Endr(P)°? con P un I'-médulo proyectivo finitamente generado, corre atraves
de todas las dlgebras de artin. Por lo tanto, en este sentido las dlgebras de artin de dimension global
finita determinan todas las dlgebras de artin.

4.4. Algebras de artin de tipo de representacion finita

Esta seccion estd dedicada principalmente a mostrar como construir dlgebras tales que dom.dim >
2y gl.dim < 2 apartir de dlgebras de artin de tipo de representacion finita. Estas construcciones nos
dan una biyeccién entre las clases de equivalencia de Morita de dlgebras de artin de tipo de repre-
sentacioén finita y las clases de equivalencia de Morita de dlgebras de artin tales que dom.dim > 2
y gl.dim < 2.

Notacion 4.49. Sea A un dlgebra de artin. Supdngase que 7 es un A-médulo inyectivo finitamente
generado y I = Add(l) la subcategoria aditiva de mod(A) generada por I. Sea mod(A)(II) la
subcategoria plena de mod(A) que consiste de todos los M en mod(A) tal que existe una sucesion
exacta

O—M—I1, — D

con los I; en I, es decir, la subcategoria plena de mod(A) que tiene [I-copresentaciones.
Obviamente mod(A)(II) es una categoria aditiva. Ahora mostraremos que mod(A)(I1) es una

categoria equivalente a mod(End(I)°?) y es entonces una categoria abeliana.

Lema 4.50. Sea A un dlgebra de artin, I un A-mddulo inyectivo finitamente generado y Il =
Add(I) la categoria aditiva generada por 1. Entonces la categoria mod(N)(I1) es equivalente a la
categoria mod(Endx(I)°P) donde Enda(I)°P es también un dlgebra de artin.

Demostracion. Dado que I es un A-médulo inyectivo finitamente generado entonces sabemos
por 3.68 que P = D(I) es un A°’-mddulo proyectivo finitamente generado. También D(II) es
equivalente a la subcategoria aditiva  de mod(A°?) generada por P. Por lo tanto la dualidad
D : mod(A) — mod(A°P) nos produce una dualidad:

D : mod(A)(IT) — P(mod(A°P))
Tomando C = mod(A°P) en 4.32, tenemos una equivalencia de categorias.
P(mod(A°?)) — mod(Endper(P)°P)

Por lo tanto obtenemos una dualidad mod(A)(I1) — mod(Endper(P)°P). Pero se ve facilmente
que Endpaor(D(M))°P y Enda(M) son isomorfos para cada A-médulo M. Por lo tanto Endp(l) =
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Endpopr(P)°P y entonces mod(Enda(I)) es equivalente a mod(Endae»(P)°P). Por lo tanto tenemos
una dualidad
mod(A)(I1) — mod(Enda (1))

Como Endx(I) es un dlgebra de artin sabemos por 3.68 que mod(Enda (1)) y mod(Enda(I)°P) son
duales. Asi la dualidad mod(A)(I1) — mod(Enda (1)) nos produce una equivalencia de categorias
entre mod(A)(I1) y mod(Enda (I)°P). ]

Una vez vistos estos resultados, comenzamos nuestro estudio de dlgebras de artin de tipo de
representacion finita.

Supdngase que A es un algebra de artin de tipo de representacion finita. Por lo tanto existe
solamente un nimero finito de A-mddulos inescindibles finitamente generados My, ..., M, no iso-
morfos. De aqui que todo A-médulo M finitamente generado es isomorfo a una suma finita de
los M;. Sea C = mod(A). Por consiguiente C es una categoria abeliana esqueléticamente pequefia.
Consideremos ahora la categoria C. Nuestras primeras observaciones concernientes a la categoria
C estdn basadas en los siguientes hechos generales.

Proposicion 4.51. Sea C una categoria abeliana esqueléticamente pequeria. Entonces la categoria
C tiene las siguientes propiedades:

a) C es una categoria abeliana con suficientes objetos proyectivos.
b) F enC es proyectivo siy sélo si F = (x, M) para algiin M en C.
¢) gldimC <?2.

d) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C es semisimple.

ii) El funtor
E:C—C

dado por y(C) = (x,C) es una equivalencia de categorias.
iii) C es semisimple.
iv) gldimC < 2.

Demostracion. Iniciemos con la prueba del inciso a). Como la categoria C es abeliana todo mor-
fismo en C tiene un kernel. Por teorema 4.24 C es una categoria abeliana. También cada (x, M) es
proyectivo en C dado que es proyectivo en Fun(C’”, Ab) de la cual C es una subcategoria plena.
Por lo tanto, el hecho que C tiene suficientes proyectivos se sigue puesto que F en Fun(C°P, Ab)
estd en C si y sélo si existe una sucesion exacta en Fun(C°?, Ab)

(*,C1) — (x,Cp) — F — 0.

b): Supéngase F en C es proyectivo y como existe un epimorfismo (x, C) — F —> 0, tenemos
que F es un sumando directo de (x, C). Dado que C es abeliana, un sumando directo de (x,C) es
isomorfo a (*, C") donde C’ es un sumando de C. De esta manera F =~ (x,C") con C’ un sumando
directo de C. Luego si F es proyectivo se sigue que F' =~ (x, C’) para algin C’ en C.
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Continuamos con la prueba del inciso ¢). Supéngase que F esti en C. Entonces existe una
sucesion exacta
(*7 Cl) — (*’ CO) — F—0

Por el teorema de Yoneda sabemos que existe un unico morfismo C; — Cy el cual induce el
morfismo (x,C() — (%, Cg). Como C es abeliana, el morfismo C; — Cy tiene un kernel C, — C;
en C. Asi la sucesion exacta

0—C,—C; — (Cy

nos produce una sucesién exacta
00— (*,C) — (x,C)) — (x,Co) = F —0

la cual nos muestra que pdF < 2 dado que los (%, C;) son proyectivos en C. Luego como ésto es
cierto para todo F en C, tenemos que gl.dimC < 2.

Finalmente, queda por probar d). Recordemos que una categoria abeliana se dice una categoria
semisimple si todo monomorfismo (o equivalentemente, todo epimorfismo) se escinde. Supéngase
ahora que C es semisimple, entonces si C; — C; — Cy — 0 es exacta en C se sigue que (x,Cy) —
(*,C1) = (*,Co) — 0 es exactaen C.

Ahora bien si F estienCy
(x,C2) — (x,C1) > F — 0

es exacta, se sigue que F = (x, Cy) donde Cy = Coker(C, — C)). Por lo tanto todos los funtores en
C son representables, lo cual muestra que el funtor £ : C — C es una equivalencia de categorias.
Esto muestra que i) implica if).

Ahora veamos que ii) implica iii). Si E : C — C es equivalencia de categorias, se sigue que
cada F en C es isomorfo a (x, C) para algiin C en C. Por consiguiente cada F en C es proyectivo,
lo cual significa que C es semisimple.

El hecho que iii) implica iv) es claro. S6lo queda por ver que iv) implica i). Supdngase que
gl.dimC < 2. Sea
0—Ch—C —

una sucesion exacta en C. Luego, tenemos una sucesion exacta en C:
00— (+,Cp) = (x,C1) = (x,C2)) = F — 0.

Como gl.dimC < 2 sabemos que el Ker((x,Cy) — F) es proyectivo en C. Por lo tanto el mono-
morfismo 0 — (x,Cy) — (*,Cq) se escinde lo cual significa que el monomorfismo 0 — Cy — C;
se escinde. Por lo tanto si gl.dimC < 2 todo monomorfismo en C se escinde lo cual muestra que C
es semisimple. |

Teorema 4.52. Sea A una dlgebra de artin de tipo de representacion finitay My, . . ., M,, un sistema
. ) o . op

completo de A-médulos inescindibles no isomorfos en mod(\). Seal’ = End (GB?ZI M ,-) , entonces

tenemos lo siguiente:

a) Si A es semisimple, entonces I es semisimple y Morita equivalente a A.
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b) Si A no es semisimple, entonces gl.diml” = 2.

Demostracion. Por 4.53, si hacemos C = mod(A), tenemos que C es una categoria abeliana de
dimension global finita a lo més 2.

Sea P la subcategoria plena de C que consiste de todos los (+, C) con C en C, entonces por 4.32
y 4.33, P(C) es equivalente a C = mod(A).

Veamos que % tiene como generador de la representacion a (x,®_, M;), donde M, ..., M, son
los A-médulos inescindibles no isomorfos en mod(A). En efecto, cualquier M en C es un sumando
de una suma finita de &_; M;, lo cual significa que (x, M) es un sumando de una suma finita de
(x, ®_ M), lo cual muestra que (x,®_, M;) es un generador de la representacion de P.

Por 4.27, la categora Ces equivalente a mod(Endps(x, ®_, M;)P).

Abhora bien, por Yoneda Ends (*, & 1M,~)017 ~ Enda (@?lei)Op. Por lo tanto, C es equivalente

amod (EndA (EB;’:IMi)Op), en particular I' = Endy (@?lei){)p es un dlgebra de artin con gl.diml es
0 o 2 en funcién de si A es semisimple o no. Mas atin si A es semisimple por d) de 4.53 tenemos
que mod(A) es equivalente a C. m|

Para mostrar algunas de las propiedades del dlgebra de artin I" nos ser4 til lo siguiente.

Lema 4.53. Sea C una categoria abeliana esqueléticamente pequeiia. Se verifican las siguientes
propiedades:

a) Un objeto C en C es inyectivo si y slo si (x,C) es inyectivo en C.
b) Si0 — C — Iy — I es exacto en C con los I; inyectivos, entonces
0—C—I)— 1
es una copresentacion inyectiva minimal de C si y solo si
0— (+,C) — (x,lo) — (x, 1)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x,C) en C.

Demostracién. Iniciamos con la prueba de a). Sabemos que (x, C) es inyectivo en C si y sélo si
Ext'(F,(%,C)) = 0 para todo i > 0y todo F en C. Supéngase que

0—(,C) — (+,C) — (x,C) —F—0
es exacta en C. Luego los grupos Ext(F, (x,C)) pueden ser calculados por la homologia del com-

plejo
0 ——((*,Co), (x,C)) — ((+,C1), (x, C)) — ((», C2), (+,C)) —=0

N

0 ———(Co,O) ——— (€1, O) ——— (2, ) ———=0
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De donde obtenemos que Ext'(F, (x,C)) = O parai > 0y todo F en C si y sélo si dada cualquier
sucesion exacta en C
0— C2 — C 1 — C()

entonces la sucesion
(Co,C) — (C1,C) — (C,0) — 0

es exacta. Por lo tanto se sigue que Ext'(F, (x,C)) = 0 para todo i > 0y todo F en C si y s6lo
si C es inyectivo en C. Por lo tanto hemos mostrado que (x, C) es inyectivo en C si y s6lo si C es
inyectivo en C.

Finalmente, queda por probar b). Ahora no es dificil mostrar que una sucesion exacta
0—C— I() — I 1

con [; inyectivo en una categoria abeliana arbitraria es una copresentacion inyectiva minimal de C
si'y s6lo si dada cualquier sucesion exacta con los I inyectivos,

0 —C—1Ij— 1

existe un diagrama conmutativo exacto

0 0
0—>C—Ip—=1,
0—C—=1I—1

De esto se sigue que una sucesion exacta
0—C— IQ — 11
es una copresentacién inyectiva minimal de C en C si y sélo si
0— (,C) — (x,1o) — (+, 1)
es una copresentacion inyectiva minimal de (x, C) en C. m|

Definicion 4.54. Sea C una categoria abeliana tal que cada objeto de C tiene una resolucion inyec-
tiva minimal. Si

0—>C—>I()—>]1—>--'

es una resolucion inyectiva minimal de C en C, entonces la dimensién dominante de C (notacion:
dom.dimC) se dice que es mayor o igual an > 1 siy sélo si /; es proyectivo para todo i < n — 1.

Lema 4.55. Sea A un dlgebra de artin de tipo de representacion finita. Si My, ..., M, son un
conjunto completo de A-mddulos inescindibles no isomorfos, entonces el dlgebra de artin I’ =
End\(&]_, M;)°P tiene gl.diml’ < 2 y dom.diml" > 2.
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Demostracién. Recordamos que la equivalencia entre C y mod(T') es dada por F — F (@, M;)
para todo F en C. Lo primero que mostramos es que si P es un I-médulo proyectivo en mod(I') y

0—)P—>11—>12—)I3—>0

es una resolucién inyectiva minimal de P, entonces /; e I son [-mé6dulos proyectivos asi como
I'-médulos inyectivos.

El I'-mdédulo proyectivo P corresponde a (*, C) para algin C en C. Como A es un dlgebra de
artin sabemos que C tiene una copresentacion inyectiva minimal

0—C— Iy —I

Supéngase que hemos mostrado que cada uno de los (x,1;) es inyectivo en C y la sucesién
exacta
00— (+,C) — (x,1p) — (. [)
es una copresentaciéon minimal inyectiva de (x,C). Luego tomando el médulo proyectivo P =
(éB:’lei, C) tiene la propiedad deseada que (éB:’lei, Io) y (@?lei, 11) son proyectivos dado que
(,1p) y (%, I1) son proyectivos en C. De esta manera nuestro resultado se obtiene del lema anterior.
O

Esto nos lleva a considerar otro clase de algebras, las cuales definimos ahora:

Definicion 4.56. Un dlgebra de artin I' es un algebra de Auslander si y sélo si gl.diml’ <y
dom.dimI” > 2.

Hemos visto en 4.52 y 4.55 cémo construir dlgebras de Auslander a partir de dlgebras de tipo
de representacion finita. El siguiente resultado nos dice cdmo revertir el proceso.

Proposicion 4.57. Supdngase A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finitay My, . .., M,
es un conjunto com!)leto de A-mddulos inescindibles no isomorfos. Entonces el dlgebra de artin
I' = Endy (69 L M; ) tiene las siguientes propiedades:

a) T esun dlgebra de Auslander.

b) SiVi,...,Vy es un conjunto completo de I'-modulos inescindibles no isomorfos los cuales
. . . op . .
son proyectivos e inyectivos, entonces Endr (@l’.’: 1 Vi) es Morita equivalente a A.

Demostracion. Sabemos que existen solamente un niimero finito de I'-mddulos inescindibles no
isomorfos Vi, ..., Vy, que son proyectivos e inyectivos. Mostremos que Endr(&]_, V;)°" es Morita
equivalente a A.

Sea Iy, ..., I, un conjunto completo de A-mddulos inyectivos inescindibles no isomorfos. En-
tonces por lo que ya hemos mostrado tenemos que las imédgenes (&M;,1;) de los (x,1;) bajo la
equivalencia C — mod(I') tiene la propiedad que m = n y después de un cambio de indices apro-
piado, tenemos (&M, ;) ~ V; para j = 1,...,n. Por lo tanto tenemos un isomorfismo de algebras

de artin: . .
Endr (@ Vi) ~ Endgs ((* $ Ii)) :

i=1 i=1
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Dado que Iy, ..., I, es un conjunto completo de A°’-moédulos inyectivos inescindibles no iso-
[
morfos, obtenemos que Endps ((*,69?:11,-)) ~ Endp (69:.’:11,-) ~ Endpor (@?ZID(I[)) ? Como A°P
[
estd en la categoria aditiva generada por @, D(I;), en consecuencia Endpor (69;’: 1D(Ii)) ? es Mori-
ta equivalente a A°?. Pero ya hemos mostrado que

n

Endr (EB V,»] ~ Endpor (é D (Ii))op
i=1

i=1
op . .
Por lo tanto tenemos que Endr (ea;’:l Vi) es Morita equivalente a A, nuestro resultado deseado. O

Lema 4.58. Supongase I es un dlgebra de artin con gl.dim < 2y M un I'-mddulo finitamente
generado que es proyectivo e inyectivo. Entonces

a) mod(IN)(Add(M)) es una subcategoria plena de p(I') y por lo tanto de tipo de representacion
finita.

b) Endr(M)°P es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita.

Demostracion. a): Supéngase que I es un dlgebra de artin con gl.diml” < 2. Sea M un I'-médulo
que es proyectivo e inyectivo y sea Add(M) una categoria aditiva generada por M. Como M es
un I'-mddulo inyectivo sabemos por 4.50 que mod(I')(Add(M)) es equivalente a mod(Endr(M)°P).
Pero mod(I')(Add(M)) es la subcategoria plena de mod(I') que consiste de todos los I'-médulos C
tal que existe una sucesion exacta

0—C— My— M

con los M; en Add(M). Como los M; son también I'-mdédulos proyectivos, el hecho que el gl.dimI" <
2, implica que C es un I'-mddulo proyectivo. Por lo tanto mod(I')(Add(M)) es una subcategoria
plena de la categoria p(I') de I'-médulos proyectivos finitamente generados. El hecho que p(I') tiene
solamente un niimero finito de I'-mdédulos inescindibles no isomorfos implica que mod(I')(Add(M))
también y por lo tanto es de tipo de representacion finita.

b): Puesto que las categorias mod(I')(Add(M)) y mod(Endr(M)°P) son equivalentes, tenemos
por a) que mod(Endr(M)°P) tiene solamente un ndmero finito de objetos inescindibles no isomor-
fos y por lo tanto es de tipo de representacion finita. O

Observacion 4.59. Supdngase ahora que dom.diml” > 2 asi como gl.dimI’ < 2. Sea My, ..., M,
un conjunto completo de I'-médulos proyectivos e inyectivos, inescindibles no isomorfos. Ademas
sea M = @ | M; y sea Add(M) la categoria aditiva generada por M. Dado que dom.diml" > 2,
gl.diml’ < 2, se sigue que mod(I')(Add(M)) = p(I') donde p(I') es la subcategoria plena de mod(I")
que consiste de todos los I'-mdédulos proyectivos finitamente generados. Por lo tanto p(I') es equi-
valente a mod(Endr(M)°P). De esta manera obtenemos que A = Endr(M)°P es un 4lgebra de artin
de tipo de representacion finita con la propiedad que p(I) es equivalente a mod(A).

Observacion 4.60. Sea Ny, ..., N, un conjunto completo de A-mddulos inescindibles no isomor-
fos y sean Pq,..., P, los objetos en p(I') que corresponden a Ny,...,N, bajo la equivalencia
o) — mod(A), luego Enda (@;’le,-) ~ Endr (GB?:lP,-). Pero el conjunto Pq,..., P, es un con-

junto completo de I'-mddulos proyectivos inescindibles no isomorfos, por lo tanto Endr (@?ZIP,-) P

es Morita equivalente a I', de donde se sigue que Enda (@?lei)OP es Morita equivalente a I'.
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En resumen tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.61. Sea I' un dlgebra de artin tal que gl.diml’ < 2y dom.diml' > 2. Sea My, ..., M,
un conjunto completo de I'-modulos inescindibles no isomorfos los cuales son proyectivos e in-
yectivos. Entonces A = Endr (@;LlMi)OP es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita
teniendo las siguientes propiedades:

a) p(I) es equivalente a mod(A).

b) Si Ni,...,N, es un conjunto completo de A-modulos inescindibles no isomorfos entonces
Enda (®?:1Ni) es Morita equivalente aT.

Demostracion. Notemos que a) se obtiene de la observacién 4.59 y b) es la observacién 4.60. O

Combinando las dos tltimas proposiciones obtenemos el principal resultado de esta seccion.

Teorema 4.62 (Auslander). Sea S la clase cuyos objetos [A] son las clases de equivalencia de
Morita de dlgebras de artin A de tipo de representacion finita. Sea J la clase cuyos objetos son
las clases [I'] de equivalencia de Morita de dlgebras de artin I' que son dlgebras de Auslander.
Entonces, existe una correspondencia uno a uno entre S y J dada de la siguiente manera:

a) Si A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita y My, ..., M, es un conjunto
completo de A-modulos inescindibles no isomorfos, entonces enviamos

n op
A—T= EndA[@M,]

i=1

b) SiT es un dlgebra de Auslander y Ny, ...,N,, es un conjunto completo de I'-modulos pro-
yectivos e inyectivos, inescindibles no isomorfos, entonces tenemos la asignacion

m op
[—s A= Endr(@Ni] :

i=1

Este teorema muestra que el problema de clasificar dlgebras de artin de tipo de representacién
finita (hasta equivalencia de Morita) es lo mismo que clasificar (hasta equivalencia de Morita)
dlgebras de Auslander. Hasta la fecha se conocen trabajos para determinar cuando un dlgebra de
artin es de tipo de representacion finita [Bon84], [Rie80]. En la practica, se espera que sea mas
sencillo determinar si un dlgebra de artin es un dlgebra de Auslander, puesto que esto es un proceso
finito.

4.5. Dimension de representacion de algebras de artin.

En esta seccioén se introduce la nocién de dimensién de representacion de un dlgebra de artin.
Se espera que ésto nos de una manera razonable de medir hasta que punto un 4lgebra de artin se
aleja de ser un dlgebra de tipo de representacion finita.

En la proposién 4.57 vimos que si A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita
entonces existe asociada con ella un dlgebra de artin I" que satisface:
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a) I esun algebra de Auslander.

b) A es Morita equivalente a End(®?_, M;)°", donde My, ..., M, es un conjunto completo de
I'-mddulos inescindibles no isomorfos que son proyectivos e inyectivos.

Sea Ip(I') una envolvente inyectiva de I', dado que dom.diml" > 2, entonces Iy(I') es proyec-
tivo y notemos que tiene la propiedad que Add(lp(I')) = Add (EB?ZIM,-). Por 4.59, las categorias

mod (Endr (Ip(T))°?) y mod ((EB?: lM,-)Op) son equivalentes y por consiguiente Endr (In(I'))°? es

Morita equivalente a Endr (EB?‘:IM l-)OP. Por lo tanto el dlgebra de artin I tiene las siguientes porpie-
dades:

a) I esun algebra de Auslander.

b) A es Morita equivalente a End(Io(I'))°?, donde Ip(I') es una envolvente inyectiva de I'.

Este resultado sugiere lo siguiente:

Notacion 4.63. Para cada algebra de artin A consideremos la coleccion A(A) de todas las dlgebras
de artin I" que satisfacen:

1) dom.diml > 2.

ii) A es Morita equivalente a Endr(Ip(I'))°?, donde Iy(I') es una envolvente inyectiva de I'.

Como veremos mds adelante, la dimensién de representacién de A estd determinada por la
dimension global de las dlgebras de artin en A(A). Sin embargo, antes de dar la definicion formal
de la dimension de la representacion de A mostramos que A(A) es no vacio.

Lema 4.64. Sea A un dlgebra de artin y M un A-mddulo finitamente generado tal que Add(M)
contiene todo A-mddulo proyectivo finitamente generado. Entonces:

a) La sucesion de A-modulos en Add(M)
Ci— C— G

es exacta si la sucesion
(*,C1) — (x,C2) — (x,C3)

es exacta en Acfi?M ).
b) C en Add(M) es un A-modulo inyectivo si'y sélo si (x,C) es inyectivo en Acﬁ?M).
¢) Una sucesion exacta de A-modulos en Add(M)
0—C—I)y—1
es una copresentacion inyectiva minimal de C si y solo si la sucesion exacta
0— (+,C) — (x,1p) — (., 1)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x,C) en Am ).
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Demostracion. Iniciemos con la prueba de a). Supdngase que la sucesion C; — C, — Csz en
Add(M) tiene la propiedad que (x,Cy) — (*,C2) — (*,C3) es exacta en Adcf(M). En particular
(A, C1) = (A, Cp) — (A, C3) es exacta puesto que A estd en Add(M). Pero (A, X) es naturalmente
isomorfo a X para todo X en mod(A), por lo tanto la sucesiéon de A-mddulos

C1—>C2—>C3

€s exacta.

Continuamos con el inciso b). Sea C en Add(M), por consiguiente (x,C) es inyectivo en
Am) siy sélo si Ext'(F,(x,C)) = 0 para todo F en Ad/d(\M). Pero de manera andloga a la
prueba de 4.53.a) no es dificil mostrar que Ext'(F,(x,C)) =0 para todo F en Acfl?M) siy sélo si
dada cualquier sucesién en Add(M),

C2—>C1—>Co

tal que la sucesion (x,C;) — (x,C1) — (*,Cp) es exacta en Ad/d(\M), entonces la siguiente
sucesion es exacta

(C09C) — (Cl,C) — (Cz’c)

Ahora bien ya hemos visto que si (x,C2) — (*,C1) — (x,Cp) es exacta se sigue que Cy; —>
C; — Cy es exacta. Por lo tanto si C en Add(M) es inyectivo y (¥,Cp) — (x,C1) — (*,Cp) es
exacta en Am), obtenemos que C, — C; — Cy es exacta lo cual implica que (Cy, C) —
(C1,C) — (€, C) es exacta. Por lo tanto si C en Add(M) es inyectivo, entonces (*, C) en Acﬁ(\M )
es inyectivo.

Supdngase ahora que C en Add(M) es tal que (x, C) es inyectivo en Add(M) y que a es un ideal
izquierdo en A. Como Add(M) contiene todos los A-mdédulos proyectivos finitamente generados y
Add(M) tiene pseudo-cokerneles, podemos encontrar una sucesién C; — C; — A en Add(M)
tal que

(+,C2) — (x,C1) — (%, A)

es exacta en Am/l) e Im(Cy — A) = a. Dado que (x,C) es inyectivo se sigue que la siguiente
sucesion es exacta.
((*a A)a (*7 C)) - ((*9 C1)7 (*’ C)) — ((*, CZ)’ (*9 C))
y por lo tanto la sucesion
(A, C) — (C1,0) — (2, 0)

es exacta. Pero el hecho que (%,C;) — (%,C1) — (*, A) sea exacta implica que C; — C; — A
es exacta. Por lo tanto C, — C| — a — 0 sea exacta. Por consiguiente si (¥, C) es inyectivo en
Add(M), entonces

(A, C) — (a,C) — 0

es exacta para todo ideal izquierdo a en A, pero esto es equivalente a que C sea inyectivo. Esto
concluye la prueba que si (¥, C) es inyectivo en Add(M), entonces C es inyectivo.

La prueba de c) es andloga a la prueba de 4.53.b). O
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Proposicion 4.65. Sea A un dlgebra de artin y M un A-mdédulo finitamente generado tal que todo
A-modulo inyectivo inescindible y todo proyectivo inescindible es isomorfo a un sumando de M
(o equivalentemente, Add(M) contiene todos los A-modulos finitamente generados proyectivos e
inyectivos). Entonces I = Enda(M)°? estd en A(N\).

Demostracion. Primero mostraremos que dom.dimI > 2. Sabemos por 4.27 que Add(M) es equi-
valente a mod(I') y que los objetos proyectivos en mod(I") corresponden a los funtores represen-
tables en Acﬁl?M). Sea C en Add(M), dado que los A-mdédulos inyectivos finitamente generados
estan en Add(M), sabemos que existe un copresentacion inyectiva minimal de C en Add(M):

0—C—I)—I.

Puesto que todo proyectivo inescindible es isomorfo a un sumando de M por el lema anterior,
tenemos que
0— (+,C) — (%, 1) — (x, 1)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x, C) en Acﬁ(\M ). Esto muestra que dom.dim(x,C) > 2
dado que los (*, I1) son obviamente tanto proyectivos como inyectivos en Add(M). Como Adcf(M )
y mod(I') son categorias equivalentes se sigue que dom.diml” > 2.

Para ver que I se encuentra en A(A), tenemos que demostrar que Endr(Ip(I'))°? es Morita equi-
valente a A. Pero la subcategoria aditiva generada por Ip(I') es la subcategoria plena de mod(I') que
consiste de todos los I'-moédulos que son proyectivos e inyectivos. Esto corresponde a la subcate-
goria plena de todos los objetos en Add(M) que son proyectivos e inyectivos en Add(M). Dado que
por nuestro lema anterior F en Add(M) es proyectivo e inyectivo en Add(M) si y sblosi F = (x,1)
con / inyectivo, se sigue que (*, GB;?:II,-) genera la categoria aditiva de todos los objetos en Add(M)
que son proyectivos e inyectivos, donde Iy, ..., I, es un conjunto completo de A-mddulos inyecti-
vos inescindibles no isomorfos. Son estas observaciones que nos proporcionan que Endr (Ip(I'))°P
y End, 2aon) ((* e, Ii))()p son dlgebras Morita equivalentes.

Por otra parte, también sabemos que End aacn ((*, @?zlli)) ~ Endp (EB;L 1Ii) el cual es Morita
equivalente a A°?. Por lo tanto Endr (Ip(T"))°? es Morita equivalente a A, entonces I' = Endx(M)
estaen A(A). O

Lema 4.66. Si A es un dlgebra de artin que no es semisimple y I estd en A(A), entonces gl.diml” >
2.

Demostracion. Supéngase que A no es semisimple y I" estd en A(A). Sabemos que si0 — I' —
Iy — I es una copresentacion inyectiva minimal de I, entonces Iy e I; son mddulos proyectivos
y A es Morita equivalente a Endr(lp)°?. Supdngase gl.diml” < 1, se sigue que

0—)F—>10—>]1—>0

es exacta. Como I; es proyectivo sabemos que esta sucesion se escinde, lo cual significa que I'
es un sumando de Iy y por lo tanto inyectivo asi como proyectivo. Pero es bien conocido que
un algebra de artin autoinyectiva es semisimple o tiene dimensién global infinita. Por lo tanto
tenemos que I es semisimple y I' ~ [y. De esta manera, A es semisimple puesto que A es Morita
equivalente a Endr(ly)°? = I'. Pero esto contradice la hipdtesis: A no es semisimple. Luego, se
tiene gl.diml’ > 2. O
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Definicion 4.67. Sea A un algebra de artin. Entonces definimos la dimension de la representacion
de A que denotaremos por rep.dimA como sigue:

a) Si A es semisimple , rep.dimA = 1.

b) Si A no es semisimple, rep.dimA es el minimo de las dimensiones globales de todas las
dlgebras de artin en A(A) .

Proposicion 4.68 (Auslander). Sea A un dlgebra de artin, entonces:

a) rep.dimA =1 siysolo si A es semisimple.

b) rep.dimA <2 siy sdlo si A\ es de tipo de representacion finita.

Demostracion. Iniciamos con la prueba de a). Como por definicién un dlgebra semisimple tie-
ne dimensién de representacién uno, para probar el primer inciso es suficiente mostrar que si
rep.dimA = 1, entonces A es semisimple. Por el lema anterior, si A no es semisimple y I" estd en
A(A), entonces gl.diml” > 2 lo cual muestra que rep.dimA > 2.

b): Si A es de tipo de representacion finita se sigue del Teorema 4.52 que gl.diml” = 2, donde
I' = Enda(®i=1nM;). Por 4.65 T" estd en A(A) y por lo tanto rep.dimA < 2. O

Uno de primeros resultados que surgieron, muestra que las algebras de artin autoinyectivas
tienen dimensién de representacion finita.

Proposicion 4.69. Sea A un dlgebra de artin autoinyectiva, con indice de nilpotencia n. Entonces
rep.dimA <n+ 1.

Demostracion. SeaM = A/r® A/r> ®---® A/r". Como A/r" = A sabemos que todo A-médulo
proyectivo inescindible es sumando de M, la hipétesis de que A es autoinyectiva implica que todo
A-mddulo inyectivo inescindible es también proyectivo, por consiguiente todo A-mddulo inyectivo
inescindible es también sumando de M.

Por 4.65 sabemos que Endp(M)°P estd en A(A), pero hemos probado en el corolario 4.48 que
gl.dimEndax(M)°P < n + 1. Luego, rep.dimA <n + 1. m]

Como una primera aplicacion de este resultado tenemos:

Corolario 4.70. Sea G un grupo finito y k un campo, entonces el dlgebra de grupo k|G] tiene la
propiedad que rep.dimk|G] < n + 1, donde n es el indice de nilpotencia de k[G].

Demostracion. Como k[G] es un dlgebra de dimension finita autoinyectiva, este resultado se sigue
de la proposicién anterior. |

Nuestra siguiente aplicacion se basada en el siguiente resultado.

Lema 4.71. Sea A un dlgebra de artin. Entonces existe un dlgebra de artin autoinyectiva l tal que
A ~T/a, donde a es un ideal bilateral tal que aZ=0.
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Demostracion. Sea A un dlgebra de artin con centro R y sea J una envolvente R-inyectiva de R/r,
donde r es el radical de R. Como ya hemos observado en 3.67 el funtor

(x,J) : mod(R) — mod(R)

es una dualidad. Sea E = Homg(A, J) el cual consideramos un A-bimédulo dado por (1f)(x) =
f(Ax) paratodo fen E, 1 en Ay x en A. Debe ser observado que como A es un A°’-médulo
proyectivo, E = Homg(A, J) es un A-mdédulo inyectivo. No es dificl de ver que todo A-mddulo
inyectivo izquierdo inescindible es un sumando de E. Por simetria el A°’-médulo E tiene propie-
dades similares.

Sea ' = A < E la extension trivial de A por E. Como en 3.54, obviamente I" es un dlgebra de
artin. Ahora mostramos que I" es autoinyectiva probando que los I'-médulos I' y Homg(I', J) son
isomorfos. Como Homg(I', J) es obviamente I'-inyectivo esto implica que I es I'-inyectivo.

Considere la funcién ¢ : I' —» Homg(T', J) dada por #(4, )X, ') = f(A') + f'(Q) para (4, f),
(A, fYenT = A= Homg(A,J). No es dificil verificar que ¢ es un morfismo de ['-médulos. Ahora
bien #(4, f) = 0siy sélo si f(1") = f/(1) = 0, para todo A’ en A y todo f” en Homg(A, J). Luego,
si t(A, f) = 0, tenemos f = 0y f'(1) = 0, para todo f’ en Homg(A, J). Pero esto implica que
A = 0, puesto que la evaluacién ¢ : A — Homg (Homg(A, J), J) es un isomorfismo. Asi #(4, f) = 0
siysolosid =0y f =0, porlotantot : I' - Homg(I',J) es un monomorfismo de I'-mddulos
y por consiguiente de R-médulos. Pero visto como R-médulo I''y Homg(I', J) tienen la misma
longitud puesto que la dualidad (*, J) preserva la longitud, por lo tanto ¢ es suprayectiva y luego es
un isomorfimo de I'-médulos. Esto termina el argumento que I" es autoinyectiva.

De esta manera, si llamamos a al kernel de la proyeccién canénica I’ — A, habremos termina-
do. O

Proposicion 4.72. Sea A un dlgebra de artin. Entonces, existe un dlgebra de artin I de dimension
de representacion finita tal que A = T'/a donde a*> = 0.

Durante muchos afios qued6 abierta la pregunta de Auslander:
(Es finita la dimensién de representacion para toda algebra de artin A?
Fue hasta el afio 2003 que O. Iyama nos da una respuesta afirmativa de tal hecho.

Teorema 4.73 (O. Iyama [lya03]). La dimension de representacion de cualquier dlgebra de artin
es finita.

A continuacién damos algunos ejemplos de dlgebras de artin A tales que rep.dimA < 3.

Proposicién 4.74. Sea A un dlgebra de artin con radical v e indice de nilpotencia n. Si A/x"~! es
de tipo de representacion finita, entonces rep.dimA < 3. En particular, si A es un dlgebra de artin
con r* = 0, entonces rep.dimA < 3.

Demostracion. Asumamos que A/r"~! es de tipo de representacién finita. Sea Ny, ..., N, un con-
junto completo de A/ r"~!-mddulos inescindibles no isomorfos yseaN = @§:1Ni- Sea Py,...,Ps
un conjunto completo de A-moédulos proyectivos inescindibles no isomorfos y /i, ..., Iy un con-

junto completo de A-mddulos inyectivos inescindibles no isomorfos.
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Es algo sencillo de demostrar que todo submdédulo propio de un P; y todo médulo cociente de
I; es anulado por ! y entonces es un A/r"'-médulo. SeaV =N & (@lePi) @ (GB;?ZII,-) y Add(V)
la categoria aditiva generada por V.

Primero debe ser notado que Add(V) contiene todo A/r*~!-médulo. A continuacién establece-
mos nuestro resultado deseado mostrando que gl.dimEnda(V)°P < 3. Para ello veremos primero
que dado un A-mdédulo inescindible M existe una sucesion exacta

0— V3 4 Vz — M —0
con los V; en Add(V) tal que
0— X, V3) > X, V) > (X, M) — 0

es exacta para todo X en Add(V).

Si M estd en Add(V) definimos V, = My V3 = 0y consideramos el morfismo identidad
V, — M, con lo cual habremos terminado.

Supongamos que M no estd en Add(V). Entonces r""'!M # 0. Sea M’ el submédulo de M

que consiste de todos los m en M tal que r*"'m = 0. Sea P — 5 M/M’ —— 0 una cubierta
proyectiva minimal de M/M’ como A-médulo. Como P es proyectivo entonces existe un morfismo

h: P — M tal que la composicion P—h>M—>M/M’ esg: P> M/M'.

Definimos f : P& M’ — M por f(p,m’) = h(p) + m’, par todo p en Py todo m’ en M’.
Claramente f es un epimorfismo. Mds adn, supdngase que X es un médulo inescindible en Add(V).
Afirmamos que (X, P ® M’) — (X, M) — 0 es exacta. Para probar esto notemos que tenemos tres
casos: X es un A/r*~1 -médulo, si X en Add(V) no es un A/r"'-médulo, se sigue que X es un
A-mddulo proyectivo 6 X es un A-mddulo inyectivo.

SiXesunA/ r"~1-médulo, entonces (X, M) = (X, M) y queda demostrada nuestra afirmacion.

Supéngase que X en Add(V) no es un A/r"~!-médulo, si X es proyectivo no hay nada que
probar.

Finalmente supongamos que X es inyectivo. Si @ : X — M es un morfismo, entonces @ no
es un monomorfismo puesto que si lo fuera entonces el monomorfismo se escindiria, por ser X
inyectivo y como M es inescindible obtenemos que X ~ M y por consiguiente M estd en Add(N),
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, cada morfismo @ : X — M no es un monomorfismo.
Como X es un A-mddulo inyectivo inescindible, sabemos que X es una extension esencial de su
soclo S := Soc(X) el cual es simple. Con lo cual obtenemos que S estd contenido en Kera para
todo morfismo a : X — M. Entonces el morfismo X — X/S induce un isomorfismo

X/S, M) — (X, M)

Pero r*"!X # 0 puesto que X no es un A/r"~!-médulo, entonces S  r"~'X. Como r(r"~'X) = 0,
tenemos que "' X C soc(X) = S y asi tenemos que S = r"~'X. Por lo tanto X/S es un A/r*"!-
médulo lo cual muestra que (X, M) = (X/S, M) = (X/S, M’). De esto se sigue que

X.PpoM)— (X, M) —0

es exacta para todo X en Add(V) inyectivo inescindible.
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Por lo tanto hemos probado que (X, P& M’) — (X, M) — 0 es exacta para todo X en Add(V)
inescindible y, entonces, para todo X en Add(V).

Por otra parte notemos que ker(P & M’ — M) estd en Add(V) por que es un A/r"'-médulo.
Tenemos (p,m’) en kerf siy sélo si h(p) = —m’, donde h : P — M tiene la propiedad que la

composicién | Sy y p— M/M’ es una cubierta proyectiva de M/M’. Sea K = h™'(M"),
entonces el morfismo ¢ : K — P & M’ definido por ¢(p) = (p, —h(p)) nos da una sucesion exacta

0—K—2pPom L m——0

Como la composicién P e M——M /M’ es una cubierta proyectiva, tenemos que ker(P —
M/M’) esti contenido en rP'y es entonces un A/r"~'-médulo. Como K y M’ son A/r"~!-médulos,
se sigue que Ky P ® M’ estan en Add(V), lo cual muestra que la sucesion exacta

0—K—PoM —M—0

tiene las propiedades deseadas, que K y P & M estan en Add(V) y son tales que la sucesiéon 0 —
X,K)—> (X, Po M) — (X,M) — 0 es exacta.

Por lo tanto hemos mostrado que si M es inescindible entonces existe una sucesion exacta
0—V;—>V, —M—0
con V; en Add(V) tal que
0— X, V) — X, V) > X, M) — 0

es exacta para todo X en Add(V).

De este resultado se sigue trivialmente que dado cualquier A-médulo M finitamente generado
podemos encontrar una sucesién exacta

0—V;—>V,—M-—0

con los V; en Add(V) tal que 0 — (X,V3) — (X, V»2) — (X, M) — 0 es exacta para todo X en
Add(V).

Ahora usamos esto para mostrar que gl.dimAm) < 3. Para ello supdéngase que F esti en
Add(V), entonces existe un morfismo V| — Vy en Add(V) tal que la siguiente sucesidn es exacta

(*,V)) — (x,Vo) — F — 0.

Sea M = ker(Vy — Vp), por nuestro resultado arriba mencionado sabemos que podemos
encontrar una sucesion exacta 0 — V3 — Vo, - M — 0 con los V; en Add(V) tal que la sucesion
0— (X, V3) = (X, V2) = (X, M) — 0es exacta para todo X en Add(V). Por consiguiente podemos
formar la siguiente sucesion exacta en Am):

0— (+,V3) — (x,Vp) — (x, V1) — (+, Vo)) — F — 0.



122 4.- DIMENSION DE REPRESENTACION DE ALGEBRAS DE ARTIN.

Por lo tanto pdF < 3, lo cual muestra que gl.dimAd/dW) < 3. Por 4.27 sabemos que las categorias
Am) y mod (Enda(V)°?) son equivalentes y por consiguiente gl.dimEndx(V)°P < 3. Dado que
End(V)°P estd en A(V) por 4.65, esto termina la demostracién que si rep.dimA /r"~' < 2, entonces
rep.dimA < 3.

Supdngase ahora que A es un dlgebra de artin con radical cuadrado cero. Entonces, como A/r
es semisimple por definicién tenemos que rep.dimA/r < 2. Por lo tanto en este caso obtenemos
que rep.dimA < 3. O

Proposicion 4.75. Sea A un dlgebra de artin con gl.dimA < 1. Entonces rep.dimA < 3.

Demostracion. Procederemos de manera andloga a la proposicién anterior. Sean Pjp,...,Ps; un
conjunto completo de A-mdédulos proyectivos inescindibles no isomorfos y 11, ..., I; un conjunto
completo de A-mdédulos inyectivos inescindibles no isomorfos. Sea V = (@?zlPi) @ (GB;?ZII,-) y
consideremos Add(V).

Supdngase que M es un A-médulo finitamente generado y M’ un submédulo inyectivo maximal
de M, entonces la sucecioén exacta 0 - M’ - M — M/M’ — 0 tiene la propiedad que M =
M ®&(M/M’)y M/M’ no tiene submédulos inyectivos. Como gl.dimA < 1, sabemos que la imagen
de todo A-médulo inyectivo es inyectivo, por consiguiente si / es un médulo inyectivoy f: I — M
es un morfismo, entonces Imf C M’.

Como gl.dimA < 1, para M/M’ tenemos que existe una sucesién exacta 0 — P; — Py —
M/M’ — 0 con los P; A-mddulos proyectivos finitamente generados. Entonces tenemos la sucesion
exacta) » Py » Pp@ M’ — (M/M’)® M’ — 0. Claramente P; y Py ® M’ estan en Add(V).

Ahora mostraremos que 0 — (X, P;) —» (X, Po® M’) —» (X,(M/M’)® M’) — 0 es exacta pra
todo X en Add(V), para ello es suficiente hacerlo para X inescindible.

Sea X en Add(V) inescindible, entonces tenemos dos casos: X es proyectivo 6 X es inyectivo.
Si X es proyectivo no hay nada que hacer.

Supdngase que X es inyectivo, dado que M/M’ no tiene submddulos inyectivos, entonces
X,M/M"Yy® M) = (X, M") y por consiguiente 0 — (X, P;) —» (X, P1oM’) » X,(M/M"Ye M') —
0 es exacta.

De manera similar a nuestra prueba anterior esto muestra que g/ .dimAdd(V) < 3 lo cual muestra
que gl.dimEnda(V)°P < 3. Esto termina la prueba que rep.dimA < 3 si gl.dimA < 1. |

Como hemos visto con estos resultados dichas dlgebras de artin tienen la propiedad que dim.repA <
3. Asi si dim.repA < 3 para toda dlgebra de artin, entonces por el Teorema 4.68, tendriamos una
clasificacion de las édlgebras de artin por la dimensién de representacidn, en tres tipos:

a) A esun dlgebra semisimple (si rep.dimA = 1).
b) A esde tipo de representacion finta (si rep.dimA < 2).

¢) A no es de tipo de representacion finta (si rep.dimA > 2).

Es por ello que resulta interesante en la teoria de representaciones, el estudio de la dimension
de representacion de un algebra. Como hemos visto, nos brinda la oportunidad de conocer si un
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dlgebra de artin es de tipo de representacion finita, pero queda ain desconocido qué es exactamente
lo que mide la dimensién de representacion o los alcances de dicho concepto.
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