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Introducción

El presente trabajo es acerca de los espacios de Hardy Banach valuados
y definidos en el semiespacio superior. La teoŕıa de los espacios de Hardy
es extensa para escribirla aqúı, no obstante daremos al lector la información
suficiente para ponerlo en contexto para nuestros objetivos.

Los espacios de Hardy surgen debido al interés por estudiar espacios de
funciones definidas en dominios del plano complejo. De hecho, los espacios
de Hardy en el disco unitario complejo constan de funciones anaĺıticas f
tales que la integral de |f(·)|p, p > 0, sobre la circunferencia de radio r,
0 < r < 1, es uniformemente acotada respecto al parámetro r. Como el valor
de la integral cambia respecto r, se selecciona el supremo de estos valores y
se asigna como norma o p-norma de la función f . Posteriormente se relaja la
condición de función compleja anaĺıtica por real armónica. El dominio de las
funciones también vaŕıa; del disco unitario complejo D al semiplano superior
R2

+, y más generalmente al semiespacio Rn+1
+ .

Los espacios de Hardy pueden definirse también como funciones cuya
maximal no tangencial es una función en Lp(T), donde T es la frontera del
disco D, y esta definición es equivalente a la que se mencionó primero.

Las funciones maximales fueron definidas por Hardy y Littlewood en la
década de los 30’s del siglo pasado para p > 1, pero éstas adquirieron nueva
relevancia en los 70’s con los trabajos de Burkholder, Silverstein y Gundy
en [11] y por supuesto por los trabajos fundamentales de Fefferman, Stein
y Weiss [15],[29]. Burkholder, Silverstein y Gundy probaron la equivalencia
de la función maximal no tangencial y la función maximal radial utilizando
métodos probabiĺısticos (movimiento Browniano). Sin embargo el trabajo de
Fefferman y Stein es más completo pues consigue el mismo resultado que en
[11] sin utilizar conceptos de probabilidad además de que extiende el dominio
de las funciones a Rn.

Fefferman y Stein probaron también en [15] que para p > 0 una distribu-
ción temperada en Rn satisface de manera equivalente: (i) ser el ĺımite radial
de alguna función en el espacio de Hardy, donde el ĺımite es en el sentido de
distribuciones; (ii) el promedio de su convolución con cada elemento de las

VII



VIII Introducción

funciones de Schwartz S pertenece al espacio de Lebesgue Lp(Rn); (iii) el
promedio de su convolución con alguna función de Schwartz cuya integral no
se cancela pertenece al espacio de Lebesgue Lp(Rn); (iv) la función maximal
no tangencial de su convolución con el núcleo de Poisson está en Lp(Rn). La
equivalencia de estas cuatro propiedades nos indica que el núcleo de Poisson
no juega un rol determinante y puede ser sustituido por alguna aproximación
de la identidad.

Por otro lado, el parámetro p determina la naturaleza de los elementos
de los espacios de Hardy. Cuando p ≥ 1, los trabajos de Stein ([15] y [28]),
confirman que los espacios de Hardy de funciones anaĺıticas y/o armónicas
son identificados con ciertos subespacios de Lp(Rn). Cuando p ≤ 1, Coifman
y Latter, (ver [12] y [20]), dieron una descripción de elementos en espacios de
Hardy definidos en R y Rn, respectivamente, en términos de funciones bloques
con soporte compacto, y con dondiciones de tamaño y cancelación apropi-
ados. A este proceso de representar a los elementos del espacio de Hardy
como sumas infinitas de bloques se le conoce como descomposición atómica.
La descomposición atómica es llevada a cabo haciendo uso del Teorema de
descomposición de Calderón-Zygmund.

Un paso adelante en el estudio de los espacios de Hardy es la exten-
sión al caso vectorial o Banach valuados, esto como un caso particular de
la extensión de funciones anaĺıticas y/o armónicas que toman valores en un
espacio de Banach X. El estudio de funciones Banach valuadas originó nuevas
propiedades en los espacios de Banach como veremos en seguida.

La definición de espacio de Hardy vectorial, (ver [4]), puede estar dada
como el espacio de funciones f : D → X anaĺıticas o armónicas en cuyas
maximales se sustituye el módulo | · | por la norma || · ||X , o el espacio
de funciones f : D → X tales que la función escalar ξ∗ ◦ f pertenezca
al espacio de Hardy para todo elemento ξ∗ ∈ X∗”, aqúı X∗ es el espacio
dual a X. Sin embargo las diferentes definiciones de espacio de Hardy, todas
equivalentes entre si cuando las funciones son escalares no lo son cuando las
funciones son Banach valuadas para todo espacio de Banach, como lo muestra
Blasco en [4].

Entonces los diferentes espacios de Hardy vectoriales serán iguales si y
sólo si los espacios de Banach poseen propiedades como UMD o pRN, (ver
[3], [5], [6], [8], [9]). Aqúı trataremos sólo con la propiedad de Radon-Nikodym
y a continuación recordamos la definición.

Definición 0.0.1. Diremos que el espacio de Banach X posee la propiedad
de Radon-Nikodym, pRN, si para cualquier espacio de medida (Ω,Σ, λ) y
cualquier medida vectorial λ-continua µ : Σ → X de variación acotada,
existe una función g ∈ L1(Ω) tal que µ(E) =

∫
E
g dλ para todo elemento
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E ∈ Σ.

Blasco encuentra valores frontera para elementos del espacio de Hardy
vectorial de funciones anaĺıticas para cualquier espacio de Banach en [5],
esto es, ya no existe dependencia de propiedades UMD o pRN para caracter-
izaciones de espacios de Hardy vectorial.

Respecto al presente trabajo, como ya dijimos, estudiamos los espacios de
Hardy definidos en Rn+1

+ con valores en un espacio de Banach X que serán
representados por hpX(Rn+1

+ ). Usamos la definición de la función maximal no
tangencial, (ver Definición 1.4.3).

Nuestros objetivos son dos.
Primero, presentar una caracterización de los espacios de Hardy vectorial

hpX(Rn+1
+ ) mediante sus valores frontera. Se obtuvieron dos caracterizaciones.

Para p > 1 los valores frontera de funciones en hpX(Rn+1
+ ) son medidas vecto-

riales con p-variación acotada V p
X (Rn). En este punto mejoramos el resultado

de Blasco en [5] pues ahora el dominio no es acotado. Cuando p ≤ 1 son
distribuciones vectoriales, esto es, se mantiene el resultado del caso escalar.
La otra caracterización es con el espacio de distribuciones vectoriales que sat-
isfacen ciertas condiciones y que representaremos con Hp

X(Rn) (ver Definición
2.3.3). Esta caracterización es válida en el caso escalar (ver [28]) y aqúı lo
extendemos al caso vectorial.

El segundo objetivo es realizar la descomposición atómica del espacio
Hp

X(Rn) para p ≤ 1. En este punto avanzamos del caso escalar (ver [28]), al
caso vectorial.

En el primer caṕıtulo daremos todas las definiciones que se requieren para
hablar de espacios de Hardy, esto es, funciones vectoriales, diferenciabilidad
y armonicidad de éstas, medidas vectoriales aśı como algunas propiedades
que las relacionan con las funciones en LpX(Rn). Definiremos también a las
distribuciones vectoriales, y trabajaremos con las operaciones convolución
y transformada de Fourier de distribuciones vectoriales. Probaremos que la
convolución de una distribución vectorial con una función de Schwartz es
una función infinitamente diferenciable y de lento crecimiento. Mostraremos
también que la transformada de Fourier es un isomorfismo del espacio de
distribuciones vectoriales en si mismo. Por último daremos las definiciones
de funciones maximales en el contexto vectorial y algunas propiedades a
utilizarse.

En el segundo caṕıtulo trataremos nuestro primer objetivo.
En el tercer caṕıtulo trataremos nuestro segundo objetivo. Mostraremos

primero la descomposición de Calderón-Zygmund para medidas vectoriales.
Este resultado será utilizado para conseguir un espacio que es denso en
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Hp
X(Rn), a saber V 1

X (Rn)
⋂

Hp
X(Rn). Mediante esta densidad probaremos la

descomposición atómica para elementos en Hp
X(Rn), realizándola primero

para medidas en V 1
X (Rn)

⋂
Hp

X(Rn) y posteriormente para cualquier elemen-
to de Hp

X(Rn). Por último veremos que los elementos de H1
X(Rn) no pueden

ser todos funciones a menos que el espacio de Banach posea la propiedad
Radon-Nikodym, y viceversa, si todos los elementos de H1

X(Rn) son funciones,
entonces X posee la pRN.

En el último caṕıtulo se estudiarán algunas propiedades del espacio
H1

B(H)(Rn), donde B(H) es el espacio de operadores lineales acotados de
un espacio de Hilbert H en si mismo. También conseguiremos una función
armónica mayorante, en el sentido de operadores lineales, para cada elemento
de un espacio de Hardy débil.



Caṕıtulo 1

Medidas y distribuciones
vectoriales.

En este caṕıtulo se darán las definiciones requeridas para introducir los
espacios de Hardy vectoriales.

1.1. Funciones vectoriales.

Sea X un espacio de Banach. Consideramos Ω un conjunto abierto del
espacio euclideano Rn o Rn+1

+ = {(x, t) : x ∈ Rn, t > 0}. Una función Banach
valuada o X-valuada f : Ω → X es diferenciable en x ∈ Ω si y sólo si todas
sus derivadas parciales ∂if(x) existen y son continuas, donde

∂if(x) = ĺım
h→0

f(x+ hei)− f(x)

h
.

En la fórmula de arriba, el elemento ei es el i-ésimo vector canónico eu-
clideano.

Decimos que una función X-valuada es débilmente diferenciable si la fun-
ción escalar fξ∗(x) = 〈ξ∗, f(x)〉 es diferenciable, para todo ξ∗ ∈ X∗, el dual
topológico del espacio de Banach X.

Notemos que diferenciabilidad implica débil diferenciabilidad.

Definición 1.1.1. Una función u : Ω → X es armónica si es dos veces
continuamente diferenciable y satisface la ecuación ∆u = 0 en Ω, y u es
débilmente armónica si la función escalar uξ∗ = ξ∗ ◦ u es armónica para todo
elemento ξ∗ ∈ X∗.

1



2 Cap. 1. Medidas y distribuciones vectoriales

Proposición 1.1.2. Sea u una función X-valuada definida en Ω, entonces
u es armónica si y sólo si es débilmente armónica.

Demostración. No es dif́ıcil cerciorarse que armonicidad implica armonicidad
débil.

Sea u débilmente armónica, entonces para cualquier ξ∗ ∈ X∗ la función
escalar uξ∗ = ξ∗ ◦ u es armónica y de la teoŕıa escalar esto implica que
uξ∗ ∈ C∞(Ω). Por lo tanto u es infinitamente diferenciable en el sentido

débil. Por la Proposición 1 en [26] tenemos que la función u es infinitamente
diferenciable, en particular es dos veces continuamente diferenciable. No es
dif́ıcil cerciorarse que el funcional ξ∗ y el operador diferencial ∆ conmutan,
esto es,

∆(ξ∗ ◦ u) = ξ∗(∆u). (1.1)

Por hipótesis el lado izquierdo de (1.1) es cero para todo ξ∗ ∈ X∗, esto implica
que ∆u = 0, es decir, u es armónica.

Funciones Bochner integrables.
A continuación recordamos los conceptos de medibilidad, integrabilidad

y los espacios LpX(Rn). Consideramos el sigma-álgebra de Borel B(Ω) sobre
Ω ⊆ Rn, λ es la medida de Lebesgue en Rn y usamos la notación λ(A) = |A|.

Definición 1.1.3. Una función f : Ω → X es débilmente medible si para
todo elemento ξ∗ ∈ X∗, la función escalar fξ∗ = ξ∗ ◦ f es medible.

f es una función simple si es de la forma
∑N

i=1 xiχEi donde xi ∈ X,χEi
es la función caracteŕıstica con Ei conjuntos disjuntos medibles tales que
|Ei| < +∞, f también debe cumplir f(x) = 0 para x ∈ Ω \

⋃
iEi.

f es una función fuertemente medible si existe una sucesión de funciones
simples {fk} tales que || fk(x)− f(x) ||X → 0 cuando k →∞ para casi todo
x ∈ Ω.

Definición 1.1.4. Sea f : Ω → X una función simple con representación
f =

∑N
i=1 xiχEi , definimos la integral de Bochner de f como∫

E

f(x) dx =
N∑
i=1

xi|Ei|.

Una función X-valuada es Bochner integrable si existe una sucesión de
funciones simples {fk} que convergen en norma a f casi en todas partes y
que cumplen

ĺım
k→∞

∫
Ω

|| f(x)− fk(x) ||X dx = 0. (1.2)
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Para cualquier conjunto E medible la integral de Bochner de f sobre E se
define como ∫

E

f(x) dx = ĺım
k→∞

∫
Ω

χE(x)fk(x) dx.

El ĺımite se toma en la norma del espacio de Banach.

De la desigualdad triangular que cumple la norma de un espacio de Ba-
nach se comprueba que el elemento

∫
E
f(x) dx ∈ X depende de la fun-

ción f y no de la sucesión que se toma, por lo tanto la integral de Bochner∫
E
f(x) dx ∈ X está bien definida.

El siguiente resultado nos da una condición para que una función X-
valuada sea Bochner integrable, ver [33].

Teorema 1.1.5 (Hille). Una función X-valuada f fuertemente medible es
Bochner integrable si y sólo si la función escalar || f(·) ||X es integrable.

Espacios LpX(Ω).

Definición 1.1.6. Considérense funciones X-valuadas definidas en un espa-
cio de medida (Ω,B, λ). Para 1 ≤ p < ∞ LpX(Ω) es el espacio de clases de
equivalencia de funciones fuertemente medibles f (dos funciones son equiva-
lentes si son iguales casi en todas partes) tales que son Bochner integrables
y satisfacen

|| f ||LpX =

(∫
Ω

|| f(x) ||pX dx

) 1
p

<∞. (1.3)

Similarmente, L∞X (Ω) es el espacio de clases de equivalencia de funciones
fuertemente medibles f tales que

|| f ||L∞X = supess{|| f(x) ||X : x ∈ Ω} <∞. (1.4)

Estos espacios con la norma (1.3) y (1.4) son completos (ver §12 en [14]).

Sea ϕ una función en Lq(Ω) o en LqB(Ω) donde B es un espacio de Banach
en dualidad con X y q conjugado a p (1/p+ 1/q = 1), entonces la integral∫

Ω

ϕ(x) f(x) dx

está bien definida. En efecto, el producto ϕ(x) f(x) está bien definido cuan-
do la función ϕ es compleja, cuando la función ϕ es B-valuada y B = X∗ el
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producto debemos considerarlo como〈ϕ(x), f(x)〉 y finalmente si X = B∗
debemos considerar el producto como 〈f(x), ϕ(x)〉. Sabemos que para todo
x ∈ Ω son válidas las siguientes desigualdades;

|| ϕ(x) f(x) ||X ≤ |ϕ(x)| || f(x) ||X ,
|ϕ(x) f(x)| ≤ || ϕ(x) ||B || f(x) ||X .

Observamos que la función ϕf es fuertemente medible siendo ϕ escalar
o vectorial, además las funciones || ϕ(·) ||X || f(·) ||X y |ϕ(·) f(·)| son inte-
grables, por lo tanto
|| ϕ(·)f(·) ||X y |ϕ(·)f(·)| son integrables, lo que nos implica que la función
ϕ(·)f(·) es Bochner integrable o integrable, además tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Ω

ϕ(x) f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤ || ϕ ||Lq(Ω) || f ||LpX(Ω) (1.5)∣∣∣∣∫

Ω

ϕ(x) f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ || ϕ ||LqB(Ω) || f ||LpX(Ω) . (1.6)

1.2. Medidas vectoriales.

Definición 1.2.1. Una medida vectorial o X-valuada µ es una función de
conjuntos X-valuada tal que para cualquier par de conjuntos disjuntos A,B ∈
B(Ω) se satisface µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

En este caso decimos que µ es finitamente aditiva, sin embargo estamos
interesados en medidas contablemente aditivas.

Definición 1.2.2. Una medida vectorial µ es contablemente aditiva si para
toda sucesión de conjuntos {Ai}i∈N en Ω disjuntos dos a dos, es decir,Ai

⋂
Aj =

∅ para todo i 6= j, se cumple

µ

(⋃
i∈N

Ai

)
=

∑
i∈N

µ(Ai).

De la desigualdad∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ µ
(
∞⋃
i=1

Ai

) ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤ || µ(A1) ||X +

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ µ
(
∞⋃
i=2

Ai

) ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

,

se puede comprobar que la medida µ es contablemente subaditiva, es decir,
satisface la desigualdad∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ µ
(⋃
i∈N

Ai

) ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
∑
i∈N

|| µ(Ai) ||X . (1.7)
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A continuación asignamos una norma al espacio de medidas vectoriales.

Definición 1.2.3. Sea µ una medida vectorial en B(Ω), decimos que µ tiene
variación acotada si

|µ|(Ω) = sup

{∑
E∈π

|| µ(E) ||X : π partición finita de Borel de Ω

}
< +∞.

Nótese que en la definición de variación acotada no se necesita la propiedad
de aditividad contable. Además la variación de µ es una función de conjuntos
positiva y creciente, esto es, si A ⊆ B en B(Ω), entonces |µ|(A) ≤ |µ|(B).

Observación 1.2.4. Sea µ una medida vectorial con variación acotada, en-
tonces µ define una medida positiva que es finitamente aditiva mediante
A 7→ |µ|(A) en B(Ω).

La aditividad contable de |µ| se obtiene mediante la misma propiedad en
µ, sin embargo tenemos un resultado más fuerte.

Proposición 1.2.5. Sea µ una medida vectorial con variación acotada en
B(Ω). Entonces |µ| es contablemente aditiva si y sólo si µ lo es.

Demostración. Sea {Ak} ⊆ B(Ω) una sucesión de conjuntos disjuntos dos
a dos. Supongamos primero que la medida no negativa |µ| es contable-
mente aditiva y probemos que la serie

∑
k∈N µ(Ak) converge al elemento

µ
(⋃

k∈NAk
)
. En efecto, la serie es de Cauchy como se puede ver a contin-

uación, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

j∑
k=i

µ(Ak)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
j∑
k=i

|| µ(Ak) ||X ≤
j∑
k=i

|µ|(Ak),

por lo tanto la serie
∑

k∈N µ(Ak) converge pues µ es Banach valuada.
Veamos ahora que converge al elemento µ

(⋃
k∈NAk

)
, para ello observamos

que µ
(⋃

k∈NAk
)

=
∑N

k=1 µ(Ak) + µ
(⋃

k>N Ak
)

para cualquier N ∈ N, en-
tonces ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ µ
(⋃
k∈N

Ak

)
−

N∑
k=1

µ(Ak)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ µ
(⋃
k>N

Ak

) ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
∑
k>N

|| µ(Ak) ||X

≤
∑
k>N

|µ|(Ak) → 0
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cuando N →∞.
Supongamos ahora que la medida µ es contablemente aditiva. Debido a

que la medida |µ| es no negativa debemos probar solamente que la suma∑N
k=1 |µ|(Ak) es acotada uniformemente en N . Para cada N ∈ N exis-

ten particiones finitas πk de Ak, k = 1, 2, . . . , N , tales que |µ|(Ak) <∑
E∈πk || µ(E) ||X +

1

N
, entonces haciendo π =

⋃N
k=1 πk tenemos que π es

una partición finita del conjunto
⋃N
k=1Ak y satisface

N∑
k=1

|µ|(Ak) ≤
∑
E∈π

|| µ(Ak) ||X + 1

≤ |µ|

(
N⋃
k=1

Ak

)
+ 1

≤ |µ| (Ω) + 1,

uniformemente sobre N como queŕıamos probar.

Observación 1.2.6. Si µ es una medida vectorial contablemente aditiva con
variación acotada en Ω, entonces |µ| es una una medida finita en B(Ω).

Decimos que una medida vectorial contablemente aditiva µ es regular si
|µ| es una medida positiva aditiva regular. Observamos que esto también es
válido si Ω = Rn debido a que Rn es σ-compacto y |µ| es finita.

Definición 1.2.7. Denotamos por MX(Ω) al espacio de medidas vectoriales
contablemente aditivas en B(Ω) de variación acotada. Tenemos que el espacio
MX(Ω) es de Banach si se le asigna la norma || µ ||MX(Ω) = |µ|(Ω).

Integral respecto una medida vectorial.

Definición 1.2.8. Consideramos B un espacio de Banach en dualidad con
X y µ ∈MX(Ω). Entonces para una función medible simple φ =

∑N
i=1 αi χAi

complejo valuada o B-valuada se define la integración respecto una medida
vectorial como ∫

Ω

φ(x) dµ(x) =
N∑
i=1

(αi, µ(Ai)).

Aqúı (αi, µ(Ai)) = αi µ(Ai) cuando los αi’s son complejos, (αi, µ(Ai)) =
〈αi, µ(Ai)〉 cuando αi ∈ B = X∗ o (αi, µ(Ai)) = 〈µ(Ai), αi〉 cuando αi ∈ B y
B es tal que B∗ = X.
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Una función B-valuada f es integrable respecto la medida µ si existe una
sucesión de funciones simples {fk} que converge casi en todas partes a f
y que satisface

∫
Ω
|| fk − fl ||B d|µ| → 0 cuando k, l → ∞, además se

define ∫
Ω

f(x) dµ(x) = ĺım
k→∞

∫
Ω

fk(x) dµ(x).

Si la función f es complejo valuada, la condición sobre la sucesión de fun-
ciones simples {fk} es que converja casi en todas partes a f y que

∫
Ω
|fk−

fl| d|µ| → 0 cuando k, l → ∞, finalmente se define∫
Ω

f(x) dµ(x) = ĺım
k→∞

∫
Ω

fk(x) dµ(x),

donde el ĺımite es en la norma de B, mientras que en el caso anterior el ĺımite
se toma en C.

Observación 1.2.9. Supóngase que las funciones φ y ϕ, B-valuada y C-
valuada respectivamente, son µ-integrables. Entonces || φ ||B y |ϕ| son |µ|-
integrables y se satisface∣∣∣∣∫

Ω

φ dµ

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|| φ ||B d|µ| (1.8)∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Ω

ϕ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤

∫
Ω

|ϕ| d|µ|. (1.9)

En efecto, para funciones simples es claro este resultado y las desigual-
dades (1.8) y (1.9) se obtienen de la desigualdad || µ(A) ||X ≤ |µ|(A) para
todo A ∈ B(Ω). Consideramos ahora una función B-valuada φ tal que es µ-
integrable, sea {φk} una sucesión de funciones simples que converge a φ. De la
desigualdad | || φk ||B − || φl ||B | ≤ || φk − φl ||B tenemos que la sucesión
{|| φk ||B} converge a la función || φ ||B, por lo tanto ésta es |µ|-integrable, y de
la desigualdad

∣∣∫
Ω
φk dµ

∣∣ ≤ ∫
Ω
|| φk ||B d|µ| para todo k ∈ N obtenemos

(1.8). Para la desigualdad (1.9) el argumento es similar.

Veamos a continuación que podemos intercambiar la integral respecto una
medida vectorial con operadores lineales en el espacio de Banach X.

Proposición 1.2.10. Sea µ una medida vectorial de variación acotada en
el espacio medible (Ω,B), y sea T : X → Y un operador lineal acotado. Sea
µT definida por µT (E) = T (µ(E)), E ∈ B(Ω). Entonces µT es de variación
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acotada, y toda función φ escalar que es µ-integrable en Ω es µT -integrable
en Ω, además ∫

Ω

φ dµT = T

(∫
Ω

φ dµ

)
. (1.10)

Demostración. µT tiene variación acotada debido a la desigualdad
|| µT (E) ||Y ≤ || T ||L(X,Y) || µ(E) ||X para cada E ∈ B(Ω). No es dif́ıcil ver
que la igualdad (1.10) se cumple para funciones simples. Para una función φ
µ-integrable tenemos que existe una sucesión de funciones simples {φk} tal
que φk → φ y

∫
Ω
φ dµ = ĺımk→∞

∫
Ω
φk dµ, por tanto tenemos∫

Ω

φ dµT = ĺım
k→∞

∫
Ω

φk dµT

= ĺım
k→∞

T

(∫
Ω

φk dµ

)
= T

(
ĺım
k→∞

∫
Ω

φk dµ

)
= T

(∫
Ω

φ dµ

)
,

por tanto la igualdad (1.10) se cumple para toda función φ escalar µ-integrable.

Veamos ahora una manera de medir la variación de una medida vectorial
respecto la medida de Lebesgue.

Definición 1.2.11. Sea µ una medida vectorial y 1 < p ≤ ∞. Para un
conjunto A ∈ B(Ω) llamamos la p-variación al número

|µ|p(A) = sup


{∑
E∈π

|| µ(E) ||pX
|E|p−1

} 1
p

: π partición finita de A en B

 ,

|µ|∞(A) = ı́nf {C > 0 : || µ(E) ||X ≤ C |E|, E ⊆ A,E ∈ B(Ω)} ,

si |µ|p(A) < +∞, entonces decimos que µ tiene p-variación acotada en A.
Si |µ|p(Ω) < +∞, entonces decimos simplemente que µ tiene p-variación
acotada.

Nos enfocamos en el caso particular Ω = Q, donde Q es un cubo cerrado
y acotado con aristas paralelas a los ejes coordenados en Rn.

Denotamos por V p
X (Q) al espacio de medidas vectoriales con p-variación

acotada en Q.
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Si al espacio V p
X (Q) se le asigna la norma

|| µ ||V pX (Q) = |µ|p(Q),

entonces V p
X (Q) es un espacio de Banach para todo p ∈ (1,∞] (ver [14]).

Para estos espacios existe la inclusión continua V p
X (Q) ⊂ V q

X (Q) siempre
que p < q. Veamos que las medidas µ ∈ V p

X se comportan adecuadamente
en el siguiente sentido.

Definición 1.2.12. µ es λ-continua si satisface la igualdad

ĺım
|E|→0

µ(E) = 0, E ∈ B(Ω).

Observación 1.2.13. Toda medida µ ∈ V p
X (Q) es de variación acotada,

contablemente aditiva y λ-continua.

Demostración. Sea π una partición finita de Q, entonces con q conjugado a
p <∞ tenemos∑

E∈π

|| µ(E) ||X =
∑
E∈π

|E|
1
q |E|−

1
q || µ(E) ||X

≤

{∑
E∈π

|E|

} 1
q
{∑
E∈π

|E|1−p || µ(E) ||pX

} 1
p

≤ |Q|
1
q |µ|p(Q),

y ∑
E∈π

|| µ(E) ||X ≤
∑
E∈π

|µ|∞(E) |E|

≤
∑
E∈π

|µ|∞(Q) |E|

= |µ|∞(Q) |Q|,

tomando el supremo sobre las particiones finitas de Q obtenemos

|µ|(Q) ≤ |Q|
1
q |µ|p(Q), p ∈ (1,∞),

|µ|(Q) ≤ |µ|∞(Q) |Q|,

y por tanto µ es de variación acotada en Q.
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La medida µ es λ-continua debido a que para E ∈ B(Q) tenemos

0 ≤ || µ(E) ||X ≤ |µ|(E) ≤ |E|1/q |µ|p(E) → 0,

cuando |E| → 0, y por tanto

ĺım
|E|→0

µ(E) = 0.

Probemos por último que µ es contablemente aditiva. Debido a que µ es
finita aditiva tenemos que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ µ
(
∞⋃
i=1

Ai

)
−

k∑
i=1

µ(Ai)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ µ
(

∞⋃
i=k+1

Ai

) ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤

∣∣∣∣∣
∞⋃

i=k+1

Ai

∣∣∣∣∣
1/q

|µ|p

(
∞⋃

i=k+1

Ai

)
.

La medida de Lebesgue es contablemente aditiva, esto implica que
∣∣⋃

i>k Ai
∣∣ →

0 cuando k → ∞, concluimos pues que

µ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai).

Ya vimos que una medida vectorial con variación acotada nos define una
función de conjuntos positiva, veamos ahora cómo obtener una medida con
valores complejos.

Sea µ una medida vectorial, para cada ξ∗ ∈ X∗ definimos la función de con-
juntos con valores complejos µξ∗ como el mapeo A 7→ 〈ξ∗, µ(A)〉. Observamos
las siguientes implicaciones sencillas.

1. La linealidad de ξ∗ implica que la función µξ∗ sea finitamente aditiva.

2. La continuidad de ξ∗ y la aditividad contable de µ implican que µξ∗ sea
contablemente aditiva.

3. µ de variación acotada y la desigualdad |µξ∗(A)| ≤ || ξ∗ ||X∗ || µ(A) ||X
implican que µξ∗ sea de variación acotada además de que

|µξ∗ |(A) ≤ || ξ∗ ||X∗ |µ|(A). (1.11)
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Observación 1.2.14. El punto 2 nos implica que para cualquier ξ∗ ∈ X∗
la medida compleja µξ∗ = 〈ξ∗, µ〉 tiene integral acotada para toda función
medible φ; ∣∣∣∣∫

Rn
φ dµξ∗

∣∣∣∣ ≤ || ξ∗ ||X∗
∫
Rn
|φ| d|µ|. (1.12)

La integral de la derecha está bien definida debido a que |µ| es una medida
positiva (ver Observación 1.2.6). La cota (1.12) es consecuencia directa de la
desigualdad (1.11).

Observación 1.2.15. Debido a que una medida µ ∈ V p
X (Q) tiene variación

acotada en Q, tiene sentido la integral de funciones integrables respecto a la
medida µ, sin embargo existen más funciones medibles que podemos integrar
respecto a µ.

En efecto, sea µ ∈ V p
X (Q) y consideramos una función φ simple en Lq(Q)

o LqB(Q) donde B es un espacio de Banach en dualidad con X, entonces como
en la Definición 1.2.8 hacemos∫

Q

φ(x) dµ(x) =
N∑
i=1

(αi, µ(Ai)). (1.13)

Sin importar el espacio en el que se encuentran los elementos αi, siempre ten-
emos
|| (αi, µ(Ai)) || ≤ || αi || || µ(Ai) ||X donde la norma || · || representa a las
normas |·| o || · ||B , por tanto la suma en (1.13) es acotada, como se puede
comprobar a continuación,∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

(αi, µ(Ai))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

N∑
i=1

|| αi || || µ(Ai) ||X

≤

{
N∑
i=1

|| αi ||q |Ai|

} 1
q
{

N∑
i=1

|| µ(Ai) ||pX
|Ai|p−1

} 1
p

≤ || φ || |µ|p(Q).

Aqúı || φ || representa la norma de φ en Lq(Q) o LqB(Q).
Finalmente procedemos a extender la integral respecto una medida vec-

torial con p-variación acotada a todo el espacio Lq(Q) o LqB(Q) mediante el
ĺımite, como en la Definición 1.2.8. Tenemos además la desigualdad∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Q

φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤ || φ || |µ|p(Q). (1.14)



12 Cap. 1. Medidas y distribuciones vectoriales

La definición anterior nos permite generar funcionales continuas en el espa-
cio LqX(Q). En efecto, sea µ ∈ V p

X∗(Q), entonces el mapeo φ 7→
∫
Q
φ(x) dµ(x)

es un funcional lineal continuo sobre LqX(Q) con norma igual a || µ ||V pX∗ . Por

tanto tenemos la inclusión continua V p
X∗(Q) ⊆ (LqX(Q))∗. Sin embargo existe

un resultado más fuerte (ver [13], [14]).

Teorema 1.2.16. Para p ∈ (1,∞] tenemos

(LqX(Q))∗ = V p
X∗(Q).

Veamos más propiedades de estos espacios V p
X .

Observación 1.2.17. Una medida µ ∈ V p
X (Q) define una medida positiva

|µ| con p-variación acotada en Q.

Demostración. Ya vimos que µ ∈ V p
X (Q) define una medida de Borel positiva

|µ|, veamos que tiene p-variación acotada. Sea π una partición finita de Q, y
para cada E ∈ π consideramos una partición finita πE, usando la desigualdad
sobre la variación de la medida µ en la Observación 1.2.13 tenemos que

∑
E∈π

{∑
A∈πE || µ(A) ||X

}p
|E|p−1

≤
∑
E∈π

|E|
p
q

{∑
A∈πE

|| µ(A) ||pX
|A|p−1

}
|E|p−1

=
∑
E∈π

∑
A∈πE

|| µ(A) ||pX
|A|p−1

≤ |µ|pp(Q),

tomando los respectivos supremos sobre todas las particiones finitas πE para
cada E en π obtenemos ∑

E∈π

|µ|(E)p

|E|p−1
≤ |µ|pp(Q),

de donde deducimos que |µ| ∈ V p(Q) para p < ∞. Consideramos ahora
p =∞ y E ∈ B(Q), sea π una partición finita de E, entonces∑

A∈π

|| µ(A) ||X ≤ |µ|∞(Q) |E|.

Tomando el supremo sobre las particiones finitas de E obtenemos |µ|(E) ≤
|µ|∞(Q) |E|. Por tanto la medida |µ| es acotada por la medida de Lebesgue
en Q, esto significa |µ| ∈ V ∞(Q).
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Consideramos f ∈ LpX(Q) y definimos la medida dµ(x) = f(x) dx, en-
tonces µ ∈ V p

X (Q). En efecto, sea π una partición finita de Q, entonces

∑
E∈π

|| µ(E) ||X ≤
∑
E∈π

∫
E

|| f(x) ||X dx = || f ||L1
X(Q) . (1.15)

Para p ∈ (1,∞) tenemos

|| µ(E) ||X ≤
∫
E

|| f(x) ||X dx ≤
{∫

E

|| f(x) ||pX dx

} 1
p

|E|
1
q ,

luego

|| µ(E) ||pX
|E|p−1

≤ |E|
p
q
−p+1

∫
E

|| f(x) ||pX dx =

∫
E

|| f(x) ||pX dx,

por tanto{∑
E∈π

|| µ(E) ||pX
|E|p−1

} 1
p

≤

{∑
E∈π

∫
E

|| f(x) ||pX dx

} 1
p

≤ || f ||LpX(Q) .(1.16)

Tomando el supremo sobre todas las particiones finitas π de Q en (1.15) y
(1.16) deducimos que µ es de variación acotada o tiene p-variación acotada.

También tenemos la cota

|| µ(E) ||X ≤ || f ||L∞X (Q) |E|,

para todo E ⊆ Q, entonces µ es mayorada por la medida de Lebesgue en Q,
además |µ|∞(Q) ≤ || f ||L∞X (Q).

Rećıprocamente, si µ ∈ V p
X (Q) tiene como densidad a la función f , es

decir, dµ(x) = f(x) dx, entonces f ∈ LpX(Q) y || f ||LpX(Q) ≤ || µ ||V pX (Q),

(ver [14]). Por tanto tenemos el siguiente resultado.

Observación 1.2.18. Sea p ≥ 1. Supongamos que dµ = f dλ, entonces la
medida X-valuada µ tiene p-variación acotada en Q si y sólo si la función
f pertenece al espacio LpX(Q), además || µ ||V pX = || f ||LpX . De esta forma

tenemos la inclusión isométrica LpX(Q) ⊂ V p
X (Q).

Veamos ahora una caracterización de las medidas con p-variación acotada
en Q.
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Proposición 1.2.19. Sea µ una medida vectorial en el cubo Q ⊆ Rn y
p ∈ (1,∞], entonces µ ∈ V p

X (Q) si y sólo si existe una función no negativa
g ∈ Lp(Q) tal que |µ|p(Q) = || g ||Lp(Q) y satisface que para toda función
φ ∈ Lq(Q), q conjugado a p, se cumple∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Q

φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤

∫
Q

|φ|g dλ. (1.17)

En este caso tenemos g = d|µ|
dλ

.

Demostración. Sea g una función en Lp(Q) que satisface (1.17) para toda

φ ∈ Lq(Q). Sea π una partición finita de Q. Debido a que

∣∣∣∣∣∣∣∣ χE

|E|
1
q

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq(Q)

= 1

para todo E ∈ B(Q), tenemos

∑
E∈π

|| µ(E) ||pX
|E|p−1

=
∑
E∈π

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫
E

1

|E|
1
q

dµ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

X

≤
∑
E∈π

{∫
E

g

|E|
1
q

dλ

}p

≤
∑
E∈π

{{∫
E

gp dλ

} 1
p
{∫

E

1

|E|
dλ

} 1
q

}p

=
∑
E∈π

∫
E

gp dλ

= || g ||pp ,

de donde concluimos que µ tiene p-variación acotada cuando p <∞. Cuando
p =∞ tenemos la desigualdad

|| µ(E) ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ χE dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤
∫
χEg dλ ≤ || g ||L∞X (Q) |E|

para todo E ⊆ Q medible, entonces µ ∈ V ∞X (Q).
Supongamos ahora que µ tiene p-variación acotada. Entonces la función

de conjuntos |µ| tiene p-variación acotada, por lo tanto |µ| es una medida pos-
itiva con variación acotada y absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue λ en Q por la Observación 1.2.13. El Teorema de Radon-Nikodym
nos asegura la existencia de una función g ∈ L1(Q) tal que d|µ| = g dλ
, entonces g ∈ Lp(Q) por la Observación 1.2.18. El Teorema de Radon-

Nikodym también nos dice que g = d|µ|
dλ

. Veamos a continuación que se
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cumple la desigualdad (1.17) para toda φ ∈ Lq(Q). Ésta se obtiene de la
desigualdad || µ(E) ||X ≤ |µ|(E) para todo E ∈ B(Q). En efecto,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Q

χE dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤
∫
Q

χE d|µ| =
∫
Q

χE g dλ,

de aqúı que si φ =
∑N

i=1 aiχEi es una función simple, tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Q

φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤

N∑
i=1

|ai|
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Q

χEi dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤
N∑
i=1

|ai|
∫
Q

χEi g dλ =

∫
Q

|φ|g dλ.

Por lo tanto tenemos (1.17) para toda φ ∈ Lq(Q) debido a que φ puede ser
aproximada por funciones simples en Lq(Q).

Por último probemos que || g ||Lp(Q) = |µ|p(Q). Debido a que la función
g satisface la desigualdad (1.17) para toda φ ∈ Lq(Q) junto con la desigualdad
de Hölder tenemos que |µ|p(Q) ≤ || g ||p. Por otro lado, para todo ε > 0
existe una función f ∈ Lq(Q) tal que || f ||q ≤ 1 y satisface la desigualdad

|| g ||p <

∣∣∣∣∫
Q

fg dλ

∣∣∣∣+ ε

pero por (1.14) tenemos∣∣∣∣∫
Q

fg dλ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

|f | d|µ| ≤ || f ||q |µ|p(Q) ≤ |µ|p(Q),

entonces || g ||p < |µ|p(Q) + ε para todo ε > 0 , por tanto || g ||p ≤
|µ|p(Q) y obtenemos que || g ||p = |µ|p(Q), como queŕıamos probar.

Ahora extendemos las definiciones antes vistas y la Proposición 1.2.19 a
todo Rn.

Decimos que una medida vectorial µ es regular si para todo conjunto
A ∈ B(Ω) y ε > 0 existen los conjuntos K compacto y O abierto tales que
K ⊂ A ⊂ O y || µ (O \K) ||X < ε.

Observar que cuando una medida vectorial µ es de variación acotada, en-
tonces µ es regular. En efecto, la desigualdad || µ(A) ||X ≤ |µ|(A) implica
que si la medida |µ| es regular, entonces la medida vectorial µ es regular,
pero la medida |µ| es regular porque es finita y Ω ⊆ Rn es σ-compacto. De
esta implicación hacemos la siguiente
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Definición 1.2.20. Definimos MX(Rn) como el espacio de medidas regulares
en el sigma-álgebra de Borel de conjuntos acotados tales que |µ|(Q) ≤ A para
alguna A y todo cubo Q, por lo que definimos

|| µ ||MX(Rn) = sup
Q⊆Rn

|µ|(Q).

Definición 1.2.21. Definimos V p
X (Rn), p > 1, como el espacio de medi-

das regulares en el sigma-álgebra de Borel de conjuntos acotados tales que
|| µ ||V pX (Q) ≤ A para cualquier cubo Q, por lo que definimos

|| µ ||V pX (Rn) = sup
Q⊆Rn

|µ|p(Q)

y V 1
X (Rn) como el espacio de medidas µ ∈MX(Rn) que son λ-continuas.

De la Definición 1.2.21 podemos definir la integral
∫
Rn φ dµ para funciones

escalares φ ∈ Lq(Rn) o para funciones vectoriales φ ∈ LqB(Rn), con B un
espacio de Banach en dualidad con X. También tenemos que el Teorema
1.2.16 es válido en este caso, es decir, tenemos el siguiente

Teorema 1.2.22. Para p ∈ (1,∞] tenemos

(LqX(Rn))∗ = V p
X∗(R

n).

Otro resultado que es válido en la extensión a Rn es el de la inclusión de
LpX en V p

X .

Observación 1.2.23. Para p ≥ 1, tenemos la inclusión isométrica LpX(Rn) ⊆
V p
X (Rn).

También el Teorema 1.2.19 es válido en Rn.

Proposición 1.2.24. Sea µ una medida vectorial en Rn y p ∈ (1,∞], en-
tonces µ ∈ V p

X (Rn) si y sólo si existe una función no negativa g ∈ Lp(Rn) tal
que |µ|p(Rn) = || g ||Lp(Rn) y satisface que para toda función φ ∈ Lq(Rn), q
conjugado a p, se cumple∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Rn
φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤

∫
Rn
|φ|g dλ. (1.18)

En este caso tenemos g = d|µ|
dλ

.
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Demostración. Sea µ ∈ V p
X (Rn), consideramos la sucesión de cubos {Qk}k∈N

centrados en el origen y cuyas aristas de longitud k son paralelas a los ejes
de coordenadas de Rn, de esta forma tenemos Q1 ⊆ Q2 ⊆ · · · ⊆ Qk ⊆
· · · ⊆ Rn. Para cada k existe una función no negativa gk cuya norma en
Lp(Qk) es acotada por |µ|p(Rn), por tanto la sucesión de funciones {gk}k∈N
es uniformemente acotada en Lp(Rn). Además la función gk es la extensión

de la función gk−1 de Qk−1 a Qk, esto debido a que gk = d|µ|
dλ

en Qk y

gk−1 = d|µ|
dλ

en Qk−1 de donde deducimos gk

∣∣∣
Qk

= gk−1. De esta manera

definimos

g(x) = ĺım
k→∞

gk(x).

La función g es no negativa en Rn y satisface g
∣∣∣
Qk

= gk para cualquier

k ∈ N, por tanto∫
Rn
gp dx ≤ sup

k

∫
Qk

gp dx = sup
k

∫
Qk

gpk dx ≤ |µ|pp(Rn),

esto es g ∈ Lp(Rn). Por último tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Rn
φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤ sup

k

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Qk

φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤ sup
k

∫
Qk

|φ|gk dλ

= sup
k

∫
Qk

|φ|g dλ

=

∫
Rn
|φ|g dλ

para toda función φ en Lq(Rn).

La igualdad |µ|p(Rn) = || g ||Lp(Rn) y la implicación contraria se prueban
igual que antes.

Observación 1.2.25. Sea p > 1 y q su conjugado, entonces para µ ∈
V p
X (Rn) y φ ∈ Lq(Rn) se cumple∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Rn
φ dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤ || µ ||V pX || φ ||q . (1.19)
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Funciones µ-integrables y el Teorema de Singer.

Como caso particular de funciones integrables respecto a µ ∈ MX(Rn)
mencionamos las funciones φ ∈ C0,B(Rn), el espacio de funciones continuas
en Rn con valores en B que se anulan en el infinito, donde B es un espacio
de Banach en dualidad con X. Similarmente las funciones φ ∈ C0(Rn) =
C0,C(Rn) son µ-integrables.

En efecto, para una función no negativa φ ∈ C0(Rn) sabemos que pode-
mos aproximar a φ mediante funciones simples φk tales que φk ↗ φ uni-
formemente y para las cuales la integral

∫
Rn φk dµ está bien definida además

de que
∫
Rn |φk − φl| d|µ| → 0 cuando k, l → ∞. Por tanto

∫
Ω
φ dµ =

ĺımk→∞
∫

Ω
φk dµ está bien definida. Para una función en general φ ∈ C0(Rn)

se realiza la separación φ = φ+ − φ− en su parte positiva y negativa (φ+, φ−

son positivas) y la integral se define
∫

Ω
φ dµ =

∫
Ω
φ+ dµ−

∫
Ω
φ− dµ, que

está bien definida.
Para el espacio C0,B(Rn) nos ayudamos del hecho de que el producto

tensorial C0(Rn)⊗ B es denso en C0,B(Rn), por tanto es suficiente probar

que una función de la forma
∑N

i=1 φi · bi con φi ∈ C0(Rn), bi ∈ B i =
1, 2, . . . , N, es integrable respecto µ. Pero ya vimos que toda φi es integrable,
por tanto de la Proposición 1.2.10 tenemos

∫
Ω
φi · bi dµ =

〈
bi,
∫

Ω
φi dµ

〉
o∫

Ω
φi ·bi dµ =

〈∫
Ω
φi dµ, bi

〉
de acuerdo si B = X∗ o B∗ = X y de aqúı que∫

Ω

N∑
i=1

φi · bi dµ =
N∑
i=1

∫
Ω

φi · bi dµ

está bien definida.
Finalmente procedemos a definir la integral

∫
Ω
φ dµ = ĺımk→∞

∫
Ω
φk dµ

para toda φ ∈ C0,B(Rn).

La integral respecto la medida µ ∈MX∗(Rn) define un operador lineal en
C0,X(Rn) mediante φ 7→

∫
Rn φ dµ. El Teorema de Singer nos dice más, (ver

[14], [23]).

Teorema 1.2.26 (de Singer). Existe un isomorfismo isométrico entre el
dual topológico [C0,X(Rn)]∗ de C0,X(Rn) y el espacio de Banach MX∗(Rn),
donde el funcional T ∈ [C0,X(Rn)]∗ y la medida correspondiente µ ∈MX∗(Rn)
están relacionados mediante la ecuación

T (f) =

∫
Rn
φ dµ, φ ∈ C0,X(Rn)

|| T || = || µ || .
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1.3. Distribuciones vectoriales

En esta sección definimos las distribuciones temperadas Banach valuadas
y algunas maximales de funciones vectoriales, también se extenderán al con-
texto vectorial algunos resultados que sabemos son válidos en el caso escalar.

Funciones de Schwartz S(Rn).

Considérense las n-tuplas α = (α1, α2, . . . , αn) y β = (β1, β2, . . . , βn) de
enteros no negativos, recordamos que si x ∈ Rn, entonces xα = xα1

1 x
α2
2 · · · xαnn ,

y el operador diferencial Dβ = ∂|β|/∂xβ11 ∂x
β2
2 · · · ∂xβnn , donde a |β| = β1 +β2 +

· · ·+ βn se le conoce como el orden de la n-tupla β.

Definición 1.3.1. Una función φ : Rn → R es una función de Schwartz
en Rn si es infinitamente continua diferenciable en su dominio y satisface la
condición de crecimiento

sup
x∈Rn

∣∣xαDβφ(x)
∣∣ <∞. (1.20)

Dadas dos funciones de Schwartz φ y ϕ, y un escalar a ∈ C, entonces
la función ψ : x 7→ aφ(x) + ϕ(x) es una función de Schwartz. Al espacio de
todas las funciones de Schwartz lo denotamos como S(Rn) (o simplemente
S).

Cada par de n-tuplas (α,β) define una seminorma en S mediante

|| φ ||α,β = sup
x∈Rn

∣∣xαDβφ(x)
∣∣ .

Estas seminormas definen a las pseudo-métricas dα,β(φ, ϕ) = || φ− ϕ ||α,β
(para algunos pares (α, β), dα,β es métrica, pero en general son pseudo-métri-
cas). Esta familia de pseudo-métricas es numerable, digamos {d′k}k∈N, a su
vez, esta familia define la métrica d en S como

d =
∑
k∈N

1

2k
d′k

1 + d′k
.

Dotamos de esta manera al espacio S de una métrica que satisface lo sigu-
iente, (ver [18], [30]).

Proposición 1.3.2. El espacio métrico (S, d) es completo.

Una manera distinta de analizar convergencia en S es notando que una
sucesión de funciones {φk}k∈N converge a φ con la métrica d si y sólo si
converge con todas las pseudo-métricas d′k, de aqúı la siguiente
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Observación 1.3.3. La sucesión de funciones {φk}k∈N converge a φ en (S, d)
si y sólo si || φk − φ ||α,β converge a 0 para todo par de n-tuplas (α, β).

También tenemos que los mapeos (φ, ϕ) 7→ φ + ϕ y φ 7→ aφ con a
un escalar, son continuos con la métrica d, por tanto (S, d) es un espacio
vectorial topológico.

Definición 1.3.4. Para una función φ, los operadores traslación τx y re-
flexión ˇ están dados como τxφ(y) = φ(y − x) y φ̌(y) = φ(−y).

A continuación mencionamos algunos resultados que cumple el espacio de
funciones prueba y que servirán más adelante, (ver [30]).

Proposición 1.3.5. Sea ϕ ∈ S, en la topoloǵıa de S definida por d se cumple

1. Si ϕ ∈ S, entonces ĺımh→0 τhϕ = ϕ.

2. Sea ϕ ∈ S y h = (0, . . . , hi, . . . ,0), entonces

ϕ− τhϕ
hi

→ ∂ϕ

∂xi

cuando |h| tiende a 0.

De (1) se obtiene el siguiente resultado.

Lema 1.3.6. Sea φ ∈ S, entonces el mapeo Ψ : Rn → S definida como
Ψ(h) = φ(·+ h) = τ−h ◦ φ, es continuo con la métrica d.

Demostración. Es suficiente probar continuidad en el origen, pero por 1 de
la Proposición 1.3.5 obtenemos que Ψ es continua en 0.

Lema 1.3.7. Sea φ ∈ S, entonces φ ∈ Lp(Rn) para p ∈ [1,∞], además

|| φ ||p ≤ c(n, p) || φ ||0,0 + c(n, p)
∑
|α|=n

|| φ ||2α,0 , p < +∞.

|| φ ||∞ = || φ ||0,0 .

La suma corre sobre todas las n-tuplas α cuyo orden sea igual a n.

Demostración. La igualdad || φ ||∞ = || φ ||0,0 es clara. Sea p <∞. Recorde-
mos que el Teorema multinomial nos dice

(x1 + x2 + · · ·+ xn)m =
∑
|α|=m

m!

α!
xα
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donde α! = α1!α2! . . . αn!, entonces para |x|2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n tenemos

|x|2n =
∑
|α|=n

n!

α!
x2α

y por tanto

sup
x∈Rn
|x|2n|φ(x)| ≤ n!

∑
|α|=n

sup
x∈Rn
|x2αφ(x)| = n!

∑
|α|=n

|| φ ||2α,0 . (1.21)

De aqúı el siguiente desarrollo,(∫
Rn
|φ(x)|p dx

) 1
p

≤
(∫
|x|≤1

|φ(x)|p dx

) 1
p

+

(∫
|x|>1

|φ(x)|p dx

) 1
p

≤ || φ ||∞
(∫
|x|≤1

dx

) 1
p

+ C

(∫
|x|>1

|x|−2np dx

) 1
p

≤
(ωn
n

) 1
p || φ ||0,0 +

(
ωn

n(2p− 1)

) 1
p

n!
∑
|α|=n

|| φ ||2α,0 ,

donde C = supx∈Rn |x|2n|φ(x)|, y ωn representa el “área” de la esfera en Rn

de radio 1, constante que sólo depende de la dimensión n.

La desigualdad (1.21) se puede generalizar a

sup
x∈Rn
|x|m|φ(x)| ≤ cn,m

∑
|α|=m

|| φ ||α,0 , (1.22)

debido a la desigualdad

|x|m ≤ cn,m
∑
|α|=m

|xα|.

Distribuciones Banach valuadas.

Definición 1.3.8. Una distribución Banach valuada (o distribución vectori-
al) es un mapeo de S a un espacio de Banach X tal que es lineal y continuo en
S. Se denotará por S ′X al espacio de todas las distribuciones Banach valuadas,
y a la aplicación de f ∈ S ′X en φ ∈ S la denotaremos f(φ) = 〈f, φ〉.

Estos objetos no son nuevos, por citar algunos trabajos donde aparecen
están [5], [8], [16] y [24].
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Ejemplo 1.3.9. Los espacios LpX(Rn), p ≥ 1.
Sea f ∈ LpX(Rn), p ≥ 1. Por el Lema 1.3.7 la función φ en S es una

función en Lq(Rn) con q tal que p−1 + q−1 = 1. Sabemos que la integral∫
Rn f(x)φ(x) dx está bien definida, por lo tanto la aplicación

φ 7→ 〈Tf , φ〉 =

∫
Rn
f(x)φ(x) dx,

tiene sentido. Tf es un operador lineal, falta ver que es continuo. Por ser un
operador lineal en un espacio metrizable completo, basta ver que la aplicación
es continua en el elemento 0 ∈ S. Sea {φk} una sucesión tal que φk → 0 en
S, la linealidad de Tf , la desigualdad (1.5) y el Lema 1.3.7 implican

|| 〈Tf , φk〉 ||X ≤ || f ||LpX || φk ||q

≤ c(n, q) || f ||LpX

|| φk ||0,0 +
∑
|α|=n

|| φk ||2α,0

 ,

para p > 1, para p = 1 tenemos

|| 〈Tf , φk〉 ||X ≤ || f ||L1
X
|| φk ||∞ = || f ||L1

X
|| φk ||0,0 .

La convergencia de φk a 0 en S implican la convergencia de || φk ||0,0 y
|| φk ||2α,0 a 0, esto implica que 〈Tf , φk〉 converge a 0 en X, por tanto el
operador Tf es continuo en S y el operador Tf es una distribución Banach
valuada.

Ejemplo 1.3.10. Medidas vectoriales con p-variación acotada en Rn, p ≥ 1.
Para φ en S definimos la aplicación

φ 7→ 〈Tµ, φ〉 =

∫
Rn
φ(x) dµ(x).

Ya sabemos que Tµ está bien definido, veamos que es continuo. Supongamos
que φk → 0 en S, entonces

|| 〈Tµ, φk〉 ||X ≤ |µ|p || φk ||q ≤ c(n, q) |µ|p

|| φk ||0,0 +
∑
|α|=n

|| φk ||2α,0

 ,

cuando p > 1, para p =∞ tenemos

|| 〈Tµ, φk〉 ||X ≤ |µ| || φk ||∞ = || f ||L1
X
|| φk ||0,0 .

Al igual que antes la convergencia de φk a 0 en S implican la convergencia
de || φk ||0,0 y || φk ||2α,0 a 0 y concluimos que 〈Tµ, φk〉 converge a 0 en X. Por
lo tanto el operador Tµ es continuo en S y el operador Tµ es una distribución
Banach valuada.
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Observamos en los ejemplos anteriores que los operadores Tf y Tµ están
acotados por una suma finita de seminormas || · ||α,β debido a la definición
de los operadores, facilitando aśı la comprobación de la continuidad de éstos.
El siguiente resultado nos dice que si un operador de S está acotado por una
suma finita de seminormas || · ||α,β, entonces se obtiene la continuidad del
operador.

Proposición 1.3.11. Sea X un espacio de Banach, un operador lineal T :
S → X es continuo si y sólo si existe una constante C > 0 y enteros positivos
m y l tales que

|| T (φ) ||X ≤ C
∑

|α|≤m,|β|≤l

|| φ ||α,β ,

para toda φ ∈ S.

La suma corre sobre todas las n-tuplas α y β cuyos órdenes sean menor
o igual a m y l respectivamente.

Este resultado es una extensión del Teorema I.3.11 en [30], y la de-
mostración puede realizarse de la misma manera, esto debido a que la con-
tinuidad y la condición mencionada en el Teorema 1.3.11 son propiedades de
la estructura topológica del espacio S y no del contradominio del mapeo T .

Convolución.

Recordamos que dadas dos funciones φ y ϕ en S, la convolución φ ∗ ϕ es
la función definida por la integral∫

Rn
φ(y)ϕ(x− y) dy.

Esta función está bien definida y cumple φ ∗ ϕ(x) = ϕ ∗ φ(x). Obser-
vamos además que la aplicación ϕ 7→

∫
Rn φ(y)ϕ(x − y) dy la podemos

representar como ϕ 7→ 〈φ, τxϕ̌〉.
Deseamos introducir una definición de convolución entre un elemento de

S ′X y uno en S, pero primero tenemos la siguiente observación.

Observación 1.3.12. Sea f un elemento en S ′X y φ en S, entonces el oper-
ador lineal

ϕ 7→ (f ∗ φ)(ϕ) = 〈f, φ̌ ∗ ϕ〉, ϕ ∈ S.

está bien definido, es Banach valuado y continuo.
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En efecto, primero notamos que la convolución
(
φ̌ ∗ ϕ

)
es un elemento

en S cuando φ y ϕ son elementos de S. Es claro que es Banach valuado, y la
continuidad se obtiene a partir de que es la composición de dos operadores
continuos, a saber, el mapeo lineal ψ 7→ (φ̌ ∗ ψ) de S en S y f de S en X.

Definición 1.3.13. Sea f un elemento en S ′X y φ en S, la convolución de f
y φ es el operador lineal

(f ∗ φ)(ϕ) = 〈f, φ̌ ∗ ϕ〉, ϕ ∈ S.

Sin embargo, la convolución de f y φ es más que un operador lineal: es
una función Banach valuada que se comporta adecuadamente en el siguiente
sentido.

Teorema 1.3.14. Sea f ∈ S ′X y φ ∈ S, entonces la convolución f ∗ φ es
la función Banach valuada F , cuyo valor en x ∈ Rn es F (x) = 〈f, τxφ̌〉.
Además, F pertenece a la clase C∞X (Rn) y junto con todas sus derivadas
satisfacen que sus normas crecen a lo más polinomialmente.

Demostración. Veamos que f ∗ϕ = F mediante la igualdad (f ∗ϕ)(ψ) =∫
Rn ψ(t)F (t) dt.

(f ∗ ϕ)(ψ) = 〈f, ϕ̌ ∗ ψ〉 =

〈
f,

∫
ϕ̌(· − t)ψ(t) dt

〉
=

〈
f,

∫
(τtϕ̌)ψ(t) dt

〉
=

∫
〈f, τtϕ̌〉ψ(t) dt

=

∫
F (t)ψ(t) dt.

Probemos la diferenciabilidad de la función F . Sea h = (0, . . . , hi, . . . , 0),
entonces 2 en la Proposición 1.3.5 implica

τx+hϕ̌− τxϕ̌
hi

−→ −τx
(
∂(ϕ̌)

∂xi

)
cuando |h| → 0 en la topoloǵıa de S. f lineal y continua implica que

F (x+ h)− F (x)

hi
=

〈
f,
τx+hϕ̌− τxϕ̌

hi

〉
−→

〈
f,−τx

(
∂(ϕ̌)

∂xi

)〉
,

cuando hi tiende a 0. Esto último junto con 1 de la Proposición 1.3.5 nos
asegura que F tiene derivadas parciales continuas. Ahora bien, (∂(ϕ̌)/∂xi)
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pertenece a S, por tanto podemos iterar el argumento y concluir que DβF
existe y es continuo para cualquier n-tupla de enteros no negativos β, más
aún, tenemos la fórmula

(DβF )(x) = (−1)|β|〈f, τxDβ(ϕ̌)〉.

Esta fórmula también nos dice que si la norma de F fuera lentamente cre-
ciente, es decir cualquier polinomio crece más rápido que la norma de F , en-
tonces lo mismo sucede para cualquier derivada de F , debido a que Dβ(ϕ̌) ∈
S.

Veamos el crecimiento de la norma de F , por el Teorema 1.3.11, existe
C > 0 y enteros m y l tales que

|| F (x) ||X = || 〈f, τxϕ̌〉 ||X ≤ C(f)
∑

|α|≤m,|β|≤l

|| τxϕ̌ ||α,β .

Por otro lado tenemos

|| τxϕ̌ ||α,β = sup
w∈Rn

|wα(−1)|β|(Dβϕ)(x− w)|

= sup
w∈Rn

|(x− w)αDβϕ(w)|

≤ c(α, n) sup
w∈Rn

|w − x||α||Dβϕ(w)|,

debido a la desigualdad

|xα| ≤ c(n, α)|x||α|, para toda n − tupla α, x ∈ Rn.

Luego

|| F (x) ||X ≤ C(f)
∑

|α|≤m,|β|≤l

|| τxϕ̌ ||α,β

≤ C(f)
∑

|α|≤m,|β|≤l

c(α, n) sup
w∈Rn

|w − x||α||Dβϕ(w)|

≤ C(f,m, n)
∑
|β|≤l

sup
w∈Rn

|w − x|m|Dβϕ(w)|

≤ C(f,m, n)
∑
|β|≤l

sup
w∈Rn

(|x|m + |w|m)|Dβϕ(w)|.

Esta última expresión nos dice que la función F es acotada por un polinomio.
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Debido a que m y l son enteros positivos que dependen de f obtenemos
la cota

|| f ∗ ϕ(x) ||X ≤ C(f, n)
∑
|β|≤l

sup
w∈Rn

(|x|m + |w|m)|Dβϕ(w)|. (1.23)

para f ∈ S ′ y ϕ ∈ S.

Observación 1.3.15. Sea f ∈ LpX(Rn) y φ ∈ S, entonces el Teorema 1.3.14
nos implica la fórmula

f ∗ φ(x) =

∫
Rn
f(y)φ(x− y) dy. (1.24)

La convolución de un elemento f en S ′X con la dilatación de Φ ∈ S está dada
por la fórmula

f ∗ Φt(x) = t−n
〈
f, τx

t
Φ̌
( ·
t

)〉
.

Para fines prácticos usaremos

f ∗ Φt(x) = t−n
〈
f,Φ

(
x− ·
t

)〉
.

El siguiente resultado (ver [28]) nos ayudará a pasar de una aproximación
de la identidad a cualquier otra. Por completez se incluye la prueba.

Lema 1.3.16. Considérese Φ,Ψ ∈ S, con Φ tal que
∫

Φ dx = 1. Entonces
existe una sucesión {η(k)} ⊆ S tal que

Ψ =
∑
k∈N0

η(k) ∗ Φ2−k , (1.25)

con η(k) → 0 rápidamente, en el sentido de que para cualquier seminorma
|| · ||α,β y M ≥ 0 fijo, entonces∣∣∣∣ η(k)

∣∣∣∣
α,β

= O(2−kM), cuando k →∞.

Demostración. Sea φ una función tal que φ̂ ∈ C∞ (usaremos la notación
común φ̂ para la transformada de Fourier de la función escalar φ) y que
cumpla que φ̂(ξ) = 1 para |ξ| ≤ 1 y φ̂(ξ) = 0 para |ξ| ≥ 2. Con estas
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consideraciones 1 = ĺımk→∞ φ̂(2−kξ). Si definimos ψ̂0 = φ̂(ξ), y ψ̂k(ξ) =
φ̂(2−kξ)− φ̂(21−kξ) para k ≥ 1, entonces obtenemos la ecuación

1 =
∑
k∈N0

ψ̂k(ξ). (1.26)

Las funciones ψ̂k tienen soporte en los anillos 2k−1 ≤ |ξ| ≤ 2k+1, para
k=1,2,. . . , y para α una n-tupla se tiene |∂αξ ψ̂k(ξ)| ≤ cα2−k|α|.

De la ecuación (1.26) obtenemos

Ψ̂(ξ) =
∑
k∈N0

ψ̂k(ξ)Ψ̂(ξ).

Por otro lado, la hipótesis
∫

Φ dx = 1 implica Φ̂(0) = 1.

Por el momento vamos a suponer que |Φ̂(ξ)| ≥ 1

2
para |ξ| ≤ 2, entonces

podemos escribir

Ψ̂(ξ) =
∑
k∈N0

ψ̂k(ξ)

Φ̂(2−kξ)
Ψ̂(ξ) · Φ̂(2−kξ); (1.27)

de donde definimos

η̂(k)(ξ) =
ψ̂k(ξ)

Φ̂(2−kξ)
Ψ̂(ξ). (1.28)

El requerimiento |Φ̂(ξ)| ≥ 1

2
para |ξ| ≤ 2 no es necesario debido a que existe

algún k0 ∈ N tal que |Φ̂(ξ)| ≥ 1

2
para |ξ| ≤ 2 ·2−k0 , y la prueba funciona de la

misma manera si reetiquetamos los términos en la ecuación (1.27), haciendo

η̂(k)(ξ) =
ψ̂k−k0(ξ)

Φ̂(2−kξ)
Ψ̂(ξ) para k ≥ k0,

y η̂(k)(ξ) = 0 para k < k0.

Veamos por último la cota para las funciones {η(k)}k∈N. Sea M ≥ 0 y
|| · ||α,β cualquier seminorma y sabemos que∣∣∣∣ η(k)

∣∣∣∣
α,β

= sup
x∈Rn
|xα∂βη(k)(x)|.
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Recordemos que [(−ix)αφ]̂ = ∂αφ̂ y [∂αφ]̂ = (iξ)αφ̂, entonces para cualquier
x en Rn tenemos

|xα∂βη(k)(x)| ≤
∫
Rn
|∂αξβ η̂(k)(ξ)| dξ

=

∫
Rn

1

(1 + |ξ|)n+1
(1 + |ξ|)n+1|∂αξβ η̂(k)(ξ)| dξ.

Se entiende que las derivadas en el lado izquierdo son respecto a la variable
x, mientras que las del lado derecho son respecto a la variable ξ. La integral∫
Rn

1

(1 + |ξ|)n+1
dξ es una constante que depende de n, entonces podemos

acotar

|xα∂βη(k)(x)| ≤ A(n) sup
ξ∈Rn

(1 + |ξ|)n+1 |∂αξβ η̂(k)(ξ)|. (1.29)

Ahora bien, por la fórmula de Leibniz y (1.28) tenemos

(1 + |ξ|)n+1
∣∣∂αξβ η̂(k)(ξ)

∣∣ ≤ ∑
γ+δ=α

(
α
γ

) ∣∣∣∣∣∂γ ψ̂k(ξ)

Φ̂(2−kξ)

∣∣∣∣∣ ∣∣∣(1 + |ξ|)n+1∂δξβΨ̂(ξ)
∣∣∣

=
∑
γ+δ=α

(
α
γ

) ∣∣∣∣∣∂γ ψ̂k(ξ)

Φ̂(2−kξ)

∣∣∣∣∣ 1

(1 + |ξ|)M
(1 + |ξ|)M

∣∣∣(1 + |ξ|)n+1∂δξβΨ̂(ξ)
∣∣∣ .

Recordemos que el soporte de la función
ψ̂k(ξ)

Φ̂(2−kξ)
está en el anillo 2k−1 <

|ξ| < 2k+1, entonces se obtiene la cota∣∣∣∣∣∂γ ψ̂k(ξ)

Φ̂(2−kξ)

∣∣∣∣∣ 1

(1 + |ξ|)M
≤ A(φ,Φ,M)2−kM ,

donde la constante A(φ,Φ,M) depende de las funciones φ y Φ y de la con-
stante M . Por otro lado tenemos

(1 + |ξ|)M
∣∣∣(1 + |ξ|)n+1∂δξβΨ̂(ξ)

∣∣∣ = (1 + |ξ|)M+n+1
∣∣∣∂δξβΨ̂(ξ)

∣∣∣
≤ AM,n

(
1 + |ξ|M+n+1

) ∣∣∣∂δξβΨ̂(ξ)
∣∣∣ .

De esta forma obtenemos la cota

(1 + |ξ|)n+1|∂αξβ η̂(k)(ξ)| ≤∑
γ+δ=α

(
α
γ

)
A(φ,Φ,M)2−kM AM,n

(∣∣∣∂δξβΨ̂(ξ)
∣∣∣+ |ξ|M+n+1

∣∣∣∂δξβΨ̂(ξ)
∣∣∣)
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por tanto tenemos

(1 + |ξ|)n+1|∂αξβ η̂(k)(ξ)| ≤ Aφ,Φ,M,n,α2−kM
∑
δ≤α

∣∣∣∣∣∣ ξβΨ̂
∣∣∣∣∣∣

0,δ
+

∑
|α′|=M+n+1

∣∣∣∣∣∣ ξβΨ̂
∣∣∣∣∣∣
α′,δ

 .(1.30)

La suma sobre δ ≤ α significa sobre todas las n-tuplas δ tales que δi ≤ αi
para toda i = 1, 2, . . . , n.

Ahora bien, sabemos que la transformada de Fourier es un mapeo continuo
del espacio S en si mismo, esto implica que para toda seminorma || · ||α0,β0

existe un conjunto finito de seminormas F = F(α0, β0) tal que
∣∣∣∣∣∣ φ̂ ∣∣∣∣∣∣

α0,β0
≤

A(α0, β0)
∑
|| · ||α′′,β′′∈F

|| φ ||α′′,β′′ .
Entonces para cada δ ≤ α existe una familia finita de seminormas Fδ tal

que∣∣∣∣∣∣ ξβΨ̂
∣∣∣∣∣∣

0,δ
+

∑
|α′|=M+n+1

∣∣∣∣∣∣ ξβΨ̂
∣∣∣∣∣∣
α′,δ

≤ A(M,n, δ)
∑

|| · ||α′′,β′′∈Fδ

∣∣∣∣ ∂βΨ
∣∣∣∣
α′′,β′′

pero
∣∣∣∣ ∂βΨ

∣∣∣∣
α′′,β′′

= || Ψ ||α′′,(β′′+β), y como hay un número finito de n-tuplas

δ ≤ α, por (1.30) tenemos que existe una familia finita de seminormas F tal
que

(1 + |ξ|)n+1|∂αξβ η̂(k)(ξ)| ≤ Aφ,Φ,M,n,α2−kM
∑

|| · ||α′′,β′′∈F

∣∣∣∣ ∂βΨ
∣∣∣∣
α′′,β′′

. (1.31)

De (1.29) y (1.31) obtenemos∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,β
≤ A(φ,Φ,M, n, α, β) 2−kM

∑
|| · ||α′′,β′′∈F

|| Ψ ||α′′,β′′ . (1.32)

En la demostración al Lema anterior observamos que en la cota sobre las
funciones {η(k)} existe dependencia de la función Ψ. Esto lo mejoramos en el
siguiente resultado.

Afirmación 1.3.17. Considérense las funciones Φ, Ψ, φ y la sucesión {η(k)}
como en el Lema 1.3.16 y su demostración. Sea F0 una familia finita de
seminormas y M > 0, entonces existe una familia finita de seminormas F tal
que si Ψ ∈ SF , donde

SF = {ϕ ∈ S : || ϕ ||α,β ≤ 1, para todo || · ||α,β ∈ F}, (1.33)
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entonces∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,β
≤ A(φ,Φ, n,M,F0) 2−kM , para todo k, || · ||α,β ∈ F0. (1.34)

En efecto, como ya vimos, para cada seminorma || · ||α,β en F0 existe una
familia finita F(α, β) que satisface la desigualdad (1.32), por tanto hacemos
F =

⋃
|| · ||α,β∈F0

F(α, β), que sigue siendo una familia finita de seminormas.

Si la función Ψ pertenece al conjunto SF , entonces∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,β
≤ c(φ,Φ, n,M, α, β) 2−kM

∑
|| · ||α′,β′∈F(α,β)

|| Ψ ||α′,β′

≤ A(φ,Φ, n,M, α, β) 2−kM |F(α, β)|,

debido a que existe un número finito de pares de n-tuplas (α, β), concluimos
con la desigualdad∣∣∣∣ η(k)

∣∣∣∣
α,β
≤ A(φ,Φ, n,M,F0) 2−kM .

Cabe resaltar que la constante A(φ,Φ, n,M,F0) depende de las funciones
φ (ver demostración al Lema 1.3.16) y Φ, de los valores n y M y de la familia
finita de seminormas F0, pero no depende de la función Ψ.

Transformadas de Fourier.

En la teoŕıa escalar de distribuciones se puede definir la diferenciación,
traslación, conjugación y la transformada de Fourier de distribuciones medi-
ante la aplicación de estos operadores a los elementos de Schwartz S, esto es,
si f es una distribución, entonces

Dβf : ϕ 7→ (−1)|β|f(Dβϕ)

τhf : ϕ 7→ f(τhϕ)

f̌ : ϕ 7→ f(ϕ̌)

f̂ : ϕ 7→ f(ϕ̂).

Este mismo procedimiento podemos realizarlo en el caso de distribuciones
vectoriales.

Definición 1.3.18. Sea f ∈ S ′X, definimos la transformada de Fourier de f
como el operador lineal

〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉, (1.35)

para todo ϕ ∈ S.



Sec. 1.3. Distribuciones vectoriales 31

El operador f̂ está bien definido y es continuo debido a que es la com-
posición de dos operadores continuos, a saber, la transformada de Fourier
escalar y la distribución vectorial f .

Observación 1.3.19. Cuando f ∈ L1
X(Rn) el operador f̂ es una función

vectorial definida en Rn mediante

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix·ξf(x) dx. (1.36)

La función f̂ satisface también continuidad uniforme en Rn.

La integral en (1.3.19) está bien definida debido a que la función x 7→
e−ix·ξf(x) está acotada por la función escalar || f(x) ||X que es integrable,
entonces si a esta integral la denotamos por el vector g(ξ) obtenemos una
función vectorial, además para ϕ ∈ S satisface

〈g, ϕ〉 =

∫
Rn
g(ξ)ϕ(ξ) dξ

=

∫
Rn

(∫
Rn
e−ix·ξf(x) dx

)
ϕ(ξ) dξ

=

∫
Rn

(∫
Rn
e−ix·ξϕ(ξ) dξ

)
f(x) dx

=

∫
Rn
f(x)ϕ̂(x) dx

= 〈f, ϕ̂〉.
El intercambio en el orden de integración en la tercera igualdad es gracias
al Teorema de Fubini ya que la función (x, ξ) 7→ e−ix·ξf(x)ϕ(ξ) pertenece
al espacio L1

X(Rn × Rn). En efecto,
∫
Rn
∫
Rn
∣∣∣∣ e−ix·ξf(x)ϕ(ξ)

∣∣∣∣
X dx dξ ≤

|| f ||L1
X(Rn) || ϕ ||1 < ∞. De este desarrollo y la definición del operador f̂

obtenemos la igualdad

〈g, ϕ〉 = 〈f̂ , ϕ〉
para todo elemento ϕ en S, de donde deducimos la igualdad (1.36). La con-
tinuidad uniforme de f̂ en Rn se verifica como en el caso escalar.

Al igual que en el caso escalar tenemos que la transformada de Fourier
de una convolución es el producto de las transformadas.

Observación 1.3.20. Sea f una función vectorial integrable y φ una función
en el espacio de Schwartz, entonces

(f ∗ φ)ˆ(ξ) = f̂(ξ) φ̂(ξ). (1.37)

La prueba de esta fórmula es idéntica al del caso escalar.
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Veamos ahora que la transformada de Fourier es un mapeo biyectivo
en el espacio S ′X.

Proposición 1.3.21. La transformada de Fourier es un isomorfismo del
espacio S ′X sobre S ′X.

Demostración. Para ver que es inyectiva, consideremos f y g elementos del
espacio S ′X tales que f̂ = ĝ, esto implica que f(ϕ̂) = g(ϕ̂) para toda ϕ en S,
pero la transformada de Fourier es un isomorfismo de S sobre S, (ver [31]),
lo que nos implica que f(ϕ) = g(ϕ) para toda ϕ en S y concluimos asi que
f = g.

Veamos ahora que es sobre. Sea f ∈ S ′X, buscamos un elemento g en S ′X
tal que ĝ = f . Ésto lo conseguimos si hacemos g = f ◦ F−1 (los śımbolos
F y F−1 representan también a los operadores transformada de Fourier y la
inversa a la transformada de Fourier), entonces para cualquier ϕ ∈ S tenemos
la igualdad

ĝ(ϕ) = g(ϕ̂) = f ◦ F−1 ◦ F(ϕ) = f(ϕ).

La transformada de Fourier de distribuciones vectoriales se comporta dis-
tinto al de distribuciones escalares cuando nos restringimos al espacio L2

X(Rn)
en el siguiente sentido (ver [19]).

1.3.22. La transformada de Fourier no mapea L2
X(Rn) en L2

X(Rn) a menos
de que X sea un espacio de Hilbert.

1.4. Funciones maximales.

En esta sección definimos algunas funciones maximales que utilizaremos.

Definición 1.4.1. Sea f ∈ L1
X(Rn), la función maximal de Hardy-Littlewood

vectorial Mf se define como

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|| f(y) ||X dy, x ∈ Rn,

donde B(x, r) es la bola centrada en x de radio r.
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Observemos que la definición es similar a la escalar, tan sólo sustituimos
la norma escalar por la del espacio de Banach.

Teorema 1.4.2 (Teorema de la función maximal de Hardy-Little-
wood). Sea f una función vectorial en LpX con p > 1, entonces existe una
constante c(p,n) tal que

||Mf ||p ≤ c(p, n) || f ||LpX . (1.38)

La demostración es similar a la del caso escalar por lo que la omitimos,
(ver [27],[30]).

Definición 1.4.3. Sea u una función vectorial definida en el semiespacio
Rn+1

+ , la función maximal no tangencial está definida por

Mntu(x) = sup
|x−y|<t

|| u(y, t) ||X , x ∈ Rn.

Proposición 1.4.4. Sea u una función Banach valuada definida en el semies-
pacio Rn+1

+ , si definimos la función maximal no tangencial de apertura a como

Mnt,au(x) = sup
|x−y|<at

|| u(y, t) ||X ,

entonces la integrabilidad de Mnt,au no depende de la apertura a, más aún,
si a y b son dos escalares tales que a ≥ b > 0 y la integral

∫
Mnt,bu es finita,

entonces ∫
Mnt,au(x) dx ≤ cn

(
a+ b

b

)n ∫
Mnt,bu(x) dx.

Por lo tanto, si la maximal no tangencial es integrable para alguna apertura,
entonces la maximal no tangencial es integrable para cualquier apertura.

Para la prueba hacemos F (x, t) = || u(x, t) ||X en II.2.5 de [28].

Definición 1.4.5. Sea Φ ∈ S y f ∈ S ′X, la función maximal MΦf se define
como

MΦf(x) = sup
t>0
|| f ∗ Φt(x) ||X , x ∈ Rn.
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Ya vimos que la convolución de f ∈ S ′X y Φ ∈ S es una función vectorial
definida en Rn, y si hacemos la convolución con la dilatación de Φ, entonces
f ∗Φt(·) es una función vectorial definida en Rn+1

+ y en este espacio se puede
calcular la maximal no tangencial de esta función.

Definición 1.4.6. Sea Φ ∈ S y f ∈ S ′X, la función maximal M∗
Φf se define

como

M∗
Φf(x) = sup

|x−y|<t
|| f ∗ Φt(y) ||X , x ∈ Rn.

Lema 1.4.7. Sean Φ ∈ S, f ∈ S ′X, a > 1 y Φa la dilatación de Φ, entonces
se cumple la desigualdad puntual

M∗
Φaf ≤ M∗

Φf.

Demostración. Haciendo t′ = at y por definición de M∗
Φf y f ∗Φt(x) tenemos

M∗
Φf(x) = sup

|x−y|<t′
(t′)−n

∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈f,Φ(y − ·t′
)〉 ∣∣∣∣∣∣∣∣

X

= sup
|x−y|<at

(at)−n
∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈f,Φ(y − ·at

)〉 ∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≥ sup
|x−y|<t

(at)−n
∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈f,Φ(y − ·at

)〉 ∣∣∣∣∣∣∣∣
X

= sup
|x−y|<t

t−n
∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈f,Φa

(
y − ·
t

)〉 ∣∣∣∣∣∣∣∣
X

= M∗
Φaf(x).

También se puede definir la función maximal no tangencial de la convolu-
ción f ∗ Φt con peso.

Definición 1.4.8. Sea Φ ∈ S y f ∈ S ′X, la función maximal M∗∗
N,Φf se define

como

M∗∗
N,Φf(x) = sup

y∈Rn,t>0
|| f ∗ Φt(x− y) ||X

(
1 +
|y|
t

)−N
, x ∈ Rn.
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Por último definimos una función maximal a partir de un conjunto finito
de seminormas.

Definición 1.4.9. Sea F una familia finita de seminormas || · ||α,β y con-
sidérese el conjunto SF definido en (1.33). Definimos la función gran max-
imal MFf como

MFf(x) = sup
Φ∈SF

MΦf(x), x ∈ Rn.

Observación 1.4.10. Todas las funciones maximales antes definidas son
escalares y no negativas.
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Caṕıtulo 2

Espacios de Hardy vectoriales.

En este caṕıtulo definimos los espacios de Hardy vectoriales. También
enunciamos el teorema de caracterización de hpX por funciones maximales.
Este resultado nos da una manera distinta de visualizar al espacio de dis-
tribuciones vectoriales, a saber, son aquellas que su convolución con fun-
ciones prueba satisfacen propiedades de p-integrabilidad. Aunque estamos
en el contexto vectorial, las demostraciones son adaptadas del caso escalar
que son variantes de la prueba original de Stein y Weiss en [29], constatando
que el cambio de la norma escalar por norma del espacio de Banach no altera
el camino de la prueba.

Finalmente mostraremos los valores frontera de los espacios de Hardy
vectoriales hpX(Rn+1

+ ) para p > 0.

2.1. Definición.

Definición 2.1.1. Llamamos espacio de Hardy vectorial al conjunto
de funciones Banach valuadas definidas en el semiespacio Rn+1

+ , tales que
son armónicas en Rn+1

+ y cuyas funciones maximales no tangenciales son p-
integrables, p > 0. A tal espacio lo denotamos como hpX(Rn+1

+ ), o simplemente
hpX.

El conjunto hpX es en realidad un espacio vectorial debido a que si u y v
son elementos de hpX, entonces la función u+ cv con c una constante, es una
función armónica en Rn+1

+ y tiene función maximal no tangencial p-integrable
como consecuencia de las desigualdades triangulares que satisfacen tanto la
norma del espacio de Banach X como el supremo.

A este espacio se le asigna la norma

|| u ||hpX = || Mnt(u) ||p

37
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cuando p ≥ 1, y cuando p < 1 la p-norma

|| u ||hpX = || Mnt(u) ||pp .

2.2. Valores frontera de hpX(R
n+1
+ ).

En esta sección vamos a probar que los valores frontera de las funciones
en el espacio de Hardy vectorial hpX son las medidas en V p

X (Rn) para p ≥ 1
mientras que para p < 1 es un subespacio de S ′X.

2.2.1. Valores frontera para p ≥ 1.

O. Blasco demuestra en [5] que las funciones en el espacio de Hardy
vectorial del disco, es decir, el espacio de funciones armónicas u en el disco
unitario complejo D y cuyas integrales

∫
T |u(r, θ)|p dθ son uniformemente aco-

tadas sobre r ∈ (0, 1), tienen como valores frontera al espacio V p
X (T), donde

T = {z ∈ C : |z| = 1}.
El procedimiento para generar funciones armónicas es por medio de la

integral de Poisson y necesitaremos recordar la función núcleo de Poisson.

Consideramos la función positiva P definida en Rn como

P (x) = cn
1

(1 + |x|2)
n+1
2

,

donde cn = Γ
(
n+1

2

)
/π

n+1
2 .

Para una función escalar φ definida en Rn y t > 0, llamamos la dilatación
de φ a la t a la función

φt(x) =
1

tn
φ
(x
t

)
. (2.1)

Definición 2.2.1. El núcleo de Poisson Pt es la dilatación de la función P
a la t > 0, esto es

Pt(x) = cn
t

(t2 + |x|2)
n+1
2

. (2.2)

De esta forma podemos también interpretar al núcleo de Poisson como
una función definida en el semiespacio Rn+1

+ haciendo P (x, t) = Pt(x).
A continuación listamos algunas propiedades que satisface el núcleo de

Poisson (ver [27]) y que utilizaremos más adelante.
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1. ∫
Rn
Pt(x) dx = 1, para todo t > 0.

2. El núcleo de Poisson es una función armónica en el semiespacio Rn+1
+ ,

es decir

∆(x,t)Pt(x) = 0.

3. El núcleo de Poisson es una función p-integrable para todo p ≥ 1 ya
que es integrable y acotada.

4. Sean f una función escalar definida en Rn que pertenece al espacio de
Lebesgue Lp(Rn), y m una medida de variación acotada en Rn, entonces
las funciones definidas por la integral del núcleo de Poisson

u(x, t) =

∫
Rn
f(y)Pt(x− y) dy, (2.3)

v(x, t) =

∫
Rn
Pt(x− y) dm(y) (2.4)

son armónicas.

El último punto nos muestra que el núcleo de Poisson genera funciones
armónicas. Las integrales en (2.3) y (2.4) reciben el nombre de integral de
Poisson de f e integral de Poisson de m respectivamente. Por supuesto, las
funciones u y v satisfacen más propiedades que ser armónicas, no las men-
cionaremos aqúı pero recomendamos al lector ver [17], [30] para una descrip-
ción más detallada y completa de las integrales de Poisson. Veamos que para
p > 1 estas integrales de Poisson de µ ∈ V p

X generan funciones en hpX.

Sea p > 1. Consideramos una medida µ en V p
X (Rn), entonces la integral

de Poisson

µ ∗ Pt(x) =

∫
Rn
Pt(x− y) dµ(y) (2.5)

genera una función u = µ ∗ Pt armónica en Rn+1
+ con maximal no tangencial

en Lp(Rn). A la integral en (2.5) la denotamos como Pµ.
En efecto, debido a que Pt ∈ Lq(Rn) y µ ∈ V p

X (Rn) con p y q exponentes
conjugados la función u está bien definida. Para probar que u es armónica
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basta mostrar que es débilmente armónica. Consideramos ξ∗ ∈ X∗ cualquiera,
entonces la Proposición 1.2.10 nos implica

ξ∗ ◦ u(x, t) =

∫
Rn
Pt(x− y) dµξ∗(y)

donde µξ∗ = ξ∗ ◦ µ es una medida compleja de variación acotada. Los
operadores laplaciano ∆ e integral respecto a µξ∗ conmutan, entonces

∆(x,t) ξ
∗ ◦ u(x, t) =

∫
Rn

∆(x,t)Pt(x− y) dµξ∗(y) = 0

y como ξ∗ es arbitrario, tenemos que u es débilmente armónica.

Veamos por último que Mntu ∈ Lp(Rn). La Proposición 1.2.24 nos im-
plica la existencia de una función positiva g ∈ Lp(Rn) tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Rn
Pt(y − z) dµ(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤

∫
Rn
Pt(y − z)g(z) dz,

y de la teoŕıa escalar sabemos que Mntg ∗Pt ∈ Lp(Rn) cuando g ∈ Lp(Rn),
por tanto Mntu ∈ Lp(Rn).

Afirmamos también que ĺımt→0 u(·, t) existe en el sentido de distribu-
ciones Banach valuadas. En efecto, sea φ ∈ S, entonces por el Teorema de
Fubini (ver [2], [21])

〈Pµ, φ〉 =

∫
Rn
φ(x)

∫
Rn
Pt(x− y) dµ(y) dx

=

∫
Rn

∫
Rn
φ(x)Pt(x− y) dx dµ(y)

→
∫
Rn
φ(y) dµ(y)

= 〈µ, φ〉

cuando t tiende a cero. La convergencia se debe a la desigualdad∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Rn
fk dµ−

∫
Rn
fl dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤

∫
Rn
|fk − fl| d|µ|

y al hecho de que la convolución de una función prueba con el núcleo de
Poisson converge uniformemente a la función prueba. Concluimos asi que Pµ
converge a µ cuando t→ 0 en el sentido de distribuciones vectoriales.
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De lo anterior podemos deducir que si µ y ν son dos medidas vectoriales
diferentes con p-variación acotada en Rn, entonces sus integrales de Poisson
son funciones de Hardy vectoriales diferentes. En efecto, notamos primero
que la suma de las integrales de Poisson de las medidas µ y ν es igual a la
integral de Poisson de la suma de las medidas, esto es Pµ+Pν = Pµ+ν . Aśı,
es suficiente probar que si Pµ = 0, entonces µ = 0. Pero la convergencia
Pµ → µ en distribuciones nos implica que µ = 0 si Pµ = 0.

De esta forma hemos probado la inclusión

V p
X (Rn) ↪→ hpX(Rn+1

+ ), p > 1. (2.6)

La inclusión contraria la tenemos en el siguiente resultado.

Proposición 2.2.2. Sea p ≥ 1, entonces cada u ∈ hpX(Rn+1
+ ) es la integral

de Poisson de una medida µ ∈ V p
X (Rn). Además u(·, t) → µ en el sentido

de distribuciones cuando t tiende a cero.

Obtenemos aśı la inclusión

hpX(Rn+1
+ ) ↪→ V p

X (Rn), p ≥ 1. (2.7)

Por lo tanto para p > 1, la transformada de Poisson es un isomorfismo
de V p

X (Rn) sobre hpX(Rn+1
+ ) y para p = 1 la transformada de Poisson es un

isomorfismo de un subespacio de V 1
X (Rn) sobre h1

X(Rn+1
+ ). La descripción

espećıfica de estas medidas la encontramos en el Teorema 3.1.1 que se muestra
más adelante. Esta identificación del espacio h1

X(Rn+1
+ ) no es única pues en

[7] Blasco identifica a sus elementos con operadores, (ver Observación 2.2.3).

El resultado de la Proposición 2.2.2 es obtenido por Blasco en [5] para el
espacio de Hardy vectorial en el disco unitario. Recordemos que en el caso
escalar tenemos que hp(Rn+1

+ ) ∼= Lp(Rn), p > 1, v́ıa el núcleo de Poisson, y
en el caso vectorial sucede que hpX(Rn+1

+ ) ∼= LpX(Rn) cuando y sólo cuando el
espacio de Banach X posee la propiedad de Radon-Nikodym (ver Definición
0.0.1 y [10]). La ventaja de mencionar el espacio V p

X (Rn) en la Proposición
2.2.2 es que no se requiere la pRN sobre X.

Demostración. (Proposición 2.2.2). Sea u ∈ hpX(Rn+1
+ ), p ≥ 1, mostraremos

que existe µ ∈ V p
X (Rn) tal que u = µ ∗ Pt. Consideramos la familia de

funciones Banach valuadas ut(x) = u(x, t) definidas en Rn, entonces la
familia de funciones {ut}t>0 pertenecen al espacio LpX(Rn) y están acotadas
uniformemente por || Mnt(u) ||p. Por otro lado tenemos las inclusiones

L1
X(Rn) ↪→ L1

X∗∗(Rn) ↪→MX∗∗(Rn) ∼= [C0,X∗(Rn)]∗ (2.8)
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para p = 1, y para p > 1

LpX(Rn) ↪→ LpX∗∗(R
n) ↪→ V p

X∗∗(R
n) ∼= [LqX∗(R

n)]∗ . (2.9)

Por tanto podemos considerar a la familia {ut}t>0 contenida en el dual
de C0,X∗(Rn) cuando p = 1 o en el dual de LqX∗(Rn) cuando p > 1 y por
el Teorema de Banach-Alaoglu existe una medida µ ∈MX∗∗ o µ ∈ V p

X∗∗ si
p > 1, tal que

utn → µ (2.10)

para alguna sucesión de la familia {ut}t>0 en la topoloǵıa débil estrella,
esto significa que para cualquier elemento φ ∈ C0,X∗(Rn) o φ ∈ LqX∗(Rn)
tenemos la convergencia 〈utn , φ〉 → 〈µ, φ〉 en C.

Veamos que si p = 1, entonces la medida obtenida µ ∈MX∗∗ es λ-continua
y por tanto µ ∈ V 1

X∗∗ . Para cada ` ∈ X∗∗∗, la medida compleja `◦µ tiene como
densidad a una función en L1(Rn) debido a que es el ĺımite en la frontera de
la función escalar `◦u ∈ h1(Rn+1

+ ) = h1
C(Rn+1

+ ) y se sabe que las funciones
ĺımites en la frontera del espacio h1(Rn+1

+ ) es un subespacio de L1(Rn). Por
lo tanto, si un conjunto de Borel A tiene medida de Lebesgue igual a cero,
entonces ` ◦ µ(A) = 0 para cada ` ∈ X∗∗∗, de donde se sigue la igualdad
µ(A) = 0 y por lo tanto µ es λ-continua.

Ahora probamos que la medida µ genera a la función u, es decir

u(x, t) =

∫
Pt(x− y) dµ(y), (x, t) ∈ Rn+1

+ . (2.11)

Sea t > 0 fijo, sabemos que el núcleo de Poisson es continuo además
de que es q-integrable, entonces para cualquier elemento ξ∗ en X∗ tenemos
que Pt(x − ·) · ξ∗ ∈ C0,X∗(Rn) y/o Pt(x − ·) · ξ∗ ∈ LqX∗(Rn), por tanto la
convergencia (2.10) nos implica

〈utn , Pt(x− ·) · ξ∗〉 −→ 〈µ, Pt(x− ·) · ξ∗〉, cuando n→∞,

en C, pero

〈µ, Pt(x− ·) · ξ∗〉 =

∫
Rn
Pt(x− y)ξ∗ dµ(y) =

〈∫
Pt(x− y) dµ(y), ξ∗

〉
,

y

〈utn , Pt(x− ·) · ξ∗〉 =

∫
Rn
Pt(x− y)ξ∗ utn(y) dy

=

〈∫
Pt(x− y)u(y, tn) dy, ξ∗

〉
.
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Entonces para cada (x, t) tenemos la convergencia débil∫
Pt(x− y)u(y, tn) d(y) −→

∫
Pt(x− y) dµ(y), (2.12)

cuando n→∞. Por otro lado también tenemos la igualdad∫
Pt(x− y)u(y, tn) dy = u(x, t+ tn). (2.13)

En efecto, si ξ∗ ∈ X∗, entonces ξ∗ ◦ u es una función compleja armónica
con maximal no-tangencial en Lp(Rn) y continua en el hiperplano {(x, τ +
tn) : x ∈ Rn, τ ∈ R+}, por tanto

〈ξ∗, u(x, t+ tn)〉 = ξ∗ ◦ u(x, t+ tn)

=

∫
Pt(x− y) ξ∗ ◦ u(y, tn) dy

=

〈
ξ∗,

∫
Pt(x− y)u(y, tn) dy

〉
.

Debido a que ξ∗ es arbitrario tenemos la igualdad (2.13).
La función u es armónica y por tanto continua cuando t > 0, de aqúı la

convergencia

u(x, t+ tn) −→ u(x, t), (2.14)

cuando n → ∞ y t > 0. Cabe notar que esta última convergencia es en
norma.

De las convergencias (2.12) y (2.14) y la igualdad (2.13) obtenemos (2.11).

Veamos por último que la medida µ toma valores en X, pues las inclusiones
en (2.8) y (2.9) nos indican solamente que la medida µ toma valores en el
espacio X∗∗. Supongamos la existencia de un conjunto boreliano A tal que
µ(A) ∈ X∗∗\X, donde µ es la medida ĺımite en la ecuación (2.10). Recordemos
que el conjunto A tiene medida de Lebesgue finita, ya que aśı se requeŕıa en
la definición de medidas en V p

X (Rn), (ver Definición 1.2.21).
El teorema de Hahn-Banach nos asegura la existencia de un funcional

` ∈ (X∗∗)∗ tal que `(X) = 0 y `(µ(A)) = 1. Entonces la función escalar
v = ` ◦ u es armónica con supremo no tangencial en Lp(Rn), por tanto v es
la convolución Pt ∗ g, donde g es un elemento de Lp(Rn) o V 1(Rn) cuando
p = 1 (ver III. 4.1 en [28]). La unicidad del valor frontera de la función
v = ` ◦ u = Pt ∗ (` ◦ µ) nos arroja la igualdad g = ` ◦ µ.
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También sabemos que la función v(·, t) converge a g en Lp(Rn), p > 1,
cuando t→ 0, esto junto con |A| <∞ nos implica la convergencia

ĺım
t→0

∫
A

vt dλ =

∫
A

g dλ. (2.15)

Ahora bien, calculando algunas integrales tenemos∫
A

v(x, t) dx =

∫
A

(` ◦ u)(x, t) dx = `

(∫
A

u(x, t) dx

)
= 0, (2.16)

debido a que u(x, t) ∈ X para todo punto (x, t) en el semiespacio Rn+1
+ , por

otro lado ∫
A

g(x) dx =

∫
A

d(` ◦ µ)(x) = `

(∫
A

dµ(x)

)
= 1. (2.17)

De las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.17) obtenemos

0 = ĺım
t→0

∫
A

v(x, t) dx =

∫
A

g dλ = 1.

Esta contradicción viene de suponer la existencia de un conjunto A tal que
µ(A) ∈ X∗∗ \ X. Por tanto µ es X-valuada.

Observación 2.2.3. De la demostración de la Proposición 2.2.2 vemos que,
como en el caso escalar, si definimos el espacio de Hardy en Rn+1

+ como el
espacio de funciones armónicas u tales que

sup
t>0

∫
Rn
‖u(x, t)‖X dx < +∞,

entonces los ĺımites en la frontera de funciones en este espacio de Hardy es
el espacio MX(Rn).

Blasco identifica en [7] a este espacio de Hardy vectorial con el espacio
de operadores cono absolutamente sumantes. De esta manera estamos apor-
tando una identificación más a los espacios de Hardy vectoriales.

Observación 2.2.4. Sean u y µ como en la Proposición 2.2.2, supóngase
además que la medida µ tiene como densidad la función f , entonces las
funciones u(·, t) convergen a f en LpX(Rn) cuando t tiende a cero.

En efecto, el teorema de diferenciación de Lebesgue es válido para fun-
ciones Banach valuadas, por tanto podemos seguir la demostración del caso
escalar que no escribiremos aqúı.
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2.2.2. Valores frontera para p < 1.

En esta sección vamos a probar que, al igual que en el caso escalar, los
valores frontera para el espacio de Hardy vectorial hpX(Rn+1

+ ) para p < 1 son
distribuciones vectoriales. Para ello necesitamos unos resultados técnicos.

Lema 2.2.5. Sea u una función Banach valuada en el semiespacio Rn+1
+ con

maximal no tangencial p-integrable para p > 0, entonces para (x, t) ∈ Rn+1
+

tenemos

|| u(x, t) ||X ≤ (|| Mntu ||p)t
−n
p . (2.18)

Además u(·, t) ∈ L1
X(Rn) para todo t > 0 con la cota

|| u(·, t) ||1 ≤ ||Mntu ||p tn−
n
p . (2.19)

Demostración. La desigualdad (2.18) se sigue de la siguiente serie de de-
sigualdades.

|| u(x, t) ||pX ≤ mı́n
|x−y|≤t

[Mntu(y)]p ≤ 1

tn

∫
|x−y|≤t

(Mntu(y))p dy

≤ t−n || Mntu ||pp .

La primera desigualdad es válida debido a que el punto (x, t) siempre cae
en los conos Γ(y) con y tal que |x − y| < t, donde Γ(y) = {(w, t) ∈
Rn+1 : |w−y| < t}. La segunda desigualdad se debe a que el mı́nimo está por
debajo del promedio.

Para la desigualdad (2.19) utilizamos (2.18)∫
Rn
|| u(x, t) ||X dx =

∫
Rn
|| u(x, t) ||pX || u(x, t) ||1−pX dx

≤
(
|| Mntu ||p t

−n
p

)1−p
∫
Rn
|| u(x, t) ||pX dx

≤
(
|| Mntu ||p t

−n
p

)1−p
|| Mntu ||pp

= || Mntu ||p t
n−n

p .

Para el resultado que nos atañe es necesario trabajar con la aplicación de
una distribución vectorial al núcleo de Poisson, que al igual que en el caso
escalar no se puede definir para cualquier distribución sino que se requiere
cierta condición sobre ésta.
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Definición 2.2.6. Sea f ∈ S ′X, decimos que f es una distribución Banach
valuada acotada (o simplemente distribución acotada) si para toda φ en S la
función f ∗ φ es acotada.

A continuación damos una condición suficiente para que una distribución
Banach valuada sea acotada.

Proposición 2.2.7. Sea f ∈ S ′X. Entonces f es una distribución acotada si
y sólo si la distribución escalar ξ∗ ◦ f es una distribución acotada para todo
ξ∗ ∈ X∗.

Demostración. Supongamos que f es una distribución débilmente acotada y
sea ϕ ∈ S, entonces para cualquier ξ∗ ∈ X∗ la función escalar (ξ∗◦f)∗ϕ es
acotada y la igualdad (ξ∗◦f)∗ϕ(x) = ξ∗(f ∗ϕ(x)) implica que el conjunto
{f ∗ ϕ(x) : x ∈ Rn} ⊂ X es débilmente acotado, y por lo tanto acotado.

Concluimos aśı que existe una constante Cϕ que satisface || f ∗ ϕ(x) ||X ≤
Cϕ para todo x ∈ Rn, esto es, la función f ∗ ϕ es acotada, y como ϕ es
un elemento en S arbitrario tenemos que f ∗ϕ es acotada para toda ϕ ∈ S,
por tanto f es una distribución acotada.

La implicación contraria es clara.

A continuación presentamos nuestro resultado principal en esta sección.

Teorema 2.2.8. Sea u ∈ hpX(Rn+1
+ ) con p ≤ 1. Si hacemos ft = u(·, t), t >

0, entonces existe una distribución Banach valuada f tal que ĺımt→0 ft = f
en el sentido de distribuciones. Además f determina de manera única a u
mediante la integral de Poisson.

Demostración. Consideramos la familia de funciones uτ , τ > 0, definidas
en el semiespacio Rn+1

+ como uτ (x, t) = u(x, t + τ). No es dif́ıcil ver que
Mntuτ (x) ≤ Mntu(x) para todo x ∈ Rn, lo que nos implica que uτ ∈ hpX.

Afirmamos que uτ ∈ h1
X(Rn+1

+ ) y satisface

|| Mntuτ ||1 ≤ ||Mntuτ ||p τ
n−n

p . (2.20)

En efecto, por (2.18) || uτ (y, t) ||X = || u(y, τ + t) ||X ≤ ||Mntu ||p (τ+t)−
n
p ,

y por tanto

Mnt(uτ )(x) ≤ ||Mntu ||p τ
−n
p , x ∈ Rn.
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Entonces∫
Rn
Mnt(uτ )(x) dx =

∫
Rn

[Mnt(uτ )(x)]1−p[Mnt(uτ )(x)]p dx

≤
{
|| Mntu ||p τ

−n
p

}1−p
∫
Rn

[Mnt(uτ )(x)]p dx

= || Mntu ||p τ
n−n

p .

Queda probada aśı la afirmación. De la definición de ft se tiene que ft ∈
LpX(Rn) además || ft ||LpX ≤ ||Mntu ||p para todo t > 0. De aqúı se sigue

que la convolución ft ∗ Pτ está bien definida para t, τ > 0. De la diferencia-

bilidad de uτ en todo (x, t) ∈ Rn+1
+ , se sigue que uτ (x, t) = fτ ∗ Pt(x)

para todo (x, t) ∈ Rn+1
+ . Entonces u(x, t) = uτ (x, t− τ) = fτ ∗Pt−τ (x),

y de esta forma obtenemos

ft(x) = fτ ∗ Pt−τ (x), x ∈ Rn y t > τ.

Esta igualdad nos indica que la función ft es la convolución del núcleo de
Poisson y la función vectorial fτ . De la Observación 1.3.20 obtenemos

f̂t(ξ) = f̂τ (ξ) (Pt−τ )ˆ(ξ), (2.21)

y sabemos que (Pt−τ )ˆ(ξ) = e−2π|ξ|(t−τ), entonces

f̂t(ξ) e2π|ξ|t = f̂τ (ξ) e2π|ξ|τ . (2.22)

Si definimos la función vectorial ψ : Rn → X como sigue

ψ(ξ) = f̂t(ξ) e2π|ξ|t, ξ ∈ Rn,

entonces por (2.22) ψ no depende del parámetro t, por tanto∣∣∣∣ ψ(ξ) e−2π|ξ|t ∣∣∣∣
X =

∣∣∣∣∣∣ f̂t(ξ) ∣∣∣∣∣∣
X

≤
∫
Rn
|| ft(x) ||X dx

=

∫
Rn
|| u(x, t) ||X dx

≤ Ctn−
n
p = Ct−N ,

donde N = n/p − n > 0. Obtenemos aśı una cota para la función ψ dada
por

|| ψ(ξ) ||X ≤ Ct−N e2π|ξ|t
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para toda t > 0, lo que nos implica

|| ψ(ξ) ||X ≤ C ı́nf
t>0

t−Ne2π|ξ|t = C|ξ|N .

Aśı, ψ es una función vectorial lentamente creciente y por tanto es una
distribución vectorial temperada.

Sabemos por la Proposición 1.3.21 que la transformada de Fourier es un
isomorfismo de S ′X en S ′X, por lo tanto existe f en S ′X única tal que f̂ = ψ.

Ahora vamos a probar que la función f es precisamente el ĺımite de las
funciones ft cuando t tiende a cero en el sentido de distribuciones vectoriales,
es decir, vamos a probar que para cualquier φ en S se cumple que

〈ft, φ〉 → 〈f, φ〉

en X cuando t tiende a cero. Sea φ ∈ S, y sea ϕ ∈ S tal que ϕ̂ = φ, entonces de
la definición de transformada de Fourier de distribuciones Banach valuadas
tenemos

〈ft, φ〉 = 〈ft, ϕ̂〉 = 〈f̂t, ϕ〉

=

∫
Rn
ψ(ξ)e−2π|ξ|t ϕ(ξ) dξ

→
∫
Rn
ψ(ξ) ϕ(ξ) dξ

= 〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉
= 〈f, φ〉

cuando t tiende a cero.

Veamos por último que en el sentido de distribuciones se cumple la igualdad

u(x, t) = f ∗ Pt(x). (2.23)

Para que la convolución con el núcleo de Poisson esté bien definida lo
primero que hay que probar es que f es una distribución acotada. Sea ϕ ∈ S
arbitraria, entonces

|| f ∗ ϕ(x) ||X = || 〈f, τxϕ̌〉 ||X = ĺım
t→0
|| 〈ft, τxϕ̌〉 ||X ≤ ||Mntu ||p || ϕ ||q ,

por tanto f es una distribución vectorial acotada.
De la definición de la función vectorial ψ y la igualdad ψ = f̂ tenemos

f̂t(ξ) = f̂(ξ) e−2π|ξ|t,



Sec. 2.3. Caracterización por funciones maximales. 49

si aplicamos a esta igualdad la inversa del operador transformada de Fourier
obtenemos

u(x, t) = ft(x) = f ∗ Pt(x), (x, t) ∈ Rn.

Valores frontera de hpX(Rn+1
+ ) para p > 0.

Debido a que las medidas con p-variación acotada con p ≥ 1 son distribu-
ciones temperadas, entonces podemos resumir las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.8
en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9. Sea u una función Banach valuada armónica en el semies-
pacio Rn+1

+ con maximal no tangencial p-integrable para p > 0, entonces la
función u posee valores frontera f en el sentido de distribuciones vectoriales
y estos valores determinan de manera única a la función u mediante

u(x, t) = f ∗ Pt(x).

.

2.3. Caracterización por funciones maximales.

En esta sección definimos el espacio de Hardy vectorial Hp
X(Rn) y más

adelante veremos que coincide con hpX(Rn+1
+ ) . El espacio Hp

X(Rn) está for-
mado por distribuciones vectoriales que tienen maximales acotadas como se
describen en el siguiente resultado que extiende el teorema clásico de Feffer-
man y Stein en [15]. Para la definición de funciones maximales ver la Sección
1.4.

Teorema 2.3.1. Sea f ∈ S ′X y 0 < p ≤ ∞. Entonces son equivalentes

(i) existe Φ en S con
∫

Φ 6= 0 tal que MΦf ∈ Lp(Rn),

(ii) existe una familia finita F de seminormas en S tal queMFf ∈ Lp(Rn),

(iii) f es una distribución vectorial acotada y Mnt(u) ∈ Lp(Rn), donde
u(x, t) = f ∗ Pt(x) .



50 Cap. 2. Espacios de Hardy vectoriales

Observación 2.3.2. El conjunto finito F en la función gran maximalMF no
depende de la distribución Banach valuada (ver demostración más adelante),
por tanto si se considera un entero positivo N y consideramos el conjunto
finito

F = FN = {|| · ||αβ : |α| ≤ N, |β| ≤ N},

entonces para alguna Φ ∈ S y N suficientemente grande, dependiendo de p
y n, obtenemos que las cantidades

||MΦf ||p ||M∗
Φf ||p || MFf ||p || Mnt(f ∗ Pt) ||p . (2.24)

son todas comparables entre śı, de aqúı que podemos escoger alguna de éstas
como norma de f . Cuando p ≥ 1, || f ||HpX es cualquier cantidad en (2.24), si

p < 1, || f ||HpX es cualquier cantidad en (2.24) a la potencia p.

Definición 2.3.3. Sea f ∈ S ′X, decimos que f está en el espacio de Hardy
vectorial Hp

X(Rn) si satisface alguna de las condiciones en el Teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.4. (Teorema 2.3.1) Si f es un elemento de Hp
X(Rn), entonces

para toda Φ ∈ S se tiene que MΦf ∈ Lp(Rn).

Demostración. Por el inciso (ii) existe una familia F tal queMFf ∈ Lp(Rn).
Sea Φ ∈ S, entonces la función Ψ = Φ/C está en SF , donde

C = máx
|| · ||α,β∈F

|| Φ ||α,β .

Entonces para todo x ∈ Rn se tiene que MΦf(x) = CMΨf(x) ≤ CMFf(x),
de donde concluimos que MΦf ∈ Lp.

Antes de probar el Teorema 2.3.1 presentamos la relación entre los espa-
cios Hp

X(Rn) y hpX(Rn+1
+ ).

Teorema 2.3.5. Sea p > 0 y u una función Banach valuada tal que es
armónica en Rn+1

+ , entonces Mntu ∈ Lp(Rn) si y sólo si u = f ∗ Pt para
alguna f en Hp

X.

Demostración. Si f está en Hp
X, entonces u = f ∗ Pt es armónica y por (iii)

Mnt(u) está en Lp(Rn).
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Sea ahora u una función en hpX(Rn+1
+ ), por el Teorema 2.2.9 existe una

distribución vectorial f tal que u = f ∗ Pt. Resta demostrar que f ∈ Hp
X.

Veamos primero que f es una distribución acotada. En efecto, las fun-
ciones fε := u(·, ε), ε > 0, son distribuciones acotadas uniformemente en ε.
Esto debido a que fε ∈ LpX(Rn) y para φ ∈ S arbitraria se cumple

|| fε ∗ φ(x) ||X ≤
∫
Rn
|| fε(y) ||X |φ(x− y)| dy ≤ || fε ||LpX || φ ||q

≤ ||Mntu ||p || φ ||q .

De aqúı que

|| f ∗ φ(x) ||X ≤ sup
ε>0
|| fε ∗ φ(x) ||X ≤ ||Mntu ||p || φ ||q para todo x ∈ Rn.

Por tanto f es acotada, y de la igualdad u = f ∗ Pt tenemos Mnt(f ∗
Pt) ≤ Mntu ∈ Lp(Rn). Del inciso (iii) del Teorema 2.3.1 concluimos que
f ∈ Hp

X.

Demostración del Teorema 2.3.1.

La demostración es una extensión del caso real reemplazando la norma
por el módulo. En la demostración de la implicación (i) ⇒ (ii), se prueba el
control que la función maximal MΦf ejerce a la función maximal M∗

Φf , este
resultado por śı solo es muy importante si se considera que el supremo sobre
una recta controla al supremo sobre una región que contiene a la recta.

Demostración. (Teorema 2.3.1).
Prueba de la implicación (i)⇒ (ii).

Sea Φ en S tal que
∫
Rn Φ = 1 y la función maximal MΦf está en Lp(Rn).

Queremos demostrar que existe una familia finita de seminormas F tal que
la función gran maximal MFf está en Lp(Rn).

El procedimiento será probar que si M∗
Φf pertenece a Lp, entonces para

N > n/p se cumple
∣∣∣∣M∗∗

N,Φf
∣∣∣∣
p
≤ c ||M∗

Φf ||p. Continuaremos probando

la existencia de una familia finita de seminormas F tal que la función gran
maximalMFf está controlada puntualmente por la función maximal M∗∗

N,Φf .
Dejaremos hasta el final la prueba del control de M∗

Φf por MΦf en Lp.

Prueba de que
∣∣∣∣M∗∗

N,Φf
∣∣∣∣
p
≤ c ||M∗

Φf ||p si Np > n. Si ponemos

u(x, t) = || f ∗ Φt(x) ||pX en la Proposición 1.4.4 obtenemos∫
Rn

sup
|y|<at

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX dx ≤ cn(1 + a)n
∫
Rn

sup
|y|<t
|| f ∗ Φt(x− y) ||pX dx, (2.25)
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para a > 1. También si y ∈ Rn, t > 0 y N ≥ 0, entonces

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX
(

1 +
|y|
t

)−Np
≤
∑
k∈N0

2(1−k)Np sup
|y|<2kt

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX , (2.26)

donde N0 = N∪{0}. Comprobemos la desigualdad (2.26). Cuando |y| < t, el
término k = 0 de la suma lo mayoriza. En efecto, cuando |y| < t se cumple

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX
(

1 +
|y|
t

)−Np
≤ 2Np sup

|y|<t
|| f ∗ Φt(x− y) ||pX .

Cuando 2k−1t < |y| < 2kt tenemos

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX
(

1 +
|y|
t

)−Np
≤ 2(1−k)Np sup

|y|<2kt

|| (f ∗ Φt)(x− y) ||pX .

Aśı, la desigualdad (2.26) se da porque el sumando k-ésimo supera a la
función del lado izquierdo cuando y está en el cascarón de radio (2k−1, 2k).

De la desigualdad (2.26) obtenemos:

M∗∗
N,Φf(x)p = sup

y∈Rn,t>0
|| f ∗ Φt(x− y) ||pX

(
1 +
|y|
t

)−Np
≤

∑
k∈N0

2(1−k)Np sup
|y|<2kt

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX .

Integramos sobre todo Rn, utilizamos el teorema de Tonelli y la desigualdad
(2.25) respectivamente para obtener,∫

M∗∗
N,Φf(x)p dx ≤

∑
k∈N0

2(1−k)Np

∫
sup
|y|<2kt

|| f ∗ Φt(x− y) ||pX dx

≤
∑
k∈N0

2(1−k)Npcn(1 + 2k)n
∫

sup
|y|<t
|| f ∗ Φt(x− y) ||pX dx

≤ cn ||M∗
Φf ||

p
p

∑
k∈N0

2(1−k)Np(1 + 2k)n

= Cp
N,p ||M

∗
Φf ||

p
p ,

ya que la serie converge cuando Np > n.
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Prueba de que existen distribuciones f tales queMFf ≤ cM∗∗
N,Φf

puntualmente. La estrategia es mostrar la existencia de una familia finita
F tal que si Ψ está en SF , entonces la maximal MΨf es acotada puntualmente
por M∗∗

N,Φf , lo que nos implica la cota puntual de la gran maximalMFf por
M∗∗

N,Φf , un tipo de control sobre la gran maximal más fuerte que el que se
desea probar.

Sea Ψ ∈ S, entonces por el Lema 1.3.16 existe una sucesión de funciones
{η(k)} en S tal que podemos representar a Ψ como la serie

∑
k∈N0

η(k) ∗Φ2−k ,

por tanto Ψt =
∑

k∈N0
η

(k)
t ∗ Φ2−kt. Desarrollando la maximal MΨf :

MΨf(x) = sup
t>0
|| f ∗Ψt(x) ||X

= sup
t>0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
k∈N0

f ∗ Φ2−kt ∗ η
(k)
t (x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤ sup
t>0

∑
k∈N0

∫
|| f ∗ Φ2−kt(x− y) ||X |η

(k)
t (y)| dy.

Insertamos en el integrando el factor(
1 +

|y|
2−kt

)−N (
1 +

|y|
2−kt

)N
,

entonces

MΨf(x) ≤ M∗∗
N,Φf(x) sup

t>0

∑
k∈N0

∫ (
1 +

|y|
2−kt

)N
|η(k)
t (y)| dy. (2.27)

Pero∫ (
1 +

|y|
2−kt

)N
|η(k)
t (y)| dy =

∫ (
1 + 2k|y|

)N |η(k)(y)| dy

=

∫ (
1 + 2k|y|

)N (1 + |y|)n+1

(1 + |y|)n+1
|η(k)(y)| dy

≤ An sup
y∈Rn

[
(1 + 2k|y|)N(1 + |y|)n+1|η(k)(y)|

]
,

donde An =
∫

1
(1+|y|)n+1 dy. Por otro lado quisiéramos tener la desigualdad

sup
y∈Rn

(1 + 2k|y|)N(1 + |y|)n+1|η(k)(y)| ≤ c2−k, (2.28)

para toda k en N0, donde c es una constante que no dependa de k, cuando
la función Ψ pertenece al conjunto SF para una familia finita de seminormas
F . La existencia de la familia F la probaremos más adelante.
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Hacemos notar que requerimos condiciones de acotamiento únicamente
sobre la función original Ψ, pero esto implicará cotas sobre las funciones η(k)

’s que a su vez implicarán la desigualdad (2.28).
Continuamos la demostración principal de esta sección diciendo que existe

una familia finita F tal que si la función Ψ pertenece al conjunto SF , entonces
todas las funciones η(k)’s satisfacen la desigualdad (2.28) y por tanto

MΨf(x) ≤ M∗∗
N,Φf(x) sup

t>0

∑
k∈N0

c 2−k = cM∗∗
N,Φf(x),

para toda Ψ en SF , y por lo tanto

MFf(x) ≤ c M∗∗
N,Φf(x) para todo x ∈ Rn.

Existencia de la familia finita F . Sabemos que existen constantes aN
y an que dependen de N y n respectivamente que satisfacen las desigualdades

(1 + 2k|y|)N ≤ aN(1 + 2kN |y|N),

(1 + |y|)n+1 ≤ an(1 + |y|n+1),

utilizando estas desigualdades obtenemos

(1 + 2k|y|)N(1 + |y|)n+1|η(k)(y)| ≤
AN,n

(
|η(k)(y)|+ 2kN |y|N |η(k)(y)|+ |y|n+1|η(k)(y)|+ 2kN |y|N+n+1|η(k)(y)|

)
≤

AN,n2kN

∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣

0,0
+
∑
|α|=N

∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,0

+
∑
|α|=n+1

∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,0

+
∑

|α|=N+n+1

∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,0

 ,

debido a que por (1.22) tenemos |y|m|η(k)(y)| ≤ cn,m
∑
|α|=m

∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,0

, para

m = N, n+ 1, N + n+ 1. Consideramos la familia finita de seminormas

F0 =
{
|| · ||0,0 , || · ||α,0 , || · ||β,0 , || · ||γ,0 : |α| = N, |β| = n+ 1, |γ| = N + n+ 1

}
,

y hacemos M = N + 1. Entonces las funciones Ψ y Φ, la familia finita de
seminormas F0 y la constante M ≥ 0 cumplen las hipótesis de la Afirmación
1.3.17, que nos garantiza la existencia de una familia finita F tal que si la
función Ψ está en el conjunto SF . Entonces

∣∣∣∣ η(k)
∣∣∣∣
α,β
≤ c 2−k(N+1) para

toda k ∈ N0 y toda seminorma || · ||α,β en F0. Por lo tanto

(1 + 2k|y|)N(1 + |y|)n+1|η(k)(y)| ≤ AN,n2kN
(
|F0| c 2−k(N+1)

)
= C 2−k, para todo y ∈ Rn,
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de donde se sigue (2.28).
Hasta aqúı hemos probado la existencia de una familia finita F tal que la

maximal M∗
Φf controla a la gran maximal MFf para alguna Φ en S. Para

finalizar la prueba de la implicación (i)⇒ (ii) a continuación vamos a probar
el control de la maximal no tangencial M∗

Φf por la maximal “radial”MΦf .

2.3.1. Control de la maximal no tangencial por la
maximal radial.

Prueba del control de M∗
Φf por MΦf . Sean ε ∈ (0, 1) y N0 > 0, definimos

la función maximal no tangencial truncada como

M ε,N0

Φ f(x) = sup
|x−y|<t<ε−1

|| f ∗ Φt(y) ||X
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0
.

Mostraremos que existe N0 tal que∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣
p
≤ C(n,N0, p, f,Φ) ||MΦf ||p . (2.29)

Habiendo probado (2.29) para alguna N0, el Lema de Fatou implica el control
que queremos.

Vamos a probar primero queM ε,N0

Φ f pertenece al espacio L∞(Rn)
⋂
Lp(Rn)

cuando N0 es suficientemente grande.
De la desigualdad (1.23) existen enteros no negativos m y l y una con-

stante C(f, n) > 0, tales que

|| f ∗ Φt(y) ||X ≤ C(f, n)
∑
|β|≤l

sup
w∈Rn

(|y|m + |w|m)|DβΦt(w)|

≤ C(f, n)(1 + |y|m)
∑
|β|≤l

sup
w∈Rn

(1 + |w|m)|DβΦt(w)|

≤ C(f, n)
(1 + |y|m)

mı́n{tn, tn+l}
(1 + tm)

∑
|β|≤l

sup
w∈Rn

(
1 +

∣∣∣w
t

∣∣∣m) ∣∣∣DβΦ
(w
t

)∣∣∣
≤ C(f, n)(1 + ε|y|)mε−m(t−n + t−n−l)(1 + tm)C(Φ).

Multiplicamos ambos lados por
(

t
t+ε

)N0 1
(1+ε|y|)N0

. Notamos que (t+ ε)−N0 ≤
ε−N0 , y escogemos N0 > n + l para acotar el producto (t−n + t−n−l)tN0 por
una constante que dependerá de ε,N0, n, l si 0 < t < ε−1. Entonces

|| f ∗ Φt(y) ||X
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0
≤ C(f,Φ)

ε−m(1 + ε−m)ε−N0C(N0, n, l)

(1 + ε|y|)N0−m
.
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Debido a que |x− y| < ε−1, tenemos −ε−1 < |x| − |y| < ε−1, luego 1 + ε|x| <
2 + ε|y| < 2(1 + ε|y|).

Concluimos aśı con la desigualdad

M ε,N0

Φ f(x) ≤ C(f,Φ, n,N0, ε)

(1 + ε|x|)(N0−m)
.

Si hacemos N0 > máx
{
n+ l, n

p
+m

}
llegamos a que M ε,N0

Φ f pertenece a

Lp(Rn)
⋂
L∞(Rn).

Con el objetivo de mostrar que la integral de la maximal M ε,N0

Φ f se con-
centra en un conjunto particular, introducimos a continuación dos maximales
más, pero antes consideramos algo de notación.

Ponemos Φi = ∂
∂xi

Φ, y notamos que ∂
∂xi
f ∗Φt(x) = 1

t
f ∗ (Φi)t(x). Escribire-

mos Φi
t en lugar de (Φi)t. Por lo tanto

∇x(f ∗ Φt)(x) =
1

t
(f ∗ Φ1

t (x), f ∗ Φ2
t (x), . . . , f ∗ Φn

t (x)) ∈ Xn.

Definimos también

|| ∇xf ∗ Φt(x) ||Xn =
1

t

{
n∑
i=1

∣∣∣∣ f ∗ Φi
t(x)

∣∣∣∣2
X

} 1
2

. (2.30)

Las nuevas maximales que consideramos son:

M ε,N0

∇Φ f(x) = sup
|x−y|<t<ε−1

t || ∇xf ∗ Φt(y) ||Xn
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0
,

M ε,N0,L
Φ f(x) = sup

y∈Rn,0<t<ε−1

|| f ∗ Φt(y) ||X
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0

(
t

t+ |x− y|

)L
.

A continuación vamos a probar la existencia de una constante L > 0 tal que
se cumple la desigualdad∣∣∣∣∣∣M ε,N0,L

Φ f
∣∣∣∣∣∣
p
≤ C(p)

∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣
p

(2.31)

y la desigualdad puntual

M ε,N0

∇Φ f(x) ≤ C(N0, L,Φ, n)M ε,N0,L
Φ f(x). (2.32)
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Enseguida probamos (2.31). Para cualquier z ∈ B(y, t) y t < ε−1 se
cumple que

|| f ∗ Φt(y) ||X
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0
≤ M ε,N0

Φ f(z),

por tanto, para 0 < q < ∞, x, y ∈ Rn y t < ε−1 notamos que B(y, t) ⊆
B(x, |x− y|+ t), tenemos

|| f ∗ Φt(y) ||X
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0

≤
(

1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)

(M ε,N0

Φ f)q(z) dz

) 1
q

≤
(
t+ |x− y|

t

)n
q
(

1

|B(x, |x− y|+ t)|

∫
B(x,|x−y|+t)

(M ε,N0

Φ f)q(z) dz

) 1
q

≤
(
t+ |x− y|

t

)L {
M [(M ε,N0

Φ f)q](x)
} 1
q
,

tomando L > n/q, por tanto

M ε,N0,L
Φ f(x) ≤

{
M [(M ε,N0

Φ f)q](x)
} 1
q
.

Aplicando el teorema de la maximal de Hardy-Littlewood (Teorema 1.4.2),
con la restricción 0 < q < p tenemos∫ (

M ε,N0,L
Φ f(x)

)p
dx ≤

∫ {
M
[
(M ε,N0

Φ f)q
]

(x)
} p
q

dx

≤ C(p, q)

∫ {[
(M ε,N0

Φ f)q
]

(x)
} p
q

dx

= C(p, q)
∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣p
p
,

como queŕıamos probar.

Prueba de la desigualdad (2.32). Φ ∈ S implica que Φi ∈ S para
i = 1, 2, . . . , n. Por el Lema 1.3.16 existen funciones prueba η(i,k) tales que

Φi =
∑
k∈N0

Φ2−k ∗ η(i,k).
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Entonces

∣∣∣∣ f ∗ Φi
t(y)

∣∣∣∣
X

(
t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0

≤
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0

∑
k∈N0

∣∣∣∣∣∣ f ∗ Φ2−kt ∗ η
(i,k)
t (y)

∣∣∣∣∣∣
X

≤
(

t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0

∑
k∈N0

∫
|| f ∗ Φ2−kt(y − z) ||X |η

(i,k)
t (z)| dz.

Multiplicamos el integrando por un uno de la forma(
2−kt

2−kt+ ε

)N0
(

2−kt

2−kt+ |x− (y − z)|

)L(
2−kt+ ε

2−kt

)N0
(

2−kt+ |x− (y − z)|
2−kt

)L
.

Tenemos las desigualdades(
t

t+ ε

)N0
(

2−kt+ ε

2−kt

)N0

≤ 1

2−kN0
, (1+ε|z|)N0 ≤

(
1 +

∣∣∣z
t

∣∣∣)N0

, si 0 < t < ε−1.

Para |x− y| < t conseguimos(
t

t+ ε

)N0 ∑
k∈N0

∫ || f ∗ Φ2−kt(y − z) ||X
(1 + ε|y|)N0

|η(i,k)
t (z)| dz

≤ M ε,N0,L
Φ f(x)

∑
k∈N0

2kN0

∫ (
1 +

∣∣∣z
t

∣∣∣)N0

t−n
(

2−kt+ |x− (y − z)|
2−kt

)L ∣∣∣η(i,k)
(z
t

)∣∣∣ dz

≤ M ε,N0,L
Φ f(x)

∑
k∈N0

2kN0

∫
(1 + |w|)N0(1 + 2k + 2k|w|)L|η(i,k)(w)| dw

≤ 2LM ε,N0,L
Φ f(x)

∑
k∈N0

2kN02kL
∫

(1 + |w|)N0+L|η(i,k)(w)| dw.

Como antes, tenemos la cota sobre la integral∫
(1 + |w|)N0+L|η(i,k)(w)| dw ≤ An sup

w∈Rn
(1 + |w|)N0+L+n+1|η(i,k)(w)|

≤ A(n,N0, L) sup
w∈Rn

(
1 + |w|N0+L+n+1

)
|η(i,k)(w)|,

donde An es el valor de la integral
∫

1
(1+|w|)n+1 dw, y por (1.22) tenemos
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∫
(1 + |w|)N0+L|η(i,k)(w)| dw

≤ c(n,N0, L)

∣∣∣∣ η(i,k)
∣∣∣∣

0,0
+

∑
|α|=N0+L+n+1

∣∣∣∣ η(i,k)
∣∣∣∣
α,0

 .

Dada la familia finita de seminormas F0 = {|| ||0,0 , || ||α,0 : |α| = N0 +
L + n + 1}, y siguiendo la demostración a la Afirmación 1.3.17, tenemos la
existencia de una familia finita de seminormas Fi tal que∣∣∣∣ η(i,k)

∣∣∣∣
α,β
≤ c(φ,Φ, N0, L, n, (α, β)) 2−k(N0+L+1)

∑
|| · ||α′,β′∈Fi

∣∣∣∣ Φi
∣∣∣∣
α′,β′

= c(Φ, N0, L, n) 2−k(N0+L+1),

para todo (α, β) ∈ F0. Las constantes c(Φ, N0, L, n) no son iguales en cada
desigualdad, pero se escriben aśı para señalar la dependencia sólo de N0, L,
n y de la función Φ, y que las constantes c(Φ, N0, L, n) incluyen la cota para
las sumas

∑
|| · ||α′,β′∈Fi

|| Φi ||α′,β′ para toda i = 1, 2, . . . , n, que finalmente

dependen sólo de los valores ya escritos, aśı, no existe dependencia de los
ı́ndices i’s.

Concluimos aśı con la cota sobre la integral,∫
(1 + |w|)N0+L|η(i,k)(w)| dw ≤ c(n,N0, L,Φ) 2−k(N0+L+1),

que sustituimos para acotar el valor(
t

t+ ε

)N0 ∑
k∈N0

∫ || f ∗ Φ2−kt(y − z) ||X
(1 + ε|y|)N0

|η(i,k)
t (z)| dz

≤ 2LM ε,N0,L
Φ f(x)

∑
k∈N0

2k(N0+L)

∫
(1 + |w|)N0+L|η(i,k)(w)| dw

≤ c(n,N0, L,Φ) 2LM ε,N0,L
Φ f(x)

∑
k∈N0

2k(N0+L) 2−k(N0+L+1)

= C(n,N0, L,Φ) M ε,N0,L
Φ f(x),

y por tanto concluimos∣∣∣∣ f ∗ Φi
t(y)

∣∣∣∣
X

(
t

t+ ε

)N0 1

(1 + ε|y|)N0
≤ C(n,N0, L,Φ) M ε,N0,L

Φ f(x).

Observemos que la cota se da independiente de i. Utilizando esta última
desigualdad, la ecuación (2.30) y la definición de M ε,N0

∇Φ f obtenemos la de-
sigualdad (2.32).
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De las desigualdades (2.31) y (2.32) conseguimos∣∣∣∣∣∣M ε,N0

∇Φ f
∣∣∣∣∣∣
p
≤ C(p,N0, L, n,Φ)

∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣
p
.

Ponemos

E =
{
x ∈ Rn : M ε,N0

∇Φ f(x) ≤ λM ε,N0

Φ f(x)
}
,

con λ > 0, entonces∫
EC

M ε,N0

Φ fp(x) ≤ λ−p
∫
EC

M ε,N0

∇Φ fp(x) ≤ λ−pC(p,N0, L, n,Φ)
∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣p
p
.

Si hacemos λ tal que λ−pC(p,N0, L, n,Φ) ≤ 1
2
, concluimos entonces que∫

EC
M ε,N0

Φ fp(x) ≤ 1

2

∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣p
p

(2.33)

Como afirmamos anteriormente, la integral de M ε,N0

Φ f está concentrada
en el conjunto E. Ahora vamos a probar que en este conjunto la maximal
M ε,N0

Φ f es controlada por la maximal de Hardy Littlewood. En efecto, para
0 < q <∞, y todo x ∈ E se cumple

M ε,N0

Φ f(x) ≤ C(n,N0, λ, q) {M [(MΦf)q](x)}
1
q . (2.34)

Por definición de M ε,N0

Φ f , existe (y0, t0) ∈ Rn+1
+ tal que |x− y0| < t0 < ε−1 y

|| f ∗ Φt0(y0) ||X
(

t0
t0 + ε

)N0 1

(1 + ε|y0|)N0
≥ 1

2
M ε,N0

Φ f(x).

También por definición del conjunto E y por definición de M ε,N0

∇Φ f se cumple
que para x ∈ E y z tal que |x− z| < t0 < ε−1 se tiene

t0 || ∇f ∗ Φt0(z) ||Xn
(

t0
t0 + ε

)N0 1

(1 + ε|z|)N0
≤ λM ε,N0

Φ f(x),

por tanto, de las dos últimas desigualdades se obtiene

t0 || ∇f ∗ Φt0(z) ||Xn ≤ 2λ || f ∗ Φt0(y0) ||X
(

1 + ε|z|
1 + ε|y0|

)N0

.

Esta desigualdad es válida para todo z tal que |x− z| < t0 < ε−1.
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El Teorema del Valor Medio y nuestra última desigualdad permiten el
siguiente desarrollo: para alguna ξ en la recta que une a z con y0, se cumple

|| f ∗ Φt0(z)− f ∗ Φt0(y0) ||X = || ∇f ∗ Φt0(ξ) ||Xn |z − y0|

≤ 2λ

t0
|| f ∗ Φt0(y0) ||X

(
1 + ε|ξ|
1 + ε|y0|

)N0

|z − y0|

pues y0 y z están en el cono truncado de altura ε−1 con vértice en x y como
consecuencia el elemento ξ pertenece a este conjunto. Entonces |y0−ξ| < 2ε−1,
y además(

1 + ε|ξ|
1 + ε|y0|

)N0

≤ CN0 (1 + ε|y0 − ξ|)N0 ≤ 2N0(1 + ε|y0 − ξ|) ≤ 2N03.

Por tanto

|| f ∗ Φt0(z)− f ∗ Φt0(y0) ||X ≤ 3 2N0+1λ

t0
|| f ∗ Φt0(y0) ||X |z − y0|.

Si escogemos z dentro del cono truncado con vértice en x, además de que
|z − y0| < t0/3 2N0+2λ, entonces

|| f ∗ Φt0(z)− f ∗ Φt0(y0) ||X ≤ 1

2
|| f ∗ Φt0(y0) ||X .

Por lo tanto

|| f ∗ Φt0(z) ||X ≥ || f ∗ Φt0(y0) ||X − || f ∗ Φt0(z)− f ∗ Φt0(y0) ||X
≥ 1

2
|| f ∗ Φt0(y0) ||X

≥ 1

4
M ε,N0

Φ f(x).

Concluimos con el siguiente desarrollo

M [(MΦf)q](x) ≥ 1

|B(x, t0)|

∫
B(x,t0)

(MΦf)q(w) dw

≥ 1

|B(x, t0)|

∫
B(x,t0)

⋂
B(y0,

t0
4λ

)

(MΦf)q(w) dw

≥ 1

|B(x, t0)|

∫
B(x,t0)

⋂
B(y0,

t0
4λ

)

|| f ∗ Φt0(w) ||X dw

≥ 1

|B(x, t0)|

∫
B(x,t0)

⋂
B(y0,

t0
4λ

)

1

4q
(M ε,N0

Φ f)q(x) dw

=
|B(x, t0)

⋂
B(y0,

t0
4λ

)|
|B(x, t0)|

1

4q
(M ε,N0

Φ f)q(x)

≥ C(n,N0, λ)4−q(M ε,N0

Φ f)q(x),
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donde se usa el hecho de que si |x− y0| < t0 y δ > 0, entonces

|B(x, t0)
⋂
B(y0, δt0)|

|B(x, t0)|
≥ c(n, δ) > 0,

y el mı́nimo de esta constante se alcanza cuando |x−y0| = t0. Con esto queda
probada la desigualdad (2.34).

La desigualdad (2.34) junto con el requerimiento de 0 < q < p nos implica∫
E

(M ε,N0

Φ f)p ≤ C(n,N0, f,Φ, p)

∫
{M [(MΦf)q]}

p
q

≤ C(n,N0, f,Φ, p)

∫
[(MΦf)q]

p
q .

Concluimos con la desigualdad∫
E

(M ε,N0

Φ f)p = C(n,N0, f,Φ, p) ||MΦf ||pp . (2.35)

De (2.33) y (2.35) se obtiene finalmente∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣p
p

=

∫
E

(M ε,N0

Φ f)p +

∫
EC

(M ε,N0

Φ f)p

≤ C(n,N0, f,Φ, p) ||MΦf ||pp +
1

2

∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣p
p
.

Recordemos que M ε,N0

Φ f pertenece a Lp, aśı que su norma en Lp es finita,
por tanto ∣∣∣∣∣∣M ε,N0

Φ f
∣∣∣∣∣∣
p
≤ C(n,N0, f,Φ, p) ||MΦf ||p .

Prueba de la implicación (ii)⇒ (iii).

Supongamos que existe una familia F tal queMFf ∈ Lp(Rn). Sea Φ ∈ S,
entonces por la demostración al Corolario 2.3.4 tenemos que MΦf ∈ Lp(Rn),
y por lo tanto M∗

Φf ∈ Lp(Rn). Sabiendo que la cantidad ||M∗
Φf ||p es finita,

podemos hacer la siguiente serie de cotas de igual forma que en la prueba al
Lema 2.2.5.

|| f ∗ Φt(x) ||pX ≤ mı́n
|x−y|≤t

[M∗
Φf(y)]p ≤ c

tn

∫
|x−y|≤t

(M∗
Φf(y))p dy

≤ ct−n ||M∗
Φf ||

p
p .
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Por tanto || f ∗ Φ(x) ||X = || f ∗ Φ1(x) ||X ≤ c ||M∗
Φf ||p. Concluimos que

la función f ∗ Φ es acotada, y como Φ era arbitraria en S, tenemos que la
distribución f es acotada.

Probaremos ahora que la maximal no tangencial de u = f ∗ Pt pertenece
a Lp(Rn). Usamos la descomposición en serie del núcleo de Poisson que se
muestra en [28, p. 98]

P (x) = cn(1 + |x|2)−
n+1
2 =

∑
k∈N0

2−kΦ
(k)

2k
(x),

donde la sucesión {Φ(k)}k∈N0 es acotada en S. Entonces tenemos que

Mntu(x) = sup
|x−y|<t

|| f ∗ Pt(y) ||X

= sup
|x−y|<t

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ f ∗∑

k∈N0

2−kΦ
(k)

2kt
(y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

= sup
|x−y|<t

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
k∈N0

2−kf ∗ Φ
(k)

2kt
(y)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
∑
k∈N0

2−k sup
|x−y|<t

∣∣∣∣∣∣ f ∗ Φ
(k)

2kt
(y)
∣∣∣∣∣∣
X

=
∑
k∈N0

2−kM∗
Φ

(k)

2k

f(x)

≤
∑
k∈N0

2−kM∗
Φ(k)f(x),

utilizando el Lema 1.4.7. De esta forma la maximalMntu será p-integrable si
la suma

∑
k∈N0

2−kM∗
Φ(k)f es p-integrable. Nos enfocaremos pues en probar

que la suma mencionada está en el espacio Lp(Rn).
Debido a que la sucesión {Φ(k)}k∈N0 es acotada en S y el conjunto SF es

una vecindad del 0 en S tenemos la existencia de una constante C ≥ 0 tal
que {Φ(k)}k∈N0 ⊆ C SF , entonces la sucesión { 1

C
Φ(k)}k∈N0 está contenida en

el conjunto SF , por tanto se cumple MΦ(k)f(x) ≤ CMFf(x) para x ∈ Rn,
esta estimación y la Sección 2.3.1 implican que M∗

Φ(k)f pertenece al espacio
Lp(Rn) para toda k además de la cota uniforme∣∣∣∣M∗

Φ(k)f
∣∣∣∣
p
≤ C || MFf ||p .

Consideramos ahora las sumas parciales sm =
∑m

k=0 2−kM∗
Φ(k)f , para p ≥
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1 tenemos

|| sm − sl ||p =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

m∑
k=l

2−kM∗
Φ(k)f

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

≤
m∑
k=l

2−k
∣∣∣∣M∗

Φ(k)f
∣∣∣∣
p

≤ C || MFf ||p
m∑
k=l

2−k −→ 0,

cuando m, l→∞. Esto implica que la sucesión {sm} converge a un elemento
p-integrable.

Cuando p es menor a 1, el espacio Lp(Rn) sigue siendo completo pero
con la métrica d(f, g) = || f − g ||pp, (ver Teorema 8.16 en [32]). Que las
sumas parciales sm forman una sucesión de Cauchy en Lp(Rn) se prueba
similarmente al caso p ≥ 1. En efecto, teniendo en cuenta la desigualdad
(a+ b)p ≤ ap + bp para a, b > 0, (ver [32, p. 133]), y que la serie

∑
k∈N0

2−pk

converge cuando p está entre 0 y 1, tenemos que

|| sm − sl ||pp =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

m∑
k=l

2−kM∗
Φ(k)f

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

p

≤
m∑
k=l

2−kp
∣∣∣∣M∗

Φ(k)f
∣∣∣∣p
p

≤ C || MFf ||pp
m∑
k=l

2−kp.

En resumen hemos probado que la serie
∑

k∈N0
2−kM∗

Φ(k)f es una función
p-integrable y como esta serie acota a la maximal no tangencial Mntu, ten-
emos que Mntu ∈ Lp(Rn) para p > 0. Queda aśı probada la implicación
(ii)⇒ (iii).

Prueba de la implicación (iii)⇒ (i).

Vamos a probar que MΦf está en Lp(Rn) con Φ una función de prueba
definida a partir del núcleo de Poisson suponiendo que Mnt(f ∗ Pt) es p-
integrable.

Consideramos una función η real definida sobre (1,∞) que es rápidamente
decreciente en ∞ y satisface las condiciones de momento

∫∞
1
η(s) ds = 1,∫∞

1
skη(s) ds = 0, para k = 1, 2, . . . . Se define entonces

Φ(x) =

∫ ∞
1

η(s)Ps(x) ds. (2.36)
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Por el Teorema de Fubini se tiene
∫
Rn Φ(x) dx = 1. Veamos a continuación

que esta función tiene rápido decaimiento. Desarrollando el polinomio de
Taylor de la función (1 + t2)−(n+1)/2 tenemos

(1 + t2)−(n+1)/2 =
∑
k<R

akt
k +O(tR).

Aplicándolo al núcleo de Poisson tenemos

cns

(s2 + |x|2)
(n+1)

2

= cn
∑
k<R

aks|x|−1−n
(
s

|x|

)k
+ cnO(sR+1|x|−R−n−1).

De la definición de Φ y las condiciones de momento de la función η tenemos

|Φ(x)| ≤ cn

∣∣∣∣∫ ∞
1

η(s)O(sR+1|x|−R−n−1) ds

∣∣∣∣
de donde se sigue que Φ decrece rápidamente. El mismo argumento aplica a
cualquier derivada de Φ (debido a que en todos los términos de las derivadas
del núcleo de Poisson aparecerá el factor (s2 + |x|2)−(n+1)/2). Esto significa
que Φ ∈ S.

Por último veamos que MΦf ∈ Lp(Rn). Por definición de convolución y
de la función Φ tenemos

|| f ∗ Φt(x) ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ t−n〈f, ∫ ∞
1

η(s)Ps

(
x− ·
t

)
ds

〉 ∣∣∣∣∣∣∣∣
X
.

Ahora bien, la aplicación f conmuta con la integral de Riemann debido a
que ésta es continua en S, por definición de dilatación tenemos la fórmula
〈f, φt〉 = t−n〈f, φ

( ·
t

)
〉, y por definición de convolución, obtenemos finalmente

|| f ∗ Φt(x) ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ ∞
1

η(s)(f ∗ Pst)(x) ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
.

Por lo tanto

MΦf(x) ≤
∫ ∞

1

|η(s)| sup
t>0
|| f ∗ Pst(x) ||X ds

= sup
t>0
|| f ∗ Pt(x) ||X ·

∫ ∞
1

|η(s)| ds

≤
∫ ∞

1

|η(s)| ds · Mnt(f ∗ Pt)(x),

aśı que MΦf ∈ Lp(Rn).
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Caṕıtulo 3

Descomposición atómica.

En el caṕıtulo anterior vimos que los elementos del espacio hpX los podemos
considerar como elementos de Hp

X mediante la convolución con el núcleo de
Poisson. En este caṕıtulo mostraremos que los elementos de Hp

X se pueden
descomponer en “bloques” llamados medidas átomos cuando p ≤ 1.

En la primera sección mostraremos que una medida regular con variación
acotada contablemente aditiva tal que su gran maximal está en Lp(Rn) se
puede descomponer en la forma µ = g + b, donde g es una medida cuya
norma está acotada por la medida volumen, y b es la suma ajena de medidas
bloques. Finalizamos esta sección mostrando la densidad del espacio VX∩Hp

X
en Hp

X.

En la segunda sección se realiza la descomposición del espacio de Hardy
Banach valuado para p ≤ 1; primero se descompone un elemento en la inter-
sección VX

⋂
Hp

X, posteriormente un elemento de Hp
X utilizando la densidad

del espacio VX ∩Hp
X en Hp

X.

3.1. Descomposición de Calderón-Zygmund.

De aqúı en adelante denotaremos la función gran maximal simplemente
comoM en lugar deMF , donde el conjunto finito F se mantendrá fijo hasta
que se requiera lo contrario. También relajaremos las condiciones sobre la
función Φ, a saber, que satisfaga las condiciones de una aproximación a la
identidad, esto es, Φ ∈ C∞(Rn), con soporte en la bola unitaria de Rn y que∫
Rn Φ(x) dx 6= 0.

Decimos que una familia de conjuntos {Ak}k∈N posee la propiedad de la
intersección acotada cuando existe un número entero M > 0 tal que cualquier
conjunto Ak intersectará a lo más a M conjuntos de la familia.

Recordamos que MX(Rn) es el espacio de medidas regulares con variación

67
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uniformemente acotada sobre todos los conjuntos acotados.

Teorema 3.1.1. Sea µ ∈ MX(Rn) una medida absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue para cada cubo Q ⊆ Rn. Supongamos que
Mµ ∈ Lp(Rn) con p > 0. Entonces para cualquier constante fija A > 0 existe
una descomposición µ = g+ b, b =

∑
k bk, y una colección de cubos {Q∗k}k∈N,

tales que

1. {Q∗k} tiene la propiedad de la intersección acotada, y⋃
k

Q∗k = {x : Mµ(x) > A} .

2. Cada medida bk tiene soporte en Q∗k, bk(Rn) = 0 y∫
Rn

(MΦbk(x))p dx ≤ c

∫
Q∗k

(Mµ(x))p dx. (3.1)

3. La medida g es acotada:

|| g ||V∞X (Rn) ≤ cA. (3.2)

Definición 3.1.2. A la descomposición de la medida µ se le conoce como
descomposición de Calderón-Zygmund.

La condición sobre µ en el caso escalar es que sea una función integrable,
en el contexto Banach valuado a µ le pedimos sea una medida con variación
acotada.

Hacemos notar que se mantiene la notación clásica para las partes g y b de
µ, esto siguiendo la aceptación de que la medida g se denota aśı por “good”
en inglés debido a que se comporta adecuadamente en el sentido de que es
acotada por la medida de Lebesgue como se puede observar en la desigualdad
(3.2), y la medida b denotada aśı por “bad” en inglés, es la parte mala de la
medida µ; no obstante, este teorema nos dice que a b podemos representarla
por medio de una serie de medidas bloques bk, las cuales tienen soporte en
un cubo acotado y satisface condiciones de momento, más aún, si Φ es una
función prueba, entonces la desigualdad (3.1) nos dice que bk ∈ Hp

X.

La demostración la dividimos en secciones.
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Cubierta y partición de la unidad. Definimos el conjunto

Ω = {x ∈ Rn : Mµ(x) > A},

y consideramos F = ΩC .
Notamos que Ω es abierto en Rn, por lo que hacemos uso del lema de

la cubierta de Whitney, que nos dice que dada esta separación del espacio
eucĺıdeo, entonces existe una familia de cubos {Qk} cerrados tales que

1. Ω =
⋃
i∈NQk,

2. Q◦k
⋂
Q◦j = ∅, para todo i 6= j, donde Q◦k es el interior del cubo Qk

3. dk ≤ d(Qk, F ) ≤ 4dk, dk es la longitud de la diagonal del cubo Qk,
d(Qk, F ) es la distancia del cubo Qk al conjunto F , (ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Cubos cuyo diámetro es comparable con la distancia al comple-
mento de Ω

Si lk es la longitud de las aristas del cubo Qk, entonces la Propiedad 3
implica

√
nlk ≤ d(Qk, F ) ≤ 4

√
nlk. Para dos constantes fijas 1 < ã < a∗,

obtenemos los cubos Qk ⊂ Q̃k ⊂ Q∗k, que son dilataciones del cubo Qk por

los factores ã y a∗, esto es, los cubos Q̃k y Q∗k están centrados en xk y sus
aristas tienen longitud ãlk y a∗lk respectivamente. Además, si tomamos a∗
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suficientemente cercano a 1, tenemos
⋃
i∈NQ

∗
k = Ω, y la familia {Q∗k} tiene

la propiedad de la intersección acotada. La familia {Q̃k} también tiene la
propiedad de la intersección acotada, siendo M el número mayor de intersec-
ciones. Por último tenemos que las longitudes lk y li son comparables cuando
los cubos Q∗k y Q∗i se intersectan, (ver Sección 3.4).

Para definir los elementos bloques es necesario construir una partición de
la unidad para el conjunto Ω subordinada a la cubierta {Q̃k}.

Consideramos una función ϕ : Rn → [0, 1] suave, tal que vale 1 en el cubo
de longitud 1 centrado en el origen y 0 fuera del cubo concéntrico de longitud

ã. Hacemos ϕk(x) = ϕ

(
x− xk
lk

)
, donde xk es el centro del cubo Qk.

Definimos φk =
ϕk∑
j ϕj

, entonces φk satisface∫
Rn
φk(x) dx w |Q∗k| w lnk , (3.3)

|∂βφk(x)| ≤ Cβl
−|β|
k . (3.4)

Estas propiedades de φk se muestran en la Sección 3.4.

Denotamos por φ̃k a la función φk normalizada, esto es φ̃k = φk
/ ∫

Rn φk(x) dx,

por lo que se cumple
∫
Rn φ̃k(x) dx = 1.

Observemos que la integral
∫
Rn φk dµ tiene sentido, y de hecho, por el

Ejemplo 1.3.10 la medida µ define un operador lineal y la aplicación sobre
φk, que denotamos por 〈µ, φk〉, está dada por esta integral.

Las medidas bloques. La medidas bloques deben satisfacer tres condi-
ciones: soporte en un cubo acotado, bk(Rn) = 0 y que su maximal esté acota-
da. Se intuye entonces que se definirá bk a partir de las funciones que confor-
man la partición de la unidad {φk} para la condición del soporte. Las otras
condiciones requieren que la medida bk satisfaga la condición de momento

〈bk, q〉 = 0

para todo polinomio q de grado a lo más d, donde d es un entero no negativo
tal que satisface p > n/(n+ d+ 1) (más adelante veremos el porqué de este
requerimiento tan preciso). La condición de momento se obtiene si definimos
las medidas bloques como

dbk(x) = φk(x)( dµ(x)− hk(x) dx).

A continuación mostramos la definición de la función hk(x), que finalmente es
un polinomio, y que la medida bk satisface la condición de momento requerida
y posteriormente probamos las propiedades faltantes sobre la medida bk.
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Sea P el espacio de polinomios en Rn y Pd el espacio vectorial de di-
mensión finita formado por polinomios en Rn de grado a lo más d. Sea H el
espacio de Hilbert L2(Q∗k, φ̃k dx) y Hd denotará a Pd como subespacio de
H. El producto interior (f, g)L2(Q∗k) es la integral

∫
Q∗k
f(x)g(x) dx, mientras

que (f, g)H representará
∫
Q∗k
f(x)g(x)φ̃k(x) dx y cuando no se especifique se

considerará (f, g)L2(Q∗k).
Sean q1, q2, . . . , qN polinomios que forman una base ortonormal para Hd,

entonces
(qi, qjφ̃k)L2(Q∗k) = δij. Para los elementos q ∈ P y x ∈ X el producto
q · x ∈ P ⊗ X define una aplicación en S dada como

ϕ 7→ 〈q · x, ϕ〉 = (q, ϕ)L2 · x,

por lo que podemos ver al producto q · x como un elemento de S ′X.
Ahora definimos el operador PX : S ′X −→ Hd ⊗ X como

PX : f 7→
N∑
j=1

qj〈f, qjφ̃k〉. (3.5)

Notamos que el producto qjφ̃k es infinitamente diferenciable con soporte com-

pacto por lo que la aplicación 〈f, qiφ̃k〉 está bien definida para todo f ∈ S ′X.
No es dif́ıcil ver que este operador es lineal, además

P 2
Xf = PX(PXf) =

N∑
i=1

qi

〈
N∑
j=1

qj〈f, qjφ̃k〉, qiφ̃k

〉

=
N∑
i=1

qi

{
N∑
j=1

(qj, qiφ̃k)〈f, qjφ̃k〉

}

=
N∑
i=1

qi〈f, qiφ̃k〉 = PXf,

por tanto el operador PX es una proyección. Veamos ahora que PXµ tiene
la propiedad de que 〈(µ − PXµ), qφk〉 = 0 para todo q ∈ Hd. En efecto, es
suficiente probarlo para qi, un elemento básico de Hd. Entonces

〈µ− PXµ, qiφk〉 = 〈µ, qiφk〉 − 〈PXµ, qiφk〉

= 〈µ, qiφk〉 −
N∑
j=1

(qj, qiφk)〈µ, qjφ̃k〉

= 〈µ, qiφk〉 − 〈µ, qiφk〉
= 0.
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Observamos que 〈(µ − PXµ), qφk〉 = 〈(µ − PXµ)φk, q〉. De esta forma
si definimos los polinomios hk(x) = PXµ(x) entonces las medidas bk’s
definidas arriba satisfacen la condición de momento 〈bk, q〉 = 0 para todo
polinomio q ∈ Hd.

Con esta propiedad sobre bk obtenemos bk(Rn) =
∫
Rn dbk(x) = 〈bk, 1〉 =

0. Resta probar la desigualdad (3.1) y para ello necesitamos cotas sobre los
polinomios hk’s aśı como un resultado que nos da una estimación de la apli-
cación de una distribución Banach valuada a una función especial en términos
de la función gran maximal.

Lema 3.1.3. Sea N0 > 0 fijo y consideramos SFN0
= {φ ∈ S : || φ ||α,β ≤

1, para todo |α|, |β| < N0}. Sea f un distribución Banach valuada y ϕ una
función en S con soporte en la bola B = B(x0, r) y tal que |∂αϕ| ≤ r−n−|α|

para toda |α| ≤ N0, entonces

|| 〈f, ϕ〉 ||X ≤ CMFN0
f(x), para todo x ∈ B.

Demostración. Para cada x ∈ B ⊆ Rn definimos ϕx(y) = rnϕ(x − ry).
Entonces

∂αϕx(y) = (−1)|α|rn+|α| ∂αϕ(x− ry). (3.6)

La última cantidad es distinta de cero sólo si x − ry ∈ B, esto implica que
|y| ≤ 2. En efecto, si |y| > 2, entonces

|(x− ry)− x0| = |ry − (x− x0)| ≥ r|y| − |x− x0| > 2r − r,
es decir, x− ry /∈ B. Entonces |y| ≤ 2 y de (3.6) tenemos

|yβ∂αϕx(y)| ≤ 2N0rn+|α| |∂αϕ(x− ry)|
≤ 2N0rn+|α|r−n−|α| = 2N0 ,

para todo |α|, |β| ≤ N0 debido a la hipótesis sobre la función ϕ. Entonces
obtenemos que || ϕx ||α,β ≤ 2N0 independientemente de x, por tanto 1

2N0
ϕx ∈

FN0 .
Por definición de ϕx se tiene que (ϕx)r(x− y) = ϕ(y). Entonces

〈f, ϕ〉 = 〈f, (ϕx)r(x− ·)〉 = 〈f, τx((ϕx)r )̌ 〉 = f ∗ (ϕx)r(x).

Por lo tanto

|| 〈f, ϕ〉 ||X ≤ 2N0MFN0
f(x), para todo x ∈ B.

Observación 3.1.4. Los polinomios hk satisfacen

|| φk(x) hk(x) ||X ≤ cdA, para todo x ∈ Rn.(3.7)

|| φk(x) hk(x) ||X ≤ cdMµ(x) para todo x ∈ Q∗k.(3.8)
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Para probar estas desigualdades necesitamos la cota

sup
x∈Q∗k
|∂βq(x)| ≤ Aβl

−|β|
k || q ||H , para todo q ∈ Pd. (3.9)

Primero probamos (3.9) para el cubo unitario centrado en el origen, aśı, H
es el espacio de Hilbert L2(Q∗, φ̃ dx) y Hd es el subespacio de L2(Q∗, φ̃ dx)
que consiste en polinomios de grado a lo más d. Sea q un polinomio en Hd y
P el operador proyección de H en Hd, entonces

q = P (q) =
N∑
i=i

(q, qi)H qi,

donde q1, q2, . . . , qN forman una base para el espacio Hd, por tanto

∂βq =
N∑
i=i

(q, qi)H ∂βqi.

Ahora bien, cada qi es un polinomio de grado a lo más d, entonces existe
una constante Aβ tal que |∂βqi(x)| ≤ Aβ para todo x ∈ Q∗, para toda
i = 1, 2, . . . , N y para toda n-tupla β, de esta manera

|∂βq(x)| ≤
N∑
i=i

|(q, qi)H||∂βqi(x)|

≤ Aβ

N∑
i=i

|| q ||H || qi ||H

≤ Aβ,N || q ||H .

Notemos que la constante Aβ,N no depende del polinomio q, por tanto

sup
x∈Q∗
|∂βq(x)| ≤ Aβ,N || q ||H , para todo q ∈ Hd.

Consideramos ahora H = L2(Q∗k, φ̃k dx), Hd como antes y q un polinomio
en Hd. Existe un polinomio q̃ definido en Q∗ tal que

q(x) = q̃

(
x− xk
lk

)
, x ∈ Q∗k,

por tanto

∂βq(x) = l
−|β|
k ∂β q̃

(
x− xk
lk

)
,
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pero (x−xk)/lk es un punto en Q∗ y ya vimos que existe una constante Aβ,N
tal que ∣∣∣∣∂β q̃(x− xklk

)∣∣∣∣ ≤ Aβ,N || q̃ ||L2(Q∗,φ̃ dx) .

Entonces

|∂βq(x)| ≤ Aβ,N l
−|β|
k || q̃ ||L2(Q∗,φ̃ dx) ,

pero ∫
Q∗
|q̃(x)|2φ̃(x) dx =

1∫
φ

∫
Q∗
|q(lkx+ xk)|2φ(x) dx

=
1∫
φ

∫
Q∗k

|q(y)|2 φ
(
y − xk
lk

)
l−nk dy

=
l−nk
∫
φk∫
φ

∫
Q∗k

|q(x)|2 φ̃k(x) dx

= || q ||H ,

obteniendo aśı la desigualdad (3.9).

Debido a que los elementos básicos qi de Hd(Q
∗
k) son polinomios y por la

desigualdad (3.9) obtenemos que |∂βqi| ≤ Aβ,N l
−|β|
k para todo |β| ≥ 0 y toda

i = 1, 2, . . . , N .
De la desigualdad |∂βφ̃k| ≤ Aβl

−n−|β|
k y la fórmula de Leibniz tenemos

|∂αqiφ̃k| ≤
∑
β≤α

(
α
β

) ∣∣∣∂βqi∂α−βφ̃k∣∣∣ ≤ Aα,N l
−n−|α|
k .

Ahora hacemos ϕ = cqiφ̃k y r = 5
√
nlk, donde la constante c depende

de α, n y N para tener |∂αϕ| ≤ r−n−|α|. Aplicamos el Lema 3.1.3 a la

función ϕ y obtenemos
∣∣∣∣∣∣ 〈µ, qiφ̃k〉 ∣∣∣∣∣∣

X
≤ c1Mµ(z) con z ∈ Q∗k, además si

z ∈ B(xk, r)
⋂

ΩC , entonces
∣∣∣∣∣∣ 〈µ, qiφ̃k〉 ∣∣∣∣∣∣

X
≤ c2A.

Ahora bien, por la definición de hk(x) tenemos

|| φk(x)hk(x) ||X =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ φk(x)

(
N∑
i=1

qi(x)〈µ, qiφ̃k〉

) ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤ |φk(x)|
N∑
i=1

|qi(x)|
∣∣∣∣∣∣ 〈µ, qiφ̃k〉 ∣∣∣∣∣∣

X
.



Sec. 3.1. Descomposición de Calderón-Zygmund 75

Cuando x /∈ Q∗k se cancela cada término de la última suma debido a la función
φk. Cuando x ∈ Q∗k, la función φk está acotada por 1. Como ya mencionamos,
los polinomios qi’s están acotados uniformemente en Q∗k por una constante
C, por tanto

|| φk(x)hk(x) ||X ≤
N∑
i=1

C cA = cdA,

probando aśı la desigualdad (3.7). De manera similar probamos (3.8);

|| φk(x)hk(x) ||X ≤
N∑
i=1

C cMµ(x) = cd Mµ(x), si x ∈ Q∗k.

Ahora probamos la desigualdad (3.1) para la que requerimos de las de-
sigualdades

MΦbk(x) ≤ cMµ(x), x ∈ Q∗k. (3.10)

MΦbk(x) ≤ cA
ln+d+1
k

|x− xk|n+d+1
, x /∈ Q∗k. (3.11)

En efecto, con (3.10) y (3.11) podemos desarrollar∫
Rn

(MΦbk(x))p dx =

(∫
Q∗k

+

∫
(Q∗k)C

)
(MΦbk(x))p dx

≤
∫
Q∗k

(Mµ(x))p dx+

∫
(Q∗k)C

{
cA

ln+d+1
k

|x− xk|n+d+1

}p
dx.

Calculando la última integral

(cA)pl
p(n+d+1)
k

∫
(Q∗k)C

1

|x− xk|p(n+d+1)
dx

∼= (cA)pl
p(n+d+1)
k cn

∫ ∞
lk

1

rp(n+d+1)
rn−1 dr

= cn,pA
pl
p(n+d+1)
k l

n−p(n+d+1)
k

siempre que p >
n

n+ d+ 1
, por lo tanto∫

(Q∗k)C

{
cA

ln+d+1
k

|x− xk|n+d+1

}p
dx ∼= cn,p,a∗A

p|Q∗k|

≤ cn,p,a∗

∫
Q∗k

(Mµ)p,
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la desigualdad es válida debido a queMµ(x) > A en Ω, en particular cuando
x ∈ Q∗k, aśı obtenemos (3.1).

Prueba de la desigualdad (3.10). Por definición de la medida bk tenemos

MΦbk(x) ≤ MΦ(φk dµ)(x) +MΦ(φkhk)(x). (3.12)

Veamos la cota para el término MΦ(φk dµ)(x). Para x ∈ Q∗k la convolución
φk dµ∗Φt(x) está dada por la fórmula 〈µ, φkΦt(x−·)〉. Para poder aplicar
el Lema 3.1.3, hacemos

ϕ(y) = φk(y)Φt(x− y). (3.13)

Por la fórmula de Leibniz obtenemos la siguiente estimación sobre las derivadas
de la función ϕ.

|∂αϕ(y)| ≤ 1

tn

∑
β≤α

(
α
β

) ∣∣∣∣∂βφk(y) · ∂α−βΦ

(
x− y
t

)∣∣∣∣
≤ 1

tn

∑
β≤α

cα,β

[
cβ,φk l

−|β|
k · cα,β,Φt−|α−β|

]
= cα,φk,Φt

−n
∑
β≤α

[
l
−|α|
k · t−|α−β|

]
≤

{
cα,φk,Φt

−n−|α|, cuando t ≤ lk
cα,φk,Φl

−n−|α|
k , cuando t > lk

.

Además
sop {ϕ} = sop {φkΦt(x− ·)} ⊂ Q∗k

⋂
B(x, t).

Por tanto, el radio de la bola B en el Lema 3.1.3 lo escogemos de acuerdo
a la magnitud de t; cuando t ≤ lk escogemos la bola B(x, t) que contiene el
soporte de ϕ, para t > lk escogemos B = B(x, 2

√
nlk) que contiene al cubo

Q∗k y por tanto al soporte de ϕ. Entonces para cualquier t tenemos

|| φk dµ ∗ Φt(x) ||X = || 〈µ, ϕ〉 ||X ≤ cMµ(x).

Si tomamos el supremo sobre t > 0 obtenemos

MΦ(φk dµ)(x) ≤ cMµ(x), x ∈ Q∗k. (3.14)

Veamos ahora la cota para el término MΦ(φkhk)(x). Tenemos que

|| φkhk ∗ Φt(x) ||X ≤ cdA

∫
Rn

Φt(x− y) dy = cdA x ∈ Q∗k,
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debido a (3.7), pero si z ∈ Q∗k ⊆ Ω, entonces Mµ(z) > A. En particular
|| φkhk ∗ Φt(x) ||X ≤ cMµ(x) para x ∈ Q∗k. Tomando el supremo sobre
t > 0 obtenemos

MΦ(φkhk)(x) ≤ cMµ(x), x ∈ Q∗k. (3.15)

De las ecuaciones (3.12), (3.14) y (3.15) se sigue la desigualdad (3.10).

Prueba de la desigualdad (3.11). Por las condiciones de momento que
satisface la medida bloque bk tenemos

bk ∗ Φt(x) = 〈bk,Φt(x− ·)〉 = 〈bk,Φt(x− ·)− q〉,

donde q es el polinomio de Taylor de grado d para la función y 7→ Φt(x− y)
alrededor del punto y = xk. Por definición de bk

bk ∗ Φt(x) = 〈φk dµ,Φt(x− ·)− q〉 − 〈φkhk,Φt(x− ·)− q〉,

entonces

MΦbk(x) ≤ sup
t>0
〈φk dµ,Φt(x− ·)− q〉+ sup

t>0
〈φkhk,Φt(x− ·)− q〉

= I1 + I2.

Veamos la cota para I1. Recordarmos que |∂αφ̃k| ≤ Aαl
−n−|α|
k . Ahora

bien, la función Φ tiene soporte en la bola unitaria centrada en cero, x /∈ Q∗k
y xk es el centro del cubo Q∗k, por tanto 1

2
a∗lk ≤ |x − xk| ≤ t, además

y ∈ Q̃k, lo que implica (a∗ − ã)lk ≤ |x− xk| ≤ t, entonces

t ≥ |x− y|, |x− xk| ≥ clk (3.16)

donde la constante c es independiente de k.
Con esto último presente y |α| > d tenemos que la derivada ∂αq se anula,

además ∂αΦt = t−n−|α|(∂αΦ), por tanto

|∂αΦt| ≤ Cαt
−nt−|α| ≤ Cαt

−n−d−1t−|α|+d+1 ≤ Cα
ld+1
k

|x− xk|n+d+1
l
−|α|
k .

Cuando |α| ≤ d y debido a que q es el polinomio de Taylor de grado d,
tenemos que ∂αq es el polinomio de Taylor de grado d − |α| de la función
(∂αΦt(x− ·)), por tanto, de la fórmula del residuo obtenemos

∂α(Φt − q) = ∂αΦt − ∂αq

=
1

(d− |α|+ 1)!

1

tn+d+1
∂d+1Φ(ξ) (y − xk)d−|α|+1.
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Concluimos que para cualquier n-tupla de enteros positivos α se tiene la
desigualdad

|∂α[Φt(x− y)− q(y)]| ≤ Aα
ld+1
k

|x− xk|n+d+1
l
−|α|
k , x /∈ Q∗k. (3.17)

Por lo tanto si definimos la función

ϕ(y) =
|x− xk|n+d+1

ln+d+1
k

φk(y)[Φt(x− y)− q(y)],

obtenemos la cota

|∂αϕ| ≤ Aαl
−n−|α|
k .

Podemos entonces aplicar el Lema 3.1.3 a µ y ϕ, obteniendo

|| 〈µ, ϕ〉 ||X ≤ cMµ(x) ≤ cA.

De la definición de ϕ, y calculando el supremo sobre t > 0 obtenemos

I1 ≤ cA
ln+d+1
k

|x− xk|n+d+1
, x /∈ Q∗k. (3.18)

Para I2, usamos la desigualdad (3.17) con α = 0, entonces

|| 〈φkhk,Φt(x− ·)− q〉 ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Rn

(Φt(x− y)− q(y))φk(y)hk(y) dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤ cA
ld+1
k

|x− xk|n+d+1

∫
Q∗k

dy

= cA
ln+d+1
k

|x− xk|n+d+1
.

Calculando el supremo sobre t > 0 obtenemos

I2 ≤ cA
ln+d+1
k

|x− xk|n+d+1
. (3.19)

Las desigualdades (3.18) y (3.19) implican la desigualdad (3.11).
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La medida buena. Definimos la medida g como

dg(x) =

{
dµ(x), x ∈ ΩC∑
k φk(x)hk(x) dx, x ∈ Ω

Tomando en cuenta que b =
∑

k∈N bk, entonces se tiene

g + b = µχΩC +
∑
k∈N

φkhk +
∑
k∈N

φk(µ− hk) = µχΩC + µ
∑
k

φk

= µχΩC + µχΩ

= µ.

Probamos ahora que g ∈ V ∞X (Rn). Si E ⊆ Ω, entonces

|| g(E) ||X =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫
E

(∑
k

φkhk

)
dx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
∫
E

(∑
k

|| φkhk ||X

)
dx

≤
∫
E

McA dx ≤ cA|E|.

Ahora sea E ⊆ ΩC , por lo tanto g(E) = µ(E) y vamos a probar entonces
que || µ(E) ||X es acotada por cA|E|. En efecto, consideramos un funcional
ξ∗ ∈ X∗, y sea µ∗ la medida composición ξ∗ ◦ µ, entonces µ∗ es una me-
dida compleja de variación acotada, por tanto existe f∗ ∈ L1(Rn) tal que
dµ∗(x) = f∗(x) dx. Por otro lado recordamos que || µ(E) ||X puede ser cal-
culada mediante el supremo sup|| ξ∗ ||X∗≤1 |〈ξ∗, µ(E)〉|, pero tenemos

|〈ξ∗, µ(E)〉| = |µ∗(E)|

=

∣∣∣∣∫
E

f∗(x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
E

ĺım
t→0

f∗ ∗ Φt(x) dx

∣∣∣∣
pues Φ es una aproximación a la identidad, por lo tanto

|〈ξ∗, µ(E)〉| ≤ lim
t→0

∫
E

|f∗ ∗ Φt(x)| dx.

Además

f∗ ∗ Φt(x) =

∫
Φt(x− y)f∗(y) dy =

∫
Φt(x− y) dµ∗(y)

=

〈
ξ∗,

∫
Φt(x− y) dµ(y)

〉
= 〈ξ∗, µ ∗ Φt(x)〉.
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Por lo tanto tenemos

|| µ(E) ||X = sup
|| ξ∗ ||X∗≤1

|〈ξ∗, µ(E)〉|

≤ sup
|| ξ∗ ||X∗≤1

lim
t→0

∫
E

|f∗ ∗ Φt(x)| dx

≤ sup
|| ξ∗ ||X∗≤1

lim
t→0

∫
E

|| ξ∗ ||X∗ || µ ∗ Φt(x) ||X dx

≤ lim
t→0

∫
E

Mµ(x) dx

≤ cA

∫
E

dx

≤ cA|E|.

Observemos que en esta última parte de la demostración al Teorema 3.1.1
es donde se usa la hipótesis de variación acotada sobre µ para mostrar que
la medida g es acotada. No obstante si quitamos la propiedad de variación
acotada sobre µ seguimos obteniendo propiedades sobre la medida “buena”,
a saber, la medida g pertenece al espacio H1

X(Rn). A continuación mostramos
esto último.

3.1.1. Una variante al Teorema de descomposición Calderón-
Zygmund.

Teorema 3.1.5. Sea µ una medida como en el Teorema 3.1.1 sólo que ahora
no es de variación acotada. Entonces se cumplen todas las tesis del teorema
excepto la desigualdad (3.2), que es sustituida por

MΦg(x) ≤ cMµ(x)χΩC (x) + cA
∑
k

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
. (3.20)

Demostración. Definimos g igual que antes, es decir, a partir de µ y de b =∑
k bk hacemos

g = µ− b.

Para probar (3.20) consideramos primero el caso x /∈ Ω.

Por la definición de g, tenemos que MΦg ≤MΦµ+
∑

k∈NMΦbk. Pero MΦµ ≤
Mµ.
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Por otro lado, si x /∈ Ω, entonces x /∈ Q∗k, por tanto clk ≤ |x− xk|, lo que
nos implica

ln+1
k

|x− xk|n+1
≤ c

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
,

junto con (3.11) con d = 0 tenemos

MΦbk(x) ≤ cA
ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
. (3.21)

Cuando x ∈ Ω, entonces x ∈ Q∗m para algún m. Entonces hacemos

g = µ−
∑
k∈N

bk = µ−
∑
C

bk −
∑
L

bk,

donde la suma
∑

C es sobre los cubos Q∗k cerca de Q∗m, esto es Q∗k
⋂
Q∗m 6= ∅,

y la suma
∑

L es sobre los cubos Q∗k lejos de Q∗m, es decir Q∗k
⋂
Q∗m = ∅.

Recordar que hay a lo más M cubos cerca de Q∗m.

Cuando los cubos Q∗k están lejos de Q∗m, volvemos a la propiedad clk ≤
|x− xk|, pues x /∈ Q∗k, y por tanto volvemos a tener

∑
L

MΦbk(x) ≤ cA
∑
L

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
.

Cuando los cubos Q∗k están cerca de Q∗m hacemos

µ−
∑
C

bk = µ−
∑
C

φkµ−
∑
C

φkhk.

En la última suma sabemos que si x ∈ Q∗m, entonces |x − xm| ≤
√
nlm,

luego lm + |x− xm| ≤ cnlm y por tanto

1 ≤ cn
ln+1
m

(lm + |x− xm|)n+1
.

También tenemos la desigualdad MΦ(φkhk)(x) ≤ cA (ver el desarrollo en
la desigualdad (3.15)). Entonces

∑
C

MΦ(hkφk) ≤ cAM ≤ cMA
ln+1
m

(lm + |x− xm|)n+1
.
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Veamos la convolución de Φt con µ−
∑

C µφk. Consideramos una con-
stante c0 tal que c0lm = sup{r > 0 : B(x, r) ⊂ Q∗m}. Entonces para t ≤
c0lm se cumple
(µ−

∑
C φkµ)∗Φt(x) = 0 debido a que 1−

∑
c φk = 0 en Q∗m y Φt(x−·)

tiene soporte en B(x, t) ⊂ Q∗m.
Para t > c0lm notamos que(

µ−
∑
C

φkµ

)
∗ Φt(x) =

〈
µ, (1−

∑
C

φk)Φt(x− ·)

〉
,

luego, consideramos la función ϕ = (1−
∑

C φk)Φt(x− ·). Observamos que

∂α
∑
C

φk =
∑
C

l
−|α|
k ∂αφ,

pero sabemos que las cantidades lk y lm son equivalentes cuando los cubos
Q∗k y Q∗m tienen intersección no vaćıa, ver Sección 3.4, por tanto

|∂α
∑
C

φk| ≤ AαMl−|α|m .

Recordemos además que |∂αΦt| ≤ Aαt
−n−|α||∂αΦ|, entonces

|∂αϕ| ≤ Aα,M l
−n−|α|
m .

Una vez más usamos el Lema 3.1.3, por lo que consideramos la bola B =
B(x, r), donde r = clm, con c lo suficientemente grande para que B

⋂
ΩC 6= ∅,

entonces
|〈µ, ϕ〉| ≤ Mµ(y) ≤ cA, si y ∈ B

⋂
ΩC ,

por lo tanto

sup
t>0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
µ−

∑
C

φkµ

)
∗ Φt(x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤ cA ≤ cA
ln+1
m

(lm + |x− xm|)n+1
.

Resumiendo:

MΦg ≤ MΦ

(
µ−

∑
C

φkµ

)
+
∑
C

MΦ(φkhk) +
∑
L

MΦbk

≤ cA
ln+1
m

(lm + |x− xm|)n+1
+ cA

ln+1
m

(lm + |x− xm|)n+1
+ cA

∑
L

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1

≤ cA
∑
k∈N

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
.
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De esta forma

MΦg ≤


cMµ(x) + cA

∑
k

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
, x /∈ Ω,

cA
∑

k

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
, x ∈ Ω

como queŕıamos probar.

Corolario 3.1.6. La medida g en el Teorema 3.1.5 pertenece al espacio
H1

X(Rn).

Demostración. Integrando el término Mµ · χΩC∫
Rn
Mµ · χΩC =

∫
ΩC

(Mµ)1−p(Mµ)p ≤ A1−p
∫

ΩC
(Mµ)p <∞,

debido a que p ≤ 1. Por otro lado∫
Rn

dx

(lk + |x− xk|)n+1
= cl−1

k ,

entonces∫
Rn
cA
∑
k

ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
dx = cA

∑
k

lnk = cA
∑
k

|Qk| = cA|Ω|

< ∞.

Por tanto tenemos∫
Rn
MΦg(x) dx ≤

∫
Rn
Mµ(x) · χΩC (x) dx+ cA

∑
k

∫
ln+1
k

(lk + |x− xk|)n+1
dx

< ∞.

Esto significa que MΦg ∈ L1(Rn) y por tanto g ∈ H1
X(Rn).

Corolario 3.1.7. La medida g en el Teorema 3.1.5 es de variación acotada.

Demostración. El Teorema 2.3.5 y la inclusión en (2.7) nos implican

H1
X
∼= h1

X ⊆ V 1
X ,

y como g ∈ H1
X, concluimos que g ∈ V 1

X (Rn).
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3.1.2. Densidad del espacio Hp
X(Rn).

Teorema 3.1.8. Sea p < 1, entonces el espacio V 1
X (Rn)∩Hp

X(Rn) es denso
en Hp

X(Rn).

Demostración. Sea µ un elemento en Hp
X. Por el Teorema 3.1.5, haciendo

A = k para cada k ∈ N, existen medidas bk,gk tales que µ = gk + bk.
El Corolario 3.1.7 nos dice que gk es de variación acotada. Por otro lado,
µ, bk ∈ Hp

X implica que gk ∈ Hp
X. Por tanto gk ∈ V 1

X ∩Hp
X.

Tenemos además

|| µ− gk ||pHpX = || bk ||pHpX ≤ cM

∫
{Mµ>Ak}

Mµp(x) dx,

por la desigualdad (3.1) y el hecho de que cada x pertenece a lo más a M
cubos. Por hipótesisMµ ∈ Lp(Rn) por lo que la integral tiende a cero cuando
k tiende a ∞. Por lo tanto gk → µ en Hp

X.

3.2. Descomposición atómica.

Comenzamos con la definición de una medida átomo y algunas de sus
propiedades.

Definición 3.2.1. Sea p ≤ 1. Una medida ν es una medida p-átomo si
satisface las siguientes condiciones.

1. El soporte de la medida ν está contenido en una bola de volumen finito.

2. Es acotada por el volumen de la bola B a la potencia −1/p, || ν ||V∞X ≤
c

|B|
1
p

, por tanto la medida ν es de variación acotada y por tanto tiene

sentido la integral de funciones continuas, en particular la integral de
polinomios, para los cuales enunciamos una tercer propiedad.

3. La condición de momento,
∫
Rn x

α dν(x) = 0, para todo multi-́ındice

α tal que |α| ≤ n

⌈
1

p
− 1

⌉
(el entero más pequeño que acota por

arriba a 1/p− 1).

Observación 3.2.2. Sea ν una medida p-átomo, entonces ν es un elemento
de Hp

X y su seminorma en Hp
X es uniformemente acotada.
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En efecto, sea Φ una función en C∞(Rn), positiva, con soporte en la
bola unitaria de Rn y tal que A =

∫
Φ 6= 0 , por lo que Φ ∈ L1(Rn),

consideramos la constante AΦ que acota a |∂αΦ(x)| para todo x ∈ B(0, 1) y
|α| = 0, 1, . . . , d1/p− 1e.

Consideramos también B = B(x, r) la bola donde se encuentra el soporte
de la medida ν. Debido a que ν ∈ V ∞X (Rn) y Φ ∈ L1(Rn), la convolución
de ν y la función Φ está bien definida además de que

|| ν ∗ Φt(x) ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ Φt(x− y) dν(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
≤ || ν ||V∞X || Φ ||1

por (1.19), tomamos el supremo sobre t > 0 y obtenemos

MΦν(x) ≤ cΦ|B|−
1
p para todo x ∈ Rn. (3.22)

Por otro lado, si x /∈ 2B (2B = B(x, 2r)), tenemos que

|| ν ∗ Φt(x) ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Rn

Φt(x− y) dν(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Rn

[Φt(x− y)− p(y)] dν(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

para todo polinomio p de grado menor igual a n

⌈
1

p
− 1

⌉
. En particular

consideramos el polinomio de Taylor qx,t(y) de grado d alrededor de x de la
función y 7→ Φt(x− y), con d la parte entera de n(p−1 − 1), entonces

|Φt(x− y)− qx,t(y)| ≤ AΦ
|y − x|d+1

tn+d+1
.

Pero afirmamos que r < t y que |x − x| ≤ 2t. En efecto, y ∈ B, de lo
contrario dν(y) se cancelaŕıa en la integral de arriba. También y ∈ B(x, t)
debido al soporte de la función Φ, entonces r ≤ t implica |x − x| ≤ |x −
y|+ |y − x| < t+ r ≤ 2r lo que contradice x /∈ 2B. Por tanto r < t, que a
su vez implica |x− x| ≤ |x− y|+ |y − x| < t+ r < 2t, como queŕıamos
probar y por tanto llegamos a la desigualdad

|Φt(x− y)− qx,t(y)| ≤ cn,p,Φ
|y − x|d+1

|x− x|n+d+1
, para todo x /∈ 2B.
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Volviendo al cálculo de la convolución de ν y Φ tenemos

|| ν ∗ Φt(x) ||X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Rn

[Φt(x− y)− qx,t(y)] dν(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤ || ν ||V∞X

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
B

[Φt(x− y)− qx,t(y)] dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤ 1

|B|
1
p

cn,p,Φ
|x− x|n+d+1

∫
B

|y − x|d+1 dy.

Resolviendo la última integral y tomando el supremo sobre t > 0 llegamos a
la desigualdad

MΦν(x) ≤ cp,n,Φ
1

|B|
1
p

(
r

|x− x|

)n+d+1

. (3.23)

De las desigualdades (3.22) y (3.23) acotamos la siguiente integral,∫
Rn
MΦν

p(x) dx =

(∫
2B

+

∫
2BC

)
MΦν

p(x) dx

≤ cΦ|B|−1

∫
2B

dx+ cp,n,Φ|B|−1rp(n+d+1)

∫
2BC

dx

|x− x|p(n+d+1)

= cp,n,Φ.

cp,n,Φ es una constante que depende de las constantes n,p y de la función
Φ, pero no de la medida ν, y queda probada esta observación que da pie al
siguiente resultado.

Observación 3.2.3. Si {ak} es una familia numerable de medidas p-átomos
y {λk} una sucesión de números complejos en `p(N) (el espacio de sucesiones
p-sumables), entonces la serie

µ =
∑
k∈N

λkak (3.24)

pertenece al espacio Hp
X.

En efecto, denotamos por µN a la suma parcial
∑N

k=1 λkak, entonces

MΦµN ≤
N∑
k=1

λkMΦak.

Además (
N∑
k=1

λkMΦak

)p

≤
N∑
k=1

|λk|p(MΦak)
p,
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debido a que p ≤ 1. Por tanto

∫
Rn

[MΦµN ]p(x) dx ≤
∫
Rn

N∑
k=1

|λk|p[MΦak]
p(x) dx ≤ C

N∑
k=1

|λk|p.

De la desigualdad de arriba observamos que la serie en (3.24) converge en
Hp

X, más aún, se observa que en la convergencia no importa el orden de los
sumandos, y a este tipo de convergencia se le llama convergencia incondi-
cional.

Uno de los objetivos del presente trabajo es la dirección contraria a este
desarrollo, esto es, dado un elemento µ en Hp

X, existe una sucesión en `p(N) y
una sucesión de medidas p-átomos tales que µ pueda ser representado por la
serie

∑
k∈N λkak. A este proceso le llamaremos descomposición del elemento

µ. Sin embargo, antes de considerar µ ∈ Hp
X realizamos la descomposición en

un espacio denso en Hp
X, a saber, en V 1

X
⋂
Hp

X.

3.2.1. Descomposición atómica para V 1
X
⋂

Hp
X.

Teorema 3.2.4. Sea µ ∈ V 1
X
⋂

Hp
X, entonces existen {λj} en `1 y {aj} me-

didas átomos tales que

µ =
∑
j∈N

λjaj,

donde la convergencia es en el sentido de distribuciones, además tenemos∑
j∈N

|λj|p ≤ C || µ ||pHpX .

Demostración. Sea µ ∈ V 1
X
⋂

Hp
X, entonces para cada j ∈ Z podemos

hacer la separación µ = Gj + Bj, con Bj =
∑

k∈N bj,k, y Ωj = {x ∈
Rn : Mµ(x) > 2j} =

⋃
k∈NQ

∗
j,k, por el Teorema 3.1.1. Notamos que Ωj+1 ⊂

Ωj.

El Teorema 3.1.8 nos dice que Gj → µ en Hp
X cuando j → ∞, además

|| Gj ||V∞X ≤ c2j por (3.2), por tanto Gj → 0 cuando j → −∞. Entonces

µ = ĺım
N→∞

N∑
j=−∞

Gj+1 −Gj. (3.25)
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Debido a || Gj+1(E)−Gj(E) ||X ≤ || Gj+1(E) ||X + || Gj(E) ||X , por
(3.2) obtenemos || Gj+1 −Gj ||V∞X ≤ c2j. También tenemos que el soporte de

Gj+1 −Gj está contenido en Ωj, para convencerse considerar esta diferencia
como Bj −Bj+1.

Recordemos que las funciones bloques están dadas por dbj,k = φj,k( dµ−
hj,k dx), donde hj,k son funciones obtenidas por la proyección Pj,kµ, donde

Pj,k : S ′X −→ Hd,j,k⊗X yHd,j,k es el subespacio vectorial de L2(Q∗j,k, φ̃j,k dx)
de dimensión finita formado por polinomios en Rn de grado a lo más d, y si
q1, q2, . . . , qN son polinomios que forman una base ortonormal en
L2(Q∗j,k, φ̃j,k dx), entonces

Pj,kµ =
N∑
i=1

qi〈µ, qiφ̃j,k〉.

Definimos ahora el polinomio Hk,l de grado a lo más d como

Hk,l = Pj+1,l[φj,k( dµ− hj+1,l dx)]. (3.26)

Observaciones sobre los polinomios Hk,l.

1. El polinomio Hk,l es distinto de cero si Q∗j,k
⋂
Q∗j+1,l 6= ∅. En efecto,

consideramos los polinomios q1, q2, . . . , qN que forman una base del
espacio de Hilbert L2(Q∗j+1,l , φ̃j+1,l dx), entonces los términos de Hk,l

son de la forma

qi 〈φj,k( dµ− hj+1,l dx) , qiφ̃j+1,l〉,

donde se observa la multiplicación de φj,k con φj+1,l por lo que deduci-
mos esta observación.

2. Si la intersección Q∗j,k
⋂
Q∗j+1,l es distinta del vaćıo, entonces

diam[Qj,k] ≥ c·diam[Qj+1,l]. Del lema de la cubierta para Ωj existe una
constante independiente de k tal que c lj,k ≥ d(Q∗j,k,Ω

C
j )+diam(Qj,k) ≥

d(y,ΩC
j ) ≥ d(y,ΩC

j+1) para cualquier y ∈ Q∗j,k
⋂
Q∗j+1,l y tomando en

cuenta que Ωj+1 ⊆ Ωj, y por el lema de la cubierta para Ωj+1 existe una
constante independiente de k tal que d(y,ΩC

j+1) ≥ c1lj+1,l y recordemos
que diam[Qj,k] = 2

√
nlj,k.

3. ||Hk,l(x) φj+1,l(x) ||X ≤ c2j. Como se mencionó en el primer pun-
to, los coeficientes del polinomio Hk,l son de la forma qi 〈φj,k( dµ −
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hj+1,l dx) , qiφ̃j+1,l〉. Vamos a probar que éstos están acotados en nor-

ma. Comenzamos con 〈φj,k dµ , qiφ̃j+1,l〉. La prueba de esta cota es
similar a la que se realizó para (3.7) y (3.8), en este caso tomamos en
cuenta las desigualdades

|∂βqi(x)| ≤ Aβl
−|β|
j+1,l,

|∂βφ̃j+1,l(x)| ≤ Aβl
−n−|β|
j+1,l ,

|∂βφj,k(x)| ≤ Aβl
−|β|
j,k ≤ cl

−|β|
j+1,l.

Entonces, por la observación anterior y recordando que q1, q2, . . . , qN
son base del espacio L2(Q∗j+1,l , φ̃j+1,l dx), definimos la función

ϕ = φj,k qi φ̃j+1,l.

De esta forma obtenemos la cota∣∣∣∣∣∣ 〈φj,k dµ , qiφ̃j+1,l〉
∣∣∣∣∣∣
X
≤ c2j+1. (3.27)

Para 〈φj,khj+1,l dx , qiφ̃j+1,l〉 describimos el polinomio hj+1,l por medio
de los elementos base, esto es
hj+1,l = Pj+1,lµ =

∑N
m=1 qm 〈 dµ , qmφ̃j+1,l〉, entonces∣∣∣∣∣∣ 〈φj,khj+1,l , qiφ̃j+1,l〉
∣∣∣∣∣∣

X
≤

N∑
m=1

|〈φj,kqm , qiφ̃j+1,l〉|
∣∣∣∣∣∣ 〈 dµ , qmφ̃j+1,l〉

∣∣∣∣∣∣
X

pero
∣∣∣∣∣∣ 〈 dµ , qmφ̃j+1,l〉

∣∣∣∣∣∣
X
≤ c2j+1 para todo m = 1, 2, . . . , N, y∑N

m=1 |〈qmφj,k , qiφ̃j+1,l〉| ≤ C
∑N

m=1 |〈qm , qiφ̃j+1,l〉|
= C

∑N
m=1 δm,i = C, por lo tanto∣∣∣∣∣∣ 〈hj+1,lφj,k , qiφ̃j+1,l〉

∣∣∣∣∣∣
X
≤ c2j+1. (3.28)

Las desigualdades (3.27) y (3.28) prueban esta observación.

4.
∑

k∈NHk,l = 0. En efecto, por definición de Hk,l en (3.26), tenemos∑
k∈N

Hk,l =
∑
k∈N

Pj+1,l [φj,k( dµ− hj+1,l dx)]

= Pj+1,l

[∑
k∈N

φj,k( dµ− hj+1,l) dx

]
= Pj+1,l

[
χΩj( dµ− hj+1,l dx)

]
= Pj+1,l( dµ− hj+1,l dx)

= Pj+1,lµ− P 2
j+1,lµ

= 0,
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debido a que Q∗j+1,l ⊆ Ωj+1 ⊆ Ωj.

Construcción de las medidas átomos. Para definir las medidas que
serán la base de las medidas átomos, tomamos en cuenta el siguiente desar-
rollo.

Gj+1 −Gj = Bj −Bj+1

=
∑
k∈N

φj,k( dµ− hj,k dx)−
∑
l∈N

φj+1,l( dµ− hj+1,l dx).

Entonces escribimos

Gj+1 −Gj =
∑
k∈N

Aj,k, (3.29)

donde las medidas Aj,k están definidas como

dAj,k = φj,k( dµ− hj,k dx)−
∑
l∈N

φj+1,lφj,k( dµ− hj+1,l dx) +
∑
l∈N

φj+1,lHk,l dx. (3.30)

Para cerciorarse notamos que la suma sobre k de los primeros términos nos
da Bj y Bj+1 respectivamente debido a que

∑
k∈N φj,k = 1 en el soporte de

φj+1,l (recordar que sop φj+1,l ⊂ Ωj+1 ⊂ Ωj), y finalmente∑
k∈N
∑

l∈N φj+1,lHk,l dx =
∑

l∈N φj+1,l

(∑
k∈NHk,l

)
dx = 0. A contin-

uación examinamos los términos Aj,k.

Propiedades de las medidas Aj,k

1. Las medidas Aj,k tienen soporte en una bola Bj,k que contiene a Q∗j,k y a
todos los cubosQ∗j+1,l que intersectan aQ∗j,k. Para convencerse, notamos
que el primer término en (3.30) tiene soporte en Q∗j,k, la primer suma en
(3.30) tiene como soporte a la unión de todas las intersecciones de Q∗j+1,l

con Q∗j,k, l ∈ N, finalmente la segunda suma tiene como soporte a la
unión de todos los cubos Q∗j+1,l que intersectan Q∗j,k debido a que en este
caso los polinomios Hk,l no se cancelan (ver (1) en las observaciones a
(3.26)). Por lo tanto podemos hacer la consideración de que el soporte
de Aj,k está contenido en la bola Bj,k que contiene a Q∗j,k y a todos
los cubos Q∗j+1,l que intersectan a Q∗j,k. Además, por la observación
(2) a los polinomios Hk,l en la ecuación (3.26), podemos considerar
|Bj,k| = c|Qj,k|.
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2. Las medidas Aj,k son acotadas por c2j. En efecto, los términos que
involucran a la medida µ directamente en la definición de las medidas
Aj,k son

φj,k dµ−
∑
l∈N

φj+1,lφj,k dµ =

(
1−

∑
l∈N

φj+1,l

)
φj,k dµ

= χΩCj+1
φj,k dµ,

por tanto, para E medible tenemos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
[
φj,kµ−

∑
l∈N

φj+1,lφj,kµ

]
(E)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
E

χΩCj+1
(x) φj,k(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤
∣∣∣∣∣∣ µ(Q∗j,k

⋂
E)
∣∣∣∣∣∣
X

≤ c2j|E|,

debido a la desigualdad (3.2). También∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(∑

l∈N

φj+1,lφj,khj+1,l

)
(E)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
∫
E

(
φj,k(x)

∑
l∈N

|| φj+1,l(x) hj+1,l(x) ||X

)
dx

≤
∫
E

φj,k(x) c2j+1M dx

debido a que cada punto pertenece a lo más a M cubos Q∗j+1,l, por
tanto

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(∑

l∈N

φj+1,lφj,khj+1,l

)
(E)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤ c2j|E|.

Finalmente∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(∑

l∈N

φj+1,l(x)Hk,l(x)

)
(E)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
X

≤
∫
E

∑
l∈N

|| φj+1,l(x)Hk,l(x) ||X dx

≤
∫
E

c2j+1M dx

≤ c2j|E|.

3. Las medidasAj,k satisfacen las condiciones de momento
∫
Rn x

α dAj,k(x) =

0 para todo multi-́ındice α tal que |α| ≤ n

⌈
1

p
− 1

⌉
. La condición de
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momento se satisface para φj,k( dµ − hj,k dx) = dbj,k. Para el resto
tenemos

−
∑
l∈N

φj+1,lφj,k( dµ− hj+1,l dx) +
∑
l∈N

φj+1,lHk,l dx

= −
∑
l∈N

φj+1,l[φj,k( dµ− hj+1,l dx)−Hk,l dx].

Si definimos el elemento ψ = (µ− hj+1,l)φj,k, entonces la última suma
es igual a

−
∑
l∈N

φj+1,l (ψ − Pj+1,lψ) .

De la definición del operador proyección Pj+1,l tenemos que
〈φj+1,l(ψ − Pj+1,lψ), q〉 = 0 para todo polinomio q de grado a lo
más d = n(p−1 − 1) y para toda l ∈ N, de aqúı que la suma∑

l∈N φj+1,l (ψ − Pj+1,lψ) satisface la condición de momento, y por
tanto las medidas Aj,k satisfacen la condición de momento.

Definición de las medidas átomos y sus constantes. Hacemos

λj,k = 2j|Bj,k|
1
p

aj,k = λ−1
j,kAj,k.

Observamos que las medidas aj,k tienen soporte contenido en una bola de
volumen finito, son acotadas debido a que

|| aj,k ||V∞X =
|| Aj,k ||V∞X

λj,k
≤ c2j

2j|Bj,k|
1
p

= c|Bj,k|−
1
p .

Finalmente, satisfacen la condición de momento requerida debido a que las
medidas Aj,k la satisfacen.

De las ecuaciones (3.25) y (3.29) tenemos que la medida µ estará repre-
sentada por

µ =
∑
j∈Z

Gj+1 −Gj

=
∑
j∈Z

∑
k∈N

Aj,k

=
∑
j∈Z
k∈N

λj,kaj,k.
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Mostramos a continuación la p-sumabilidad de la sucesión {λj,k}j,k∈N.∑
j∈Z
k∈N

|λj,k|p =
∑
j∈Z
k∈N

2jp|Bj,k|

= c
∑
j∈Z
k∈N

2jp|Q∗j,k|

≤ cM
∑
j∈Z

2jp|Ωj|

= cM
∑
j∈Z

2jp2j−121−j2p2−p|Ωj|

= cM2p
∑
j∈Z

(2j−1)p−1|Ωj|
∫ 2j

2j−1

dλ

≤ cM,p

∑
j∈Z

∫ 2j

2j−1

λp−1|{x ∈ Rn : Mµ(x) > λ}| dλ

= cM,p

∫
(Mµ)p dλ

= cM,p || µ ||HpX .

3.2.2. Descomposición atómica del espacio de Hardy
Hp

X(Rn).

Teorema 3.2.5. Sea µ un elemento en el espacio de Hardy Hp
X(Rn), p ≤

1, entonces existe una sucesión de números {λj} en `p y una sucesión de
medidas p-átomos {aj} tales que

µ =
∑
j∈N

λjaj,

donde la convergencia es en el sentido de distribuciones. Además tenemos∑
j∈N

|λj|p ≤ C || µ ||pHpX .

Demostración. Sea µ ∈ Hp
X(Rn), de la demostración al Teorema 3.1.8 pode-

mos considerar una sucesión de medidas {µj}j∈N ⊆ V 1
X
⋂
Hp

X tal que µj →



94 Cap. 3. Descomposición atómica

µ en Hp
X cuando j →∞, con la condición extra de que || µj+1 − µj ||pHpX ≤

2−j || µ ||pHpX , y consideramos µ0 = 0, por lo tanto

µ =
∞∑
j=0

µj+1 − µj.

Para cada j ∈ N el elemento µj+1 − µj pertenece al espacio V 1
X
⋂
Hp

X, por el
Teorema 3.2.4 existe una descomposición atómica que la representa

µj+1 − µj =
∑
k,l∈N

λk,l ak,l,

entonces

µ =
∑
j,k,l∈N

λj,k,l aj,k,l. (3.31)

También tenemos que∑
j,k,l∈N

|λj,k,l|p =
∑
j∈N

∑
k,l∈N

|λj,k,l|p

≤
∑
j∈N

|| µj+1 − µj ||pHpX

≤ || µ ||pHpX .

3.3. H1
X(Rn) 6= L1

X(Rn).

Veamos a continuación que a diferencia del caso escalar el espacio H1
X(Rn)

incluye elementos que no son necesariamente funciones a menos que el espacio
de Banach posea la propiedad de Radon-Nikodym.

Proposición 3.3.1. Todos los elementos de H1
X(Rn) son funciones (tienen

como densidad una función en L1
X(Rn)) si y sólo si X posee la propiedad de

Radon-Nikodym.

Demostración. Supongamos que todos los elementos de H1
X(Rn) tienen den-

sidad una función en L1
X(Rn) con X un espacio de Banach arbitrario. Sea

Q un cubo en Rn y ν una medida cualquiera en V 1
X (Q). Vamos a probar

que la medida ν tiene como densidad una función en L1
X(Rn) y esto pro-

bará que X posee pRN. Definimos la medida µ = ν − νQχQ dx, donde
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νQ = ν(Q)/|Q|, entonces µ es múltiplo de un 1-átomo. En efecto, el soporte
de µ está contenido en el cubo Q y satisface la condición de momento∫

Rn 1 dµ =
∫
Rn 1 dν(x)−

∫
Rn νQχQ(x) dx = 0, y para cualquier medible

A ⊆ Q (y por tanto para cualquier A ⊆ Rn pues A
⋂
Q ⊆ Q) se tiene

|| µ(A) ||X ≤ || ν(A) ||X +

∣∣∣∣∣∣∣∣ ν(Q)

|Q|

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
|A| ≤ || ν(Q) ||X +

∣∣∣∣∣∣∣∣ ν(Q)

|Q|

∣∣∣∣∣∣∣∣
X
|Q|

= C
1

|Q|
,

donde C = 2 || ν(Q) ||X |Q|. Por lo tanto µ es acotada por un múltiplo de
1/|Q|. Ya vimos que los 1-átomos son elementos del espacio H1

X(Rn) y por
hipótesis existe f ∈ L1

X(Rn) tal que dµ = f dx, pero esto implica que ν =
[f + νQ] dx, como queŕıamos probar.

El inverso es claro si recordamos que

H1
X(Rn) ∼= h1

X(Rn+1
+ ) ⊆ V 1

X (Rn) ∼= L1
X(Rn),

pues el espacio de Banach X posee pRN.

3.4. Algunas pruebas.

Aqúı mostramos propiedades de las funciones φk que no se incluyeron
anteriormente.

Prueba de lk w lj.

Si los cubos Q∗k y Q∗j se intersectan, entonces lk w lj. En efecto, tenemos
la siguiente serie de desigualdades de acuerdo a las propiedades de los cubos;

√
nlk ≤ d(Qk, F ) ≤ d(Q∗k, F ) +

a∗ − 1

2
dk ≤ d(x, F ) +

a∗ − 1

2
dk,

esto es

3− a∗

2

√
nlk ≤ d(x, F ), para todo x ∈ Q∗k, (3.32)

y por otro lado

d(x, F ) ≤ d(Q∗k, F ) + a∗dk ≤ d(Qk, F ) + a∗dk ≤ (4 + a∗)
√
nlk, (3.33)

para todo x ∈ Q∗k. De esta forma, si x ∈ Q∗k
⋂
Q∗j , entonces las desigualdades

(3.32) y (3.33) implican la desigualdad

l−1
j ≤ ca∗l

−1
k . (3.34)
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Prueba de (3.3).

Notemos que ∫
φk ≤

∫
Q̃k

dx =

(
ã

a∗

)n
|Q∗k|,

y por otro lado ∫
φk ≥

∫
ϕk
M
≥ 1

M

∫
Qk

dx =
1

(a∗)nM
|Q∗k|.

Prueba de la desigualdad (3.4) .

Por la fórmula de Leibniz tenemos

∂αφk = ∂α

(
ϕk ·

1∑
j ϕj

)

=
∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
∂α−βϕk ∂

β

(
1∑
j ϕj

)
.

No es dif́ıcil ver que la función ϕk satisface la desigualdad |∂αϕk| ≤ cϕl
−|α|
k ,

por lo que nos enfocamos en convencernos de la cota
∣∣∣∂α (1/

∑
j ϕj

)∣∣∣ ≤
cl
−|α|
k . Notemos que la serie

∑
j ϕj es en realidad una suma finita debido

a la propiedad de la intersección acotada, por lo tanto podemos derivarla.
Utilizando la regla de la cadena tenemos

∂i1

(
1∑
j ϕj

)
= ∂i1

(∑
j

ϕj

)−1

= (−1)

(∑
j

ϕj

)−2(∑
j

l−1
j (∂i1ϕ)j

)
.

Si tomamos en cuenta que los términos (∂i1ϕ)j que no se cancelan correspon-
den a los ı́ndices j tales que los cubos Q∗j intersectan a Q∗k, entonces por
(3.34) tenemos∣∣∣∣∣∂i1

(
1∑
j ϕj

)∣∣∣∣∣ ≤ cϕ
∑
j

l−1
j ≤ cϕ

∑
j

ca∗l
−1
k = cϕ,a∗,M l

−1
k .

De esta forma se cumple la desigualdad deseada cuando |α| = 1.
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Si derivamos dos veces la función 1/
∑

j ϕj tendremos términos de la
forma (∑

j

ϕj

)−3(∑
i,j

l−1
i l−1

j (∂i2ϕ)i (∂i1ϕ)j

)
(3.35)

(∑
j

ϕj

)−2(∑
j

l−2
j (∂i2∂i1ϕ)j

)
. (3.36)

Con el mismo argumento de arriba, tenemos que
∣∣∣∂α (1/

∑
j ϕj

)∣∣∣ ≤ cϕ,a∗,M,αl
−2
k

cuando |α| = 2.
Si derivamos tres veces la función 1/

∑
j ϕj , es lo mismo que derivar una

vez a los términos en (3.35) y (3.36). No es dif́ıcil comprobar que se obtienen
términos de la forma

(∑
j

ϕj

)−4(∑
i,j,m

l−1
i l−1

j l−1
m (∂i3ϕ)i (∂i2ϕ)j (∂i1ϕ)m

)
(3.37)

(∑
j

ϕj

)−3(∑
i,j

l−1
i l−2

j

[
(∂i1ϕ)i (∂i3∂i2ϕ)j + (∂i2ϕ)i (∂i3∂i1ϕ)j + (∂i3ϕ)i (∂i2∂i1ϕ)j

])
(3.38)

(∑
j

ϕj

)−2(∑
j

l−3
j (∂i3∂i2∂i1ϕ)j

)
(3.39)

Por tanto
∣∣∣∂α (1/

∑
j ϕj

)∣∣∣ ≤ cϕ,a∗,M,αl
−3
k cuando |α| = 3.

Cuando el orden de α es 4, aparecerán términos con factores l−1
i l−1

j l−1
m l−1

o ,

l−1
i l−1

j l−2
m , l−2

i l−2
j , l−1

i l−3
j y l−4

j , y con el mismo argumento tendremos∣∣∣∂α (1/
∑

j ϕj

)∣∣∣ ≤ cϕ,a∗,M,αl
−4
k , cuando |α| = 4.

Aśı argumentamos que la cota deseada se cumple, y por tanto tenemos
la validez de la desigualdad (3.4).
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Caṕıtulo 4

Espacios de Hardy con valores
en B(H).

4.1. Algunos resultados de espacios de Hardy

con valores en B(H).
A lo largo de este caṕıtulo consideraremos H un espacio de Hilbert sepa-

rable, y B(H) el espacio de operadores lineales acotados de H en si mismo.
Ahora veamos algunas propiedades de los elementos de h1

B(H)(R
n+1
+ ), (ver

[22]).

Proposición 4.1.1. Sea u ∈ h1
B(H)(R

n+1
+ ), entonces existe una función

u0 : Rn → B(H) tal que u(x, t) → u0(x) en la topoloǵıa fuerte de oper-
adores , esto es u0(x)ξ = ĺımt→0 u(x, t)ξ para casi todo x ∈ Rn y todo
elemento ξ ∈ H. Además u0 es medible si y sólo si la convergencia es en la
topoloǵıa generada por la norma de B(H) y en este caso u0 ∈ H1

B(H)(Rn).

Demostración. Para cada ξ ∈ H definimos uξ : Rn+1
+ → H como el mapeo

(x, t) 7→ u(x, t)ξ, y notamos que uξ ∈ h1
H(Rn+1

+ ). Debido a que un espacio
de Hilbert tiene la propiedad de Radon Nikodym, (ver [13]), tenemos que el
ĺımite ĺımt→0 uξ(x, t) existe en L1

H(Rn) para casi todo x ∈ Rn.
Sea L = {ξk}k∈N una base ortonormal en H. Por lo tanto para cada k ∈ N

existe un subconjunto Ak de Rn de medida completa (esto es |ACk | = 0) en
donde ĺımt→0 uξk(·, t) existe. Para k = 0, definimos A0 = {x : Mntu(x) <
∞}. A0 es de medida completa debido a que Mntu ∈ Lp(Rn). Consider-
amos

A =
∞⋂
k=0

Ak. (4.1)

99
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Entonces A es de medida completa en Rn.
Para cada x ∈ Rn definimos el mapeo u0(x) sobre H0 = gl{L}, el

generado lineal de L, mediante

u0(x)ξ =

{
ĺımt→0 uξ(x, t) si x ∈ A

0 si x /∈ A.

Veamos que la función u0 está bien definida. Esto es claro cuando x /∈ A.
Cuando x ∈ A el operador u0(x) está bien definido en el conjunto L, y debido
a la linealidad del operador u(x, t) y del ĺımite tenemos que u0(x) está bien
definido y es acotado en el espacio H0. En efecto

|| u0(x)ξ ||H =
∣∣∣∣∣∣ ĺım
t→0

u(x, t)ξ
∣∣∣∣∣∣
H

≤ sup
t>0
|| u(x, t)ξ ||H

≤ sup
t>0
|| u(x, t) ||B(H) || ξ ||H

≤ Mntu(x) || ξ ||H .

Podemos ahora extender el operador u0(x) a todo el espacio H mediante el
ĺımite. Sea ξ ∈ H \ H0 y {ξi} una sucesión en H0 tal que ξi converge a ξ.
Ya vimos que

|| u0(x)ξi − u0(x)ξj ||H ≤ Mntu(x) || ξi − ξj ||H ,

de donde obtenemos que la sucesión {u0(x)ξi}i∈N es de Cauchy en H y por
tanto la sucesión converge a un elemento de H. Notemos que el elemento ξ0

no depende de la sucesión {ξi} que converge a ξ, por tanto el elemento

u0(x)ξ = ĺım
i→∞

u0(x)ξi,

está bien definido y es acotado. Queda probado aśı que u0(x) es un elemento
de B(H) además de que genera a la función u ;

u(x, t)ξ = uξ(x, t) =

∫
Rn
Pt(x− y) u0(y)ξ dy, ξ ∈ H, (4.2)

y queda probada la primera parte de la Proposición.

Ahora supongamos que u0 es medible, entonces probaremos que u0 es
Bochner integrable, y por tanto pertenece al espacio L1

B(H)(Rn). Por último

probaremos la convergencia u → u0 en el espacio L1
B(H)(Rn), de donde

concluiremos que la convergencia es en norma.
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Sea x ∈ A, entonces

|| u0(x) ||B(H) = sup
|| ξ ||H≤1

|| u0(x)ξ ||H

= sup
|| ξ ||H≤1

∣∣∣∣∣∣ ĺım
t→0

u(x, t)ξ
∣∣∣∣∣∣
H

≤ sup
|| ξ ||H≤1

sup
t>0
|| u(x, t) ||B(H) || ξ ||H

≤ Mntu(x).

Por hipótesis Mntu es una función en L1(Rn), por tanto || u0 ||B(H) está en

L1(Rn). Una función medible y con norma integrable es una función Bochner
integrable, además u0 pertenece al espacio L1

B(H)(Rn).
Veamos a continuación que la función u converge a u0 en la topoloǵıa del

espacio L1
B(H)(Rn) mostrando que la función u puede ser representada como

una integral de Poisson de la función u0.
Si definimos la función v(x, t) =

∫
Rn Pt(x − y)u0(y) dy, entonces v

está bien definida en Rn+1
+ , toma valores en B(H), es armónica y v(·, t)

converge a u0 en el espacio L1
B(H)(Rn). Por lo tanto v(x, t)ξ =

∫
Rn Pt(x −

y)u0(y)ξ dy. Pero de esta última ecuación y (4.2) tenemos que u = v,
esto implica que u(·, t) converge a u0 en L1

B(H)(Rn), es decir, converge en la
topoloǵıa fuerte de operadores.

Inversamente, si u converge a u0 en norma, entonces u0 hereda la medi-
bilidad de u debido a que las funciones ut = u(·, t) son medibles para todo
t > 0.

Observación 4.1.2. Existe al menos una función que es el ĺımite frontera
en la topoloǵıa fuerte de operadores en los espacios de Hardy h1

B(H)(R
n+1
+ )

que no es medible.

En efecto, si suponemos lo contrario tendŕıamos que ĺımt→0 u(·, t) exis-
tiŕıa en norma para casi todo x ∈ Rn. Pero esto último implicaŕıa que B(H)
tiene la propiedad Radon Nikodym, lo que se sabe es falso.

Para ver la pRN en B(H) a partir de la medibilidad de toda función ĺımite
se procede de manera similar que en la Proposición 3.3.1. Sea ν ∈ V 1

B(H)(Q)

y definimos µ = ν − νQ dx que es un átomo en H1
B(H) y por lo tanto

la función u(x, t) =
∫
Rn Pt(x − y) dµ(y) pertenece al espacio de Hardy

h1
B(H)(R

n+1
+ ). Pero por hipótesis u0 = ĺımt→0 u(·, t) es una función medible

y la convergencia es en norma, por lo que obtenemos que la medida µ tiene
como densidad la función u0. Por lo tanto la medida ν tiene como densidad
la función u0 + νQ.



102 Cap. 4. Espacios de Hardy con valores en B(H)

A continuación se dan condiciones que implican que una función u : Rn →
B(H) sea armónica.

Para x ∈ Rn escribiremos x = |x| x
|x|

= rx′, x′ ∈ Sn−1 la esfera en Rn

con radio 1. σ denotará la medida de área de Sn−1.
Observemos que toda función armónica v en la bola unitaria B con valores

en un espacio de Banach X que es continua en B tiene la expansión (ver [1],
[30])

v(x) =
∞∑
k=1

dk∑
j=1

ak,jY
k
j (x), (4.3)

donde la convergencia es absoluta y uniformemente sobre subconjuntos com-
pactos de B, {Y k

j } es una base ortonormal de L2(Sn−1) consistiendo de esféri-
cos armónicos reales, dk es la dimensión de los zonales armónicos de grado k
y los coeficientes

ak,j =

∫
Sn−1

v(x′)Y k
j (x′) dσ(x′) ∈ X. (4.4)

La expansión (4.3) se deduce a partir de que podemos representar a v (al
igual que en el caso escalar) mediante la integral sobre la frontera de B,

v(x) =

∫
Sn−1

v(y′)P (x, y′) dσ(y′)

y el núcleo de Poisson tiene expansión

P (x, y′) =
∞∑
k=1

dk∑
j=1

Y k
j (x)Y k

j (y′), x ∈ B, y′ ∈ Sn−1.

Lema 4.1.3. Sea Ω ⊆ Rn un conjunto abierto. Sea u : Ω→ B(H) una fun-
ción localmente acotada tal que u(·)ξ es armónica para cada ξ ∈ H. Entonces
u es armónica en Ω.

Demostración. Sea B(x, r) cualquier bola abierta tal que u es acotada en
B(x, r) ⊂ Ω y sin pérdida de generalidad vamos a suponer que B(x, r) = B.

Sea C tal que || u(x) ||B(H) ≤ C para x ∈ B, la cual existe por hipótesis,

también por hipótesis tenemos que u(·)ξ es armónica en B, por tanto

u(x)ξ =
∞∑
k=1

dk∑
j=1

ak,j(ξ)Y
k
j (x).
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De la fórmula para los coeficientes ak,j en (4.4) observamos que || ak,jξ ||H ≤
Cωn−1 || ξ ||H , donde ωn−1 es el área de Sn−1, por lo que || ak,j ||B(H) ≤ c
para todo k y j de donde obtenemos

∞∑
k=1

dk∑
j=1

∣∣∣∣ ak,jY k
j (x)

∣∣∣∣
B(H)

≤ c

∞∑
k=1

dk∑
j=1

|Y k
j (x)|,

que convergen uniformemente sobre subconjuntos compactos de B. Entonces
la serie∑∞

k=1

∑dk
j=1 ak,jY

k
j (x) converge absoluta y uniformemente a u(x), de esta

forma vemos que la función u puede ser representada como una serie de
funciones armónicas, por lo que ella misma es armónica.

Observamos que si u : Ω→ B(H) es armónica, entonces para cada ξ, η ∈
H, la función 〈ξ, u(·)∗η〉 = 〈u(·)ξ, η〉 es armónica, entonces la función x 7→
u(x)∗η es una función H-valuada y tenemos que es débilmente armónica y
por la Proposición 1.1.2 es armónica, entonces si definimos la función u∗ como
u∗(x) = u(x)∗ el Lema 4.1.3 nos implica que u∗ es armónica en Ω. También
se tiene la igualdad Mntu =Mntu

∗.

Observación 4.1.4. Toda función u : Ω → B(H) puede ser representada
como

u = u1 + iu2, (4.5)

donde cada uj es armónica y uj(x) es autoadjunto para cada x ∈ Ω y j = 1, 2.

En efecto, consideramos u1 = (u+ u∗)/2 y u2 = i(u∗− u)/2 . También
tenemos que si u ∈ hpB(H), entonces || uj ||hp

B(H)
≤ cp || u ||hp

B(H)
, j = 1, 2. A

continuación vamos a probar que para p = 1, cada uj puede ser mayorizado
en el orden parcial de B(H) por una función armónica tomando todos sus
valores en el cono de operadores positivos.

Proposición 4.1.5. Sea u ∈ h1
B(H) tal que u(x, t) es autoadjunto para cada

(x, t) ∈ Rn+1
+ . Entonces existe v : Rn+1

+ → B(H) tal que v(x, t) ≥ 0 y
u(x, t) ≤ v(x, t) para cada (x, t) ∈ Rn+1

+ .

Demostración. Sea u0 como en la Proposición 4.1.1. Entonces tenemos que
ĺımt→0 u(·, t) = u0 existe sobre un conjunto de medida completa. Por tanto

también tenemos ĺımt→0 u(·, t)2 = u2
0, lo que nos implica que para casi

toda x ∈ Rn y toda ξ ∈ H se cumple ĺımt→0 |u(x, t)|ξ = |u0(x)|ξ, donde
|u| =

√
u2, (ver [25]). También tenemos que

|| |u(x, t)|ξ ||H ≤ || u(x, t)ξ ||H ≤Mntu(x) || ξ ||H ,
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de donde deducimos que |u0(x)|ξ ≤Mntu(x) || ξ ||H y por lo tanto |u0(·)|ξ ∈
L1
H.

Para (x, t) ∈ Rn+1
+ sea v(x, t) un mapeo lineal sobre H definido mediante

v(x, t)ξ =

∫
Rn
Pt(x− y)|u0(y)|ξ dy.

Observemos que || v(x, t)ξ ||H ≤ || ξ ||H
∫
Rn Pt(x−y)Mntu(y) dy ≤ cu || ξ ||H .

Entonces por el Lema 4.1.3 la función v(x, t) es armónica con valores en B(H)
y satisface

〈v(x, t)ξ, ξ〉 =

∫
Rn
Pt(x− y)〈|u0(y)|ξ, ξ〉 ≥ 0.

Por otro lado, el teorema espectral nos dice que u0(x) ≤ |u0(x)| en
B(H), lo que nos implica u(x, t) ≤ v(x, t) para todo (x, t) ∈ Rn+1

+ , como
queŕıamos probar.
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