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Introduccion

El presente trabajo es acerca de los espacios de Hardy Banach valuados
y definidos en el semiespacio superior. La teoria de los espacios de Hardy
es extensa para escribirla aqui, no obstante daremos al lector la informacion
suficiente para ponerlo en contexto para nuestros objetivos.

Los espacios de Hardy surgen debido al interés por estudiar espacios de
funciones definidas en dominios del plano complejo. De hecho, los espacios
de Hardy en el disco unitario complejo constan de funciones analiticas f
tales que la integral de |[f(-)[’, p > 0, sobre la circunferencia de radio r,
0 < r < 1, es uniformemente acotada respecto al parametro r. Como el valor
de la integral cambia respecto r, se selecciona el supremo de estos valores y
se asigna como norma o p-norma de la funcién f. Posteriormente se relaja la
condicién de funcién compleja analitica por real armoénica. El dominio de las
funciones también varia; del disco unitario complejo D al semiplano superior
R? | y més generalmente al semiespacio R’ ™.

Los espacios de Hardy pueden definirse también como funciones cuya
maximal no tangencial es una funcién en LP(T), donde T es la frontera del
disco D, y esta definicién es equivalente a la que se mencioné primero.

Las funciones maximales fueron definidas por Hardy y Littlewood en la
década de los 30’s del siglo pasado para p > 1, pero éstas adquirieron nueva
relevancia en los 70’s con los trabajos de Burkholder, Silverstein y Gundy
en [11] y por supuesto por los trabajos fundamentales de Fefferman, Stein
y Weiss [15],[29]. Burkholder, Silverstein y Gundy probaron la equivalencia
de la funciéon maximal no tangencial y la funcién maximal radial utilizando
métodos probabilisticos (movimiento Browniano). Sin embargo el trabajo de
Fefferman y Stein es mas completo pues consigue el mismo resultado que en
[11] sin utilizar conceptos de probabilidad ademas de que extiende el dominio
de las funciones a R".

Fefferman y Stein probaron también en [15] que para p > 0 una distribu-
cién temperada en R™ satisface de manera equivalente: (7) ser el limite radial
de alguna funcién en el espacio de Hardy, donde el limite es en el sentido de
distribuciones; (i7) el promedio de su convolucién con cada elemento de las

VII



VIII Introduccién

funciones de Schwartz S pertenece al espacio de Lebesgue LP(R™); (iii) el
promedio de su convolucién con alguna funciéon de Schwartz cuya integral no
se cancela pertenece al espacio de Lebesgue LP(R"); (iv) la funciéon maximal
no tangencial de su convolucién con el nicleo de Poisson estd en LP(R™). La
equivalencia de estas cuatro propiedades nos indica que el nticleo de Poisson
no juega un rol determinante y puede ser sustituido por alguna aproximacion
de la identidad.

Por otro lado, el parametro p determina la naturaleza de los elementos
de los espacios de Hardy. Cuando p > 1, los trabajos de Stein ([I5] y [28]),
confirman que los espacios de Hardy de funciones analiticas y/o arménicas
son identificados con ciertos subespacios de LP(R™). Cuando p < 1, Coifman
y Latter, (ver [12] y [20]), dieron una descripcién de elementos en espacios de
Hardy definidos en R y R", respectivamente, en términos de funciones bloques
con soporte compacto, y con dondiciones de tamano y cancelaciéon apropi-
ados. A este proceso de representar a los elementos del espacio de Hardy
como sumas infinitas de bloques se le conoce como descomposicién atémica.
La descomposicién atémica es llevada a cabo haciendo uso del Teorema de
descomposicion de Calderén-Zygmund.

Un paso adelante en el estudio de los espacios de Hardy es la exten-
sién al caso vectorial o Banach valuados, esto como un caso particular de
la extensién de funciones analiticas y/o arménicas que toman valores en un
espacio de Banach X. El estudio de funciones Banach valuadas originé nuevas
propiedades en los espacios de Banach como veremos en seguida.

La definicién de espacio de Hardy vectorial, (ver [4]), puede estar dada
como el espacio de funciones f : D — X analiticas o armonicas en cuyas
maximales se sustituye el médulo |-| por la norma |||, o el espacio
de funciones f : D — X tales que la funcion escalar &* o f pertenezca
al espacio de Hardy para todo elemento &* € X*7 aqui X* es el espacio
dual a X. Sin embargo las diferentes definiciones de espacio de Hardy, todas
equivalentes entre si cuando las funciones son escalares no lo son cuando las
funciones son Banach valuadas para todo espacio de Banach, como lo muestra
Blasco en [4].

Entonces los diferentes espacios de Hardy vectoriales seran iguales si y
sélo si los espacios de Banach poseen propiedades como UMD o pRN, (ver
131, [5], [6], [8], [9]). Aqui trataremos sélo con la propiedad de Radon-Nikodym
y a continuacién recordamos la definicién.

Definicion 0.0.1. Diremos que el espacio de Banach X posee la propiedad
de Radon-Nikodym, pRN, si para cualquier espacio de medida (£2,%, ) y
cualquier medida vectorial A-continua p : 3 — X de variaciéon acotada,
existe una funcién g € L'(Q) tal que p(E) = [,g9d\ para todo elemento
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EeX.

Blasco encuentra valores frontera para elementos del espacio de Hardy
vectorial de funciones analiticas para cualquier espacio de Banach en [5],
esto es, ya no existe dependencia de propiedades UMD o pRN para caracter-
izaciones de espacios de Hardy vectorial.

Respecto al presente trabajo, como ya dijimos, estudiamos los espacios de
Hardy definidos en ]RT“I con valores en un espacio de Banach X que seran
representados por h%(R%). Usamos la definicién de la funcién maximal no
tangencial, (ver Definicién [1.4.3).

Nuestros objetivos son dos.

Primero, presentar una caracterizacion de los espacios de Hardy vectorial
b5 (R”) mediante sus valores frontera. Se obtuvieron dos caracterizaciones.
Para p > 1 los valores frontera de funciones en b (R*!) son medidas vecto-
riales con p-variacién acotada V¥ (R™). En este punto mejoramos el resultado
de Blasco en [5] pues ahora el dominio no es acotado. Cuando p < 1 son
distribuciones vectoriales, esto es, se mantiene el resultado del caso escalar.
La otra caracterizacion es con el espacio de distribuciones vectoriales que sat-
isfacen ciertas condiciones y que representaremos con HE (R™) (ver Definicién
2.3.3)). Esta caracterizacién es vélida en el caso escalar (ver [28]) y aqui lo
extendemos al caso vectorial.

El segundo objetivo es realizar la descomposicion atémica del espacio
HE (R™) para p < 1. En este punto avanzamos del caso escalar (ver [28]), al
caso vectorial.

En el primer capitulo daremos todas las definiciones que se requieren para
hablar de espacios de Hardy, esto es, funciones vectoriales, diferenciabilidad
y armonicidad de éstas, medidas vectoriales asi como algunas propiedades
que las relacionan con las funciones en LY (R™). Definiremos también a las
distribuciones vectoriales, y trabajaremos con las operaciones convolucién
y transformada de Fourier de distribuciones vectoriales. Probaremos que la
convolucién de una distribucién vectorial con una funciéon de Schwartz es
una funciéon infinitamente diferenciable y de lento crecimiento. Mostraremos
también que la transformada de Fourier es un isomorfismo del espacio de
distribuciones vectoriales en si mismo. Por ultimo daremos las definiciones
de funciones maximales en el contexto vectorial y algunas propiedades a
utilizarse.

En el segundo capitulo trataremos nuestro primer objetivo.

En el tercer capitulo trataremos nuestro segundo objetivo. Mostraremos
primero la descomposicién de Calderon-Zygmund para medidas vectoriales.
Este resultado sera utilizado para conseguir un espacio que es denso en
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HE (R™), a saber Vi (R™) (HE(R™). Mediante esta densidad probaremos la
descomposicién atémica para elementos en HE(R™), realizandola primero
para medidas en Vi (R™) N HE(R™) y posteriormente para cualquier elemen-
to de HE(R™). Por tltimo veremos que los elementos de Hi(R™) no pueden
ser todos funciones a menos que el espacio de Banach posea la propiedad
Radon-Nikodym, y viceversa, si todos los elementos de H (R™) son funciones,
entonces X posee la pRN.

En el dltimo capitulo se estudiaran algunas propiedades del espacio
HI%(H) (R™), donde B(H) es el espacio de operadores lineales acotados de
un espacio de Hilbert H en si mismo. También conseguiremos una funcién
armoénica mayorante, en el sentido de operadores lineales, para cada elemento
de un espacio de Hardy débil.



Capitulo 1

Medidas y distribuciones
vectoriales.

En este capitulo se daran las definiciones requeridas para introducir los
espacios de Hardy vectoriales.

1.1. Funciones vectoriales.

Sea X un espacio de Banach. Consideramos 2 un conjunto abierto del
espacio euclideano R" o R = {(x,¢) : € R", ¢ > 0}. Una funcién Banach
valuada o X-valuada f : Q — X es diferenciable en x € ) si y sélo si todas
sus derivadas parciales 0; f(x) existen y son continuas, donde

0,f(x) = lim f(x+ he;) — f@)

h—0 h

En la féormula de arriba, el elemento e; es el i-ésimo vector canénico eu-
clideano.

Decimos que una funcion X-valuada es débilmente diferenciable si la fun-
cién escalar fe«(x) = (€%, f(x)) es diferenciable, para todo £* € X*, el dual
topoldgico del espacio de Banach X.

Notemos que diferenciabilidad implica débil diferenciabilidad.

Definicién 1.1.1. Una funcién v : @ — X es armonica si es dos veces
continuamente diferenciable y satisface la ecuacion Au = 0 en €, y u es
débilmente armdnica si la funcién escalar ug« = {* o u es armoénica para todo
elemento £* € X*.
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Proposicién 1.1.2. Sea u una funcion X-valuada definida en €2, entonces
u es armonica si y solo si es débilmente armonica.

Demostracion. No es dificil cerciorarse que armonicidad implica armonicidad
débil.

Sea u débilmente armoénica, entonces para cualquier £* € X* la funcién
escalar ug- = £ o u es armoénica y de la teorfa escalar esto implica que
ug» € C*(Q2). Por lo tanto u es infinitamente diferenciable en el sentido
débil. Por la Proposicién 1 en [26] tenemos que la funcién u es infinitamente
diferenciable, en particular es dos veces continuamente diferenciable. No es
dificil cerciorarse que el funcional £* y el operador diferencial A conmutan,
esto es,

A" ou) = &(Au). (1.1)

Por hipétesis el lado izquierdo de (1.1]) es cero para todo £* € X*, esto implica
que Au = 0, es decir, u es armonica. O

Funciones Bochner integrables.

A continuacion recordamos los conceptos de medibilidad, integrabilidad
y los espacios L% (R™). Consideramos el sigma-algebra de Borel B(£2) sobre
Q CR", X es la medida de Lebesgue en R™ y usamos la notaciéon A(A) = |A|.

Definicién 1.1.3. Una funciéon f : Q — X es débilmente medible si para
todo elemento £* € X*, la funcién escalar fe- = £* o f es medible.

f es una funcion simple si es de la forma Zf\il x;Xg, donde z; € X xg,
es la funcién caracteristica con FE; conjuntos disjuntos medibles tales que
|E;| < 400, f también debe cumplir f(z) = 0 para xz € Q\ U, E;.

f es una funcion fuertemente medible si existe una sucesion de funciones
simples {f;} tales que || fy(x) — f(x) ||y = 0 cuando k — oo para casi todo
x € .

Definicién 1.1.4. Sea f : 2 — X una funciéon simple con representacién
f= Zfil Z;XE,, definimos la integral de Bochner de f como

N
B i=1

Una funcion X-valuada es Bochner integrable si existe una sucesion de
funciones simples {fi} que convergen en norma a f casi en todas partes y
que cumplen

i [ 11 () = fulo) [l do = (1.2
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Para cualquier conjunto E medible la integral de Bochner de f sobre E se
define como

/ f(x)dx = lim / Xe(T) fr(z) de.
El limite se toma en la norma del espacio de Banach.

De la desigualdad triangular que cumple la norma de un espacio de Ba-
nach se comprueba que el elemento [, f(z) dz € X depende de la fun-
cion f y no de la sucesion que se toma, por lo tanto la integral de Bochner

[ f(z) dz € X estd bien definida.
El siguiente resultado nos da una condiciéon para que una funcién X-
valuada sea Bochner integrable, ver [33].

Teorema 1.1.5 (Hille). Una funcion X-valuada f fuertemente medible es
Bochner integrable si y solo si la funcion escalar || f(-) ||x es integrable.

Espacios LL(9).

Definicién 1.1.6. Considérense funciones X-valuadas definidas en un espa-
cio de medida (2, B,\). Para 1 < p < oo L%(Q) es el espacio de clases de
equivalencia de funciones fuertemente medibles f (dos funciones son equiva-
lentes si son iguales casi en todas partes) tales que son Bochner integrables
y satisfacen

£l = (/Ql\f(:r)ll’é; dﬁ);@o (1.3)

Similarmente, LY (2) es el espacio de clases de equivalencia de funciones
fuertemente medibles f tales que

| fllpe = supess{]] f(2) [[x =€ Q} <o0. (1.4)

Estos espacios con la norma (|1.3) y (1.4 son completos (ver §12 en [14]).

Sea ¢ una funcién en L9(2) o en L{(§2) donde B es un espacio de Banach
en dualidad con X y ¢ conjugado a p (1/p+ 1/¢ = 1), entonces la integral

/Q o) f(x) da

estd bien definida. En efecto, el producto ¢(x) f(z) estd bien definido cuan-
do la funcién ¢ es compleja, cuando la funcion ¢ es B-valuada y B = X* el
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producto debemos considerarlo como(p(z), f(x)) y finalmente si X = B*
debemos considerar el producto como (f(x),p(z)). Sabemos que para todo
x € ) son vélidas las siguientes desigualdades;

lo(@) f@)[lx < le@@)] [ f@) |k
o(x) f)] < @)l I1f(=) [l

Observamos que la funcion ¢f es fuertemente medible siendo ¢ escalar
o vectorial, ademés las funciones || ¢(-) || || f() llx v |e(:) f(-)| son inte-
grables, por lo tanto
o) f() llx v le()f(-)| son integrables, lo que nos implica que la funcién
©(-)f(-) es Bochner integrable o integrable, ademds tenemos

[ o@ @ de)| < Ul £l (L5)

X

< e HL;;(Q) | f |’L§(Q) : (1.6)

/Q o) f(z) da

1.2. Medidas vectoriales.

Definicién 1.2.1. Una medida vectorial o X-valuada p es una funcién de
conjuntos X-valuada tal que para cualquier par de conjuntos disjuntos A,B €
B(Q) se satisface u(AU B) = pu(A) + u(B).

En este caso decimos que p es finitamente aditiva, sin embargo estamos
interesados en medidas contablemente aditivas.

Definicién 1.2.2. Una medida vectorial u es contablemente aditiva si para
toda sucesién de conjuntos {A;}, en © disjuntos dos a dos, es decir, A; (| A; =
() para todo i # 7, se cumple

§ (UAZ> = > (A

ieN ieN
De la desigualdad

(04) (04)

se puede comprobar que la medida p es contablemente subaditiva, es decir,
satisface la desigualdad

a(y

Y

X

< (A lx +

X

< Dol [l (1.7)

X 1€N
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A continuacién asignamos una norma al espacio de medidas vectoriales.

Definicién 1.2.3. Sea p una medida vectorial en B(£2), decimos que p tiene
variacion acotada si

Eem

|u[(Q) = sup {Z || (E) || : 7 particién finita de Borel de Q} < 4o00.

Notese que en la definicién de variacion acotada no se necesita la propiedad
de aditividad contable. Ademas la variacion de p es una funciéon de conjuntos
positiva y creciente, esto es, si A C B en B(Q2), entonces |u|(A) < |u|(B).

Observacién 1.2.4. Sea p una medida vectorial con variacion acotada, en-
tonces p define una medida positiva que es finitamente aditiva mediante
A~ |p|(A) en B().

La aditividad contable de |u| se obtiene mediante la misma propiedad en
(L, sin embargo tenemos un resultado mas fuerte.

Proposiciéon 1.2.5. Sea p una medida vectorial con variacion acotada en
B(2). Entonces |u| es contablemente aditiva si y sdlo si p lo es.

Demostracion. Sea {Ax} C B(€2) una sucesién de conjuntos disjuntos dos
a dos. Supongamos primero que la medida no negativa |u| es contable-
mente aditiva y probemos que la serie ), .\ p(Ax) converge al elemento
1 (UkeN Ak) . En efecto, la serie es de Cauchy como se puede ver a contin-

uacion,
J
Z f1(Ag)
k=i

por lo tanto la serie ), /(Ag) converge pues p es Banach valuada.
Veamos ahora que converge al elemento p (UkeN Ak) , para ello observamos

que [ (UkeN Ak) = chvzl w(Ag) + p (Uk>N Ak) para cualquier N € N, en-

tonces
(u)
< )l u(A) Ny

k>N

> lul(Ay) = 0

k>N

< ZHM(Ak)HX < Z!ul(x‘lk%

X

1 (U Ak) - Z#(Ak)

X X

IN



6 Cap. 1. Medidas y distribuciones vectoriales

cuando N — o0.

Supongamos ahora que la medida p es contablemente aditiva. Debido a
que la medida |u| es no negativa debemos probar solamente que la suma
SN [ul(Ag) es acotada uniformemente en N. Para cada N € N exis-
ten particiones finitas m, de Ag, k = 1,2,..., N, tales que |u|[(4x) <

1
> gem, || (E) |5 + N’ entonces haciendo 7 = |Jy_, 7, tenemos que 7 es

una particién finita del conjunto Uff:l Ay v satisface

Do lul(A) < Y1 a(AR) [l + 1

FEern

N

< |l (UAk)H
k=1

< Ul (@) +1,

uniformemente sobre N como queriamos probar. O

Observaciéon 1.2.6. Si p es una medida vectorial contablemente aditiva con
variacién acotada en €2, entonces |u| es una una medida finita en B(S2).

Decimos que una medida vectorial contablemente aditiva p es reqular si
|pt| es una medida positiva aditiva regular. Observamos que esto también es
vélido si 2 = R™ debido a que R™ es o-compacto y |u| es finita.

Definicién 1.2.7. Denotamos por Mx(€2) al espacio de medidas vectoriales
contablemente aditivas en B({2) de variacién acotada. Tenemos que el espacio
Mx (€2) es de Banach si se le asigna la norma || p [[gn, ) = |1£(€2).

Integral respecto una medida vectorial.

Definicién 1.2.8. Consideramos B un espacio de Banach en dualidad con
Xy pu € Mx(). Entonces para una funcién medible simple ¢ = Zf\il a; XA,
complejo valuada o B-valuada se define la integracion respecto una medida
vectorial como

N
0@ duta) = Yfawnta)).
i=1
Aqui (ay, p(4;)) = a; u(A;) cuando los ay’s son complejos, (o, p(4;)) =
(avi, (A;)) cuando a; € B = X* o (ay, u(4;)) = (u(A;), ;) cuando a; € By
B es tal que B* = X.
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Una funciéon B-valuada f es integrable respecto la medida p si existe una
sucesion de funciones simples {fr} que converge casi en todas partes a f
y que satisface [, || fe — fillp d|lu| — 0 cuando k,I — o0, ademds se
define

| f@ aute) = i [ fulo) duto)

Si la funcién f es complejo valuada, la condicién sobre la sucesién de fun-
ciones simples {fx} es que converja casi en todas partes a f y que fQ | fr —
fildlu] — 0 cuando k,I — oo, finalmente se define

/Q fla)du(o) = Jim | fulo) dta).

donde el limite es en la norma de B, mientras que en el caso anterior el limite
se toma en C.

Observacién 1.2.9. Supdéngase que las funciones ¢ y ¢, B-valuada y C-
valuada respectivamente, son p-integrables. Entonces || ¢ || v [¢| son |ul|-
integrables y se satisface

oo
| [

En efecto, para funciones simples es claro este resultado y las desigual-
dades y se obtienen de la desigualdad || u(A) || < |p|(A) para
todo A € B(f2). Consideramos ahora una funcién B-valuada ¢ tal que es p-
integrable, sea { ¢y} una sucesién de funciones simples que converge a ¢. De la
desigualdad | || ¢k |lg =l @i llg | < || ok — ¢ ||z tenemos que la sucesién
{I| ¢ ||g} converge a la funcién || ¢ ||z, por lo tanto ésta es |u|-integrable, y de
la desigualdad | [, ¢ dp| < Joll @k ||z dlu| para todo k € N obtenemos
. Para la desigualdad el argumento es similar.

IN

/Q 16 1ls dlul (18)
< /Q]gp\ d|pl. (1.9)

X

Veamos a continuacién que podemos intercambiar la integral respecto una
medida vectorial con operadores lineales en el espacio de Banach X.

Proposicion 1.2.10. Sea p una medida vectorial de variacion acotada en
el espacio medible (2,B), y sea T : X — Y un operador lineal acotado. Sea
pr definida por pr(E) = T(u(E)), E € B(QY). Entonces pur es de variacion
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acotada, y toda funcion ¢ escalar que es p-integrable en ) es pr-integrable

en ), ademds
/gbduT =T (/ qﬁdu) . (1.10)
Q Q

Demostracion. pup tiene variacion acotada debido a la desigualdad
pr(E) |ly < 7T [lgy |l (E) [lx para cada £ € B(R). No es dificil ver
que la igualdad (1.10]) se cumple para funciones simples. Para una funcién ¢
p-integrable tenemos que existe una sucesién de funciones simples {¢x} tal

que ¢p = ¢y [oddu = limy e [, dr dp, por tanto tenemos
[oanr = i [ ocdpr
(9] k—o00 Q
- h’mT(/qﬁkdu)
k—o0
= (hm /qﬁk du)
k—o0
- T( / cbdu),
Q

por tanto la igualdad (|1.10]) se cumple para toda funcién ¢ escalar p-integrable.
m

Veamos ahora una manera de medir la variacion de una medida vectorial
respecto la medida de Lebesgue.

Definicién 1.2.11. Sea g una medida vectorial y 1 < p < oo. Para un
conjunto A € B(Q2) llamamos la p-variacion al nimero

p
li|,(A) = sup {Z 1~ B IH } : 7 particion finita de Aen B |

Eerm

HolA) = WE{C>0: |[p(B) |l < C|E|, ECAEeBQ),

si |p],(A) < 400, entonces decimos que p tiene p-variacion acotada en A.
Si|pl|p(©2) < +oo, entonces decimos simplemente que pu tiene p-variacion
acotada.

Nos enfocamos en el caso particular 2 = (), donde @) es un cubo cerrado
y acotado con aristas paralelas a los ejes coordenados en R".

Denotamos por V¥ (Q) al espacio de medidas vectoriales con p-variacién
acotada en ().
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Si al espacio V¥ (Q) se le asigna la norma

iz = (@)

entonces V¢ (Q) es un espacio de Banach para todo p € (1, 00] (ver [14]).

Para estos espacios existe la inclusién continua V¢ (Q) C Vi(Q) siempre
que p < ¢. Veamos que las medidas p € Vi se comportan adecuadamente
en el siguiente sentido.

Definicién 1.2.12. p es A-continua si satisface la igualdad

lim pw(E) = 0, E e B(Q).

|E|—0

Observacién 1.2.13. Toda medida p € VZ(Q) es de variacién acotada,
contablemente aditiva y A-continua.

Demostracion. Sea m una particién finita de (), entonces con ¢ conjugado a
p < 0o tenemos

ST u@E) Ny = STIE[FE [ n(E) |l

Eer Eerm
< {Z|E|} {Z|E|1p||u ||p}
Eerm Eer
< QI luly(@).
Yy
DB lx < D lule(E) |E]
Eer Eer
< Y lnle(@) |E|
Eerm
= |ule(Q) QI

tomando el supremo sobre las particiones finitas de () obtenemos

W@ < 1Qslulp(@),  pe(1,00),
Q) < |u(@) Q]

y por tanto u es de variacién acotada en Q).
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La medida p es A-continua debido a que para E € B(Q) tenemos
0 < || u(E) [lx < |ul(E) < [BIY |ul,(E) — 0,
cuando |E| — 0, y por tanto

i E) = 0.
Jim ()

Probemos por tltimo que p es contablemente aditiva. Debido a que u es

finita aditiva tenemos que
o
M( U Ai)
1=k+1 X

00 k
H (U Ai) - ZM(Ai>
o0 1/q 00

i=k+1 i=k+1

X

La medida de Lebesgue es contablemente aditiva, esto implica que ’U ik Ai’ —
0 cuando k£ — o0, concluimos pues que

M(UAi> = ZM(Ai)-
O

Ya vimos que una medida vectorial con variacion acotada nos define una
funciéon de conjuntos positiva, veamos ahora como obtener una medida con
valores complejos.

Sea p una medida vectorial, para cada £* € X* definimos la funcién de con-
juntos con valores complejos jie« como el mapeo A — (£*, i(A)). Observamos
las siguientes implicaciones sencillas.

1. La linealidad de £* implica que la funcién pe- sea finitamente aditiva.

2. La continuidad de £* y la aditividad contable de p implican que fie+ sea
contablemente aditiva.

3. w de variacién acotada y la desigualdad |pe- (A)] < || € || || #(A) |Ix
implican que pg+ sea de variacién acotada ademas de que
ue=1(A) < 1€ |k |ul(A). (1.11)
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Observacién 1.2.14. El punto [2| nos implica que para cualquier £* € X*
la medida compleja pe- = (€%, 1) tiene integral acotada para toda funcién
medible ¢;

<

¢ dpe-
Rn

. d|p. 1.12
w [ lold (112)

La integral de la derecha estd bien definida debido a que |u| es una medida
positiva (ver Observacién [1.2.6)). La cota ((1.12)) es consecuencia directa de la

desigualdad (|1.11)).

Observacion 1.2.15. Debido a que una medida pu € V¥(Q) tiene variacién
acotada en @, tiene sentido la integral de funciones integrables respecto a la
medida p, sin embargo existen mas funciones medibles que podemos integrar
respecto a u.

En efecto, sea p € V¥ (Q) y consideramos una funcién ¢ simple en L9(Q)

o L{(Q) donde B es un espacio de Banach en dualidad con X, entonces como
en la Definicién [1.2.8 hacemos

| o) dutey = 3o nan) (1.13)

Sin importar el espacio en el que se encuentran los elementos «;, siempre ten-
€mos

|| (i, o(A9)) || < || @i || ]| 1(A;) || donde la norma || -|| representa a las
normas |-| o ||-]||g, por tanto lasuma en (1.13) es acotada, como se puede

comprobar a continuacién,

‘ Z(%,M(Ai)) ||

=1

IA

ZH%HHM ) Ilx

{éuaiuqmir} {Z”‘A = J’X}

< llell (@)

Aqui || ¢ || representa la norma de ¢ en L(Q) o L{(Q).

Finalmente procedemos a extender la integral respecto una medida vec-
torial con p-variacién acotada a todo el espacio L4(Q) o LL(Q) mediante el
limite, como en la Definicién [1.2.8] Tenemos ademas la desigualdad

| Lo

IN

< ol |ulp(Q). (1.14)
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La definicién anterior nos permite generar funcionales continuas en el espa-
cio LE(Q). En efecto, sea 1 € VY.(Q), entonces el mapeo ¢ — [, ¢(z) dpu(x)
es un funcional lineal continuo sobre L§(Q) con norma igual a || g [|y» . Por

X*

tanto tenemos la inclusién continua V. (Q) C (L% (Q))*. Sin embargo existe
un resultado mas fuerte (ver [13], [14]).

Teorema 1.2.16. Para p € (1, 00| tenemos

(Lx(Q)" = V(@)

Veamos mds propiedades de estos espacios V.

Observacién 1.2.17. Una medida p € V(@) define una medida positiva
|pt| con p-variacién acotada en Q.

Demostracién. Ya vimos que p € Vg (Q)) define una medida de Borel positiva
|pt|, veamos que tiene p-variacién acotada. Sea m una particién finita de @, y
para cada E € 7 consideramos una particién finita g, usando la desigualdad
sobre la variacién de la medida p en la Observacién tenemos que

(5w LA 1Y B { S oier, i }
L Eme S

\E|”*1
Een Eerm
|A|” !
FEerm Aerp
< |ulp(@),

tomando los respectivos supremos sobre todas las particiones finitas 7 para
cada E en 7w obtenemos

lul p
S u ,E|p 1 < |plp(@),

FEer

de donde deducimos que |u| € VP(Q) para p < oco. Consideramos ahora
p=ooy FE € B(Q), sea m una particién finita de F, entonces

DAy < Inle(@) 1B

Aem

Tomando el supremo sobre las particiones finitas de E obtenemos |u|(E) <
|10 (@) | E|. Por tanto la medida |u| es acotada por la medida de Lebesgue
en @, esto significa |u| € V>°(Q). O
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Consideramos f € LY(Q) y definimos la medida du(z) = f(z) dz, en-
tonces p € V¢ (Q). En efecto, sea m una particién finita de @), entonces

SO (B [y < Z/Hf Ve de = [ F g (113)

Eern Eern

Para p € (1, 00) tenemos

1) = [ 1@ et < { [ e ar) 2k

luego

i < 1 117 1 e = [ 1760 I

por tanto

{EZH|E|p 1Hp} {EZ/W ) Il dm}p < A1 [z () (1-16)

Tomando el supremo sobre todas las particiones finitas = de @ en ((1.15)) y
(1.16) deducimos que p es de variacién acotada o tiene p-variacién acotada.
También tenemos la cota

S =

1B b < 11 oy 1L,

para todo E C @), entonces p es mayorada por la medida de Lebesgue en @),
ademds [1]o(Q) < || f ||L§°(Q)

Reciprocamente, si p € V&(Q) tiene como densidad a la funcién f, es
decir, du(z) = f(x)dz, entonces f € LE(Q) y || f lp@) < il
(ver [14]). Por tanto tenemos el siguiente resultado.

Observacién 1.2.18. Sea p > 1. Supongamos que du = f dA, entonces la
medida X-valuada p tiene p-variacion acotada en @ si y sélo si la funcion
[ pertenece al espacio L% (Q), ademds || u HV3€ = f HL§ De esta forma

tenemos la inclusién isométrica L (Q) C VE(Q).

Veamos ahora una caracterizacién de las medidas con p-variacion acotada

en ().



14 Cap. 1. Medidas y distribuciones vectoriales

Proposicién 1.2.19. Sea i una medida vectorial en el cubo Q C R™ y
p € (1,00], entonces p € VE(Q) si y sélo si existe una funcion no negativa
g € LP(Q) tal que |u|p,(Q) = [| g |l1sq) y satisface que para toda funcién
¢ € LUQ), q conjugado a p, se cumple

H/mw
dly

En este caso tenemos g = —5 .

/ 16lg . (1.17)
Q

Demostracion. Sea g una funcién en LP(Q)) que satisface (1.17]) para toda

=1
L9(Q)

XE
T
|E|

para todo £ € B(Q)), tenemos

E) |1 !

¢ € L1(Q). Sea m una particién finita de Q). Debido a que
Iz _
BT S

1
[
Eer Eer ’E’q

2 {/ |§|; dA}p

Eer

S{{lrof {mo) )

:Z/ P dA

Eer

IN

IN

= llglly,

de donde concluimos que p tiene p-variacién acotada cuando p < co. Cuando
p = oo tenemos la desigualdad

o) = | [ xean

para todo £ C @ medible, entonces p € Vig°(Q).

Supongamos ahora que p tiene p-variacién acotada. Entonces la funcién
de conjuntos || tiene p-variacién acotada, por lo tanto |u| es una medida pos-
itiva con variacion acotada y absolutamente continua respecto a la medida de

Lebesgue A en ) por la Observacion [1.2.13] El Teorema de Radon-Nikodym

< /XEQ dA <119l 2@ £
X

nos asegura la existencia de una funcién g € L'(Q) tal que d|u| = gdA
, entonces g € LP(Q) por la Observacion [1.2.18, El Teorema de Radon-

. ., . d . .,
Nikodym también nos dice que — Al Veamos a continuacién que se
dx
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cumple la desigualdad 1’ para toda ¢ € LI(Q). Esta se obtiene de la
desigualdad || u(E) ||x < |n|(E) para todo E € B(Q). En efecto,

H/XEd,U S/XEd|N|:/XEgd/\7
Q x  JQ Q

, . N ., .
de aqui que si ¢ =) ., a;xp es una funcién simple, tenemos

N
H/sﬁdu < > il '/indu
Q i=1 Q X
N
< Sl [ xegdh = [ folgar
i=1 Q@ Q

Por lo tanto tenemos para toda ¢ € L(Q) debido a que ¢ puede ser
aproximada por funciones simples en L9(Q).

Por tltimo probemos que || g |[;5g) = [1lp(Q). Debido a que la funcién
g satisface la desigualdad para toda ¢ € L9((Q) junto con la desigualdad
de Hélder tenemos que |u[,(Q) < || g]|,- Por otro lado, para todo € >0
existe una funcién f € LI(Q) tal que || f[|, <1 y satisface la desigualdad

X

p < f d)\“i‘
1ol ] /Q g+ ¢
pero por tenemos
' / fgdA‘ < [l < 1151, 0@ < 14,
Q Q

entonces || g, < |ul,(Q)+ € para todo € > 0, por tanto || g||, <
l1ulp(Q) y obtenemos que || g |[, = |ul,(€), como querfamos probar. [

Ahora extendemos las definiciones antes vistas y la Proposicién a

todo R™.

Decimos que una medida vectorial p es regular si para todo conjunto
A € B(Q) y € > 0 existen los conjuntos K compacto y O abierto tales que
KCACOy [|n(O\K) |, <e

Observar que cuando una medida vectorial p es de variacion acotada, en-
tonces p es regular. En efecto, la desigualdad || u(A) ||y < |p|(A) implica
que si la medida |u| es regular, entonces la medida vectorial u es regular,
pero la medida |u| es regular porque es finita y © C R" es o-compacto. De
esta implicacién hacemos la siguiente
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Definicién 1.2.20. Definimos Mx(R™) como el espacio de medidas regulares
en el sigma-élgebra de Borel de conjuntos acotados tales que |u|(Q) < A para
alguna A y todo cubo @), por lo que definimos

1 |y mny = sup |ul(Q).
QCR"

Definicién 1.2.21. Definimos V¥ (R™), p > 1, como el espacio de medi-
das regulares en el sigma-algebra de Borel de conjuntos acotados tales que
|| w1 \\V§(Q) < A para cualquier cubo ), por lo que definimos

e llvp@ny = sup |ulp(Q)
QCR"
y Vi (R™) como el espacio de medidas p € My (R™) que son A-continuas.

De la Definicion podemos definir la integral fRn ¢ du para funciones
escalares ¢ € LI(R™) o para funciones vectoriales ¢ € L{(R"™), con B un
espacio de Banach en dualidad con X. También tenemos que el Teorema

.2.16| es valido en este caso, es decir, tenemos el siguiente

Teorema 1.2.22. Para p € (1, 00] tenemos
(Lx(R")" = Vg (R").

Otro resultado que es valido en la extension a R"™ es el de la inclusion de
LY en V¥
X X

Observacién 1.2.23. Para p > 1, tenemos la inclusién isométrica LE (R"™) C
VE(R™).

También el Teorema [.2.19 es valido en R™.

Proposicién 1.2.24. Sea p una medida vectorial en R™ y p € (1,00], en-
tonces p € VE(R™) si y sélo si existe una funcién no negativa g € LP(R™) tal
que |p],(R™) = || g HLP(Rn) y satisface que para toda funcion ¢ € LI(R™), q
conjugado a p, se cumple

'/nmu

d
En este caso tenemos g = %.

dA. 1.18
< [ 1o (115)
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Demostracion. Sea p € Vi (R™), consideramos la sucesiéon de cubos {Q tren
centrados en el origen y cuyas aristas de longitud k£ son paralelas a los ejes
de coordenadas de R", de esta forma tenemos 1 C Q2 C --- C Q) C

- C R". Para cada k existe una funcién no negativa g cuya norma en
LP(Qy) es acotada por |u|,(R™), por tanto la sucesién de funciones {gy }ren
es uniformemente acotada en LP(R™). Ademas la funcién g es la extensién

de la funcién gx_1 de Qr_1 a Qg, esto debido a que g = % en Q y
Jk—1 = % en Q;_1 de donde deducimos gy = gr_1. De esta manera
k
definimos
g(x) = lim gg(z).
k—o0

= g, para cualquier
Qk

La funcion g es no negativa en R"™ y satisface ¢

k € N, por tanto

/gpda: < sup/ g'dx = sup/ gedr < |ufb(R™),
" ko JQy ko JQy

esto es g € LP(R™). Por tltimo tenemos

‘/ncbdu = sm;pH/chbdu

X
< sup/ |&|gr, A
ko JQx
— sup [ Jelg
ko JQx
~ [ telgar
R’ﬂ
para toda funcién ¢ en LI(R™).
La igualdad [u[,(R") = |[ g [|;»&«) ¥ la implicacién contraria se prueban
igual que antes. O]

Observacién 1.2.25. Sea p > 1 y ¢ su conjugado, entonces para u €
VZ(R™) y ¢ € LYR"™) se cumple

| fon

< el el (1.19)
X
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Funciones p-integrables y el Teorema de Singer.

Como caso particular de funciones integrables respecto a p € Mx(R™)
mencionamos las funciones ¢ € Cop(R™), el espacio de funciones continuas
en R” con valores en B que se anulan en el infinito, donde B es un espacio
de Banach en dualidad con X. Similarmente las funciones ¢ € Co(R") =
Coc(R™) son p-integrables.

En efecto, para una funcién no negativa ¢ € Co(R"™) sabemos que pode-
mos aproximar a ¢ mediante funciones simples ¢ tales que ¢p " ¢ uni-
formemente y para las cuales la integral fRn ¢ dp esta bien definida ademas
de que [, |¢r — & dlp] — 0 cuando k,I — oo. Por tanto [,¢du =
limy oo fQ ¢y Ay esta bien definida. Para una funcién en general ¢ € Co(R™)
se realiza la separacién ¢ = ¢ — ¢~ en su parte positiva y negativa (¢*, ¢~
son positivas) y la integral se define [, ¢du = [, ¢t du— [,¢~ du, que
estd bien definida.

Para el espacio Cop(R™) nos ayudamos del hecho de que el producto
tensorial Co(R™) @ B es denso en Cop(R™), por tanto es suficiente probar
que una funcién de la forma Zf\;l ¢; - bicon ¢ € Co(R™), b; € B i =
1,2,..., N, esintegrable respecto u. Pero ya vimos que toda ¢; es integrable,
por tanto de la Proposicién tenemos [, @; - b; dp = (by, [, ¢ dp) o
Jo@i-bidp = ([, & du,b;) de acuerdosi B =X*0B* =X y de aqui que

N N
/Z¢i'bidu = Z/¢i'bidﬂ
Q=1 i=1 /9

esta bien definida.
Finalmente procedemos a definir la integral fQ odp = limg o fQ O dp
para toda ¢ € Cop(R™).

La integral respecto la medida p € Mx«(R™) define un operador lineal en
Cox(R™) mediante ¢ — [, ¢ du. El Teorema de Singer nos dice més, (ver
[14], [23]).

Teorema 1.2.26 (de Singer). Existe un isomorfismo isométrico entre el
dual topoldgico [Cox(R™)]" de Cox(R™) y el espacio de Banach Mg (R"),
donde el funcional T € [Cox(R™)]" y la medida correspondiente 1 € M- (R™)
estdn relacionados mediante la ecuacion

T(f) = | odu  6€Cox(R)
171 = Nell
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1.3. Distribuciones vectoriales

En esta seccion definimos las distribuciones temperadas Banach valuadas
y algunas maximales de funciones vectoriales, también se extenderan al con-
texto vectorial algunos resultados que sabemos son validos en el caso escalar.

Funciones de Schwartz S(R").

Considérense las n-tuplas a = (ay,ag,...,a,) y B = (61, B2y .., Bn) de

enteros no negativos, recordamos que si x € R", entonces z® = x{'x5? - - - 20

y el operador diferencial D? = §l71 /922 925> - - - 2P donde a | 5] = B+ fa+
-+« 4 [, se le conoce como el orden de la n-tupla f3.

Definicién 1.3.1. Una funcién ¢ : R" — R es una funcidn de Schwartz
en R” si es infinitamente continua diferenciable en su dominio y satisface la
condicién de crecimiento

sup ‘xo‘Dﬁ¢(x)‘ < 00. (1.20)

TzER™
Dadas dos funciones de Schwartz ¢ y ¢, y un escalar a € C, entonces
la funcién ¢ : z — a¢(z) + ¢(z) es una funcién de Schwartz. Al espacio de
todas las funciones de Schwartz lo denotamos como S(R™) (o simplemente
S)

Cada par de n-tuplas (a,) define una seminorma en & mediante
16 [la,5 = sup [¢*D%(z)|.
TERM

Estas seminormas definen a las pseudo-métricas da5(¢,¢) = || ¢ — ¢ |l
(para algunos pares (o, 3), d, s es métrica, pero en general son pseudo-métri-
cas). Esta familia de pseudo-métricas es numerable, digamos {dj }ren, a su
vez, esta familia define la métrica d en S como

¢ = Xy
_yld
k€N21+d;€

Dotamos de esta manera al espacio S de una métrica que satisface lo sigu-
iente, (ver [18], [30]).

Proposicién 1.3.2. El espacio métrico (S,d) es completo.

Una manera distinta de analizar convergencia en S es notando que una
sucesion de funciones {¢y}reny converge a ¢ con la métrica d si y sélo si
converge con todas las pseudo-métricas dj,, de aqui la siguiente
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Observacién 1.3.3. La sucesion de funciones {¢y }ren converge a ¢ en (S, d)
siy sdlosi || ¢ — ¢ ||, 5 converge a 0 para todo par de n-tuplas (o, 3).

También tenemos que los mapeos (¢, p) — ¢+ ¢ v ¢ +— a¢p con a
un escalar, son continuos con la métrica d, por tanto (S,d) es un espacio
vectorial topoldgico.

Definicién 1.3.4. Para una funcion ¢, los operadores traslacion T, 'y re-
flexion ~ estan dados como T,0(y) = oy —x) v o(y) = &(—y).

A continuacion mencionamos algunos resultados que cumple el espacio de
funciones prueba y que serviran mas adelante, (ver [30]).

Proposicién 1.3.5. Sea ¢ € S, en la topologia de S definida por d se cumple

1. Sip €S8, entonces limy,_,g T = @.
2. Sea o €8S y h=(0,...,h;...,0), entonces

O — Thp O
— =

cuando |h| tiende a 0.
De se obtiene el siguiente resultado.

Lema 1.3.6. Sea ¢ € S, entonces el mapeo ¥V : R" — S definida como
U(h) = ¢(-+ h) =7_p 00, es continuo con la métrica d.

Demostracion. Es suficiente probar continuidad en el origen, pero por [1| de
la Proposicion obtenemos que ¥ es continua en 0. O

Lema 1.3.7. Sea ¢ € S, entonces ¢ € LP(R") para p € [1,00], ademds

11, < cp)l[¢llog+ectnp) D 1¢llag: p<+oo.

laf=n

0]l = 10

La suma corre sobre todas las n-tuplas a cuyo orden sea igual a n.

0,0

Demostracion. La igualdad || ¢ ||, = || ¢ |, es clara. Sea p < co. Recorde-
mos que el Teorema multinomial nos dice

m!

(w1 4+ 22+ Fa)" = Y —ac

|ae|l=m
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donde a! = ajlas! ... a,!, entonces para |z|*> = 2% + 23+ -+ + 22 tenemos

|a]=n
y por tanto
sup e[ e(a)] < ol sup @2 ¢(@)] = nl Y 119 llza- (1.21)

|a|=n

De aqui el siguiente desarrollo,

([ owra) = / <l¢<x>de>i+( / o)’ |
ol ([ ar) v ([ var)

(=) 1 oo + (ﬁ)n' 2 11z

laf=n

IN

IA

donde C' = sup,cgn |2[*"|¢(2)|, y w, representa el “drea” de la esfera en R™
de radio 1, constante que solo depende de la dimension n. O

La desigualdad ([1.21]) se puede generalizar a

sup [z|"|p(z)] < com Z ¢ 100 (1.22)

zeR™
lo|=m

debido a la desigualdad

2™ < cnm Z |z,

la]=m
Distribuciones Banach valuadas.

Definicién 1.3.8. Una distribucién Banach valuada (o distribucién vectori-
al) es un mapeo de § a un espacio de Banach X tal que es lineal y continuo en
S. Se denotara por S al espacio de todas las distribuciones Banach valuadas,
y a la aplicacién de f € S en ¢ € S la denotaremos f(¢) = (f, ¢).

Estos objetos no son nuevos, por citar algunos trabajos donde aparecen
estan [B], [8], [16] v [24].



22 Cap. 1. Medidas y distribuciones vectoriales

Ejemplo 1.3.9. Los espacios L% (R"™), p > 1.

Sea f € L%(R™), p > 1. Por el Lema :1.3.7 la funcién ¢ en S es una
funcién en LI(R™) con ¢ tal que p~* + ¢~' = 1. Sabemos que la integral
Jen F(2)o(z) da estd bien definida, por lo tanto la aplicacién

6 = (¢ = [ f@)o) da,

tiene sentido. T es un operador lineal, falta ver que es continuo. Por ser un
operador lineal en un espacio metrizable completo, basta ver que la aplicacion
es continua en el elemento 0 € S. Sea {¢;} una sucesion tal que ¢ — 0 en
S, la linealidad de T%, la desigualdad y el Lema implican

1{Tron) lx < A F ezl oxll,

< el fllz [Nl o

0,0+ Z H ¢k HQa,O )

laf=n

para p > 1, para p = 1 tenemos

1T e < WMl M orlle = 11 My 1 0n Mo -

La convergencia de ¢ a 0 en S implican la convergencia de || ¢ |, v
|| &k o0 & O, esto implica que (T}, ¢y) converge a 0 en X, por tanto el
operadof T} es continuo en S y el operador T es una distribucién Banach
valuada.

Ejemplo 1.3.10. Medidas vectoriales con p-variacion acotada en R", p > 1.
Para ¢ en S definimos la aplicacion

6 > (o) = | o) dufa)

Ya sabemos que 7}, estd bien definido, veamos que es continuo. Supongamos
que ¢ — 0 en S, entonces

1T n) [l < Il Il e ll, < (i) Ll | 11 6n Moo+ D 110k oo | -

|a|=n
cuando p > 1, para p = co tenemos

(T ) Il < ol o lloe = (1 1lox I 9 Moo -

Al igual que antes la convergencia de ¢, a 0 en & implican la convergencia
de |[ ¢k [loo ¥ Il @k [loa0 @ 0y concluimos que (T}, ¢x) converge a 0 en X. Por
lo tanto el operador T}, es continuo en S y el operador T}, es una distribucién
Banach valuada.
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Observamos en los ejemplos anteriores que los operadores Ty y T, estan
acotados por una suma finita de seminormas || - [|, ; debido a la definicién
de los operadores, facilitando asi la comprobacion de la continuidad de éstos.
El siguiente resultado nos dice que si un operador de S esta acotado por una
suma finita de seminormas || [, 5, entonces se obtiene la continuidad del
operador.

Proposiciéon 1.3.11. Sea X un espacio de Banach, un operador lineal T' :
S — X es continuo si y solo si existe una constante C' > 0 y enteros positivos
m y l tales que

[T <C > 6llags

|| <m,|BI<1

para toda ¢ € S.

La suma corre sobre todas las n-tuplas a y  cuyos érdenes sean menor
o igual a m y [ respectivamente.

Este resultado es una extensién del Teorema 1.3.11 en [30], y la de-
mostracion puede realizarse de la misma manera, esto debido a que la con-
tinuidad y la condicion mencionada en el Teorema son propiedades de
la estructura topoldgica del espacio S y no del contradominio del mapeo 7.

Convolucién.

Recordamos que dadas dos funciones ¢ y ¢ en S, la convolucion ¢ * ¢ es
la funcién definida por la integral

. o(y)p(r —y) dy.

Esta funcién estd bien definida y cumple ¢ * ¢(x) = ¢ % ¢(x). Obser-
vamos ademds que la aplicacion ¢ — [o, ¢(y)o(x —y)dy  la podemos
representar como @ — (¢, T,@).
Deseamos introducir una definicion de convolucion entre un elemento de
% v uno en S, pero primero tenemos la siguiente observacion.

Observacién 1.3.12. Sea f un elemento en 8§ y ¢ en S, entonces el oper-
ador lineal

= (fx9)p) = (f.dxp), p€ES.

esta bien definido, es Banach valuado y continuo.
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En efecto, primero notamos que la convolucion (qB * gp) es un elemento
en S cuando ¢ y ¢ son elementos de §. Es claro que es Banach valuado, y la
continuidad se obtiene a partir de que es la composicién de dos operadores
continuos, a saber, el mapeo lineal 1) — (¢*1)) deSen Sy f de S en X,

Definiciéon 1.3.13. Sea f un elemento en Sk y ¢ en S, la convolucion de f
y ¢ es el operador lineal

(fxd)p) = (f.dxo), pES.

Sin embargo, la convolucion de f y ¢ es mas que un operador lineal: es
una funciéon Banach valuada que se comporta adecuadamente en el siguiente
sentido.

Teorema 1.3.14. Sea f € S y ¢ € S, entonces la convolucion f*¢ es
la funcién Banach valuada F, cuyo valor en x € R™ es F(x) = (f, Tad).
Ademdas, F' pertenece a la clase CL(R™) y junto con todas sus derivadas
satisfacen que sus mormas crecen a lo mds polinomialmente.

Demostracion. Veamos que fxp = F' mediante la igualdad (fx*p)(¢)) =
Jen V() F(t) dt.

() = thext) = (1 [ ol vuear)
= (1 [mowi )
— [t meot
- [Fopw .

Probemos la diferenciabilidad de la funcién F. Sea h = (0, ..., h;,...,0),
entonces [2| en la Proposicién [1.3.5] implica

TethP — ToP s (8(95))

cuando |h| — 0 en la topologia de S. f lineal y continua implica que

F(x+l72i—F($) _ <f7%i—“¢> —><f’_7‘” (%(—:?>>’

cuando h; tiende a 0. Esto ultimo junto con (1| de la Proposicién [1.3.5] nos
asegura que F' tiene derivadas parciales continuas. Ahora bien, (9(¢)/0z;)
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pertenece a S, por tanto podemos iterar el argumento y concluir que DPF
existe y es continuo para cualquier n-tupla de enteros no negativos (3, mas
aln, tenemos la férmula

(DF)(z) = (=1)"Kf, 7.D"()).

Esta formula también nos dice que si la norma de F fuera lentamente cre-
ciente, es decir cualquier polinomio crece mas rapido que la norma de F', en-
tonces lo mismo sucede para cualquier derivada de F, debido a que D?(¢) €
S.

Veamos el crecimiento de la norma de F', por el Teorema [1.3.11} existe
C > 0y enteros m y [ tales que

1F@ I = 1R e < D 3 178 g

lor|<m, | BI<I
Por otro lado tenemos
1728 llap = sup [ (=1)(Dp) (2 —w)|
= sup |(z — w)* D p(w)]
weRM
< 6(0370 sup hU'_'x“a”l)B@(UOI
weR?
debido a la desigualdad
2% < e(n, a)|z|® para toda n — tupla o, = € R".

Luego

I1F@) e < () D N7l

|| <m,|B|<1
<o) Y clayn) sup jw— ]| DPp(w)]
|| <m,|B|<l weR™
< C(fomen) Y sup w = af"| Dp(w)
18l<t VER"
< C(f,mn) Y sup (™ + [w|™)| Do p(w)].
181<1 VER"

Esta 1ltima expresién nos dice que la funcion F' es acotada por un polinomio.
O
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Debido a que m y [ son enteros positivos que dependen de f obtenemos
la cota

| fxe@) [l < C(fin) Y sup (jo[™ + [w[™)[DPp(w)]. (1.23)

n
1B1<t <R

para f €S vy € S.

Observacién 1.3.15. Sea f € L& (R"™) y ¢ € S, entonces el Teorema |1.3.14

nos implica la férmula
fro(x) = . fy)o(z —y) dy. (1.24)

La convolucién de un elemento f en Sk con la dilatacién de ® € S esta dada
por la férmula

frdu(x)=t"" <f, T%CB (—)> :

t
Para fines practicos usaremos

f*c1>t(x):t"<f,c1><xt_')>.

El siguiente resultado (ver [28]) nos ayudara a pasar de una aproximacién
de la identidad a cualquier otra. Por completez se incluye la prueba.

Lema 1.3.16. Considérese ®,¥ € S, con ® tal que [ ® dx = 1. Entonces
existe una sucesion {n™} C S tal que

U=> " n®uxd,, (1.25)

keNy

con N — 0 rdpidamente, en el sentido de que para cualquier seminorma
|- [las vy M >0 fijo, entonces

|| 7™ |5 =02, cuando k — oo.

Demostracion. Sea ¢ una funcién tal que qg € C* (usaremos la notacién
comun ¢ para la transformada de Fourier de la funcién escalar ®) y que
cumpla que ¢(§) = 1 para |{] < 1y ¢(§) = 0 para |{] > 2. Con estas
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consideraciones 1 = limy_ q§(2*k§). Si definimos vy = gE(g), y @@k(f) =
P(27FE) — ¢(217F¢) para k > 1, entonces obtenemos la ecuacién

1= S (1.26)

keNy

Las funciones @Z;k tienen soporte en los anillos 2¥~1 < |¢] < 2FFL para
k=12,...,y para o una n-tupla se tiene |0g¢y(§)[ < o2 Kol
De la ecuacién (|1.26)) obtenemos

U(E) = > (V).

keNy

Por otro lado, la hipétesis [ ® dz = 1 implica ®(0) = 1.

A 1
Por el momento vamos a suponer que |®(£)| > =

Z 5 para |£| < 2, entonces

podemos escribir

: UG Iy
WO = 3 5 VO BT (1.27)
de donde definimos
(k) _ 1[%(5) -
Q) = Gt M (1.28)

A 1
El requerimiento |®(§)| > 5 bara |€] < 2 no es necesario debido a que existe
- 1
algin ky € N tal que |®(§)] > 5 para |€] < 2-27% v la prueba funciona de la

misma manera si reetiquetamos los términos en la ecuacién (|1.27)), haciendo

0 = L@y para k> ko,

b(27¢)
y 1*(€) = 0 para k < k.

Veamos por tltimo la cota para las funciones {n*}icy. Sea M > 0y
|| - 1,5 cualquier seminorma y sabemos que

7™ .5 = suwp [z°0"nP(2)|.
’ rERM
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Recordemos que [(—iz)*¢] = 8°¢ y [0°¢] = (i€)*¢, entonces para cualquier
x en R" tenemos

220 ()] < A 10°¢P7®) (¢)] d¢

1
- /R Areyer L+ Do) e

Se entiende que las derivadas en el lado izquierdo son respecto a la variable

x, mientras que las del lado derecho son respecto a la variable £. La integral
1

. ————— d€ es una constante que depende de n, entonces podemos
Jor gy ave dep b
acotar
0P @)l < Aln) sup (L+ [N QL (1.29)
E n
Ahora bien, por la formula de Leibniz y ([1.28)) tenemos

L Ui(€)

Al reitel < 3 () s

- (5P

Y+o=o

| 1+ g eRi )]

. Ui(€)
b(27+¢)

M n+196 B
ey (LD |l i)

~

&)

Recordemos que el soporte de la funcién @)Qé}’;—kf) estd en el anillo 281 <

€] < 28FL) entonces se obtiene la cota

P A?/Zk(f)
®(275¢)

1
(T+ghr —

A, ®, M2~

donde la constante A(¢p, ®, M) depende de las funciones ¢ y ® y de la con-
stante M. Por otro lado tenemos

(L JED™ (1 + el 10%Mb(e)| = (1+ ¢yt

< Apy (14 €M

P (e)|
rEU(E)|.

De esta forma obtenemos la cota

(1+ |gh™HoePa®(e)] <

> ( " )A(¢,<I>,M>2’“M At (0P B ()] + g4t

Y+é=a

ru(e))
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por tanto tenemos

1.30
o6 )

(1+ )™ 10T < Apoana2 ™D ||| €0+ |
i<a '

|’\Mn1

La suma sobre § < « significa sobre todas las n-tuplas 0 tales que 9; < o
paratodai=1,2,....n

Ahora bien, sabemos que la transformada de Fourier es un mapeo continuo

del espacio S en si mismo, esto implica que para toda seminorma || - ||, 5

<

a0,B0

existe un conjunto finito de seminormas F = F(«y, 5p) tal que H gzg

A(O&o,ﬁo) ZH Nt g €F H (b Hauﬁ//.

Entonces para cada § < « existe una familia finita de seminormas Fj tal
que

B 8
H & H0,5 H ) < AM,n,9) Z H "W ‘ o' B
la/|= M +n+ I - ||a//7[3//€}—5
pero } | 07w = || ¥ ||y (15, ¥ como hay un nimero finito de n-tuplas

‘ //’//
0 < a, por (|1.30) tenemos que existe una familia finita de seminormas F tal
que

L+ )™M < Apparma2™ > |]07T ]

|- Ha//ﬁ//EF

g - (131)

De (1.29)) y ([1.31]) obtenemos

" |, < A, @ Mo, 8) 275N ]| g0 (1.32)

Il - ||a//’5//€]:
[

En la demostracion al Lema anterior observamos que en la cota sobre las
funciones {7} existe dependencia de la funcién W. Esto lo mejoramos en el
siguiente resultado.

Afirmacién 1.3.17. Considérense las funciones ®, ¥, ¢ y la sucesién {n*)}
como en el Lema y su demostraciéon. Sea Fy una familia finita de
seminormas y M > 0, entonces existe una familia finita de seminormas F tal
que si ¥ € Sz, donde

{peS: ¢y < Lparatodo ||l € F},  (133)



30 Cap. 1. Medidas y distribuciones vectoriales

entonces

H n(k) Haﬂ = A(gb,(l)’n, M, fO) 2_kM7 para todo k> || ’ ||oz,ﬁ € Fo. (134)

En efecto, como ya vimos, para cada seminorma || - ||, 5 en Fy existe una
familia finita F(a, B) que satisface la desigualdad ([1.32)), por tanto hacemos
F = UII o sCFo F(a, ), que sigue siendo una familia finita de seminormas.

Si la funcién ¥ pertenece al conjunto Sz, entonces

179 [lg < @@ Map2™ 37 ||,
Il - ||a/’5/€-7'—(a7/3)

< A(g,@.n. M, a, 8) 27" | F(a, B,

debido a que existe un nimero finito de pares de n-tuplas («, 3), concluimos
con la desigualdad

0% ]],p < Ald,®,n, M, Fy) 27,

Cabe resaltar que la constante A(¢, ®,n, M, Fy) depende de las funciones
¢ (ver demostracién al Lema|1.3.16) y @, de los valores n'y M y de la familia
finita de seminormas Fy, pero no depende de la funcién V.

Transformadas de Fourier.

En la teoria escalar de distribuciones se puede definir la diferenciacién,
traslacion, conjugacion y la transformada de Fourier de distribuciones medi-
ante la aplicacion de estos operadores a los elementos de Schwartz S, esto es,
si f es una distribucién, entonces

Df i o (=1)FIf(DPy)
f e f(The)

Do (@)
e (@)

kS

Este mismo procedimiento podemos realizarlo en el caso de distribuciones
vectoriales.

Definicion 1.3.18. Sea f € S%, definimos la transformada de Fourier de f
como el operador lineal

(fr0) = (f,0), (1.35)
para todo ¢ € S.
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El operador f estd bien definido y es continuo debido a que es la com-
posicion de dos operadores continuos, a saber, la transformada de Fourier
escalar y la distribucién vectorial f.

Observacién 1.3.19. Cuando f € Li(R"™) el operador f es una funcién
vectorial definida en R™ mediante

fle) = / e f(x) da, (1.36)

La funcién f satisface también continuidad uniforme en R".
La integral en (|1.3.19) estd bien definida debido a que la funciéon =z +—

e" @ f(x) estd acotada por la funcién escalar || f(z) ||x que es integrable,
entonces si a esta integral la denotamos por el vector g(£) obtenemos una
funcion vectorial, ademas para ¢ € S satisface

o) = [ 900

_ / n ( / e (a) dx) (&) de
- [ ( [ ot d€) f(w) do

= [ f@)p(a) as
= (1.9)

El intercambio en el orden de integracion en la tercera igualdad es gracias
al Teorema de Fubini ya que la funcién (x,€) — e~®¢ f(x)p(€) pertenece
al espacio L(R" x R"). En efecto, [, [en || €75 f (@) () HX drd¢ <
Il f ||L§(Rn) l¢|l, < co. De este desarrollo y la definicién del operador f
obtenemos la igualdad

(9,9) = (f,¢)

para todo elemento ¢ en S, de donde deducimos la igualdad (1.36)). La con-
tinuidad uniforme de f en R"™ se verifica como en el caso escalar.

Al igual que en el caso escalar tenemos que la transformada de Fourier
de una convolucién es el producto de las transformadas.

Observacién 1.3.20. Sea f una funcion vectorial integrable y ¢ una funcién
en el espacio de Schwartz, entonces

(f*8)° (&) = f(&) 8. (1.37)

La prueba de esta férmula es idéntica al del caso escalar.
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Veamos ahora que la transformada de Fourier es un mapeo biyectivo
en el espacio S.

Proposicién 1.3.21. La transformada de Fourier es un isomorfismo del
espacio Sg sobre Sk.

Demostracion. Para ver que es inyectiva, consideremos f y g elementos del
espacio S§ tales que f = g, esto implica que f(¢) = g(¢) para toda ¢ en S,
pero la transformada de Fourier es un isomorfismo de S sobre S, (ver [31]),
lo que nos implica que f(¢) = g(¢) para toda ¢ en S y concluimos asi que
f=g

Veamos ahora que es sobre. Sea f € S, buscamos un elemento g en S§
tal que g = f. Esto lo conseguimos si hacemos g = f o F ! (los simbolos
S v § ! representan también a los operadores transformada de Fourier y la
inversa a la transformada de Fourier), entonces para cualquier ¢ € S tenemos
la igualdad

9(p) = g(@) = foF " oF(p) = fly).
O

La transformada de Fourier de distribuciones vectoriales se comporta dis-
tinto al de distribuciones escalares cuando nos restringimos al espacio L% (R™)
en el siguiente sentido (ver [19]).

1.3.22. La transformada de Fourier no mapea L%(R") en L%(R") a menos
de que X sea un espacio de Hilbert.

1.4. Funciones maximales.
En esta seccién definimos algunas funciones maximales que utilizaremos.

Definicién 1.4.1. Sea f € L (R"), la funcién mazimal de Hardy-Littlewood
vectorial M f se define como

Mf(z) = sup

. 1 f)llx dy, = €R",
r>0 ’B(l’,r” B(z,r) :

donde B(z,r) es la bola centrada en x de radio r.
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Observemos que la definicién es similar a la escalar, tan solo sustituimos
la norma escalar por la del espacio de Banach.

Teorema 1.4.2 (Teorema de la funcién maximal de Hardy-Little-
wood). Sea [ una funcién vectorial en LY con p > 1, entonces existe una
constante c(p,n) tal que

IMf, < clp,n) |l [l (1.38)

La demostracién es similar a la del caso escalar por lo que la omitimos,
(ver [27],130]).

Definicién 1.4.3. Sea u una funcién vectorial definida en el semiespacio
R la funcion mazimal no tangencial estd definida por

Mou(z) = sup [[ufy,t)[lx, =z eR"

le—y|<t

Proposicion 1.4.4. Sea u una funcion Banach valuada definida en el semies-
acio R" | si definimos la funcidon mazimal no tangencial de apertura a como
+

Mnt,au(x) = sup || u(y, t) ||X7

lz—y|<at

entonces la integrabilidad de My ,u no depende de la apertura a, mds ain,
sia yb son dos escalares tales que a > b > 0 y la integral [ M pu es finita,

entonces
/Mnt,au(x) dZE S Cn (a Z b) \/Mnt7bu($) de‘

Por lo tanto, si la maximal no tangencial es integrable para alguna apertura,
entonces la maximal no tangencial es integrable para cualquier apertura.

Para la prueba hacemos F(z,t) = || u(z,t) || en 11.2.5 de [28§].

Definicién 1.4.5. Sea ® € Sy f € S%, la funcion mazimal Mg f se define
como

Mof(x) = supll fx®i(a) |l  weR"
t>
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Ya vimos que la convolucién de f € S y ® € S es una funcion vectorial
definida en R", y si hacemos la convolucién con la dilatacién de ®, entonces
f*®(+) es una funcién vectorial definida en R y en este espacio se puede
calcular la maximal no tangencial de esta funcion.

Definicién 1.4.6. Sea ® € Sy f € S, la funcion maximal M} f se define
cOmo

Mgf(z) = sup [[f+®(y)llx,  zeR™

lz—y|<t

Lema 1.4.7. Sean ® € S, f € S, a > 1 y @, la dilatacion de ®, entonces
se cumple la desigualdad puntual

Mg, f < Mgf.
Demostracion. Haciendo t' = at y por definicién de Mg f vy f*Py(x) tenemos
)
)

Mgf(xr) = sup ()"

lz—y| <t/

X

= sup (at)™

lz—y|<at

X

> sup (at)™"
|lz—y|<t

= sup t "
|lz—y|<t

= Mg, f(2).

]

También se puede definir la funcién maximal no tangencial de la convolu-
cién f x &, con peso.

Definicién 1.4.8. Sea ® € Sy f € S, la funcion mazimal My s f se define
como

_N
*k y n
Miaf(e) =  sup Hf*@t(:v—y)Hx(Hu)  seRn

yER™ >0 t
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Por tltimo definimos una funcién maximal a partir de un conjunto finito
de seminormas.

Definicién 1.4.9. Sea F una familia finita de seminormas || - ||, 5 v con-
sidérese el conjunto Sz definido en ([1.33]). Definimos la funcién gran maz-
imal Mg f como

Mrf(x) = sup My f(z), z € R™

PeSr

Observacién 1.4.10. Todas las funciones maximales antes definidas son
escalares y no negativas.
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Capitulo 2

Espacios de Hardy vectoriales.

En este capitulo definimos los espacios de Hardy vectoriales. También
enunciamos el teorema de caracterizacién de h% por funciones maximales.
Este resultado nos da una manera distinta de visualizar al espacio de dis-
tribuciones vectoriales, a saber, son aquellas que su convolucién con fun-
ciones prueba satisfacen propiedades de p-integrabilidad. Aunque estamos
en el contexto vectorial, las demostraciones son adaptadas del caso escalar
que son variantes de la prueba original de Stein y Weiss en [29], constatando
que el cambio de la norma escalar por norma del espacio de Banach no altera
el camino de la prueba.

Finalmente mostraremos los valores frontera de los espacios de Hardy
vectoriales b (R:™!) para p > 0.

2.1. Definicion.

Definicién 2.1.1. Llamamos espacio de Hardy vectorial al conjunto
de funciones Banach valuadas definidas en el semiespacio Rﬁlfl, tales que
son armonicas en RTl y cuyas funciones maximales no tangenciales son p-
integrables, p > 0. A tal espacio lo denotamos como b% (R*), o simplemente

b-

El conjunto h% es en realidad un espacio vectorial debido a que si vy v
son elementos de b, entonces la funcién u + cv con ¢ una constante, es una
funcién armonica en ]RZ+1 y tiene funcién maximal no tangencial p-integrable
como consecuencia de las desigualdades triangulares que satisfacen tanto la
norma del espacio de Banach X como el supremo.

A este espacio se le asigna la norma

lully = [ Mu(u) ],

37
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cuando p > 1, y cuando p < 1 la p-norma

lully = 1 Mue(w) [[;-

2.2. Valores frontera de h (R'}™).

En esta seccién vamos a probar que los valores frontera de las funciones
en el espacio de Hardy vectorial b% son las medidas en Vi (R") para p > 1
mientras que para p < 1 es un subespacio de Sk%.

2.2.1. Valores frontera para p > 1.

O. Blasco demuestra en [5] que las funciones en el espacio de Hardy
vectorial del disco, es decir, el espacio de funciones arménicas u en el disco
unitario complejo D y cuyas integrales fT |u(r, )P df son uniformemente aco-
tadas sobre 7 € (0,1), tienen como valores frontera al espacio V¢ (T), donde
T = {zeC:|z| =1}

El procedimiento para generar funciones arménicas es por medio de la
integral de Poisson y necesitaremos recordar la funciéon nicleo de Poisson.

Consideramos la funcion positiva P definida en R" como

1
Plx) = c¢p——7
T

n+1
2

donde ¢, = T' (%) /x
Para una funcién escalar ¢ definidaen R y ¢ > 0, llamamos la dilatacion
de ¢ ala t ala funcién

o) = - o(5) (21)

Definicién 2.2.1. El nicleo de Poisson P, es la dilatacion de la funcién P
alat >0, estoes

t
Pt(..'lf) = Ch————————7 7T - (22)
(82 + [2[2)*F
De esta forma podemos también interpretar al nicleo de Poisson como
una funcién definida en el semiespacio R haciendo P(z,t) = P;(x).
A continuacién listamos algunas propiedades que satisface el niicleo de
Poisson (ver [27]) y que utilizaremos més adelante.
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/ P(z)dx = 1, paratodot> 0.

2. El nicleo de Poisson es una funcién arménica en el semiespacio R+,
es decir

A(z,t)Rt(J7> = 0.

3. El ntcleo de Poisson es una funcién p-integrable para todo p > 1 ya
que es integrable y acotada.

4. Sean f una funcion escalar definida en R™ que pertenece al espacio de
Lebesgue LP(R™), y m una medida de variacién acotada en R", entonces
las funciones definidas por la integral del nticleo de Poisson

u(w,t) = Rnf(y)Pt(:r—y)dy, (2.3)
vat) = [ Bla-y)dmly (2.4)

son armonicas.

El dltimo punto nos muestra que el nicleo de Poisson genera funciones
armoénicas. Las integrales en y reciben el nombre de integral de
Poisson de f e integral de Poisson de m respectivamente. Por supuesto, las
funciones u y v satisfacen més propiedades que ser arménicas, no las men-
cionaremos aqui pero recomendamos al lector ver [17], [30] para una descrip-
cion mas detallada y completa de las integrales de Poisson. Veamos que para
p > 1 estas integrales de Poisson de p € Vi generan funciones en b.

Sea p > 1. Consideramos una medida p en V¥ (R™), entonces la integral
de Poisson

peBle) = [ Py duty) (2.5)

genera una funcién u = p * P, armonica en R’}fl con maximal no tangencial
en LP(R™). A la integral en (2.5)) la denotamos como P,.

En efecto, debido a que P, € LY(R") y p € VF(R™) con p y g exponentes
conjugados la funcién u estd bien definida. Para probar que u es armoénica
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basta mostrar que es débilmente armoénica. Consideramos £* € X* cualquiera,
entonces la Proposicién [1.2.10| nos implica

eouwt) = [ Py ducl)

donde pg = &* op es una medida compleja de variacion acotada. Los
operadores laplaciano A e integral respecto a pe+ conmutan, entonces

A(:v,t) 5* o U(I7 t) = / A(x,t)Pt<x - y) dﬂf* (y) =0

y como &* es arbitrario, tenemos que u es débilmente armonica.
Veamos por tdltimo que M,,u € LP(R™). La Proposicion [1.2.24| nos im-
plica la existencia de una funcién positiva g € LP(R™) tal que

1

y de la teoria escalar sabemos que M,,g* P, € LP(R") cuando g € LP(R"),
por tanto M,,u € LP(R™).
Afirmamos también que lim, ,ou(-,t) existe en el sentido de distribu-

ciones Banach valuadas. En efecto, sea ¢ € S, entonces por el Teorema de
Fubini (ver [2], [21])

| Pty au)

< | Pty =29 a,

Pty = [ o [ Plo-y) duty)ds
= [ ] s@Pe =) deduty)

= L d(y) du(y)
= (1 9)

cuando t tiende a cero. La convergencia se debe a la desigualdad

H fkdﬂ—/ fidp < / |fe — fil d|p]
R" n X Rn

y al hecho de que la convolucién de una funcién prueba con el nicleo de
Poisson converge uniformemente a la funcién prueba. Concluimos asi que P,
converge a p cuando t — 0 en el sentido de distribuciones vectoriales.
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De lo anterior podemos deducir que si ¢ y v son dos medidas vectoriales
diferentes con p-variacion acotada en R"™, entonces sus integrales de Poisson
son funciones de Hardy vectoriales diferentes. En efecto, notamos primero
que la suma de las integrales de Poisson de las medidas p y v es igual a la
integral de Poisson de la suma de las medidas, estoes P,+P, = P,y,. Asi,
es suficiente probar que si P, = 0, entonces p = 0. Pero la convergencia
P, — p en distribuciones nos implica que = 0si P, = 0.

De esta forma hemos probado la inclusion
VIRY < BERL),  p> L (2.6)
La inclusién contraria la tenemos en el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.2. Sea p > 1, entonces cada u € bk (RTH!) es la integral
de Poisson de una medida p € V§(R"™). Ademds u(-,t) — p en el sentido
de distribuciones cuando t tiende a cero.

Obtenemos asi la inclusion
bR (R — VIR, p>1 (2.7)

Por lo tanto para p > 1, la transformada de Poisson es un isomorfismo
de VZ(R"™) sobre bk (R**!) y para p = 1 la transformada de Poisson es un
isomorfismo de un subespacio de Vi (R") sobre hk(R’™). La descripcién
especifica de estas medidas la encontramos en el Teorema [3.1.1]que se muestra
mas adelante. Esta identificacién del espacio h%(RTl) no es unica pues en
[7] Blasco identifica a sus elementos con operadores, (ver Observacién [2.2.3).

El resultado de la Proposicién es obtenido por Blasco en [5] para el
espacio de Hardy vectorial en el disco unitario. Recordemos que en el caso
escalar tenemos que hP(RT) = LP(R™), p > 1, via el nticleo de Poisson, y
en el caso vectorial sucede que b (R7!) = LE(R") cuando y sélo cuando el
espacio de Banach X posee la propiedad de Radon-Nikodym (ver Definicién
0.0.1] y [10]). La ventaja de mencionar el espacio V¥ (R™) en la Proposicién
2.2.2] es que no se requiere la pRN sobre X.

Demostracion. (Proposicion . Sea u € bR (R%™), p > 1, mostraremos
que existe p € VZ(R™) tal que u = p * P,. Consideramos la familia de
funciones Banach valuadas wu;(x) = wu(x,t) definidas en R", entonces la
familia de funciones {u;};~o pertenecen al espacio L% (R™) y estédn acotadas

uniformemente por || My (u) [|,,- Por otro lado tenemos las inclusiones

Ly (R™) < Ly (R™) < My (R™) =2 [Cox- (R™)]" (2.8)
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para p= 1,y parap>1
LE(R™) — LE..(R") — VE.(R") = [LL. (R™)]". (2.9)

Por tanto podemos considerar a la familia {u;};~¢ contenida en el dual
de Cox~(R™) cuando p =1 o en el dual de L%.(R™) cuando p > 1y por
el Teorema de Banach-Alaoglu existe una medida g € My o p € V. si
p > 1, tal que

ug, —> (2.10)

n

para alguna sucesién de la familia {u;};~o en la topologia débil estrella,
esto significa que para cualquier elemento ¢ € Cox+(R™) o ¢ € Li.(R™)
tenemos la convergencia (uy, , ) — (u, @) en C.

Veamos que si p = 1, entonces la medida obtenida p € My es A-continua
y por tanto p € V... Para cada ¢ € X*** la medida compleja £o i tiene como
densidad a una funcién en L'(R™) debido a que es el limite en la frontera de
la funcién escalar Cou € h*(RT) = LR y se sabe que las funciones
limites en la frontera del espacio h!(R"™) es un subespacio de L'(R"). Por
lo tanto, si un conjunto de Borel A tiene medida de Lebesgue igual a cero,
entonces f o u(A) = 0 para cada £ € X** de donde se sigue la igualdad
u(A) =0y por lo tanto u es A-continua.

Ahora probamos que la medida p genera a la funcién u, es decir

ue.t) = [ Ple-y)du), () €RY(210)

Sea t > 0 fijo, sabemos que el nicleo de Poisson es continuo ademas
de que es g-integrable, entonces para cualquier elemento £* en X* tenemos
que P(x —-)-& € Cox+(R™) y/o Pi(x —-)-& € L%L.(R™), por tanto la
convergencia nos implica

(ug, , P(x —-)- &) — (u, Pz —-)- &, cuando n — oo,

en C, pero

porte =€) = [ Pe-ne ) = ([ Rle-nde.e),

(s Pl =€) = [ Pla =08 w,(0) dy

- ([ rte -yt ane).
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Entonces para cada (x,t) tenemos la convergencia débil

/Pt(w —yu(y, t,) d(y) — /Pt(w —y) du(y), (2.12)

cuando n — oo. Por otro lado también tenemos la igualdad

/ Pz —yuly.tn)dy = ulzt+t). (2.13)

En efecto, si & € X*, entonces £* o u es una funcién compleja armoénica
con maximal no-tangencial en LP(R") y continua en el hiperplano {(x,7 +
tn) : x € R", 7 € R*}, por tanto

<€*7U(I7t+tn)> - §*OU<I,t+tn)
= /Pt(:v—y) £ ou(y,t,) dy

_ <g*, / Py — y)uly, t,) dy>-

Debido a que * es arbitrario tenemos la igualdad (2.13)).
La funcién u es armoénica y por tanto continua cuando ¢ > 0, de aqui la
convergencia

u(z, t+t,) — u(x,t), (2.14)

cuando n — oo y t > 0. Cabe notar que esta ultima convergencia es en
norma.

De las convergencias (2.12)) y (2.14]) y la igualdad (2.13]) obtenemos ([2.11)).

Veamos por ultimo que la medida p toma valores en X, pues las inclusiones
en y nos indican solamente que la medida p toma valores en el
espacio X**. Supongamos la existencia de un conjunto boreliano A tal que
1(A) € X*\X, donde 4 es la medida limite en la ecuacién (2.10)). Recordemos
que el conjunto A tiene medida de Lebesgue finita, ya que asi se requeria en
la definicién de medidas en V¥(R™), (ver Definicién [1.2.21]).

El teorema de Hahn-Banach nos asegura la existencia de un funcional
e (X*)* tal que ((X)=0 y ¢(u(A)) = 1. Entonces la funcién escalar
v =/{ou esarmoénica con supremo no tangencial en LP(R™), por tanto v es
la convolucién P; * g, donde g es un elemento de LP(R") o V!(R") cuando
p = 1 (ver III. 4.1 en [2§]). La unicidad del valor frontera de la funcién
v=~»Lou= P x(Lopu) nos arroja la igualdad g = {o p.
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También sabemos que la funcién v(-,t) converge a g en LP(R"), p > 1,
cuando t — 0, esto junto con |A| < co nos implica la convergencia

lim [ v d)\—/gd)\. (2.15)
A A

t—0

Ahora bien, calculando algunas integrales tenemos

/Av(x,t) dx_/A(eou)(x,t) dx_e</Au(x,t) dx) —0,  (216)

debido a que wu(z,t) € X para todo punto (x,t) en el semiespacio R"™, por

otro lado
/Ag(:t) da::/A d(éop)(:z:)zﬁ(/A du(x)) =1, (2.17)

De las ecuaciones (2.15)), (2.16)) y (2.17) obtenemos

0=Ilm [ v(z,t)de :/gd)\: L.
t—0 A A

Esta contradiccion viene de suponer la existencia de un conjunto A tal que

u(A) € X**\ X. Por tanto p es X-valuada. O

Observaciéon 2.2.3. De la demostracién de la Proposicion vemos que,
como en el caso escalar, si definimos el espacio de Hardy en RTI como el
espacio de funciones armonicas u tales que

sup / lue, Hllx de < +oo,

t>0

entonces los limites en la frontera de funciones en este espacio de Hardy es
el espacio Mx(R™).

Blasco identifica en [7] a este espacio de Hardy vectorial con el espacio
de operadores cono absolutamente sumantes. De esta manera estamos apor-
tando una identificacién mas a los espacios de Hardy vectoriales.

Observacién 2.2.4. Sean u y p como en la Proposicién [2.2.2] supdéngase
ademés que la medida p tiene como densidad la funcién f, entonces las
funciones u(-,t) convergen a f en LY (R™) cuando ¢ tiende a cero.

En efecto, el teorema de diferenciacién de Lebesgue es valido para fun-
ciones Banach valuadas, por tanto podemos seguir la demostracién del caso
escalar que no escribiremos aqui.
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2.2.2. Valores frontera para p < 1.

En esta seccion vamos a probar que, al igual que en el caso escalar, los
valores frontera para el espacio de Hardy vectorial h%(R’™) para p < 1 son
distribuciones vectoriales. Para ello necesitamos unos resultados técnicos.

Lema 2.2.5. Sea u una funcion Banach valuada en el semiespacio R’f“l con
mazximal no tangencial p-integrable para p > 0, entonces para (x,t) € R’}fl
tenemos

lu(,t) [l < (| Mug[],)t. (2.18)
Ademds u(-,t) € LL(R™) para todo t > 0 con la cota
fuC Ol < ([ Mgl 75, (2.19)

Demostracion. La desigualdad (2.18]) se sigue de la siguiente serie de de-
sigualdades.

lu@t) |} < min [Muu@)P < — (Mougtu(y))? dy

lz—y|<t " eyt

La primera desigualdad es vialida debido a que el punto (z,t) siempre cae
en los conos I'(y) con y tal que |z —y| < t, donde I'(y) = {(w,t) €
R™™ : Jw—y| < t}. Lasegunda desigualdad se debe a que el minimo estd por
debajo del promedio.

Para la desigualdad (2.19) utilizamos ([2.18])
[ el e = [ a0 1] 17 do
p )
| u(z,?) [[x da
R

_n\1-p
< (I Ml t73) 1 My |2
= || My ||, " 7.

< (I Ml t75)

]

Para el resultado que nos atane es necesario trabajar con la aplicacion de
una distribucién vectorial al nicleo de Poisson, que al igual que en el caso
escalar no se puede definir para cualquier distribucién sino que se requiere
cierta condicién sobre ésta.
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Definicién 2.2.6. Sea f € S, decimos que f es una distribuciéon Banach
valuada acotada (o simplemente distribucién acotada) si para toda ¢ en S la
funcion f * ¢ es acotada.

A continuacién damos una condicion suficiente para que una distribucion
Banach valuada sea acotada.

Proposicién 2.2.7. Sea f € S&. Entonces f es una distribucion acotada si
y solo si la distribucion escalar £ o f es una distribucion acotada para todo

& € X*,

Demostracion. Supongamos que f es una distribucién débilmente acotada y
sea € S, entonces para cualquier ¢* € X* la funcién escalar (£*of)xp es
acotada y la igualdad (£*o f)xp(z) = & (f*¢(x)) implica que el conjunto
{f+¢(x):xzeR"} C X esdébilmente acotado, y por lo tanto acotado.
Concluimos asi que existe una constante C,, que satisface || f*¢(z) ||y <
C, paratodo x € R", esto es, la funciéon f * ¢ es acotada, y como ¢ es
un elemento en § arbitrario tenemos que f*¢ es acotada para toda ¢ € S,

por tanto f es una distribucién acotada.
La implicacién contraria es clara. ]

A continuacién presentamos nuestro resultado principal en esta seccién.

Teorema 2.2.8. Sea u € h%(R"™) conp < 1. Sihacemos f; = u(-,t),t >
0, entonces existe una distribucion Banach valuada f tal que limy_,o f; = f
en el sentido de distribuciones. Ademds f determina de manera unica a u
mediante la integral de Poisson.

Demostracion. Consideramos la familia de funciones ., 7 > 0, definidas
en el semiespacio R?*! como wu,(z,t) = u(z,t + 7). No es dificil ver que
Mur(z) < Myu(x) para todo o € R™, lo que nos implica que u, € bk.
Afirmamos que u, € b%(RTl) y satisface

B3

| Mpeur [, <[] Mogur ||p s (2.20)

En efecto, por @I8) || ur(y, 1) [lx = || uly, 7+ 1) |l < || Musu ||, (r+0)77,
y por tanto

Mout(u)(2) < || Mo ll, 75, @ € R
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Entonces

Mo (ur)(2) dz = / Mo (ur) ()] [ Mo () (2)]F da

< (Ml 5} [ M @) ds

n

= || Mygu]], 75

R

Queda probada asi la afirmacién. De la definicion de f; se tiene que f; €
LE(R™) ademéds || f; ||L§ < |[ My ], para todot > 0. De aqui se sigue
que la convolucién f; * P, esta bien definida para t,7 > 0. De la diferencia-
bilidad de u, en todo (z,t) € RT™ se sigue que u,(z,t) = f. * Pi(z)
para todo (r,t) € R Entonces u(z,t) = u.(z,t—7) = fr*xP_ (),
y de esta forma obtenemos

filz) = frxP_r(x), zeR"y t>rT

Esta igualdad nos indica que la funciéon f; es la convolucién del ntcleo de
Poisson y la funcién vectorial f.. De la Observacién [1.3.20] obtenemos

y sabemos que (P,_;)"(§) = e 27lIt=7) " entonces
Fi(&) I = f(€) eI, (2.22)

Si definimos la funcién vectorial ¢ : R" — X como sigue

W(E) = ful§) e ceR,

entonces por (2.22)) 1) no depende del parametro t, por tanto

) et ], = |
< [ WAl do

= lu(z,2) ||y do
R

< Cct"r =0tV

donde N =n/p—n > 0. Obtenemos asi una cota para la funcién ¢ dada
por

(@) [lx < Ot el
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para toda t > 0, lo que nos implica

19@) [lx < Cfe=Verélt = Cle|.

Asi, 1 es una funcién vectorial lentamente creciente y por tanto es una
distribucion vectorial temperada.

Sabemos por la Proposicién [1.3.21] que la transformada de Fourier es un
isomorfismo de S§ en S%, por lo tanto existe f en S§ tnica tal que f = .

Ahora vamos a probar que la funcién f es precisamente el limite de las
funciones f; cuando t tiende a cero en el sentido de distribuciones vectoriales,
es decir, vamos a probar que para cualquier ¢ en S se cumple que

<ft7¢> - <f7 ¢>

en X cuando t tiende a cero. Sea ¢ € S,y sea p € S tal que ¢ = ¢, entonces de
la definicion de transformada de Fourier de distribuciones Banach valuadas
tenemos

Fod) = 0d) = ne)
= [ v g ag
5 / W(E) (€) de
= (f.o)={f.¢)
= (f,0)

cuando t tiende a cero.

Veamos por tltimo que en el sentido de distribuciones se cumple la igualdad
u(z,t) = fx Pyx). (2.23)

Para que la convolucién con el nicleo de Poisson esté bien definida lo
primero que hay que probar es que f es una distribuciéon acotada. Sea ¢ € S
arbitraria, entonces

1 Fxe@)|lx = [[{fim@) lx = M| (fm@) Ik < [[Muull, [l el

por tanto f es una distribucion vectorial acotada. R
De la definicion de la funcién vectorial ¢ y la igualdad ¢ = f tenemos

fi(&) = f(&) el
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si aplicamos a esta igualdad la inversa del operador transformada de Fourier
obtenemos

u(z,t) = fi(r) = f=*P(x), (x,t)€R"™

Valores frontera de h%(R"™) para p > 0.

Debido a que las medidas con p-variaciéon acotada con p > 1 son distribu-
ciones temperadas, entonces podemos resumir las Proposiciones y
en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9. Sea u una funcion Banach valuada armonica en el semies-
pacto R’}fl con mazximal no tangencial p-integrable para p > 0, entonces la
funcion u posee valores frontera f en el sentido de distribuciones vectoriales
y estos valores determinan de manera unica a la funcion u mediante

u(z,t) = fxPyx).

2.3. Caracterizacién por funciones maximales.

En esta seccién definimos el espacio de Hardy vectorial HE(R™) y maés
adelante veremos que coincide con bk (R%*!) . El espacio HE(R") est4 for-
mado por distribuciones vectoriales que tienen maximales acotadas como se
describen en el siguiente resultado que extiende el teorema clasico de Feffer-
man y Stein en [15]. Para la definicién de funciones maximales ver la Seccién

L4l
Teorema 2.3.1. Sea f € S y 0 < p < 0o. Entonces son equivalentes
(i) existe ® en S con [ @ #0 tal que My f € LP(R™),
(i1) existe una familia finita F de seminormas en S tal que Mxzf € LP(R"),

(11i) f es una distribucion vectorial acotada y My (u) € LP(R™), donde
u(z,t) = f* Px) .
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Observacién 2.3.2. El conjunto finito F en la funciéon gran maximal Mz no
depende de la distribucién Banach valuada (ver demostraciéon més adelante),
por tanto si se considera un entero positivo N y consideramos el conjunto
finito

F=Fn = {ll-llag * laf < N[B] < N7},

entonces para alguna ® € S y N suficientemente grande, dependiendo de p
y n, obtenemos que las cantidades

| Mo f ], | Mg f Il I M=f I, I Mu(fxP) ], (2.24)

son todas comparables entre si, de aqui que podemos escoger alguna de éstas
como norma de f. Cuando p > 1, || f ||z es cualquier cantidad en 1} si
X

p<1,|f HH§ es cualquier cantidad en 1) a la potencia p.

Definicién 2.3.3. Sea f € S, decimos que f estd en el espacio de Hardy
vectorial HE(R™) si satisface alguna de las condiciones en el Teorema [2.3.1]

Corolario 2.3.4. (Teorema Si f es un elemento de HE (R™), entonces
para toda ® € S se tiene que Mg f € LP(R™).

Demostracion. Por el inciso (ii) existe una familia F tal que Mzf € LP(R").
Sea ® € S, entonces la funcién ¥ = ®/C' estd en Sz, donde

Cc = max (0] .
| “aﬁefl\ o

Entonces para todo z € R” se tiene que Mg f(z) = CMy f(z) < CMzf(z),
de donde concluimos que Mg f € LP. ]

Antes de probar el Teorema [2.3.1| presentamos la relacién entre los espa-
cios HE(R") y by (R).

Teorema 2.3.5. Sea p > 0 y u una funcion Banach valuada tal que es
armonica en RTI, entonces Myu € LP(R™) siy sélo si uw= f* P, para
alguna f en HE.

Demostracion. Si f estd en H, entonces u = f * P, es arménica y por (7ii)
Mi(u) estéd en LP(R™).
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Sea ahora u una funcién en by (R), por el Teorema existe una
distribucién vectorial f tal que u = f * P;. Resta demostrar que f € HE.

Veamos primero que f es una distribucion acotada. En efecto, las fun-
ciones f. := u(-,€), € > 0, son distribuciones acotadas uniformemente en e.
Esto debido a que f. € LX(R") y para ¢ € S arbitraria se cumple

| fexp(a) [lx < Anllfe(y)llx|¢(x—y)ldy < el e,
< [ Muull, [l o]l
De aqui que

1 f o) |[x < SgIODH fex o(@) [lx < I Muull,[[ ],  paratodo z € R".

Por tanto f es acotada, y de la igualdad uw = f % P, tenemos M, (f *
P) < My € LP(R™). Del inciso (i7i) del Teorema concluimos que
f e HE. O

Demostraciéon del Teorema [2.3.1].

La demostracién es una extension del caso real reemplazando la norma
por el médulo. En la demostracién de la implicacién (i) = (ii), se prueba el
control que la funciéon maximal Mg f ejerce a la funcién maximal Mg f, este
resultado por si solo es muy importante si se considera que el supremo sobre
una recta controla al supremo sobre una regiéon que contiene a la recta.

Demostracion. (Teorema |2.5.1)).
Prueba de la implicacién (i) = (4i).

Sea ® en S tal que [, ® = 1y la funcién maximal Mg f estd en LP(R™).
Queremos demostrar que existe una familia finita de seminormas F tal que
la funcién gran maximal Mz f estd en LP(R™).

El procedimiento sera probar que si Mg f pertenece a LP, entonces para
N > n/p se cumple || My f Hp < c|[Mgf ||, Continuaremos probando
la existencia de una familia finita de seminormas F tal que la funcién gran
maximal Mz f estd controlada puntualmente por la funcion maximal M4 f.
Dejaremos hasta el final la prueba del control de M3 f por Mg f en L”.

Prueba de que H Mysf Hp < c|[Mgf ||, st Np > n. Siponemos
u(z,t) = || f* @) ||% en la Proposicién obtenemos

[ swllssvge—g) g de<eiear [ sl fedde -y | do, (229
R R

™ |y|<at n |y|<t
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para a > 1. También siy € R", t > 0y N > 0, entonces

_Np
y _
| f* @iz —y) [I% (1+| |) < D207 sup || f x @yl —y) [, (2:26)

t keNp lyl<2*t

donde Ny = NU{0}. Comprobemos la desigualdad ([2.26)). Cuando |y| < t, el
término k& = 0 de la suma lo mayoriza. En efecto, cuando |y| < ¢ se cumple

—Np
)
||f*®t(x—y)||§§(1+| |) < 2" sup || fx Bz —y) |-

t lyl<t

Cuando 27!t < |y| < 2*t tenemos

—Np
Yy _
1 fru(e—y) I (1+' ') < 20BN gup || (Fx B =) |12

13 ly| <2kt

Asi, la desigualdad ([2.26)) se da porque el sumando k-ésimo supera a la
funcién del lado izquierdo cuando y esté en el cascarén de radio (2871, 2F).

De la desigualdad (2.26) obtenemos:

” yl\ "
Mial@r = sw 5 ada— )t (142
yeR™ >0
< ) 20PN sup || fr By(z—y) |}
keNo ly|<2*t

Integramos sobre todo R, utilizamos el teorema de Tonelli y la desigualdad
(2.25) respectivamente para obtener,

k
kGNO \y|<2 t

< 3 a0 (1 4 Qk)”/sup 1 £+ @iz —y) [z do
keNp vt

keNy
= CR, I MgfIl;,

ya que la serie converge cuando Np > n.
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Prueba de que existen distribuciones [ tales que Mzf < cMy'sf
puntualmente. La estrategia es mostrar la existencia de una familia finita
F tal que si ¥ estd en Sz, entonces la maximal My f es acotada puntualmente
por M5 f, lo que nos implica la cota puntual de la gran maximal Mz f por
M{fsf, un tipo de control sobre la gran maximal mds fuerte que el que se
desea probar.

Sea ¥ € S, entonces por el Lema [1.3.16] existe una sucesion de funciones
{77(’“)} en S tal que podemos representar a W como la serie ZkeNO ) % Dy,

por tanto W, = 7, nt(k) % ®,-1,. Desarrollando la maximal My f:

Maf(e) = supl] £+ ¥i(x) I

k
= sup|| Y fx@ypryx 7 (2)
>0 keNp X
k
< supz/nfwﬂm—y) e [0 ()] dy.
t>0 keNp

Insertamos en el integrando el factor
-N N
Ll Ll
2kt 2=kt )7
entonces

Mof(e) < dzaf@sw S [ (14 3% ) WPwlan @

2kt
t>0 keNp

Pero

/ <1+%>N|n§k><y>|dy = [ a2 i

_ o (™
= [ a2 R Wl dy

< A, sup (T4 25y (1 + [y ™ ()],
yeR™

donde A, = [ dy. Por otro lado quisiéramos tener la desigualdad

1
(+[ypr+t

suRp(l + 25 DY A+ ) P ()] < 27 (2.28)
yeR™

para toda k£ en Ny, donde ¢ es una constante que no dependa de k, cuando
la funcion ¥ pertenece al conjunto Sr para una familia finita de seminormas
F. La existencia de la familia F la probaremos mas adelante.
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Hacemos notar que requerimos condiciones de acotamiento uinicamente
sobre la funcién original ¥, pero esto implicara cotas sobre las funciones n*)
s que a su vez implicaran la desigualdad .

Continuamos la demostracién principal de esta seccion diciendo que existe
una familia finita F tal que si la funciéon ¥ pertenece al conjunto Sz, entonces
todas las funciones 7®)’s satisfacen la desigualdad y por tanto

Myf(r) < Mygf(x)sup Z c27h = cMy o f(),

>0 1eNo

para toda ¥ en Sz, y por lo tanto

Mzf(x) < cMygf(x) paratodo € R"™

Existencia de la familia finita F. Sabemos que existen constantes ay
y a, que dependen de N y n respectivamente que satisfacen las desigualdades

(1+2%yDN < an(1+2°Vy™),
(L4 )™ < an(l+ [y"™),

utilizando estas desigualdades obtenemos

L+ 25N (L + Jy)™ 0™ (v)]
Ann (In® )]+ 2"y N ® ()] + [y[" T n® (y)] + 25V |y |V B (y)])

IA A

Ana2™ | I oo+ 22 1 Mo+ 22 [0 lo+ 20 [10”

la|=N |a|=n+1 |a|=N+n+1

debido a que por ((1.22)) tenemos |y|™ 7™ (y)| < cpm Zw:m H nk) Ha o> bara
m=N,n+ 1, N +n+ 1. Consideramos la familia finita de seminormas

Fo={lloo 11+ llag 11+ llgo 11|

y hacemos M = N + 1. Entonces las funciones ¥ y &, la familia finita de
seminormas Jy y la constante M > 0 cumplen las hipétesis de la Afirmacion
[1.3.17, que nos garantiza la existencia de una familia finita F tal que si la
funcién ¥ estd en el conjunto Sr. Entonces H nk) Ha’ﬁ < ¢ 27K+ para

toda k € Ny y toda seminorma || - ||, 5 en Fo. Por lo tanto

(L2 DY @+ )" P ()] < A2 (| Fof ¢ 27HVHD)
C 27k para todo y € R",

ch,O ’

o il =N B =n+ 1| = N+n+1},
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de donde se sigue (2.28)).

Hasta aqui hemos probado la existencia de una familia finita F tal que la
maximal Mg f controla a la gran maximal M f para alguna ® en S. Para
finalizar la prueba de la implicacién (i) = (i7) a continuacién vamos a probar
el control de la maximal no tangencial Mg f por la maximal “radial” Mg f.

2.3.1. Control de la maximal no tangencial por la
maximal radial.

Prueba del control de M f por Mg f. Sean € € (0,1) y Ny > 0, definimos
la funcion mazximal no tangencial truncada como

t ™ 1
MEN f(z) = sup f*x Dy ( ) .
oS = e e\ )

Mostraremos que existe Ny tal que
|08 || < O Noup, £, 9) | Mo |l (2.20)

Habiendo probado ([2.29)) para alguna Ny, el Lema de Fatou implica el control
que queremos.

Vamos a probar primero que Mg f pertenece al espacio L= (R™) (] L?(R™)
cuando N, es suficientemente grande.

De la desigualdad existen enteros no negativos m y [ y una con-
stante C'(f,n) > 0, tales que

I f=@) lx < C(fin) Y sup (Jy|™ + [w|™)| D @y (w)]
81<t VR
< C(fn) A+ yl™) > sup (L + [w|™)|[ D@y (w)]

n
181<t VR

(At W™) 4 pmy > sup (1+ ‘%m ‘D% <%>‘

1 n $n+l
min{¢", "t} =y wER

< C(f,n) (1 +ely)™e™E ™+t H(1 +1t™)O(D).

< C(f,n)

No

Multiplicamos ambos lados por (;£) m Notamos que (¢ + €)= <

e ™Moy escogemos Ny > n + [ para acotar el producto (™™ + t~"~!)tNo por
una constante que dependerd de e, Ng,n,l si 0 <t < e . Entonces

No -m —m)\ .—No
t ) 1 < C(f,@)E (14+e ™) C’(Ng,n,l).
t+e) (L+ely)™ (14 efy[)Nom

1f+0uls) Il (
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Debido a que |z —y| < €71, tenemos —e ™ < |z — |y| < €7}, luego 1+ €|z| <
2+ €ly| <2(1 +€ly|).
Concluimos asi con la desigualdad

€,No C(f,(D,TL,N(),E)
Mg f(x) < (1+€|x|)(N0—m)'

Si hacemos Ny > max {n + 1, % + m} llegamos a que M;Nof pertenece a
LP(R™) () L*>*(R™).
Con el objetivo de mostrar que la integral de la maximal M;’NO f secon-

centra en un conjunto particular, introducimos a continuacion dos maximales
mas, pero antes consideramos algo de notacion.

Ponemos ¢ = 8%1_43, y notamos que %f* ®y(x) = ¢ f*(P"),(x). Escribire-
mos ®! en lugar de (®%);. Por lo tanto

V(fr @) = (@), D), [ B () € X

Definimos también

=

vl = HYIwlE) . e

Las nuevas maximales que consideramos son:

No

t 1

ME’NOf:E) = sup  t]| Vof * ®u(y) | n( ) ,
Vo ( oyl <t<e—d H t( ) ’X t+¢€ (1+€’y‘)NO
No
t 1 t

s - o () e
i@ = s W) e\ ) arge e

A continuacién vamos a probar la existencia de una constante L > 0 tal que
se cumple la desigualdad

e

< )| Mz™s

(2.31)

p p

y la desigualdad puntual
Mgy f(z) < C(No, L, &,n)Mg"" f(x). (2.32)

)
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Enseguida probamos ([2.31)). Para cualquier z € B(y,t) y t < ¢ ! se
cumple que

A\ 1 No
172l () o < M

por tanto, para 0 < q¢ < oo, 7,y € R" y t < ¢! notamos que B(y,t) C
B(x, |z — y| +t), tenemos

I+ 20 1l (4 )NO( :

t+e 1+ ely|)No
1 €,No q p
(|B(y,t)| /B(y,t)(Mq) D) d >

t+ |x—y|)3 ( 1 / N a
< (Mg™ f)4(2) dz
( i B e = g7 0] oy

< (M) Ml )}

tomando L > n/q, por tanto

1
q

MM f(@) < MU @)}

Aplicando el teorema de la maximal de Hardy-Littlewood (Teorema |1.4.2)),
con la restriccién 0 < ¢ < p tenemos

[ (@) e < [{uforgtop) @) o

< e [ {[0mn] @} @

= Clpq)|| a5 |

p

9
p
como queriamos probar.

Prueba de la desigualdad (2.32). ® € S implica que ®° € S para
1.3.16

i=1,2,...,n. Por el Lema|1.3.16| existen funciones prueba n“* tales que

=) Dy wnh,

keNg
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Entonces
No
@Z
12 e () e
t " 1 (4,k)
- B ) |
: <t+€> el [T
t \ Vo "
P - dz.
(t+€) (1—|—e|y| Nong:/Hf* g—r¢(Y Z)||X|77t (2)] dz

Multiplicamos el integrando por un uno de la forma

2-kg ™ 2-ky Frockt 4 e\™ f27Ft 4z — (y — 2)|\*
2kt + e 2t + |z — (y — 2)| 90—kt okt

Tenemos las desigualdades

No —k No
t 27"t +e€ 1 N
<t+e> ( 2k ) g (L™ < (

Para |z — y| < t conseguimos

N
’ || f* Pory(y )||x (i,k) .
<t+e> / Tt o @ld

e 21\ No 27kt 4+ o — —z L )
S M@,No,Lf(x) Z 2kN0 / (1 + ‘;D n ( ‘th(y )|) )n(z,k) (_
keNg
< MMt f(x) Y ok / (1 + |w)™ (1 4 2% + 2 [w])*[n® (w)| dw
keNp
< 2PMGNEf(x) Y 2tk / (L+ [ P (w)] dw.
keNy

Como antes, tenemos la cota sobre la integral

/(1+|w|)N“+L!77("”“)(w)|dw < An sup (14 |w]) P (w))

weER?

weR?

donde A, es el valor de la integral [ W dw, y por 1) tenemos

< A(n, No, L) sup (1+ Jw|YHE451) [0 ()]

z
t

z |\ No
;) , st 0<t<el

)‘dz
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[ ¥ ) du

< eln No. L) | [0 [[go+ >0 (0" ]

|a|=No+L+n+1

Dada la familia finita de seminormas Fo = {|| ||o0:!| |l40 : la] = No +
L + n + 1}, y siguiendo la demostracién a la Afirmacion [1.3.17] tenemos la
existencia de una familia finita de seminormas F; tal que

[0 )5 < c(d, @, No,Lyn, (o, §)) 27 FO0HHD 37 ] 9|
|| . ||a’,/:f’€}—i

QI,B/

= ¢(®, Ny, L,n) 27 FNo+L+1),

para todo (a, B) € Fy. Las constantes c¢(®, Ny, L,n) no son iguales en cada
desigualdad, pero se escriben asi para senalar la dependencia solo de Ny, L,
ny de la funcién @, y que las constantes ¢(®, Ny, L, n) incluyen la cota para
las sumas ZH~ § P’ |los pr Para toda i = 1,2,...,n, que finalmente

dependen sélo de los valores ya escritos, asi, no existe dependencia de los
indices 7’s.
Concluimos asi con la cota sobre la integral,

[ ) ) de < cn, No, L, @) 2O,

que sustituimos para acotar el valor

(m)NOZ/”f*TTZW 2 llx), 69 ) g

< 2 () 30 200 (L ) )] du

keNy

S C(TL, N(), L, (I)) QLM;,No,Lf(I) Z 2k:(No+L) Q_k(NO+L+1)
keNp

= C(n7N05L7 (I)) M;7N07Lf<x>7

y por tanto concluimos

A Mo 1
|| f = 2i(w) || (Ht—e> (1 + ely|)No < C(n,No, L, ®) My™" f(x).

Observemos que la cota se da independiente de i. Utilizando esta ltima
desigualdad, la ecuacién 1) y la definicion de M@go f obtenemos la de-

sigualdad (2.32)).
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De las desigualdades (2.31)) y (2.32)) conseguimos

[RL

< C(p,No, Lo, ®)|| M5 f ||
p p
Ponemos
_ n . €,No €,Ng
E = {xER MM F(2) < AMS f(x)},

con A > 0, entonces

/ CM;;NO () < AP / MEN fr(z) < A—pC(p,NO,L,n,cp)HM;;NO f
E

EC

P
.
Si hacemos A tal que A™PC(p, Ny, L,n, ®) < %, concluimos entonces que

1
M) < || M

p
(2.33)
EC p

Como afirmamos anteriormente, la integral de M;’N‘) f estd concentrada
en el conjunto F. Ahora vamos a probar que en este conjunto la maximal
M;,’NO f es controlada por la maximal de Hardy Littlewood. En efecto, para

0<g<oo,ytodoxz € E se cumple
Mg f(z) < C(n, No, A, q) {M[(Msf)") ()} (2.34)

Por definicién de MG™ £, existe (yo,to) € R™ tal que |z —yo| <to <€ 'y

to \0 1 1
i) > MG f(x).
172 e (22) e 2 M)

También por definicién del conjunto E' y por definicion de M@g" f se cumple
que para € E'y 2z tal que |x — 2| <ty < ¢! se tiene

No
o 1 )
to || VP (2) ||xn (t0+e> R < AMSM f(x),

por tanto, de las dos tdltimas desigualdades se obtiene

1+ elz] \ ™
|

Ol VS5 86l < 201 o)l (1

Esta desigualdad es vélida para todo z tal que |z — z| < g < e 1.
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El Teorema del Valor Medio y nuestra tultima desigualdad permiten el
siguiente desarrollo: para alguna £ en la recta que une a z con ¥y, se cumple

170002 = £ @l i = 1940l |2 —
2\ 1+ ele] \ ™
< 2l (1) - m

pues Yo v 2 estdn en el cono truncado de altura e~! con vértice en x y como

consecuencia el elemento £ pertenece a este conjunto. Entonces |yo—¢&| < 2¢71,
y ademas

1 No
(+_€|5|> < Oy (L+elyo— €N < 2Y(1+elyo —€)) < 2M3.
1+ €|yol

Por tanto
3 2No+1 )\
15 @(2) = o) [l < =

Si escogemos z dentro del cono truncado con vértice en x, ademés de que
|z — yo| < to/3 2No+2)\, entonces

1@z = Fx @)l < 511 = @)l

Por lo tanto

|| S @1 (o) [l [ = %ol

[ f*@u(2) [lx = 1 f*Peo(wo) llx = [| f* Pro(2) — f * Py (0) [Ix
1
z 5 | f* @iy (v0) |Ix
> Mg f(a)

Concluimos con el siguiente desarrollo

q 1 q
MIOLfYe) > o /B () du

.
> - (Mg f)*(w) dw
|B(:L’,t0)| B(z,t0) N B(yo,53)

.
> = || f* @y (w) [|x dw
[B(,t0)| JB(2.t0) N Bwo,3) A
1 1
[ _ Mﬂ 0 q d
|B(z,t0)] B(,t0) N B(yo,2) 4q< o)) du
|B(x,t0) N B(yo, 5)| 1,1 o 11

C(n, No, N)4~1(Mg™ )" (),

v
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donde se usa el hecho de que si | — yo| < to y d > 0, entonces

|B(z,t0) () B(yo, 0to)|

c(n,0) >0,
Bl to)] 2 dm9)

y el minimo de esta constante se alcanza cuando |x —1y,| = to. Con esto queda
probada la desigualdad ([2.34)).

La desigualdad ([2.34)) junto con el requerimiento de 0 < ¢ < p nos implica

p

Joapy < connof.om) [Orimr):
< CluNo.f2.p) [ (M)
Concluimos con la desigualdad
J0ary = €l Noof )| Mo I (2.3)
De y se obtiene finalmente

Paer | = [aatery+ [ oagery

p
p EC

1 e p
< C(n,NO,f,<I>,p)I\M@f||§+§HM@’Nopr'

N . .
Recordemos que Mg f pertenece a LP, asi que su norma en L es finita,
por tanto

[5%8 || < € No, £.9.) || Maf ],

Prueba de la implicacién (ii) = (4i).

Supongamos que existe una familia F tal que Mzf € LP(R™). Sea ® € S,
entonces por la demostracién al Corolario tenemos que Mg f € LP(R"),
y por lo tanto Mg f € LP(R"). Sabiendo que la cantidad || Mg f ||, es finita,
podemos hacer la siguiente serie de cotas de igual forma que en la prueba al
Lema 2.2.5]

[ @) |l; < min Mpf@) < — (M; f(y))” dy
lz—y|<t lz—y|<t

< | Mg f Il
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Por tanto [| f+ ®(z) [[x = || f+Pi(z) [y < || Mgf ||, Concluimos que
la funcién f * ® es acotada, y como ® era arbitraria en S, tenemos que la
distribucién f es acotada.

Probaremos ahora que la maximal no tangencial de u = f * P, pertenece
a LP(R™). Usamos la descomposicién en serie del niicleo de Poisson que se
muestra en [28, p. 98]

P(z) = cn(1+|2f*)”

= > 27%e(),

keNp

donde la sucesiéon {®*)},cy, es acotada en S. Entonces tenemos que

Muu(z) = sup || f*P(y) |y
lz—y|<t
= sup || [fx 22 kq)zlz
|lz—y|<t keNg X

= sup ZQkf*CIDth Y)

|lz—y|<t keNg

< 22’“ sup

X
k
fealw]|,

le—yl<t
= ZQ kM*mf (z)
keNy
< 22 kM*(k)f (z),
keNg

utilizando el Lema De esta forma la maximal M,,;u serd p-integrable si
la suma ) keNg 2 kM o es p-integrable. Nos enfocaremos pues en probar
que la suma menc1onada estd en el espacio LP(R").

Debido a que la sucesion {®*)},cn, es acotada en S y el conjunto Sr es
una vecindad del 0 en S tenemos la existencia de una constante C' > 0 tal
que {®™}ien, © C S, entonces la sucesion {£ M}y, estd contenida en
el conjunto Sz, por tanto se cumple Mgw) f(z) < CMgxf(z) para z € R",
esta estimacion y la Seccion implican que My, f pertenece al espacio
LP(R") para toda k ademas de la cota uniforme

| My £l, < CUM=fII,-

Consideramos ahora las sumas parciales s, = >/, 2_kM$(k) f,parap >



64 Cap. 2. Espacios de Hardy vectoriales

1 tenemos
m
| sm —sill, = Z 27 My f
k=l »
m
< > 2F|[ My f ],

k=l

< ClIMzfI,Y 27" — 0,
k=l
cuando m, | — oo. Esto implica que la sucesién {s,,} converge a un elemento
p-integrable.

Cuando p es menor a 1, el espacio LP(R") sigue siendo completo pero
con la métrica d(f,g) = || f—gll}, (ver Teorema 8.16 en [32]). Que las
sumas parciales s, forman una sucesién de Cauchy en LP(R") se prueba
similarmente al caso p > 1. En efecto, teniendo en cuenta la desigualdad
(a4 b)P < aP + b para a,b > 0, (ver [32, p. 133]), y que la serie Y-, . 277
converge cuando p estd entre 0 y 1, tenemos que

Z 27 My f
P

p

| sm —sill, =

p

IN

2 2| M £ I,
k=l

m
< ClMFIES 2.
k=l
En resumen hemos probado que la serie reNo 2 Mz f es una funcion
p-integrable y como esta serie acota a la maximal no tangencial M, u, ten-
emos que M,u € LP(R™) para p > 0. Queda asi probada la implicacién

Prueba de la implicacién (iii) = (1).

Vamos a probar que Mg f estd en LP(R"™) con ¢ una funcién de prueba
definida a partir del nucleo de Poisson suponiendo que M, (f * P;) es p-
integrable.

Consideramos una funcién 7 real definida sobre (1, 00) que es rdpidamente
decreciente en oo y satisface las condiciones de momento floon(s) ds = 1,
[77 s"n(s) ds =0, para k =1,2,.... Se define entonces

(z) — /1 () Pa(x) ds. (2.36)
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Por el Teorema de Fubini se tiene [, ®(z) dz = 1. Veamos a continuacién
que esta funcién tiene rapido decaimiento. Desarrollando el polinomio de
Taylor de la funcién (1 + #2)~("+Y/2 tenemos

(1+2)7 02 = N " apth + O(t").
k<R

Aplicandolo al ntucleo de Poisson tenemos

k
CpS o = anakskv‘_l_n <i> +CnO(SR+1|x|_R_n_1),

(82 + |af2) "2 = |z

De la definicion de ® y las condiciones de momento de la funcién n tenemos

[®(2)] < cn

/ 0()O(s7H 2 ~Fm1) ds
1

de donde se sigue que ® decrece rapidamente. El mismo argumento aplica a
cualquier derivada de ® (debido a que en todos los términos de las derivadas
del niicleo de Poisson aparecerd el factor (s + |x|?)~(+1)/2). Esto significa
que ® € S.

Por tltimo veamos que Mg f € LP(R™). Por definicién de convolucién y
de la funcién ® tenemos

1<) = (1 [aor (F5) as)

Ahora bien, la aplicacién f conmuta con la integral de Riemann debido a
que ésta es continua en S, por definicién de dilatacién tenemos la férmula
(f,0) =t7"(f, 0 (Z)>v y por definicién de convolucién, obtenemos finalmente

X

1% () [y = H ) o) as

X

Por lo tanto
Maf(z) < / n(s)|sup | £ % Palz) Iy ds
1 t>0
- Stggllf*ﬂ(m)ﬂx'/l n(s)] ds
/1 0(s)] ds - Mue(f * B (2),

IN

asi que My f € LP(R").
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Capitulo 3

Descomposicion atomica.

En el capitulo anterior vimos que los elementos del espacio h% los podemos
considerar como elementos de HE mediante la convolucién con el nicleo de
Poisson. En este capitulo mostraremos que los elementos de Hi se pueden
descomponer en “bloques” llamados medidas dtomos cuando p < 1.

En la primera seccion mostraremos que una medida regular con variacion
acotada contablemente aditiva tal que su gran maximal estd en LP(R") se
puede descomponer en la forma u = g+ b, donde g es una medida cuya
norma esta acotada por la medida volumen, y b es la suma ajena de medidas
bloques. Finalizamos esta seccién mostrando la densidad del espacio Vi NHE
en HE.

En la segunda seccién se realiza la descomposicion del espacio de Hardy
Banach valuado para p < 1; primero se descompone un elemento en la inter-
seccion Vi (HE, posteriormente un elemento de HE utilizando la densidad
del espacio Vx N HE en HE.

3.1. Descomposiciéon de Calderén-Zygmund.

De aqui en adelante denotaremos la funcién gran maximal simplemente
como M en lugar de Mz, donde el conjunto finito F se mantendra fijo hasta
que se requiera lo contrario. También relajaremos las condiciones sobre la
funcién ®, a saber, que satisfaga las condiciones de una aproximacion a la
identidad, esto es, ® € C>°(R™), con soporte en la bola unitaria de R" y que
Jgn @(z) dz # 0.

Decimos que una familia de conjuntos { Ay }ren posee la propiedad de la
interseccion acotada cuando existe un nimero entero M > 0 tal que cualquier
conjunto A, intersectara a lo mas a M conjuntos de la familia.

Recordamos que Mx(R™) es el espacio de medidas regulares con variacién

67



68 Cap. 3. Descomposicién atémica

uniformemente acotada sobre todos los conjuntos acotados.

Teorema 3.1.1. Sea u € Mx(R™) una medida absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue para cada cubo Q) C R™. Supongamos que
My € LP(R™) con p > 0. Entonces para cualquier constante fija A > 0 existe
una descomposicion = g+0b, b= ">, b,, y una coleccion de cubos {Q} }ken,
tales que

1. {Qx} tiene la propiedad de la interseccion acotada, y

Joi = {&: Mu(x)> 4},

2. Cada medida by, tiene soporte en Q5, bp(R™) =0y

/ (Mabi()) dr < e /Q (M(a))? da. (3.1)

k
3. La medida g es acotada:

||g||VX°°(]Rn) < cA. (3.2)

Definicién 3.1.2. A la descomposicion de la medida u se le conoce como
descomposicion de Calderon-Zygmund.

La condicién sobre p en el caso escalar es que sea una funciéon integrable,
en el contexto Banach valuado a p le pedimos sea una medida con variaciéon
acotada.

Hacemos notar que se mantiene la notacion clasica para las partes g y b de
1, esto siguiendo la aceptacion de que la medida g se denota asi por “good”
en inglés debido a que se comporta adecuadamente en el sentido de que es
acotada por la medida de Lebesgue como se puede observar en la desigualdad
, y la medida b denotada asi por “bad” en inglés, es la parte mala de la
medida p; no obstante, este teorema nos dice que a b podemos representarla
por medio de una serie de medidas bloques b, las cuales tienen soporte en
un cubo acotado y satisface condiciones de momento, més aun, si ® es una
funcién prueba, entonces la desigualdad nos dice que by, € HE.

La demostracion la dividimos en secciones.
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Cubierta y particion de la unidad. Definimos el conjunto
Q = {zeR": Mu(z) > A},

y consideramos F = Q.

Notamos que €2 es abierto en R”, por lo que hacemos uso del lema de
la cubierta de Whitney, que nos dice que dada esta separacién del espacio
euclideo, entonces existe una familia de cubos {Q} cerrados tales que

1. Q= UieN Qs
2. QpNQ5 = (), para todo ¢ # j, donde @5, es el interior del cubo Q)

3. di, < d(Qy, F) < 4dy, dy es la longitud de la diagonal del cubo Qy,
d(Qg, F) es la distancia del cubo Q) al conjunto F', (ver Figura,.

2,
3

Figura 3.1: Cubos cuyo diametro es comparable con la distancia al comple-
mento de €2

Si [ es la longitud de las aristas del cubo @), entonces la Propiedad 3
implica \/nl;, < d(Qk, F) < 4y/nlj. Para dos constantes fijas 1 < a < a*,
obtenemos los cubos @, C Qr C @, que son dilataciones del cubo @), por

los factores a y a*, esto es, los cubos Q) v Q5 estan centrados en xj y sus
aristas tienen longitud aly y a*l; respectivamente. Ademas, si tomamos a*
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suficientemente cercano a 1, tenemos |J,oy Q7 = €, v la familia {Q}} tiene

la propiedad de la interseccién acotada. La familia {@Vk} también tiene la
propiedad de la interseccién acotada, siendo M el niimero mayor de intersec-
ciones. Por 1ltimo tenemos que las longitudes [ y [; son comparables cuando
los cubos QF vy QF se intersectan, (ver Seccidn .

Para definir los elementos bloques es necesario construir una particién de
la unidad para el conjunto €2 subordinada a la cubierta {Qy}.

Consideramos una funcién ¢ : R — [0, 1] suave, tal que vale 1 en el cubo
de longitud 1 centrado en el origen y 0 fuera del cubo concéntrico de longitud

da. Hacemos ¢i(z) = ¢ ;kxk , donde z;, es el centro del cubo Q.
Definimos ¢ = Pk , entonces ¢y, satisface
> %
[ e = Qi =1, 3.3
(@)l < Cal”. (3.4)

Estas propiedades de ¢, se muestran en la Seccién [3.4]

Denotamos por % a la funcién ¢, normalizada, esto es %c = gbk/ fRn or(x) dz,
por lo que se cumple [, op(z) dz = 1.
Observemos que la integral fR" ¢ dp tiene sentido, y de hecho, por el
Ejemplo la medida g define un operador lineal y la aplicaciéon sobre
¢k, que denotamos por (u, ¢r), estd dada por esta integral.

Las medidas bloques. La medidas bloques deben satisfacer tres condi-
ciones: soporte en un cubo acotado, bx(R™) = 0 y que su maximal esté acota-
da. Se intuye entonces que se definira by a partir de las funciones que confor-
man la particién de la unidad {¢x} para la condicién del soporte. Las otras
condiciones requieren que la medida b, satisfaga la condicion de momento

(br,q) = 0

para todo polinomio g de grado a lo mas d, donde d es un entero no negativo
tal que satisface p > n/(n 4+ d+ 1) (méas adelante veremos el porqué de este
requerimiento tan preciso). La condicién de momento se obtiene si definimos
las medidas bloques como

dbg(x) = on(x)(dp(z) = hp(z) dz).
A continuacién mostramos la definicién de la funcién hg(x), que finalmente es

un polinomio, y que la medida b, satisface la condicién de momento requerida
y posteriormente probamos las propiedades faltantes sobre la medida by.
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Sea P el espacio de polinomios en R™ y Py, el espacio vectorial de di-
mension finita formado por polinomios en R™ de grado a lo mds d. Sea H el
espacio de Hilbert L?(Qj, ¢r dx) y Hg denotard a Py como subespacio de
H. El producto interior (f, g)r2(q:) es la integral sz f(z)g(z) dx, mientras

que (f, g)y representard fQ* f(x)g(:v);b;(x) dz y cuando no se especifique se
k
considerard (f, g)r2(qr)-

Sean qq, @o, . . ., qn polinomios que forman una base ortonormal para H,,
entonces
(@i, 4j9r)12(q:) = 0ij. Para los elementos ¢ € Py x € X el producto

q - v € P ® X define una aplicacién en S dada como

o = (q¢-z,0) = (¢, @)

por lo que podemos ver al producto ¢ - z como un elemento de S%.
Ahora definimos el operador Px : S§ — H4 ® X como

N
Px fHqu<f7qj$k>' (3.5)
j=1

Notamos que el producto g; (Zk es infinitamente diferenciable con soporte com-

pacto por lo que la aplicacién (f, qi$k> estd bien definida para todo f € S%.
No es dificil ver que este operador es lineal, ademas

N N
=1 j=1
N

=1 7=1

= ZQZ<f7Q7,(Zk> = Pva

por tanto el operador Px es una proyeccién. Veamos ahora que Pxpu tiene
la propiedad de que ((u — Pxp),qér) = 0 para todo ¢ € Hy. En efecto, es
suficiente probarlo para ¢;, un elemento basico de Hy4. Entonces

(= Pxp, qide) = (11, qidx) — (Ppt, @)
N

= {u,aox) — Y (a5, G0k) (1, 4 Ox)

i=1

<,u7 qquk’) - <:ua QZ¢k>
0.
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Observamos que ((p — Pxp),qor) = (0 — Pxpt)dg, q). De esta forma
si definimos los polinomios hg(z) = Pxu(x) entonces las medidas by’s
definidas arriba satisfacen la condicién de momento (by,q) = 0 para todo
polinomio ¢ € H,.

Con esta propiedad sobre by, obtenemos 0y(R") =[5, dbe(z) = (bi, 1)
0. Resta probar la desigualdad y para ello necesitamos cotas sobre los
polinomios hy’s asi como un resultado que nos da una estimaciéon de la apli-
cacion de una distribuciéon Banach valuada a una funcion especial en términos
de la funcién gran maximal.

Lema 3.1.3. Sea Ny > 0 fijo y consideramos Spy ={d €S : [[¢]|,; <
1, para todo |a|,|B| < No}. Sea f un distribucion Banach valuada y ¢ una
funcién en S con soporte en la bola B = B(xo,7) y tal que |0%p| < r—"lol
para toda |a] < Ny, entonces

1 (f,0) llx < C'MfNof(x), para todo z € B.

Demostracion. Para cada x € B C R" definimos ¢,(y) = r™o(x — ry).
Entonces

pu(y) = (=Dl o%p(e —ry). (3.6)
La tultima cantidad es distinta de cero sélo si x — ry € B, esto implica que
ly| < 2. En efecto, si |y| > 2, entonces
(@ —ry) —@ol =[ry — (. —wo)| = rlyl— |z — 20| >2r -1,
es decir, x — ry ¢ B. Entonces |y| <2y de tenemos

Y0 pu(y)| < 2Yorm el |9 (z — ry))|
< 2N0Tn+\a|,r—n—\a| _ 2N07

para todo |af,|3] < Ny debido a la hipdtesis sobre la funcién ¢. Entonces
obtenemos que || ¢, ||, 5 < 2™ independientemente de x, por tanto sz @, €
Fny-

Por definicién de ¢, se tiene que (p,),(x —y) = ¢(y). Entonces

(fr0) = (f, (@a)r(x =) = ([, 2 ((@a)r) ) = [ * (@2)r ().
Por lo tanto
| {f,o) llx < QNOM;ENOf(x), para todo x € B.
O
Observacién 3.1.4. Los polinomios hy satisfacen

| fr(z) i) |lx < cad, para todo = € R"(3.7)
| d(x) hi(2) ||y < caMp(x) para todo z € Q;.(3.8)
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Para probar estas desigualdades necesitamos la cota

sup 0%q(x)] < sty gy, para todo ¢ € Py. (3.9)
el

Primero probamos para el cubo unitario centrado en el origen, asi, H
es el espacio de Hilbert L?(Q*, adx) y Hq es el subespacio de L?(Q*, gdx)
que consiste en polinomios de grado a lo mas d. Sea ¢ un polinomio en H, y
P el operador proyeccion de H en H,4, entonces

N

¢="Pla) = > (@¢0)u @

i=i
donde ¢q, g9, ..., gy forman una base para el espacio H4, por tanto

N

g = Z(%%’)H 0°q;.

1=1

Ahora bien, cada ¢; es un polinomio de grado a lo mas d, entonces existe
una constante Ag tal que |0°¢;(z)] < Ag para todo r € Q*, para toda
1=1,2,..., N y para toda n-tupla 3, de esta manera

07q(x)] < ZKQaQi)HHaB%‘(:E”

N
< ABZHCIHHH%HH

< Agnllally-
Notemos que la constante Ag ny no depende del polinomio ¢, por tanto

squ |8ﬂq(x)| < Agnllally, para todo ¢ € Hy.
reQ*

Consideramos ahora H = L*(Q5, (Zk dz), Hgq como antes y ¢ un polinomio
en H,. Existe un polinomio ¢ definido en Q* tal que

i@ = 7(T). eeq

por tanto

Pa() = 17 aﬁa(@) ,
k
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pero (z — )/l es un punto en QQ* y ya vimos que existe una constante Ag x
tal que

~ [ T — T} ~
7 (S| < ATl

Entonces
0%q(@) < Asn 57T pgor 5 a0y -
pero
TP dr = = [ lolr + z)Pé(a) da
Q o Jo-
_ L 2 y_xk —-n
= 75 R o (V57) iy
[ -
_ b f{f’“ /Q o) ) de
T

obteniendo asi la desigualdad (3.9)).

Debido a que los elementos bésicos ¢; de H4(Q}) son polinomios y por la
desigualdad obtenemos que |90°¢;| < Aﬂ,le_'ﬂl para todo || > 0 y toda
i=1,2,...,N. N

De la desigualdad |0%¢y| < A/gl,:nfw 'y la fé6rmula de Leibniz tenemos

’aa%alc’ < Z < g ) ‘aﬁ%@a*ﬁ%@‘ < Aa,leinila'-
BLa

Ahora hacemos ¢ = cqiak y r = by/nli, donde la constante ¢ depende
de a,n y N para tener |0%| < r~"7l°l. Aplicamos el Lema a la

funcién ¢ y obtenemos H (u,qiak) H < g Mpu(z) con z € @5, ademés si
X

z € B(ay,r) (N, entonces H (1, qiow) H < A
X

Ahora bien, por la definicién de hy(x) tenemos

br(7) <Z () (i, Qz5k>>

< 1on@) Y la@)l || (. aid)

| or(@)he(@) [l = ‘

X

I
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Cuando z ¢ Q; se cancela cada término de la tltima suma debido a la funcién
¢r. Cuando z € (), la funcién ¢, esta acotada por 1. Como ya mencionamos,
los polinomios ¢;’s estan acotados uniformemente en ()} por una constante
C, por tanto

| dela)hu(a) Iy < Zc A = i,

probando asi la desigualdad (|3 . De manera similar probamos ([3.8));

|| ox(z)he(z) ||y < ZC eMu(z) = cg Mu(z), sioz € Q.

Ahora probamos la desigualdad (3.1) para la que requerimos de las de-
sigualdades

Mgbi(z) < eMup(z), x € Q. (3.10)

lZ—&-d—H

En efecto, con (3.10) y (3.11)) podemos desarrollar

/n<M©bk<x>>pdx - ( /Q k /Q )Mq)bk ) da

lz+d+1 p
< Pd A————— 5 dux.
< /*(Mﬂ(l’)) €z +/( e {C |z — @yt } X

k

Calculando la ultima integral

pp(ntd+1) 1
(cA)PL, /(QZ)C |z — ap,[p(rtd+D) dz

~ p(n+d+1) > 1 n—1
= (cA)I, Cn /z o dr
k

CmpAplz(nerJrl) lzfp(n+d+l)

siempre que p > , por lo tanto

n
n+d+1

ln+d+1 p
k ~
Jae AtT=mgmm} 2o = ol
k

S Cn,p,a*/ (M:u>pa
Q*

k
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la desigualdad es vélida debido a que Mpu(z) > A en 2, en particular cuando
x € @}, asi obtenemos (3.1)).

Prueba de la desigualdad . Por definicion de la medida b, tenemos

Veamos la cota para el término Mg (¢x, dp)(x). Para z € Q; la convolucién
¢ dux Py (z) estd dada por la férmula (u, ¢pP¢(x —-)). Para poder aplicar

el Lema hacemos

oy) = oY)z —y). (3.13)

Por la férmula de Leibniz obtenemos la siguiente estimacion sobre las derivadas
de la funcién ¢.

o) < ) ( g ) ‘a%k(y)-aa% (x_y)‘

t

1 - e
o 2 Cas [Cﬁmlk 7o p ot '}
B<a

= Coc,(bk,q)t_n Z [l;‘od . t_|a_ﬁl]

BLa

{ Cap,ol "1l cuando t <y

IN

Ca,cbk,@lz;nila‘, cuando t>1;

Ademés
sop {9} = sop {&Pi(x—)} C Qi )Blx,1).

Por tanto, el radio de la bola B en el Lema lo escogemos de acuerdo
a la magnitud de t; cuando t < [ escogemos la bola B(x,t) que contiene el
soporte de ¢, para t > [ escogemos B = B(x,2y/nl;) que contiene al cubo
Q5 vy por tanto al soporte de . Entonces para cualquier ¢ tenemos

| on dpx @u(z) [y = [ (s 0) [lx < eMp(z).

Si tomamos el supremo sobre ¢ > 0 obtenemos
Mo(¢r dp)(z) < cMp(z),  x €. (3.14)

Veamos ahora la cota para el término Mg (¢rhy)(x). Tenemos que

|| prhi * Pe(x) ||y < cadA Oi(x—y)dy = cqA x € Qy,

R’I’L
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debido a (3.7)), pero si z € @ C €, entonces Mu(z) > A. En particular
|| prhi * Py(x) ||y < eMpu(z) para x € Qf. Tomando el supremo sobre
t > 0 obtenemos

Me(¢rhi)(z) < cMp(z), =€ Q. (3.15)
De las ecuaciones (3.12)), (3.14) y (3.15]) se sigue la desigualdad (3.10).

Prueba de la desigualdad . Por las condiciones de momento que
satisface la medida bloque b, tenemos

b, * ©4(7) = (by, ®s(z — -)) = (bg, Pe(7 — -) — @),

donde ¢ es el polinomio de Taylor de grado d para la funcién y — ®,(z — y)
alrededor del punto y = x. Por definicion de by,

b @i(r) = (on dp, ®i(z — ) — @) — (xhk, Pe(z —+) — @),

entonces

Maby(z) < sup(dp dp, ®4(z — ) — q) + sup(prhy, Pe(z — ) — q)

t>0 t>0
- [1 -+ [2.

Veamos la cota para I;. Recordarmos que |8a$k| < Aalk_n_‘a'. Ahora
bien, la funcién @ tiene soporte en la bola unitaria centrada en cero, x ¢ Q5
y 7 es el centro del cubo @}, por tanto %a*lk < |z —xg] < t, ademds

y € Qx, lo que implica (a* —a)ly < |v—x,| < t, entonces
t > |le—vyl,|lr—xx] > cli (3.16)

donde la constante ¢ es independiente de k.
Con esto ultimo presente y || > d tenemos que la derivada 0%q se anula,
ademds 0°®, = t~"71°l(9®), por tanto

ld+1
k —|al

fe? —ny—|af —n—d—1,—|a|+d+1 %
09| < Cat ™"t < Ot t < Ca|x—xk|"+d“ k

Cuando |a| < d y debido a que ¢ es el polinomio de Taylor de grado d,
tenemos que 0%q es el polinomio de Taylor de grado d — |a| de la funcién
(0“®4(x — +)), por tanto, de la férmula del residuo obtenemos

00‘(@,5 — Q) = 8a(1)t — @aq

1 1 N
- (d—|a|+ 1)1 trtdtt OTR(E) (y — )1
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Concluimos que para cualquier n-tupla de enteros positivos « se tiene la
desigualdad

N ld+1 o §
0%[@(z —y) —a)]| < AQW%' : z ¢ Q. (3.17)
Por lo tanto si definimos la funcion
T — n+d+1
ply) = |l+.z|+1¢k(y)[®t(x —y) — ()],
k

obtenemos la cota
0% < Anly"
Podemos entonces aplicar el Lema [3.1.3]a it y ¢, obteniendo
| (@) [y < eMupu(z) < cA.

De la definicion de ¢, y calculando el supremo sobre ¢ > 0 obtenemos

ln+d+1
k

11<CA

hS W? z ¢ Q. (3.18)

Para I, usamos la desigualdad (3.17)) con o = 0, entonces

Hovheda =)= e = || [ @de =9 = ationtmm ay

X
ld+1
cA —Hh / dy
|$ _ xk|n+d+1 Qo

lz—l—d—l—l

= CA—.

|(L’ _ xk|n+d+1
Calculando el supremo sobre ¢t > 0 obtenemos
[r+dtl

I, < cA—* (3.19)

- |JJ _ xk|n+d+1'

Las desigualdades (3.18]) y (3.19) implican la desigualdad (3.11]).
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La medida buena. Definimos la medida g como

] dp(z), z € Q°
W ={ £ an re
Tomando en cuenta que b = >, bi, entonces se tiene
g+b = pxac +Z¢khk+z¢k(u— hi) = pxoc +Mz¢k
keN keN k
HXaC + HXQ

Probamos ahora que g € Vg°(R™). Si E C Q, entonces

A(;%hk) da = /E<§k:||¢khk||x> de

< /McAdx < CcA|E].
E

l9(E) [lx = |

Ahora sea E C QY por lo tanto g(E) = pu(E) y vamos a probar entonces
que || #(E) || es acotada por cA|E|. En efecto, consideramos un funcional
& € X¥ y sea u, la medida composicion £* o p, entonces p, es una me-
dida compleja de variacién acotada, por tanto existe f, € L'(R") tal que
dp(z) = fi(x) dz. Por otro lado recordamos que || u(E) ||« puede ser cal-
culada mediante el supremo supy ¢. |, <1 [(§", 1(E)), pero tenemos

[ u(E)] = |p(E)|
Ef*(x) dx

/ lim f, *x &, (z) dz
E

t—0

pues @ es una aproximacion a la identidad, por lo tanto

(€ BN < Ty [ 1fc o) de
Ademas

fox @) = /<I>t(x—y)f*(y) dy = /<I>t(x—y) de(y)

_ <§*,/<I>t(:c—y) du(y)>

= (& px ().
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Por lo tanto tenemos

lu(E) [lx = sup  [€, u(E))

1€ flx=<1

sup M/U**(I)t(xﬂdx
E

|| & [lge <1 E70

sup T [ []¢"|
& lge<1 70 JE

IN

IN

o L @(@) | da

A
=
<

=

O
o,
S

A
o
n

S
(oM
&

< CcA|E|.

Observemos que en esta tltima parte de la demostracion al Teorema |3.1.1
es donde se usa la hipdtesis de variacion acotada sobre p para mostrar que
la medida g es acotada. No obstante si quitamos la propiedad de variaciéon
acotada sobre p seguimos obteniendo propiedades sobre la medida “buena”,
a saber, la medida g pertenece al espacio HX (R™). A continuacién mostramos
esto ultimo.

3.1.1. Una variante al Teorema de descomposicion Calderén-
Zygmund.

Teorema 3.1.5. Sea p una medida como en el Teorema solo que ahora
no es de variacion acotada. Entonces se cumplen todas las tesis del teorema
excepto la desigqualdad , que es sustitutda por

n+1
lk

Myg(x) < cMu(x>ch<x>+cAZ<lk T (3:20)

T — xk‘)n+1'

Demostracion. Definimos ¢ igual que antes, es decir, a partir de py de b =
> bi hacemos

g=p—0o

Para probar ([3.20]) consideramos primero el caso x ¢ ().
Por la definicion de g, tenemos que Mgg < Mg + ZkeN Mgby. Pero Mgu <
M.
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Por otro lado, si x ¢ €2, entonces z ¢ Qf, por tanto cly < |x — x|, lo que
nos implica

n+1 n+1
lk lk

e =T S Tt o= ey
junto con (3.11)) con d = 0 tenemos

n+1
lk:

Magpb < cA .
P k(x) C (lk+ |x_$k|)n+1

(3.21)

Cuando =z € (), entonces x € (JF, para algin m. Entonces hacemos

g=p=> b = p—Y b= b
c 3

keN

donde la suma ) es sobre los cubos Q; cerca de Q%,, esto es Q; (N Q5, # 0,
y la suma )", es sobre los cubos Qj lejos de QF,, es decir Q; Q% = 0.

m?

Recordar que hay a lo mas M cubos cerca de Q).

Cuando los cubos Q) estan lejos de @), volvemos a la propiedad cl; <

|z — x|, pues x ¢ @, y por tanto volvemos a tener

n+1
lk

Mabi(x) < cA )
; <I>k<) — ;(lk+|x_xk|>n+l

Cuando los cubos @} estan cerca de (), hacemos
H—Zbk = N_Zﬁbkﬂ_ngkhh
c c c
En la dltima suma sabemos que si x € QF,, entonces |r — x| < /nly,

luego Iy, + | — x| < ¢yl y por tanto

n+1
lm

(I + |2 — @)t

1 < ¢,

También tenemos la desigualdad Mg (drhy)(x) < cA (ver el desarrollo en
la desigualdad (3.15])). Entonces

n+1
lm

(I + |7 — @)t

> Mo(hetr) < cAM < cyA
C
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Veamos la convolucién de ®; con p — >, pu¢y. Consideramos una con-
stante ¢y tal que col,, = sup{r > 0: B(z,r) C QF }. Entonces para t <
colm se cumple

(b= cep) ¥ Py(x) =0 debidoaque 1= ¢, =0 en @,y P(z—-)
tiene soporte en B(z,t) C QF,.
Para t > c¢yl,, notamos que

(u - qfw) * Qy(z) = <u, (1= )Pyl — -)> :
c c
luego, consideramos la funcion ¢ = (1 =), ¢p)P(x — -). Observamos que

aaj£:¢% _ zi:l;kqaa¢,
C

C

pero sabemos que las cantidades I y [, son equivalentes cuando los cubos
@y y Qr, tienen interseccién no vacia, ver Seccién [3.4] por tanto

0 " ul < AaML.
C

Recordemos ademds que [0%®;| < A,t~"71%|9°®|, entonces
0% < Aaul," o

Una vez mas usamos el Lema [3.1.3, por lo que consideramos la bola B =
B(x,7), donde r = cl,,, con c lo suficientemente grande para que B () Q¢ # 0,
entonces

[, 0)| < Mp(y) <cA, si ye B[)Q°,

por lo tanto

ln+1
su — * O, (x <cA<cA m .
up (“ ;‘M Rl O P |
Resumiendo:

Myg < My (/L — Z ¢ku> + Z Moy (prhi) + Z My by,
C C L

n+1 n+1 n+1
Ln lnl lk

cA +cA

+cA
(I + |2 — 2| )7+ (I + |2 — 2| )7+ ¢ EL: (lg + |z — x|+t
!

< cA :
S AL G R

keN
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De esta forma

ln+1
Mog < [ Ui+ fo = 2l)
A , e )
AL (lg + |z — xp|)n v
como queriamos probar. ]

Corolario 3.1.6. La medida g en el Teorema pertenece al espacio
H (R™).

Demostracion. Integrando el término My - xqc

wwamcz/<wwwwwwV§A*{/aMmp<w7
R™ 0C

(918

debido a que p < 1. Por otro lado

/ dx _
an (e + o —z)mt — Tk

entonces
n+1
lk

cA dr = cA I} =cA = cAlQ
/n g(lk+|$—$k|)”+l ; : §|Qk| @

< Q.

Por tanto tenemos

ln+1
Meg(z)dz < Mu(x) - z)dx + cA / k dz
e s9(x) - (@) - xac (z) zk: (I + |z — ]+
< 0.
Esto significa que Mgg € L'(R™) y por tanto ¢ € HL(R"). O

Corolario 3.1.7. La medida g en el Teorema[3.1.5 es de variacidn acotada.

Demostracion. El Teorema y la inclusién en ([2.7) nos implican
Hy = by C Vg,

y como g € Hi, concluimos que g € Vi (R™). O
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3.1.2. Densidad del espacio H(R").

Teorema 3.1.8. Sea p < 1, entonces el espacio Vi (R") NHE(R") es denso
en HE(R™).

Demostracién. Sea p un elemento en HY. Por el Teorema [3.1.5 haciendo
A = k para cada k € N, existen medidas by,g; tales que u = gp + bg.
El Corolario nos dice que g, es de variacién acotada. Por otro lado,
w, by, € HE implica que g, € HE. Por tanto g, € Vi NHE.

Tenemos ademés

HM—91<:||%§ = ku||%§ < CM/ MpP(z) dz,
{Mp>Ag}

por la desigualdad (3.1)) y el hecho de que cada z pertenece a lo mas a M
cubos. Por hipétesis My € LP(R™) por lo que la integral tiende a cero cuando
k tiende a oo. Por lo tanto gx — p en HE. O

3.2. Descomposicion atémica.

Comenzamos con la definicion de una medida atomo y algunas de sus
propiedades.

Definicién 3.2.1. Sea p < 1. Una medida v es una medida p-atomo si
satisface las siguientes condiciones.

1. El soporte de la medida v esté contenido en una bola de volumen finito.

2. Es acotada por el volumen de la bola B a la potencia —1/p, || v ||VXOO <
c
W7 por tanto la medida v es de variacién acotada y por tanto tiene
Blr
sentido la integral de funciones continuas, en particular la integral de
polinomios, para los cuales enunciamos una tercer propiedad.

3. La condicion de momento, [,,z* dv(z) = 0, para todo multi-indice
a tal que |a| < n [— — 1—‘ (el entero més pequenio que acota por
p

arriba a 1/p — 1).

Observacién 3.2.2. Sea v una medida p-dtomo, entonces v es un elemento
de H% y su seminorma en HE es uniformemente acotada.
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En efecto, sea ® una funcién en C*>(R"™), positiva, con soporte en la
bola unitaria de R™ y tal que A = [® # 0, por lo que ® € LYR"),
consideramos la constante Ag que acota a |0*®(z)| para todo x € B(0,1) y
la| =0,1,...,[1/p—1].

Consideramos también B = B(T,r) la bola donde se encuentra el soporte
de la medida v. Debido a que v € V°(R") y ® € L'(R"), la convolucién
de v y la funciéon ® estd bien definida ademés de que

lvsa@ll = || [ode-naw

< v llyg [l @]y
X

por (1.19), tomamos el supremo sobre ¢ > 0 y obtenemos
Mgv(z) < C¢|B|_% para todo z € R". (3.22)

Por otro lado, si = ¢ 2B (2B = B(7, 2r)), tenemos que

v % @) ll, = \

1
para todo polinomio p de grado menor igual a n [— — 1| . En particular

/n Oy(z —y) dv(y)
[ e =) = ) vty

X

X

consideramos el polinomio de Taylor ¢, .(y) de grado d alrededor de T de la
funcién y — @;(z — y), con d la parte entera de n(p~! — 1), entonces

— X
B —y) — qaly)] < Al

Pero afirmamos que r < t y que |xr —T| < 2t. En efecto, y € B, de lo
contrario dv(y) se cancelaria en la integral de arriba. También y € B(z,t)
debido al soporte de la funcién ®, entonces r < ¢t implica |z — 7| < |z —
yl+ |y —=| < t+r <2r lo que contradice x ¢ 2B. Por tanto r < t, que a
su vez implica |z —Z| < |v—y|+|y—T| < t+r <2t, como querfamos
probar y por tanto llegamos a la desigualdad

_ E‘d—l—l
para todo x ¢ 2B.

[Pi(z —y) — qua(y)| < Cnp @
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Volviendo al calculo de la convolucion de v y ® tenemos

lrsa@lh = | [ @60 - s

X

< H v ||VX°°

/ i — y) — qusly)] dy

1 Cn,p,®@ d+1
THE |n+d+1/ly T[T dy.

X

Resolviendo la tltima integral y tomando el supremo sobre ¢t > 0 llegamos a
la desigualdad

1 r n+d+1
Mqﬂ/(l’) S Con,® 1 (m) . (323)

| B

De las desigualdades (3.22) y (3.23)) acotamos la siguiente integral,

Mgr?(z) de = (/ +/ ) Mg (z) dx
R 2B 2BC
dx

< B—l d B—l p(n+d+1)/
< el [ cpnalB i [

= Cpn,@-

Cpn,® €5 una constante que depende de las constantes n,p y de la funcién
®, pero no de la medida v, y queda probada esta observaciéon que da pie al
siguiente resultado.

Observacion 3.2.3. Si {ax} es una familia numerable de medidas p-dtomos
y {\x} una sucesion de numeros complejos en ¢P(N) (el espacio de sucesiones
p-sumables), entonces la serie

Z A, (3.24)

c o TP
pertenece al espacio H.

: N
En efecto, denotamos por py a la suma parcial ) ,_; Apay, entonces

N
Mepuy < Z MeMgay,.
k=1

Ademads

N p N
<Z /\qu>ak> < Z |Ae|P (Moag)?,
=1 =1
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debido a que p < 1. Por tanto

/n[Mq,uN]p(x) dz < /HZMP[MM,C]%) de <O [Nl

De la desigualdad de arriba observamos que la serie en (3.24) converge en
HY, més atin, se observa que en la convergencia no importa el orden de los
sumandos, y a este tipo de convergencia se le llama convergencia incondi-
cional.

Uno de los objetivos del presente trabajo es la direccion contraria a este
desarrollo, esto es, dado un elemento p en HE, existe una sucesién en ¢°(N) y
una sucesion de medidas p-atomos tales que p pueda ser representado por la
serie ), oy Ak@k- A este proceso le llamaremos descomposicién del elemento
. Sin embargo, antes de considerar 1 € H realizamos la descomposicién en
un espacio denso en HE, a saber, en V4 () HE.

3.2.1. Descomposicién atémica para Vy () H.

Teorema 3.2.4. Sea 1 € Vii (HE, entonces existen {\;} en ¢* y {a;} me-
didas dtomos tales que

o= Z)\jaj7

jEN

donde la convergencia es en el sentido de distribuciones, ademds tenemos

dNP < Cllnligs.

jEN

Demostracion. Sea u € Vi (HE, entonces para cada j € Z podemos
hacer la separacion p = G; + B;, con Bj = >, ybjw, v Q@ = {z €
R"™ : Mpu(x) > 2} = Upen @ x> pOr el Teorema m Notamos que ;41 C
Q.

El Teorema nos dice que G; — p en Hf cuando j — oo, ademds
|| G; HVXOO < ¢2’ por 1’ por tanto G; — 0 cuando j — —oo. Entonces

p=1lim Y Gj-G; (3.25)

N—oo |
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Debido a || Gy11(E) = Gy(B) ly < 1| Gyaa(E) ly + 11 G5(B) [ly, por
1} obtenemos || G411 — G; HVXOO < ¢27. También tenemos que el soporte de

'i+1 — G estd contenido en (2, para convencerse considerar esta diferencia
como B; — Bjq.

Recordemos que las funciones bloques estan dadas por db;x = ¢;x( du—
h;r dz), donde h;; son funciones obtenidas por la proyeccién P;xu, donde
Pii + S — Hajx®X y Hay es el subespacio vectorial de L*(Q5 ., ;1 da)
de dimensién finita formado por polinomios en R™ de grado a lo més d, y si

q1,Q2,...,qn son polinomios que forman una base ortonormal en
L*(Q} g, i dz), entonces

N
Pigp = Z%‘(N7%¢j,k>‘
i=1

Definimos ahora el polinomio Hy; de grado a lo més d como
Hyp = Pig|dje(dp — hjpry do)). (3.26)
Observaciones sobre los polinomios Hy ;.

1. El polinomio Hy, es distinto de cero si Q5,1 Q}1; # 0. En efecto,
consideramos los polinomios ¢y, go, ..., gv que forman una base del
espacio de Hilbert L2(Q; 1115 i1 dx), entonces los términos de Hy
son de la forma

¢ (je(dpp — hjpiy dx) Qi$j+1,l>a

donde se observa la multiplicacién de ¢; con ¢;41,; por lo que deduci-
mos esta observacion.

2. Si la interseccion @7, (1Qj,,, es distinta del vacio, entonces
diam[Q; x| > c-diam[Q;41,]. Del lema de la cubierta para €, existe una
constante independiente de k tal que ¢ [jx > d(Qj, QJC)%—diam(QLQ >
d(y, Q) > d(y,Qf,,) para cualquier y € Q%,(Q%,,, y tomando en
cuenta que €21 C €, y por el lema de la cubierta para €2, existe una
constante independiente de k tal que d(y, QJCH) > ciljy1, y recordemos

que diam[Q; k] = 2v/nl; .

3. || Hiu(z) ¢jra(z) [lx < ¢27. Como se menciond en el primer pun-
to, los coeficientes del polinomio Hj; son de la forma ¢; (¢;x( dp —
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hjy1,dz) qi5j+17l>. Vamos a probar que éstos estan acotados en nor-
ma. Comenzamos con (¢;r du , ¢ipj+1,). La prueba de esta cota es

similar a la que se realizé para (3.7) y (3.8), en este caso tomamos en
cuenta las desigualdades

IN

B
0%qi(x)] < Agl )
Y 18]
0% 6501(2)] < Agli )"
B B
07 ¢u(2)| < Asl) < e}
Entonces, por la observacion anterior y recordando que g1, qa, ..., qn
son base del espacio LZ(Q; 1105 @je10 dx), definimos la funcién
O = Ok G Pji1i
De esta forma obtenemos la cota

H (Gjr dp Qi5j+1,l> Hx < it (3.27)

Para (¢;zhje1,dz | qidje1,) describimos el polinomio A1, por medio
de los elementos base, esto es

. ~
hjvig = Pirgp = 3y @m (Al Gndji1), entonces

N
H (Dirhjvri 5 Gidjtan) Hx < Y Uikm > Gdi10)] H (dis gndjei) Hx
m=1

pero H (du, qm$j+1,l> H < 2% paratodo m=1,2,...,N, vy
X

Zﬁzl (gm®jk > Gdjs10)] < 02521 1{Gm 5 @i®jt1.)]
=C Zanzl dmi = C, por lo tanto

H <hj+1,z¢j,k ) Qi$j+1,l> H < et (3.28)

Las desigualdades (3.27)) y (3.28) prueban esta observacion.

4. > pen Hiy = 0. En efecto, por definicién de Hy; en (3.26)), tenemos
ZHk,l = Z 1,0 ¢]k dp — h]+1l dl’)]

keN keN

= Pji1y

D b dp = hyiay) dx]

keN
= Py [xo;(dp = hjay dz)]
= Pi(dp — hjyy do)

= Pip— P? G+1,1H

= 0,
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debido a que Q;H,z C Q41 C Q.

Construccion de las medidas atomos. Para definir las medidas que
seran la base de las medidas atomos, tomamos en cuenta el siguiente desar-
rollo.

Gjp1—Gj = Bj—Bjn
= Z Gjk(dp — hyy dz) — Z Gjr1a( dp = hjp1y dx).

keN leN

Entonces escribimos

GjJrl - Gj - Z Aj,k7 (329)

keN

donde las medidas A, estan definidas como

dAjr = ¢k dp — hjy dz) — Z Gjr110k( dp — by dr) + Z Gjr10Hyy dx. (3.30)
leN leN

Para cerciorarse notamos que la suma sobre k de los primeros términos nos
da B; y Bj respectivamente debido a que ), ¢;x = 1 enelsoporte de
¢ji14 (recordar que sop i1y C Q1 C 0 Q;), vy finalmente
Dken 2oien G+t dr = 3oy Gy (Cpen Hit) do = 0. A contin-

uacién examinamos los términos A;y.

Propiedades de las medidas A,

1. Las medidas Aj; . tienen soporte en una bola Bj ;. que contiene a ()7, y a
todos los cubos (71, que mtersectan a @} .. Para convencerse, notamos
que el primer término en tiene soporte en (0}, la primer suma en
tiene como soporte a la union de todas las intersecciones de Q7 ;
con Q;k, [ € N, finalmente la segunda suma tiene como soporte a la
unioén de todos los cubos )7 ; que intersectan @)}, debido a que en este
caso los polinomios Hy; no se cancelan (ver (1) en las observaciones a
(3-26))). Por lo tanto podemos hacer la consideracién de que el soporte
de Aj;x esta contenido en la bola Bjj que contiene a ()7, y a todos
los cubos @Q7,;, que intersectan a Q},. Ademds, por la observacion
(2) a los pohnomlos Hy,, en la ecuacién (3.26)), podemos considerar

|Bj,k| = C‘Qj,k|
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2. Las medidas A, son acotadas por ¢2/. En efecto, los términos que
involucran a la medida p directamente en la definiciéon de las medidas
Aj i son

Gjr dp — Z Q1105 dpp = <1 - Z ¢j+1,l> Gjr dp

leN leN
= Xag,, Pk dpt,

por tanto, para £ medible tenemos

[¢j,ku—z¢j+1,z¢j,ku (E) = H/XQJCH ¢jk(z) du(x)
1N X X
< |[u@:N® |,
< c2|E|,

debido a la desigualdad (3.2). También

(Z ¢j+1,z¢j,khj+1,z> (E) =< /E (%,k(fﬂ)z | @ie1a(@) hjraa(e) ||X> dz

leN leN

X

< /(ﬁj’k(x) 2 TM dx
E

debido a que cada punto pertenece a lo mds a M cubos @}, ,,, por

tanto
H (Z ¢j+1,l¢j,khj+1,z> (E) < 2|E|.
leEN X
Finalmente
(Z¢J+ll )Hia( )) (E) || < /Z||¢g+1l )JHi(2) ||y dz
leN X E jeN
< /cQjHM dx
E.
< 2|E|.

3. Las medidas A, satisfacen las condiciones de momento [;, z* dA;(x) =

1
0 para todo multi-indice « tal que |a] < n {— - 1—‘. La condicién de
p
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momento se satisface para ¢;,(dp — hjj dz) = dbj,. Para el resto

tenemos
= Gjrrabin(dp = hyjsry da) + ) G410 Hyy da
lEN leN
= = bienildiu( dp — by dx) — Hyy dal.
IEN

Si definimos el elemento ¢ = (1 — hjy1,)¢,k, entonces la dltima suma
es igual a

= G0 (0 = P

leN

De la definicion del operador proyeccion Pjiq; tenemos que
(@j+1,(¢ — Pjy10),q) = 0 para todo polinomio ¢ de grado a lo
mds d = n(p~' —1) y para toda [ € N, de aqui que la suma
Y ten @410 (¥ — Pjy1v)  satisface la condicion de momento, y por
tanto las medidas A;, satisfacen la condicién de momento.

Definicién de las medidas atomos y sus constantes. Hacemos

, 1
Nig = 27|Bjilr
Ae Ak

Aj ke

Observamos que las medidas a;; tienen soporte contenido en una bola de
volumen finito, son acotadas debido a que

|| Ajix Hvxoo c2’ _1
lajpllye = ————= < ———1 = c|Bl .
j.k 27| B i |»
Finalmente, satisfacen la condiciéon de momento requerida debido a que las
medidas A;;, la satisfacen.

De las ecuaciones (3.25)) y (3.29)) tenemos que la medida p estara repre-
sentada por

Ho= ZGj-i-l_Gj
JEL
= 22 A
JEL keN

= E Ajok Q-

JEZ
keN
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Mostramos a continuacién la p-sumabilidad de la sucesién {A;}; ken-

S slP = D 27Byl

= JEZ.
keN keN

= CZ 2jp|Q;,k|

JEZ
keN

< eM) 270y
JEZ

= M) 22l rIQy|
JEZL

27
- cMQPZ(Qj_l)p_1|Qj|/ dA
271

JEZ

IA

27
CM,pZ/Z 1 Nz e R : Mp(x) > A} dA
jez ¥

— cuy [ (May

= a1l

3.2.2. Descomposicion atémica del espacio de Hardy
HE (R™).

Teorema 3.2.5. Sea p un elemento en el espacio de Hardy HY%(R™), p <
1, entonces existe una sucesion de nimeros {\;} en (P y una sucesion de
medidas p-dtomos {a;} tales que

o= Z Ajl
jEN

donde la convergencia es en el sentido de distribuciones. Ademds tenemos

Sl < Clinlty.

jeN

Demostracion. Sea p € HE(R™), dela demostracién al Teorema pode-
mos considerar una sucesion de medidas {u;}jen € Vi (HE tal que p; —
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p en HE cuando j — oo, con la condicién extra de que || pj11 — f; ||’£H§ <

27| H%;; .y consideramos o = 0, por lo tanto

po= ) e —
j=0

Para cada j € N el elemento ;.1 — uu; pertenece al espacio Vi (HE, por el
Teorema |3.2.4] existe una descomposicion atémica que la representa

Hijt1 — K5 = E )\k,z g1,
k,leN

entonces

n = Z )\j,k,l Qj k- (331)

4, k,leEN

También tenemos que

D Pl = D> Pml?
J:k,IEN jeN k,leN
< Z| pivr = 1 |l
jEN
< P
< ity

3.3. HL(R") # Li(R").

Veamos a continuacién que a diferencia del caso escalar el espacio Hi (R™)
incluye elementos que no son necesariamente funciones a menos que el espacio
de Banach posea la propiedad de Radon-Nikodym.

Proposicion 3.3.1. Todos los elementos de H(R") son funciones (tienen
como densidad una funcién en LL(R™)) si y sélo si X posee la propiedad de
Radon-Nikodym.

Demostracidn. Supongamos que todos los elementos de Hj (R™) tienen den-
sidad una funcién en L% (R™) con X un espacio de Banach arbitrario. Sea
Q un cubo en R" y v una medida cualquiera en V5 (Q). Vamos a probar
que la medida v tiene como densidad una funcién en L{(R") y esto pro-
bard que X posee pRN. Definimos la medida p = v — vgxq dz, donde
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vo =v(Q)/|Q|, entonces p es miltiplo de un 1-atomo. En efecto, el soporte
de p esta contenido en el cubo () y satisface la condiciéon de momento

Jen 1dp = [p.1dv(z) — [, voxe(x) dz = 0, y para cualquier medible
A C @ (y por tanto para cualquier A C R" pues A(1Q C Q) se tiene

I (A) [l < ||v<A>||X+\ ”,(gf < 1@ e+ ”fgf 1
1
— (712;17

donde C' = 2| v(Q) ||« |Q|. Por lo tanto p es acotada por un multiplo de
1/]Q|. Ya vimos que los 1-4tomos son elementos del espacio Hi(R") y por
hipétesis existe f € LL(R") tal que du = f dz, pero esto implica que v =
[f + vg] dz, como querfamos probar.
El inverso es claro si recordamos que

Hx(R") = bx(RY™) € Vx(R") = Ly(R"),

pues el espacio de Banach X posee pRN. ]

3.4. Algunas pruebas.

Aqui mostramos propiedades de las funciones ¢, que no se incluyeron
anteriormente.

Prueba de [, = [;.

Si los cubos @} y Q] se intersectan, entonces [, = [;. En efecto, tenemos
la siguiente serie de desigualdades de acuerdo a las propiedades de los cubos;

£ £
Vil < d(Qr, F) < d(QF, F) + 2 i < d(w, F) + a4
esto es

dka

3—a*
2

Vnly < d(z, F), paratodo =€ Qj, (3.32)

y por otro lado
para todo z € Q;. De esta forma, si x € Q%) ()}, entonces las desigualdades
(13-32) v (3.33)) implican la desigualdad

L < el (3.34)
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Prueba de (3.3)).

Notemos que
[on< /dex—( ) Qil
o 1 1 .
/Qbk > /M > i o dz = —(a*)"M|Qk|

Prueba de la desigualdad (3.4)) .

y por otro lado

Por la férmula de Leibniz tenemos

1
0 = 0 .
Pk (% Zj o; )

No es dificil ver que la funcion ¢y, satisface la desigualdad [0%¢| < cwllzla',

por lo que nos enfocamos en convencernos de la cota ‘8‘” <1 / Zj goj> <

cl,:w. Notemos que la serie »_,p; es en realidad una suma finita debido
a la propiedad de la interseccion acotada, por lo tanto podemos derivarla.
Utilizando la regla de la cadena tenemos

(s () o) (ran)

Si tomamos en cuenta que los términos (6“@) que no se cancelan correspon-
den a los indices j tales que los cubos Q) mtersectan a ()}, entonces por

- tenemos

1
% (Zj Wj)

De esta forma se cumple la desigualdad deseada cuando |a| = 1.

-1 -1 _ -1
<c, E lj < ¢ E Carl, ™ = Copav My,
J J
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Si derivamos dos veces la funcién 1/%.¢; tendremos términos de la
forma

(Z%) <Zl lljl(aizw)i(@m)j> (3.35)
<Z%‘> (ZGQ(@@@ML)- (3.36)
o (175 ¢1)

Con el mismo argumento de arriba, tenemos que < Coar Maly’

cuando |o| = 2.

Si derivamos tres veces la funcién 1/3_;¢; , es lo mismo que derivar una
vez a los términos en y . No es dificil comprobar que se obtienen
términos de la forma

(Z %) (Z L (i), (0i0), (Oilw)m> (3.37)

Z?J?m

<Z 90j> (Z l;ll;2 [(all(p)z (aisaizgp)j + (aiz(p)i <8i38i1 90)]' + (ais(p)i (aléail QD)J-]

i7j

(Z %) (Z 172 (0150,0;, ) j> (3.39)

o (175, %))
Cuando el orden de « es 4, apareceran términos con factores [; 1l;ll

ll-_llj_ll*2 l;2l;2, l;llj_?’ y lj_4, y con el mismo argumento tendremos

m

o (1/5;)
Asi argumentamos que la cota deseada se cumple, y por tanto tenemos

la validez de la desigualdad (3.4]).

Por tanto < Coar Mol cuando |a| = 3.
w? b b k

_1l_1

m "o

< Ccp,a*,M7al];4, cuando |a| = 4.

) (3.38)
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Capitulo 4

Espacios de Hardy con valores

en B(H).

4.1. Algunos resultados de espacios de Hardy
con valores en B(H).

A lo largo de este capitulo consideraremos H un espacio de Hilbert sepa-
rable, y ®B(H) el espacio de operadores lineales acotados de H en si mismo.
Ahora veamos algunas propiedades de los elementos de hl%(m (RTPI), (ver
[22]).

Proposicién 4.1.1. Sea u € by, (RY™), entonces existe una funcion
up : R* — B(H) tal que u(z,t) — up(z) en la topologia fuerte de oper-
adores , esto es up(x)é = limy_ou(x,t)§ para casi todo x € R"™ y todo
elemento & € H. Ademds ug es medible si y solo si la convergencia es en la
topologia generada por la norma de B(H) y en este caso ug € ]HI%B(H) (R™).

Demostracion. Para cada & € H definimos ug : R — H como el mapeo
(z,t) = u(z, )€, y notamos que wue € hi (R™™). Debido a que un espacio
de Hilbert tiene la propiedad de Radon Nikodym, (ver [13]), tenemos que el
limite lim; ,oue(z,t) existe en LI, (R™) para casi todo x € R".

Sea L = {&) }ken una base ortonormal en #H. Por lo tanto para cada k € N
existe un subconjunto Ay de R" de medida completa (esto es |A{| = 0) en
donde limy ,gug, (-,t) existe. Para k = 0, definimos Ay = {z : Mu(z) <
oo}, Ap es de medida completa debido a que M,,;u € LP(R™). Consider-
amos

A = ﬁ Ay (4.1)
k=0

99
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Entonces A es de medida completa en R".
Para cada z € R™ definimos el mapeo wuy(z) sobre Hy = gl{L},
generado lineal de L, mediante

limy_,o ue(x,t sizeA
u0<x>£ = { t_)o(){( ) six é A

Veamos que la funcién g estd bien definida. Esto es claro cuando = ¢ A.
Cuando z € A el operador ug(z) estd bien definido en el conjunto L, y debido
a la linealidad del operador u(z,t) y del limite tenemos que ug(x) esta bien
definido y es acotado en el espacio Hy. En efecto

luo(x)€ [l =

t—0

limu(x, )€ H

IN

sup || u(z, )¢ |l
t>0

IN

Sup|| w(@, ) [y 1€ 1l
mU( ) 1€ Il

Podemos ahora extender el operador ug(x) a todo el espacio H mediante el
limite. Sea £ € H\ Ho y {&} una sucesién en Hy tal que & converge a &.
Ya vimos que

Huo(@)& —uo(0)8; [y, < Mupu(@) || & = & Iy,

de donde obtenemos que la sucesién {ug(x); }ien es de Cauchy en H y por
tanto la sucesion converge a un elemento de H. Notemos que el elemento &
no depende de la sucesién {;} que converge a &, por tanto el elemento

up()§ = llgglo up(2)&;,

IN

estd bien definido y es acotado. Queda probado asi que ug(x) es un elemento
de B(H) ademas de que genera a la funcién wu ;

n

u(z, ) = ug(x,t) = / Pi(z —y) uo(y)¢ dy, EeH, (4.2
y queda probada la primera parte de la Proposicion.

Ahora supongamos que ug es medible, entonces probaremos que ug es
Bochner integrable, y por tanto pertenece al espacio Ly (H) (R™). Por tltimo
probaremos la convergencia u — ug en el espacio L%(H (R™), de donde
concluiremos que la convergencia es en norma.
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Sea x € A, entonces

luo(@) gy = sup [luo(2)¢ |l
1€ Il <1
= sup limu x,tfH
1€ [l <1 T 0 (@) H
< sup sup||u(z,?) ||%(H) 1€ 115
I € 113 <1 ¢>0
< Mu(z).

Por hip6tesis M,;u es una funcién en L'(R™), por tanto || ug ||, estd en
L*(R™). Una funcién medible y con norma integrable es una funcién Bochner
integrable, ademads ug pertenece al espacio L%(H) (R™).

Veamos a continuaciéon que la funcién u converge a ug en la topologia del
espacio L%B(H) (R™) mostrando que la funcién u puede ser representada como
una integral de Poisson de la funcion wuyg.

Si definimos la funcién wv(z,t) = [o. P(x — y)uo(y) dy, entonces v
estd bien definida en R toma valores en B(H), es arménica y v(-,t)
converge a ug en el espacio Ly, (R"). Por lo tanto v(x,t)§ = [p, Pi(z —

Y)uo(y)€ dy. Pero de esta tltima ecuacién y tenemos que u = v,
esto implica que u(+,t) converge a ug en Ll%(H) (R™), es decir, converge en la
topologia fuerte de operadores.

Inversamente, si u converge a uy en norma, entonces ug hereda la medi-
bilidad de u debido a que las funciones u; = u(-,t) son medibles para todo
t>0.

]

Observacién 4.1.2. Existe al menos una funciéon que es el limite frontera
en la topologia fuerte de operadores en los espacios de Hardy h‘lB(H) (RTFI)
que no es medible.

En efecto, si suponemos lo contrario tendriamos que lim;_,ou(-,t) exis-
tiria en norma para casi todo x € R™. Pero esto ltimo implicaria que B(H)
tiene la propiedad Radon Nikodym, lo que se sabe es falso.

Para ver la pRN en B(H) a partir de la medibilidad de toda funcién limite
se procede de manera similar que en la Proposicién Sea v € V%(H)(Q)
y definimos p = v — vgdz que es un dtomo en H%(H) y por lo tanto
la funcién wu(z,t) = [, Pi(x —y) du(y) pertenece al espacio de Hardy

bl%(m (R%). Pero por hipétesis uy = lim; o u(-,t) es una funcién medible
y la convergencia es en norma, por lo que obtenemos que la medida y tiene
como densidad la funcién ug. Por lo tanto la medida v tiene como densidad
la funcién  ug + vg.
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A continuaciéon se dan condiciones que implican que una funcién u : R" —
B(H) sea armonica.
x

Para x € R" escribiremos z = |z| re/, ¥ € S"1 la esfera en R

|z
con radio 1. o denotard la medida de drea de S™ 1.

Observemos que toda funcién armoénica v en la bola unitaria B con valores
en un espacio de Banach X que es continua en B tiene la expansién (ver [I],
[301)

oo dg

oa) = 3D a Vi), (43)

k=1 j=1

donde la convergencia es absoluta y uniformemente sobre subconjuntos com-
pactos de B, {Y}'} es una base ortonormal de L*(S™") consistiendo de esféri-
cos armonicos reales, dj. es la dimension de los zonales armonicos de grado k
y los coeficientes

.= v(2\YF(2') do(a : .
o = [ o) dole) € X (4.4

La expansién (4.3]) se deduce a partir de que podemos representar a v (al
igual que en el caso escalar) mediante la integral sobre la frontera de B,

oa) = [ )Py doty)

y el ntcleo de Poisson tiene expansion

oo dg

Px,y) = Y)Y V@)Y W), v € B,y s

k=1 j=1

Lema 4.1.3. Sea Q C R™ un conjunto abierto. Sea w: Q — B(H) una fun-
cion localmente acotada tal que u(-)€ es armdnica para cada & € H. Entonces
u es armonica en ().

Demostracion. Sea B(x,r) cualquier bola abierta tal que u es acotada en
B(x,r) C Q y sin pérdida de generalidad VaILOs a SUponer que B(xz,r) = B.
Sea C' tal que || u(z) |[y4y < C para € B, la cual existe por hipotesis,

también por hipStesis tenemos que u(-)¢ es arménica en B, por tanto

o0 dk

u(z)§ = Z Z ak,j(f)y}k(x)-

k=1 j=1
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De la férmula para los coeficientes ax j en (4.4) observamos que || ay ;€ ||, <
Cwp1]]€]ly, donde w,_; es el drea de S"*, por lo que || ay; gy < €
para todo k y j de donde obtenemos

oo dy oo dg
PR ACH D PP B AC]
k=1 j=1 k=1 j=1

que convergen uniformemente sobre subconjuntos compactos de B. Entonces
la serie
P Zji L a;YF(x) converge absoluta y uniformemente a u(z), de esta
forma vemos que la funcién u puede ser representada como una serie de

funciones armonicas, por lo que ella misma es armonica. O

Observamos que si u : € — B(H) es armonica, entonces para cada &, €
H, la funcién (&, u(-)*n) = (u(-)§,n) es armonica, entonces la funcién x +—
u(z)*n es una funcién H-valuada y tenemos que es débilmente arménica y
por la Proposicién [1.1.2es armédnica, entonces si definimos la funcién «* como
u*(x) = u(z)* el Lema nos implica que u* es armoénica en ). También
se tiene la igualdad M, u = M u*.

Observacién 4.1.4. Toda funcién u :  — B(H) puede ser representada
como

u = U+ iug, (4.5)
donde cada u; es armonica y u;(z) es autoadjunto paracadaz € Qy j =1,2.

En efecto, consideramos u; = (u+u*)/2 y wus = i(u* —u)/2 . También
. P N
tenemos que si u € hiy ;). entonces || u; Hb%(m < cllu Hh%(%) , =12, A
continuaciéon vamos a probar que para p = 1, cada u; puede ser mayorizado
en el orden parcial de ®B(#) por una funcién arménica tomando todos sus
valores en el cono de operadores positivos.

Proposiciéon 4.1.5. Sea u € b%(H) tal que u(zx,t) es autoadjunto para cada
(z,t) € R Entonces existe v : R — B(H) tal que v(x,t) > 0 y
u(z,t) < v(z,t) para cada (v,t) € R

Demostracidn. Sea ug como en la Proposicién [£.1.1] Entonces tenemos que
limy o u(-,t) = uy existe sobre un conjunto de medida completa. Por tanto

también tenemos limy ,gu(-,#)> = u2, lo que nos implica que para casi
toda x € R™ y toda £ € H se cumple limy; ¢ |u(x,t)|{ = |up(z)|¢, donde
lu| = Vu?, (ver [25]). También tenemos que

[Hulz, 0)I€ [l < [ ulz, )€ [l < Mugu(z) [[ € ]y,
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de donde deducimos que |ug(z)|{ < Myu(x) || €], v porlotanto |ug(-)|§ €
L3,
Para (z,t) € R%™ sea v(z,t) un mapeo lineal sobre H definido mediante

vl = [ Pl )
Observemos que || oz, € ll, < 11l i PA(r—9) Muasly) dy < 411 [y

Entonces por el Lema la funcién v(x, t) es armonica con valores en B (H)
y satisface

068 = [ Pe-nuwo = o

Por otro lado, el teorema espectral nos dice que wug(x) < |ug(z)| en
B(H), lo que nos implica u(x,t) < v(x,t) para todo (z,t) € R como
queriamos probar. O
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