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RESUMEN

La literatura publicada hasta ahora, relacionada con el analisis del comportamiento de
presion transitoria de pozos considera una variedad de condiciones de frontera internas
y externas para el desarrollo de soluciones. La mayoria de esta literatura supone que el
pozo produce ya sea a gasto constante o a una serie de gastos constantes. Solo unos
cuantos autores han presentado soluciones para analizar el comportamiento del flujo de
pozos que han producido a presion constante, particularmente el comportamiento
posterior de incremento de presién. La falta de informacion sobre este tema no se debe
a la importancia reducida de este problema o la falta de aplicacion en el campo de la
ingenieria petrolera, sino principalmente a la dificultad de obtener una expresion
analitica simple, que describa el comportamiento de la presién de incremento en el

pozo después de un periodo de produccion a presion constante.

El objetivo de esta tesis es presentar un analisis de los distintos métodos en la
literatura y el desarrollo y evaluacion de una solucidon analitica de una nueva

metodologia para este tipo de condiciones presentada por Prats.

Ehlig-Economides utilizé el principio de superposicion para generar una soluciéon
exacta para el incremento de presion. Clegg muestra que una expresion para la
inversibn aproximada de la Transformada de Laplace, desarrollada para problemas
viscoelasticos, puede aplicarse a problemas de flujo radial de un fluido Newtoniano,
proporcionando soluciones analiticas simples para problemas a presion constante.
Kutasov utiliz6 el método de Horner, el cual es muy empleado para interpretar los datos
de presion contra tiempo registrado en las pruebas de incremento de presion para
pozos que producen a gasto constante. Prats presentd soluciones para el

comportamiento de un pozo que produce a presion contante y también, para el caso en
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el que posteriormente el pozo se cierra; el autor aplicé la Transformada de Laplace asi

como posteriormente su inversa para obtener la solucion.

En esta tesis se evallan cada una de las soluciones presentadas por los autores
antes mencionados para analizar el comportamiento de la distribucién de presién
durante una prueba de incremento de presion, efectuada posteriormente a un periodo

de produccidén a presion constante.



INTRODUCCION

Se han desarrollado multiples soluciones de la ecuacién de difusividad para pozos con
produccion a gasto constante, pero solo se dispone de un numero reducido para pozos
que producen a presion constante. El analisis de incremento de presion generalmente
asume que el pozo produce a gasto constante, o en una serie de gastos constantes
discretos antes del cierre. La falta de esfuerzos de investigacién en esta area del
analisis de presidn no es debido a la importancia al problema o a la falta de aplicacion a
la ingenieria petrolera, sino principalmente a la dificultad de obtener una expresion
analitica simple para describir el comportamiento del incremento de presion en el pozo,
posterior a la producciébn a presion constante. El problema matematico es,
principalmente, la dificultad del manejo en el cambio de la condicién de la frontera
interna cuando el flujo del pozo se cierra, cambiando de la condicion Dirichlet a la
condicion Newman. Este problema no ocurre en el caso de flujo a gasto constante, en
que las ecuaciones para el incremento de presion pueden obtenerse directamente
usando el principio de superposicion. De hecho, la soluciéon de un pozo que produce a

un gasto constante antes del cierre se realiza por consideraciones tedricas.

Considerando las soluciones disponibles para flujo a gasto constante, podria ser
ventajoso tener un método para convertir estas soluciones a soluciones para flujo a
presidén constante. Un método para realizar esta conversion es a través del método de
superposicion de incrementos de gastos en la produccién en funcion de la presion, pero
requiere un esfuerzo computacional extenso y cuidado considerable en la formulacion
del algoritmo, ademas, porque un numero pequefio de incrementos a tiempos cortos da
lugar en un porcentaje alto de error en la precision de los resultados mientras que a
tiempos largos se requiere un niamero mayor de calculos por cada incremento, lo que

aumenta y limita el rango de efectividad de este método.
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La produccion a presion constante resulta en un gasto transitorio del pozo. El
analisis del incremento de presion posterior a un flujo transitorio en que el pozo ha
producido a presion constante es complicado por el cambio en la condicion de frontera
de produccion a presion constante (tipo Dirichlet) a gasto cero (tipo Newman). Por eso,
los métodos desarrollados para el analisis del incremento o decremento para
produccion a gasto constante no son validos para una produccion a presion constante.
La mayoria de los métodos existentes para el analisis de incremento de presion de
pozos con una historia de produccion a presion constante son empiricos. Pocos estan
basados en teorias. Por lo tanto, hay necesidad de una investigacion detallada para el
analisis del comportamiento del incremento de la presion posterior de una producciéon a
presion constante. El analisis del incremento de presion, frecuentemente proporciona

informacion Gtil acerca del yacimiento y del pozo.

El uso de la transformada de Laplace en muchas soluciones de problemas de
flujo ha proporcionado un gran nimero de soluciones exactas, pero para flujo radial
estas soluciones estan expresadas por integrales de variables complejas o series
infinitas, por lo que su aplicacién directa a los problemas de campo es dificil. Para el
caso de produccion a presion constante, las soluciones aproximadas disponibles son

validas solo para tiempos largos.

Algunos autores han realizado trabajos o investigaciones para obtener
soluciones para el caso de pozos que producen a presion constante. La primera
publicacion de la aplicacion del analisis del incremento de presidn para pozos que
producen a presion constante antes del cierre fue realizada por Jacob y Lohman
(1952). La solucién a gasto transitorio ignoro los efectos y asigno valores muy altos

para el flujo de gasto durante el periodo de flujo temprano. Sus graficas de decremento
contra el tiempo total (produccion, tp+incremento, At,), dividido por el tiempo de
cierre resulta en una linea recta semilogaritmica. La permeabilidad de la formacion se

calculé con la pendiente de la porcién recta semilogaritmica correspondiente al flujo

radial usando el gasto promedio durante el periodo anterior inmediato de flujo. El valor
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calculado de esta forma coincidi6 con valores de transmisibilidad determinados por
graficas de curvas tipo de datos del gasto transitorio del periodo flujo, para varios pozos
en los que se realizaron pruebas. Clegg (1967) demostr6 que métodos de inversion
aproximada para la Transformada de Laplace puede emplearse para determinar
soluciones para el flujo de pozos que producen a presidn constante. Con esta
aproximacion se tienen tres limitantes principales para el uso del método desarrollado:
primero la Transformada de Laplace de la solucion a gasto constante es necesaria y
esto frecuentemente requiere una integracion numeérica desde formas analiticas que no
existen para todos los problemas; segundo, dos funciones diferentes pueden ser
idénticas para un mismo rango de tiempo, pero tiene diferentes Transformadas de
Laplace; tercero, es dificil evaluar los errores incurridos con esta aproximacion.

Finalmente los métodos aplicados por Clegg solo se aplican a yacimientos infinitos.

Un método alternativo para obtener soluciones para flujo a presion constante fue
usado por Juan (1977). El desarroll6 un algoritmo para derivar soluciones a presion
constante a partir de soluciones a gasto constante, usando el método de superposicion.
Esta derivacion no requirié el uso de la Transformada de Laplace. Cox (1979), sugirié
un procedimiento para analizar el comportamiento del incremento de presiéon de un
pozo que produce a presion constante, similar al que se uso6 para el caso de flujo a
gasto constante. Este tipo de problema se resolvid tratando los cambios continuos
como una secuencia discreta en los gastos, y después aplicé el principio de
superposicion. La informacion que requiere este procedimiento frecuentemente no esta

disponible para este tipo de andlisis.

Uraiet y Raghavan (1980) estudiaron el comportamiento de la presion durante el
periodo de incremento, incluyendo los efectos del tiempo de produccién antes del
incremento, la naturaleza de la condiciébn de frontera externa (cerrada y presion
constante), dafio alrededor del pozo y efecto de almacenamiento. Todos los resultados
en este estudio se obtuvieron por un modelo numérico, desarrollado empleando el
método de diferencias finitas. Ehlig-Economides y Ramey (1981) proporcionaron una

solucion para el incremento de presion después de un periodo de produccién a presién



Introduccion

constante, derivada del teorema de superposicion en el tiempo de gastos
continuamente variables antes del cierre. Los resultados indican que una modificacion
para el método de Horner proporciona una determinacién tedrica correcta de la

permeabilidad del yacimiento y de la presion estatica.

Kutasov (1984) determin6 una ecuacion aproximada para la caida de presion en

el yacimiento al tiempo t=t, (tiempo de produccion), la cual se emple6 como una

distribucion de presion en el area de drene del pozo antes de su cierre. Para determinar
el incremento de presién después del periodo de produccion uso la solucién para la
ecuacion de difusividad. Kutasov (1989) presenté una solucién analitica basada en el
método de Horner que describe el incremento de presion para pozos que producen a
presidn constante, en un yacimiento de comportamiento infinito. La ecuacion que
describe el incremento de presion se derivd una vez mas considerando como condicion

inicial de presion en el pozo y en el yacimiento al tiempo de cierre.
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En la literatura hay autores que presentaron soluciones para obtener la presion de
incremento de pozos que produjeron a presion constante antes del cierre en un
yacimiento infinito, cada uno desarrollo su solucion utilizando distintos métodos

obteniendo diferentes ecuaciones de solucion las cuales se presentan a continuacion.

1.1. Clegg (1967)

El autor utilizé una expresion aproximada de inversion para la transformada de Laplace,
desarrollada para la solucion de problemas viscoelasticos, la cual es aplicable a
problemas de flujo radial y proporciona soluciones analiticas simples para problemas de

flujo a presion constante.

El método puede usarse para obtener soluciones aproximadas para varios
problemas, incluyendo medios con permeabilidad radial discontinua, formaciones con
multicapas e incremento de presion en pozos posteriores al cierre. Los resultados los
comparo el autor con algunas soluciones disponibles, asi como soluciones para tiempos
largos, comprobando que este método aproximado permite obtener a través de la
solucién analitica desarrollada resultados correctos para el comportamiento de presion

del pozo a tiempos largos.

El estudio de problemas transitorios en el flujo de fluidos a través de medios
porosos se ha beneficiado grandemente por la aplicacibn de métodos de
transformacioén. La eliminacién de la variable de tiempo con la transformada de Laplace,
reduce el problema a uno de valores en la frontera, el cual puede resolverse utilizando
técnicas estandar. El problema con muchos de los casos de ingenieria es que no se
tiene una solucion inversa de Laplace simple. El resultado de la integral de inversion
general debe usarse, requiriéndose la utilizacién de una integral infinita 0 a una serie
infinita, ambas dificiles de manejarse desde un punto de vista computacional. Las

aproximaciones asintoticas para la inversa se han conocido por algun tiempo las cuales
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producen funciones inversas aproximadas que son validas para tiempos muy largos o
muy cortos, pero frecuentemente los tiempos de interés no son precisos en este
intervalo. En el caso de produccion a presion constante en el pozo, el método conduce
a una solucién analitica simple, para un cierto namero de problemas estandar:

formacion homogénea, permeabilidad discontinua e incremento de presion.

El problema del incremento de presion en pozos que se cierran después de
producir a presion constante, es més dificil que el caso de pozos produciendo a gasto
constante. En el Ultimo caso una superposicion simple de soluciones proporciona la

distribucion de presion de todo el yacimiento, valida para los tiempos t >1,, donde t; es

el tiempo en el cual se cerrd el pozo. En el caso de produccién a presion constante este
procedimiento de soluciébn no puede emplearse debido a que las condiciones de
frontera para un pozo productor cambian, de produccion a presion constante (condicion
de Dirichlet) a la condicion de que el pozo se cierra (q=0, Vp=0 condicién de
Newman). El método mas simple de resolver este problema, es usar la distribucién de

presién en el yacimiento al tiempo t, como condicién inicial para problemas de flujo

cuando el pozo se cierra. Los detalles de este caso estan dados en el apéndice del
articulo donde se muestra que la caida de presion a un punto general r a un tiempo t

después del cierre en el pozo productor esta dado por la Ec. 1.1:

f f

2 K, | 2= [-K,| ===
Ap 2t J2At, o
(h—p )= , para At #U,, (1.1)
i~ Mw Atws
(1— t D](InStpD—Zy)
pD
K,(| o
,[2t
Ap / P para Mg =ty (12)

__'o
(Pi=P.) 2t (N8, —27)
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donde
r
r,=—, (1.3)
rW
A
At = 120 (1.4)
rW
nt
to = _g , (1.5)

son variables adimensionales. En particular, en el pozo productor (rD =1), a condicién

de que At,, no sea muy pequefio,

- wsD , para t,=t,, (1.6)

- , At =t . 1.7
(pi _ pw) (In8tpD _2}/) para D pD (1.7)

De estas soluciones es claro que la caida de presién no es una funcion lineal de

t
In(l— APD J como en el caso de produccion a gasto constante (ver la Fig. 1).

wsD

10
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Fig. 1. Incremento de presién: gasto constante y presién constante (Clegg, 1967)

1.2. Ehlig-Economides y Ramey Jr. (1981)

Ehlig-Economides y Ramey utilizaron el método de superposicién en el tiempo con
cambios de gastos continuos, para generar una solucién exacta para flujo a presion
constante seguida de un incremento de presion. El método es general, incluyéndose los
efectos de almacenamiento y dafio y ambos tipos de yacimientos, infinito y finito. Las
soluciones para el incremento de presion se graficaron usando técnicas convencionales

para el analisis.
Asi como muchos autores se basaron en procedimientos para soluciones a gasto

constante para darle solucion a produccion a presién constante, Ehlig-Economides y

Ramey partieron de la ecuacion para flujo a gasto constante.

11
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Una aplicacion del principio de superposicion en el tiempo a un gasto

continuamente variable q(t), resulta en una expresion para presion de flujo en el pozo

dada por la ecuacion siguiente:
B -
P (t): pi+—.|.q(u)wa(t—u)du, (1.8)
0

donde p,, es la derivada de la caida de presién adimensional en el pozo con respecto
al tiempo para una produccién a gasto constante. Si la produccion es a presion

constante P, , la ecuacion puede escribirse en variables adimensionales como:

tp

1:—qu(u)p'WD (t—u)du, (1.9)

0

donde las variables adimensionales para una produccién a presion constante se definen
por las Ecs. 1.10y 1.11,

Po (1o .ts) = [ pk;i p_( :)DM’t)D ) (1.10)

q(t)u
27rkh(pi — Pt )} 1

(1.11)

QD(tD):[

Iy y 15 se definen, como es usual, para un yacimiento circular e infinito.

12
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De la Ec. 1.8, la presion de fondo fluyendo del pozo al tiempo t se expresa

como.

t

Put () =P, + H J‘q(u)p'WD(t—u)du—qD(tp)wa(t—tp). (1.12)

27kh

Al cerrarse el pozo al tiempo tp después de haber producido a presion constante,

la condicion de frontera cambia a cambia a gasto cero, pudiendo expresarse la presion

del pozo p,, por medio de la Ec. 1.183.

Pys (At ) ) Pup (t—u)du, (1.13)

27rkh j i

donde At es el tiempo transcurrido después del cierre. La integral en la Ec. 1.13 es

dificil de evaluar porque ¢ (At,, =0) es infinito. La ecuacion puede escribirse en una

forma mas facil para su evaluacion, usando la Ec. 1.9:

P, (A o+ | o |
p; pipislgwf WS) =_J'; At Uo (u) Puo (tpD +AthD _u)du +J';D At o (u) Pup (tpD +AtwsD —U)du )

(1.14)

por la Ec. 1.9 se define que:

1= —J.;”DMWSD U (U) Py (Lo + Alyep —U)du

pues es un pozo que produce a presion constante, por lo tanto la Ec. 1.14 se reduce a:

i At b TAbusp '
pl ppfsr() WS) :1+J‘:p At, qD (u) pWD (tpD + AtwsD _U)du . (115)
[ wi PP

13
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La Ec. 1.15 es general. Las funciones empleadas para 0, y P,, pueden elegirse
para cualquier conjunto apropiado de condiciones de frontera internas o externas. Al

examinar los limites de integracion se revela que q, (u) se evalua para tiempos largos

(u >tpD) y p'WD se evalla desde un tiempo igual a cero. De esta manera, fendbmenos

como los efectos de almacenamiento, dafio, o de fractura se incluirdn en la presion,

mientras que los efectos de frontera afectaran el gasto, (,, y para una un tiempo largo

t, p,, también es afectado.

Aungue la integral en la Ec. 1.15 es similar a una integral de convolucion, no se
puede resolverse facilmente por la transformada de Laplace. No obstante, la Ec. 1.15
se ha integrado numéricamente. Las soluciones utilizadas en este articulo se generaron
usando el algoritmo numérico para la transformada inversa de Laplace de Stehfest. Se

presentaron soluciones en forma tabular.

Los autores consideraron tres periodos de tiempos de cierre: un periodo corto de
cierre, cuando el efecto de almacenamiento domina el comportamiento de la presion, un
periodo donde aplica el analisis de incremento de Horner y para tiempos largos cuando
se tienen presente los efectos de frontera.

El primer caso corresponde a periodos pequefios de cierre, la funcion del gasto

d (u) es esencialmente constante para tp<u< (tpD +AtW5D). Por lo tanto, el analisis

de la Ec. 1.15 revela que la presion de incremento puede aproximarse por medio de la
Ec. 1.13:

P — pws (Atws)
Pi — Pus

tpD +Atyp

;l—qD(tpD)*jt

Pup (Lo + A, —U)dlu, (1.16)

pD

14
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P — pws (Atws)
Pi — Pus
(2.17)

~1- qD (tpD) wa (AthD) )

cuando g (tpD) =0, (tpD + At ) :
Se divide entre g (tpD) y se reescribe el resultado en:

pws (Atws ) — Pus
q(t, )u/ 2mkh

= Do (A,,). (118

De esta manera, una grafica Log-Log de [pWS(AtWS)—pr]/q(tp) contra el

tiempo puede compararse con las curvas tipo de presion de decremento para
produccién a gasto constante. Los efectos de un comportamiento transitorio temprano -
como los efectos de almacenamiento y dafio del pozo, penetracion parcial o la
evidencia de una fractura - se pueden analizar usando técnicas convencionales de
curvas tipo. Puede ser demostrado que la validez de este tipo de andlisis es

aproximadamente el mismo que para una produccion a gasto constante.

Para el analisis del incremento de presion, Horner sugiri6 que para una

produccion a gasto variable antes del cierre, la permeabilidad debe calcularse usando el

altimo gasto del pozo, (;, y la pendiente de la grafica de pWS(AtWS) contra

Log [(t; +AtWS)IAtWS], donde t; = ND(tp)/qf :

Los casos relacionados con el incremento de presion después de una produccion
a presion constante para yacimiento infinito, frontera cerrada y frontera circular a
presién constante, se calcularon por integracion numérica de la Ec. 1.15. En cada caso,

hubo un periodo de tiempo cuando el incremento de presion no fue dominado por los

15
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efectos transitorios tempranos del pozo o efectos tardios transitorios de la frontera. La
linea recta semilogaritmica estuvo presente y la pendiente proporcioné el correcto valor

para la permeabilidad cuando los datos se graficaron de acuerdo al método de Horner.

La derivacion siguiente se basa en el método de Horner para graficar los datos

de incremento. La Ec. 1.17, se divide entre g, (tpD +AtwsD), obteniéndose:

pi - pws (AtwsD) _ 1
( B — Puwr )qD (tpD + AtwsD) Ao (tpD + AtWsD

) - pws (AtwsD) ' (119)

Cuando 10° <tpp < (tpSS)D , la Ec. 1.19 se puede escribir como:

pi - pws (AtwsD)
(pi — Pust )qD (tpD +AtwsD)

=~ %[In(tpD +AtW3D)+o.809o7] — Pup (At ) - (1.20)

Para At,,, >5, la aproximacion logaritmica es valida para p,,, (At, ), pudiendo

expresarse la Ec. 1.20 como sigue:

(pi - pwf )qD (tpD +AtWSD) 2 At

wsD

Pi — Pus (AtwsD) ~ l[ In(tpD +AtWSD)] . (1.21)

despejando la presion de pozo cerrado p,p (At ):

At )= p — —
pws( WS) P 47kh 2 At

WS

a(t, +At,, ) 1{In(tp+Atws)} 122

16
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Debe notarse que q(tp) = q(tp +Atws) para At <<tp , esta expresion es idéntica

al resultado para flujo a gasto constante, excepto que si q(t) fuera constante, t seria

igual al tiempo corregido de flujo de Horner, t;. Asi, el método de Horner conserva el

balance de materia y se obtiene a través de su método de andlisis, la correcta
pendiente para la porcion de la linea recta semilogaritmica de los datos de incremento

de presion.

1.3. Kutasov (1989)

Kutasov presenta una solucion analitica para describir el incremento de presion para
pozos que producen a presidn constante en un yacimiento infinito. La ecuacion de
incremento es derivada en las bases de una condicién inicial aproximando el perfil de

presion en el agujero y en el yacimiento al tiempo de cierre.

El método de Horner es muy usado para procesar la informacion de pruebas de
incremento de presidn para pozos que producen a un gasto de flujo constante. Cuando
el gasto del flujo antes del cierre cambia relativamente despacio, el tiempo real de
produccion debera ser remplazado por el tiempo de produccién corregido de Horner
(ajustado), y el ultimo gasto establecido debera ser usado. Cuando el gasto durante la
prueba varia dentro de los limites, la teoria de superposicion es usada para modelar la

historia de produccién.

En los trabajos de Clegg, Ehlig-Economides y Ramey se demostré que para

tiempos adimensionales de produccién méas grandes que 10*, el método de incremento
de Horner daba un correcto valor de la permeabilidad de formacién cuando se utiliza el
altimo gasto y el tiempo real de flujo. También mostraron que para tiempos pequefios
de flujo y tiempos adimensionales de cierre mas largos que 25, el analisis de Horner

(basado en el tiempo efectivo de produccion) se puede utilizar para un pozo que

17
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produjo a presion constante con esencialmente la misma precisibn como para un pozo
gue produjo a gasto constante antes del cierre. Uraiet y Raghavan mostraron que para
tiempos adimensionales de cierre mas grandes que 40, las pendientes de las curvas de

incremento fueron practicamente constantes para todos los casos, con tiempos

adimensionales de producciéon mas grandes que 10*. Estos autores también

documentaron la aplicabilidad del radio efectivo del pozo.

Una ecuacion aproximada para la caida de presion en el yacimiento al tiempo

t=tp (tiempo de produccion) se utiliza expresar la distribucion de presion del

yacimiento al momento en que se cierra el pozo. Para determinar el incremento de las
presiones, se utilizo la solucion de la ecuacion de difusividad que describe el cambio de
presion en el eje de un cuerpo cilindrico con una conocida distribucién de presion inicial
localizada en un medio infinito a una presion inicial constante. Como no se uso el
principio de superposicion, las ecuaciones obtenidas son validas para practicamente
todos los valores de tiempo de produccion o tiempo de cierre.

Se supuso que el flujo del fluido en una sola fase en el yacimiento puede
describirse por medio de la ecuacion de difusividad en coordenadas cilindricas. El
almacenamiento del pozo no se considerd en esta solucion. Durante el periodo de
cierre, el impacto del pozo manifestado en el incremento de presion es despreciado. Se

considero también que el concepto de radio efectivo del pozo se puede utilizar

Se usaron los pardmetros adimensionales siguientes. El tiempo de produccién

basado en el radio efectivo del pozo y la distancia radial se definen por:

kt,
_ (1.23)

gucr,,’

tapD

L (1.24)

18
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donde I, es el radio aparente de pozo, definido como:
r =re”. (1.25)

El tiempo de produccion adimensional corregido (ajustado) de Horner se define

por

*

. kt
t =—2r (1.26)

pD T 2
¢/’lcrwa

donde t; es el tiempo de produccion corregido de Horner (produccion acumulada entre

gasto final de flujo). La caida de presion adimensional durante la produccion se define

por:

Po (Fouto) = [F)(;?(;Mtg)] (1.27)

donde p(r,tp) es la presion en el yacimiento a una distancia r y tiempo t,. La presion

de fondo fluyendo P, , y la presion inicial del yacimiento p,, se suponen constantes.

La presion adimensional de incremento se define por:

Py = % , (1.28)
i wf

donde p,, (Atws) es la presion del pozo después del cierre y At es el tiempo de cierre.

19
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Para determinar la caida de presion p(tp), se utiliza la ecuacion de difusividad

bajo las condiciones iniciales y de frontera siguientes:

p(r,0)=p, [, <r<o (1.29)
y

p(ot)=p,,

P(Fyart) = Py - t>0. (1.30)

Se conoce que para un pozo gque produce a una presion de fondo constante con
una condicién inicial como en la Ec. 1.29, la ecuacion de difusividad tiene una solucién

en funcién de una integral compleja. Con los resultados de una solucién numérica, se

encontré que para valores de tiempo de produccion adimensional tapD >1, la Ec. 1.31

se puede utilizar para aproximar la distribucion de presién en el yacimiento durante la

produccioén:

o - pi—p(r,tp)_E{EDJ’
" (pi—Pu) Ei[— 1}

ry>1. (1.31)

at

El tiempo adimensional ajustado puede obtenerse de

t o=—2, (1.32)

20
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donde N, es la produccién acumulada adimensional y (,, es el gasto adimensional de

flupa t=t,:

N, = , (1.33)

| 2ngenr?, (p— )|

y

qu _ (1.34)

Ao = |:27Tkh(pi — Put )]

Se concluye que 0, =0,. La relacion entre los valores de p, calculados por

estos dos métodos es muy buena. Para tiempos de produccion adimensionales
grandes, las soluciones para flujo de fluidos para una fuente cilindrica con una presién

constante co nvergeré eventualmente.

De esta manera, para valores de tapD >1, la expresion para la presion del pozo

fluyendo (I, =1) se expresa por medio de la Ec. 1.35:

. = W gl 1 1.35
Pi ™ P 47zkh[ '{ 4t;DJ]' (135)

La presion en el pozo y en el yacimiento durante la prueba de incremento se

relaciona por medio de la ecuacién siguiente:

Psr — P 1 7 rZ+r?), rr r s
se — Pi _ exp| — I —,t , |rdr, 1.36
Py =P 2L, 'c[ p( anat,, ) °\ 2nAt,, Pol §tao (1.36)

w
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donde Io(x) es una funcién modificada de Bessel de segundo tipo y orden cero, r es

una variable de integracion, psr(At r) es la presion durante el cierre a cualquier

ws !

distancia radial r, y n es la difusividad hidraulica. La funcion pD(r'/rW,tapD) es la

presion de distribucién adimensional en el pozo y en el yacimiento a At =0.

Para el eje del pozo (r=0), 1,(0)=1y p, =p,. Por lo tanto, la presion

adimensional del pozo después del cierre se determina por medio de la ecuacion

siguiente:

pi - pws (AtWS) 1 T - R2
L i Ro- (Rt B &R, 1.37
Pso ( WSD) D — P (t) 2AtWSD _([ pD( pD)eXp( 4AtWSD ( )

donde

R=rTr,,. (1.38)

Considerando la Ec. 1.31 (R=r,), las expresiones para las presiones

Po (Rit,0 ) sON:

2
Ej —( R j
it

pD(R’tapD): = = R>1 (139)

i ( 1 j
4tpD

Il
[EEN

pD(R’tapD) OS R<1. (140)
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La sustitucion de x por R* y de las Ecs. 1.39 y 1.40 en la Ec. 1.37 conducen al

resultado siguiente:

ﬂjexﬂdx+El('B J'e*X/’El( ax)dx, (1.41)
donde

1
= : 1.42
P 4At, ( )
y

1
=—. 1.43
“Ta (1.43)

La dltima integral se evalla usando tablas para las dos integrales:

J = .:[ef’XEi (—ax)dx = —[%He/’XEi (—ax)+ In{1+ (EH ~Ei[—(a+ ﬂ)x}} (1.44)

(94

J, =Ie‘ﬁXEi(—ax)dx=—(%jln{l+(§ﬂ. (1.45)

Debe notarse que,
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J= je’ﬂXEi(—ax)dx =J,-J,(x=1); (1.46)
1
usando las Ecs. 1.28 y 1.29, se obtiene:
T - .
J= 7 e /Ei(-a)-Ei(-a-pB)]. (1.47)
La primera integral de la Ec. 1.41 se define como:
1 -
J =J'exﬁdx=—e—+l. (1.48)
0 BB

La sustitucion de las Ecs. 1.47 y 1.48 en la Ec. 1.41 dan como resultado:

_,_Ei(za-p)
Po =1 ) (1.49)
o
a
Ay At
. (1.50)

psD :1_ 1
Ei[_ : j
at

Combinando las Ecs. 1.31, 1.35 y 1.50, se obtiene:

pi—pws=qL—ﬂ —Ei| - 1 +Ei| - 1 - : (1.51)
Arkh 4t 4t AAtp
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Note que la Ec. 1.51 puede ser usada para cualquier valor de At y para t; >1.

La aproximacion logaritmica para la funcion Ei es valida para el argumento,

1 N 1
(4t;D) (4At,)

<0.01 (1.52)

Si la condicién establecida por la Ec. 1.52 no se satisface, deben usarse las Ecs.
1.35y 1.51.

Con este método se obtiene una solucién analitica para determinar el incremento
de presion para pozos, que han producido a presion de fondo fluyendo constante en un
yacimiento infinito. Esta solucion es valida para practicamente cualquier tiempo de
produccién y tiempo de cierre. Para tiempos de produccién adimensionales grandes, la
ecuacion obtenida puede simplificarse, pudiendo derivarse la ecuacion de Horner
expresada por la Ec. 1.50. En muchos casos, el método de incremento de Horner que
utiliza el dltimo gasto de flujo y el tiempo de produccion ajustado, se aplica para estimar
la permeabilidad de formacion, el factor de dafio y la presion inicial de yacimiento.
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Desarrollo del Modelo Matematico y Evaluacion

Incremento de la presion en un yacimiento infinito que
produjo a presion constante.

Para el caso de gasto variable, si consideramos que un pozo produce en un yacimiento

infinito, partiendo de la ecuacion de difusividad en el espacio de Laplace,

d’p, 1dp, ~—
+— =S , 2.1
dr = r, dr, Po 2.1)

y se plantean las condiciones de frontera y la condicion inicial también en el plano de

Laplace:
pD(rD’O):O (2.2)
lim Po(rp.8)=0 (2.3)
dp, 1
r __= 2.4
[ ° er jr =1 S ( )

La solucion a este problema es directa si suponemos que la solucion para el
problema a gasto constante es conocida. Aplicando el principio de convolucion

generalizada para su solucion se obtiene:

t
pr = i ij. wa t u d (25)

0

27



Desarrollo del Modelo Matematico y Evaluacion

Prats desarrolld6 una solucién analitica para el analisis del comportamiento del
incremento de presion para un yacimiento con frontera externa infinita, el pozo produjo

a presion constante y después de un tiempo de produccién se cerrd. Considero el radio

del pozo finito I, =1.

Partiendo de la ecuacién de convolucién en unidades adimensionales la cual es

una solucion de la ecuacién de difusividad, se tiene:

pwa(tD):pip_'?—W;)(tD):‘TQD(u)p;D(tD'u)du' (2.6)

donde p,; es constante y P (tD) varia con el tiempo. p, (tD) es el gasto al cambio

de presion de un pozo produciendo a gasto constante.

Si consideramos que el pozo esta produciendo a un gasto tal que la presion del

pozo tiene un valor constante, P, para cualquier tiempo, entonces

lzj'qu(u)p,'D(tD—u)du, (2.7)
0

donde se ha expresado a q, (tD) agregandole el subindice p (de produccion), para

acentuar el hecho que el gasto corresponde a un pozo produciendo a presion
constante. Para un yacimiento circular infinito la solucién para el caso de produccion a
presion constante se presenta en el libro de Carslaw y Jaeger la cual esta expresada

por medio de la Ec. 8 (ver el Apéndice A).

4 T —vztD dV
o (tD)___z_([e V(Jf(V)—i—Yoz (V)) : (2.8)
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Para un pozo que produce a presién constante, P, =1, y mayor al tiempo tpD

al cual el pozo es cerrado, el gasto, q,, (tD), esta dado por,

Wty —to)% dv

t)=—"—L eV _ _

o) e ) e
Esta expresion se reduce ala Ec. 2.5 para t, <t ; ya

Yo (tD) =0, para b >{p. (2.10)

Entonces se conoce exactamente que el gasto esta dado a una presion

constante al tiempo {5 .

Una aproximacion en el espacio de Laplace

En el espacio de Laplace la Ec. 2.3 se expresa como:
Puro (8) = Ay (8)SPgo (5) (2.11)

para obtener la Transformada de Laplace de q;D (s) de la Ec. 2.11, se utiliza la Ec. 2.8:

(ver el Apéndice B).

* 4 2 —{s+v?) tp dv
qu(S)=—;He e, (2.12)
00

se integra la Ec. 2.12,
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qu _2-([ S+V O(V)"'Yoz(v)]

(2.13)

Para obtener la transformada de Laplace de p;’D (s), de la Ec. 2.11, se utiliza la

solucién para la presién en un yacimiento circular infinito, evaluada en I, =1, expresada

por la Ec. 2.14, (ver el Apéndice C),

. 1_e "t
qu _;'!Vf[(\] W ) :I (2.14)

La derivada para esta expresion P, (tD), con respecto a t, (Ec. 2.14) es (ver el

Apéndice D)

4 ¢ e dw
t,)=— 2.15
Po (to) ﬂz‘([W(J (W) +Y7( )) (2:15)

La transformada de Laplace de la Ec. 2.14 es, (ver el Apéndice E)

. 4 % dw
S)=— 2.16
Po () ﬂz-([s (s+w )(Jf(w)+Yf(w)) (2-19)

Formalmente, la transformada inversa de Laplace de la Ec. 2.11 se obtiene

sustituyendo las Ecs. 2.13 y 2.16, por lo tanto,

Pos (1) = L{d35 () s Pp (5)} (2.17)
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(s )t
. _Ew (l—e jdv » dw
Pup (o) = L 7z4£v(s+v2)(J 2(V)+ Y2 (v ))!(s+w )w(IZ (w)+Y (w)) | (219)
s+ )t
6% iy ] e
Punlo) = 4‘(‘).'(').(JOZ(V)'FYOZ(V))WV(le(W)+Y12(W))I_ (s+Vv*)(s+w’)| (2.19)

La transformada inversa de Laplace de la Ec. 2.19 antes del cierre es: (ver el
Apéndice F)

—(s+v2 )t
. (l—e (++7) D) eV _ g

L (s+v2)(s+wz) = (vz—wz) ,  para th <tp. (2.20)

La transformada inversa de Laplace de la Ec. 2.19 después del cierre es: (ver el
Apéndice G)

1 (1_ e’(8+v2)tso j (evztpD _ e—wztpD )e_wz(tD_tpD)
- (S-I-Vz)(S—l—WZ) B (VZ—WZ) para {p >1. (2.21)

La condicién de frontera para el caso de produccion a presion constante, para

0<t, <t,; requiere que:

0 00 72 _ 2.
16 dwdv gV _gWh

39 (92 (V)Y (v))wy (37 (w)+ Y (w)) - (V2 -w?)

1. (2.22)

o
=
U
|
/5
—
'—a
Il
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La respuesta de presion después del cierre, para At =t,—t;>0, puede

expresarse como:

ET]? dwdv
7 0 (32 (V) + Y (v))wy (7 (W) + Y7 (w)) (v -w?)

psD (AtwsD) ==
(2.23)

Una gréfica de pg(At,,) contra At,, para varios valores de t, puede

obtenerse evaluando esta Ec. 2.23.

Debe notarse que las dos ultimas ecuaciones son iguales para el mismo tiempo

de cierre.
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Analisis de Resultados

Uno de los objetivos principales de esta seccion es presentar la evaluacion y
comparacion de cada uno de los métodos propuestos, por Clegg, Ehlig-Economides y
de Kutasov, asi como el método desarrollado por Prats, para pruebas de presion de
incremento de pozos que produjeron a presion constante antes del cierre. También se

incluyé un ejemplo de aplicacion en el que se analiza una prueba realizada en un pozo.

La presién adimensional del pozo, Ec. 1.27, es igual a uno cuando el pozo esta
fluyendo a presion constante, por lo que al momento de cerrarse este efecto se

manifiesta en la presion adimensional, P,y -

El software que se utiliz6 para la evaluaciébn de las ecuaciones de Clegg,

Kutasov, Ehlig-Economides y Ramey y Prats fue "Mathematica".

3.1. Clegg

Como se ha mencionado antes, la aplicacion de la Transformada de Laplace
para problemas de flujo de fluidos ha proporcionado un gran nimero de soluciones
analiticas simples por su forma de aplicacion. Algunos problemas que involucran

ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes, suelen tener como parte no

homogénea una funcién f(t) gue no es continua. El analisis de estos problemas es

mas sencillo cuando se utiliza el método de la transformada de Laplace. Una de las
ventajas mas significativas radica en que la integracion y derivacién se convierten en
multiplicacion y division. Esto transforma las ecuaciones diferenciales e integrales en

ecuaciones polinémicas, mucho mas faciles de resolver.
Clegg desarroll6 una solucién para pruebas de incremento en un pozo que

produjo a presién constante, localizado en un yacimiento infinito. Después de la

aplicaciéon de la transformada de Laplace se obtuvo la solucion en funcién de
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ecuaciones modificadas de Bessel y aplicé posteriormente el método de inversion de la
Transformada de Laplace de Schapery, con el cual se obtuvo una buena aproximacion

para la evaluacion. EI método de Schapery es directo y se basa en problemas donde,

es una funcién que presenta una variacion lenta con respecto a variable de Ins. En

este caso la férmula de inversion es:

f(s) Z[ST(S)]

donde
1

S=—. 3.1
2t S

Se evaluaron las Ecs. 1.1y 1.2 para un pozo finito, Iy =1. La ventaja del uso del

software de "Mathematica” es que ya vienen definidas las funciones modificadas de
Bessel de la solucion y la sustitucion es directa, pues en otros paquetes se tienen que
definir y programar las funciones, utilizando aproximaciones ya sea en términos de la

serie de Taylor o identidades (ver el apéndice H).

La solucion obtenida por Clegg, esta en funcion de K, (x) gue son funciones de

Bessel modificadas de segunda clase, las cuales muestran varias analogias con

respecto a las funciones exponenciales y trigonométricas. La funcion Kv(x) es

exponencialmente decreciente, diverge en x=0 y para valores de v>0 el valor de

K,(x)=0 (ver laFig. 27, del apéndice ).
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El resultado de la evaluacion para diferentes tiempos de produccion se muestra
en las Figs. 2 y 3, en las cuales describen el comportamiento de la ecuacion propuesta
por Cleeg para pozos que produjeron a presibn constante antes del cierre,

observandose una caida de la presion adimensional posterior al cierre hasta llegar a un

equilibrio en cero. En la Fig. 2 se observa que para At <<1 la presion adimensional

wsD
inicia en uno, ya que el pozo ha producido a presion constante antes del cierre; puede
notarse que entre mayor sea el tiempo de produccién la pendiente del comportamiento

de la presion disminuye. La Fig. 3 muestra que a partir aproximadamente de At, =1,

comienza la caida de presion para cada uno de los diferentes tiempos de produccién y

entre menor sea el tiempo de produccion mas rapida es su caida.

1.0
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S
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Q_‘ L
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;: L
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= 02+
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Tiempo Adimensional, A ,,p

Fig. 2. Comportamiento de la presién de incremento para un pozo que produjo a presién constante para
diferentes tiempos de produccion, obtenido empleando la solucién por Clegg.
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Fig. 3. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presién constante para
diferentes tiempos de produccion, obtenido empleando la solucién de Clegg.

3.2. Ehlig-Economides y Ramey Jr.

El analisis de pruebas de pozos ha sido desarrollado principalmente para produccion a
gasto contante; sin embargo, hay yacimientos con condiciones de produccion en los
cuales el flujo ocurre a presién constante. Ehlig-Economides y Ramey en su trabajo
utilizaron el método de superposicion de gastos variables, generando una solucién
exacta para el incremento de presidn posterior a un periodo de flujo a presion
constante. Para un pozo que produjo a gasto variable o constante, las condiciones de
frontera son las mismas durante el periodo de produccién y de cierre. El gasto en el
pozo varia solo de algun valor constante (produccién) a cero (pozo cerrado), pudiendo

aplicarse el principio de superposicion.
El método planteado en la Ec. 1.12 es general. Los resultados indican que una

modificacion del método de Horner de la gréfica de incremento de presion, proporciona

una evaluacion correcta de la permeabilidad y presion estéatica del yacimiento. Para la
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evaluacion de esta distribucion de presion se lleg6 a la Ec. 1.18, la cual solo es valida

para At >95, Fig. 4.

wsD

Ehlig-Economides y Ramey consideran un gasto cuando esta cerrado el pozo,

cuya influencia solo seria correcta al tomar en cuenta los efectos de almacenamiento de
fluidos en el pozo. Existen soluciones para determinar (, en yacimientos radiales las

cuales se derivaron a través de la transformada de Laplace. El gasto que utilizaron
Ehlig-Economides y Ramey esta definido por medio de la Ec. 3.2, para un pozo que

produce a presidn constante en un yacimiento infinito:

4p(2) = Ki(21o) (3.2)

CID(Z)— \E[KO(Z)+S\EK1(Z):| ,

donde z es la variable de la Transformada de Laplace y s es el factor de dafio el cual

es igual a uno para este caso.

Hay soluciones en el espacio de Laplace que no pueden invertirse facilmente en
forma analitica al espacio real, como la Ec. 3.2, por lo que se requiere aplicar un
algoritmo numérico como el de Stehfest, para obtener la inversa de la Transformada de
Laplace. Este algoritmo proporciona soluciones para una variedad amplia de problemas
de interés en el analisis de pruebas de pozos. El algoritmo esta basado en la expresion

siguiente presentada por Stehfest:
N

F(t) ='”TZZVi f(lnTzij , (3.3)
i=1

donde f(z) es latransformada de Laplace de F(t),y V, esta definida como:
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min(i,N/2) kN/22k!

V, = (_1)[(”/2)”] Z

S [(N/2)—k k(1= K)(2k —1)1”

donde N es el numero de términos en la suma. Stehfest observé que entre mayor sea

N es mayor la precision.

Considerando que el tiempo de inicio de Ehlig-Economides y Ramey solo es
valido para At,,>5, en la Fig. 4 se muestran los resultados para la presion
adimensional, obtenidos por medio del método de Ehlig-Economides y Ramey, los
cuales al compararse con las Fig. 3 y 6 de los métodos de Clegg y de Kutasov, se

observa que el inicio de la caida de presion para los diferentes tiempos de produccion

es mucho menor.
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Fig. 4. Comportamiento de la presiéon de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
diferentes tiempos de produccion, obtenido empleando la solucion de Ehlig-Economides y Ramey.
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3.3. Kutasov

El método de Horner se ha usado para el analisis de pruebas de incremento de presion
para pozos que producen a gasto constante, donde se utiliza el tiempo de produccion
corregido de Horner y el dltimo gasto previo al cierre. Kutasov propuso una solucion
para la presion de incremento de pozos que produjeron a presion constante antes del
cierre, descrita por la Ec. 1.50, la cual esta en funcion de la integral exponencial, Ei. La
Fig. 5 muestra la distribucion de la presion para los diferentes tiempos de produccion,
iniciando la presién en uno por ser un pozo que produjo a presidn constante y

decreciendo hasta llegar a cero. La pendiente disminuye conforme aumenta el tiempo

de produccion. La Fig. 6 muestra el comportamiento a partir de At ., =1 donde la caida

de presion es un poco mas lenta al inicio para los diferentes tiempos de produccion en
comparaciéon con el método de Clegg, alcanzando un valor de cero, donde también
después de un tiempo la presién en el yacimiento se aproxima a un valor constante a
tiempos de cierre grandes para casos en que el periodo de produccion ocurrio a

condiciones transitorias.
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0.2

Presion Adimensional,
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Fig. 5. Comportamiento de la presiéon de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
diferentes tiempos de produccion, obtenido empleando la solucion de Kutasov.
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Presion Adimensional,

Tiempo Adimensional, Af

Fig. 6. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
diferentes tiempos de produccion, obtenido empleando la solucién de Kutasov.

3.4. Prats

Como se ha mencionado anteriormente, en las soluciones para pozos que han
producido a presién constante, uno de los problemas es la complejidad de las
soluciones y de su evaluacion, asi como su precision, ya que estan expresadas en
funcién de integrales de variable compleja o series infinitas, como es el caso de las Ecs.

2.22 y 2.23. La Ec. 2.22 es la demostracion de que todo pozo que produce a presion

constante, su presion adimensional antes del cierre es igual a la unidad, P, =1.

Para la evaluacién de la solucion desarrollada por Prats se utilizé la Ec. 2.23, la
cual esta en funcion de exponenciales que limitan su evaluacion, ya que dependen del
tiempo de produccion y para valores grandes, las exponenciales causan que la

ecuacién no converja.
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En un principio la ecuacion de Prats se evalu6 con el método de Simpson, el cual

es un método de integracion numeérica para determinar el area que se forma entre una

funcién f(X), el eje x, y los limites a y b. Este método consiste en la suma de sub

éreas de polinomios de orden superior, cada subarea forma un pequefio arco de
parabola de la forma ax®+bx+c. A las formulas resultantes para calcular la integral

bajo estos polinomios se les conoce como reglas de Simpson. En este procedimiento,

se toma el intervalo de longitud 2h, comprendido entre X; y X;.,, aproximandose la

i+21

funcion f (x) por la parabola que pasa por tres puntos (X, ;). (X1 Vi) ¥ (Xizs Yirz ) -

Al efectuar la evaluacién con el método de Simpson, se realizaron corridas con el
programa de Visual-Fortran para determinar el nimero de intervalos 6ptimo y los limites

de las integrales de la Ec. 2.23 para mejorar la precision.

Se observa en las Tablas 1 y 2, la relacibn que hay entre el nimero de

intervalos, imax, el limite superior de la integral Imax, y el tiempo de produccién

adimensional, t, =10° y t; =5000. El objetivo es cumplir que el valor de la presion

adimensional del pozo, Ec. 1.27, al momento de cerrarse sea igual a uno, se observé
gue si se aumenta el numero de intervalos y el limite de la integral superior en cada
evaluacion, se mejoraba la precisibn en la evaluacion de esta presion. Otro factor
importante fue el tiempo de produccién el cual afecta la precision de la evaluacion

numérica de la soluciéon de Prats.

La solucion de Prats al evaluarse por el método numérico de Simpson tiene la
desventaja de que solo se obtiene para un tiempo de produccion; desafortunadamente
el tiempo que la solucidon necesita para cada evaluacion no es practico. Se requieren
varias horas para efectuar esta evaluacion por lo que se buscé otro método de
integracion numérica. Al tratar de obtener el comportamiento para la presién
adimensional de incremento, posterior a tiempos de produccibn mayores se

presentaron problemas de convergencia, siendo mas dificil la manipulacién del
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programa. La Fig. 7 muestra la evaluacion obtenida por medio del método de

integracion de Simpson del comportamiento de la presion de incremento para un

t,5 =10, Imax=10 e imax=5000.

Tabla 1. Valores obtenidos para diferentes Imax e imax, para un t =10".

t,p =10,000
Imax=10.0 Imax=15 Imax=15 Imax=15
imax=5000 imax=7,500 imax=25000 imax=50,000
Aty Po Aty Po Aty Po Aty Po
0 0.85972 0 0.85994 0 0.95680 0 0.97807
1 0.85439 1 0.85450 1 0.95088 1 0.97205
2 0.85204 2 0.85216 2 0.94833 2 0.96945
3 0.85025 3 0.85036 3 0.94638 3 0.96746
4 0.84873 4 0.84884 4 0.94473 4 0.96579
5 0.84739 5 0.84751 5 0.94327 5 0.96431
6 0.84619 6 0.84630 6 0.94196 6 0.96297
7 0.84507 7 0.84519 7 0.94075 7 0.96175
8 0.84404 8 0.84415 8 0.93963 8 0.96060
9 0.84307 9 0.84318 9 0.93857 9 0.95953
10 0.84215 10 0.84226 10 0.93758 10 0.95852

Tabla 2. Valores obtenidos para diferentes Imax e imax para un tpD =5000.

tpp =5,000
Imax=10.0 Imax=10.0 Imax=15.0
imax=5,000 imax=10000 imax=15000
AtSD Pp AtSD Po AtSD Po

0 0.89948 0 0.94873 0 0.94906
10 0.87372 10 0.92188 1 0.94074
20 0.86285 20 0.91057 2 0.93716
30 0.85452 30 0.90190 3 0.93441
40 0.84750 40 0.89460 4 0.93209
50 0.84133 50 0.88818 5 0.93005
60 0.83575 60 0.88239 6 0.92820
70 0.83063 70 0.87707 7 0.92651
80 0.82587 80 0.87213 8 0.92493
90 0.82141 90 0.86750 9 0.92345
100 0.81720 100 0.86312 10 0.92204

43



Analisis de Resultados

1.0

0.9

0.8 1

0.7 1

0.6

0.5

0.4

0.3 1

Presion Adimensional pp

0.2 1

0.1 1

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2000 4000 6000 8000 10000

AtwsD

Fig. 7. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
tp= 10", obtenido por medio del método de Simpson.

Posteriormente se utilizo el software de "Mathematica”, el cual tiene programados
los métodos de integracion. Para este caso se utilizd el método de cuadratura

Gaussiana.

La cuadratura Gaussiana selecciona de manera Optima los puntos para
determinar el tamafio de los intervalos para la evaluacion de la suma de la integral y no

en forma espaciada uniforme, de un polinomio de grado 2n—1 o menor, que se ajustara

a una funcion f(x) en los puntos X, X,, X, .. X, comprendido en el intervalo [a,b] y

los coeficientes C,, C,, C;, ... C,, para reducir en lo posible el error esperado que se

obtiene al efectuar la aproximacion siguiente:

D ey T

f(x)dx:iz;;cif(xi)_ (3.4)
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Esta cuadratura proporciona resultados precisos solo si f(x) se aproxima por
medio de un polinomio dentro del rango [—1, 1]. La funcion puede escribirse como
f(x)=W(x)g(x), donde W(X) es conocido y g(X) es un polinomio aproximado el
cual aproxima un polinomio de grado n a un conjunto de m+1 pares de datos (xi,yi)

de modo que n<m; por lo tanto se tiene:

J 1 008= w9 (0x= Swa(x)

Un método para definir el polinomio es el de Legendre, el cual define que si

[a, b]#[-1, 1], el cambio de variable se expresa por medio de la ecuacion siguiente:

b—ay+b+a
2 2

b-a
dx =——dy,
5 y

y la férmula de cuadratura de la Ec. 3.4 queda:

b b—a b—a a+b
f (X)dx=——>c *f X + )
L ) 2 ; ( 2 2 j

Por la forma de la Ec. 2.23 la evaluacién del programa requiere un poco mas de
tiempo que los métodos de Clegg, Kutasov y Ehlig-Economides, debido a que la
solucion esta en funcion de integrales y requiere de sumas, y si los limites tienen
valores grandes también aumentaran el calculo para la suma de los intervalos de las
integrales. Se ha discutido que las ecuaciones de Clegg y Kutasov se evallan

directamente y la ecuacion de Ehlig-Economides y Ramey requiere de la aplicacion de
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una inversion numérica de la transformada de Laplace. Se observa en la Fig. 8 a partir
de un tiempo reducido, el comportamiento de la curva de Prats es similar al de las

curvas de Clegg y Kutasov.

La Ec. 2.23 tiene una integral infinita doble, para poder evaluarla es necesario
definir los limites de las integrales que representaran de la forma mas exacta la forma
de la ecuacion, para obtener la mayor precision posible. Se evalud la ecuacién con
distintos limites para cada tiempo de produccién, para conocer el comportamiento de la
curva y obtener los limites mas representativos para cada tiempo de produccion para
qgue la ecuaciéon no tenga problemas de convergencia. Entre mayor sea el tiempo de
produccién, menores son los limites de la integral ya que las exponenciales de la
integral de la Ec. 2.23 estan en funcion del tiempo de produccion y de las variables de
integracion. Para tiempos de produccion grandes la precision es menor, ya que como
se menciono, los limites de las integrales son mas pequefios y no representan a la

ecuacion lo mas aproximada posible. Esto se muestra en la Fig. 9.

Comparando las Figs. 8 y 9 se observa en el inicio de cada grafica para los
diferentes tiempos de produccion, que el comportamiento depende de los limites
asignados. En la Fig. 8, la Ec. 2.23 se evalu6 con limites de integracion mayores que
en los de la Fig. 9, por lo que se puede observar que la Fig. 8 muestra una mayor
precision al inicio que la Fig. 9. La Tabla 3 muestra los limites usados para cada tiempo
de produccion para la Fig. 8 y la Fig. 9, donde a es el limite inferior de la integral y b

es el limite superior para las variables de integracion v y w respectivamente.

Tabla 3. Limites de las integrales.

Figura 8 Figura 9
4
tp =10 a b, a, b,
v 0 200 0 100
w 0 200 0 100

46



Analisis de Resultados

5
t,p =10
v 15 10
W 0 25 0 20
6
t,o =10
v 15 5
w 20 0 10
7
t,o =10
v 5 2
w 6 0 3
8
t,, =10
v 0.9 0.5
W 2 0 1
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Fig. 8. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para

diferentes tiempos de produccion, obtenido por medio de la solucién de Prats.
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Fig. 9. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
diferentes tiempos de produccion, obtenido por medio de la solucién de Prats con limites de integracion
pequefios.

Comparando las Figs. 3, 5 y 10, soluciones de Clegg, Kutasov y Prats
respectivamente, a partir de At,, =1, se observa que para los diferentes tiempos de
produccion la caida de presion es mas rapida con la solucion de Prats, después esta el
método de Kutasov, siendo mas lento el comportamiento con la solucién de Clegg;
aunque después de cierto tiempo transcurrido el comportamiento de la presién entre

estos métodos es el mismo como se observa en la siguiente seccién donde se compara

todos los métodos para estas condiciones.
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Fig. 10. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presién constante, para
diferentes tiempos de produccion, obtenido por medio de la solucién de Prats.

3.5. Comparaciones

En las Figs. 11 a la 15 se comparan los comportamientos de presién calculados por

medio de los cuatro métodos discutidos previamente, para diferentes tiempos de

produccion. En general, para At . <1, el comportamiento de la presion para Clegg,

wsD
Kutasov y Prats difiere para los diferentes tiempo de produccion, pero a partir de

At >1 aproximadamente, la declinacion es la misma para los tres métodos, por lo

wsD

que se puede establecer que los tres métodos muestran una buena aproximacion para

At,, >1. El método de Ehlig-Economides y Ramey se aproxima a los otros métodos

wsD

hasta At . >10", lo gue comprueba, como ya se menciono, que el método es valido

wsD

solo para tiempos de At >10". En los caso de Clegg y Kutasov el comportamiento

wsD
de las curvas es muy parecido desde el inicio, y aproximadamente en At =107, se

inicia una declinacibn mas rapida; en la curva de Prats el descenso es mas suave,
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incorporandose su comportamiento al de los autores Clegg y Kutasov aproximadamente

a At,, =10".
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Fig. 11. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para

un tiempo de produccién de tpD =10* , para Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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Fig. 12. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para

un tiempo de produccién de tpD =10° , para Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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Fig. 13. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
un tiempo de produccién de tpD =10° , para Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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Fig. 14. Comportamiento de la presién de incremento para un pozo que produjo a presion constante, para
un tiempo de produccién de tpD =10’ , para Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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Fig. 15. Comportamiento de la presion de incremento para un pozo que produjo a presién constante, para
un tiempo de produccién de tpD = 108, para Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.

3.6. Aplicacion en campo

Se mostrard un ejemplo de aplicacién con los datos disponibles para un pozo real de
campo. El pozo A se produjo a presion constante por un afio. Al tiempo de cierre la
produccién acumulada fue 107,711 barriles (17,126 m®) y el gasto medido a 41.4 B/D
(7.62 x 10° m®) al final del periodo de flujo. El pozo estaba localizado en el centro de
una area de drene de 160 acres® (647 520 m?). El gasto promedio para el pozo A esta

dado por la expresion siguiente,

N
q=—,

tp
azlm’_;“ —295[B/ D] (5.43x10m" /5) .
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El gasto del flujo justo antes del cierre es considerablemente menor que el gasto

promedio (, sugiriendo que el pozo fue sometido a una declinacion exponencial al

momento de la prueba.

Las caracteristicas del fluido del pozo y del yacimiento son las siguientes:

H =65 cp. N =107,711  bbl

B=12 B@y/B@s ty = 365 dias

C.=15E:05 psi’ q =414 bbl/d

My =0.33 ft Ap = 205 bbl/d

¢ =023 K =925 md

h =130 ft Y =0.5772 constante de Euler
$=1.98 1 =4.1E+05

lva =0.04556  Ft.

Tabla 4. Historia de presion del pozo.

At (horas) P, ( Psia) Ap( psi) tp;ﬂ tp;ﬂ
ws ws
0 41 0
0.1 75 34 87,600 624,413
0.25 110 69 35,041 249,766
05 112 133 17,521 124,883
1 202 161 8,761 62,442
2 249 208 4,381 31,222
3 272 231 2,921 20,815
5 295 254 1,753 12,489
7 302 261 1,252 8,921
10 310 269 877 6,245
20 319 278 439 3,123
30 330 284 293 2,082
50 340 292 176 1,250
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Fig. 16. Grafica de Horner con datos de una prueba de presién usando tiempos de flujo reales y

corregidos.

La Tabla 4 muestra la historia de presién durante el cierre del pozo. Para obtener

t +At
la grafica de Horner. se grafica la. p,, contra la relacion % y posteriormente se

WS
determina la pendiente. La Fig. 16 muestra la linea recta esperada. Con la pendiente, la
permeabilidad de la formacién es determinada por:

. 162.6q, B
- mh
162.6(41.4)(1.2)(65)
- (44)(130)
k=925 md
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Para determinar el tiempo de produccion adimensional tpD, se utliza la

expresion siguiente:

Lk
t,p =2.637x10 -
pucr,

Se evalla el comportamiento de este pozo para 1 mes, 6 meses y 1 afo; la

Tabla 5 proporciona los valores del tiempo de produccion adimensional tpD , definido

con la ecuaciéon anterior. Las Figs. 17, 18 y 19 muestran el comportamiento de la

presidn para estos valores de tiempo.

Tabla 5. Tiempo de produccién adimensional.

t, (dias) t,(hrs) to

1 mes 30 720 719158
6 meses 180 4320 4314945
1 afio 365 8762 8751748

Como se ha discutido previamente la precision de la presion cuando se cierra el
pozo en el modelo de Prats se ve mas afectada al inicio para tiempos pequefios, Fig.

17, que corresponde para tpD =1 mes, y para los tiempos de produccién mas grandes
mejora la precision. Figs. 18 y 19. En general, al principio del tiempo de cierre se
observa la diferencia en la exactitud del comportamiento entre los métodos, vy

superando este inicio el comportamiento es el mismo entre Clegg, Kutasov y Prats. La

Tabla 6 muestra los limites utilizados para los diferentes tiempos produccion.

55



Analisis de Resultados

Tabla 6. Limites empleados en las integrales para K =92.5 md

to =1 mes tp =6 meses t,p =1 afo
al bl aZ bZ a2 b2
v 40 0 5 0 5
W 0 45 0 6
1 0 7“,‘111;“,‘_" S
= I —e—  Clegg
Q| = .
4| 1 08 B —=—  Kutasov

S . —e—  Ehlig Economides
g 06 i Prats
7 I
=
5 L
£ 04
5 L
< L
o L
< 02r
172 L
2 I
L -

00 1 | | -
107 1 107 104 106 10°

Tiempo Adimensional, Az, p

Fig. 17. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presién constante por
1 mes, obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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Fig. 18. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presién constante, por

6 meses, obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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Fig. 19. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presién constante, por

1 afio, obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Prats.
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3.7. Aplicacion en campo con permeabilidad muy

pequefa

Se tiene el mismo pozo del ejemplo de aplicacion anterior, pero ahora supongamos una

permeabilidad de k =0.1 md, mostrando en las Figs. 20 a la 25 el comportamiento de

la presién obtenido por medio de los métodos. Cada una de las figuras antes
mencionadas muestra el comportamiento de la ecuacion de Prats, la cual se evalué con

distintos limites para cada tiempo de produccion. La Tabla 7 muestra los tiempos de
produccién evaluados con una k =0.1 md . La relacion entre el tiempo de produccion y

los limites de las integrales se muestra en la Tabla 8.

Tabla 7. Tiempo de produccion adimensional para K =0.1 md .

t,(dias) t (hrs)  t,

1 mes 30 720 777
6 meses 180 4320 4665
1 afo 365 8762 9461

Tabla 8. Limites empleados en las integrales de la Ec. 2.23.

Figura 19 Figura 20
t,o =1 mes a, b, a, b,
Vv 0 500 0 200
w 0 500 0 200
Figura 21 Figura 22
t,p =6 mes a, b, a, b,
Vv 0 400 0 100
w 0 400 0 100
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Figura 23 Figura 24
t,o =1 afo a b, a, b,
Vv 250 100
w 250 100

Se observa en la Figs. 20 que para un tiempo de produccién de un mes se indica
una mejor precision al inicio, ya que se utilizaron limites de integracibn mayores que
empleados en la Fig. 21, como se puede verificar en la Tabla 7. Lo mismo sucede con
las graficas que muestran el comportamiento de la presibn para un tiempo de
produccion de 6 meses y un afio, donde los limites de integracién fueron mayores en
las Figs. 22 y 24. En las Figs. 24 y 25 se observa también que la diferencia entre los
resultados de Clegg y Kutasov disminuye conforme el tiempo de producciéon aumenta
aunque los limites sean menores a los tiempos de produccibn menores. Cabe

mencionar que el comportamiento de todas las evaluaciones es similar a partir Aty =1

aproximadamente.

Los limites se fijan con base en que la solucién de la ecuacion converja para

cada tiempo de produccion adimensional.
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Fig. 20. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presion constante por

1 mes, para k=0.1md , obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides
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Fig. 21. Comportamientos de la presiéon de incremento para un pozo que produjo a presion constante por

1 mes, para k=0.1 md , obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides

y Prats.
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Fig. 22. Comportamientos de la presion de incremento para un pozo que produjo a presién constante por

6 meses, para k=0.1md , obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-

Economides y Prats.
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Fig. 23. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presién constante por

6 meses, para k =0.1 md, obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-

Economides y Prats.
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Fig. 24. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presion constante por
1 afio, para k=0.1 md , obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y

Ap

Presion Adimensional,

Prats.

1.0 _A—AA—A—‘,‘_:: !
: —— Clegg
08k —=—  Kutasov
—e—  Ehlig Economides

06k Prats
0.4
0.2F

. ¥ '
0.0k, ! ! ! :;m’"'m

1072 1 10° 10* 10°

Tiempo Adimensional, Af,.p

Fig. 25. Comportamientos de la presién de incremento para un pozo que produjo a presién constante por
1 afio, para k=0.1md , obtenidos por medio de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig Economides y

Prats.
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3.8. Método de Horner para el andlisis de la presidon de
incremento.

El método de Horner se ha utilizado extensamente para analizar las pruebas de
incremento de presidn en pozos que producen a gasto constante. En el analisis del
incremento de presion los pozos que presentan un comportamiento variable decreciente
del gasto de tipo exponencial previamente al cierre, el método de Horner considera al
altimo gasto de produccion como el valor del gasto constante equivalente, es exacto
para pruebas cortas en pozos. El método de Horner proporciona un valor correcto de la
permeabilidad de la formacion, asi como la estimacion del factor de dafio y la presion

inicial del yacimiento.

La presion del pozo durante el periodo de cierre, p,,, se grafica contra la
relacion de tiempo (tp + At )/Atws en una grafica semilogaritmica. En una grafica de

Horner convencional adimensional a gasto constante, la presion dimensional se define

por medio de la Ec. 1;

_ (27z x107° ) kh
psD - qB,U

(pi - pws)’ (35)

se grafica como funcién de la relacion de tiempo (tp JrAtWS)/AtWs . Uraiet propone que

para mantener una correspondencia directa con respecto al caso de produccion del
pozo a gasto constante, la presion adimensional de Horner para produccion previa a

presién constante de un pozo, se define como;

psD :&’ (36)
O

donde el gasto estd en funcion del tiempo de produccion. La Fig. 26 muestra el

comportamiento del gasto del pozo cuanto esta produciendo a presion constante,

63



Analisis de Resultados

definido por Prats en la Ec. 2.9, para valores de 10* <tp <10°, observandose que el

gasto disminuye lentamente en este periodo.

0.10 -

Gasto, qpp

10* 10° 109 107 108 10°
Tiempo de produccion, fpp

Fig. 26. Comportamiento del gasto de produccién contra el tiempo de produccion en un pozo
gue produce a presién constante.

Se ha demostrado que el comportamiento del gasto a tiempos largos para pozos

gue producen a presidén constante en un yacimiento infinito es similar al comportamiento

de la caida de presién en un pozo que produce a gasto constante.

La Fig. 27. muestra una gréafica semilogaritmica de ]/qu contra t,,, para un

yacimiento infinito. Se observa que para t >10°, el comportamiento es una linea recta

con una pendiente aproximadamente de 1.151.
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Fig. 27. Comportamiento de la inversa del gasto en un pozo que produce a presidn constante
en un yacimiento infinito.

Para determinar el valor del tiempo de produccion t , que interviene en la

relacion (tp + At )/AtwS , Horner recomendé que el tiempo de produccion se sustituya

por un pseudo tiempo de produccion anterior al cierre si el gasto varia durante el
periodo de flujo. En su analisis, Uraiet no siguié esta aproximacion, debido a que la

base para definir p,, (Ec. 3.6) es empirica, el autor utilizo el tiempo real de produccion

en el calculo de la relacion del tiempo de Horner.

Uraiet trato de satisfacer dos criterios en la representacion grafica: el primero, ya
establecido, haber una correspondencia uno a uno entre los resultados a gasto
constante y a presion constante para facilitar la comprension de los nuevos resultados.
Segundo, siempre que sea posible el procedimiento de calculo mas simple se seqguird y

el calculo de valores promedio se evitara.

Siguiendo la metodologia de Uraiet para la interpretacion de las pruebas de

incremento de presion precedida por produccion a presion constante, se obtuvo la Fig.
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28, sustituyendo en la Ec. 3.6 las Ecs. 2.23 y 2.9 para diferentes tiempos de

produccion, donde como ya se definié el gasto g, de la Ec. 3.6, es el gasto al momento

del cierre.

Presion de Horner, pgp
(8, ]

Ll Ll

10 I Lol L Aol 1 1
1 100 10000 1000000 100000000

Tiempo de Horner, (,,.p) tuo

Fig. 28. Comportamiento de la presién de Horner para un pozo que produjo a presién constante
en un yacimiento infinito.

En los resultados presentados en la Fig. 28 se observa que al aumentar los

tiempos de produccion, se definen lineas rectas de mayor extension en la grafica de

Horner.

Uraiet establecié que la permeabilidad se estima empleando la pendiente de la

porcién de la linea recta de la curva de incremento. La caida de presion por dafio y la

presion promedio se calculan extrapolando la linea recta a py, y (tp + At )/AtwS =1,

respectivamente.
Las pendientes de la curvas continla aumentando conforme el tiempo de cierre

aumenta definiéndose una linea recta para At,, <t y para At , >t las pendientes
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decreceran y eventualmente alcanzara el valor de cero puesto que la presion del pozo
sera igual a la presion estatica del yacimiento. El valor de la pendiente de la linea recta
debe estar entre 1.1 y 1.2 (dentro del 4% del valor convencional de 1.151). El valor de
la pendiente definida por la solucion de Prat en la Fig. 27 es de 1.18, el cual esta entre

los valores establecidos.

Puede concluirse que, las pendientes son obtenidas en una gréafica de Horner

cuando At,, <t,, y que estas lineas rectas tendran pendientes dentro del 4% del

wsD —
valor convencional 1.151. La Ec. 3.7 se utiliza en el caso a gasto constante y puede

utilizarse para el caso de produccion a presion constante.

kh =1.832x10° 3B4 (3.7)
m

donde ( es el gasto instantdneo al momento del cierre y m es la pendiente de la

gréfica de Horner (Fig. 28).

Desde un punto de vista practico, Uraiet simplifica el procedimiento para realizar
una prueba de incremento de presién y analizar los datos registrados a presion
constante. Si la presion del pozo antes del cierre se mantiene constante, solo valores

instantaneos de gasto y tiempo son necesarios.

3.9. Funciéon Derivada

Durante el analisis de las pruebas de presion, en su mayoria efectuadas a gasto
constante, siempre es posible trazar una linea recta a través de ciertos puntos en una
grafica especifica de interpretacién, y bajo ciertas consideraciones esta linea recta
puede no ser correcta para definir el modelo de flujo. Ante tal situacién, es necesario

determinar el tipo de flujo que domina a la prueba antes de utilizar una grafica
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especifica para el analisis. Es esencial tener un proceso de identificacion del régimen
de flujo para la identificacion correcta de la prueba de presion. Como se menciond, los
datos de la funcién derivada se representan por una linea recta y dependiendo del valor
de la pendiente se define el tipo de flujo. La combinacion de la funcion derivada de la
presion y de la presion convencional en una grafica, representa una herramienta muy

atil de diagnostico de flujo.

El analisis de pruebas en funcion de la derivada se ha enfocado hacia pozos que
han producido a gasto constante, por lo al evaluar para el caso de produccion a presion
constante se requiere, como en el caso de la grafica de Horner propuesta por Uraiet,
normalizar la funcion derivada para obtener una correspondencia entre los dos casos.
Para normalizar la funcion derivada se utilizd el dltimo gasto de produccién antes del
cierre. La calidad de los datos de presion tiene una influencia mayor en los célculos de
la funcion derivada. Sin embargo, para el caso de pruebas de incremento de presion
precedida por produccion a presion constante, como ya se menciond, la literatura es

limitada.

Para determinar la funcion derivada de las soluciones de Clegg, Kutasov, Ehlig-
Economides y Prats, se derivd cada solucion con respecto al tiempo de cierre. La
derivada analitica de la solucién de Clegg (Ec. 1.6) con respecto al tiempo de cierre es
la siguiente (Ec. 3.8):

24K, o Ko[rD] K, I'p
dpp 2tpD \2AL, fZIpD

dAt B |
P (1%}% (n8t,—2y) 2t {1AttWSDJUn 8t,, —27)

pD pD

(3.8)

La derivada analitica de la solucién de Kutasov (Ec. 1.50) con respecto al tiempo

de cierre esta expresada por la Ec. 3.9:
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1
e g Loy o
d psD 4t pD 4'AtwsD e o b
- ) . (3.9)
dAtWSD . . 1 1 1 * - 1
4t Eil - = 4 e eE|
o e 4, AAL, 4,

La derivada de la solucién de Ehlig-Economides y Ramey (Ec. 1.21) con respecto
al tiempo de cierre no se determin6é de forma analitica, pues al estar la solucion en
funcion del gasto en el espacio de Laplace, se opto utilizar un método numérico para
evaluar la derivada. EI comportamiento de la derivada fue oscilatorio lo cual no permitié

definir la funcién derivada de la solucion de Ehlig-Economides y Ramey.

La derivada analitica de la solucion de Prats (Ec. 2.23) con respecto al tiempo de

cierre esta expresada por la Ec. 3.10:

dpsD (AtwsD) _ 16

_ TT w’dwdv
dAt, 750 (32 (V)Y (v))wy (IF (w)+ Y, (w)) (v —w?)

También se opt6é por emplear un método de aproximacion numéerico para el caso
de la solucion de Prats. La derivada de la presion, que ha demostrado en el campo su
utilidad, se aproxima por medio del método numerico de diferencias finitas centrales, la

cual se define como:

(P ), = (Pur),

APy = - : para 1<j<n.

IR

La estimacion de esta derivada se asigna al tiempo medio entre cualquier par de

puntos de la presion:
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t =t +(t"“_t") 1<j<n-1
=t o para 1<j< :

La experiencia practica ha mostrado que la utilizacion de este método numeérico
proporciona muy buenos resultados para analizar pruebas en pozos que producen a
gasto constante. Siguiendo este mismo procedimiento para pozos que producen a
presion constante antes del cierre, se obtuvieron los datos del método numérico

mostrado en la Fig. 29.

La Fig. 29, muestra el comportamiento de la funcién derivada de la presién de la
solucion de Prats (FDP), analitica (FDPA) y numéricamente (FDPN). Se puede observar
que el comportamiento es el mismo para los dos casos. A tiempos cortos de cierre

presentan una pendiente de 0.8 aproximadamente. Para la Fig. 29 se utiliz6 un
At, ., =10°, y para un t,=10° é Q. =0.0986388. A partir de un At >10°, la

funcion derivada tiene un valor constante de 0.52 aproximadamente para las dos

funciones.
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Modelo de Prats
053¢
0.50¢
Q 045¢
SE
<
(_:3 040+
O
= 0351 ® FDP Analitica
= FDP Numerica
0.30 : : : :
1 10! 10° 10° 10* 10° 10°

AtwsD

Fig. 29. Comportamiento analitico y numérico de la funcion derivada de la solucion de Prats para
3
tp,=10"y At,, =10°

Ha sido discutido en la literatura que obtener un gasto constante durante una
prueba especialmente a tiempos cortos, es muy dificil por eso son de gran utilidad las
pruebas a presién constante. EI cambio de presién medido durante un prueba de

incremento es la diferencia entre la presion de cierre p,, y la presion de flujo
inmediatamente antes del cierre. Asi la amplitud de la caida de presion limita la

magnitud de la respuesta de incremento. La Fig. 30 muestra que para At =10" y

tpDzlo8 no se cumple la condicion de que At maximo <0.1t,, pues para

wsD
At >5*10° comienza un decremento del valor constante, por lo tanto la relacion seria

de At,, =0.01t ; como se observa en la Fig. 29.
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Modelo de Prats

053¢
0.50¢}
Q 045}
Sk
<
P:G 040}
= . FDP Analitica
035}
= FDP Numerica
0.30 : : : :
1 10! 102 10° 10* 10° 108 107

ArwsD

Fig. 30. Comportamiento de la funcidn derivada de la solucién de Prats para tpD =10° y At =10".

Cuando el método de Horner se aplica a la funcion derivada de una prueba de
incremento realizada posteriormente a produccion del pozo a presidn constante.
Bourdetc y Col. (1983) han derivado la expresion siguiente para FDP para pruebas de

incremento depresion, precedidas por produccion del pozo a gasto contante:

dp,. (tp + Atws)

din[At,/(t, +At, )| At

Ap IWS ]

donde

. La Fig. 31 presenta resultados obtenidos al calcular la FDP para el caso de una

prueba de incremento de presion, realizada posteriormente a produccion del pozo a
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presion, observandose que el descenso causado por la derivacion relativa del tiempo de

cierre At,, con respecto al tiempo de produccion t,,, inicia aproximadamente a

At =10° =0.001t ;.

Modelo de Prats

0.53¢

0.50¢t
1y
I
Y 0.45¢
-
4y
3

0.40¢
. FDPA, 4 ar
5 e A, Aty=p
9 dAtysp
0
S 035) " )
s |tpp+Atwysp) 4twsp  dp
E o FDPAIne, tpp AtwsD

0.30 : ; : : ' I

1 10! 102 10° 10* 10° 10° 107
ArwsD

Fig. 31. Comportamiento de la funcién derivada de la solucién de Prats para tpD =10° y At =10’

con el factor de Horner.

La Fig. 32 muestra el comportamiento de la funcién derivada de las soluciones
de Clegg, Kutasov y Prats para t, =10° y At =10°. Las FDP's de las soluciones

muestran comportamientos similares, aunque con rangos diferentes para tiempos de

cierre cortos, y conforme aumenta el tiempo de cierre coinciden para un rango de

10% < At, ., <10°, donde muestran un comportamiento constante en funcién del tiempo

wsD
de aproximadamente 0.52. La FDP de Clegg disminuye con respecto a 0.52 a un

tiempo de cierre menor que las FDP de Kutasov y Prats. Las funciones derivadas de

73



Analisis de Resultados

Kutasov y Prats muestran un mismo comportamiento para At,., >10°. En general, la
caida de presion a tiempo cortos de cierre va aumentando y este aumento cada vez es
menor hasta ser constante. La relacion que seria valida para las tres funciones
derivadas es At,, =0.001t ,como se muestra en la Fig. 33. El tiempo limite para la
aplicacion de las soluciones (curvas tipo) obtenidas para pruebas de decremento, a
pruebas de incremento con condiciones previas de produccion a presion constante, se

ha establecido que es At,, <0.001t, como se muestra en la Fig. 33.

0.53
nnE=
.'" 4’0
~ 045 u ¢ “
N ngs
NS (r
3 040t 7
Q »
%";: q 4 —o— (Clegg
0.35 : —=— Kutasov
,’I +— Prats
0.30'. :
1 10 10? 103 104 10° 108
AtwsD

Fig. 32. Comportamiento de la funcién derivada de las solucién de Clegg, Kutasov y Prats para tpD =10°

y At =10° con el factor de Horner.
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0.53 J—
= n"'l ‘,!!l
0.50} - o
./.,./',.".:“’
'/‘ +*
0451 o *
Q / *
al 2 54 g
=] 1 ;
S 0.40 >
2 ¥
é'af 4 —o— (legg
0.35 : —=a— Kutasov
" +  Prats
030t
1 10! 102 103 10* 107
AIWSD

Fig. 33. Comportamiento de la funcién derivada de las solucién de Clegg, Kutasov y Prats para tpD =10°

y At,, =10° con el factor de Horner.
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Conclusiones

Con base en las soluciones obtenidas por Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y Ramey
y Prats, para determinar la presion de incremento en pozos que producen a presion
constante antes del cierre, en un yacimiento infinito, y sus evaluaciones realizadas, se

establecen las conclusiones siguientes:

1. Los diferentes métodos que se emplearon Clegg, Kutasov, Ehlig-Economides y
Prats para obtener las soluciones discutidas, permitieron resolver ecuaciones

con integrales de variable compleja y series infinitas de distintas formas.

2. Cada uno de los cuatro métodos estudiados muestra que por distintas formas
se obtuvo una solucion valida para la ecuacion de difusividad, evaluada con las
condiciones de frontera propuestas, asi como ventajas y desventajas del

método.

3. La solucion propuesta por Clegg utiliza el método directo de inversion de la
transformada de Laplace de Schapery, el cual permitié superar las dificultades
de la integral compleja de inversion y dio una solucion sencilla para su

evaluacion numérica. proporcionando una buena aproximacion

4. Kutasov presenta una solucion analitica para el analisis de la presién de
incremento basada en la metodologia de Horner, valida para un amplio rango
de valores de tiempos de produccién y cierre lo que para tiempos de
produccion adimensionales largos, la ecuacién de Kutasov se simplifica y la

ecuacion de Horner puede ser derivada.

5. Ehlig-Economides y Ramey en su trabajo utilizaron el método de superposicion
de gastos variables, para generar una solucion exacta para el incremento de
presién posterior a un periodo de flujo a presion constante. La solucién

proporciona el comportamiento de la presion a partir de At,, =5. La solucion

se aproxima a los otros métodos hasta At >10*, lo gue comprueba, como

wsD
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10.

ya se habia mencionado, que el método es valido solo para tiempos de

At >10%.

wsD

Prats presenta una solucion compleja, compuesta por una integral doble la cual

esta en funcion de exponenciales, muy sensibles y que convergen rapido.

Para evaluar la solucion se busco el programa adecuado, el cual pudiera
realizar la evaluacion de la ecuacion. El primer software no es practico pues
requiere demasiado tiempo para evaluar la ecuacion empleando el método de
integracion numérica de Simpson, al incrementar el tiempo de produccion
aumenta el tiempo de evaluacion y se complica determinar los limites y el

ndmero de intervalos.

El software de "Mathematica" facilité la evaluacién, ya que requiere de mucho
menos tiempo para evaluar la ecuacion al utilizar el método de integracion de
cuadratura Gaussiana y el programa define las funciones que componen cada

ecuacion de manera optima.

Se evaluo la ecuacioén con distintos limites para cada tiempo de produccién con
el proposito de obtener los limites méas representativos para cada tiempo de
produccion para que la ecuacion converja. Entre mayor sea el tiempo de
produccién, menores son los limites de la integral, ya que se tiene problemas
de convergencia en la evaluacion. Para tiempos de produccién grandes la
precision de los resultados obtenidos es menor, ya que los limites de las
integrales son mas pequefios y no representan a la ecuaciéon lo mas

aproximada posible.

En las soluciones de Clegg y Kutasov el comportamiento de las respuestas de
presion es muy parecido a tiempos cortos, y aproximadamente en At =107,

la declinacién es mas rapida. En la curva de Prats el descenso es mas suave,
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11.

12.

13.

incorporandose su comportamiento al de los autores Clegg y Kutasov
aproximadamente a At, ., =10". Por lo que se concluye que las soluciones de

Clegg, Kutasov y Prats son validas para At . >1 y los modelos de Clegg y

wsD

Kutasov desde At . <1 proporcionan una buena aproximacion.

wsD

Para obtener una solucién y evaluacion que represente de forma mas cercana
el comportamiento de presion de un pozo que produce a presion constante se
deben considerar: el método de solucion que se aplicara, el comportamiento de
las variables que integran a la ecuacion, y el programa o software para su
evaluacion ya que dependiendo la forma que se definan a las variables dara

mejores resultados.

Al analisis de las pruebas de incremento por medio el método Horner es

aplicable para el caso de produccion a presion constante.

La evaluacion de la funcién derivada para el caso de pozos que produjeron a
presibn constante es mas compleja que para soluciones de pozos que
produjeron a gasto constante, por lo que se muestra que los resultados

dependeré de la solucion analitica y numeérica.
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Apéndice A
Obtencion del Gasto de Produccion en un Pozo que Produce
a Presion Constante.

Carlsaw y Jaeger desarrollaron una solucion para las condiciones mencionadas, la cual

se encuentra en el libro "Condution of heat in solids", en la pagina 335, Ec. 6,

v=v+ e ku?t[Jo(Ur)Yo(Ua)Yo(Ur);)o(Ua)]d_“ _ (A1)

w (92 (au)+Y, (au u

Se sustituyen las variables y se obtiene:

Ie_v { (Yo(V) Y (Vr )0 (V)}ﬂ, (A.2)

se sabe que:
_9pp
% = ory

Se deriva la Ec. A.2 con respecto a r,,

8q_D_E§Te_V2tD Jo(VIp) Yo (V) =Y, (vry ) Jo (V) dv
o, moy Je (V) +Y7 (V) v’
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se factoriza,

2 Te_VZtD l:—V[YO (V) I (vry) = 35 (V)Y, (vrg )]}ﬂ |

3o (V) +Yo' (v)

0y :Eje—vzto ‘]o(V)Yl(;’rD)_Yoz(V)Jl(VrD) v (A3)
Ty Jg (V)+Yy (V)
Se sustituye el valor de r, =1 en la Ec. A.3:
q :ETevzt 3o (V)Y (V) =Y (V) 3 (v) v (A2)
X JZ(V)+YZ (V) ' '
Del apéndice lll, del libro Carlsaw y Jaeger se aplican las siguientes igualdades:
Jo(V)==3,(v);  Yo(v)=-Y,(v), (A.5)
. . 2
J,(V)Y,(v)=Y,(v)J,(v)= — (A.6)

Jo (V)Y (V)-Ye (V) Io (V) =—. (A.7)
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Se sustituye la Ec. A.5enla Ec. A7,

3 (N (V) +Y(v) 3, (v) ==,
se multiplica por (-1),

2
Jo (V)Y (V) =Y, (v)d (V) = —

(A.8)

(A.9)
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Apéndice B

Transformada de Laplace del gasto de la Ec. 2.11.

Se aplica la transformada de Laplace a la Ec. 2.8:

L[ dyo (5 ]Je“”qpo o)ty

:_iZTJ- —(s+v? tD [ dv : , (B.1)
00

s (v)+Y5 (v)]

para integrar la Ec. B.1 con respecto ha {;, se hace cambio de variable,

u=—(s+v*), (B.2)

du =—(s+v?)dt,, (B.3)
du

dt, __(s+v2) , (B.4)

se sustituyen las Ec. B.2, B.3y B.4 enla Ec. B.1:
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Se integra la Ec. B.5,

) _iwemD dv ,
qD()—”z! [(s+v2)v[J§(v)+Y5(V)]]

se evalla la Ec. B.6,

V

N _i‘” —<5+V2>tsD B —(s+v2)0 d
Uo(8)= = _([e ¢ [(s +v2)V[J§(V)+Yo2 (V)}]

(B.5)

(B.6)

(B.8)
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Apéndice C

Presion Adimensional en un Pozo que Produce a Gasto

Constante.

Del libro de Carslaw y Jaeger, Ec. 17, p4g. 338, se tiene que:

O

Las condiciones r =1 y u=Ww se sustituyen en la Ec. C.1,

" (tD)57(1eWzto)[Jo<w>v1<w)—vo<w>al(w>]dw_ 2

w? [Jf (W)+Y, (W)]

Se utiliza la propiedad de la Ec. 4 del apéndice 1 de Carslaw y Jaeger (Ec. C.3),

35 (W)Y, () Yo ()3, (w) = 2 €3
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Y2

(C.4)
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Derivada para esta expresion Pyo (tD ) con respecto a tD

Se deriva la Ec. C.4 con respecto al tiempo adimensional, {;,

finalmente se obtiene:

—W

' —iw W,
- 2! [ w)+Y,? (W)]d

(D.1)

87



Apéndice E

Transformada de Laplace de |la Presion Adimensional de un

Pozo que Produce a Gasto Constante.

Para obtener la transformada de Laplace, p;D (t,), se utiliza la Ec. 2.14:,

1—g b ) dw ]

P w37 (w)+ Y, (w) | E s+lw2}

Se factoriza,

) 4% dw S+ W S
ppD(tD):?»{‘;\Aﬁ[JlZ(W)+Y12(W):|[S(S+WZ)_S(S+W2):|’

* Y dw £+w A
Poo (tD)—?_([Wg[le (W)+Y12(W)][ s(S+W2) ]
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4 0 de

Peo (to) =ylWzs(s+w2)[J12(w)+Yf(W)] |

dw

\ _ 45
Puo (tD) 2 '([WS(S-FWZ)[le (W)+Y12 (W)J |

(E.1)
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Apéndice F
Desarrollo de las Transformadas Inversas de Laplace de la
Ec. 2.19 antes del cierre del pozo.

Por tablas se sabe que las transformadas inversas de Laplace de las funciones

siguientes, F(t), son:

f(s) 20
1 ebt _eat (F_]_)
(s—a)(s—b) P S
1 e—at _e—bt (F_Z)
(5+a)(s+b) azb = —

Para obtener la transformada inversa de Laplace de la Ec. 2.19 para antes del
cierre se factoriza de la siguiente forma:

(F.3)

1- e_(swz)tSD ) ~{s+v?)tep
L—l ( — Ll{ 1 } L—l € ( )t

(s+V*)(s+w) (s+V*)(s+w) (s+V*)(s+w)

1
Para determinar la inversa de L* > > de la Ec. F.3, utilizamos la
(s+v )(s+w )

transformada inversa de Laplace de la Ec. F.1:
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b=-w?,

por lo tanto

L 1 ~ e—wztD _e—vztD ~ e—wztD _e—vztD ~ (_1) e—wztD _e—vztD ~ e—vztD _e—wztD
T R | (R R ) R s B N e ey
5 1 B gVt _g 0
- {(s+v2)(s+wz)}_ (w?=v?) (F5)

Utilizando ahora la transformada inversa de Laplace de la Ec. F.2 se tiene:

se sustituye los valores de a y ben la Ec. F.2:

5 1 B gVt _g
- {(s+v2)(s+wz)}_ (WZ—VZ) ' (F-6)

Las Ecs. F.5y F.6 son el resultado de la inversa de la Ec. 2.20. Para el segundo

—(s+v2)tsD
miembro del lado derecho Ll{(s :/2)(5 " WZ)} .
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Desarrollo de las Transformadas Inversas de Laplace de la

Ec. 2.19 después del Cierre del Pozo.

Para obtener la transformada inversa de Laplace de la Ec. 2.19 para después del cierre

del pozo se factoriza:

(1_ e—(s+v2)tsD ) (e—(swz)tsD j
Lt =L L : (G.1)

(s+v?)(s+w) | {(S+V2)1(S+W2)} (s+v*)(s+w)

Para el primer miembro de la derecha se tiene por la Ec. F.2 (Apéndice F):

) 1 B gV _g W
L{(s+v2)(s+wz)}_ w-v? (©-2)

Ahora para el segundo miembro de la derecha se tiene:

(e—(swz Jeo j —styp oV st
L _ Lt e e _ e_VZtSD -1 e "
(s+V*)(s+w) {(s+v2)(s+wz)} {(s+v2)(s+w2)}’

oy g Sto A e—vz(tD—tsD) _e_WZ(tD_tsD)
- {(“VZ)(HWZ)}e { v } (G3)
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Se realiza la diferencia de la Ec. G.1 (Ec. G.2 menos Ec. G.3):

wtp e—vz(tD “tp) e—w2 (to—tep)

S W2 _V2

oW ty efvztsD e—vz(tD ~typ) n e*VZtso e—WZ(ID “tp)

W2 —\2

s w2 —v?

_WZtD 7e7vzg + e_vztsD e_W2 (tD _tsD)

w2 — V2 '

S

o
Ll[s
o
o

S+V
+ V S + W

S+V
+ V S + W

S+V

e ty gV ty e—vztsD e—vztD evztsD 4 e—vztsD e—wz(tD ~tp)

+ V S + W

S+V M
+ V S + W

finalmente,

(1_ e—(s+v2)tso ) Lt Wty Wit
e sD e D7D) __ e W lp
L = . (G.4)

(s+v2)(s+w2) w2 — V2

2
. —Wt .
La exponencial € " ® que se tiene en la Ec. G.4, puede expresarse:

2 ERYYA _
e_WZtD — e*W tsDe W (tD tsD) (GS)
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ya que,
ewatD _ e—wztSD e*WZtD eWZtSD
e—wztD _ e_WZtD .

Se sustituye la Ec. G.5 en la Ec. G.4,

—(s+v? )ty
4 (1— e ( ) ° j ~ e—vztsD e*WZ(tD*tsD) _ e—WZtSD e*WZ(to*tsD)
(s+v?)(s+w?) w2 —v?

[ (et

(s+v2)(s+wz) - WA - V2 ' (G-6)
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Produccion a gasto variable: radio del pozo finito.

Sea pD(rD,tD) la distribucion de la presion adimensional para el caso de un pozo que

produce a gasto variable. Considerando que P, (rD,tD) es la distribucion de la presion

en un area radial como resultado de una produccion a gasto constante, con una frontera
externa cerrada o a presion constante, .para el caso de gasto variable, si consideramos
que el pozo esta en un yacimiento infinito, la distribucién de presion satisface las Ecs.
H.1,H.2, H3yH.4.

2
o*py 1 py _ M, HD)

a2 ryor, oty

lim p;, (15,t,) =0, t, >0, (H.2)
pD(rD’O):O (H.3)
y

dpp | __
(ro erj i - qD(tD)' (H4)
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La solucion de este problema es sencilla si se supone que para el problema a

gasto constante, qu(rD,tD), se conoce, la cual satisface las Ecs. H.1, H.2, H.3

transformandolas al plano de Laplace y la ecuacion:

-
Iy Po | __L (H.5)
dry - S

Si aD(s) es la transformada de Laplace de Qg (tD), se deduce que SaD_qu

satisface las ecuaciones H.6, H.7 y H.8, las cuales son las transformadas de Laplace de

las Ec. H.1, H.2, H.4.

2_ —_—
TP 1% _gp,, ()
o5 1y or,
!!an)_pD(rD,s)zo (H.7)
y
dp _
(rD ij =—(p. (H.8)
dr, o
Por lo tanto,
I_JD = SaD_qu; (H.9)

aplicando la propiedad de la convolucion siguiente:
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L*{f(s)g(s)} =, F(u)G(t-u)du, (H.10)
se obtiene:
o %
Po (Torto ) == o (to =) Pyp (1) du (H.11)
Do

Tomando en cuenta la condicion inicial Ec. H.3, la Ec. H.11 puede reescribirse

como:
tp |

pD(rD’tD):IqD(tD_u) qu(rD’u)du’ (H.12)
0
tp |

pD(rD'tD):IqD(u) qu(rD,tD—u)du, (H.13)
0

donde

~_9op

P> = dt,

Aunque se ha desarrollado a la Ec. H.13 considerando un problema especifico,

esta expresion puede utilizarse para cualquier problema de interés.
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Ecuacion de Bessel

La solucion para las ecuaciones lineales de segundo o mayor orden pueden expresarse
por medio de funciones elementares solo en casos excepcionales. Ciertos tipos de
ecuaciones diferenciales definen ciertas clases de nuevas funciones, y para resolver
estas ecuaciones diferenciales se requiere conocer el comportamiento y sus
propiedades de las funciones especiales. Muchas de estas ecuaciones desempefian un
papel importante en problemas de la Fisica y de la Ingenieria. Algunas de estas
funciones son las funciones Bessel. Estas funciones muestran varias analogias con
funciones exponenciales y trigopnométricas elementales, las cuales constituyen las

soluciones de ecuaciones diferenciales lineales.
La ecuacion de Bessel surgid con el estudio de la radiacion de energia,

conduccién de calor en objetos cilindricos, particularmente en aquellos en que el

modelo matematico se expresa naturalmente en coordenadas cilindricas.

Funciones Bessel de Primera Clase

La ecuacion diferencial

2
XZd—Xz/-l-X%-F(XZ—VZ)y:O (1.1)
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se llama ecuacion de Bessel de orden v con v>0 (numero real no negativo). La
ecuacion de Bessel es una ecuacion diferencial de segundo orden, pero también es

tradicional referirse a v como el orden de la ecuacion.

La Ec. I.1 tiene dos soluciones linealmente independientes por ser de orden dos:
y=AY,+BY,, (1-2)

donde Y, y Y, representan soluciones particulares y A y B son constantes. En este

apéndice se desarrollara una de las metodologias para obtener las soluciones.

La Ec. I.1 muestra que puede resolverse por el método de Frobenius. Es rutinario
verificar que cero es un punto singular de la ecuacion de Bessel, asi que puede

resolverse por este método, al sustituir la serie de la forma,
y(x) = Ya,x™", (1.3)
m=0

con coeficientes indeterminados y sus derivadas en la Ec. I.1. Reacomodando los

términos se obtiene:

e} o0 [ee} e e}
Z(m"' r)(m+ r _1)amxm+r + Z (m+ r.)ammerr + z ameJrr+2 _V2 ZameH -0.
m=0 m=0 m=0 m=0

S+r S+r

Se iguala a cero la suma de los coeficientes de X La potencia X

corresponde a m=s en la suma primera, segunda y cuartay a m=s—2 en la tercera

suma. Por tanto, para s=0 y s=1, la tercera serie no participa ya que m>0. Para
s=2,3, ... las cuatro sumas intervienen, por lo que se obtiene una férmula general

para s; por lo tanto,
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r(r-1)a, +ra,—v’a, =0, para (s =0), (1.4)
r(r+1l)a +(r+1)a —v’a =0, para (s=1), (1.5)
(s+r)(s+r-1)a, +(s+r)a +a,_,—v’a =0 para (s=23 ...). (1.6)

De la Ec. I.4 se obtiene la ecuacion inicial,

(r+v)(r-v)=0, (1.7)
esta ecuacion establece que las raices son I, =V (V > 0) yrL=-V.

Para I'=rI =V, delaEc. |.5 se obtiene 3 =0. La Ec. 1.6 puede escribirse,
(s+r+v)(s+r-v)a +a,_,=0; (1.8)
para r =V, la Ec. 1.8 se expresa de la forma:

(s+2v)sa,+a, ,=0. (1.9)

Puesto que @, y v>0, se tiene que a8, =0, a, =0, y asi sucesivamente. Si se

considera s =2m y se sustituye en la Ec. 1.9, para los demas coeficientes se obtiene:

m=1 2, - - (1.10)

y asi sucesivamente,
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___ &
%= 22(v+1)’
8, =2 = % ;
o22(v+2) 22 (v+1)(v+2)
en general
a, (1)

" (VL) (v 2) (v m) (4

Los valores enteros de v se denotan por n. Para v=n la Ec. I.11 se expresa

como:

_ ()"
o = M mi(n+1)(n+2)-(nem) " (12

a, sigue siendo arbitraria, por lo que la Ec. 1.3 incluira este factor. En consecuencia, es

necesario escoger otro valor para &, siendo practico:

a = 1
o

(1.13)

Se tiene que (m+n)!=n!(n+1)----(n+m); sustituyendo esta igualdad y el valor

de @, enla Ec. 1.12:

a, = (-9 : m=1 2, - - (1.14)
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Con estos coeficientes y considerando I =V =N, se obtiene a partir de la Ec. 1.3

una solucion particular de la Ec. 1.1, denotada por J, (X) dada por:

_1)m X2m

‘]n = XHZ 22m4(rn

~ m!(n+m)!’ (115)

llamada la funcion de Bessel de primera clase de orden n. Esta serie converge para

toda x con rapidez debido a los factoriales del denominador.

Para generalizar la Ec. 1.15 para cualquier v>0 a partir de v=n. Lo Unico que se

necesita es una expresion de los factoriales para numeros complejos de las Ecs. .13 y

.15 para cualquier v. Esto se consigue con la funcion Gamma de Euler, F(v), gue se

define como:
I'(n+1)=nl, (n=0,1, ----). (1.16)

Si se sustituye la Ec. 1.16 en la Ec. 1.13 se obtiene,

1
- - .17
T (V1) (47
La Ec. .17 se sustituye en la Ec. 1.11, resultando;
-1\"
L (-1

22 mi(v+1)(V+2)e (VEm)T (VD)

Pero I'(v+1)=VI'(v), permite expresar el dltimo término del denominador como

sigue:
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(v+1)I(v+1)=T(v+2),
(v+2)T'(v+2)=T(v+3),

y asi sucesivamente; por lo tanto,

(Vv+1)(v+2)- - -(v+m)T(v+1)=T(v+m+1).

Entonces los coeficientes a,, se expresan:

(-)"
— . .18
% 2°™mIT (v+m+1) (118)

Con estos coeficientes y considerando que I'=I =V, los coeficientes a,,
representados por la Ec. .18 se sustituyen en la Ec. 1.3 y se obtiene una solucién

particular de la Ec. 1.1, denotada por J, (X) dada por:

Jv(x)zxvi (H) 7| (1.19)

= 22™'mIC (v+m+1)

Esta serie converge para todo valor de X positivo.

Integrales Bessel

Para valores enteros de v, utlizando identidades trigonométricas se tiene la

representacion integral siguiente:
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1~ i

Jv(x)z—J cos(vu—xsinu)du,
T 0

donde u es una variable de integracion. En forma alterna, utilizando ahora su

equivalente en exponenciales, la expresion para J, (X) se puede escribir como:

JV (X) _ i jre—i(vu—xsinu)du .

Esta es la forma usada por Bessel en su estudio de estas funciones, y a partir de
esta definicion dedujo varias propiedades de las mismas. Esta definicion integral puede

extenderse a 6rdenes de no enteros, afiadiendo otro término integral:

Sin (Vﬂ-) J‘we—xsinh(u)—vudu .

Jv(x)=%J‘:cos(vu—xsinu)du— —),

Solucion de J_V(X)de la Ecuacion de Bessel

En esta solucion, v puede ser cualquier niumero no negativo. Consideremos
ahora el objetivo de encontrar una segunda solucion linealmente independiente de la

ecuacion de Bessel. De la ecuacion inicial (Ec. .7) se sabe qué r, =v y r, =—v. Si v no
es un entero, se puede repetir el desarrollo realizado para encontrar J,, remplazando v
con —v para encontrar la segunda soluciéon J_,. Si v es un entero n, se necesitara otro

planteamiento. Al sustituir v por —v en la Ec. 1.19 se obtiene:

e (-1)" x*"
J = .
'V(X) X 222m+vm|r(m_v+l)

m=0

(1.20)
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La ecuacion de Bessel tiene dos raices por la expresion v?, las funciones J,y

J_, son soluciones de la ecuacion para v. Si v no es un entero, estas soluciones son
linealmente independientes, ya que el primer término de la Ec. 1.19 y el primero de la

Ec. 1.20 son multiplos finitos diferentes de cero de x' y X', respectivamente. Por lo

tanto una solucion general de la ecuacion de Bessel para toda x = 0(Ec. I.2) es:

y(x)=AJ,(x)+BJ_,(x)|. (1.21)

Si v es un entero, entonces la Ec. .21 no es una solucion general. En este caso

las dos soluciones J, y J_,de la Ec. 1.21 se vuelven linealmente dependientes, ya que,

3, (x)=(-1)"3,(x), (v=1 2, - - ). (1.22)

La Fig. 34 muestra el comportamiento para JV(X) con diferentes valores de v .

Ay
1 y =Jo(x)
B y=Jy(x)

I y=Jx)

0.2 |

Fig. 34. Funciones de Bessel de primera clase
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Funciones de Bessel de Segunda Clase

Se debe obtener una soluciéon general de la ecuaciéon de Bessel para v=n

entero; se necesita una segunda solucion linealmente independiente, la cual se
denotara por Y . Para v=n=1 2, - - - puede obtenerse una segunda solucion

mediante el método de Frobenius.

Cabe mencionar que el método de Frobenius es un procedimiento para resolver
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables; sin embargo, el método de
Frobenius se aplica a ecuaciones mas generales, para las que el método de series de
potencias no es aplicable, algunas de ellas fundamentales. Para el caso de raiz doble

(r1 =r,= r) Frobenius presenta la solucion para Y, :

yz(x):kyl(x)|nX+Xr2(A)+A&x+A2x2+. . )

La situacion aun no es del todo satisfactoria, ya que la segunda solucién se
define de manera diferente, dependiendo de si el orden de v es un entero o no. A fin de
conseguir uniformidad en el formalismo y la tabulacion numérica, es conveniente

adoptar una forma de la segunda solucién que sea valida para todos los valores del
orden. Esta es la razén para introducir una segunda soluciéon estandar Y, (x) definida

para toda v mediante la Ec. 1.23,
Y, (x)=——[J,(x)cos vz—J_,(x)], (1.23)

Y, (x)=1im Y, (x). (1.24)
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Para un orden v no entero la funcion Yv(x) es evidentemente una solucion de la
ecuacion de Bessel, ya que JV(X) y J_V(X) son soluciones de esa ecuacion, puesto
que para esos v las soluciones J,(x) y J_,(X) son linealmente independientes.

Ademas, puede demostrarse que el limite de la Ec. 1.24 existe y que Yn(x) es una

solucion de la ecuacion de Bessel para un orden entero. Se observara posteriormente

en el desarrollo de la serie de Yn(x) gue contiene un término logaritmico. Por lo tanto,
J. (X) yY, (X) son soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Bessel. El
desarrollo de la serie de Yn(x) puede obtenerse si las series de las Ecs. .19 y 1.20,

para J,(x) y J_,(x), se sustituyen en la Ec. .23 y después se considera que v tienda

a n, obteniéndose el resultado siguiente:

n o _1 m-1 h _h -n n-1 _ m-1 _ _ !
v, 00 = 23,100 1n Xy X5 ED" M —hon) on X" SED™O-M-D!
n - n 2 T o 22m+nm|(m+n)| T ~ 22mnm!

Para v no enteros, se define YV(X) a partir de las funciones de primera clase

J,(x), mediante la expresion siguiente:

, VvegZ.

En el caso en el que tengamos un orden entero n, la funcién se define por medio

de la expresion siguiente valida para v entero:

Y, (x)=limY, (x), VneZ.

v—n

gue nos da el siguiente resultado en forma integral:
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Y. (x)= 1'f”sin(xsin 0— ne)de—ijw[ene +(—1)e‘”9}e‘“i”“"d9.

0 il

La Fig. 35 muestra el comportamiento deY, (x) para diferentes valores de v:

04

0.2

7>

Fig. 35. Funciones de Bessel de segunda clase

Por lo tanto una solucion general de la ecuacion de Bessel para todos los valores

de v es:

y(x)=AJ,(X)+BY,(X)| (1.25)

Funciones Modificadas de Bessel

Las funciones Bessel de primera y segunda clase descritas previamente
frecuentemente se refieren como estandar Bessel o funciones cilindricas. Sin embargo
hay principalmente funciones relacionadas con los efectos de la familia general de las

funciones cilindricas; las mas notables son las funciones modificadas de Bessel de
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primera y segunda clase. Aunque son similares en definicion a las funciones estandar
de Bessel, las funciones modificadas de Bessel son mas claramente distinguidas por su
comportamiento no oscilatorio. Por esta razén, frecuentemente aparecen en

aplicaciones que son diferentes en naturaleza de las funciones estandar.

Las funciones Bessel ordinarias son validas para valores complejos del
argumento X, y un caso especialmente importante es aquel con argumento imaginario
puro. En este caso, la ecuacion Bessel se transforma en la ecuacion de Bessel

modificada, donde la ecuacion diferencial es del tipo siguiente:

dy d
x2d73+xd_3xf_(x2+p2)y=o, p>0, (1.26)

la cual tiene un gran parecido con la ecuacion de Bessel. Entre la Ec. 1.1 y la Ec. 1.26 se

tiene la relacion de la forma b* = —1, rescribiendo la solucién expresada por la Ec. 1.25,

se obtiene,
y(x)=AJ (ix)+BY,(ix). (1.27)

La desventaja de la solucion general de la Ec. 1.27 es que estad expresada en

términos de una funcién con argumentos complejos, los cuales se pueden evitar

sustituyendo la variable x por ix en la serie Jp; por lo tanto,

()" ()™ " e (02

N p p
mz_o22m+pmll“(p+m+l Z22m+pm|1“(p+m+l) ZmiC(p+m+1)

donde se ha usado el factor i*" =(—l)m. La serie principal es una cantidad real que

multiplicada por i”, define la funcion real,
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o X/2)2mp
I = pJ
() =i Z miT(p+m+1)’

p>0. (1.28)

Esta ecuacion se llama funcion Bessel Modificada de Primera Clase de orden p,

donde J,(ix) y 1,(x) son soluciones a la Ec. 1.26. La diferencia entre las series que

definena J, (x) e I, (x), es el factor (—1)m. Asi cada término de la serie de la Ec. 1.28

es positivo para x>0 contribuyendo al incremento la sumatoria. Se concluye que

Ip(x) no puede tener un cero y no muestra un comportamiento oscilatorio a

comparacion con J (X) que si lo tiene. En general Ip(O):O cuando p>0 y para

1,(0)=1.

Para cuando p es negativo se define,

2 (x2)""
-3 )

) 0. 1.29
—=mir m—p+l) P> (1:29)

Es facil verificar que Yy, =1_,(X) es una solucién de la ecuacién modificada de

Bessel (Ec. 1.26) conjuntamente con Y, = Ip(x). Usando un argumento similar al caso

anteriormente presentado para las ecuaciones Bessel (Ec. 1.21), se puede demostrar

que J,(X) y J,(X) son linealmente independientes cuando p no es un entero. Por lo

tanto, una solucion general para la Ec. 1.26 es:

y(x)=Al (x)+B1(x), p=n(n=0,1 2 - - ). (1.30)

Por dltimo, cuando p:—n(n:O, 1 2 -- ) se encuentra que el orden

negativo de la funcién conduce a:
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L, (x) =", () =i"(~D)"J,(iX) = (=11, (4).
De esta expresion se deduce que,
IL.(x)=1,(x), n=0,1 2 - - -.

Una solucion para la Ec. 1.26 para p=n=20, se conoce como funcion modificada

Bessel de primera clase y orden cero, denotado por 1,(X), la cual esta dada por i =+-1

donde,

2 4 6

, X* X X <
Io(x)_Jo(lx)_1+?+2242+224262+ ........... +ZW

(1.31)

La Fig. 36 presenta en forma gréafica la variacion de las funciones modificadas de

Bessel de primera clase.

| .
4
X

Fig. 36. Funciones Modificadas Bessel de Primera Clase.
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Funciones Modificadas de Bessel de Segunda Clase

En vez de usar Yp (ix) para definir una segunda solucion linealmente independiente de

la Ec. 1.26, es preferible introducir la funcion modificada de Bessel de segunda clase de
orden p (o Funcién de McDonald), las cuales se definen a partir de las funciones

modificadas de primera clase para érdenes no enteros, mediante la ecuacion siguiente:

L, (¥)—1,(x)
Sn(pr) (1.32)

Kp(x):%

Para estas funciones modificadas de Bessel, se cumple:
K,(X) =K (x).

Para todos los valores de p, como es una lineal combinacion de soluciones, la

funcion Kp(X) es también una solucion de la Ec. 1.26, la cual puede ser linealmente

independiente de I ,(X).
Se define K, (x) como:
K, (x)=limK (x), n=0,1 2 - -

p—n

El procedimiento analogo para las ecuaciones de Bessel de segunda clase en la

seccién anterior, muestra que para x >0.
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Una funcion modificada de Bessel de segunda clase de orden cero, denotada por

K,(X), es una segunda solucién independiente de la Ec. .26; para p=n=0 esta dada

por:

Ko(x)=—lo(x>[v ]ix’z_’m( Ly +;)

=1

Mientras que para x>0y Nn=0, 1, 2, 3, - - -(cualquier entero positivo),

i

La Fig. 37 presenta en forma gréfica la variacion de las funciones modificadas de

Bessel de segunda clase.

 §
24

2.0
1.6
1.2
0.8

0.4

00 0.5 1 1.5 2 2.5 3 X

Fig. 37. Funciones Modificadas de Bessel de segunda clase.

113



Apéndice |

Para todos los valores de p=>0, se escribe la solucion general de la Ec. 1.26

como:

y()=Al1,(x)+BK,(X)|. (1.33)
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Simbolo

P
Puo
Puo

Nomenclatura

Definicién

Compresibilidad de la formacion.

Integral exponencial modificada.
Espesor de la formacion.

Funcién modificada Bessel de primera clase y orden
cero.
Funcién Bessel de primera clase y orden cero.

Funcion Bessel de primera clase y primer orden

Permeabilidad,

Funciones Modificadas de Bessel de segunda clase

de orden cero.

Funciones Modificadas de Bessel de segunda clase
y primer orden.

Produccién acumulada.

Produccién acumulada adimensional definida en la
Ec. (1.29).

Presién del pozo.
Presion de fondo adimensional del pozo.

Derivada de la presion adimensional con respecto

al tiempo para una produccion a gasto constante.

Dimensién

[m/L? T .
Adimensional

[L]-

Adimensional

Adimensional

Adimensional

V]

Adimensional

Adimensional
[C]
Adimensional
[m/L].

Adimensional

Adimensional
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P (1) Presion de fondo fluyendo. [m/ Lz]
P (to) Presion de fondo fluyendo adimensional. Adimensional
p;D (s) Transformada de Laplace de la presion adimensional. Adimensional
P, Presion inicial. [m/Lz]
Pus Presion de fondo después del cierre. [m/Lz]
Po Presion de fondo adimensional después del cierre. Adimensional

Po [—,tpDJ Presion de distribucion adimensional en el pozo
rW

y el yacimiento a At,, =0.

Adimensional

P, (At,.r) Presion durante el cierre a cualquier distancia radial r . :m/LZ:
Ap Caida de presion. :m/LZ:
Ap, Caida de presion adimensional. :m/LZ:
dip Gasto de flujo adimensional a t =t definida en la

Ec. (1.30). Adimensional
qu(tD) Gasto de un pozo produciendo a presion constante

antes del cierre. Adimensional
q;D (s) Transformada de Laplace del gasto de un pozo

produciendo a presion constante antes del cierre Adimensional
r Distancia radial. [L]
r, Distancia radial del pozo. [L]
S Distancia radial adimensional. Adimensional
l Radio aparente del pozo. [L]
Mo Radio adimensional aparente del pozo. Adimensional

Variable de integracion.
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Definida en la Ec. (1.38).

Variable de la Transformada de Laplace del tiempo.

Tiempo.
Tiempo adimensional.

Tiempo de produccion.

Adimensional

[t]

Adimensional

[t]

Adimensional

oD Tiempo de produccion adimensional.

L Tiempo de produccion adimensional en funcion

del radio aparente del pozo. Adimensional

t Tiempo de produccion corregido de Horner. [t]

Tiempo de produccion corregido adimensional

de Horner. Adimensional
At Tiempo de cierre. [t]
At Tiempo adimensional de cierre. Adimensional
u Variable de integracion.
v Variable de integracion.
w Variable de integracion.
Y, (v) Funcién Bessel de segunda clase y orden cero. Adimensional
Yl(w) Funcion Bessel de segunda clase y primer orden. Adimensional
y Constante de Euler, 0.5772.
y Viscosidad del fluido. [m/Lt]
n Difusividad Hidraulica. [L/t].
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