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Introduccion

El interés de este trabajo se centra en conjuntos regenerativos. Un conjun-
to regenerativo #Z es un subconjunto aleatorio de R con la propiedad que en
cualquier tiempo aleatorio, el conjunto se divide en dos piezas independientes,
la derecha y la izquierda (vista desde el tiempo de paro), y cada pedazo tiene
la misma distribucién estadistica que Z. La motivacién principal en este tema
proviene de procesos estocasticos cuyo futuro es completamente independiente
de su pasado en ciertos tiempos aleatorios. Estos tiempos se llaman tiempos
regenerativos y la coleccidn de estos tiempos es un conjunto regenerativo. Si el
conjunto regenerativo es discreto lo podemos ordenar, en general, sin embargo,
un conjunto regenerativo puede contener un numero no numerable de puntos de
acumulacion asi como intervalos de R. Por ende, este concepto es la extension
natural, para un conjunto de tiempo continuo, del concepto de “evento recu-
rrente” introducido por [Fel71] en el caso discreto. La primera definicién de
conjunto regenerativo fué dada por Kingman en [Kin64], pero en esta tesis,
se utilizard la definicién axiomética de [FMS85] y también se emplea y prueba
un teorema de caracterizacién en [Mai7l], donde Maissoneuve encontré una
correspondencia entre conjunto regenerativo y la imagen de un subordinador.

El propésito principal es explorar una clase particular de estos conjuntos

regenerativos, la cual construyé el padre de la teoria de los fractales Benoit
Mandelbrot, como una generalizacién del conjunto triadico de Cantor: el con-
junto descubierto por recortes aleatorios. La construcciéon que hace Mandelbrot
en [Man72] es la siguiente:
Consideremos un conjunto de puntos en el primer cuadrante del plano eucli-
deano, a cada uno de estos puntos (z,y) € Rt x RT le asociamos un intervalo
abierto (x,x 4+ y). Y consideramos la siguiente construccién, llamada conjunto
descubierto por recortes aleatorios:

U =RY - @,z +y)

donde la unién se toma sobre todos los puntos (z,y) de un proceso Poisson en
R x RT. Uno de los problemas que Mandelbrot plante6 y que Shepp [She72]
resuelve es saber las condiciones bajo las cuales se puede cubrir a todo R, o
el caso donde se observa la construccién fractdlica, cuando % # R. En este
trabajo se analiza la solucién a este problema, asi como la estructura de 7%, las

IX



X Introduccion

- N )
u y. g,
Figura 1: En esta Figura los puntos x son puntos de un P.P.P., por lo que x
y o denotan respectivamente la extremidades izquierda y derecha de los inter-

valos que van cubriendo a R. Por tltimo, debajo de la gréafica esta la unién de
intervalos que muestra el conjunto descubierto de Mandelbrot resultante.

|

cuales estdn basadas en la teorfa de subordinadores y se prueban en [FEFSS5].
Para hacer esto més claro, se expondra primero una versiéon discreta de esta
construccién. Se irdn presentando los temas intentando trazar un paralelismo
entre el caso discreto y el continuo.

Este conjunto regenerativo que se obtiene por medio de recortes aleatorios de
Mandelbrot es especial, pues es un conjunto infinitamente divisible. De ahi que
surge la aplicacién de estos conjuntos regenerativos obtenidos por recortes alea-
torios para caracterizar al conjunto de la extincion local de los procesos de
ramificacién continuos con inmigracién (CBI).

En el primer capitulo se definen los conceptos béasicos con los que se traba-
jarad posteriormente, sin embargo, es necesario que el lector tenga conocimiento
de teoria de la medida. Se inicia con el concepto de recurrencia en caminatas
aleatorias para que el lector pueda ver la generalizaciéon natural hacia la defini-
cién de conjunto regenerativo. En el capitulo dos se explora la versién discreta de
los conjuntos regenerativos, siguiendo un paralelismo hacia la correspondecia de
[Mai71], se demuestra una correspondencia entre conjuntos regenerativos discre-
tos y la imagen de caminatas aleatorias no decrecientes, ademas se demuestra
que un ejemplo de estos conjuntos lo encontramos en el conjunto de instantes
en que procesos de Markov regresan a su estado inicial. Asimismo, se presenta
la versién discreta del conjunto descubierto de Mandelbrot y su conexién con
los procesos de ramificacion Galton Watson con Inmigracién. En el capitulo
tres, se introduce la teoria de subordinadores y medidas de renovacion, asi co-
mo los teoremas importantes que posteriormente se usan en el capitulo cuatro
para describir las propiedades del conjunto descubierto de Mandelbrot. En el



XI

ultimo capitulo se utiliza el conjunto descubierto de Mandelbrot para caracteri-
zar al conjunto de extincion local de los procesos de ramificaciéon continuos con
inmigracién (CBI).
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Capitulo 1

Recurrencia y Regeneracion

El tiempo es una componente crucial de esta realidad, todo acaece en él y
por él. Los fenémenos tipicos que podemos apreciar en ciertos fragmentos del
tiempo son irreversibles. Cuando ocurre una explosién, los productos iniciales
se consumen y es un proceso perentorio. Sin embargo, podemos reconocer en
la misma temporalidad, algunos fenémenos que comparten una naturaleza es-
pecial: la recurrencia. Por ejemplo, el movimiento oscilatorio de un péndulo sin
friccion; el ciclo de Carnot en termodinamica; nuestro ritmo cardiaco; y capaz,
bajo ciertas creencias, la misma vida y muerte. La recurrencia significa que al-
go que sucede en el pasado volvera a acontecer iteradamente en el futuro. Es
mediante el conjunto de tiempos de recurrencia, que se promueve y generaliza
el concepto de conjunto regenerativo.

En este capitulo se presenta el esquema de procesos de Markov. En un prin-
cipio, se exponen las definiciones béasicas sobre las que se trabajard a lo largo
de la tesis. Veremos, en el siguiente capitulo, que las caminatas aleatorias moti-
varan el tema de conjunto regenerativo discreto, y por ello en este capitulo nos
concentraremos en sus retornos al punto de partida; se presenta el Teorema de
Pélya que es un resultado pionero en el ambito de recurrencia; por 1ltimo, se
define al conjunto regenerativo.

1.1. Los Cimientos

Empecemos recordando lo que se conoce como un espacio de probabilidad,
segun los axiomas dados por Kolmogorov en 1933 [Kol33].

Definicién 1.1.1. Una familia F de subconjuntos de un espacio ) es una
o-dlgebra si

i) Qe 7.

it) Si A1, Ag,--- € .F entonces U2 A; € F
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iii) Si A € F entonces A° € F

Un espacio medible es un par (€, .%) que consiste de {2 un conjunto no vacio,
y % su o-dlgebra.

Definicién 1.1.2. Sea (S,.7) un espacio medible, una funcién f : (Q, F) —
(S,.7) es medible si el conjunto

f_l(E):{weﬂzf(w) € £} (1.1)
pertenece a & para todo E € 7.

Definicién 1.1.3. Una medida en (Q, %) es una funcion v : F — R tal que

i) v(0) = 0.
it) Para toda A € F se tiene v(A) >0

iii) v es o-aditiva: A1, As,--- € F y A, N A, = 0 siempre que n # m,
entonces

v(UiZ, Ai) = 3072 v(4i).

Definicién 1.1.4. Un espacio de probabilidad es una terna (0, #,P), donde
(Q,.%) es un espacio de medida y P es una medida de probabilidad tal que:

i) P:.7 —[0,1]
i) P(Q) =1

Definicién 1.1.5. La o-dlgebra de Borel en un espacio topoldgico X es la mi-
nima o-dlgebra que contiene conjuntos abiertos de X. La coleccion de todos los
conjuntos de Borel en R, que denotaremos por B(R), es la o-dlgebra generada
por los intervalos abiertos en R.

Sabemos que una funcién escalar X definida en 2 es una variable aleatoria
si para cada B € #(R) tenemos que X ' (B) = {w: X(w) € B} € Z.

Si estamos observando un fenémeno aleatorio es natural hablar de los sucesos
que pueden ocurrir hasta un instante ¢. Todos estos eventos, para t fijo, forman
una o-algebra contenida en la o-algebra de todos los sucesos. Para incluir este
factor de tiempo en un modelo estocéastico, se supone que ademéds de la terna
bésica (2, #,P) se tiene una filtracién.

Definicién 1.1.6. Una filtracion de (2, %) es una coleccion de o-dlgebras
{Fitier, tal que Fy C F para cadat € Ry y Fy, C Fy, cuando 0 <ty < to.

Observacién 1.1.7. Al considerar dos o-dlgebras %, y %y, tales que F, C
Fi,, se puede decir que Fy, contiene mds informacion, pues tiene un mayor
numero de conjuntos considerados como eventos.
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Nota. Usualmente se define un espacio de estados como un espacio medible y
se utiliza la notacion (E,&). Nosotros usaremos E = Z% para el caso discre-
to y E = R para el caso continuo. A un espacio de probabilidad filtrado lo
denotaremos por (Q, F, %, P).

Definicién 1.1.8. Un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleato-
rias {X: }rer definidas en el mismo espacio de probabilidad y parametrizidas por
un conjunto T. Si tomamos T = N se dice que el proceso es a tiempo discreto,
y si T =Ry es un proceso a tiempo continuo.

Observacion 1.1.9. La teoria de procesos estocdsticos procede de un afdn por
construir modelos matemdticos que describan fendmenos aleatorios que evolu-
cionan en el tiempo. Por lo que se puede interpretar a ) como el conjunto de
resultados de un experimento aleatorio y F es una estructura que agrupa eventos
medibles del experimento.

Definicién 1.1.10. Diremos que un proceso definido en (0, %, %, P) es adap-
tado si la o-dlgebra generada por {X}s<i, la cual denotamos por o(Xs)s<t,
estd contenida en F;. Claramente, si tenemos a la filtracion candnica, Fy =
0(Xs)s<t, entonces el proceso serd adaptado.

En teorfa general de procesos, como dice en [Boj95], miramos a un proceso
estocastico como una funciéon de dos variables, esto es, vemos a la trayectoria
como una variable aleatoria.

Definicién 1.1.11. La trayectoria de un proceso estocdstico Z Ry x Q — E
es la sucesion { X (t,w)}rer cont € T dado. El proceso & = X (t,w) es medible
respecto a la o-dlgebra B(R,) @ F;.

La trayectoria corresponde a una realizacién u observacién particular a lo
largo del tiempo y es una variable aleatoria que toma valores en R+ (en todas
las funciones de valores reales).

Entre las diferentes clases de procesos estocasticos destacamos en este tra-
bajo a las martingalas y haremos especial énfasis en los procesos markovianos.

Definicién 1.1.12. Sea (Q,.%,.%;,P) un espacio de probabilidad filtrado. Una
martingala con respecto a una filtracion dada es un proceso estocdstico {X;}i1>0
que cumple con:

i) Xt :Q — R es Fi-adaptado. ¥V t > 0.
ii) E[|X]] < o0 Vi e R
iii) E[X¢-Fs]) = X5 siempre que s <t

Se dice que la martingala es continua cuando sus trayectorias son continuas c.s.
La filtracion {F}i1>0 que vamos a considerar en este trabajo, a menos que se
indique otra, serd la filtracion candnica.
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Ahora enfoquémonos en los procesos markovianos, en los cuales el comporta-
miento y la evolucion futura del proceso no dependen méas que del estado actual
del proceso, y no de su evolucién pasada.

Definicién 1.1.13. Una funcion p: R x B(R) — R es un kernel de probabi-
lidad si para toda © € R fija, la funcion p(x,-) es una medida en B(R) y para
toda A € B(R) la funcidn u(-, A) es medible.

Observacion 1.1.14. Un kernel u es una probabilidad de transicion si para
toda x € R, p(z,R) = 1.

Definicién 1.1.15. Sea X = {X,};>0 un proceso estocdstico y F, la filtracion
canonica del proceso, si para cadat > s > 0 tenemos una probabilidad de transi-
cion g ¢, diremos que X es un proceso de Markov con respecto a la filtracion
Zt y la medida de probabilidad P si para toda funcién f medible positiva y para
toda t > s > 0 se tiene que:

E[f(X1) | Fs] = psnf(Xs)

Decimos que X es un proceso homogéneo si s+ = fo,+—s. Para este caso
definimos la funcién de distribucién para z € R fijo: F(xz,y,t) = p(z, (—o0, y]),
ademas definimos la densidad de transicién al tiempo ¢, cuando ésta existe,
como:

d
p(xvyat) = @F(%,y,t)

Lema 1.1.16. Un proceso estocdstico X; es de Markov si y solo si para cuales-
quiera 0 <ty <ty...<t, y f; medible positiva se tiene que:

E| T12 %) -

/R v(dio) folo) / yion, (20, dey) () . / vt (@t 00) ()
donde v(A) = P{X, € A}.

Demostracion. Supdéngase que X; es de Markov. Usamos induccién en n — 1.
Tenemos por la ley de esperanzas iteradas que:

o] <[ esor 5. |
=0 L

=0

=E 1:[ Ji( Xt )E[fn(Xe,) | jth]
L i=0

n—1
=E H fi(th‘)p’tnl,tnf(thl)‘| .
=0



1.1. Los Cimientos 5

Donde la segunda igualdad se da pues H?:_Ol fi(Xt,) es una funcién % _, me-
dible y en la tercera igualdad aplicamos la propiedad de Markov al tiempo ¢,,—1.
El producto de la tltima expresién tiene sélo n — 1 factores (el dltimo factor es
Frm1( Xty 1) o100, f(Xe, 1), que es funcién de X, ,). Por lo tanto podemos
aplicar la hipdtesis de induccién y vemos que la expresion anterior es igual a:

:/V(dQTO)fO(xo)/Ho,tl(ﬂfo,dm)ﬁ(m)
R R
-~-/Mtnfz,tnfl(ﬂﬁnfzadwnfl)fn—l(xn—l)/Mtn,l,tnfn(wnq)
R R

Para la afirmacién reciproca queremos probar que para todo conjunto A € .F;
y para toda funcién medible f se cumple que

]E[lAf(Xt)] = E[lAMs,tf(Xs)]

La medida de probabilidad en la o-dlgebra % generada por este proceso se
denotara P¥X y su correspondiente esperanza E, asi tenemos que si Y € .F
entonces EX[Y] = [ V(w)P¥ (dw), y si Y = 1{x,ca} con A € &, esto se reduce
a PX[X; € A] = Pi(x, A). Més atin, para toda A € .#, la funcién PX(A) es &-
medible. Si A = X ~1(A) esto se sigue de la ecuacién anterior. El caso general se
sigue por el lema de las clases mondtonas, que se puede ver en la p. 2 de [Rev98]
, donde consideramos conjuntos de la forma: A = {X;, € 4;,...,X;, € A,}. 1

Gracias a los teoremas de aproximacion para funciones medibles positivas
(véase [Bar95]), utilizando el lema anterior podemos asegurar que un proceso
es de Markov si y sélo si para todo 0 < t1... < t, v A1,..., A, C R se tiene
que:

P{X;, € Ay,.... Xy, € Ay} = / V(dx)/ tot, (z,dxy) . / pt, oyt (Xn—1,dzy)
R Ay A

n

Si X; es un proceso homogéneo y existen las densidades, de lo anterior se
sigue que una condicién suficiente para que un proceso sea de Markov es que se
cumpla:

P{th S d.’L']_, - 7th € dxn} =

/ v(de)p(x, x1,t)p(x1, w2, t2 — 1) ... P(Tn—1, Ty b1 — tn)
R

Estos resultados se pueden ver con mayor detalle en [Tud02]. Pero lo importante
es que la Propiedad de Markov ahora se puede escribir como:

P{X.: € A| Z} =PX{X, € A} = P,(X;, A)
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1.2. Caminatas Aleatorias

Las cadenas de Markov son procesos markovianos con espacio de estado dis-
creto. Uno de los ejemplos més simples de cadenas de Markov son las caminatas
aleatorias. Hay muchos problemas relacionados con las propiedades de las su-
mas de variables aleatorias que se han analizado desde el siglo XVII. El término
caminata aleatoria fue acuniado por Karl Pearson quien, en 1905 , publicé un
problema titulado El Problema del Caminante Aleatorio [Pea05].

Definicién 1.2.1. Una caminata aleatoria en Z¢ con distribucion de salto F
y estado inicial i € 7% es una sucesion de variables aleatorias { Sy }nen defini-
das sobre (Q, F,P), cuyos incrementos son variables aleatorias independientes,
identicamente distribuidas & con distribucion comun F', esto es,

Sp=i+Y &
=1

Podemos interpretar a la caminata aleatoria S, como la posiciéon de una
particula después de n movimientos. Se observa que la posicién de la particula
en el instante n + 1 dependera sélo de la posiciéon en la que se encuentre en el
instante n.

Lema 1.2.2. La caminata aleatoria {Sy }nen es homogénea respecto al espacio,
es decir
P{S,=j|So=i}=P{S,=75+0b]| So=i+b}

Demostracion. Demostraremos que ambos lados de la igualdad son iguales.

P{S, =j|So =i} =P{i+ Yy & =}
k=1

= P{Z&c =j—i}.
k=1
Por otro lado

P{Sn=j+b|So=i+b} =P{i+b) & =j+b}
k=1

=P{) & =j—i}.
k=1
|

Lema 1.2.3. La caminata aleatoria {Sy }nen es homogénea respecto al tiempo

IP){Sn:j|SO:Z'}:]P){Sn-i-m:j|Sm:i}
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Demostracion.

P{S, =j|So =i} =P{i+ Yy & =}
k=1

=P{> &G =j—i}
k=1

y por otro lado tenemos que

n+m m
P{Spim =3 | Sm =1} =P{So+ > & =78+ ) & =i}
k=1 k=1
m n+m m
=P{So+Y &+ Y &=7lS%+) &=1i}
k=1 m—+1 k=1
n+m
=P{i+ Z §e =7}
m—+1
n+m
=P{ ) &=j-1i)
k=m+1
=P{> & =j—i}

k=1

La tercera igualdad es por la independencia de {& }ren, v la tltima porque son
idénticamente distribuidas. |

Lema 1.2.4. La caminata aleatoria {Sy}n>0 tiene la propiedad de Markov, es
decir, para toda m,n € N y cualesquiera xg, ..., Tm,j € Z* se cumple que

P{Sm+n =7 | SOZansl :xlw-wsm:xm}:P{Sm—i-n:j | Sm :xm}

Demostracién. Notemos primero que, debido a la independencia de {&, }n>1

n+m

P{Swim=7|S—m=max,}=P{ Z §i=J—Tm}

i=m-+1
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Y usando la definicién de probabilidad condicional se tiene que:

P{S’H’L-'rn :.7 ‘ SO = J?O,Sl =T1,.. -aSm = xm}
o IP>{Sm—0—n = ja Sm = xmasm—l =Tm—1s--- 7SO = ’Io}
N P{Sm :-/L'mwsmfl :$m717...,50 :.1'0}

 P{Srin—Sm =7 Tm,Sm — Sm-1= T — Tm_1,...,51 — So = 21 — T0, S0 = To}
N P{S,;, — Sm-1 = Tm — Tm—1,---,51 —Sg = x1 — X0, So = x0}

B P & =5 = T = T — T, -+, &1 = @1 — 30, & = To}

B P{&m = Tm — Tm-1,...,&1 = 21 — 20, &0 = 7o}

. P{E?:r_r?+1 &=J— mm}P{gm =Tm — xm—l} e 'P{fl =1 — xO}]P{§0 = xO}
B P{fm =Tm — xm—l}]Pj{gm—l = Tm—-1— Im—Q} o ]P){51 =1 — l'o}IP{fo = IO}

m—+n

=P{ Y &=j—zm}

i=m-+1

- P{S7n+n = .] | Sm, = zm}-

Asi vemos que cualquier caminata aleatoria es una cadena de Markov ho-
mogénea.

Definicién 1.2.5. Una caminata aleatoria S, = Y ,_, & en 7% es simple y
simétrica si

1
]P P = = ... = IP) i = = —
=) (& =eat = o
para cada uno de los d vectores unitarios e;.

Veremos la ruta que toma una caminata aleatoria simple unidimensional,
pues en el siguiente capitulo se usardn estas propiedades para la exposicién de
conjuntos regenerativos discretos.

Definiciéon 1.2.6. Una caminata aleatoria S, = ZZ=1 &, con walores en 7
es simple si para toda i € N, la funcion de la distribucion salto es Bernoulli

{-1,1}, donde P{&; =1} =p y P{§ = -1} =1 —p.

Los siguientes son resultados que son faciles de verificar con argumentos
geométricos y de combinatoria elementales.

Lema 1.2.7. Una trayectoria del origen al punto (a,b) existe solo si podemos
encontrar enteros no negativos p y q tal que a = p+q y b = p — q. Similar-
mente, sea ¢ > a, una trayectoria de (a,b) al punto (c,d) existe solo si podemos
encontrar enteros no negativos p y q tal quec—a=p+qyd—b=p—gq.

Proposicién 1.2.8. Asumiendo que existe una trayectoria del origen al punto
(a,b) entonces hay

e =7
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distintas trayectorias del origen al punto (a,b) = (p+4q,p — q).

Nos concentraremos en la probabilidad que una trayectoria de una caminata
regresard al origen en un cierto tiempo del futuro. Sea pg () la probabilidad
de transicién que, empezando en el origen visita la posicién r al tiempo n.

Proposicién 1.2.9. Sean € N y r € Z. Eziste una trayectoria de (0,0) a (n,r)

sty solo si ”;T es un entero entre 0 y n.

Demostracién. Supdngase que existe una trayectoria de (0,0) a (n,r). Por el
Lema 1.2.7 existen enteros positivos p y ¢ tal que p + ¢ = n y que satisfacen
0 < p < n. De la proposicién anterior sabemos que el numero de trayectorias al
punto (n,r) es (p:q) donde

n=p+gq
r=p-—q.
Y resolviendo estas ecuaciones simultdneas para p y para ¢ nos da

n4+r n—r

P= =5 ,4= ==

Como "'2” = p, entonces, 0 < "'2” <n.
Ahora, supéngase que "T'H" es un entero entre 0 y n. Sea p = "5+ y ¢ = "5-.

Inmediatamente, tenemos que 0 < p < n. También

n+r n—r
= = 1.2
p+q 5+t n (1.2)

por ende,
i) 0 < p < n implica que 0 < g < n.
ii) p€Z y n € Z implica que g € Z

Entonces p+q =ny p—q = r. También p y q son enteros no negativos, entonces
por el Lema 1.1.23 existe una trayectoria entre (0,0) y (n,7). |

Veamos explicitamente cual es la probabilidad de que una caminata aleatoria
simple retorne al origen.

Lema 1.2.10. Sea {S,}n>0 una caminata aleatoria simétrica con valores en Z
y con So = 0, entonces la probabilidad de un retorno al origen es

oy {5 i
' 0 sitk=2n-+1.
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Demostraciéon. Usando lo anterior, el nimero de trayectorias, denotado N, .,
desde el origen al punto (n,r) en términos de n y r es:

Nnr -

)

() siZreZyo<m2<n,
2
0 €.0.C

Como hay 2" distintas trayectorias de largo n vemos que:

poa) = B8 =} = 32 (1)

si"T”GZyOS"T"‘QSn.
Un retorno al origen ocurre en un tiempo k si Sy = 0. Notamos que k es
necesariamente par, y para k = 2n la probabilidad de un retorno al origen es

,u/0,2n(0)~ ||

Por el uso frecuente de esta probabilidad, la denotaremos como us,,. Entonces
tenemos que
Cr)
n

22n

Veamos ahora la probabilidad del primer retorno al origen, denotada por
fon. Pero antes veamos el siguiente lema:

]P){Szn = 0} = Ugn — (13)

Lema 1.2.11. La probabilidad de que no ocurra retorno al origen hasta e in-
cluyendo el tiempo 2n es la misma que la probabilidad que haya un retorno al
origen al tiempo 2n, i.e.

]P{Sl 7507527&07...,Sgn#O}:P{SQnZO}:Ugn

La demostracién de este lema se puede encontrar en p.77 de [Fel71] y se
sigue del principio de reflexién que se expondrd més adelante.

Proposicién 1.2.12. Sea {Sp}nen sobre Z una caminata aleatoria simple y
simétrica. La probabilidad de que retorne por primera vez al origen esta dada
por
G
f2n - 2271—11

donde fa, = P{S; # 0,52 # 0,...,S2,_1 # 0,52, = 0} y €,,—1 denota el
(n-1)-ésimo numero de Catalan.

Demostracién. Tenemos por el lema anterior que
P{Sl 7é 0, SQ 7é O7 ey Sgn 7é O} == P{Sgn == 0} = U2n (14)

De ahi que
U2n—2 :]P{Sl #0752 7é O»"'aSanQ #0} (15)



1.2. Caminatas Aleatorias 11

Entonces al tiempo 2n la caminata o vuelve al cero o no lo hace, y estos son
eventos disjuntos por lo que tenemos que

Ugn—g = P{S1 #0,...,S2,—2 # 0,52, #0}+P{S1 #0,...,S2,—2 # 0,52, =0}
(1.6)

similarmente,
U9y = ]P){SQW = 0} = P{Sl 7é O, SQ 7£ 0, ey SQn_Q 7é O, Sgn 7é 0} (17)
Finalmente, sea la definicién de retorno por primera vez al origen al tiempo 2n

fgn:P{Sl #Oa 527507"'7827172 7&075271 :O} (18)
Poniendo las ecuaciones (1.3) a (1.5) juntas adquirimos la siguiente relacién

f2n = U2p—2 — U2n

- 2n — 2 1 2n\ 1
“\n-1/)22m2 \p )om

Asi hemos convertido el problema del primer retorno al origen a un problema
mucho mas manejable de conteo de trayectorias en una celosia. Se muestra en
(211,)

n

n+1-

[Sta99] que tal nimero de trayectorias es el nimero de Cataldn %, =

Ahora, las probabilidades us, y fon, estéan relacionadas de una forma notable.

Teorema 1.2.13. Para n > 1, las probabilidades {usr} y {far} estdn relacio-
nadas por la ecuacion

Ugn = fouzn + fouzn—2 + -+ fanto (1.9)

Demostracion. Una visita al origen al tiempo 2n puede ser un primer retorno,
o bien el primer retorno sucedi6 antes, al tiempo 2k < 2n, y el siguiente retorno
por ende ocurre 2n — 2k unidades de tiempo posterior. Podemos pensar a la
expresién 22F f;, como el numero de trayectorias de largo 2k entre los puntos
(0,0) v (2k,0) que no tocan el eje de las abcisas excepto en los vértices. Y vemos
también que hay 22"uy, trayectorias que tienen vértice en (0,0) y (2n,0). La
coleccién de esas trayectorias puede partirse en n conjuntos, dependiendo del
tiempo de primer retorno al origen. Una trayectoria en esta coleccién que tenga
primer retorno al origen al tiempo 2k consiste en un segmento inicial desde (0, 0)
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hasta (2k,0), en donde no se toca el eje de las abscisas, y un segmento terminal
desde (2k,0) hasta (2n,0), sin restricciones en este dltimo segmento. Por ende,
el numero de trayectorias en la coleccién que tienen primer retorno al origen en
el tiempo 2k esta dado por

2k 2n—2k 2n
27" for2 Ugn—2k = 27" farUan—2k
Si sumamos sobre k, entonces obtenemos
22n . 22n 22n 22n
Uy = fouan + fouan_a + -+ 27" fouo.

Por 1ltimo, dividimos ambos lados de la ecuacién por 227. |

1.3. La Propiedad de Markov Fuerte

Definicién 1.3.1. Una variable aleatoria 7 : Q@ — Ry U{oco} es un tiempo de
paro con respecto a {Fi}ier si para cada t € Ry se cumple que {1 <t} € Z,.

Definicién 1.3.2. El primer tiempo de arribo T; : Q@ — N U {oco} de una
cadena de Markov {X, }nen al estado i € E se define como:

T min{n >1:X,=1¢} si{n>1:X,=1i}#0,
" 4o si{n>1:X, =i} =0.

Lema 1.3.3. El primer tiempo de arribo T; es un tiempo de paro respecto a la
filtracion { %, }nen.

Demostracion. T; es el primer momento en el que la sucesién de variables
aleatorias toma el valor i. Entonces para cualquier entero n, tenemos que

(T =n} = {X1 £} 0 N {Xp_y £} N {X, =i} € Z.
|

Veamos una generalizacion de la propiedad de Markov, la llamada Propiedad
de Markov Fuerte. La cual nos dice que la independencia del pasado y el futuro
dado el presente, se mantiene aun si el tiempo presente es determinado por un
tiempo aleatorio, esto es, un tiempo de paro.

Definicién 1.3.4. (Propiedad de Markov Fuerte)

Sea X un proceso de Markov con respecto a la filtracion {%, }1>0 con kernel de
transicion i s. Sea T un F- tiempo de paro tal que T < 0o c.s. Entonces X es
fuertemente Markoviano en T si

E[f(XT+t) | Lg.‘r] = ,U/‘r,7'+tf(Xt)

Teorema 1.3.5. Sea X = {X,},>0 una cadena de Markov respecto a la fil-
tracion natural {F,}n>0 Y sea T un tiempo de paro. Entonces, condicionado a
T < ooy X, =i, se tiene que {X-yn}n>0 es cadena de Markov con la misma
distribucion que X y estado inicial © que es independiente de Xq, ..., Xr.
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Demostracién. Sea A € %, y jo,...,Jn € R, entonces el evento AN {r =m}
esta determinado por Xy, ..., X,,. Por la propiedad de Markov al tiempo 7 = m
tenemos que:

]P{A’XT :j()’""XTJrn:jnaXT :i7T<OO}
=P{X: =jo,. s Xein =Jn | 4, X =i}P{A, X, =i,7 =m}
= P{Xo = jo, ..., Xp = ju}P{A, X,, 7 = m}.

Entonces, al sumar sobre m = 0,1... nos queda

P{XT :jOa'~'7X7’+n :jn7A7XT =1,7< OO}
=P{Xo=Jo, .-, Xn =JntP{4, X, =i,7 < o0}

y al dividir por P{X, = i,7 < oo} finalmente obtenemos

P{X, = jorers Xoin = gy A | Xy = 4,7 < 00}
:]P{XO :]073Xn:Jn}P{A|XT :i37< OO}

Corolario 1.3.6. Sea 7 un tiempo dg paro y {Sn}nen una caminata aleatoria.
Entonces, condicionado a {1 < 0o}, Sy, = Sr4n — Sr es una caminata aleatoria
independiente de F, y se distribuye igual que {Sy}n>0. Lo que denotaremos

5 d
como S, =5,
Demostracién. Sea A € .%, y x,...,x, € Z%, tenemos que

P{{Si =1,...,S, =z, ) NANT < o0}

sumando sobre los valores que toma T

=Y P{AN{r =k} N{Srs1 = Sr =a1...Srn — Sy = 20 }}
k=0
sustituyendo

=Y P{AN{T =k} N {&1 =21, &t + g2+ o+ Ehpn = 20 }}
k=0

condicionando y sustituyendo

= P{AN{T = E}}P{{&ks1 = 21 }P{&sa = 22 — 21} - - P{&hyn = T — 2n1}
k=0
como {{}i>o son variables aleatorias i.i.d. finalmente obtenemos

=P{AP{& = 21 }P{e =22 — a1} P{&n = 20 — 201 )
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Lema 1.3.7. Principio de Reflexién
Sea {S;} una caminata aleatoria simétrica definida en Z. Entonces, para cual-
quier entero j, k,r

Pi{To < 7,8, = j} = Pe{S, = —j} (1.10)
Y Pk{To <r, S, > 0} = Pk{ST < 0} (1.11)

Demostracion. Por la propiedad de Markov Fuerte, la caminata empieza de
nuevo desde 0, cuando esta toca el 0, lo que implica que la caminata vista desde
la primera vez que toca el cero, es independiente de su pasado y tiene la misma
distribucién que la caminata iniciada desde 0. Por ende, para cualquier s < r y
j > 0 se tiene que:

Pu{To = 5,5, = j} = Pp{To = s}Po{S,—s = j}

La distribucion de S; es simétrica cuando inicia en 0, entonces el lado derecho
del anterior es:

Pr{To = s}Po{Sr—s = —j} = Pu{To = 5,5, = —j}
sumando sobre s < r, obtenemos
Pe{To <7, S =j} =Pi{To <1, S, = —j} = Pp{S, = —j}
Justificamos la ultima igualdad al notar que la caminata aleatoria que inicia

desde k£ > 0 debe pasar por 0 antes de alcanzar un entero negativo. Finalmente,
sumando (1.3) sobre toda j < 0 nos da (1.4). |

Usando el primer tiempo de retorno, podemos especificar que tan probable
es que una cadena de Markov retorne a un estado ¢ € E.

Definicién 1.3.8. Un estado i € E es recurrente si
PZ{T; < OO} =1
y es transitorio en otro caso.

Proposicion 1.3.9. Para cualquier caminata aleatoria, las siguientes son equi-
valentes:

(i) PAT; < oo} =1
(1) Dopsq up = 00

Aunque en esta tesis se usard el resultado solo para caminatas aleatorias,
destacamos que esta proposiciéon también cumple para Cadenas de Markov.
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1.4. Teorema de Pdlya

Por el ano de 1882 el filosofo Friedrich Nietzsche le plantea a la humanidad
la siguiente pregunta: “;Qué ocurriria si, un dia o una noche un demonio se
deslizara furtivamente en la maés solitaria de tus soledades y te dijese: Esta
vida, como tui ahora la vives y la has vivido, deberas vivirla ain otra vez e
innumerables veces, y no habra en ella nunca nada nuevo, sino que cada dolor
y cada placer, y cada pensamiento y cada suspiro, cada cosa indeciblemente
pequena y grande de tu vida debera retornar a ti?”

Si aquel demonio se deslizé en las soledades del matematico George Polya,
éste intrigado lo resolvié en un articulo en francés titulado Promenade au Ha-
sard, donde muestra que todo aquello que se mueva aleatoriamente en una o dos
dimensiones volverd a su punto de partida, dado el tiempo suficiente; sin em-
bargo, para dimensiones mas altas no retorna. Por ende, dado que el hombre se
desplaza en tres dimensiones, aunque el paseo de su vida se prolongue por toda
la eternidad, sera eludible aquella concepcién nietzscheana del eterno retorno.

Teorema 1.4.1. (Caminata en una dimensién).
Una caminata aleatoria simple y simétrica sobre Z es recurrente.

Demostracién. Sea {S,},cz, una caminata aleatoria con E = Z, como es
simple y simétrica tenemos que P(§ = 1) = 3 = P(§ = —1). Sea Sy = 0
entonces

uzn = (3)) 727

la férmula de Stirling se puede escribir como
<2"> R S VS W
n VT
1 1
donde Tont1 <A < Ton

esto implica que existen constantes 0 < A; < As < oo tales que

1 1
Ali < Ugp < A2

Vv Nz
La cota inferior implica que la divergencia de la serie Y ° ﬁ implica la diver-
gencia de Y ug,. [ |

Lema 1.4.2. ", (2)2 = ("

n

Esto es consecuencia del hecho combinatorio de que un subconjunto de ta-
mano n de un conjunto de tamano 2n se puede escoger separando el conjunto
en dos de tamano n, luego escogiendo k del primero y n — k del segundo para
toda 0 < k < n.

Teorema 1.4.3. (Caminata en dos dimensiones).
Una caminata aleatoria simple y simétrica sobre Z? es una cadena recurrente.
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Demostracion.

- 2k)! 1o 1% 1, o1 .
u2n:’;@)2((k)—a)!2(4 )(Z >(Z) (Z)k

Cx0)
- ()
— e ()

Usando el mismo argumento de la demostracién anterior, por la férmula de
Striling, existen constantes 0 < By < By < oo tales que

1 2 1
Bi— < [(2—2n( 71)}2 < By—.
™n n ™

La cota inferior implica que la divergencia de ) -~ implica la divergencia de
>, U2y acorde al criterio de comparacion. ]

b=
Lema 1.4.4. ZZ;:OR(%WJG,W) =1

Los términos de la suma son de una distribucién trinomial y como estamos
sumando sobre todos los valores posibles que la variable aleatoria con distribu-
cién trinomial puede tomar, suma uno.

. +b=n/ 1 ! 2 < 1 !
Corolario 1.4.5. ZZ,b:On(“Wrb!(nﬁafb)!) < maxa:b{STa!b!(nnfafb)!}

Demostracién. Tomemos la simple cota

ZZ:O ’7/3 < max{yx} ZZ:O Yk

y la adaptamos para sumar sobre dos variables
a+b=n 2 . a+b=n
Za,b:o Yap < max{va,} Za,bzo Ya,b

! . .
donde 7,5 = (% m) y el resultado se sigue como consecuencia del lema

anterior. ||

Teorema 1.4.6. (Caminata en tres o mds dimensiones).
Una caminata aleatoria simple y simétrica sobre 7% con d> 3 es una cadena
transitoria.

Demostracién. Sea {S,}nen con E = Z%, d = 3. Tenemos que P{{; = e1} =

P{& = ea} =P{& = e3} = ¢.
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athzn (2n)!

_ (2\2n
tan = (6) a;() alalblbl(n —a — b)l(n —a — b)!

1, (20 “&=" 1 n! )
:(5) (n) Z (37a!b!(n—a—b)')

a,b=0 ’

()
n )b lgn albl(n —a —b)!

<6
~ (2@

(5)!

La desigualdad se sigue del Corolario 1.3.5, la aproximacién en la ultima linea
es porque el miximo ocurre en a = b = 3. Ahora, siguiendo la férmula de

Stirling, tenemos que existe 0 < C7 < oo tal que 0 < ug, < %(%)%, y como

0o 33/2 e . . .
Y ome1 53ma7s < 00, entonces )7 ug, < 0o. Una caminata aleatoria simple
y simétrica también es transitoria para dimensiones mayores a tres, pues las
primeras tres coordenadas conforman una caminata aleatoria en dimension 3

que, como acabamos de demostrar, es transitoria. |

1.5. Definicion Conjunto Regenerativo

Sea (€, .%#,P) un espacio de probabilidad. Para las siguientes definiciénes
denotamos a % como la familia de subconjuntos cerrados de R, a % y ¢4 como
la familia de subconjuntos compactos y de subconjuntos abiertos de R, respec-
tivamente. Vamos a introducir el concepto de conjunto aleatorio cerrado en R,
por lo que es vital introducir, previamente, la medibilidad apropiada.

Definicién 1.5.1. (Medibilidad de Effros)
Una funcion Z : Q) — € es Effros medible si

{Z%edt={w: Zw)NK #0}eF

para todo K € . La o-dlgebra de Effros B(€) es la mds pequenia o-dlgebra
que contiene todos los conjuntos de la forma: o = {F € € : FNK # 0} para
todo K compacto, esto es B(€) = o().

Definicién 1.5.2. Un conjunto aleatorio cerrado es una funcion % : Q) —
€ Effros medible, esto es,

{w: Zw)e X} eF

para todo X € B(F).
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Definamos el primero punto de un conjunto % (w) a la derecha de ¢ como:
D — min{u >t:u € Rw)} si{u>t:ueR(w)}+#
N si{u>t:ueZw)} =

Asimismo, definimos al conjunto trasladado como

(% — Dy = {r—D;:reZ,r> D} s%Dt<oo.
0 si Dy = +o00.

y observamos que como Z es cerrado, (Z — D;)" € € entonces (#Z — Dy)"
es AB(€)-medible. Sea (Q, %, %;,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde
Fe = o{ZN|0,1]}.

Lema 1.5.3. D; es un ;- tiempo de paro.

Demostracién. Tenemos que

0 sis<t,
(D < sh = {{%’ﬂ[t,s]} si s> t.

Ahora, sabemos que {Z N [0,s]N K # 0} € o(# N [0,s]) = F, para todo K
compacto, pues ZN[0, s] es Effros-medible. En particular, sea K = [, s] entonces
probamos que {Z N [t,s]} € Fs

Definicién 1.5.4. Sea Z un conjunto aleatorio cerrado. Z es un conjunto
regenerativo si para toda t € R condicionado a Dy < oo se cumple que:

E[f(# — D) | #p,| = E[f(Z)]

para toda f continua y acotada.

Observacion 1.5.5. Diremos que un conjunto regenerativo es discreto si tiene
valores en N.

Por ende, un conjunto es regenerativo si el conjunto trasladado se distribuye

igual que el original, (Z — D;)™ L y es independiente del pasado.
Lema 1.5.6. Las siguientes definiciones son equivalentes:

1) E[f(#Z — D) | #p,] = E[f(%£)] para toda f : € — R medible y acotada.

sty solo si

2) P{(# — D)t € T,S} = P{Z € T}P{S} para toda S € F y T € B(¥)
sty solo si

3) P{Z—D)™"NK#0| Fp,} =P{ZNK #0} con K € % .
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Demostracién. 1) — 2).
Sean S € Fp, y T € B(€) y sea f = 1 que es medible y acotada.

P{(#Z—- D))" €T, S} =
=E[E[ly#-p,+ery | Fp.]11sy]
=E[1{#-p,)+erils]
= E[1(rer) ]| E[1s]

— E[15P{% € T}]
— P{S}P{Z € T}

Para 2) — 1) se usa que 3{f, }nen continuas y acotadas tal que f, — 1.
y 2) — 3) es un argumento de clases mondtonas.

Lema 1.5.7. También es equivalente probar que
P{(Z— D))" NA#0| Fp,} =P{ZNA#0}
para todo A abierto.

Demostracién. Sea el conjunto abierto A, = {z € R : d(z,A) < 1} que
decrece a A conforme n — oo y donde A, C A, = {z € R : d(z,A) < 1}
con A, un compacto. Afirmamos que {Z N A # 0} = N {Z N A, # 0}. La
contencién C es simple pues A C A,, para toda n € N. La contencién reciproca
es consecuencia de la propiedad de interseccién finita: si Z N A = () entonces la
familia decreciente de compactos % N A,, tiene interseccién vacia y por tanto
debe existir algun n tal que ZNA, C ZNA, =
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Capitulo 2

Conjunto Regenerativo en
Cadenas de Markov

Para tener una mejor nocién de conjunto regenerativo lo examinamos, en es-
ta seccidn, en el caso discreto. Ademds, analizaremos algunos ejemplos, como el
conjunto de instantes de retorno al cero en dos tipos de Cadenas de Markov: en
caminatas aleatorias y en procesos de Galton Watson con Inmigracién. Asimis-
mo, veremos un conjunto regenerativo discreto formado por recortes aleatorios
discretos.

Teorema 2.0.8. Z es un conjunto regenerativo discreto siy sdlo si es la imagen
de una caminata aleatoria no decreciente con incrementos en N.

Demostracién. Dado &Z un conjunto regenerativo con valores en N, vamos a
construir una caminata aleatoria no decreciente cuya imagen tiene la misma
distribucién que Z. Notamos que los naturales son cerrados en R.

Sea D,, = min{m > n : m € Z}. Asi{ definido, D,, cumple que n € Z si y
solo si D,, = n. Por ende, Z = {n € N: D, = n}. Como Z es un conjunto
discreto, vemos en la figura [2.1], que D,, es una funcién escalonada.

Sea S, = min{u > 0: D, > n} el inverso de D,,. Asi pues,

{Sn}nzo =%

Analicemos ahora como son los incrementos de {.S,, },,>0:

Sptm =min{u>0:D, >n+m}
=S, +min{r >0: D5, >n+m}
=S, +min{r >0:S,1,m<r+S,}
=S, +min{r >0:S,4m— S, <r}

21
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Dt

iy ] ]
ki I I t

Figura 2.1: Sean los puntos rojos aquellos que pertenecen al conjunto regenera-
tivo.

Donde en la segunda igualdad se hizo un cambio de variable y la tercera igualdad
se da porque S, es inverso de Dy, i.e. {D, >t} = {S; < u}.
Definimos a S,;, = Sp4m — Sn ¥y & Dy, como

D,, =min{s >m:s€ (#Z— Ds,)"}
=min{s >m:s € {Su—Sn}is0}
=min{s >m:s € {Sntm — Sn}tm>0}
=min{s >m:sec{Sn}}

Usando el hecho que Z es regenerativo, se tiene que D,, 4 D,,. Ademais,

Sntm = Sp + min{r >0: D,, > r}
por lo que Sy, 4+ — S, es independiente de Fg, vy Spt+m — Sn 4 Sy,

Ahora probemos que la imagen de una caminata aleatoria no decreciente es
regenerativa.
Sea Z = {Sn}nen, y sea 7, = min{m > 0: S,, > n} un %,-tiempo de paro y
D,, =min{m >n:m € Z}.
Es claro que D,, = S, por lo que {D, },>0 es {#,, }-adaptado.
Més atn, (Z — D,)" es el conjunto de imagenes cerradas de la caminata
{57, +m — S+, }men la cual se distribuye como {Sy,}nen y es independiente de
Z.., por el Corolario 1.2.6. Por ende,
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P{(Z—D)"TNK#0| F}=P{ZNK # 0} con K € X
|

Como los miembros de un conjunto regenerativo se pueden identificar con los
valores finitos de una caminata aleatoria creciente correspondiente, es natural
llamar a la distribucién salto F' = (f1, fa, ..., f~) la distribucién interarribo
del conjunto regenerativo.

Definicién 2.0.9. Para un conjunto regenerativo discreto Z definimos su me-
dida potencial U por

U(C)=E(CNZ|), Ccz

. . . ’
donde |-| denota cardinalidad. Su derivada U = (ug,u1,uz,...) con respecto a
una medida de conteo necesariamente existe y se llama derivada potencial de
Z y de su caminata aleatoria correspondiente.

Como la variable aleatoria |[{¢t} N | toma valores solo 0 y 1, tenemos que
w =E({t} NZ|) =P{t € #} (2.1)

La derivada potencial de un conjunto regenerativo discreto determina la
distribucién interarribo de la siguiente forma:

n—1

Jn =un — Z fqun—q (22)
q=1
= 1

f nz::lf S (2.3)

Sabemos del teorema [1.2.13} que ug =1y uy = Zizl fous_p para 1 <t < oo.

La funcién de distribucién de un conjunto regenerativo discreto Z se puede
escribir en términos de su distribucién interarribo. Sea C' C Z* escrito como
una sucesion finita C = {¢y < ¢; < --- < ¢, }, entonces

n .
Hm:l fem—cm_1 Sico=0,

0 si cg # 0. 24)

]P’{%ﬂ{o,l,.‘.,cn}}:c*}:{

2.1. Estructura Regenerativa de una cadena de
Markov

Una sucesién de variables aleatorias i.i.d. es un ejemplo muy particular de
una Cadena de Markov. Las variables aleatorias X, que conforman una cadena
de Markov, en general, no son independientes. Pero al usar la propiedad de



24 Conjunto Regenerativo en Cadenas de Markov

Markov Fuerte, mostraremos que podemos dividir a la cadena en pedazos i.i.d.
La idea es encontrar un estado ¢ que se visita recurrentemente, entonces el
comportamiento de la cadena entre las visitas sucesivas no esta influido por el
pasado ni por el futuro.

Teorema 2.1.1. Los tiempos de retorno sucesivos de una Cadena de Markov
a su estado inicial, forman un conjunto regenerativo discreto.

Demostracién. Sea {X}}r>o una Cadena de Markov, y supéngase que Xy = ¢

con i € E. Sea T? = i el primer tiempo de arribo. Definimos a Ti(g) como el
tiempo de la segunda visita y recursivamente definimos

T =min{n > TV : X, =i}

donde cada uno de estos es un tiempo de paro con respecto a la filtracién
canodnica. Consideremos la trayectoria de la cadena entre dos visitas sucesivas
al estado ¢

%(T) ={X(n,w): Ti(r) <n< Tf””,rz 1,2...}

Y sea también
29 = {X(n,w):0<n < TV}

Observamos que {%(T)},ﬂeN es un conjunto de trayectorias aleatorias. Podemos
referirnos a ellas como excursiones del proceso. Entonces, la cadena visita el

do i | r-6simo ti 1 ési i6n 2"
estado 4 por el r-ésimo tiempo y luego se va por una r-ésima excursién 2",
hasta que vuelve a regresar al estado i. Vemos que el tiempo que tarda la r-ésima
excursion a i es:

D 1Y S T < o,
0 e.o.c.

Entonces, se tiene que { Si(r)}rzl es una sucesiéon de variables aleatorias con
valores en los enteros positivos, y ademas son i.i.d por la Propiedad de Markov
Fuerte. Por ende, la suma telescopica Ti(n) =>r, S’Z-(T) es una caminata alea-
toria no decreciente con saltos naturales y por el Teorema [2.0.8] tenemos que

los tiempos de retorno sucesivos de una Cadena de Markov forman un conjunto
. . T
regenerativo en los naturales, i.e. Z = {Ti( )}r20~ [ |

Encontremos ahora la distribucion de estos tiempos de excursién.

Lema 2.1.2. Parar = 2,3... condicionado a Ti(r_l) < 00 tenemos que Si(T)
es independiente de {Xyn} _, -1 Yy ]P’{Si(r) =m| Ti(r_l) < oo} =P{T; =m}.

Demostracién. Apliquemos la Propiedad de Markov Fuerte al tiempo de paro
T = Ti(r_l). Entonces X7 = 4 con T' < oo. Por lo que condicionado a T' < oo
{X74n}n>0 es Markov e independiente de { Xt }¢cfo,1...,7}- Pero Sz.(r) = min{n >
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Zn

o)

—————— Ty

Figura 2.2:

1: Xp4pn =i} por lo que Si(r) es el primer tiempo de arribo de (X7.4p)n>o0-
Ademés, por el teorema anterior, donde exponemos que Ti(n) =>", SZ-(T) es

una caminata aleatoria no decreciente y por la proposicion [1.2.12] expuesta en
el capitulo previo, tenemos que:

Cr— .
IP’{S(T) =m | =1 o} = sm=r sim =2n,
4 ¢ 0 sim=2n— 1.

2.2. El conjunto de ceros de una caminata alea-
toria

En particular, el conjunto de instantes de retorno de una caminata aleatoria
al cero es un conjunto regenerativo. Es natural que ahora querramos analizar
la cardinalidad de este conjunto regenerativo segun las caracteristicas de las
caminatas. Ademds, en las siguientes proposiciénes, se resaltara el hecho que,
un conjunto regenerativo es finito cuando existe probabilidad que nunca regrese
a cero.

Definimos N; = 270;1 1(x,=s) el numero de visitas n > 1 que una cadena de
Markov hace al estado i. Entonces el evento {N; > 1} es el mismo que el evento
{T; < 0o}. En el siguiente lema vemos que podemos calcular la distribucién de
N; en términos de la probabilidad de retorno F; = P,{T; < oo}

Lema 2.2.1. Parar € N tenemos que P{N; > r} = F[
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Demostracién. Sea X, = i entonces {N; > r} = {T\") < 0o}. Cuando r = 0 el
resultado es cierto. Supongamos inductivamente, que es cierto para r, entonces
P{N; > r+1} = P{T"" < o0}
= IP’{TZ-(T) < oo,SZ-(TH) < oo}
=P{S" < o0 | T < 0o}P{T\" < o0}
= F,F;
— F7’+1

Proposicién 2.2.2. (Cardinalidad de Conjuntos de Ceros)

1) El congunto de ceros de una caminata aleatoria simple y simétrica sobre
74 con d = 1,2 es un conjunto infinito.

2) El conjunto de ceros de una caminata aleatoria simple y simélrica sobre
74 con d > 3, es un conjunto finito.

Demostracion.
Sea C el conjunto de ceros de {S,, } ,en una caminata aleatoria simple y simétrica
sobre Z<. Se sigue del teorema de Pélya que

1 sid=1,2,
<1 sid>3.

]P{TO < OO}{

Si P{Ty < oo} =1, por el lema 2.2.1, P{Ny = oo} = lim, o P{Nyg > r} = 1.
Por lo que para d = 1,2 se tiene que |C| = Ng.
Si P{Tp < oo} < 1, por el mismo lema,

1
1- R

E[No] =Y P{No>r} =Y F = <00
r=0 r=0

Por ende P{Ny = 0o} = 0. Por lo que para d > 3 se tiene que [C] < oo c.s. W

Proposicion 2.2.3. El conjunto de ceros de una caminata aleatoria asimétrica
es un conjunto regenerativo finito.

Demostracién. Sea P, ;11 =p # g = P, ;_1. Sabemos que laE{S,} = n(p—q).
Por la Ley Fuerte de los Grandes nimeros se cumple que

Sip> % entonces p — ¢ > 0 por lo que S,, > 0 para n suficientemente grande

casi seguramente. Si p < % entonces p — ¢ < 0 por lo que S, < 0 para n
suficientemente grande casi seguramente. En cualquier caso, no regresa a 0 con

probabilidad positiva. |
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Figura 2.3: Vemos como la altura X;, es la variable aleatoria correspondiente
a ig y con ella quitamos todos los puntos {ig,...,io + X;, }, de tal forma que
debajo de la gréafica se muestra el conjunto descubierto discreto resultante.

2.3. Recorte Aleatorio Discreto

Definicién 2.3.1. Sea {Z;};>1 una sucesién de variables aleatorias con soporte
en N. Un recorte aleatorio discreto que inicia en v € N con duracion Z; es
el conjunto {i,i+1,...,i+ Z;}.

Definicién 2.3.2. Sea {X;};>0 una sucesion de variables aleatorias i.i.d con
soporte en N. Definimos al conjunto descubierto de naturales como:

% =N-|J{jeN:i<j<i+X;}
=0

Nota. Sir € %, entonces X, =0, pues {j:r < j<r+X,} =0.

Teorema 2.3.3. El conjunto decubierto % es un conjunto regenerativo discreto.

Demostracién. Sea .#,, = {C € F : CN{d, > k} € Fi,k > 0}, donde
Fn C Fpy1 C -+ C Fop. Primero demostraremos que d,, =inf{m > n :m €
U} es Fp-tiempo de paro.

Si k > n existe a € N tal que k = a + n. Ahora, veamos que

{dp >a+n}={ZN{n,n+1,...,n+a} =0}
y por la nota anterior

{% n{n,n+1,...,n+a} =0} =N {Xitn >0}
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por ende,
1] sik <n,
MY {Xign >0} sik>n.

{dn>k}:{

por tanto, {d,, > k} € F.

Probemos ahora que P{(%Z —d,)"NK #0| Fy, } =P{% N K # 0}.

n

|
Sean k1 < ke <...<kctalquek; € Kcon K € X yme Fy,.

P{ki,..., ke € (% —dn)" | Za,}

= P{ My <ks {Xl-‘rjl <ki— .71} N {Xkl = 0} Moy <ks {Xl+j2 < kg — j2} N {sz - 0} s

e (i, < b= 3} 0 X, =0} N (do =1} }
— ———
€Fa,
como ki1 < ... <k,
=P{Nj. <k AXi4j. <he —je} Nizy { Xy, =0} nmN{d, =1}}
=P{Nj. <k A{Xj. < ke = Je} M=y { Xk, = 0} P{m N {d, =1}}

= P{ mj1<k1 {le <k _.]1} N {Xkl = O} mj2<1€2 {Xj2 < ko _-]2} N {Xk2 = 0} s

e yen X, < ke — G} 0 (X, = 0}}P{mm {d, = 1))
= P{ky, ko, ... ke € ZYP{m O {d, =1}}

Donde la tercera igualdad se sigue de la propiedad de Markov, con d,, < oo,
d
{Xa,+i}iz0={X;};>o0. u

2.4. El conjunto de ceros de un Galton Watson
con Inmigracion

Ahora vamos a aplicar el conjunto regenerativo obtenido por recortes alea-

torios discretos para caracterizar al conjunto de ceros de un proceso Galton
Watson con Inmigracién. Veremos previo a ello una pequena introduccién a es-
te modelo.
En 1874 Francis Galton y H.-W. Watson trabajaron en el problema de extincién
de familias, mostrando como la probabilidad se puede aplicar al estudio del desa-
rrollo azaroso de familias o poblaciones. Tenian como hipdtesis que las familias
distinguidas son més dadas a desaparecer que las ordinarias. Esta indagacion
dio nacimiento, después de varios anos de olvido, al estudio de los procesos de
ramificacion.

Definicién 2.4.1. Un proceso Galton Watson es una sucesion de variables
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aleatorias {Zp nen tal que Zg =1y

Z'Vl
ZnJrl - § gn,i
=1

donde {&,i}nen es una sucesidn de variables aleatorias i.3.d. con ley de distri-
bucion pr, = P{& n = k}.

Zy, denota el numero de individuos al tiempo n.

&i.n denota al nimero de descendientes directos del individuo © al tiempo n.

El proceso de Galton Watson con Inmigracién es un modelo matematico que
describe el crecimiento de una poblacion, el cual consiste en un ntmero finito
de tipos de individuos, quienes se reproducen aleatoriamente, y ademas, tiene
un componente de inmigracion aleatorio en cada generacion.

Definicién 2.4.2. Sean {&; ,}ien Y {0n}tnen familias de variables aleatorias
1.3.d. con soporte en N y cuyas leyes de distribucion son p y v respectivamente.
Definimos el proceso de Galton Watson con Inmigracion, X, como:

Xn = Z:L‘X:nfl gi,n + en, con XO =0

en donde:

X,, denota el numero de individuos al tiempo n.

&i.n denota al numero de descendientes directos del individuo @ al tiempo n.
0, denota el numero de inmigrantes al tiempo n.

Proposicién 2.4.3. El proceso de Galton-Watson con inmigracion es una ca-
dena de Markov.

Demostracién. Definamos una funcién fq, , (&1, ..,&z,_,.,,0:) como una su-

ma de componentes, donde su dominio esta determinado por el nimero de coor-
denadas x; + 1. Definamos iteradamente

Zl = f?l:o (61,1752,17 ce 36.7)0,1; 01)? ceey Zn = ftn—l(fl,nagln .o a€$n_1,na 071)

Entonces,

P{Zy = k..., Zo = b}
= ]P){fwo (gl,l;g?,la R 7§w0717 91) = k17 () fa:n—l(glm,ng,n e 7£wn,1,n; Gn) = kn}

= HP{faji—l(gl,’h cosay 10 0i) = ki)
i=1

donde la tercera igualdad se sigue por la independecia de los vectores aleatorios.
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gen=0

gen=1

gen=2

A A

AN VA /Y ..

Figura 2.4: Se inicia con una poblacién sin personas, y a cada generacién llega
un nimero aleatorio de padres y cada inmigrante da lugar a un arbol genealgico
(GW).

Proposicién 2.4.4. Supdngase que la funcion generadora de {&; n}nen es f(-)
y de {0 }nen es g(+), entonces la funcion generadora del GWI, X,, es

Buls™r] = /()" 9(5) (25)
Demostracion.
Xn—l
Ex [SX"] =Eg [Szi:1 Ei,n+9n]

Xn—1 )
—Ey[sZ i 6 |E[s0]

)¥g(s)

Donde la segunda y tercera igualdad se dan por la independencia de las variables
aleatorias y la dltima porque estan idénticamente distribuidas. |

k
=[] B [s5Els*]
:(5

Veamos en la figura [2.4] la intencién que se tiene de dar una nueva definicién
de procesos GWI en términos de procesos GW, donde se empaqueta el término
de inmigraciéon. Al tiempo n, 6, nuevos individuos inmigran a la poblacién y
empiezan 6, nuevos procesos GW independientes.

Definicién 2.4.5. Un Galton Watson con Inmigracion se puede ver como la
suma de componentes de procesos Galton Watson, donde cada inmigrante 6,, me
da lugar o nuevos procesos GW independientes: {Z; ;j(k)}ren y 7 = 1,...,0n,
donde

X =33 2N ) (26)
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Definicién 2.4.6. Decimos que ocurre extincion local al instante n si X,, = 0.

Dado que la extincién de una poblacién modelada mediante GWI se regenera
con componentes aleatorios de inmigracién vemos como otro ejemplo, que las
visitas al estado inicial (o cero) de esta Cadena de Markov, forma un conjunto
regenerativo discreto. En el siguiente teorema, construimos un conjunto puntual
cuyos recortes aleatorios discretos son los ceros de un proceso GWI.

Definicién 2.4.7. El conjunto de tiempos de extincion de un GWI es
Y ={neN:X,=0}

Teorema 2.4.8. El conjunto de extinciones locales tiene la misma distribucion
que un conjunto de recortes aleatorios.

Demostracion.

Sea {T;};>1 una sucesién de variables aleatorias i.i.d con ley ¢ y soporte en N y
sea Y,, = max{0,71,T5,...,Tp,}. Donde,

T; = tiempo (en generaciones) que dura la familia del pionero i.

Y,, =tiempo méaximo que dura la familia de cada pionero que llegé al tiempo n.
Ahora definimos al conjunto descubierto:

Ug =N-| J{jeN:i<j<i+Yi}
i=1

Si m € %y entonces Y, = 0 por lo que 6, = 0 (no llegaron inmigrantes al
tiempo m) y ademds implica que i+Y; < m para toda i < m, por lo que ninguna
familia dura hasta la generacién m. Por ende, dado que no hay migracion y la
reproduccién no dura hasta el tiempo m, X,, = 27;1 & om + Om = 0, entonces
me X, Ug CZ.

Sim € Z entonces Y Z?ll Zjm(m—n)=0porloqueb, =0y Z;(m)=0
entonces Y, = 0, m € % . Entonces, tenemos por construccion que %g = %'y
por teorema 2.3.3 Z es un conjunto regenerativo discreto. |
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Capitulo 3

Procesos Estables y
Subordinadores

La intencién de este capitulo es introducir una familia fundamental de pro-
cesos estocasticos a tiempo continuo: los subordinadores. Se recomienda para
mayor profundidad ver [Sat99], y [BBO04]. La teoria aqui expuesta concierne las
propiedades estadisticas de sus trayectorias. Al final del capitulo se probard la
biyeccién entre un conjunto regenerativo y la imagen cerrada de un subordina-
dor.

3.1. Procesos de Lévy

Los procesos de Lévy son procesos estocasticos cuyos incrementos en inter-
valos de tiempo no sobrepuestos son independientes y cuyos incrementos son
estacionarios en el tiempo. Ademads, son continuos en probabilidad. Los proce-
sos de Lévy constituyen una clase fundamental de procesos estocasticos, para
un estudio mds completo, véase [Ber9S].

Definicién 3.1.1. Un proceso estocdstico X = {X;}t>0 tiene incrementos
independientes si para todan > 1 y0 < tg < t; < --- < t, las variables
aleatorias X, Xe, — Xty, -+, X, — Xt,,_, son independientes.

n—1

Definicién 3.1.2. Un proceso estocdstico X = {X;}i>0 tiene incrementos
estacionarios si para toda s,t > 0 la distribucion de Xy, — X no depende
de s. Alternativamente, decimos que X tiene incrementos estacionarios si para
toda 0 < s <t se tiene que Xy — X, es igual en distribucion a X;—s.

Definicién 3.1.3. Un proceso estocdstico L = {L;}>0 definido en un espacio
de probabilidad (2,.7,P) es un proceso de Lévy si:

1. L tiene incrementos independientes.

2. L tiene incrementos estacionarios.

3. P{Ly =0} =1.

33
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Figura 3.1: Ejemplo de Movimiento Browniano

4. L tiene trayectorias cadlag (continuas por la derecha y con limite por la
izquierda) casi sequramente.

Uno puede pensar a los Procesos de Lévy como una extensiéon de la familia
clasica de las caminatas aleatorias. Con esta definicién se forma una clase muy
rica de procesos. Veamos un ejemplo de un proceso de Lévy, el tnico que es
continuo, el Movimiento Browniano.

Ejemplo 3.1.4. (Movimiento Browniano)

Un proceso de Lévy W = {Wi}i>o0 definido en un espacio de probabilidad
(Q,F,P) con trayectorias continuas y distribucion Normal (0,t) al tiempo t
es un movimiento Browniano.

Mencionemos ahora, una de las propiedades més importantes de los procesos
de Lévy, la divisibilidad infinita.

Definicién 3.1.5. Una distribucion p, es infinitamente divisible si para cada
n € N existe una medida p, tal que = p)™ donde
*N

Py~ = Hn * i ¥ i =00 % [y

n

Donde x denota el producto de convolucion.

A continuacién presentamos una relacién importante entre los procesos de
Lévy y la propiedad de divisibilidad infinita:

Proposicion 3.1.6. Si L es un proceso de Lévy, entonces para toda t > 0 la
distribucion de Ly es infinitamente divisible.

Demostracién. Sean {L;};>o un proceso de Lévy; t > 0 fija, yn € Ny p la
distribucién de L;. Tenemos que L; se puede escribir como la siguiente suma
telescépica:
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donde {Lit — L1 : i € N} es una familia de variables aleatorias i.i.d por la

o
propiedad de incrementos estacionarios e independientes. Sea p,, su distribucién,
entonces:

= py"

Por lo tanto p es una medida infinitamente divisible. |

Por otro lado, es también cierto que una distribucién infinitamente divisible de-
termina a un unico proceso de Lévy. La demostracion de esto se puede encontrar
en [Sat99] o en [Pro90].

Definicién 3.1.7. Un proceso de Lévy tiene la propiedad de que para todo t > 0
E[eieLt] — e—t@(@)
donde ®(0) = ®1(0) es el exponente caracteristico de Ly, el cual tiene una distri-

bucidn infinitamente divisible. Llamamos a ®(0) el exponente caracteristico
del proceso de Lévy.

Teorema 3.1.8. Si {L;}1>0 es un proceso de Lévy tal que E[L;] < 0o para todo
t € R, entonces

{L¢ — E[L¢|}+>0,

es martingala.
Demostracién. Sea A; = L; — E[L;], entonces:
E[Ltts| FE] = E[Liys — Ls| FE) + E[Ly| F L]
Como L tiene incrementos independientes
ElLt+s — Ls| 7] = E[Lets] — E[Ly]

por lo que:
E[LHS - E[LH@”gZeL] =Ls— E[LS]

por tanto A; es martingala. |

Ahora nos centraremos en estudiar la estructura trayectorial de un proceso
de Lévy y pondremos particular incapié en la de subordinadores. Un resultado
importante de procesos de Lévy es la llamada féormula de Lévy-Khintchine, cuya
prueba fue dada en 1930 por De Finetti y Kolmogorov y mejorada por Lévy y
Khintchine.

Teorema 3.1.9. Férmula de Lévy-Khintchine
Una ley de probabilidad v de una variable aleatoria con valores en los reales es
infinitamente divisible con exponente caracteristico ¢,

/ e u(de) = e @ para § € R
R

sty solo st existe una tripleta (a,0,11), donde a € R, 0 > 0 y II es una medida
concentrada en R — {0} que satisface [,(1 A x?)I(dx) < oo, tal que
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®(0) = iab + 1a?6? + [ (1 — €% + 01y, <1y)I(dz) para cada § € R

La prueba de este teorema es complicada y la excluimos de este trabajo,
pero para el lector interesado lo referimos a [Sat99]. La medida II es la llamada
medida de Lévy y es importante notar que es tnica. Como veremos més
adelante, la medida II describe el tamano y razén de los saltos del proceso.

3.2. Procesos Poisson Puntuales

Un proceso puntual es una distribucién aleatoria de puntos en un espacio
de estados (E, B(FE)), con B(E) la o-dlgebra de borel de subconjuntos de E.
Nosotros usaremos mas adelante que £ = Rt x RT.

Definicién 3.2.1. Sea {x;};>1 una coleccion numerable de puntos de E y
A € B(E). Una medida aleatoria puntual y en E cumple que:

= Z Ly (w)eay
=1

y si K € B(E) es compacto, entonces m(K) < oo.

Designamos por M,(E) al espacio de todas las medidas puntuales definidas
en E y definimos la o-algebra .#,(E) de subconjuntos de M,(E) como la més
pequena o-algebra que contiene todos los conjuntos de la forma

{m € M,(E) : m(F) € B}
para F € B(E), B € $([0,)]).

Definicién 3.2.2. (Procesos Puntuales)
Un proceso puntual es una funcion medible

E: (Q,ﬁ’/‘,]P’) - (MP(E)aj/P(E))
de un espacio de probabilidad al espacio de todas las medidas puntuales de E.

Definicién 3.2.3. Un Proceso de Poisson Puntual (P.P.P.) definindo en
un espacio de probabilidad (0, F,P), con intensidad v es una coleccion {Z(A,w)} ac (k)
w € Q tal que:

(1) E(,w) es una medida puntual en (E, B(E)) para cada w € ).

(2) Z(A,-) es Poisson con media v(A): P{E(A) =k} = w para todo
Aec BE).

(8) SiAy, Ay, .- € B(E) son conjuntos disjuntos entonces Z(Ay,-),Z(Az, ), ...
son vartables aleatorias independientes.

Observacion 3.2.4. Se designa sucesion de dtomos asociados a un P.P.P.
a {Xi}tiz1 con E(A) = 3272, 1ix,(w)ea)-



3.3. Subordinadores 37

3.3. Subordinadores

Definicién 3.3.1. Un subordinador Y = {Y;},>0 es un proceso de Lévy unidi-
mensional cuyas trayectorias son crecientes casi seqguramente.

La distribucién de un subordinador esta dada por la transformada de Laplace
de su distribucién unidimensional.

Definicién 3.3.2. Una funcion ® : Ry — Ry es un exponente de Laplace
st cumple que:

]E(ef)‘yt) _ 67t<I>()\)

A continuacién vamos a hacer un analisis de las trayectorias y saltos de un
subordinador para culminar con la descomposiciéon Lévy-Ito y la férmula de
Lévy-Khintchine para un subordinador. Cuando pruebas Lévy-Khintchine para
subordinadores hay una simplificaciéon importante, el proceso de Lévy se escribe
como suma de sus saltos y de un proceso de Lévy no decreciente y continuo,
éste ultimo es una funcion lineal. La idea de la construccion se basa en que un
proceso cddlag tiene cantidad finita de saltos grandes en un compacto y a lo més
infinito numerable de saltos pequenos. Tenemos un subordinador y le quitamos
los saltos grandes, probamos que nos queda una deriva. Iremos construyendo la
medida de Lévy a través de un proceso de conteo de los saltos del subordinador
y la sucesién de tiempos de salto. [Pro05] hace esta construccién para procesos
de Lévy, aqui hacemos el caso més simple para subordinadores pues solo hay
saltos positivos, ya que es un proceso no decreciente.

Definicién 3.3.3. Sea Y = {Yi}i>0 un subordinador, definido en (Q, 7 ,P)
con Fy = 0(Yy)s<t para todo t > 0. Sea 8 € B(RT) tal que 0 ¢ 3, definimos a
AY; =Y, — Y- € B como un salto grande.

Como Y es cadlag entonces el conjunto {s > 0: AY; € 8} N[0,t] < oo para
toda t > 0. Por lo que podemos definir:

Definicion 3.3.4. El tiempo en el que el proceso Y tiene el n-ésimo salto cuya
magnitud estd en (3

TP = min{s : AY, € 8} y recursivamente

Tf =min{s > T,_; : AY; € 8}

Lema 3.3.5. Tenemos que Tlﬁ >0, lim, o TP =00y {Tf}izl es una sucesion
de tiempos de paro con respecto a la filtracion (F;)i>o-
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Demostracién. Como 0 ¢ 3, existe ¢ > 0 tal que si AY; € 3, entonces |
AY; >| e. Y dada la continuidad por la derecha de Y en 0, existe § > 0 tal que
si 0 <t <4, entonces | Y; |[< §, por lo que para toda t € [0,0), se tiene que
| AY; |< €, por lo que Y no tiene saltos en 5 en [0,6) y entonces Tlﬁ > 0. Por
otro lado, en [0,¢] sélo hay una cantidad finita de saltos que pertenecen a g,
por lo que T# pertenece a [0,¢] sélamente para una cantidad finita de indices
y como t > 0 es arbitraria, se sigue que Tf — 00. Seguimos con la tercera
afirmacién. Como 0 ¢ f3, existe € > 0 tal que § C (—oc, €] U [e,00) = 3. Sea
B, = (—oco,—€ + LYyUu(e— L,00), Bypm = {Xq— X, € 3.} entonces se
probara que el conjunto:

A= U {AYT‘Gﬂ/}

reEls,t]
es igual al conjunto

B=( |J v ed)U(

rEls,t]

oo
A U B
1 k=K p,q€(s,t)NQ
0<p—q<+%

Y
TC@

Primero probemos que A C B.

Sea r en (s,t) tal que AY, € 3, entonces AY, € ﬁ;n para toda m > 1.
Sea K € N tal que K > méx (-2, 1). Para toda k > K, consideramos

r—s’ t—r
P € (r—ﬁ,r)ﬂ@qu € (r,r—#ﬁ]ﬂ@, por lo que 0 < qr — px < % y
Dk, qk € (8,t). Los limites de las dos sucesiones py y ¢x existen y son iguales a
r. Puesto que Y; tiene trayectorias cadlag limy_.oc Yy, — Yy, =AY, € 5, v B,
es abierto, entonces para toda m > 1 existe K > 1 tal que para toda k > K,
Yy, — Yp,. € B,,. Esto implica que para toda m > 1 existe K > 1 tal que para
toda k > K existen p,q € (5,1) NQ con 0 < ¢ —p < % (en este caso pr v qk)
tales que Y, — Y, € ... Por ende, A C B.

Ahora probemos que B C A. Supongamos que el conjunto

0o oo oo

(NUN U Bim)

m=1K=1k=K p,q€(s,t)NQ
0<p—q<4

es distinto del vacio, esto implica que existen dos sucesiones de racionales py y
qr tal que 0 < qr, —pi < % y Y, =Y, € B,,. Como son acotadas tienen una subsu-
cesién convergente respectiva {pg, }1>1 ¥ {qk, }1>1. Ahora, el limite de estas dos
debe ser el mismo, digamos r,,, € [s, ], ya que como se mencioné 0 < g —pi < %
Afirmamos que pi < 1, < gk, pues si sucede lo contrario, qx < T 0 Pk > T
para una cantidad infinita de indices, entonces podriamos extraer una subsu-

cesién de (Y;/ — Yq/ JkeN convergente a Yan — Yan = 0 en el primer caso y
k k
. .’ /
Y, —Y,. =0 en el segundo, lo que es una contradiccién pues Yp;@ — Yq;_ € B,
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para toda k € Ny 0 ¢ 3, (si m > L). Por ende, para toda m > 1 existe un

rea 1, € [s,t] tal que AY, € §,.. Como el salto en r,, excede a €/2 si m > 2
entonces {r,, : m > 1} < infty (pues un proceso cadldg tiene en un compacto
una cantidad finita de saltos mayores a una constante positiva previamente fija-
da [Sil04] ). Si 7 € [s,¢] es tal que ry, = r para una cantidad infinita de indices,
entonces AY, € 3, para una cantidad infinita de indices, por lo que AY, € 3.

m
Esto nos permite concluir que B C A.

Debemos notar ademés que lo anterior signiflica que el conjunto /
Ureisg{dYr € 8} € Fp,pues U, ey {AYr € B} € Py (Yo=Y, € B} € T
paratodam>1,K >1,k> K yp,q€ (s,t)NQcon 0 < g—p < 3. Ahora, Tlﬁ,
es un tiempo de paro, pues si t = 0 entonces {Tlﬁl <t} =0 € F, pues Tlﬁl > 0.
Si t > 0, se puede utilizar lo anterior, ya que {Tf/} = Ure[o,t]{AYr € ﬂl} por
lo que {Tlﬁl <t} e .Z.

Para n > 1 se tiene

do<nn= U rf <ol U avegl)

q€Qn[0,t) relg;t]

(T

y como

i <ay=J {10 <a- )

m>1

. Asi se verifica que i 1.1 es tiempo de paro si T/ 1o es. Por tanto, T} es tiempo
de paro respecto a (%;)i>0 para toda n > 1. Como

{ry <t} = {17 <118 =1} U{Tﬁ SHAY, €0, AY ' ¢ Bsoj < i}
=1 i=1
se sigue que Tlﬂ es tiempo de paro. Ademads
(3r e [s.1AY, € 8} = | {1} € (5,4, A, € 5}
E>1

por lo que el anterior conjunto pertenece a .%;. Como {1 1 <t = Useq NIO; TP <

s,3r € [s,t],AY, € 3} se verifica por induccién que T/ es tiempo de paro res-
pecto a (%)i>0 para toda n € N. [ ]

Continuamos ahora asociando un proceso de conteo a estos tiempos de paro.

Nota. Una herramienta conveniente para analizar los saltos del subordinador
es la medida aleatoria de saltos del proceso. Al ser {Tf}izl tiempos de paro les
asociamos el proceso de conteo

B _
He = Z Lorp iy

n=1
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por ende utﬁ =n si y sdlo si el proceso Y tiene n saltos en el intervalo [0,t].
Otra forma de expresar a uf es

py = Z Liay,ep

0<r<t

es decir el proceso uf cuenta el numero de saltos del proceso Y de tamano en 3
al tiempo t. Consideramos a la medida puntual 8 — p(w;t, B) para t,w fijas y
con 3 € Br_{0}-

Ahora veamos que {p”} 8 es un proceso de poisson. Primero, es ff -medible

por ser suma de indicadoras de eventos que pertenecen a dicha o-dlgebra si 0 ¢ S.
(_11

En general utﬂ =lim, ,ut’@ NE= , por lo que uf es también .%;-medible.
Como ,ufﬂ — ¥ se construye a partir de {Y;.4 s — Ys },>0 de la misma manera que
se construye uf a partir de {Y, },>0, se sigue que u’f s 12 es independiente de
Z vy que tiene la misma distribucién que ﬂtﬁ . De aqui se sigue que {,utﬁ }i>0 tiene
incrementos independientes y estacionarios, donde la independencia se justifica
pues si 0 =t < t; < - < t,, entonces Mtﬁn — an,l es independiente de %, _,

por lo que es independiente de {uf — Mtﬁi,l}izl,...,nfla de donde

P{uy —pp € Ay =P{u) —p) | € AP{u) — 1 € Aiticina

y al aplicar esto n — 1 veces se concluye que

P{u) — pp_, € Ai}imt.m = HP{Hz — € Aj}

i=1

Vemos asi que {uf }>0 es un proceso Poisson a cuyo pardmetro le denotamos
(). La intensidad del proceso de Poisson es () = E[u?] Esta serd la medida
que caracterizara al subordinador, la cual es llamada medida de Lévy. Para esto
definamos a las funciones m; con las cuales definiremos a la medida de Lévy:

i BR) - R, m(B)=E {’ufﬂ(i,ill]] v mo(B) = E[M?ﬁ[l,oo]:|

Teorema 3.3.6. Eziste una tnica medida definida sobre Br_ (o) que coincide
con 7, llamada medida de Lévy asociada a 'Y, sobre la familia de elementos
de la anterior o-dlgebra cuya cerradura no contenga a 0.

Demostracién. Sea 7; : #r_9; — [0, 00) dada por my(3) = (BN (—o00, —1)U
(1,00))) y m(8) = n(B0 ([, —H%l) U (h%l, 11)) para i > 1. Por lo anterior, 7;
es o-aditiva para toda i € N, de donde m; es una medida finita. Si 3 € Br_(o) es
tal que 0 ¢ 3, entonces existe I > 1 tal que SN [—1, 1] =0, de donde 7;(3) =0

I° 1
para toda ¢ > I. Por lo anterior se obtiene

I—-1

Sm(3) =Y m(8) = n(80 ((—o0, % U(7,00)) = ().

€N =0
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Entonces, ), y

. . ’ .
elementos de %g_ ¢} cuya cerradura no contiene a . Si m es una medida que
coincida con 7 en la familia anterior, entonces

m; es una medida o-finita, coincide con 7 sobre la familia de

1 > 1 1 1 1

F @) =7 (30 (001U (oo + 37 (90 (.~ )V g 1)
i=1
=Y ™)
1€N
|

Fl siguiente resultado se sigue y nos muestra la descomposicién de trayecto-
rias en un subordinador.

Teorema 3.3.7. (Descomposicién Lévy-Ito)
Sea Y un subordinador entonces se tiene que para toda t > 0

Yi=dt + ) gc.ci s

donde d > 0 es el coeficiente de deriva, =5 es un proceso Poisson puntual.

Demostracién. Sea f: R — {0} — R una funcién (%r_0},2,)-medible finita.
Esto implica que f es integrable respecto a 7 sobre 8 s 0 ¢ 3, pues entonces la
medida uf es una medida de conteo con soporte finito. Por ende |, 3 fdus(w) < oo.

. .z . n
Si f es una funcién simple f = ijl ajls,, entonces

/B fdpe(w) = Z aj Z Lipsins gt}(w)

j=1 i=1

por lo que w — [ 5 fdui(w) es una variable aleatoria .%;-medible en este caso.
Luego al extender esto a funciones medibles no negativas se verifica que w —
fﬁ fdu(w) es F-medible. Como la medida p(w) es de conteo y valuada en
es igual a la cardinalidad de {0 < s <t : AY, € 3} se sigue

[ fam@) = 3 FAY)1aven.
B 0<s<t
Mediante la anterior representacion se verifica que (w - [ P fdut(w)) />0 tiene
incrementos independientes y estacionarios por lo que es un subordinador. Por
lo tanto, se puede integrar a la funcién identidad I(x) = x al ser limite creciente
de funciones simples (usando el teorema de convergencia monétona):

/Idﬂtﬁ = Y AVil{av.es = =/

0<s<t
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Usamos esta representacion del proceso de saltos Z; y asi se construye su funcién
caracteristica.

s (u) = Efe S 17

Se toma de nuevo una funcién simple f = Z?Zl a;jla,, donde A;NA; = () para
i # j. Como los conjuntos A; no se intersectan entonces las variables aleatorias
/ A,08 fd,uf son independientes, entonces:

BNA;

NA; n
]E[efu J fdmuf] _ ]E[e—u i ajmuf3 A5 )] _ H E[efuajmut ]
j=1

que es el producto de funciones caracteristicas de procesos Poisson independien-

tes con pardmetro E(E074) = 7(3N A;) v la funcién caracteristica se convierte
en:

f[lexp {m(ﬂ NA)(e " — 1)}

= exp { im(ﬁ NA;)(e " — 1)}

j=i

— exp {t/ﬁ(e_“f - l)dw(dx)}

Considérense de nuevo funciones simples crecientes que aproximen a la fun-
cion identidad, de nuevo usamos el teorema de convergencia mondtona se ve que
la funcién caracterstica de Etﬁ es igual a

exp {t/ﬁ(e‘“j — 1)d7r(da:)}

Como hay que deducir la funcién caracteristica de Z; para cualquier boreliano,
se define 3, = (1/n, c0) entonces la funcién indicadora 1g, es creciente respecto
a n y por el teorema de convergencia mondtona, la funcién caracteristica de Z;
esta dada por:

Pz, (u) = lim ®_p, (u) = exp {t/ (e7™* — 1)d7r(dx)} (3.2)
n—oo T (0,00)
Sea,
Zy =Yy — 5y

Este es un proceso de Lévy creciente y continuo ya que Y es cadlag , y le
estamos quitando las tnicas discontinuidades que puede tener , los saltos =;.
Z, tiene esperanza finita ya que un proceso de Lévy con saltos acotados tiene
esperanza finita.(Véase [BB04]). Al aplicar el teorema al proceso {Z; }1>0
obtendremos una martingala continua cuya variacién es finita. Por resultados
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en p. 62 de [Rev98]| se tiene que Z es un caso degenerado de una martingala
continua, i.e. una constante. Entonces, Z; = dt, con d una constante y =Z; un

P.P.P. ]

El siguiente teorema da una condicién analitica necesaria y suficiente para
ser el exponente de Laplace de un subordinador. Este resultado se deriva de lo
anterior.

Teorema 3.3.8. (De Finetti, Lévy, Khintchine).
(i) Si ® es el exponente de Laplace de un subordinador Y, entonces existe un
dnico par (k,d) de niimeros reales no negativos y una inica medida w en (0, 00)
con [(1Az)m(dx) < oo, tal que para cada X >0

<I>()\):k+d)\+/(0 (i) (3.3)

(ii) Al contrario, cualquier funcion ® que puede ser expresada en la forma de
(3.2) es el exponente de Laplace de un subordinador.

Demostracién. Dado el resultado anterior, tenemos que Y; = dt + ), <s<t S
por lo que derivar la funcién caracteristica de un subordinador es inmediato:

Py, (u) =exp{ —k — du — /(0 )(1 — e ") r(dw)}. (3.4)

Para t > 1 ocurre lo mismo,

Py, (u) = exp { — th — tdu — t/(o )(1 — e "“")n(dz)}.

El resultado se explica al pensar que la medida 7 proviene de tomar la esperanza
del limite de un proceso de Poisson compuesto, el cual tiene la propiedad de tener

incrementos independientes y estacionarios, por lo tanto p(n, \) 4 S (1)
y al conocer la esperanza al tiempo uno podemos hacer la siguiente construccién
de a medida de Lévy para tiempos n € N

Tn(A) = Elpn )] = E[Z u)l =Y Elpy] = nw()

i=1

Este argumento se extiende a los racionales y después a todos los reales con el
argumento de continuidad de medidas infinitamente divisibles. |

Nota. Uno llama a k el término de desaparicion o muerte, d > 0 la deriva,
y 7 la medida Lévy que satisface 7({0}) =0 y [(1 A z)w(dz) < co. Hablando
intuitivamente, la medida de Lévy describe el numero esperado de saltos en una
cierta altura x y en un intervalo de tiempo 1. No tiene masa en el origen y
la masa cerca del origen estd acotada, esto es, solo un numero finito de saltos
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pueden ocurrir. Al definir m({oo}) = k, la medida 7 se extiende a una medida en
(0, 00]. Entonces, la medida 7(x) = w((x,00]) en (0,00) es la cola de la medida
de Lévy.

La formula de Lévy Khintchine se puede reescribir como

B0 s [ e, con 7(e) = -+ (0500

Notemos que el término de muerte y el coeficiente de la deriva estdn dados por:

k=(0),d= lim 20

—’OOA

La medida de renovacién de un subordinador es el tiempo esperado que un
subordinador se encuentra en un determinado conjunto boreliano.

Definicion 3.3.9. La medida de renovacion U de un subordinador Y esta
dada por:

U(B) = /000 P{Y; € B}dt con B € %([0,00))

donde la funcion de distribucion de la medida de renovacion esta dada por:

0

es conocida como la funcion de renovacion.

Observacién 3.3.10. Si introducimos la inversa continua del subordinador Y
entonces

Li=sup{s>0:Y, <t}=mf{s>0:Y;>¢}, t>0

vemos que U(t) = E[Ly]:

E[L,] = /OOo P{L, > s}ds — /Ooo P{Y, < t}ds = U(t)

La medida de renovacion es importante pues caracteriza la ley del subordi-
nador.

Lema 3.3.11. La transformada de Laplace de la medida de renovacidn es

L) = /[O )e”\‘”U(d;r): @(&)

Lema 3.3.12. Sea E{Y1} = p € (0, 00| entonces para toda h > 0

, h
Jon Ue+1) U0 =
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Es consecuencia del teorema de renovacién discreto presentado en [Fel71].
Pero veamos un teorema anélogo en la vecindad de 0+ cuando el coeficiente de
deriva es positivo.

Proposicién 3.3.13. [Nev6]]
Supdngase que d > 0. Entonces la medida de renovacion es absolutamente con-
tinua y tiene densidad positiva continua u : [0,00) — (0,00) dado por

CP{3t>0:Y, =z}
- d

u(x)
En particular, u(0) = %.

Demostracién. Como d > 0 la transformada de Laplace de la medida de

renovacién tiene que
/oo e_’\”’U(dx) _ 11
0 B(N\) dX

cuando A — oo. Por el teorema Tauberiano de Karamata, que se puede ver en

[BB04], esto implica

Ule) ~ 2 = cu(0) (3.5)

cuando € — 04. Si aplicamos la propiedad de Markov al tiempo de paro L, =
inf{t > 0:Y; >z} nos da

U(LL‘ + 6) — U(Jﬁ) :]E[/ 1{Yt€x,:1:+e]}dt]

T

:/ P{Y,, €dy}U(z+e—y)
[z,z+¢€]

=P{Y;, ==x}U(e) + / P{SL, € dy}U(z +€—vy)
(z,x+¢€]

Donde el segundo término del sumando esta acotado superiormente por P{Y;, €
(z,x + €]}U(e) = o(U(€)). Deducimos de (3.4) que

d'P{3t: Y, =x} =d 'P{Sp, =2} = lim M
e—0+ €
la primera igualdad se debe a que L, depende continuamente en x. En particu-
lar, la medida de renovacién es absolutamente continua; entonces denotaremos
por u(z) a su versién de funcién de densidad, que se identifica por la formula
anterior. Notamos que u(z) < 1/d y que por una aplicacién de la propiedad de
markov en L, se tiene que

du(z+y)=P{3t:Yi=a+y} >P{3t: Y, = 2}P{3t: Y, =y} = d*u(z)u(y)
(3.6)
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Para probar la continuidad de v en x = 0, fijamos 17 > 0 y consideramos el
conjunto de Borel B, = {x > 0: 1/d < u(x) + n}. Como u es acotada supe-
riormente por 1/d, vemos de 7?7 que 0 es un punto de densidad de B,, donde
A([0,€e]NBy)) ~ € cuando € — 0" donde A es la medida de Lebesgue. Eso implica
que para algiin @ > 0 y cada 0 < x < a podemos encontrar y,y/ € B, tal que
T=y+ y/. Usamos y deducimos

’

u(e) > duly)uly) > d(; ~ )’

tal que lim, o+ u(z) = & = u(0).
Probamos ahora continuidad en una x > 0 arbitraria. De [3.6]

lim supu(y) <wu(z) < lim infu(y)

y—x— y—azt

Por un lado, la continuidad por la derecha de las trayectorias muestra que y,
es una sucesién que decrece hacia z, entonces

limsup{3t: Y =y} C {3t : Y} =2}
entonces por una aplicacién del lema de Fatou

lim supu(y) < u(z)

y—at

Por el otro lado, un aplicacién de la propiedad de Markov como en [3.6] nos da
que para toda € > 0

P{Ot:Vi=a}<P{Ft:Vi=¢P{Ft:Yi=0—€} +P{Vt: Y} #¢}
sabemos que el segundo término de la suma tiene a 0 cuando € — 0T, entonces

lim infu(y) > u(x)
Yy—xr—
y la continuidad de u se ha probado. Finalmente, sabemos que u es positiva en
alguna vecindad de 0, y se sigue de que u es positiva dondequiera. |

3.4. Conexién: Conjuntos Regenerativos y Subor-
dinadores

Teorema 3.4.1. Un conjunto es regenerativo si y solo si es la imagen cerrada
de un subordinador, i.e.
X ={Y:}o<t<co

Demostracién. Dado Z un conjunto regenerativo, vamos a construir un subor-
dinador cuya imagen cerrada tiene la misma distribucién que Z.

Sea Dy = min{s > t:s € #Z}. Asi definido, D; cumple que t € Z si y solo si
D;=t. Porende, Z = {t e R: D, =t}.
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Sea Y; = min{u > 0 : D, > t} el inverso de D; ie. {D, > t} = {Y; < u}.
Asi pues, o
Yitiso =2

Analicemos ahora como son los incrementos de {Y;}1>0:

Yits =min{u>0:D, >t+ s}
=Y, +min{r >0: Dyyy, >t+s}
=Y;+min{r >0: Vs <r+Y;}
=Y, +min{r >0:Y s - Y, <r}

Y, = min{u > s:u € (#Z — Dy,)"}
=min{u>s:ue{Y, — Yt};"zo}
=min{u > s:u € {Yiis — Yi}ts>0}
=min{u > s:u € {V;}}

Usando el hecho que Z es regenerativo, se tiene que D 4 D,. Ademss,
Yiis :Yt—i—min{TZO:Ds >r}
por lo que Y45 — Y} es independiente de Zy, y Yiis — V3 4 Y;.

Ahora probemos que la imagen cerrada de un subordinador es regenerativa.
Sea Z = {Y;}ier, y sea Ty = min{t > 0 : Y, > t} un ., -tiempo de paro y
Dy =min{s >t:s5 € %}

Es claro que D, = St_, por lo que {D;},;>0 es {%; }-tiempo de paro.

Més ain, (Z — D,)' es el conjunto de imagenes cerradas del subordinador
{Yr, 45— Y:}s>0 el cual se distribuye como {Y; },cr y es independiente de Fr_.
Por ende,

P{(#Z—-D:)"NK #0| Fp,} =P{ZNK # 0} con K € .
]

Por ende, la distribucién de un conjunto regenerativo en RT est4 caracteri-
zado por un par descriptor (d, 7) que proviene de la descomposicién Lévy-Ito.

Ahora podemos hablar de la medida potencial U de # con subordinador
correspondiente Y, que estd dada por:

UB)=E[Nt:Y, € B}, BCR",3€ By+.

Si U es absolutamente continua con respecto a A, entonces %\’ es la derivada

potencial de Z.
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Un problema interesante de conjuntos aleatorios es saber su cardinalidad. El
siguiente resultado concierne su medida de Lebesgue. Usaremos a L; = {nf{s >
0:Y, >t} como la inversa continua de Y.

Proposicion 3.4.2.
MZN[0,t]} = M{Ys}s>0N[0,t]} = dL; c.s. para todo t > 0

donde d es el coeficiente de deriva y A la medida de Lebesgue en [0,00). En
particular, Z tiene medida de Lebesque cero c.s. si y sélo si d = 0, y decimos
que Z es ligero, en otro caso, decimos que % es pesado.

Demostracién. La primera igualdad se sigue del teorema anterior, donde %2
y {Ys}s>o difieren a lo mds de un numero numerable de puntos que tienen
medida de Lebesgue cero. Notemos que es suficiente tratar el caso k& = 0 pues
el caso k > 0 serd seguido por una introduccién de una muerte en algtin tiempo
independiente.

Sea Z°¢ = [0,00)\Z el complemento de # y su descomposicién canénica dada
por

R = U (}/s* s Ys)

s€{0<s<o0:A;>0}
En particular, para toda t > 0 fija, tenemos que

M#en 0, =Y =,

s<t

=Y, —dt

donde la ultima igualdad se da por la descomposicion Lévy-1t6. De aqui se sigue
entonces que A{#ZN[0,Y;]} = dt para toda ¢t > 0. Como la cantidad de la derecha
depende continuamente en t, esto implica por un argumento de monotonicidad
que

MZN[0,Y4]} = M[0,Y;-] N %} = dt

Reemplazamos a t por Ly = inf{s > 0: Y > t} la inversa continua de Y, donde
te [YLt—’YLt]' ||

Cabe notar que la derivada potencial existe si d > 0 y no existe sid =0y
(0, 00] < 0.

Proposicion 3.4.3.

i) [Kes69] Sila deriva es d =0 entonces P{x € Z} =0Vx >0

ii) [Nev6l] Sid > 0 entonces u(z) = P{wfsﬂ}
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Ahora concentremos nuestra atencion en las extremidades derecha e izquier-
da de Z vistas desde un punto fijo t > 0:

g=méx{s<t:se€Z}y D,=min{s >t:s€ %}

Decimos que {D;}i>0 ¥ {g¢}t>0 son procesos de primera y tdltima pasada en Z
respectivamente. Observamos que estos procesos se pueden expresar en términos
de Y y su inversa L como sigue:

gt =Y(L;i-)y Dy =Y(L;) para todat >0 c.s

Ahora veamos una expresién para la distribucién del par (g;, D;) en terminos
de la funcién de renovacién y la cola de la medida de Lévy.

Lema 3.4.4. Para todos a,b,t € R tal que 0 < a <t < a+b tenemos
P{g: € da, Dy — g, € db} = 7(db)U(da) , P{g: € da, D; = oo} = kU (da).
en particular, para a € [0,1),
P{g: € da} =7(t — a)U(da)
Para la demostracién de este lema véase [BB04] seccién 1.4.

Lema 3.4.5. Para toda A\,q > 0

- ~ P Rlexp! — :ﬂ
/0 " Blexp{ A}t = 50

Demostracién. Se ve del lema anterior que P{g; < t = D;} = 0 para toda

t > 0, se sigue que P{g; =t} = P{t € #}. Usando la proposicién y que la

transformada de Laplace de la medida de renovacion es %, se tiene que

> —qt — 7i
/Oe P{gtft}dtfq)(qy

Entonces,

ooefthE xp{—Ag; Hdt = Ooefqt e P{g =t e MT(t — s)U(ds))dt
| e B (-rahar = [ e (R }+/M (t — $)U(ds))

0

d - (1-9) (A +a)

= —— +/ dt/ U(ds)e 1" =9)7(t — g)e” " TD*
g+ Jo [0,¢)

d _
= m—FXU(q—FA)Xw(q)
d 1 %)

IR EDNE,

—d).
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3.5. Estabilidad

En la siguiente seccién se utilizard p para denotar a una distribucién y a ¢,
como la funciéon caracteristica asociada a la distribucién p.

Definicién 3.5.1. (Proceso de Lévy estable) [Ber9§/
Sea (X, t > 0) un proceso de Lévy. Se dice que es estable de indice o > 0 si
satisface la condicion de autosimilaridad:
para toda k > 0 el proceso:
kY Xy (3.7)

tiene la misma distribucion que X; para cada t >0 .

Equivalentemente

Definicién 3.5.2. Sea ¢, la funcion caracteristica de X1, entonces:
ou(2)F = pu (kM z) (3.8)

Hay que notar que (3.7) implica que X}, LYY * X, v la funcién caracteristi-

ca de Xj es ¢, (2)F, entonces la funcién caracteristica de kY/*X; es ¢, (k¥/2),
como ambas se distribuyen igual su funcién caracteristica es la misma.
Ahora, (3.8) implica (3.7) es inmediato ya que ¢, (2)"* es la funcién caracterfsti-
ca de Xi y goﬂ(kl/o‘z) la funcion caracteristica de k/*X;, como los dos pro-
cesos tienen la misma funcién caracteristica se distribuyen igual y por lo tanto
Ve X, L X,

Existen otras definiciones de autosimilitud para procesos estocédsticos. A con-
tinuacién se mencionan algunas de ellas.

Sea X; un proceso estocastico, se dice que éste es:

» Autosimilar general si para toda a > 0 existen b > 0 y ¢(t) tal que:
Xt 20X, + c(t) (3.9)

Sea p una distribucién infinitamente divisible y X; el proceso de Lévy asociado
a , entonces se dice que X es:

= Proceso estable general- si para toda a > 0 se pueden encontrar b > 0 y
c € R tal que :

Pu(2)" = pu(b2)e!*?) (3.10)

Ejemplo 3.5.3. Como proceso estable estricto estd el movimiento Browniano.
Se sabe que si By es un movimiento Browniano entonces By 4 ﬁBat para toda
a >0 y para todo t > 0.
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Proposicién 3.5.4. Sea {L;}i>0 un proceso de Lévy en R? con tripleta gene-
radora (A,m,v) y U una matriz de n x d, entonces {UL}>0 es de nuevo un
proceso de Lévy en R™ con tripleta generadora:

(UAU/, [ﬂ'U—l]Rd\{O}, ’}/U)
donde vy = Uy + [Uz(1g(Uz) — 1p(z))n(dz)

Demostracién. Sea U = (u;;)i=1...d,j=1...n- Ahora, el vector

d i i —d ird d U 0N s . .
ULy = (35— i Ly, 3 05— upLy, ..., 325, uj, L) tiene también incrementos inde-
pendientes y estacionarios, no es dificil ver que {UL;};>¢ es tambien un proceso

de Lévy.
Para ver como es la tripleta generadora de éste proceso hay que observar que:

Elexp(i(z,UL1))] = Elexp(i(U'z, L1))]
Usando la féormula de Lévy-Khintchine, vemos:
Elexp(i(U'z, L1))]
= exp{—1/2(U'z, AU'z) +i(v,U’z)
- /(e“U’M> —1—i(U'z,2)1p(z))7(dz)}
= exp{—1/2(z,UAU"2) + iy, 2)
+ @ 1 i o) aU )

donde vy = Uy + [Uz(1p(Uz) — 1p(x))r(dz) [ ]

Teorema 3.5.5. El indice de un proceso de Lévy estable Ly no trivial satisface
O<a<?2.

Demostracién. Supongamos que la tripleta de L; es (A, , ), entonces la tri-

pleta generadora de Lg; es
(a4, am, ay), (3.11)

donde a > 1.

Definamos ahora una transformaciéon de una medida p, por

Top(B) = p(2),

para B € #(R) y r > 0 Entonces usando la proposicién anterior y haciendo
b= a'/* se puede dar una representacién de la tripleta generadora de bL;, como
la matriz U de la proposicién (3.1.10) es en este caso la matriz diagonal:

b 0
u=|0 - 0
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Entonces UAU’ = a?/®A y la tripleta generadora es
(a**A, Tym,yv) (3.12)

Donde 7y es igual que en la proposicién (3.1.10) .

Ahora, la unicidad de la tripleta generadora de un proceso de Lévy nos indica
que (3.11) y (3.10) son iguales ya que son la tripleta generadora del mismo pro-
ceso, por lo tanto suponiendo que A # 0 entonces aA = a*/*A y por lo tanto
a=2.

Suponer que el proceso L es no trivial asegura que si A=0 entonces m # 0.
Estudiemos este caso, si m # 0 entonces tendremos que, de nuevo, siendo (3.11)
y (3.10) la tripleta generadora del mismo proceso. ar = T, por lo tanto a”m =
Tynm para toda n € N ya que a(an(B)) = aTyn(B) = an(B/b) = Ty27m(B). De
igual forma se demostrard que a~'w = Ty—17:

aTy-1m(B)v = an(bB) = Tpyr(bB) = n(B)

1

y por lo tanto a™ 7w = Ty-17, de donde se sigue que a~ "1 = T,-»7 para todo

n € N.
En resumen
a"m =TT (3.13)

Para todo n € Z.
Definamos ahora al siguiente conjunto

S (b) = (x € RY: ™ < |z| < b1,

para todo n € Z.
Es claro entonces que S, (b) = b™Sy(b) para todo n € Z y por lo tanto

7(Sp (D)) = Tpnm(So(b)) = a™n(Sy(b)) (3.14)
Como estamos suponiendo que m # 0 entonces w(Sp(b)) # 0 ya que de otra

forma (S, (b)) seria cero para todo n € Z.
La propiedad a™m = Ty=7 puede expresarse:

a"/lB(x)w(dx) :/lg(b”x)w(dx),

usando el Teorema de convergencia monétona para f,, (z) = |x|?1g, ) y entonces
denotando a ' = b~ "x tenemos para todo n € Z:

/‘$|215n(b)’ﬂ'(d.’b) :/150(5)(b_"x)|x|27r(dx)
:a_”/130(b)(w’)|b”x’\27r(dx')

=g n(1=2h) / |27 (dx).
So(b)
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La primera igualdad sigue del hecho de que x € S,,(b) si y sélo si b~z € Sy(b).
La segunda igualdad se sigue del cambio de variable ’ = b~ "z, que implica que
n(dx") = n(d#) y por (3.13) obtenemos a~"n(dz') = w(dx). Entonces sélo es
necesario sacar de la integral |b?| = a®/® y la tercera igualdad se sigue.
Ahora, recordemos que 7 es una medida de Lévy. Por lo tanto

/ |z|*7(dz) < oo,
|z|<1

y podemos expresar esta misma integral de la manera siguiente:

/ |2 (dz) Z/ 2|2 (dz)
o<1 S—n(b)
= z|?m (dx) q"(1=2/a)
fro P %

n<l

entonces, si m = —n, > oo (a'7¥*)™ < 00, como a > 1 la serie solo converge
si (1 —2/a) < 0 lo cual solo pasa si a > 2. [ |

Observacion 3.5.6. La matriz A de la tripleta generadora de un proceso de
Lévy, es conocida como la parte gaussiana del proceso; y por la demostracion
anterior podemos afirmar que si el proceso de Lévy estable tiene parte gaussia-
na, entonces su indice de estabilidad es forzosamente 2. Por lo tanto la familia
de distribuciones gausianas estables tienen todas indice de estabilidad 2, la re-
lacion contraria es facil de ver, en efecto sélo se debe recordar que la funcion
caracteristica de toda medida gaussiana u es de la forma

bu(z) = e(#A2)[2+i(y-2)

La ecuacion (3.10) con b = a'/? ( con indice de estabilidad 2) y ¢ = (—a'/?*4a)y.

Teorema 3.5.7. La medida de Lévy de un subordinador a-estable tiene la for-
ma:

m(dz) = dz

xa—l—l

Donde o € (0,1] y k es una constante.

Demostracién. Queremos conocer explicitamente la forma de un subordinador
estable y para ello se compara al exponente de Laplace con la integral de la
funciéon gamma la cual se expresa:

F(s)z/ ettt at.
0

Se usaré la siguiente notacién, Z(\) = e~ y por ende ¢(\) sera el expo-
nente de Laplace, entonces la propiedad de estabilidad se expresa como:

ag(\) = p(a=\),
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para todo A\,a >0 .
En particular la igualdad es cierta para a = A™%, al sustituir se tiene que

P(A) = A%(1)

Por otro lado

¢@%=Amﬂ—eAﬂﬂm)

y si se nota que 1 — e~ = fow e~ dy entonces

mmzémﬁxaw@ (dr)

Usando el teorema de Fubini para cambiar el orden de integracién, obtenemos
que

d(\) = /Ooo e /yoo 7(dx)dy = /OOO e M (y, 00)dy

Escrito de una forma maés conveniente vemos,

/ e Mr(y, 00) dy:)\l,a (3.15)
0

donde k = ¢(1).

Recordando que la funcién gamma cumple:

e <] S ns—1
1 :/ e”‘“:)\ x dx,
0 I'(s)

al despejar y evaluando en s = 1 — « se encuentra que

k e T e
= e Y R. 1
o k:/o e 1= a) dz, VA€ (3.16)

Por lo tanto podemos igualar las ecuaciones (3.10) y (3.11). Como la transfor-
mada de Laplace es unica y la medida de Lévy también, se determinar asi la

forma de la cola de la distribucién

nyé
xX) = kji

m(y, 00) Il -«

Si derivamos ésta, conseguiremos la forma explicita de la medida de Lévy

ko dy
dm(y, 00) = w(dy) = mﬁ
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Hay subordinadores estrictamente estables para indices positivos no mayores
a 1. El de indice 1 sucede cuando d = 1 y m = 0. De otra forma, sea « € (0,1),

dm 1
dZOy, a(m)zmdondeo<x<m,ﬂ'{m}:0

y su correspondiente medida potencial se puede calcular usando transpormada

de Laplace:

U 1 0<t<

- = ,con 0 < 0.

d\ INa)T(2 — a)tite
Para estos subordinadores estrictamente estables de indice o hay claramente su
correspondiente conjunto regenerativo.
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Capitulo 4

Conjunto descubierto por
Recortes Aleatorios

En este capitulo, se considera el subconjunto cerrado % de los reales no ne-
gativos que se dejan descubiertos por una familia de recortes aleatorios formados
de un proceso de Poisson puntual [Man72]. Este conjunto es regenerativo; uno
puede expresar su exponente de Laplace en términos de la medida caracteristi-
ca del P.P.P. Esto nos permite explorar la estructura de %, cuando cubre a
todo R, cuando es acotado, cuando tiene medida de Lebesgue positiva y sus
dimensiones fractdlicas. Todo esto se hace con base en la correspondencia entre
los conjuntos regenerativos y los subordinadores , que se probé en el capitulo 3.
Por 1ltimo, veremos una prueba de la no recurrencia del movimiento Browniano
multidimensional en términos de los recortes aleatorios.

4.1. Construccion de Mandelbrot

Definicién 4.1.1. Sea {(s;, As,;)}i>1 una sucesion de dtomos asociados a N C

E =R*T xR*, un Proceso de Poisson Puntual con intensidad v = A @ m, donde
A es una medida de lebesgue y w es una medida de Lévy. Un recorte aleatorio
es una funcion que asocia a cada dtomo, un intervalo de la forma (s;, s; + Ag,).

Definicién 4.1.2. El conjunto descubierto de Mandelbrot es el comple-
mento de la unidn de recortes aleatorios en Ry U {0}, esto es:

U =10,00) — U(Su& + Ag,).
i=1

hacemos énfasis que 0 € % .

Definicién 4.1.3. T € R* es el primer punto del conjunto de recortes.

T=if{t>0:(A) € E}.

o7
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G 07 — 1171711

0.6 | ' _ 06 77 - _
05 4 osL _
04 4 o4l _
03 — — 03 | -
02 — _ : — 02 - - - B _ - —
0.1'—.. 7 | 2 0.1 :::— = . = _

o

Figura 4.1: De lado izquierdo tenemos una realizacién aleatoria poisson y de lado
derecho se encuentran los recortes aleatorios correspondientes al unir los puntos.
Aqui se ve claramente la estructura autosimilar de este conjunto regenerativo y
como es una generalizacién del conjunto de Cantor.
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Lema 4.1.4. T se distribuye exp(m(0,00)).
Demostracién. Sea A = (0,s) x (0,00) € B(F)

P{T > s} =P{inf{t > 0: (t,A;) € RT x RT} > s}
=P{Z(0, s) x (0,00) =0}
= exp{—s(0,00)}

Donde la segunda igualdad se da pues no hay puntos antes de s. |

Observacién 4.1.5. Veamos que si w(0,00) < 0o entonces Vo > 0

E[(a,b) x (x,00)] 4 Poiss(b — a) x 7(x,00) < 0.

Con 7(0,00) = 00, por ende cuando x — 0 el nimero de realizaciones tiende a
infinito.

Teorema 4.1.6. El conjunto descubierto de Mandelbrot % es un conjunto re-
generativo.

Demostracion. Sea (92, %, .%;,P) un espacio filtrado tal que % = o(Z([0, t] x
A),A e BRT)) ysea . F =o({E(A) € B}, A € B(R?),B C N) Notamos que
% es complemento de conjunto abierto, por ende es un conjunto cerrado. Esto
es, % : Q) — €. Vimos en que {D; < s} € Fs.

Veamos ahora que es Effros medible.

Basta probar que {% N A # 0} es medible para todo A abierto de R. Ahora,
escribimos A como A = Upen(an, b,) con ay,, b, € R. Entonces

{% NA # 0} ={% NUyp(an,by,) # 0} (4.1)
= Unen {% N (an,by) # 0} (4.2)

Ahora queremos asociar a éste tipo de conjuntos con conjuntos formados de
P.P.P. Para esto, notamos que si queremos que un intervalo abierto (a, b) inter-
secte al conjunto descubierto, es necesario que haya una sucesiéon de dtomos en
la franja abierta, como se ve en la figura [4.2].

Definimos al conjunto de puntos que estdn en la franja determinada por el
abierto (a,b) como T(, ) = {(z,y) € R? iz <aa—z<ydxe€(ab),y>0}
Asf vemos que el conjunto {% N (an,bn) # 0} = {E(Ta4, »,)) 7# 0}. Por ende,
reescribimos , de tal forma que

{% NA 7£ Q]} = UHGN{E(T(an,bn)) 7£ 0} €7

Ya que vimos que es Effros medible, vamos a probar que es un conjunto regene-
rativo. Queremos probar que P{(U — Dy)TNA # 0 | 5} = P{UNA # 0} para
A fijo. Pero antes, dado que D; es un tiempo aleatorio daremos una cubierta
para irlo fijando.
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Tomamos una cubierta de R+, 0 = {U?il[li7li+1) < li+1,| li+1 —1; |< %},
entonces {D; € R} = {U2{D; € [li,li+1)}} Por tanto tenemos que,

P{(% — Dy)" N (a,b) #0| Fp, }
=P{{(% — D)* N (a,b) #0} N SN{D; € [li,lis1)}}
= P{% n (Dt +a,D; + b) =+ (Z),S N {Dt S [lwlerl)}}

=> P{% N (Di+a,Dy+b)# 0, SN{D; < li1}}
i=1

=Y P{Z 0 (lis1+a,ligr+b) #0, SN{Dy <liga} N {li € %}
=1

P{ E(T(li+1+a,li+1+b)) #0, SN {Dt < li+1} N {ll € 02/} }

depende de 2(1;11,00) depende de 2(0,1;41)

>

q
Il
_

como son disjuntos se sigue de [3.2.3| que:

= Z]P){E(T(li+l+a7li+l+b) 7& 0)}P{S N {Dt < li+1} N {ll € %}}
=1

por homogeneidad:
= ZP{E(T(a,b)) #* O}P{S NnD; e [li, li+1)}
i=1
=P{% N (a,b) # 0}
|

El siguiente teorema nos permite identificar el conjunto descubierto como
la imagen de algin subordinador Y, cuando 0 no es un punto aislado en % .
Esto motiva a dar una férmula explicita de la exponente de Laplace ® de Y en
términos de la medida de intensidad v = 7 x X del proceso de Poisson puntual,
pero notemos que los siguientes criterios quedan en terminos de la medida de
Lévy 7 y donde denotamos a 7(s) = 7(s, 00).

1
[eent[ [ oM dst ey = [ e [ (sas
t

Teorema 4.1.7. [FES85] Si fol exp{ ftl W(s)ds}dt = 00, entonces % = {0}.

En otro caso, % es un conjunto regenerativo y su exponente de Laplace del
subordinador correspondiente estd dada por

(I)(lA) :c/ooo e”exp{ /tlw(s)ds}dt

con A>0yc>0.
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Figura 4.2: Se depicta al conjunto Ty, ;, C R%.

Nota. Usando el hecho que la transformada de Laplace de la medida de renova-
cion es é, uno puede expresar de otro modo éste teorema como sigue: Cuando
el conjunto descubierto es no trivial la medida de renovacion es absolutamente
continua con densidad

u(t) = cexp { /t1 ﬁ(s)ds} L t>0 (4.3)

Por ejemplo, cuando la cola de la medida de intensidad 7(x) = Bz~ para algin
B > 0 entonces exp{ft1 7(s)ds} = t=8. Obtenemos de este teorema que % = {0}
c.s. si 3> 1y en otro caso ®(\) = \'7P. Por lo que notamos que si 3 < 1
entonces % es la imagen cerrada de un subordinador estable con indice 1 — 3.

Demostracién. Probaremos el teorema primero cuando el Proceso de Pois-
son Puntual es discreto y luego deduciremos el caso general por aproximacion.

Primero supéngase que 7(0") < oo; en particular fol exp { ftl (s)ds pdt < o0.

Entonces {s;, Ag, }i>o0 es la sucesién de atomos asociada a un P.P.P. discreto y
% contiene algina vecindad a la derecha del origen por el lema anterior con la
medida de lebesgue de % positiva.

Sea t > 0 un punto fijo el cual estd descubierto si y sélo si A; <t — s para toda
s < t lo que implica que:

P{te%}:exp{—/otw(t—s)ds}>O

se sigue de la proposicién [3.4.4(ii)] que la densidad de renovacién de % en t es
u(t) = d~texp{— fot 7(t — s)ds} que es lo mismo que (4.2). Por lo que se prueba
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asi el teorema en el caso discreto.
Ahora deducimos el caso general cuando 7(01) = oo por aproximacién. Para

cada entero n > 0, sea Al = {A;, 1t >0y Ay, > 1} tal que {sy, Agn)} denota

el P.P.P. discreto restringido a (1,00) y % (") el conjunto descubierto corres-

pondiente. Sabemos que el exponente de Laplace asociado a % (™) estd dado

por
! /Oo A /l( vn~Y)ds pdt
— <~ — Cp e ex (s n S .

B (N) 0 P

Para cada s > 0, 7(s V n~!) incrementa a 7(s) cuando n — co. Se sigue que la
medida de probabilidad en [0, o),

1
cne texp { / T(sV n_l)ds}dt
¢

converge en el sentido débil a

1
cooe_texp{/ ﬂ(s)ds}dt
t

si fol exp { ftl ﬂ'(s)ds}dt < 00, donde ¢4, denota la constante que normaliza, y

hacia la masa puntual 0 de Dirac en otro caso. Considerando la transformada
de Laplace, deducimos que para toda A > 0, lfim,, o, & (\) = ®(>*)()\), donde

1 1 si fol exp { ftl ﬂ(s)ds}dt = o0,

SISV
() O exp{ft1 W(s)ds}dt e.0.c.

(4.4)
Por otro lado, {% (™},en es una sucesién decreciente de conjuntos aleatorios
cerrados y % = N, % ™). Como consecuencia se tiene que

ng) =sup{s<t:se %™} ssup{s<t:se¥} =G (cuando n — o)
Deducimos del lema 3.4.5 que para cada A > 0

1

(31 1) (4:5)

/O " et Efexp{-AGedt =

Supéngase primero que fol exp{ft1 7(s)ds}dt < co. Vemos de (4.3) que &) (\) —
oo cuando A — oo y junto con (4.4), P{G; = 0} = 0 para t > 0. Esto significa
entonces, que 0 no es un punto aislado en % . Dado que % es un conjunto rege-
nerativo, comparamos (4.4) con el lema 3.4.5 lo que muestra que su exponente
de Laplace debe ser & = &(>),

Finalmente, supéngase que fol exp{ ftl 7(s)ds}dt = oo, entonces lim,, o, (™ () =
1 para cada A > 0. Deducimos de (4.4) que P{G; = 0} = 1 para t > 0, esto es
% = {0} cs. |
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Lema 4.1.8. % tiene medida de Lebesque positiva si fol 7(t)dt < oo y tiene

medida de Lebesgue cero si fol 7(t)dt = 0.

Demostracion. Sabemos de la proposicién 3.4.2 que un conjunto regenerativo
es ligero o pesado conforme d = 0 6 d > 0. Por otra parte, también tenemos que

. ®(N)
d= ,\ILH;o DY

De acuerdo al Teorema 4.1.4 tenemos que

ﬁ = c/ooo e_/\texp{ /t1 w(s)ds}dt

entonces por integracién por partes

(I)(AA) _ c/ooou — e M)R(t) exp { /tl ﬂ(s)ds}dt A0

y deducimos por convergencia monétona y (4.1) que

;zc/ooo 7(t) exp{/tlw(s)ds}dt
zcexp{/olw(s)ds} —cexp{ —/1007T(8)ds}.

Asi concluimos que d = 0 si y s6lo si fol m(s)ds = 0.

4.2. Propiedades del Conjunto Descubierto

(4.6)

Corolario 4.2.1. Si [~ exp{— flt T(s)ds}dt = oo, entonces % no estd acotado
c.s. En otro caso, % es acotado c.s y la distribucion del punto mds grande

descubierto
Joo =sup{s >0:s€ %}

esta dado por

1 oS 1
P{goo € dt} = k1 exp{/t 7(s)ds}dt, con k = /0 exp{/t v(s)ds}dt.

Demostracién. Se sigue de [BG61] que la probabilidad que % esté acotado es
0 6 1 segin a razén de muerte k = ®(0) es cero o positiva. Se sigue del teorema

anterior que

k=0« [ exp{— flt m(s)ds} = oo
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Cuando % # {0} es acotado c.s.
Ahora, la formula para la distribucién de gso

P{goo € dt} =d™ " u(goo)

cexp{ft1 7(s)ds}dt
- d
cexp{ft1 T(s)ds}dt
1o~ exp{c j;l 7(s)ds}dt
Donde la primera igualdad se sigue de proposicién 3.4.3, la segunda de la ecua-
cién (4.2) y la tercera del lema 3.4.5 |

Ahora dirigimos nuestra atenciéon a las dimensiones fractalicas del conjun-
to descubierto. Para calcular la dimensén de un fractal es necesario calcular
de alguna manera la forma en la que la grafica llena parcial o totalmente el
plano. Por supuesto, existen varios enfoques para hacerlo, nosotros usaremos
dos. El método de conteo de cajas es posiblemente la nocién mas simple entre
las dimensiones fractdlicas en uso (Véase [Fal90]).

Definicién 4.2.2. Sea un subconjunto F C [0,00) acotado y distinto del vacio
y sea N.(F) el mds pequeno nimero de intervalos de largo (a lo mds) € > 0 que
pueden cubrir a F. Entonces las dimensiones por el método de conteo de cajas
inferior y superior estan definidas como:

N log N.(F
, dimp(F) = lim supL()

dimp(F) = lim fnf —=———=
imp(F) fm in Jim, og 1

respectivamente. Cuando estas dos cantidades son iguales, su valor comun se
llama dimension de caja de F.

Siguiendo a [BG61], introducimos los llamados indices inferiores y superiores
del exponente de Laplace ®:

Definicion 4.2.3.

log ®(\
ind(P) = sup {p >0: )\h’m DMATP = oo} = lim inf Ogg()

A—00 log A
S log ®(A
ind(®) = inf {p >0: /\lin;o D(NATP = 0} = )\linolo sup Oigg\)

con la convencion usual sup ) = 0.

Teorema 4.2.4. Tenemos que c.s. para todo t > 0
dimg(% 0 [0,8]) = ind(®) y dimp(# N [0,1]) = ind(®)

La prueba de este teorema sale de alcance de esta tesis,pues usa un teorema
Tauberiano de Haan and Stadtmuller pero su prueba se puede encontrar en
capitulo 5 de [BB04].
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Corolario 4.2.5. Los indices inferiores y superiores del conjunto % estan dados
por:

! [, w(s)ds
. o BRY: 1—p _ o 11 t
ind(®) = sup {p : tlirél+ t " Pexp {/t w(s)ds} = 0} =1 tgrél+ sup <log1 >

1 1_
d
ind(®) = {nf {p . lim 17" exp {/t ﬁ(s)ds} = oo} =1— lim inf <L7T(81)$>
t

0+ t—0+ log

Demostracion. Nos concentramos en probar el indice inferior pero es dnalogo
para el otro. Tenemos del teorema 4.1.4 la férmula de ®

o'} 1
ind(®) =sup {p : )\h’m )\"/ e Mexp {/ ﬂ(s)ds}dt = O}
—oe 0 t
00 1
=sup {p : lim )\p_l/ e texp { / W(s)ds}dt = O}
A—00 0 t/A

Usando la desigualdad inmediata

/Ooo e texp { /t/l ﬁ(s)ds}dt > e lexp { /1; ﬁ(s)ds},

y deducimos que

1
ind(®) < sup {p : th’rélJr t17P exp { / w(s)ds} = 0}.
- ¢

Para probar la desigualdad opuesta podemos asumir que existe p > 0 tal que

1
lim ¢'° T(s)ds s =0
Jm, exp{/t 7(s) s}

Recordemos que la medida de renovacién tiene densidad u dada por (4.1), en-
tonces u(t) = o(t’~!) y entonces U(t) = o(t”) mientras t — 0" para cada e > 0.
Aplicamos U(z) = <I>(11/a:) y 2@ = (1/x) + d de [BBO4] proposicién (1.4) y
esto implica que limy_ o, A7?®(\) = oo entonces ind(P®) > p. [ ]

4.3. Aplicacion: movimiento browniano multidi-
mensional

Finalmente, veamos una aplicacién del conjunto descubierto de Mandelbrot
para probar que el movimiento browniano multidimensional es no recurrente.

El conjunto de tiempos cuando un movimiento Browniano que empieza en 0
en R es en 0 es un conjunto regenerativo en R™. Su par descriptor, identificado
por [Lév4g] Seccién 50, estd dada por
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d=0y % =1373/2 0 <2 < oo con v{oc} =0

Definicion 4.3.1. Los recortes aleatorios son estadisticamente autosimi-
lares si la distribucion de los puntos (s,Ay) se deja sin cambios por cualquier
similitud cuyo vértice es un punto arbitrario del eje s y cuyo radio v es positivo.

Proposicién 4.3.2. Los recortes aleatorios son autosimilares si y sdlo si mw(z) =
B/ z4+m con ¥ >0y mH < oo.

Teorema 4.3.3. Sea W (t) = (Wi(t), Wa(t),..., Wn(t)) un movimiento brow-
niano m-dimensional, éste es no recurrente c.s. para m > 2.

Demostraciéon. El movimiento Browniano m dimensional es un vector aleato-
rio cuyas m coordenadas Wy (t) son independientes, idénticamente distribuidos
movimientos brownianos unidimensionales. Un cero de W (t) es un cero comtin
de las m funciones Wy (¢). Como el conjunto de ceros de Wy (t) es idéntico en
distribucién al conjunto descubierto correspondiente a recortes aleatorios con
m(z) = —5-. El conjunto de ceros de W (t) es identico en distribucién al conjun-
to descubierto con 7(z) = —/z y ¥ = . Para todo m > 2, ¥ > 1, el conjunto
de ceros se reduce a 0 c.s. y entonces es c.s. que el movimiento Browniano
multidimensional nunca regresa al origen. ]



Capitulo 5

Conjunto de la extincion
local de los procesos CBI

En este capitulo se aplicard al conjunto regenerativo obtenido por recortes
aleatorios para caracterizar al conjunto de la extincién local de los procesos
de ramificacién continuos con inmigracién (CBI). Estos procesos fueron intro-
ducidos por Kawazu y Watanabe en [Kaw71] como el limite de procesos con
inmigracién discretos (GWI). En este mismo articulo los autores muestran que
en general un proceso CBI tiene una representacion en términos de las expo-
nentes de Laplace F(u) y R(u) de dos procesos de Lévy independientes: un
subordinador X ¥ y un proceso de Lévy espectralmente positivo X, los cua-
les pueden ser interpretados como los mecanismos de inmigracién y ramificacion
respectivamente. Para ver més sobre este tema se recomienda [Hea6d] y [Pin72].

Definicién 5.0.4. Un proceso de Markov a tiempo continuo X = {X;}i>0
con espacio de estados E = [0,00) es un proceso de ramificacion continuo con
inmigracion si tiene exponente de Laplace:

—logE,[e 2] = u(t, A) + zu(t, \).

Teorema 5.0.5. [Kaw71|]. Sea {X;}1>0 un proceso CBI, entonces las funciones
u(t, ) yv(t,\) son t-diferenciables con derivadas

ou(t,A ov(t, A
p(N) = 20 o,y o (V) = 252 |
que tienen forma de Lévy-Khintchine

_ 3
©(\) = —aX\? + B\ — (O’Oo)(e M1+ /\m)ﬂl(df),

H(0) = b - /( | (as)

donde a,b € Ry, 8 € R y II1, Iy son medidas de Lévy en (0,00). Y donde
u(t,A), y v(t,\) toman valores en Ry y satisfacen las ecuaciones diferenciales
ordinarias:

67
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Denotaremos al proceso X como CBI(p, ) con mecanismo de ramificacion ¢
y mecanismo de inmigracion ¢ y su ley de probabilidad la denotamos P%?.

Considerando una poblacién que su evolucién es modelada mediante el pro-
ceso de Galton Watson con inmigracién definido en[2:4.2] donde la ley de proba-
bilidad de reproducciéon es p en N y la ley de probabilidad de de inmigracién es
v en N. Vemos que Z,, es el nimero de individuos en la generacién n, entonces Z
es una cadena de Markov que inicia en k, y la denotaremos por GW Iy (u, v). Si
tenemos dos poblaciones independientes con la misma ley de reproducciéon pero
distinta ley de inmigacién, entonces la poblacién resultante también es GWI
pero con una ley de inmigracion resultante de la convolucion de las primeras.
Esto es,

GW I, (yv1) %« GW I, (p,va) = GW Ik, 4k, (b, 11 % 12).

Siguiendo el paralelismo, si ¢1 y ¢2 son los exponentes de Laplace de dos
subordinadores en cero, también tenemos la siguiente propiedad de convolucion:

; P2 ppd1td
PO« PEP2 = Poiitoe
Lema 5.0.6. CBI(p,¢) tiene una distribucidn infinitamente divisible en el

espacio de Skorohod.

Demostracion. Como %

que

es un mecanismo de inmigracién si ¢ lo es, tenemos

) [}
P#¢ — p¥n PY

n

Nota. El espacio de Skorohod es el espacio de trayectorias cddldg en [0, co].

5.1. El problema de Polaridad

En esta seccién veremos una representaciéon de un proceso C'BI mediante
procesos de poisson puntuales, que nos lleva a la solucién de un criterio en
términos de ¢ y ¢ para decidir si 0 es polar para un CBI(p,¢). Los ceros de
CBI se pueden ver como un conjunto de recortes aleatorios.

Definicién 5.1.1. 0 es polar para un CBI(p, ) si para toda x # 0

P2?{3t>0,X;, =0} =0
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Recordemos como en [2.6] describimos a un Galton Watson con Inmigracién
en términos de procesos Galton Watson formados a partir de inmigrantes. En el
escenario de un CBI, vamos a hacer una construccién donde la inmigracién es
un subordinador con deriva cero y medida de Lévy II y exponente de Laplace

¢. Sea
E= Zd(snvxnvfn)

un proceso de poisson puntual definido en (0, 00) x (0,00) X D, (donde D es un
espacio de Skorohod) con intensidad v dada por

v(ds,dz, df) = dsTI(dx)PS(df).

la cual esta en términos del tiempo, tamafio del salto, y una funcién asociada
al salto, respectivamente.

Independiente de Xi, sea X un CB(p) que inicia en z > 0. Consideramos el
proceso X en D definido por

Xt = Xt + Z f"(t — Sn).

sn <t

Probemos que X es un CBI(g, ¢) que inicia en . Utilizamos en un principio
la formula exponencial para PPP:

E[e‘*Xt] —ewut(N) o= [5° [ (L—e MNP, (df)T1(dy)ds
—e—mut(N) o= fo [57 (=7 v =) II(dy)ds
—e— (V) o= Jy lu—s(N) 44

—zur(A) g=ve(A)

=€

Para probar que X es un CBI vemos su esperanza condicional. Sea .%; =

g ( Dsn<t s fitn )> . Entonces,

E |:€_>\ ZtSsn <t+s fr(t+s—sn) | yt:| =E |:6_)\ Et§5n§t+5 In(t+s—sn)

—e :Jrs ¢(“t+57r()‘))

Y
Por otro lado,
E{e—xthngfmws—sn) |§t} o S Falt-sa)ua(Y)
_ X

Por ende,
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E|:e—)\XH,S |§t:| — e—XzUs(A)—Us()\)

Como consecuencia el conjunto de ceros de X bajo Py ** admite el modelo
de recortes aleatorios. Sea e(f) el tiempo de llegada a cero de f € D. Sea u la
imagen de la medida [ II(dz)P,(-) bajo e, tal que

p((t, 00)) = /O T (1 - e I(d) = gur().

Sea Z = ) 0(s,.,) un PPP con intensidad A x p donde X es la medida de
Lebesgue y consideremos el conjunto descubierto

Z=R— UneN(sm Sn + en)'
entonces Z tiene la misma distribucién que el conjunto de ceros de X.

Lema 5.1.2.
0 es polar para un CBI(p,¢) si y solo si fol exp ftl o(us(N))dsdt = co

Dada la construccién anterior esto se da por uno de los teoremas més im-
portantes respecto a la caracterizaciéon de un conjunto regenerativo, probado en

el capitulo 4,
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