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INSTITUTO DE ENERǴIAS RENOVABLES
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Caṕıtulo 1

Introducción

El transporte de calor en edificaciones ha sido foco de interés en los años
recientes debido a la preocupación por el confort térmico y el ahorro de enerǵıa.
El consumo de enerǵıa en las viviendas puede ser a través de leña, gas natural,
petróleo y puede ser usado en la calefacción, la iluminación, la refrigeración o
en el aire acondicionado.

Una manera en la que podemos reducir el consumo de enerǵıa para man-
tener el confort térmico adecuado es a través del diseño bioclimático. En este
campo de estudio a través de las caracteŕısticas arquitectónicas de una edifica-
ción, se aprovechan los recursos naturales que ofrece un determinado lugar para
satisfacer las necesidades de una vivienda. Dichas recursos pueden ser el solar,
las corrientes de aire, la vegetación y la lluvia. En particular el recurso solar lo
podemos aprovechar si escogemos una orientación de la edificación que utilice
este recurso durante el peŕıodo de invierno y que brinde protección del mismo
en el peŕıodo de verano. Otro tema importante se refiere en los materiales de
construcción que son utilizados en el techo o los muros de una edificación, ya
que estos deben de estar en función de las pérdidas o ganancias de calor en los
distintos peŕıodos del año. En esta área se han realizado estudios comparativos
entre los distintos materiales de construcción y se han encontrado los materiales
que ofrecen aislamiento térmico [1]. También se ha encontrado que las pérdidas
o ganancias de calor no sólo dependen de las propiedades térmicas intŕınsecas
del material, dado que para los bloques que tienen cavidades, las pérdidas o
ganancias de calor también pueden estar en función de la forma en que se aco-
modan los bloques de construcción [2, 3] o en el número de cavidades que tiene
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el bloque.
En este trabajo presentamos una primera aproximación al estudio numérico

usando el método de la ecuación de transporte de Boltzmann en redes (MEBR)
para el transporte de calor en techos construidos con bloques huecos, como el
sistema de vigueta y bovedilla.

El transporte de calor en un bloque de un techo horizontal depende de la
hora del d́ıa. A las horas del d́ıa en donde la temperatura exterior de la edifi-
cación es mayor que la temperatura al interior, la dirección del flujo de calor
en el techo es hacia el interior de la edificación y únicamente habrá transporte
de calor por conducción, sin embargo cuando la dirección del flujo de calor se
invierte, el transporte de calor ya no sólo es por conducción, sino habrá con-
tribución de la transferencia de calor por convección natural en la sección de
la cavidad del bloque. La magnitud del flujo de calor es importante por que el
transporte de calor por convección natural no se presenta únicamente bajo la
condición de la dirección del flujo de calor, sino también está en función del
tamaño de la cavidad, de las propiedades intŕınsecas del fluido y del gradiente
de temperaturas.

En esta tesis mostramos los resultados de la simulación numérica del flujo de
calor conjugado en un modelo bidimensional de un bloque de vigueta y bovedilla
de un techo horizontal usando el MEBR con dos funciones de distribución [4, 5,
6, 7]. Este método consiste en que una función de distribución, que definimos
en el caṕıtulo 2, describe el comportamiento de las part́ıculas del flúıdo y otra
función de distribución describe el transporte de enerǵıa.

En el MEBR con transporte de enerǵıa usando dos funciones de distribución
solo hay un parámetro libre que se puede escoger como la viscosidad. En el caso
de transporte de calor conjugado hay que fijar las conductividades térmicas
del sólido y el flúıdo pero estas cantidades no se pueden definir en el MEBR.
Usando una definición del flujo de calor y la ley de Fourier para conducción de
calor encontramos la conductividad térmica y su relación con la viscosidad, o el
tiempo de relajamiento. De esa manera, tiene sentido usar como condición a la
frontera entre dos medios, la continuidad del flujo de calor. Esta es una de las
principales aportaciones de este trabajo.

En el caṕıtulo 2 presentamos de manera breve la teoŕıa cinética de Bol-
tzmann. Presentamos la ecuación de transporte de Boltzmann que establece
como cambia la función de distribución de velocidades. En el equilibrio termo-
dinámico esa función de distribución es conocida como la función de distribución
de Maxwell-Boltzmann. Presentamos la aproximación propuesta por Bhatnagar,
Gross y Krook (BGK) a la ecuación de transporte de Boltzmann en la cual se
cambia el término de colisión por uno de relajamiento al equilibrio local con un
tiempo de relajamiento τ . En ese caṕıtulo presentamos también la aproximación
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a velocidades bajas de la función de distribución de Maxwell-Boltzmann.
En el caṕıtulo 3 presentamos el MEBR que consiste en la discretización

de la función de distribución de velocidades en el espacio, en el tiempo y en
espacio de velocidades. Partimos de la aproximación BGK de la ecuación de
transporte de Boltzmann y de la expansión a velocidades bajas de la función de
distribución de Maxwell-Boltzmann. El tiempo de relajamiento está relacionado
con la viscosidad. Como un ejemplo del método en el estudio numérico de un
flujo sin transporte de calor, estudiamos la formación de una onda de choque
y vemos que los resultados numéricos están de acuerdo con las relaciones de
Rankine-Hugoniot.

Para flujos con transporte de calor presentamos brevemente el MEBR con
dos funciones de distribución. En este caso es necesario validar el método y eso
lo hacemos ajustando un parámetro para que el valor del número de Rayleigh
cŕıtico en el que aparece la convección esté de acuerdo con el resultado teórico.

El caṕıtulo 4 resolvemos el problema de conducción de calor en un sólido con
el MEBR y lo comparamos con el método de elemento finito (MEF). Mostramos
el proceso que seguimos para llegar a la relación que encontramos entre la
conductividad térmica y la viscosidad, o lo que es lo mismo, con el tiempo de
relajamiento. La propuesta que presentamos para implementar en el MEBR la
condición de continuidad en el flujo de calor en la interfase, la validamos con el
problema de conducción de calor en un sólido compuesto por dos materiales de
diferente conductividad térmica.

En el caṕıtulo 5 presentamos los resultados de las simulaciones numéricas
del flujo de calor conjugado en un modelo bidimensional de una celda de una
bovedilla. Encontramos que la convección que ocurre en el interior de la celda
depende de la diferencia de temperaturas entre las paredes superior e inferior,
y éstas vaŕıan en la posición y en el tiempo por lo que tomamos valores prome-
diados en el espacio y en el tiempo. De esa manera podemos definir un número
Rayleigh que represente el flujo de calor en el modelo. El número de Nusselt
vaŕıa en el tiempo por lo que tomamos su promedio temporal. Con el flujo de
calor ocurre algo similar. Encontramos relaciones entre estas dos cantidades y
el número de Rayleigh promediado en espacio y tiempo. Estas relaciones son
leyes de potencia.

En el Caṕıtulo 6 presentemos las conclusiones a las que llegamos en este
trabajo de tesis.
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Caṕıtulo 2

La ecuación de transporte de
Boltzmann

2.1. Introducción

En este caṕıtulo discutimos de forma breve la ecuación de transporte de
Boltzmann, presentada en 1872 por Ludwing Boltzmann para explicar la ten-
dencia irreversible de un gas al equilibrio termodinámico [8]. De la ecuación
de transporte de Boltzmann, Chapman y Enskog encontraron las ecuaciones de
la mecánica de fluidos con una expansión alrededor de la distribución de velo-
cidades de Maxwell-Boltzmann [9, 10, 11, 12]. La idea detrás del método de
la ecuación de Boltzmann en redes (MEBR) es el de simular numéricamente
la ecuación de transporte de Boltzmann como una alternativa a la simulación
de las ecuaciones de mecánica de fluidos [13, 14, 15], por ello presentamos la
ecuación de transporte de Boltzmann. En la Sec. 2.2 definimos a la función de
distribución y al término de colisión. En la Sec. 2.3 describimos la función de dis-
tribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann y su aproximación a velocidades
pequeñas. También presentamos la aproximación a la ecuación de transporte de
Boltzmann que propusieron Bhatnagar, Gross y Kroook, en la cual se sustitu-
ye la integral de colisión por un término de relajamiento al equilibrio local. El
caṕıtulo termina con algunas conclusiones.
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2.2. La ecuación de transporte de Boltzmann

La ecuación de transporte de Boltzmann describe el comportamiento de un
gas dilúıdo de N part́ıculas idénticas que se encuentran en una caja de volumen
V . El estado del gas puede cambiar por las colisiones entre part́ıculas en las
cuales se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa.

La función de distribución de velocidades f se define de manera que

f(r,v, t)drdv (2.1)

es el número promedio de part́ıculas del gas que al tiempo t ocupan una caja
de volumen dr alrededor de r con velocidad en un elemento de volumen dv
alrededor de v. Es claro que

N =

∫
f(r,v, t)drdv. (2.2)

La ecuación de transporte de Boltzmann describe como cambia la función
de distribución de velocidades. Supongamos que no hay colisiones entre las
part́ıculas. Una part́ıcula que al tiempo t se encuentre en (r,v) estará al tiempo
t+∆t, con ∆t pequeño, en (r+v∆t,v+F/m∆t) donde F es una fuerza externa
y m la masa de la part́ıcula. Durante el intervalo de tiempo ∆t el elemento de
volumen drdv cambia a dr′dv′ y de la definición de la función de distribución

f(r + v∆t,v +
F

m
∆t, t+ ∆t)dr′dv′ = f(r,v, t)drdv. (2.3)

Se puede demostrar que drdv = dr′dv′ [8], por lo que

f(r + v∆t,v +
F

m
∆t, t+ ∆t) = f(r,v, t). (2.4)

La Ec. (2.4) indica que f puede cambiar solo por colisiones, por lo que escribimos

f(r + v∆t,v +
F

m
∆t, t+ ∆t)− f(r,v, t) =

(
∂f

∂t

)
col

, (2.5)

donde (∂f)/(∂t)col se conoce como el término de colisión.

Al desarrollar en serie de Taylor a primer orden en ∆t el término del lado
izquierdo de la Ec. (2.5)(

∂

∂t
+ v · ∇r +

F

m
· ∇v

)
f(r,v, t) =

(
∂f

∂t

)
col

(2.6)
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donde

∇r =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
, ∇v =

(
∂

∂vx
,
∂

∂vy
,
∂

∂vz

)
(2.7)

y r y v en coordenadas cartesianas.

Dado que en las colisiones entre dos part́ıculas se conserva la masa, la
cantidad de movimiento y la enerǵıa, y usando la hipótesis de caos molecular,
de la Ec. (2.6) [8](

∂

∂t
+ v · ∇r +

F

m
· ∇v

)
f1 =

∫
σ(Ω)dΩ

∫
dv1|v − v1|(f ′1f ′ − f1f) (2.8)

donde Ω es el ángulo sólido entre v y v1, σ(Ω) es la sección diferencial de
choque y

f = f(r,v, t) (2.9)

f1 = f(r,v1, t) (2.10)

f ′ = f(r,v′, t) (2.11)

f ′1 = f(r,v′1, t) (2.12)

En estas últimas expresiones v′ y v′1 son las velocidades después del choque de
dos part́ıculas, una con velocidad v y la otra con velocidad v1.

2.3. La Función de distribución de velocidades de
Maxwell-Boltzmann

La función de distribución de Maxwell-Boltzmann f (eq) es la solución de la
ecuación de transporte de Boltzmann para un sistema en equilibrio térmico en
el cual f (eq) no depende del tiempo. De la Ec. (2.8) vemos que una condición
suficiente para que la derivada temporal de f sea cero es

f (eq)(v′1)f
(eq)(v′) = f (eq)(v1)f

(eq)(v). (2.13)

El teorema H [8] garantiza que es también una condición suficiente. De la
ecuación anterior

ln f (eq)(v′1) + ln f (eq)(v′) = ln f (eq)(v1) + ln f (eq)(v), (2.14)

que tiene la forma de una ley de conservación, ln f (eq) se conserva en las coli-
siones. Dado que las únicas cantidades conservadas durante una colisión entre
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part́ıculas son la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa, ln f (eq) es una
combinación de éstas. Entonces, podemos escribir

ln f (eq)(v) = −A(v − u)2 + lnC (2.15)

con A, C, y u constantes.
Para encontrar A, C, y u usamos a la densidad de part́ıculas n

n =
N

V
=

∫
dvf (eq)(v), (2.16)

a la velocidad promedio del sistema u

u =
1

n

∫
vf (eq)(v)dv (2.17)

y el promedio de enerǵıa de cada part́ıcula 〈ε〉

〈ε〉 =
m

2n

∫
v2f (eq)(v)dv. (2.18)

Dado que el gas es dilúıdo y se encuentra en equilibrio térmico

〈ε〉 =
D

2
kT (2.19)

con D la dimensionalidad del espacio. Entonces

f (eq)(v) = n
( m

2πkT

)D/2
exp

[
−m(v − u)2

2kT

]
. (2.20)

Esta es la ecuación de la función de distribución de velocidades de Maxwell-
Boltzmann.

De la Ec. (2.20)

f (eq)(v) =
ρ

(2πkT )D/2
exp

(
− v2

2kT

)
exp

(
v · u
2kT

− u2

2kT

)
. (2.21)

Al hacer un desarrollo de Taylor alrededor de u = 0 encontramos que

f (eq) = 1 +∇f (eq)(0, 0) · u +
1

2
u · H(0, 0)uT + O(u3) (2.22)

con

∇f (eq)(0, 0) · u =
v · u
kT

, (2.23)
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H(0, 0) la matriz Hessiana definida por

H(0, 0) =


( vx
kT

)2
− 1

kT

( vx
kT

)( vy
kT

)
( vy
kT

)( vx
kT

) (
vy
kT

2
)
− 1

kT

 , (2.24)

uT el vector transpuesto de u y O(u3) denota a términos de orden mayor o
igual a 3 de u. En la expansión únicamente consideraremos hasta los términos
de segundo orden ya que con esto es suficiente para llegar a las ecuaciones
de mecánica de fluidos partiendo de la ecuación de transporte de Boltzmann.
Al evaluar cada uno de los términos en la expansión de Taylor, Ec. (2.22), la
función de distribución queda expresada de la siguiente manera

f (eq)(v) =
ρ

(2πkT )D/2
exp

(
− v2

2kT

)[
1 +

v · u
kT

+
(v · u)2

2(kT )2
− u2

2kT

]
+ O(u3)

(2.25)
Usando la función de distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann,

Bhatnagar, Gross y Krook (BGK) propusieron sustituir el término de colisión de
la ecuación de transporte de Boltzmann por uno de relajación al equilibrio local
[9, 11, 12, 16] (

∂f

∂t

)
col

= −f − f
(eq)(r, t)

τ
, (2.26)

donde f (eq)(r, t) está dado por la Ec. (2.20) con ρ = mn

ρ(r, t) = m

∫
f(r,v, t)dv = m

∫
f (eq)(r,v, t)dv (2.27)

y

u(r, t) =
1

n

∫
vf(r,v, t)dv =

1

n

∫
f (eq)(r,v, t)dv. (2.28)

De lo anterior(
∂

∂t
+ v · ∇r +

F

m
· ∇v

)
f =

∆t

τ
[f (eq)(r,v, t)− f(r,v, t)]. (2.29)

2.4. Conclusiones

Presentamos de manera resumida la derivación de la ecuación de transpor-
te de Boltzmann para un gas dilúıdo. En equilibrio termodinámico el sistema
está descrito por la función de distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann



10 La ecuación de transporte de Boltzmann

y mostramos su expansión de serie de Taylor a velocidad u baja. El caṕıtulo ter-
mina con la presentación de la aproximación de BGK a la ecuación de transporte
de Boltzmann. Esta aproximación, junto con la expansión de la función de dis-
tribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann a velocidades pequeñas, son los
puntos de partida para el desarrollo del método de la ecuación de transporte de
Boltzmann en redes que presentamos en el caṕıtulo siguiente.



Caṕıtulo 3

El método de la ecuación de
transporte de Boltzmann en

redes

3.1. Introducción

El método de la ecuación de transporte de Boltzmann en redes (MEBR) ha
sido utilizado en la simulación numérica para flujos en problemas de convección
natural [17, 18], flujo Couette y Poisseuille [19], flujos a través de obstácu-
los [5], combustión en geometŕıas complejas [20], flujos no newtonianos [21],
aerodinámica y flujos turbulentos [22], entre otros.

El MEBR tiene sus antecedentes en los autómatas celulares para gases en
redes [23]. En este caṕıtulo presentamos el procedimiento que se requiere para
pasar de la ecuación de transporte de Boltzmann al MEBR. En la Sec. 3.2
mostramos de una manera resumida como se discretiza la ecuación de transporte
de Boltzmann en la aproximación BGK en dos dimensiones. Como una primera
aplicación del método, en la Sec. 3.3 discutimos un problema de ondas de
choque.

Una de las maneras de usar el MEBR en flujos con transporte de enerǵıa es
el de considerar dos funciones de distribución, una para part́ıculas y otra para
la enerǵıa, o lo que es lo mismo, la temperatura. En la Sec. 3.4 presentamos
una versión del método para flujos con transporte de enerǵıa, en particular
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c0

c1

c5c2c6
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c7 c4 c8

Figura 3.1: Velocidades del modelo D2Q9.

flujos convectivos y en la Sec. 3.5 validamos el método con la simulación de la
convección de Rayleigh-Bénard. El caṕıtulo termina con algunas conclusiones.

3.2. La ecuación de transporte de Boltzmann en redes

De la ecuación de transporte de Boltzmann se puede llegar a las ecuaciones
de mecánica de fluidos usando la expansión de Chapman-Enskog [12, 24]. Esto
sugiere que se puede usar la ecuación de transporte de Boltzmann en simula-
ciones numéricas para el estudio de flujos. Para ello es necesario discretizar la
función de distribución de velocidades f(r,v, t) en el espacio, el espacio de velo-
cidades y en el tiempo. El tiempo t se discretiza de manera que t = 0, ∆t, 2∆t,
.... con ∆t pequeño. El espacio bidimensional ocupado por el flúıdo se discretiza
de manera que los puntos r estén contenidos en ese espacio r = (i∆x, j∆y)
con i, j enteros y ∆x = ∆y pequeños. El espacio de velocidades puede discreti-
zarse de varias maneras [25] y en este trabajo usamos el modelo D2Q9. En esta
notación D2 se refiere a un espacio bidimensional y Q9 a nueve velocidades.

En el modelo D2Q9 el espacio de velocidades se discretiza considerando
nueve velocidades ck, k = 0, 1, ..., 8 dadas por

ck =


(0, 0), k = 0

c(cos θk, sin θk), θk = (k − 1)π/2, k = 1, 2, 3, 4√
2c(cos θk, sin θk), θk = (k − 5)π/2 + π/4, k = 5, 6, 7, 8

(3.1)
con c = ∆x/∆t. En la Fig. 3.1 mostramos las nueve velocidades.
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En lo que sigue, presentamos de manera breve, el trabajo de He et al [25] para
pasar de la ecuación de transporte de Boltzmann al MEBR en el modelo D2Q9.
La ecuación de transporte de Boltzmann en la aproximación BGK, Ec. (2.29)
puede escribirse como

fk(r + ck∆t, t+ ∆t) = fk(r, t) +
∆t

τ

[
f
(eq)
k (r, t)− fk(r, t)

]
(3.2)

con k = 0, ..., 8 y ck como en la Ec. (3.1). En esta ecuación fk(r, t) es el número
promedio de part́ıculas que se encuentran al tiempo t en el sitio r con velocidad

ck y f
(eq)
k (r, t) el número promedio de part́ıculas que se encuentran al tiempo t

en el sitio r con velocidad ck en un estado de equilibrio local.
En lo que sigue encontramos la forma discreta de la función de distribución.

Definimos

I =

∫
dvψm,n(v)f (eq)(r,v) (3.3)

con
ψm,n(v) = vmx v

n
y (3.4)

y m,n enteros positivos. Usando la expresión para f (eq), Ec. (2.25), válida para
u pequeña

I =

∫
ψm,n(v)f (eq)dv =

ρ

2πkT

[∫
vmx v

n
y exp

(−v2

2kT

)(
1− u2

2kT

)
dvxdvy

]
+

ρ

2πkT

[∫
vmx v

n
y exp

(−v2

2kT

)(v · u
2kT

)
dvxdvy

]
+

ρ

2πkT

[∫
vmx v

n
y exp

(−v2

2kT

)
1

2

(v · u
kT

)2
dvxdvy

]
.

(3.5)

De aqúı expresamos I como I = A+B +C para cada uno de los términos del
lado derecho de la igualdad. Encontramos que

A =
ρ

π
(
√

2kT )m+n

(
1− u2

2kT

)
ImIn, (3.6)

B =
ρ

π
(
√

2kT )m+n

(
2uxIm+1In + 2uyImIn+1√

2kT

)
(3.7)

y

C =
ρ

π
(
√

2kT )m+n

(
u2xIm+2In + 2uxuyIm+1In+1 + u2yImIn+2

kT

)
. (3.8)
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En estas ecuaciones Im es el momento de orden n con la función de peso
e−ζ

2
,

Im =

∫ ∞
−∞

e−ζ
2
ζmdζ. (3.9)

Para poder encontrar una forma discreta de la función de distribución de veloci-
dades en equilibrio, evaluamos I con la fórmula de Hermite de tercer orden [26]

Im =

3∑
j=1

ωjζ
m
j , (3.10)

con ωj los pesos y ζj las abscisas de la cuadratura. Estos se encuentran a partir
del polinomio de Hermite Hn definido por

Hn(ζ) = (−1)neζ
2 dn

dζn

(
e−ζ

2
)
. (3.11)

A tercer orden

H3(ζ) = 8ζ3 − 12ζ (3.12)

por lo que las ráıces son

ζ1 = −
√

3/2, ζ2 = 0, ζ3 =
√

3/2. (3.13)

Los pesos están dados por la fórmula de Hermite

ωj =
2n+1n!

√
π

H ′n(ζj)2
, (3.14)

con H ′n la primera derivada de H. Para n = 3

ω1 =
√
π/6, ω2 = 2

√
π/3, ω3 =

√
π/6. (3.15)

Sustituyendo la Ec. (3.10) en la Ec. (3.6)

A =
ρ

π

(
1− u

2kT

) 3∑
i=1

ωi(2kT )m/2ζmi

3∑
j=1

ωj(2kT )n/2ζnj

=
ρ

π

∑
i,j

ωiωjψ(vi,j)

(
1− u2

2kT

)
(3.16)

con

vi,j = (vi,vj) =
√

2kT (ζi, ζj) y ψ(vi,j) = vmi v
n
j . (3.17)
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De la Ecs. (3.7) y (3.8)

B =
ρ

πkT

ux 2∑
i,j=1

ωiωjψ(vi,j)vi + uy

3∑
i,j=1

ωiωjψ(vi,j)vj


=
ρ

π

3∑
i,j

ωiωjψ(vi,j)

(
(vi, vj) · u

kT

)
(3.18)

C =
ρ

π
ωiωjψ(vi,j)

(
u2xv

2
i + 2uxuyvivj + u2yv

2
j

2(kT )2

)

=
ρ

π

3∑
i,j=1

ωiωjψ(vi,j)

(
((vi, vj) · u)2

2(kT )2

)
(3.19)

De lo anterior

I =
ρ

π

3∑
i,j=1

ωiωjψ(vi,j)

[(
1− u2

2kT

)
+
(vi,j · u

kT

)
+

1

2

(vi,j · u
kT

)2]
. (3.20)

Con la Ec. (3.10) podemos escribir a la Ec. (3.20) como

I =
∑
i,j

ψ(vi, vj)f
(eq)
i,j (r,v) (3.21)

con

f
(eq)
i,j =

ωiωjρ

π

[(
1− u2

2kT

)
+
(vi,j · u

kT

)
+

1

2

(vi,j · u
kT

)2]
(3.22)

y ρ = ρ(r) y u = u(r).
De la Ec. (3.17),

v1,1 =
√

2kT (ζ1, ζ1) =
√

2kT
√

3/2(−1,−1). (3.23)

Como se puede observar en la Fig. 3.1 v1,1 está en la dirección k = 7. De la
Ec. (3.1) se tiene para k = 7 a c7 = c(−1,−1), por lo que

v1,1 =
√

3kT (−1,−1) =

√
3kT

c
c7. (3.24)

En la Tabla 3.1 mostramos los otros casos de vi,j . El peso correspondiente a la
dirección k = 7 lo obtenemos con

ωk =
ωjωj
π

. (3.25)
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i j ωiωj/π vi,j/
√

3kT k ωk ck

1 1 1/36 (−1,−1) 7 1/36 c7
1 2 1/9 (−1, 0) 3 1/9 c3
1 3 1/36 (−1, 1) 6 1/36 c6
2 1 1/9 (0,−1) 4 1/9 c4
2 2 4/9 (0, 0) 0 4/9 c0
2 3 1/9 (0, 1) 2 1/9 c2
3 1 1/36 (1,−1) 8 1/36 c8
3 2 1/9 (1, 0) 1 1/9 c1
3 3 1/36 (1, 1) 5 1/36 c5

Tabla 3.1: Valores de velocidades discretas ck y pesos ωk, correspondientes a
cada i, j.

De la Ec. (3.15)
ω1ω1

π
=

1

36
(3.26)

Para otros valores de k los resultados están en la Tabla 3.1. De dicha Tabla

ωk =


4/9, k = 0

1/9, k = 1, 2, 3, 4

1/36, k = 5, 6, 7, 8.

(3.27)

Al expresar a la Ec. (3.22) en términos de ck y ωk obtenemos

f
(eq)
k (r) = ωkρ

[
1 +

3(ck · u)

c2
+

9(ck · u)2

2c4
− 3u2

2c2

]
. (3.28)

En términos generales con el MEBR podemos estudiar el transporte de ma-
sa y cantidad de movimiento de un fluido isotérmico. La idea es utilizar a la
ecuación de transporte de Boltzmann en redes, Ec. (3.2), ya que con ésta descri-
bimos la evolución temporal de las funciones de distribución. En esta ecuación
el término de relajación contiene a la función de distribución de velocidades
en equilibrio local de Maxwell-Boltzmann, que al expresarla en forma discreta
está dada por la Ec. (3.28). Con estas dos ecuaciones podemos obtener a las
funciones de distribución de las part́ıculas fk en t+∆t. Para calcular las propie-
dades locales del fluido, de la Ec. (2.27) y Ec. (2.28), la densidad la podemos
escribir como

ρ(r, t) = m
∑
k

fk(r, t) (3.29)
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y la velocidad

u(r, t) =
1

ρ

∑
k

ckfk(r, t). (3.30)

A través de la expansión de Chapman-Enskog podemos llegar de la Ec. (3.2)
a las ecuaciones de la mecánica de fluidos. El procedimiento que se lleva a cabo
es relacionar al mundo microscópico y al macroscópico a través de la técnica
multiescalas. También se tiene que hacer una expansión a segundo orden para
recuperar las ecuaciones de conservación de masa y cantidad de movimiento
[9, 10, 11, 12]. Se puede demostrar que

ν = c2s

(
τ − 1

2

)
. (3.31)

con ν la viscosidad cinemática y cs = 1/
√

3 [11, 25].

3.3. Ondas de Choque

En esta sección utilizamos el método de la ecuación de transporte de Boltz-
mann en redes (MEBR) para simular numéricamente la formación y evolución de
una onda de choque debida a un gradiente de densidad en un fluido isotérmico.
Los resultados muestran un acuerdo numérico con las relaciones de Rankine-
Hugoniot.

Un fluido ocupa una cavidad con una división a la mitad y con densidades
ρ+ en la mitad izquierda y ρ− en la derecha, como mostramos en la Fig. 3.2,
con ρ+ > ρ−. A t = 0 quitamos la pared de en medio, por lo que hay una onda
de compresión de la región de densidad alta a la de densidad baja y una onda
de rarefacción en la región de densidad baja.

La cavidad está cerrada en las paredes verticales y horizontales, por lo que
usamos la condición a la frontera de rebote a la mitad del camino, presentada
en el Apéndice A.2. Dada la simetŕıa del problema la densidad ρ y la velocidad
horizontal u no dependen de la coordenada vertical y las evaluamos como el
promedio en la dirección vertical en cada tiempo y posición horizontal.

Las cantidades adimensionales, que denotamos con el supeŕındice ∗, se de-
finen como

x∗ =
x

lx
, t∗ = t

ν

l2x
, u∗x = u

lx
ν
, ρ∗ =

ρ

ρ+
, (3.32)

con lx la longitud horizontal de la cavidad y ν dada por la Ec. (3.31).
Mostramos los resultados de la simulación para la densidad ρ∗ como función

del tiempo t∗ en la Fig. 3.3. Para t∗ > 0 hay una onda de compresión que viaja
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ρ+ ρ−

Figura 3.2: Fluido confinado a una cavidad con dos secciones a distintas densi-
dades ρ+ > ρ−

hacia la derecha y una de rarefacción que viaja hacia la izquierda dejando una
sección central a una densidad ρ∗c . En dicha sección el fluido se mueve hacia la
derecha con una velocidad u∗c , como mostramos en la Fig. 3.4. Estos resultados
coinciden con los valores que se obtienen de las relaciones de Rankine-Hugoniot
dadas por [27]

u2oc = rc2s, (3.33)

uc =
r − 1√
r
cs, (3.34)

ρc = rρ−. (3.35)

En estas expresiones uoc es la velocidad de la onda de compresión y r es la
solución de

log r +
r − 1√
r

= log
ρ+
ρ−
. (3.36)

Para encontrar la velocidad de la onda de rarefacción uor usamos

u2or = rc2s, (3.37)

con r la solución de

log r +
r − 1√
r

= log
ρ−
ρ+
. (3.38)

Las rectas horizontales en las Figs. 3.3 y 3.4 marcan los valores de ρ∗c y u∗c
respectivamente que se obtienen de las relaciones de Rankine-Hugoniot.
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Figura 3.3: La densidad ρ∗ como función de la posición x∗ a diferentes tiempos.
El refinamiento de malla es de lx = 200 y ly = 100 con lx y ly el ancho y
la altura de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es τ = 1.0,
ρ+ = 0.9 y ρ− = 0.3. El valor de la densidad en la región central es ρ∗c = 0.5754
con r = 1.72606.
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Figura 3.4: La velocidad u∗x como función de la posición x∗ para los tiempos
t∗ = 0, “×”, t∗ = 1.5 × 10−4, “�”, t∗ = 3.0 × 10−4, “�” y t∗ = 4.5 × 10−4,
“4”. El refinamiento de malla es de lx = 200 y ly = 100 con lx y ly el ancho
y la altura de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es τ = 1.0
con ρ+ = 0.9 y ρ− = 0.3. El valor de la velocidad en la región del centro es
u∗c = 382.88 de acuerdo con las Ecs. (3.34) y (3.36).
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Figura 3.5: La densidad ρ∗ como función de x∗− u∗oct
∗ a diferentes tiempos. El

refinamiento de malla es de lx = 200 y ly = 100 con lx y ly el ancho y la altura
de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es τ = 1.0 con ρ+ = 0.9
y ρ− = 0.3. El valor de la densidad en la región central es ρ∗c = 0.5754.
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Figura 3.6: La densidad ρ∗ como función de x∗+ u∗ort
∗ a diferentes tiempos. El

refinamiento de malla es de lx = 200 y ly = 100 con lx y ly el ancho y la altura
de la malla respectivamente. El tiempo de relajamiento es τ = 1.0 con ρ+ = 0.9
y ρ− = 0.3. El valor de la densidad en la región central es ρ∗c = 0.5754.

En la Fig. 3.5 presentamos la onda de compresión en diferentes tiempos.
Como se puede observar en el eje horizontal se tiene a x∗−u∗oct∗ con la finalidad
de poner a las diferentes ondas de compresión sobre el mismo valor en el eje
horizontal. Como se puede observar la onda de compresión representa un cambio
muy abrupto entre la región de la densidad ρ− y la que tiene densidad ρc. Este
resultado indica que uoc es la velocidad de la onda de compresión. Dado que
r = 1.72606 uoc > cs, la onda de compresión es supersónica.

Para la onda de rarefacción r = 0.579287 por lo que uor < cs. En la Fig. 3.6
mostramos la evolución de la onda de rarefacción en diferentes tiempos. En el
eje horizontal se tiene x∗ + u∗ort

∗ con el objetivo de mostrar todos curvas sobre
el mismo valor en el eje horizontal. Como se puede ver en la Fig. 3.6 la onda de
rarefacción va disminuyendo su pendiente en la medida que aumenta el tiempo,
sin embargo el valor de la velocidad permanece constante en x∗ + u∗ort

∗ = 0.5.
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3.4. La ecuación de transporte de Boltzmann en redes
para el campo de temperaturas

Para el estudio de flujos con transporte de calor se han empleado variantes
del MEBR que se pueden agrupar en dos, el de múltiples velocidades [14, 28]
y el de dos funciones de distribución [4, 6, 29]. Este último modelo, que pre-
senta ventajas en estabilidad, consiste utilizar la Ec. (3.2) para las funciones de
distribución de part́ıculas y a la Ec. (3.42) para las funciones de distribución de
temperatura. En el MEBR con dos funciones de distribución se han formulado
diferentes esquemas como el que propone He [10], donde hace una expansión
a segundo orden de la función de distribución de velocidades para el equilibrio
local con el fin de incorporar la disipación de calor por efectos de viscosidad y
al trabajo de compresión debido a la presión. Otro esquema es el que propone
Peng [24]. En este trabajo seguimos el esquema que propone Shan [4], usado
en otros trabajos [5, 6, 7, 30, 31].

En lo que sigue mostramos una manera de usar el MEBR con dos funciones
de distribución, una para las part́ıculas y otra para la temperatura. Para las
part́ıculas

fk(r + ck∆t, t+ ∆t) = fk(r, t) +
∆t

τ

[
f
(eq)
k (r, t)− fk(r, t)

]
+ Fk (3.39)

con Fk el término de Boussinesq [17, 24], dado por

Fk = −3ωkgβ(T − T0)cky. (3.40)

En esta expresión T0 es la temperatura de referencia, g la aceleración de la
gravedad que está en la dirección del eje y negativo, β el coeficiente de expansión
térmico y cky la proyección de ck en el eje y. Escribimos la temperatura T en
un sitio r al tiempo t como

T (r, t) =
∑
k

Tk. (3.41)

con Tk las funciones de distribución de la temperatura, que obedecen a la ecua-
ción de transporte

Tk(r + ck∆t, t+ ∆t) = Tk(r, t) +
∆t

τT

[
T
(eq)
k (r, t)− Tk(r, t)

]
(3.42)

con τT el tiempo de relajamiento a las funciones de distribución de la tempera-

tura en equilibrio T
(eq)
k .



24 El MEBR

Las funciones de distribución de la temperatura en equilibrio T
(eq)
k se obtie-

nen por un procedimiento similar al usado para las funciones de distribución en

equilibrio f
(eq)
k , con la diferencia de que la expansión de Taylor se hace a primer

orden y con esto es suficiente para recobrar a la ecuación de conservación de

enerǵıa. La función de velocidades para el equilibrio T
(eq)
k es

T
(eq)
k = ωkT (1 + 3ck · u) , (3.43)

con T dada por la Ec. (3.41).
La relación entre la difusividad térmica α y el tiempo de relajamiento τT es

[11, 17]

α = c2s

(
τT −

1

2

)
. (3.44)

3.5. Convección de Rayleigh-Bénard

En la forma más sencilla de convección de Rayleigh-Bénard (CRB) un fluido
está confinado entre dos paredes horizontales, la inferior a la temperatura Tinf
y la superior a la temperatura Tsup con Tinf > Tsup. La explicación de este
fenómeno f́ısico se debe que un gradiente de temperaturas en un fluido da lugar
a un gradiente de densidad, si el gradiente de densidad es lo suficientemente
fuerte para vencer a las fuerzas viscosas, éste dará lugar a un flujo de masa que
definirá una celda convectiva.

Los parámetros adimensionales, que denotamos con un supeŕındice ∗ del
problema son

t∗ = t
α

l2y
, v∗y = v

ly
α
, T ∗ =

T − T0
Tinf − T0

, (3.45)

con ly la altura de la cavidad y α la difusividad térmica dada por la Ec. (3.44).
En lo que sigue T0 = Tsup con T0 la temperatura de referencia de la Ec. (3.40).

Para simular la CRB usamos el MEBR con dos funciones de distribución,
presentado en la Sec. 3.4. Consideramos un fluido confinado a una cavidad con
una longitud horizontal lx = 100 y una altura ly = 50, el fluido tiene una
densidad ρ = 1 y debido a que deseamos saber el comportamiento del fluido
aire, tomamos el valor de Prandtl con Pr = 0.71. Las condiciones a la frontera
son a temperatura constante Tinf y Tsup en las paredes horizontales inferior
y superior respectivamente, implementadas en el MEBR con la condición de
rebote a la mitad del camino para las funciones de distribución de part́ıculas,
Apéndice A.2, y con la condición de temperatura constante en las funciones



3.5 Convección de Rayleigh-Bénard 25

de distribución de temperatura, Apéndice A.3. En las paredes verticales de la
cavidad usamos la condición periódica a la frontera, Apendice A.1.

El número de Rayleigh Ra relaciona las propiedades intŕınsecas del fluido
como la difusividad térmica α, la viscosidad cinemática ν y el coeficiente de
expansión térmico β con el gradiente de temperaturas ∆T = Tinf − Tsup.
Está definido por

Ra =
gβ∆T l3y
να

. (3.46)

Para realizar las simulaciones numéricas del problema con el fluido aire,
debemos relacionar a estas variables con las que usamos en el MEBR y pos-
teriormente validar estos resultados a través del número de Rayleigh cŕıtico
Rac. Para Ra > Rac el transporte de calor es por convección. Para lx = 2ly,
Rac = 1707.762 [4]. En el MEBR con dos funciones de distribución asignamos
valores fijos a todos los parámetros del método menos uno y buscamos el valor
de este último. Proponemos que g = 0.001, β = 0.1, ρ = 1.0 y Pr = 0.71 que
corresponde con el aire. Al fijar estos parámetros, tomamos como parámetro
libre al tiempo de relajamiento τ , o lo que es lo mismo a la viscosidad ν.

En la Fig. 3.7 presentamos la evolución temporal de la velocidad vertical
máxima v∗max para diferentes números de Ra cuando fijamos el valor de τ = 0.7.
La función que define el comportamiento se ajustó a

v∗max(t) = Aeζt, (3.47)

donde A es una constante y ζ es la tasa de crecimiento de la velocidad vertical
máxima. Cuando v∗max decrece en el tiempo no hay convección, cuando crece śı y
eventualmente alcanza un valor constante. El valor de Rac es el que corresponde
a un cambio en el crecimiento de v∗max, o cuando ζ = 0.

En la Fig. 3.8 mostramos a la tasa de crecimiento de la velocidad vertical
máxima ζ en función de Ra para diferentes tiempos de relajamiento. Como
podemos observar hay una relación lineal entre ζ y Ra cuando fijamos a la
variable τ . Del ajuste lineal podemos encontrar el valor Rac(τ) para el cual
ζ = 0. De la Fig. 3.8 vemos que Rac(τ = 0.7) = 1708 ' 1707.762. Concluimos
que con g = 0.001, β = 0.1, ρ = 1.0, τ = 0.7 y dado Pr = 0.71, τT = 0.7817,
nos permiten simular la CRB para el aire con el MEBR.

En la Fig. 3.9 mostramos la formación de una celda convectiva de aire con
Pr = 0.71 y Ra = 18, 000.
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Figura 3.7: La velocidad vertical máxima como función del tiempo para diferen-
tes números Rayleigh Ra. Las ĺıneas continuas son el ajuste de la Ec. (3.47).
Para Ra = 1660 con A = 0.17403 ± 2e − 05 y ζ = −0.32331 ± 5e − 05,
Ra = 1680 con A = 0.17506 ± 2e − 05 y ζ = −0.18849 ± 3e − 05,
Ra = 1700 con A = 0.17620± 1e− 05 y ζ = −0.05504± 2e− 05, Ra = 1720
con A = 0.17822 ± 3e − 05 y ζ = 0.07518 ± 4e − 05 y Ra = 1740 con
A = 0.1866± 4e− 04 y ζ = 0.1930± 3e− 04. El refinamiento de malla es de
lx = 100 y ly = 50 con lx y ly el ancho y la altura de la malla respectivamente.
El tiempo de relajamiento es τ = 0.7, ρ = 1.0 y Pr = 0.71.
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Figura 3.8: Tasa de crecimiento de la velocidad vertical máxima ζ en función del
número Rayleigh Ra para diferentes tiempos de relajamiento, τ . Los resultados
se pueden ajustar a la recta ζ = mRa+b. Para τ = 0.7 con m = 0.006690±1e−
05 y b = −11.43±0.02, τ = 0.8 con m = 0.00666±1e−05 y b = −11.39±0.03,
τ = 1.0 con m = 0.00665 ± 6e − 05 y b = −11.4 ± 0.1 y τ = 1.2 con
m = 0.00654 ± 3e − 05 y b = −11.21 ± 0.04. El refinamiento de malla es de
lx = 100 y ly = 50 con lx y ly el ancho y la altura de la malla respectivamente.
El número de Prandtl es Pr = 0.71 y ρ = 1.0.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.9: El campo de temperaturas y velocidades con el número Rayleigh de
Ra = 18, 000. El campo de temperaturas está representado por 20 isotermas
igualmente espaciadas entre 0 y 1. En (a) y (f) t∗ = 0.04267, en (c) y (d)
t∗ = 0.133 y en (e) y (f) t∗ = 0.133 que representa al estado estacionario. El
refinamiento de malla es de lx = 100 y ly = 50 con lx y ly el ancho y la altura
de la malla respectivamente. El número de Prandtl es Pr = 0.71, Ra = 18, 000
y τ = 0.7.
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3.6. Conclusiones

En este caṕıtulo presentamos el método de la ecuación de transporte de
Boltzmann en redes (MEBR) para flujos isotérmicos y con transporte de calor
en el caso de la convección natural. En el primer caso, usamos el método en el
problema de la formación de ondas de choque por diferencia de densidad. Los
resultados numéricos están de acuerdo con las relaciones de Rankine-Hugoniot.

Para la convección natural, validamos al MEBR al comparar los resultados
con el valor registrado de Rac = 1707.762.
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Caṕıtulo 4

Conducción de calor con el
método de la ecuación de

transporte de Boltzmann en
redes

4.1. Introducción

En este caṕıtulo usamos el método de la ecuación de transporte de Bol-
tzmann en redes (MEBR) para simular el transporte de calor en sólidos. La
motivación de este caṕıtulo es por que en un bloque se presenta transporte de
calor tanto en un medio sólido como en un flúıdo.

En la Sec. 4.2 estudiamos el transporte de calor en un sólido bidimensional
cuyos extremos se mantienen a diferentes temperaturas. Los resultados numéri-
cos comparan favorablemente con los que se obtienen con el método de elemento
finito (MEF).

En la Sec. 4.3 presentamos el procedimiento que seguimos para encontrar la
relación entre la conductividad térmica k y el tiempo de relajamiento τT . Esta
relación nos permite utilizar un nuevo esquema para implementar en el MEBR
la condición a la frontera de continuidad en el flujo de calor. En esta sección
utilizamos la condición a la frontera para una interfase entre dos sólidos, sin
embargo también es válida para una interfase entre un sólido y un flúıdo.
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T (x, 0, t) = Tinf

T (x, ly, t) = Tsup

k

ly

lx

x

y

Figura 4.1: Esquema del bloque de material sólido. La pared inferior está en
contacto con un baño térmico a la temperatura Tinf y la pared superior con un
baño térmico a la temperatura Tsup. El ancho del bloque es lx y la altura es ly.

En la Sec. 4.3 validamos la condición a la frontera que proponemos con el
problema de transporte de calor en un sólido compuesto por dos materiales con
diferente conductividad térmica. El caṕıtulo termina con algunas conclusiones.

4.2. Conducción de calor en un sólido

En esta sección mostramos como usar el MEBR para el flujo de enerǵıa en
un sólido. Comparamos nuestros resultados con los obtenidos con el método de
elemento finito (MEF).

Consideramos un sólido bidimensional como mostramos en la Fig. 4.1. Los
extremos inferior y superior se mantienen en contacto con baños térmicos a
las temperaturas Tinf y Tsup respectivamente con Tinf > Tsup. Inicialmente el
sólido se encuentra a la temperatura Tsup.

Para resolver el problema mediante el MEBR se debe tener claro que no es
necesario que incorporemos a las funciones de distribución de part́ıculas, dado
que es un sólido. Únicamente tomamos a las funciones de distribución Tk(r, t),
como se vio en la Sección 3.4.

El punto de partida es la ecuación de transporte de enerǵıa o la temperatura,
Ec. (3.43), con

T
(eq)
k (r, t) = ωkT (4.1)
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ya que u = 0. El valor de T está dado por la Ec. (3.41).
En las paredes horizontales utilizamos las condiciones a la frontera de tempe-

ratura constante, Apéndice A.3, y en las paredes verticales condiciones periódi-
cas a la frontera, Apéndice A.1. Dada la simetŕıa del problema la temperatura no
depende del eje x y los resultados que presentamos los evaluamos en x = lx/2.

La ecuación de calor es

∂T

∂t
= α

[
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

]
(4.2)

con α la difusividad térmica dada por

α =
k

ρcp
(4.3)

y k la conductividad térmica, ρ la densidad y cp el calor espećıfico a presión
constante. Dado que la temperatura no depende de la posición horizontal, en
el estado estacionario

α
∂2T

∂y2
= 0. (4.4)

Con las condiciones a la frontera de la Fig. 4.1, la temperatura en el estado
estacionario está dada por

T (y) =
Tsup − Tinf

ly
y + Tinf . (4.5)

En el MEF la ecuación de calor, Ec. (4.2) toma la forma [32]

T (x, y, t+ ∆t)− T (x, y, t) = Fo{[T (x−∆x, y, t)− 2T (x, y, t)+

T (x+ ∆x, y, t)] + [T (x, y + ∆y, t)−
2T (x, y, t) + T (x, y −∆y, t)]}. (4.6)

con Fo el número de Fourier dado por

Fo = α
∆t

∆y2
. (4.7)

En dos dimensiones, el método es estable si Fo < 1/4 [32] . En la Fig. 4.2
vemos que hay un acuerdo numérico entre los dos métodos. Presentamos los
resultados usando cantidades adimensionales, que denotamos con el supeŕındice
∗, definidos por

y∗ =
y

ly
, t∗ = t

α

l2y
, T ∗ =

T − Tsup
Tinf − Tsup

, (4.8)

con ly la longitud caracteŕıstica, Fig. 4.1.
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Figura 4.2: La temperatura T ∗ como función de la altura y∗ a distintos tiempos
para el MEF, “©”, y para el MEBR, “×”. De abajo hacia arriba t∗ = 0,
t∗ = 0.02, t∗ = 0.08, t∗ = 0.2 y t∗ = 0.7. La ĺınea continua es la Ec. (4.5). El
refinamiento de malla es lx = 50 y ly = 100 con lx y ly el ancho y la altura de
la malla respectivamente. También ∆t = 1, ∆y = 1 y α = 0.1.
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4.3. Conductividad y difusividad térmica

La Ec. (4.3) establece la relación entre la conductividad térmica k y la
difusividad térmica α a traves de la densidad ρ y el calor espećıfico cp. En el
MEBR α está dada por la Ec. (3.44) que es el único parámetro libre del método
en el transporte de calor en un sólido. El objetivo de está sección es usar el
MEBR para encontrar la relación entre k y τT , o el valor de ρcp.

De acuerdo a la ley de Fourier para la conducción de calor,

q = −k∇T (4.9)

con q el flujo de calor por unidad de área. En el MEBR se puede definir el flujo
de calor q como [16]

q =
∑
k

(ck − u)Tk(r, t). (4.10)

En un sólido u = 0, por lo que

q =
∑
k

ckTk(r, t). (4.11)

Usando el MEBR encontramos q y ∇T por lo que podemos conocer la
conductividad térmica k como función ya sea del tiempo de relajamiento τT o
de la difusividad térmica α. En el estado estacionario q no depende de la posición
ya que ∇T = ∆T/ly y por la simetŕıa del problema está en la dirección vertical.
En la Fig. 4.3 mostramos el flujo de calor en la dirección y, qy como función del
tiempo para diferentes valores de ∆T . En todos los casos se alcanza un valor
estacionario que presentamos en la Fig. 4.4 para diferentes valores del tiempo
de relajamiento τT . Para cada valor de τT hay una relación lineal entre qy y
−∆T/ly, por lo que la pendiente es la conductividad térmica. Es decir

qy = −k∆T

ly
(4.12)

que es la ley de Fourier para conducción de calor con k una función de τT
que corresponde con la pendiente de las rectas de la Fig. 4.4. En la Fig. 4.5
mostramos que k depende linealmente de τT de acuerdo a

k(τT ) =
τT
3
. (4.13)

Este resultado es fundamental para poder simular flujos con transporte de
calor conjugado.
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Figura 4.3: Flujo de calor en la dirección vertical qy como función del tiempo t
para diferentes gradientes de temperatura ∆T . El refinamiento de malla es de
lx = 50 y ly = 100 con lx y ly el ancho y la altura de la malla respectivamente.
En todas las simulaciones τT = 3.0, Tsup = 0.1 y de abajo hacia arriba Tinf =
1.0, 3.0, 5.0, 7.0 y 10.0.
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Figura 4.4: Flujo de calor en la dirección vertical y en estado estacionario como
función de −∆T/ly para diferentes tiempos de relajamiento τT . El flujo de calor
es el tomado de la Fig. 4.3 independiente del tiempo. El refinamiento de malla
es de lx = 50 y ly = 100 con lx y ly el ancho y la altura de la malla.
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Figura 4.5: Relación entre la conductividad térmica y el tiempo de relajamiento.
Los resultados pueden ajustarse a k(τT ) = mτT +b con m = 0.336699±1e−07
y b = 5.2e− 06± 3e− 06.
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T (x, 0, t) = Tinf

T (x, ly, t) = Tsup

k1

k2

a

ly

lx

x

y

Figura 4.6: Esquema de un bloque compuesto de dos materiales sólidos con
diferentes conductividad térmica. El ancho del bloque es lx y su altura ly. La
altura del material inferior es a y la del material superior es ly − a. La pared
horizontal inferior está en contacto con un baño térmico a la temperatura Tinf
y la pared superior con un baño térmico a la temperatura Tsup.

4.4. Conducción de calor en dos sólidos

Una vez que hemos encontrado la relación que hay entre la conductividad
térmica y el tiempo de relajamiento podemos estudiar el transporte de calor
en una barra compuesta de dos materiales sólidos con diferente conductividad
térmica.

Consideremos una barra hecha de dos materiales sólidos que tiene una lon-
gitud lx en el eje horizontal y una altura ly. El material sólido con conductividad
térmica k1 tiene una altura a y el segundo con conductividad térmica k2 tie-
ne una altura ly − a, como mostramos en la Fig. 4.6. Las paredes horizontales
están en contacto con baños térmicos a Tinf y Tsup con Tinf > Tsup en la pared
inferior y superior respectivamente. Estas condiciones a la frontera las implemen-
tamos en el MEBR con la condición de temperatura constante, Apéndice A.3.
En las paredes verticales usamos condición periódica a la frontera, Apéndice A.1.
La condición en la interfase entre los dos materiales sólidos, en y = a como
mostramos en la Fig. 4.6, debe satisfacer la condición de continuidad del flujo
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de calor que se expresa como

− k1
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=a(−)

= − k2
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=a(+)

. (4.14)

La derivada en el término del lado izquierdo de la ecuación anterior es evaluada
en a por la izquierda y la del término del lado derecho es evaluada en a por la
derecha.

Para satisfacer la condición de continuidad en el flujo de calor en la región de
la interfase entre los dos materiales sólidos, obtenemos la conductividad térmica
con la Ec. (4.13) y la evaluamos en la Ec. (4.14). La forma en la que implemen-
tamos esta condición a la frontera en el MEBR se explica en el Apéndice A.4.
La solución anaĺıtica del problema en estado estacionario está dada por

T (y) =


Ta − Tinf

a
y + Tinf 0 ≤ y ≤ a

Tsup − Ta
ly − a

(y − ly) + Tsup a < y ≤ ly.
(4.15)

con Ta la temperatura en la interfase entre los dos sólidos. Para encontrar Ta
usamos la Ec. (4.14) que establece la continuidad del flujo de calor. De la
Ec. (4.15)

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=a(+)

=
Ta − Tinf

a
,

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=a(−)

=
Tsup − Ta
ly − a

. (4.16)

Encontramos que

Ta =
k1Tinf/a+ k2Tsup/(ly − a)

k1/a+ k2/(ly − a)
. (4.17)

En las Figs. 4.7 y 4.8 presentamos los resultados que obtuvimos de las simu-
laciones numéricas. Para todos los casos se está suponiendo que la altura de los
dos materiales es igual, a excepción de la Fig. 4.7 (a). Como se puede observar
en las Figs. 4.7 y 4.8, la evolución temporal de la temperatura bajo cualquiera
de las simulaciones numéricas convergen a la solución en el estado estacionario
de la ecuación de calor, Ec. (4.15). Comparamos los resultados numéricos en
estado estacionario con el valor Ta dado por la Ec. (4.17) y obtuvimos un error
de 0.006 %.

En la Fig. 4.7 (b) las dos conductividades térmicas son iguales, por lo que
el perfil de temperaturas en estado estacionario es una ĺınea recta, de la misma
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Figura 4.7: La temperatura T ∗ como función de la altura y∗ a diferentes tiempos.
El refinamiento de malla es lx = 50 y ly = 100 con lx y ly el ancho y la altura de
la malla respectivamente. La temperatura Tinf = 7 y Tsup = 3. (a) a∗ = 0.25,
k1 = 0.233 y k2 = 2.0. En (b) a∗ = 0.5, k1 = k2 = 2.0.
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Figura 4.8: La temperatura T ∗ como función de la altura y∗ a diferentes tiem-
pos para un sólido compuesto de dos materiales con distintas conductividades
térmicas k1 y k2. El refinamiento de malla es lx = 50 y ly = 100 con lx y ly
el ancho y la altura de la malla respectivamente. La temperatura Tinf = 7 y
Tsup = 3. (a) a∗ = 0.5, k1 = 0.233 y k2 = 2.0. (b) a∗ = 0.5, k1 = 2.0 y
k2 = 0.233.
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forma que la Fig. 4.2. En la Fig. 4.8 (a) consideramos que el sólido inferior
tiene una conductividad térmica k1 de un orden de magnitud menor al que se
encuentra en la sección de arriba k2. Esta diferencia se refleja en la pendiente
mayor que se forma en el perfil de temperaturas del sólido inferior en compa-
ración con la del sólido superior. En el caso de la Fig. 4.8 (b), el valor de k se
intercambia en las secciones, k1 > k2, y por lo tanto el sólido superior tiene un
perfil de temperaturas con una pendiente mayor.

4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo presentamos el problema de transporte de calor en un sólido
y en un sólido compuesto de dos materiales de diferente conductividad térmi-
ca. Para el primer caso comparamos los resultados del MEBR con el MEF y
encontramos un acorde numérico.

Para llegar a la condición que satisface la continuidad del flujo de calor,
encontramos la relación que hay entre la conductividad k térmica y el tiempo
de relajamiento τT . Con esta relación proponemos un nuevo esquema para im-
plementar en el MEBR la condición de continuidad del flujo de calor en una
interfase entre dos medios, dicho esquema lo mostramos en el Apéndice A.4

El problema de transporte de calor en un sólido compuesto de dos materiales
lo hemos utilizado para validar la condición a la frontera de continuidad en el
flujo de calor. Los resultados convergen con la solución de la ecuación de calor
en estado estacionario.
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Caṕıtulo 5

Transferencia de calor
conjugada

5.1. Introducción

En este caṕıtulo usamos el método de la ecuación de transporte de Boltz-
mann en redes (MEBR) para simular el transporte de calor conjugado en un
modelo de un bloque de construcción con sistema de vigueta y bovedilla.

El estudio de la transferencia de calor en un bloque usado en la construcción
de vivienda ha atráıdo la atención en fechas recientes debido a la búsqueda de
un confort térmico en las habitaciones y un ahorro de enerǵıa. Dichos estudios
se han realizado en forma experimental y numérica para diferentes segmentos
de la envoltura de la edificación, ya sea en el muro o en el techo [1, 2, 3, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].

Para el estudio del transporte de calor conjugado en un modelo de un bloque,
en la Sec. 5.2 estudiamos en primer lugar el transporte de calor en la cavidad, en
donde sólo está el fluido, y en segundo lugar el transporte de calor evaluado en
la superficie inferior y superior de las paredes horizontales externas del bloque.
Para el transporte de calor en el fluido definimos el promedio espacial del número

Rayleigh Ra, el promedio espacial y temporal del número Rayleigh Ra y el
promedio temporal del número Nusselt Nu. Con estos valores encontramos

que el transporte de calor presenta cambios en valores cŕıticos de Ra. El valor
cŕıtico en el cual se presenta la transferencia de calor por convección lo hemos
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Figura 5.1: Sistema constructivo de vigueta y bovedilla. La bovedilla es el bloque
que descansa sobre dos viguetas paralelas.

denotado Ra1. Para el transporte de calor en el sólido, comparamos el flujo de
calor promedio q evaluado en las paredes superficiales horizontales externas del
bloque. Encontramos que hay una diferencia entre estas dos cantidades cuando
el gradiente de temperaturas ∆T es mayor que ∆T1 con ∆T1 el valor del
gradiente de temperaturas que corresponde con Ra1. Al evaluar al flujo de calor
promedio en la pared horizontal inferior externa del bloque qinf encontramos
que sigue un comportamiento lineal para ∆T < ∆T1 y sigue una ley de potencia
para ∆T > ∆T1.

En la Sec. 5.3 mostramos el flujo de calor que se presenta en un d́ıa prome-
dio para un techo con diferentes absortancias. El caṕıtulo termina con algunas
conclusiones.

5.2. Transferencia de calor conjugada

En la Fig. 5.1 mostramos el esquema bajo el cual se construye un techo
de vigueta y bovedilla. La construcción consiste en apoyar las viguetas sobre
los muros y sobre éstas se soportan las bovedillas, posteriormente se coloca
encima una malla soldada y finalmente se cuela cemento. Consideramos un
techo horizontal.

Como una primera aproximación al estudio del transporte de calor conjugado
en una bovedilla consideramos solo una celda de la misma, como mostramos en
la Fig. 5.2. Las paredes de la cavidad tienen un espesor ls y una conductividad
térmica ks, el fluido ocupa la cavidad interior de lados lf y tiene una conductivi-
dad térmica kf . El material del bloque es hormigón y el fluido que se encuentra
en la cavidad es aire. La pared inferior del bloque está a la temperatura Tinf y
la pared superior a la temperatura Tsup. Estas temperaturas vaŕıan durante el
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T (x, 0, t) = Tinf

T (x, l, t) = Tsup

Figura 5.2: Sección transversal de una de las cavidades de la bovedilla. Las
dimensiones del bloque son l el largo y ancho del bloque, ls el espesor del
material de hormigón y lf el largo y ancho de la cavidad del bloque.

d́ıa.
Los parámetros adimensionales, que denotamos con un supeŕındice ∗, del

problema son

r∗ =
r

l
, u∗ = u

lf
α
, t∗ = t

α

l2
, T ∗ =

T − Tsup
Tinf − Tsup

(5.1)

con α dada por la Ec. (3.44).
En la simulación numérica que realizamos a través del MEBR para el trans-

porte de calor conjugado de la cavidad bidimensional de la Fig. 5.2, utilizamos
las condiciones a la frontera del Apéndice A. En las paredes inferior y supe-
rior a las temperaturas Tinf y Tsup respectivamente, usamos las condiciones de
frontera de temperatura constante, Apéndice A.3. Dado que podemos pensar
que hay varias celdas de la bovedilla contiguas entre śı, en las paredes verti-
cales exteriores de la celda consideramos condiciones periódicas a la frontera,
Apéndice A.1. En la interfase sólido-fluido, usamos en el sólido la condición a la
frontera de continuidad en el flujo de calor, Apéndice A.4. Para el fluido usamos
la condición a la frontera de rebote a la mitad del camino para la función de
distribución de part́ıculas, Apéndice A.2, y condición de continuidad en el flujo
de calor en la función de distribución de la temperatura, Apéndice A.4.

Para la condición inicial, consideramos el bloque dividido en tres secciones
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Figura 5.3: Bloque de la Fig. 5.2 dividido en tres secciones.

como mostramos en la Fig. 5.3. Para las secciones de la derecha y la izquierda, la
condición inicial es la solución de la ecuación de calor en estado estacionario, es
decir, la temperatura vaŕıa linealmente entre Tinf y Tsup en la dirección vertical.

En la sección central de la Fig. 5.3 la condición inicial es también el estado
estacionario de la ecuación de calor. Suponiendo que la temperatura es solo
función de y, las condiciones a la frontera en la sección central son

T (0) = Tinf T (l) = Tsup (5.2)

−ks
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=l

(−)
s

= −kf
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=l

(+)
s

(5.3)

−kf
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=(ls+lf )(−)

= −ks
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=(ls+lf )(+)

(5.4)

La solución de la ecuación de calor en estado estacionario es

T (y) =



Tsup − Tinf
2ls + (ks/kf )lf

y + Tinf 0 ≤ y ≤ ls

Tsup − Tinf
2ls + (ks/kf )lf

[
ks
kf

(y − ls) + ls

]
+ Tinf ls < y ≤ (ls + lf )

Tsup − Tinf
2ls + (ks/kf )lf

(y − l) + Tsup (ls + lf ) < y ≤ l.
(5.5)
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(a) (b)

Tsup

Tinf

0 ls ls + lf l

T

y

Figura 5.4: (a) La temperatura inicial T como función de la altura y. La ĺınea
recta corresponde al perfil de temperaturas en las secciones laterales de la cavi-
dad, Fig. 5.3 y la ĺınea quebrada al perfil de temperatura en la sección central.
(b) Isotermas en la condición inicial.

En la Fig. 5.4 (a) mostramos la temperatura inicial en las tres secciones. Para
que las simulaciones sean un poco más rápidas, incorporamos una perturbación
a la temperatura constante inicial como mostramos en la Fig. 5.4 (b).

Para la función de distribución de las part́ıculas en el fluido de la sección
central, escogemos un estado de equilibrio a densidad constante.

Con el objetivo de que nuestras simulaciones numéricas nos describan el
fenómeno f́ısico que queremos estudiar, debemos relacionar a las propiedades
térmicas y cinemáticas del aire con los tiempos de relajamiento de las funciones
de distribución del fluido en el MEBR, τ y τT respectivamente. A su vez, las
propiedades térmicas del hormigón las tenemos que relacionar con el tiempo de
relajamiento correspondiente a la función de distribución de temperatura en el

material sólido, τ
(s)
T . Para el aire Pr = 0.71 y de la validación para la convección,

Sec. 3.5, encontramos τ = 0.7 y ρ = 1.0. De estos valores y la Ec. (4.13), que
relaciona a τT con k, la conductividad térmica del aire es kf = 0.2605. Dado
que la conductividad térmica del hormigón es 53 veces la del aire, ks = 13.8098

[41]. De aqúı τ
(s)
T = 41.429

Definimos T0 y T1 como las temperaturas en las interfases horizontales
sólido-fluido inferior y superior respectivamente. En la Fig. 5.5 mostramos a T ∗0
y T ∗1 como función de x∗ con ls < x < lf a diferentes tiempos. En t∗ = 0
mostramos el estado inicial y en t∗ = 0.4595 el perfil de temperaturas en estado
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Figura 5.5: (a) Perfil de la temperatura en la pared inferior de la interfase sólido-
flúıdo T ∗0 a lo largo de x∗ con ls < x < ls + lf para diferentes tiempos. De
arriba hacia a bajo t∗ = 0, t∗ = 2.34× 10−5, t∗ = 3.05× 10−4, t∗ = 0.00234 y
t∗ = 0.45948, (b) Perfil de la temperatura en la pared superior de la interfase
sólido-flúıdo T ∗1 a lo largo de x∗ para los tiempos de abajo hacia arriba t∗ = 0,
t∗ = 2.34× 10−5, t∗ = 3.05× 10−4, t∗ = 0.00234 y t∗ = 0.45948. En (a) y (b)
T (x, 0, t) = Tinf = 0.2 y T (x, l, t) = Tsup = 0.1, el refinamiento de malla es
de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con Pr = 0.71 y τ = 0.7
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Figura 5.6: Temperaturas promedio en la interfase sólido-fluido, T
∗
0 y T

∗
1, como

función del tiempo t∗. La ĺınea superior corresponde con la temperatura en la
pared inferior de la interfase sólido-flúıdo T

∗
0 y la ĺınea inferior con la temperatura

en la pared superior de la interfase sólido-flúıdo, T
∗
1. (a) Tinf = 0.2, (b) Tinf =

2.2, (c) Tinf = 4.2 y (d) Tinf = 6.2. En todos los casos Tsup = 0.1, el
refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con
Pr = 0.71 y τ = 0.7
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estacionario. En este caso particular en donde la donde Tinf = 0.2 y Tsup = 0.1
se llega a un estado estacionario en las temperaturas de la interfase pero no
necesariamente es aśı para otros casos.

Para poder definir un número de Rayleigh que caracterice al fluido definimos
los promedio espaciales T0 y T1 como

T0 =
1

lf

∫ ls+lf

ls

T (x, ls, t)dx, T1 =
1

lf

∫ ls+lf

ls

T (x, ls + lf , t)dx. (5.6)

En la Fig. 5.6 presentamos la evolución temporal de T0 y T1 para diferentes
valores de Tinf con Tsup constante. En la Fig. 5.6 (a) se llega a un valor de
estado estacionario mientras que en las Figs. 5.6 (b), (c) y (d) T0 y T1 fluctúan
en el tiempo.

Definimos el número de Rayleigh promedio Ra como

Ra(t) =
gβ(T0(t)− T1(t))l3f

να
. (5.7)

En la Fig. 5.7 presentamos la evolución temporal del número de Rayleigh
promedio Ra para diferentes valores de Tinf con Tsup constante. Como podemos
ver Ra llega a un valor de estado estacionario cuando Tinf = 0.2. Para los otros
casos Ra vaŕıa en el tiempo alrededor de un valor promedio que mostramos en
la figura. Denotamos a ese valor promediado, primero en el espacio y luego en

el tiempo como Ra definido por

Ra =
1

tmax − t0

∫ tmax

t0

Ra(t)dt (5.8)

con tmax el tiempo total de cómputo y t0 es un transiente.

Una vez que hemos definido Ra a través de la Ec. (5.8) calculamos el valor
cŕıtico para el cual se presenta el transporte de calor por convección natural en la
cavidad del bloque. Para encontrar este valor cŕıtico que hemos denotado como
Ra1, procedemos como en la Sec. 3.5. Encontramos la velocidad vertical máxima
v∗max y vemos que la Ec. (3.47) ajusta bien con los resultados numéricos. En la
Fig. 5.8 mostramos a la tasa de crecimiento de la velocidad vertical máxima ζ

en función del Ra y vemos que Ra1 = 4, 759.

En la Fig. 5.9 mostramos Ra como función del ∆T = Tinf − Tsup. Vemos

que Ra = m∆T + b con valores distintos de m y b para ∆T abajo de ∆T1
y arriba de este valor, con Ra(∆T1) = Ra1 el valor cŕıtico de Ra en el cual
se presenta la convección natural. De los valores Ra2 y Ra3 hablaremos más
adelante.
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Figura 5.7: El número de Rayleigh promedio Ra, Ec. (5.7), como función del
tiempo t∗. De abajo hacia arriba la temperatura en la pared inferior horizontal
externa T (x, 0, t) = Tinf es Tinf = 0.2, Tinf = 2.2, Tinf = 4.2, Tinf = 6.2,
Tinf = 8.2 y Tinf = 9.2. Los valores en el eje y que corresponden con las

ĺıneas horizontales son Ra dado por la Ec. (5.8). El refinamiento de malla es
de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200, con Tsup = 0.1, Pr = 0.71 y
τ = 0.7
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Figura 5.8: Tasa de crecimiento de la velocidad máxima sobre el eje y ζ en

función del número de Rayleigh promediado en espacio y tiempo Ra. Los resul-

tados pueden ajustarse a la recta ζ = mRa+ b con m = 0.00350± 6e− 05 y
b = −16.7 ± 0.6. La tasa de crecimiento, al igual que la Sec. 3.5, se ajustó a
la función v∗ymax

= Aeζt. La variable Ra1 denota el número Rayleigh promedio
cŕıtico para el cual se presenta transferencia de calor por convección natural
en nuestro sistema conjugado, Ra1 = 4, 759. El refinamiento de malla es de
l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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Figura 5.9: El número de Rayleigh promedio Ra, Ec. (5.8), en función del gra-
diente de temperaturas con ∆T = Tinf − Tsup, Ra1(∆T1 = 0.042) = 4, 759,
Ra2(∆T2 = 0.93) = 105, 470 y Ra3(∆T3 = 1.45) = 160, 267. Para ∆T < ∆T1

los resultados se pueden ajustar a Ra = m∆T + b con m = 113, 908 ± 8 y
b = −107±29 y para ∆T > ∆T1 con m = 106, 466±125 y b = −6, 261±590.
El refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200,
con Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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El flujo de calor q se define como [42]

q(r, t) = uT − k∇T (5.9)

con k = ks y u = 0 en el sólido y k = kf en el fluido.

En la Figs. 5.10 y 5.12 mostramos las isotermas a varios tiempos y en
las Figs. 5.11 y 5.13 los correspondientes flujos de calor q en la cavidad bajo
estudio con Tsup = 0.1 en los dos casos y Tinf = 0.2 en las Figs. 5.10 y 5.11
y Tinf = 6.2 en las Figs. 5.12 y 5.13. En Fig. 5.10 (a) mostramos el estado
inicial y en las Figs. 5.10 (b), (c), (d) y (e) mostramos la formación de la
celda convectiva. En la Fig. 5.10 (f) presentamos la celda convectiva en estado
independiente del tiempo. En la Fig. 5.11 presentamos el campo del flujo de
calor a los mismos tiempos de las isotermas de la Fig. 5.10.

En la Fig. 5.12 mostramos las isotermas de un fluido con Ra = 658, 474,
Tinf = 6.2 y Tsup = 0.1 como mostramos en la Fig. 5.7. En la Fig. 5.12 (a)
mostramos el estado inicial y en Fig. 5.12 (b) mostramos la formación de la
celda convectiva que llega a definirse en la Fig. 5.12 (c). En la Fig. 5.12 (d)
mostramos que la celda convectiva se comienza a deformar y llega a formar dos
celdas convectivas, como podemos ver en las Figs. 5.12 (e) y (f). El fluido para
este caso no llega a un estado estacionario. En la Fig. 5.13 mostramos el campo
de flujo de calor a los mismos tiempos de las isotermas de la Fig. 5.12.

El número de Nusselt es una medida del transporte de calor por convección
con respecto al transporte de calor por conducción [43]. En el sistema bajo
estudio donde el gradiente de temperaturas ∆T está en la dirección vertical el
número Nusselt Nu puede definirse como

Nu = 1 +

∫ ∫
v∗(x∗, y∗)T ∗(x∗, y∗)dx∗dy∗. (5.10)

Podemos definir el número Nusselt también como el flujo de calor (salvo por la
conductividad térmica) a través de las paredes horizontales, al cual denotamos
por Nuγ . Está dado por

Nuγ = −
∫
γ

∂T ∗

∂y∗
dx∗. (5.11)

con γ = 0, 1. El caso γ = 0 corresponde a la interfase inferior sólido-fluido y el
caso γ = 1 a la interfase superior. En estado estacionario los tres números de
Nusselt, Nu, Nu0 y Nu1 son iguales.

En la Fig. 5.14 presentamos Nu, Nu0 y Nu1. De esta figura vemos que
Nu, Nu0 y Nu1 son similares.
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Figura 5.10: Campo de temperaturas representado por 28 isotermas igualmente
espaciadas entre 0 y 1. El refinamiento de malla es de l = 280 y para la
sección del flúıdo lf = 200, con Pr = 0.71 y τ = 0.7. Las temperaturas en
las fronteras son T (x, 0, t) = Tinf = 0.2 y T (x, l, t) = Tsup = 0.1. (a) t∗ = 0,
(b) t∗ = 0.0235, (c) t∗ = 0.0469, (d) t∗ = 0.0586, (e) t∗ = 0.0704 y(f)
t∗ = 0.1878.
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Figura 5.11: Campo de flujo de calor. Los vectores del fluido están escalados al
doble de su tamaño. El refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección
del fluido lf = 200, con Pr = 0.71 y τ = 0.7. Las temperaturas en las fronteras
son T (x, 0, t) = Tinf = 0.2 y T (x, l, t) = Tsup = 0.1. En (a) t∗ = 0, (b)
t∗ = 4.69 × 10−3, (c) t∗ = 0.028, (d) t∗ = 0.094, (e) t∗ = 0.108 y (f)
t∗ = 0.127.
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Figura 5.12: Campo de temperaturas representado por 28 isotermas igualmente
espaciadas entre 0 y 1. El refinamiento de malla es de l = 280 y para la
sección del fluido lf = 200, con Pr = 0.71 y τ = 0.7. Las temperaturas en las
fronteras son T (x, 0, t) = Tinf = 6.2 y T (x, l, t) = Tsup = 0.1. (a) t∗ = 0, (b)
t∗ = 0.0047, (c) t∗ = 0.028, (d) t∗ = 0.094, (e) t∗ = 0.108 y (f) t∗ = 0.127.
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Figura 5.13: Campo de flujo de calor. El refinamiento de malla es de l = 280 y
para la sección del fluido lf = 200, con Pr = 0.71 y τ = 0.7. Las temperaturas
en las fronteras son T (x, 0, t) = Tinf = 6.2 y T (x, l, t) = Tsup = 0.1. (a)
t∗ = 0, (b) t∗ = 4.69× 10−3, (c) t∗ = 0.028, (d) t∗ = 0.094, (e) t∗ = 0.108 y
(f) t∗ = 0.127.
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Figura 5.14: El número Nusselt Nu, el número Nusselt en la pared inferior
de la interfase sólido-flúıdo Nu0 y el número Nusselt en la pared superior de
la interfase sólido-flúıdo Nu1 como función del tiempo t∗. El refinamiento de
malla es de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con Pr = 0.71,
τ = 0.7, Tsup = 0.1 y Tinf = 2.2.
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En la Fig. 5.15 mostramos el número Nusselt Nu como función del tiempo
para diferentes gradientes de temperatura ∆T , con ∆T = 0.1 Nu alcanza un
valor constante mientras que ∆T = 2.1, 4.1, 6.1, 8.1 y 9.1 Nu fluctúa en el
tiempo. Definimos el promedio temporal de Nu Nu como

Nu =
1

tmax − t0

∫ tmax

t0

Nu(t)dt (5.12)

con tmax el tiempo total de cómputo y t0 un transiente.
En la Fig. 5.16 presentamos al número Nusselt promedio Nu en función de

Ra − Ra1. En esta gráfica no mostramos los datos para Ra < Ra1 ya que en
estos valores únicamente hay trasferencia de calor por conducción y Nu = 1. De
esta figura podemos destacar que hay tres valores cŕıticos que denotamos como
Ra1, Ra2 y Ra3. Como ya hemos mencionado Ra1 = 4, 759 es el valor cŕıtico

de Ra en el cual se presenta la convección natural. Para Ra1 < Ra < Ra2
con Ra2 = 105, 470 el comportamiento de Nu sigue una ley de potencia de la

forma Nu = A(Ra − Ra1)b con A = 0.279 ± 0.004 y b = 0.189 ± 0.001. En

Ra2 < Ra < Ra3 se puede ver que hay una región de transición para la cual el

Nu es casi constante y en Ra > Ra3 nuevamente Nu sigue una ley de potencia
pero ahora con A = 0.123 ± 0.007 y b = 0.251 ± 0.004. A este valor para el
cual comienza a definir una nueva ley de potencia lo hemos denotado como
Ra3 y hemos encontrado que Ra3 = 160, 267. En este valor las oscilaciones
incrementan en amplitud como veremos a continuación.

En la Fig. 5.17 presentamos la desviación estándar σ del número de Nusselt

promedio Nu como función de Ra−Ra1. La desviación estándar es una medida

de la amplitud de las oscilaciones de Nu. Para Ra1 < Ra < Ra2 σ crece de

acuerdo a una ley de potencia σ = A(Ra − Ra1)b. Para Ra2 < Ra < Ra3 σ

crece y para Ra > Ra3 sigue una nueva ley de potencia con el mismo exponente
b y una amplitud A mayor.

Para terminar la sección discutimos la transferencia de calor en las paredes
horizontales inferior y superior de la cavidad de la Fig. 5.2. Definimos qinf y
qsup como

qinf = −
∫ l

0
ks
∂T (x, 0, t)

∂y
dx, qsup = −

∫ l

0
ks
∂T (x, l, t)

∂y
dx. (5.13)

Mostramos en la Fig. 5.18 qinf como función del t∗ para diferentes valores de
∆T . Los resultados para qsup son similares. Definimos qinf y qsup como los
promedios temporales, después de un transiente de qinf y qsup respectivamente.
Los números en el eje vertical de la Fig. 5.18 corresponden a los valores de qinf
para los incrementos de temperatura ∆T considerados.
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Figura 5.15: El número Nusselt Nu, Ec. (5.10), en función del tiempo t∗. De
abajo hacia arriba ∆T = 0.1, ∆T = 2.1, ∆T = 4.1, ∆T = 6.1, ∆T = 8.1 y
∆T = 9.1. Los valores en el eje y que corresponden con las ĺıneas horizontales
son el promedio del Nu en el tiempo Nu, Ec. (5.12). El refinamiento de malla
es de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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Figura 5.16: El número Nusselt promedio Nu como función de Ra − Ra1 con

Ra′2 = Ra2−Ra1 y Ra′3 = Ra3−Ra1. Para Ra−Ra1 < Ra′2 los resultados se

pueden ajustar a la ley de potencia Nu = A(Ra−Ra1)b con A = 0.279±0.004

y b = 0.189 ± 0.001 y para Ra − Ra1 > Ra′3 con A = 0.123 ± 0.007 y
b = 0.251± 0.004. El refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección del
fluido lf = 200 con Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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Figura 5.17: Desviación estándar del número Nusselt promedio Nu σ en función

del Ra− Ra1 con Ra′2 = Ra2 − Ra1 y Ra′3 = Ra3 − Ra1. Para Ra− Ra1 <
Ra′2 los resultados se pueden ajustar a la ley de potencia σ = A(Ra − Ra1)b
con A = 0.00025 ± 6e − 5 y b = 0.61 ± 0.02 y para Ra − Ra1 > Ra′3 con
A = 0.00067±4e−5 y b = 0.60±0.05. El refinamiento de malla es de l = 280
y para la sección del fluido lf = 200, con Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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Figura 5.18: Flujo de calor qinf en función del tiempo t∗. De abajo hacia arriba
∆T = 0.1, ∆T = 2.1, ∆T = 4.1 y ∆T = 6.1. Los valores en el eje y que
corresponden con las ĺıneas horizontales son el valor promedio temporal de qinf .
El refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección de fluido lf = 200 con
Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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En la Fig. 5.19 (a) presentamos a qinf y qsup como funciones de ∆T .

Para ∆T < ∆T1 con ∆T1 = 0.042 el valor para el cual Ra(∆T1) = Ra1, hay
conducción en el fluido y qinf = qsup. Ambas cantidades crecen linealmente con
∆T . Para ∆T > ∆T1, qinf > qsup. Esto lo podemos entender debido a que
parte de la enerǵıa es usada por el fluido en movimiento convectivo. También
mostramos la recta para el calor conductivo qcvo.

En la Fig. 5.19 (b) mostramos los mismos valores de la Fig. 5.19 (a), ponien-
do en evidencia la diferencia entre qinf y qsup en ∆T > ∆T1. Esta diferencia,
dividida entre qinf crece como una ley de potencia para ∆T > ∆T1.

Con la finalidad de obtener cuantitativamente el valor de la contribución de
la transferencia de calor por convección natural que tiene lugar en el fluido y
que influye en la transferencia de calor del sólido en la medida que aumentamos
el gradiente de temperaturas ∆T , definimos η como

η =
qinf − qcvo

qcvo
, (5.14)

con qcvo el flujo de calor conductivo mostrado en la Fig. 5.19 (a) con la ĺınea
que se puede ajustar a qcvo = m∆T +b. La cantidad η compara el flujo de calor
provocado por la convección en el flujo de transporte conjugado con el flujo de
calor conductivo.

Podemos comparar a η con el valor Nu como función de Ra − Ra1 que

obtuvimos en la Fig. 5.16. Para esto relacionamos ∆T con Ra a través de la

función de ajuste de la Fig. 5.9 y graficamos a η como función de Ra − Ra1.
Los resultados los mostramos en la Fig. 5.20.

Como vemos en la Fig. 5.20 Nu y η tienen cambios en su comportamiento
en Ra′2 y en Ra′3

5.3. El flujo de calor en un d́ıa promedio

El flujo de calor en un bloque de un techo a lo largo de un d́ıa promedio
cambia en función de la temperatura exterior y la temperatura interior de una
edificación. Para nuestro caso en donde los datos de las temperaturas superfi-
ciales del bloque [44] son de Temixco, Morelos, durante el d́ıa el flujo de calor
tiene dirección hacia el interior de la edificación y en el horario restante el flujo
de calor tiene dirección opuesta. Cuando el flujo de calor tiene dirección hacia el
interior de la edificación, se presenta transporte de calor por conducción y por
radiación. En el horario en donde el flujo de calor tiene dirección al exterior de
la edificación se presenta transferencia de calor por radiación, conducción, y por
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Figura 5.19: (a) Flujos de calor promedio qinf y qsup como función de ∆T =
Tinf−Tsup. Para ∆T < ∆T1 el transporte de calor es conductivo, qcvo y se puede
ajustar la recta qcvo = m∆T+b con m = 7.243±0.002 y b = 0.028±0.007. (b)
La relación (qinf − qsup)/qinf como función del gradiente de temperatura. La
curva para ∆T > ∆T1 es el ajuste a los valores numéricos de la ley de potencia
(qinf − qsup)/qinf = A(∆T −∆T1)

b con A = 0.068± 0.002 y b = 0.26± 0.02.
El refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con
Pr = 0.71 y τ = 0.7. El gradiente de temperatura ∆T1 = 0.042.
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Figura 5.20: El número Nusselt promedio Nu y η dado por la Ec. (5.14) en

función de Ra − Ra1 con Ra′2 = Ra2 − Ra1 y Ra′3 = Ra3 − Ra1. Para Nu

los resultados pueden ajustarse a Nu = A(Ra−Ra1)b, para Ra−Ra1 < Ra′2
con A = 0.279 ± 0.004 y b = 0.189 ± 0.001 y para Ra − Ra1 > Ra′3 con
A = 0.123± 0.007 y b = 0.251± 0.004. Para η los resultados pueden ajustarse

a η = A(Ra − Ra1)
b, para Ra − Ra1 < Ra′2 con A = 0.00014 ± 1e − 05

y b = 0.61 ± 0.08 y para Ra − Ra1 > Ra′3 con A = 0.0019 ± 3e − 04 y
b = 0.37 ± 0.01. El refinamiento de malla es de l = 280 y para la sección del
fluido lf = 200 con Pr = 0.71 y τ = 0.7.
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convección si el gradiente de temperaturas en el bloque es lo suficientemente
alto.

La temperatura en la superficie exterior de la edificación está en función del
flujo de calor producido por la combinación de la radiación solar que incide en la
superficie, el intercambio de enerǵıa por radiación entre el ambiente y el techo y
el intercambio de calor por convección con el aire exterior. Dicho flujo de calor
lo podemos expresar sobre unidad de área A como [41]

q

A
= λEt + h0(T0 − Ts)− ε∆R (5.15)

con λ la absortancia de la superficie de la radiación solar, Et la radiación to-
tal que incide sobre la superficie, h0 el coeficiente de transferencia de calor de
radiación y convección en el exterior, T0 la temperatura ambiente, Ts la tempe-
ratura de la superficie, ε la emitancia de la superficie y ∆R la diferencia entre
la radiación que incide sobre la superficie del techo y la radiación emitida como
cuerpo negro hacia el ambiente.

La temperatura sol-aire Tsa está relacionada con q/A a través de [41]

q

A
= h0(Tsa − Ts) (5.16)

y es la temperatura del aire exterior que en la ausencia de todos intercambios de
calor por radiación, produce el mismo flujo de calor que el dado por la Ec. (5.15),
de manera que podemos escribir

Tsa = T0 +
λEt
h0
− ε∆R

h0
. (5.17)

En la Fig. 5.21 mostramos a la temperatura sol-aire Tsa y la temperatura
superficial en el interior y el exterior del techo, Tint y Text respectivamente,
durante un d́ıa. Estos valores fueron obtenidos en página web Ener-Habitat
[44] y son el resultado de un d́ıa promedio en Temixco, Morelos para un techo
horizontal con una absortancia λ = 0.2 y un espesor de 0.1 m.

En la Fig. 5.22 mostramos el valor absoluto del gradiente de temperaturas
entre Tint y Text para techos con las mismas caracteŕısticas que el mostrado
en la Fig. 5.21 pero con diferentes absortancias. Un techo con una absortancia
de λ = 0.2 se asocia a un techo que está pintado de blanco en la superficie
exterior, uno con λ = 0.6 con uno pintado de color rojo y uno con λ = 0.8 con
uno pintado de color negro. Como se puede observar en la Fig. 5.22 el techo
que presenta un menor gradiente de temperaturas en cualquier horario del d́ıa
es el que está pintado de blanco.
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Figura 5.21: Temperatura sol-aire y las temperaturas superficiales del techo de
una edificación con absortancia λ = 0.2 como función del tiempo. La tem-
peratura superficial exterior Text, la temperatura superficial interior Tint y la
temperatura sol-aire Tsa son de un d́ıa promedio en Temixco, Morelos.
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Figura 5.22: El gradiente de temperaturas ∆T entre la temperatura en superficie
interior Tint y exterior Text de un bloque de un techo en un d́ıa promedio para tres
techos con diferentes absortancias. Las temperaturas Tint y Text las obtuvimos
de la página web Ener-Habitat [44]
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Figura 5.23: Flujo de calor qinf en función de gβ∆T l3/να. Para gβ∆T l3/να <
gβ∆T1l

3/να los resultados se pueden ajustar a la recta qinf = mgβ∆T l3/να+b
con m = 2.065e − 05 ± 6e − 08 y b = 0.028 ± 0.007 y para gβ∆T l3/να >
gβ∆T1l

3 a la ley de potencia qinf = A[gβl3/να(∆T −∆T1)]
b con A = 1.32e−

05 ± 7e − 07 y b = 1.043 ± 0.003. Los valores de las variables del eje x son
g = 0.001, β = 0.1, l = 280, ν = 0.06667 y α = 0.09389. El refinamiento
de malla es de l = 280 y para la sección del fluido lf = 200 con Pr = 0.71 y
τ = 0.7.

Para relacionar al gradiente de temperaturas ∆T , que mostramos en la
Fig. 5.22, con nuestros resultados numéricos, expresamos a ∆T en paráme-
tros adimensionales a traves de gβ∆T l3/αν, con g = 9.81 m/s2, β = 3.43 ×
10−3 K−1, ν = 15.11 × 10−6 m2/s, α = 2.128 × 10−5 m2/s y l = 0.1 m [41].
El flujo de calor qinf que obtuvimos en la Fig. 5.19 lo graficamos como función
de este número adimensional, como mostramos en la Fig. 5.23 donde los valores
los ajustamos a una función lineal para gβ∆T l3/να < gβ∆T1l

3/να y a una
ley de potencia para gβ∆T l3/να > gβ∆T1l

3/να.

Una vez que tenemos a las temperaturas superficiales interior y superior
del techo expresadas en números adimensionales, evaluamos estos valores en la
función de ajuste de la Fig. 5.23 y obtenemos el flujo de calor qinf , que como
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Figura 5.24: Cociente del flujo de calor promedio en la superficie inferior externa
qinf y el flujo de calor cŕıtico q1 en un d́ıa promedio para tres techos con
diferentes absortancias.

recordamos de la Sec. 5.2, es el flujo de calor que evaluamos en la superficie
inferior de nuestro modelo del bloque, Fig. 5.2.

En la Fig. 5.24 presentamos al cociente qinf/q1 como función del tiempo.
El flujo de calor q1 es el flujo de calor que resulta al evaluar a ∆T1 en la
función lineal del ajuste de la Fig. 5.23. Cabe recordar de la sección anterior
que el gradiente de temperaturas ∆T1 es el valor cŕıtico en el cual comienza la
contribución de la transferencia de calor por convección natural.

En la Fig. 5.24 mostramos el flujo de calor que resulta para el gradiente de
temperatura en tres techos con diferente absortancia, Fig. 5.22. Como podemos
observar en la Fig. 5.24 el techo con pintura blanca o λ = 0.2 es el que tiene
menor intercambio de calor durante el d́ıa y también en el que el flujo de
calor durante la noche se mantiene casi constante, este comportamiento se
espera dado el gradiente de temperatura que se muestra en la Fig. 5.22. De
las Figs. 5.22 y 5.24 podemos concluir que el techo con mejores caracteŕısticas
en una ubicación de Temixco, Morelos, es el que tiene pintura blanca en la
superficie exterior.
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5.4. Conclusiones

En este caṕıtulo utilizamos el MEBR para simular el transporte de calor
conjugado en un modelo de un bloque.

El número de Rayleigh es función del tiempo por que las temperaturas en las
paredes horizontales de la interfase sólido-fluido no permanecen constantes, por
esta razón definimos el número de Rayleigh como un promedio en el espacio Ra

y también como un promedio en el espacio y en el tiempo Ra. Encontramos el
valor cŕıtico en el cual comienza la contribución del flujo de calor por convección
natural y lo denotamos Ra1. También definimos un número Nusselt promediado
en el tiempo Nu.

El comportamiento del fluido a partir de Ra1 puede llegar a formar una celda
convectiva y mantenerse de ese manera en el estado permanente o bien puede

estar fluctuando en el tiempo alrededor del valor Ra. Esta idea se sustenta en la
comparación de las gráficas entre el comportamiento del Ra y Nu como función
del tiempo, Figs 5.7 y 5.15, y las figuras de las isotermas y campos de flujo de
calor, Figs. 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13.

El número Nu y la amplitud de sus oscilaciones σ tienen un crecimiento

en función de Ra − Ra1 que se describe con una ley de potencia y que tiene
cambios de comportamiento en los valores cŕıticos Ra2 y Ra3.

El flujo de calor del modelo del bloque evaluado en la pared horizontal inferior
externa qinf y en la pared horizontal superior externa qsup son iguales cuando
únicamente hay transporte de calor por conducción, esto es en ∆T < ∆T1 con
∆T1 el gradiente de temperaturas en el cual comienza el transporte de calor
por convección natural. Hay una diferencia entre qinf y qsup con qinf > qsup
en ∆T > ∆T1, esta diferencia puede representar el 12 % de qinf en ∆T = 10.

Como una primera aproximación del método de la ecuación de transporte de
Boltzmann en redes (MEBR) comparamos el flujo de calor en un d́ıa promedio
que se presenta en un techo horizontal con diferentes absortancias y encontramos
que el techo con mejores caracteŕısticas es el que tiene una absortancia λ = 0.2
o que esta pintado de blanco en la superficie exterior del techo.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo presentamos el método de la ecuación de transporte de
Boltzmann en redes (MEBR) para simular el transporte de calor conjugado en
un modelo de un bloque.

En el Cap. 1 presentamos la motivación de este trabajo que consiste en
estudiar el transporte de calor en un techo con sistema constructivo de vigueta
y bovedilla con la finalidad de que los resultados nos aporten conocimiento en
la búsqueda de reducir el consumo de enerǵıa en edificaciones.

En el Cap. 2 presentamos la derivación de la ecuación de transporte de Bol-
tzmann y la aproximación que propusieron Bhatnagar, Gross y Krook, en donde
el término de colisión de la ecuación de transporte de Boltzmann es sustituido
por uno de relajamiento al equilibrio local. Este término de relajamiento contiene
a la función de distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

En el Cap. 3 mostramos como pasar de la ecuación de transporte de Bol-
tzmann al MEBR. Utilizamos las cuadraturas de Gauss-Hermite para discreti-
zar la aproximación de la función de distribución a velocidades pequeñas de
Maxwell-Botlzmann. Validamos el método con la simulación de una onda de
choque formada por diferencia de densidad en un fluido isotérmico. Los resulta-
dos numéricos están de acuerdo con los obtenidos a partir de las relaciones de
Rankine-Hugoniot.

Para simular flujos con transporte de enerǵıa incorporamos en el MEBR a
las funciones de distribución de la temperatura e incluimos el término de Bous-
sinesq en la ecuación de evolución de las funciones de distribución de part́ıculas.
Sabemos que en una cavidad con aire donde el ancho es el doblre de la altura,
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el número de Rayleigh cŕıtico Rac para el cual se pasa de un flujo conductivo a
uno convectivo, está dado por Rac = 1707.762. Fijamos los valores de la acele-
ración de la aceleración de la gravedad g, el coeficiente de expansión térmico β,
la difusividad térmica α y encontramos la viscosidad cinemática ν, o lo que es
lo mismo, el valor del tiempo de relajamiento τ para el cual el valor del número
de Rayleigh en el que se presenta la convección es igual a Rac.

En el Cap. 4 simulamos el transporte de calor en un sólido y comprobamos
los resultados con el MEF. Mostramos las dos principales aportaciones de este
trabajo. Estas aportaciones están relacionadas ya que para encontrar la condi-
ción a la frontera que satisface a la condición de continuidad en el flujo de calor,
desarrollamos el procedimiento que nos condujo a encontrar la relación entre
la conductividad térmica y el tiempo de relajamiento. Con este hallazgo, que
nos permite relacionar propiedades intŕınsecas del material con parámetros en el
MEBR, podemos dar una mejor interpretación f́ısica de la condición de frontera
de continuidad en el flujo de calor. La segunda aportación es en la implementa-
ción de esta condición a la frontera en el MEBR, con este nuevo esquema que
proponemos se satisface la condición de continuidad en el flujo de calor. Esto lo
podemos decir ya que al resolver la transferencia de calor en un material sólido
compuesto por dos materiales con diferente conductividad térmica, encontra-
mos un acuerdo numérico entre nuestros resultados y la solución anaĺıtica de la
ecuación de calor en estado estacionario.

En el Cap. 5 presentamos los resultados numéricos del transporte de calor
conjugado en un modelo de un bloque. Las temperaturas en los bordes inferior y
superior de la cavidad interna que contiene aire vaŕıan en la posición horizontal
y el tiempo. Tomamos el valor promedio de esas temperaturas, primero en la
posición horizontal y definimos al número de Rayleigh promediado en el espacio
Ra, después tomamos el valor promedio en el tiempo y con esto definimos al

número de Rayleigh promediado en el espacio y tiempo Ra. Encontramos un

valor cŕıtico de Ra en el cual se presenta el transporte de calor por convección
natural, denotamos a este valor Ra1 y se presenta cuando hay un gradiente de
temperaturas ∆T1.

El promedio temporal del número Nusselt Nu es Nu. Encontramos dos

valores cŕıticos más de Ra, Ra2 y Ra3 en los que Nu tiene cambios en su

comportamiento. El número Nusselt promedio Nu como función de Ra−Ra1
crece de acuerdo a una ley de potencia cuando 0 < Ra−Ra1 < Ra2−Ra1 y de

acuerdo a otra ley de potencia cuando Ra−Ra1 > Ra3 −Ra1. La desviación
estándar de Nu, σ, es una medida de la amplitud de las fluctuaciones alrededor

de Nu. Para Ra−Ra1 < 0, Nu = 1 y σ como función de Ra−Ra1 se mantiene
constante y para valores mayores sigue leyes de potencia con diferentes valores
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en los intervalos Ra−Ra1 < Ra2 −Ra1 y Ra−Ra1 > Ra3 −Ra1.
En el Cap. 5 estudiamos también el flujo de calor a través de las paredes

inferior qinf y superior qsup de la cavidad. Como antes, definimos los promedios
temporales de estas cantidades qinf y qsup. La cantidad (qinf − qsup)/qinf es
cero para ∆T < ∆T1 y crece como una ley de potencia en valores mayores.

Por último, como una aplicación de los resultados obtenidos, calculamos el
flujo de calor en n modelo de una celda de un bloque de vigueta y bovedilla
horizontal en un d́ıa t́ıpico en Temixco, Morelos. Encontramos que un techo
pintado de blanco es más adecuado que uno pintado de rojo o uno de negro.



80 Conclusiones



Appendices





Apéndice A

Condiciones de frontera

En esta sección se abordan los temas referentes a las condiciones de frontera
que se usaron para las funciones de distribución del MEBR con dos funciones
de distribución.

A.1. Condiciones periódicas

Un sistema con condiciones periódicas a la frontera consiste en que los
nodos que están en la frontera tienen como vecinos colindantes a los nodos de
la frontera opuesta. Si hablamos de un sistema de dos dimensiones en donde
las paredes verticales tienen estas condiciones, las paredes estarán unidas. En la
Fig. A.1 mostramos la interpretación de una malla de dos dimensiones en donde
las fronteras verticales tienen condición periódica a la frontera.

Para implementar estas condiciones en el MEBR, supongamos una malla
bidimensional en donde las paredes verticales tienen condición periódica a la
frontera. Las funciones de distribución que se encuentran en la frontera derecha
de la malla y tienen dirección hacia el extremo de la misma en un tiempo t,
como mostramos en la Fig. A.2 (a) para las fk con las direcciones k = 1, 5 y 8
que tienen color rojo, se propagan en t+ ∆t hacia los nodos que se encuentran
en la frontera opuesta, como mostramos en la Fig. A.2 (b).
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Figura A.1: Interpretación de una malla de dos dimensiones bajo condiciones de
frontera periódicas en las paredes verticales.

(a) (b)

Figura A.2: (a) Las funciones de distribución de part́ıculas fk o de temperatura
Tk que se encuentran en un nodo que colinda con una pared con condición
periódica a la frontera en un tiempo t. (b) Las funciones de distribución fk
o Tk en el tiempo t + ∆t. Las ĺıneas rojas representan las direcciones de las
fk o Tk con k = 1, 5 y 8 y las ĺıneas azules a las direcciones de fk o Tk con
k = 0, 2, 3, 4, 6 y 7. En la Fig, 3.1 mostramos las velocidades ck en el modelo
D2Q9 y las direcciones k corresponden con las direcciones de fk o Tk.
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A.2. Rebote a la mitad de camino

La condición a la frontera de rebote a la mitad del camino es un modelo de
la condición de no deslizamiento. Esta última condición a la frontera tiene una
implicación f́ısica asociada al concepto de capa ĺımite. La cual nos dice que la
velocidad de la peĺıcula superficial en un fluido que se encuentra en contacto
con una pared, tendrá la misma velocidad que la velocidad de la pared, esto es

u = U (A.1)

con u la velocidad de la peĺıcula superficial del fluido en contacto con la pared
y U la velocidad de la pared.

Se han propuesto varios modelos para la implementación de la condición de
no deslizamiento, entre ellos la de no deslizamiento en equilibrio local [45]. En
este modelo las funciones de distribución que rebotan en la pared, se asumen
que se encuentran en equilibrio local con la velocidad de la pared. En este
trabajo la condición a la frontera de no deslizamiento, la implementamos con el
modelo de rebote a la mitad del camino [30] y la utilizamos para las funciones
de distribución de part́ıculas fk.

En la Fig. A.3 mostramos el esquema de una malla bidimensional en donde
la pared superior tiene condiciones de frontera de rebote a la mitad del camino.
La frontera está a una distancia ∆y/2 de la última ĺınea horizontal superior
de la malla, con ∆y la distancia entre los nodos. Las funciones de distribución
ubicadas en un nodo que colinda con dicha frontera y con las direcciones k
hacia la frontera superior en el tiempo t, las fk con las direcciones k = 2, 5 y 6,
representadas por las ĺıneas en rojo en la Fig. A.3 (a), son asignadas al mismo
nodo en t + ∆t pero con las direcciones k = 4, 7 y 8 respectivamente, como
mostramos en la Fig. A.3 (b) a través de las ĺıneas en color rojo.

A.3. Temperatura constante

La condición de frontera de temperatura constante tiene sus antecedentes en
la condición de frontera de no deslizamiento en equilibrio local [45] y posterior-
mente se utilizo la condición para las funciones de distribución de temperatura
Tk a través del problema de flujo Couette y Poiseuille [15, 29]. En este modelo
las funciones de distribución que se encuentran en los nodos de la frontera se
dividen en las funciones de distribución que son propagadas de los nodos que se
encuentran en la red y por ende conocemos su valor y las funciones de distri-
bución que son propagadas de la frontera y que no conocemos el valor, a estas
últimas se les considera que están en equilibrio térmico con T ′, donde T ′ está en
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(a) (b)

Figura A.3: (a) Las funciones de distribución de part́ıculas fk en un nodo que
colinda con una pared con condición de frontera de rebote a la mitad del camino
en un tiempo t. (b) Las fk en un tiempo t + ∆t. Las ĺıneas rojas representan
las funciones de distribución con dirección a la pared k = 2, 5 y 6 y las ĺıneas
azules a las fk con k = 0, 3, 4, 7 y 8. En la Fig, 3.1 mostramos las velocidades
ck en el modelo D2Q9 y las direcciones k corresponden con las direcciones de
fk. Las ĺıneas rojas y azules representan la dirección de fk únicamente.
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Figura A.4: Las funciones de distribución Tk con condiciones de frontera de
temperatura constante en la pared inferior, la pared izquierda y en la esquina
inferior izquierda. En color azul Tk y en color verde Tk̂ con k̂ las direcciones
de las funciones de distribución que se encuentran en equilibrio local con la
restricción de temperatura constante. Para la pared izquierda k̂ = 1, 5 y 8, para
la pared inferior k̂ = 2, 5 y 6 y para la esquina inferior izquierda k̂ = 1, 2, 5, 6 y
8. Las ĺıneas azules y verdes representan la dirección de Tk únicamente.

función de una temperatura dada. Esto es

Tk̂ = T
(eq)

k̂
(T ′) (A.2)

con k̂ las direcciones de Tk que son propagadas de la frontera. Supongamos
que nos encontramos en la frontera sur de nuestra red, como mostramos en la
Fig. A.4, de las nueve velocidades que conforman a cada nodo, como podemos
ver en la Fig. 3.1 ya que las direcciones de las velocidades ck corresponden
con las direcciones Tk, las funciones de distribución con las direcciones k =
0, 1, 3, 4, 7 y 8, conocemos su valor dado que provienen de nodos aledaños,
sin embargo para las funciones de distribución con direcciones con k̂ = 2, 5
y 6 no conocemos su valor. Considerando que están en equilibrio local con la
temperatura de la frontera, podemos obtener su valor de la suma en la Ec. (3.41)

T =
∑
k

Tk = T0 + T1 + T3 + T4 + T7 + T8 + T ′(w2 + w5 + w6), (A.3)
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considerando que estamos en la frontera sur y deseamos incorporar una condi-
ción de frontera con temperatura constante, nombremos a ésta Tcte, entonces
de Ec. (A.3) resulta para T ′

T ′ =
Tcte − (T0 + T1 + T3 + T4 + T7 + T8)

w2 + w5 + w6

T ′ =6 [Tcte − (T0 + T1 + T3 + T4 + T7 + T8)] . (A.4)

Una vez que tenemos el valor de T ′, asignamos el valor en cada dirección a
través de

T2 = w2T
′, T5 = w5T

′, T6 = w6T
′. (A.5)

A.4. Continuidad en el flujo de calor

En la literatura se ha utilizado la condición de frontera de continuidad en
el flujo de calor en el método de la ecuación de transporte de Boltzmann en
redes (MEBR) con dos funciones de distribución para el problema de transporte
de calor conjugado [5, 6, 7, 46, 47, 48, 49, 50]. Son diversos los esquemas
que se proponen para resolver la condición de continuidad en el flujo de calor
pero podemos clasificarlos en dos. Los que resuelven la condición no imponiendo
ninguna restricción [5, 47, 50] y los que suponen que las funciones de distribución
de temperatura que se encuentran en los nodos de la interfase, se encuentran
en equilibrio con la restricción de continuidad en el flujo de calor. Para el primer
esquema hemos encontrado que śı se resuelve la condición a la frontera pero es
una solución particular ya que para satisfacer la condición de la Ec. (4.14) se
hace la suposición de que la conductividad térmica k es igual a la difusividad
térmica α, sin embargo a partir de la Ec. (4.3), la única forma en la que puede
ocurrir esto es si el producto entre la densidad ρ y el calor espećıfico a presión
constante cp para cada uno de los medios que se encuentran en esta condición a
la frontera es el mismo. En el esquema que supone a las funciones de distribución
de temperatura en equilibrio con la restricción del flujo de calor [29, 46, 49], es
una condición muy similar al que se explica en el Apéndice A.3, la diferencia
radica en que en vez de que se tenga una restricción en donde la temperatura es
un valor conocido, se tiene un flujo de calor dado, para este caso, la continuidad
del flujo de calor. Este método es útil para una condición de frontera en donde el
flujo de calor es independiente del tiempo, sin embargo para una condición a la
frontera que debe satisfacer a la Ec. (4.14), no funciona ya que no se relaciona
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a k con el tiempo de relajamiento τ . Otros esquemas han usado la condición
de continuidad en el flujo de calor pero al igual que en el último esquema no se
especifica como se relaciona a k con τ [6, 7, 48].

La condición de frontera que presentamos en esta sección es un nuevo mo-
delo para implementar en el MEBR la condición de continuidad del flujo de calor
en una interfase. Puede ser utilizada para una interfase con dos medios sólidos
o bien con un sólido y un fluido.

El modelo que proponemos se satisface a partir de la Ec. (4.14), que pode-
mos escribir en forma discreta como

−k1
T (a)− T (a−∆y)

∆y
= −k2

T (a+ ∆y)− T (a)

∆y
(A.6)

con y = a la altura a la interfase entre los dos elementos, k1 la conductividad
térmica del primer elemento y k2 la del segundo. En la Fig. A.5 mostramos el
esquema de esta condición a al frontera. De la Ec. (A.6)

T (a) =
k1T (a−∆y) + k2T (a+ ∆y)

k1 + k2
(A.7)

La temperatura en la interfase, que satisface a la continuidad en el flujo
de calor y que está dada por la Ec. (A.7), la implementamos en el MEBR de
la siguiente manera. La conductividad térmica la calculamos con la Ec. (4.13)
y las funciones de distribución de la temperatura Tk con las direcciones k =
2, 4, 5, 6, 7 y 8 que se encuentran en los nodos de la interfase y = a, como se
puede ver en la Fig. A.5, las evaluamos en la Ec. (A.7). Por ejemplo si tomamos
la Tk con dirección k = 2

T2(a, t+ ∆t) =
k1T2(a−∆y, t) + k2T2(a+ ∆y, t)

k1 + k2
. (A.8)

Aśı para cada una de las direcciones en color rojo de la Fig. A.5. De manera
que

Tk̂(a, t+ ∆t) =
k1Tk̂(a−∆y, t) + k2Tk̂(a+ ∆y, t)

k1 + k2
(A.9)

con k̂ = 2, 4, 5, 6, 7 y 8. Las Tk con las direcciones k = 1 y 3, para el ejemplo
que mostramos en dicha figura, evolucionan con la Ec. (3.42).
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x

y

qy

k1

k2
T (a)

T (a− ∆y)

T (a+ ∆y)

a

∆y

Figura A.5: Esquema de las funciones de distribución de temperatura Tk que
se encuentran en los nodos de la interfase entre dos medios y en los nodos
contiguos. Las ĺıneas en rojo para el nodo de la interfase representan a las
direcciones Tk que evolucionan con la condición de continuidad en el flujo de
calor, Ec. (A.9) para k = 0, 2, 4, 5, 6, 7 y 8. Las ĺıneas en azul representan las
direcciones de Tk que evolucionan con la Ec. (3.42). El flujo de calor en el eje
vertical qy, la conductividad térmica del primer medio k1 y la del segundo medio
k2, la altura de la interfase a y la distancia entre los nodos ∆y.
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