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INTRODUCCION

En este trabajo se introducen los conceptos de anillo topoldgico y completacion de un anillo
con respecto a un ideal. Como un caso particular se considera el dlgebra de caminos y se calcula
su completacion con respecto al ideal generado por las flechas. Posteriormente se consideran se-
ries formales de potencias sobre bimddulos y se justifica porque este es un anillo completado con
respecto a un ideal. Se concluye el trabajo dando una caracterizacién de los automorfismos de las

series formales de potencias sobre ciertos bimédulos.
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Capitulo 1
Anillos Topolégicos y Completaciones

Definicion. Un anillo topologico es un anillo (R, +, -) con estructura de espacio topoldgico tal
que la suma y el producto son continuas como aplicaciones R X R — R donde R X R tiene la topo-

logia producto.

El concepto de anillo topoldgico fue introducido por David Van Dantzig' en su tesis doctoral

titulada “Studien over topologische algebra”.

Algunos ejemplos de anillos topolégicos son Q,R y C con sus topologias usuales. Los anillos
topologicos son objeto de estudio en el analisis, por ejemplo: C(X) el anillo de todas las funciones
continuas real-valuadas definidas en un espacio compacto X o C.(X) el espacio de todas las funcio-

nes continuas real-valuadas con soporte compacto definidas en un espacio localmente compacto X.

Definicion. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccién B de

subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales que:

(1) Para cada x € X, existe al menos un elemento bésico B € B tal que x € B.
(2) Sean B, y B, elementos de 8. Si x € B; N B, entonces existe By € B tal que x € B; C
B; N B;.

Si la coleccidn B satisface las condiciones anteriores se define la topologia T generada por la
base B como sigue: U C X es abierto si y s6lo si para cada x € U existe Be€ Btalquex € BC U.

Definicion. Un anillo filtrado R es un anillo junto con una sucesion decreciente de ideales
R=I012L 216 2. talquel,I, C I,,, paratodan,m € N 2. A la coleccién {I, : n € N} se le

llama una filtracién de ideales.

"Matemitico aleman (1900-1959), trabajo en el estudio de metrizacion de anillos, grupos y campos.
%En este trabajo N denota al conjunto de los enteros positivos incluyendo al 0.

1



2 1. ANILLOS TOPOLOGICOS Y COMPLETACIONES

Un caso importante que se estudia es cuando m es un ideal bilateral del anillo R y se considera
la filtracién dada por los ideales I, = m”, n € N. A dicha filtracién se le conoce como filtraciéon

m-adica.

Proposicion 1.1. Sea R un anillo filtrado con filtracion {I, : n € N} entonces el conjunto
{x+ 1, : x € R,n € N} forma una base para una topologia en R. A la topologia generada se le llama

topologia asociada a la filtracion.
Demostracion:

Veamos primero que la primera condicién de una base para una topologia se cumple. Dado
x € R se tiene que x = x+ 0 € x + I; ya que un ideal es en particular un subgrupo aditivo de
R, luego contiene al elemento 0. Resta ver que la segunda condicién se cumple. Supongamos que
z€ (x+1,)Nn(y+1,) donde x,y son elementos de Ry {n,m} C N. Definamos k = max{n,m} y
veamos que z + I, € (x+ I,) N (y + 1,,). Sea z + j un elemento arbitrario de z + I, i.e j € I;. Dado
quez e (x+1I,)N(y+1,) entonces z = x+ jycon j; € I, yalavezz = y+ j, con j, € I,.
Como k = max{n,m} entonces I, C I, e I, C I,. Porlotantoz + j = x+ j; + j C x + [, ya que
Jj€ I €1,y j € I,. De manera similar se sigue que z+ j =y + j+ j» €y + I,,. En consecuencia
2+ I € (x+1,) N (y + I,). Ademas por definicién z + I; es un elemento de la base que contiene a

z. Lo anterior prueba que dicha coleccion forma una base para una topologia. O

Observacion: La topologia asociada a una filtracion {I, : n € N} es Hausdorff si y sélo si
ﬂ I, = {0}. Si un anillo tiene la filtracién /-adica entonces a la topologia que genera la base defi-
n=1

nida anteriormente se le conoce como topologia I-ddica.

Proposicion 1.2. Sea R un anillo filtrado con filtracion {I, : n € N}. Entonces la suma y pro-

ducto son operaciones continuas, es decir R tiene estructura de anillo topoldgico.
Demostracion:

Para ello recordemos que si (X, 71) y (Z, 72) son espacios con topologias 7; generadas por bases
B;con i € {1,2} entonces f : X — Z es continua si y solo si para cada x € X y para cada basico

V € B, que contiene a f(x) existe un elemento basico U € B, que contiene a x y tal que f(U) C V.



1. ANILLOS TOPOLOGICOS Y COMPLETACIONES 3

Probemos primero que + : R X R — R es una funcion continua. Sea (7, s) € R X Ry sea z + [, un
abierto bésico que contiene a r+ s con n € N. Observe que (r+1,,) X (s +1,,) es un abierto basico para
la topologia producto que contiene al elemento (7, s). Del hechoque (x + 1) + (y+1,) S x+y + 1,
se sigue que la aplicacion suma es continua. La continuidad del producto se deriva del hecho que
x+1L)oy+1,)Cxy+1,.0

Supongamos ahora que R es un anillo filtrado con filtracién {/,, : n € N} tal que ﬂ I, = {0}.
n=1

Definamos una funcién d : Rx R — N como sigue: d(x, x) = 0y d(x,y) = 27kl x-y €l gj x 2y,

Note que la condicion ﬂ I, = {0} implica que d esta bien definida para todos los pares (x,y) € RXR.

n=1

Proposicion 1.3. La aplicacion d definida anteriormente es una métrica en R.
Demostracion:

De la definicién de d es claro que d(x,y) = 0 siy s6lo si x = y. También es evidente que
d(x,y) = d(y, x), luego basta mostrar que se cumple la desigualdad del tridngulo. Para probar esto
vamos a proceder por casos. Si ocurre que x = y entonces d(x,y) + d(y,z) = d(y,z) y claramente
d(y,z) > d(y, z), luego podemos suponer que todos los puntos x, y, z son distintos entre si. Sea n; el
mayor entero tal que x —y € I,,, n, el mayor entero tal que y — z € I, y n3 el mayor entero tal que
x —z € I,,. Definamos r = min{n,,n,}. Laigualdad x—z = (x —y) + (y —z) implicaque x —z € I, y
por lo tanto r < n3. Pero entonces —n; < —r de donde se deduce que:

d(x,7) =27 <27
<2742

=d(x,y) +d(y,2)

Por lo tanto d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) como se queria mostrar. O.

Lo anterior muestra que si R es un anillo filtrado con filtracion {/, : n € N} tal que m I, = {0}
n=1
entonces la filtracién asociada genera una métrica en R. Cuando ocurre esto diremos que R es un

espacio linealmente topologizado.
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De la teoria de espacios métricos se sabe que si (X, d) es un espacio métrico entonces la co-
leccion de todas las bolas abiertas B,(x, €) de radio €, para x € X y € > 0, es una base para una

topologia sobre X, denominada topologia métrica inducida por d.

Definicion: Si (X, 7) es un espacio topoldgico se dice que X es metrizable si existe una distancia
d en el conjunto X que induce la topologia 7.

Proposicion 1.4. Sea R un anillo filtrado con filtracion {/, : n € N} y supongamos que ademas

R tiene la topologia asociada a la filtracion. Si ﬂ I, = {0} entonces R es un espacio metrizable.

n=1

Demostracion:

Vamos a mostrar que la métrica d : R X R — R definida por: d(x,x) = 0y d(x,y) =
2-max(kell: x—yelid i x # y induce la topologia asociada a la filtracién. Primero notemos que dado
N € Ny x € R se tiene que B(x, zN%l) = x+1Iy.Seax € Ry e > 0, veamos que B(x,€) es
un conjunto abierto en la topologia asociada a la filtraciéon. Sea N lo suficientemente grande tal
que 2V"1e > 1. Por lo tanto B(x, z,vl—,l) C B(x, €) pero por la observacion B(x, 2N‘—,1) = x + Iy, lue-
go x + Iy C B(x,e€). Reciprocamente, sea x + I; un elemento basico para la topologia asociada
a la filtraciéon y sea z € x + I;. Nuevamente por la observacion x + I, = B(x, 2,%_1) en particular
7 € B(x, 2,}—,1) C x + I; y por lo tanto x + I; es un conjunto abierto en la topologia métrica inducida

por d. Se concluye que dichas topologias coinciden. O

Definicion. Sea / un conjunto parcialmente ordenado y sea {R; : i € I} una familia de anillos.

Supongamos que para i, j € I con j > i existe una aplicacion uj; : R; — R; tal que:

(@) pji o pj = i sii < j < k.
(b) w;; = idg, paracadai € I.

Se dice entonces que el par ((R;)er, (ii)i<jer) forma un sistema inverso de anillos y morfismos.

Se define el limite inverso del sistema inverso ((R;)ies, (i4ji)i<jer) COMO:

@Ri = {(i’i)iel € rlRiHlji(”j) =risii< J}

iel
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Observacion. Para cada i € [ se tiene la restriccion de la proyeccién natural 7; : lin R; = R,.

Proposicion 1.5. Si 1;; son morfismos de anillos para toda i < j entonces liLnRi tiene estructura

de anillo.
Demostracion:

Consideremos la multiplicacién en @Ri que se hereda del producto directo l_[ R;. Primero

i€l
notemos que liI_nRi # 0 pues contiene al elemento cuyas coordenadas es el elemento neutro aditivo
del correspondiente grupo abeliano R;. Sean (a;)er, (b;)ic; €lementos de yLnR,- entonces si (¢;)ies =

(a; — b;)ics se tiene que para toda i < j:
ujila; = bj) = pji(a;) — p;i(by)
=a;—b;

Lo que prueba que (a;)ic; — (bi)iesr € @Ri. Por otro lado si i < j entonces usando el hecho que pj;

es morfismo de anillos se tiene que:
pjiaby) = wjiau;i(b;)
= a;b;

Por lo tanto @Ri tiene estructura de anillo. 0.

Proposicion 1.6. Propiedad universal del limite inverso. Si S es cualquier anillo con la pro-
piedad que para cada i € I existe un morfismo de anillos f; : § — R;con f; = uj;o fjparai < j
entonces existe un inico morfismo de anillos f : § — @Ri tal que los tridngulos laterales del

siguiente diagrama conmutan:




6 1. ANILLOS TOPOLOGICOS Y COMPLETACIONES

Demostracion:

Seaf:§8 — yLnRi dada por f(s) := (fi(s))ier- Observe que sii < j entonces u;;(fi(s)) = fi(s),
pues uj; o f; = fi y por lo tanto Im(f) C liLnRi' Sean sy, s, elementos de S, entonces usando el
hecho que f; es en particular un morfismo de grupos se tiene que:

f(s1+52) = (fils1 + 52))ier
= (fi(s1) + fi(s2))ier
= (fils1))ier + (fi($2))ier
= f(s1) + f(s2)

Por otro lado:
f(s182) = (fi(5152))ier

= (fils)fi(52))ier
= (fi(s1))ier(fi(52))ier
= f(s0)f(s2)

Lo anterior muestra que f es un morfismo de anillos, la unicidad de f se sigue al componer con las

proyecciones ;. O.

Supongamos ahora que R es un anillo e / un ideal (bilateral) de R. Notemos que en R se tiene

la filtracion I-ddica:

R2IDIFP2DP D ..

Sean n,m € N y supongamos que n < m. Observe que el ideal I esta contenido en el nucleo
de la proyeccién natural R - R/I", luego por el teorema de Noether se tienen morfismos naturales

de anillos:
fon : R/I" — R/T"

Por construccién se sigue que el par ((1"),en, (frun)n<men) forma un sistema inverso de anillos y

morfismos. Consideremos entonces el limite inverso lim R/I":

li;nR/I” = {(r,, + I"),en € l_[R/I" |r, = r,, mod I" para toda m > n}
neN
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Se define la completacion de R con respecto a I como R; := {iilR /1.

Definicion. Sea R un anillo filtrado con filtracion {/, : n € N}. Se dice que una sucesion {x,} de
elementos de R es una sucesion de Cauchy siy solo si para toda k € N existe N = N(k) € N tal que

Xpi1 — X, € I paratodan > N.

Definicion. Sea R un anillo con filtracion {/, : n € N}. Se dice que una sucesion {x,},cn de
elementos de R es convergente si existe x € R tal que para todo k € N existe N = N(k) € N tal que

X, —x € Iy paratodan > N. A x se le llama el limite de la sucesion y se denota por x = lim x,,.

n—0oo

Definicion. Sea R un anillo filtrado entonces R es completo si toda sucesion de Cauchy en R es

convergente.

Consideremos la completacién de R con respecto al ideal I, R; y para cada i € N definimos:
R := {(r)nen € Ry:r,=0 para toda n < i}

Notemos que para cada i € N el conjunto R; es un ideal de R,. De esta manera el anillo R, tiene

asociada una filtracién natural: {R; : i € N}

Proposicion 1.7. Sea R un anillo dotado de la topologia /-adica. Entonces se cumple que:

(a) La completacién R, = liElR /1" es un espacio completo y Hausdorff.

(b) Existe un morfismo de anillos inyectivo ¢ : R < R;.

Demostracion:
(a) La completacién R, es Hausdorff ya que: m R; = {0}. Veamos que R; es un espacio com-
ieN

pleto. Sea {x,},en una sucesion de Cauchy en R;. Pongamos x, = (X,m)men donde x,,, € R/I™
para cada m € N. Por ser {x,},en de Cauchy en R, entonces para cada m € N existe n(m) € N
tal que x,,; — x, € R, para toda n > n(m). Esto implica que x,;;; = X,; para todai < my toda
n > n(m). Notemos que sin perder generalidad podemos suponer que {n(m)},c €s una sucesion
creciente. Veamos que X,,; = X,.n); para cada i < my toda n > n(m). Note que si n > n(m) entonces
n = n(m)+k para algin k € N, luego hagamos induccion sobre k. Para k = 1 el enunciado se cumple

pues n(m) > n(m). Supongamos entonces qUe X,(my+k;i = Xnm),; Y Probemos que X,om+k+1,; = Xnom).i-
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En efecto:

X(n(m)+k)+1,i = Xn(m)+k,i

= Xn(m),i

Para cada m € N definamos x;n = Xpm)m Y PONgamos x’ := (x;n)meN.

e X' €R;:

Hay que probar que si r > s entonces f,,(x,) = x,. Dado que {n(m)},ay €s una sucesién
creciente entonces n(r) > n(s). Como x,,; = X,n,; para cada i < my toda n > n(m) en particular
poniendo i = m se sigue que X, = Xum)m para cada n > n(m). Luego como n(r) > n(s) entonces

Xn(r).s = Xn(s).s- POI 10 tanto:

f;‘,s(xr) = f;‘,s(xn(r),r)
= Xn(r),s

= Xn(s),s

’

:xS

Lo que prueba que x’ € R;.

e x' = lim x,:

n—oo

Observe que X" =X, = (Xpmym — Xnm)men- S€a r € N'y veamos que para toda n > n(r) se tiene que
(Xn(mym—Xnm)men € R,. Supongamos que m < r entonces por ser {n(m)},,cn una sucesion creciente se
sigue que n(m) < n(r) y por lo tanto X, = Xuomm- Asi n(m) < n(r) < n'y en particular n > n(m).
Luego X,m = Xugmm y por ello x” — x, € R, para toda n > n(r). En consecuencia x’ = }1_{?0 X, y por

lo tanto R; es un espacio completo.

(b) Sea ¢ : R — R; dada por r — (r + I"),en, es claro que ¢ es morfismo de anillos. Note que si

@(r) = ¢(s) entonces r + I" = s+ " para toda n € N lo que implica que r — s € ﬂ I" = {0} y por lo

neN
tantor = 5. O



Capitulo 2

Completacion del Algebra de Caminos

Sea Q = (Qo, Q1,h,t) un carcaj finito y sea K un campo fijo. Asociamos al carcaj Q dos K-
espacios vectoriales R = K% y A = K2 que consisten de aplicaciones K-valuadas en Qy y Q,
respectivamente. Dotamos a A de una estructura de (R, R)-bimddulo como sigue: sie € Ry f € A
entonces la accion izquierda estd dada por (e f)(a) = e(h(a))f(a) y la accion derecha estd dada por
(f-e)(a) = f(a)e(t(a)) para cada flecha a. Para cada vértice x definimos una aplicaciéne, : Oy — K

mediante e,(y) = 0., y notemos que R = @ Ke,. Similarmente A tiene como base las funciones
x€Qo
a : Q1 — K dadas por a(B) = 6,4y por lo tanto A = @ Ka. Consideremos el algebra tensorial
€0
de A:

o0

Tr(A) = @ A®d

d=0

Donde A® representa el producto tensorial iterado A ®; A ®¢ ... @ A y A° = R. Observe que

d veces
esto estd bien definido ya que A es un (R, R)-bimddulo.

Note que para cada d > 1 los productos a; ---a, tal que a;, € Q1 y t(ay) = h(ax+) para cada
1 < k < d forman una K-base de A®’. De esta manera podemos identificar A®*¢ con KQ,, i.e el
K-espacio vectorial generado por todos los caminos de longitud d. Luego el dlgebra tensorial se

puede identificar con el dlgebra de caminos K Q.

Por otro lado, por definicién de producto cartesiano se tiene que:

(o8]

ﬂ A% = {h ‘N — U A% . (Vd e N)(h(d) € A®")}
d=0

d=0

Sea B la coleccién de todos los caminos orientados del carcaj Q y consideremos el conjunto de

series formales: Z ayy:a, € K.
veB
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Proposicion 2.1. Existe una correspondencia biyectiva:
[ee)
®d .
HA — Zaﬂ/.aYEK
d=0 veB
Demostracion:

Denotemos la longitud de un camino por /'y por simplicidad denotemos por X el conjunto de

series formales. Sea x = Z ayy. Definamos ¢ : X — l_I A% mediante x — ¢(x) donde:
yeB d=0

p)(d) = ) ayy

I(y)=d

para cada d € N. Observe que ¢ es inyectiva, en efecto, sean Zayy y Z b,y dos series

veB veB
formales con la misma imagen bajo ¢. Luego para todo d € N se tiene que Z ayy = Z byy
lty)=d Iy)=d
y por lo tanto a, = b, para todo y € 8. En consecuencia Z ayy = Z byy. Para ver que ¢ es
veB veB

sobreyectiva note que si h € l_[A®d entonces para cada n € N se tiene que h(n) = Z a,y con

d=0 I(y)=n
a, € k, luego si tomamos la serie Z ayy:
veB
w(z aw) (n) = Z ayy
ve8 I(y)=n
= h(n)

Y por lo tanto ¢ {Z ayy] =h. 0.

veB

Por lo anterior podemos identificar al conjunto de series formales con el producto HA®d.
d=0
Notemos que podemos dotar al conjunto de series formales de una estructura de anillo como sigue:

e [La suma:

Z ayy + Z byy = Z(ay +b,)y

yeB veB veB
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e El producto:

5oz)-3lz+h

veB aeB pEB \ya=p

Proposicion 2.2. Sea m el ideal generado por las flechas y sea @ la completacion del dlgebra

de caminos KQ con respecto a n, entonces existe un isomorfismo de anillos:

@E Zayy:ayEK
veB

Demostracion:

Sea X el conjunto de series formales. Para establecer dicho isomorfismo vamos a utilizar la
propiedad universal del limite inverso (ver proposicion 1.6). Para cada n € N consideremos la

aplicacion ¢, : X — KQ/m" dada por:

ZayyH Z ayy +m"

yeB I(y)<n

Lo que realiza esta aplicacion es la reduccion de la serie formal médulo los caminos de longitud
mayor o igual que n. Note que ¢, es morfismo de anillos, en efecto es claro que preserva sumas,

resta ver que preserva productos. Sean Z ayy, Z b,a dos series formales. Por un lado se tiene

veB aeB
que:

(e
%[Z zayba]p]

PEB \p=ya

Z Z aybaJp +m"

l(p)<n \p=ya
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Por otro lado:

@n [Z aﬁ] @n [Z baa]

veB aeB

:[Z ayy+m”][z baa+m”]

I(y)<n l(a)<n

[ ayba] p+m"
peB \p=ya,l(y)<n,l(@)<n

Teniendo presente que los caminos de longitud mayor o igual a n son cero en el cociente KQ/m”"
se sigue que dichas expresiones son iguales por la distributividad de la suma, luego por la propiedad
universal del limite inverso se sigue que existe un tnico morfismo de anillos f : X — m KQ/m"

dado por:

Zaﬁ - (Z a7y+m”]
yeB Iy)<n 2N

e f es inyectiva. Podemos identificar a KQ/m" con el K-espacio vectorial generado por to-
dos los caminos de longitud a lo mas n — 1. Sea Z a,y un elemento KQ/m" y supongamos que
Z a,y = 0 para todo camino orientado 7y tal que /(y) < n — 1. Luego por la independencia lineal
de los caminos orientados se sigue que a, = 0 para todo y tal que I(y) < n — 1. Pero ademas esto es
cierto para toda n € N, luego Z ayy = 0.

yeB

e f es sobreyectiva. Supongamos que (f, + m"),av €s un elemento de 1&11[( Q/m". Observe
primero que podemos suponer que f, es una combinacién lineal de caminos de longitud a lo més
n — 1 ya que en el cociente KQ/m" todos los caminos de longitud mayor o igual a n se anulan. Por
otro lado, por definicién de limite inverso se tiene que para toda m > n: f,, — f, € m". Esto implica

que el elemento (f,, + m"),cn se puede escribir como:
(fi+m fitg+mi fi+g +g+m, )

Donde cada g; es una combinacion lineal de caminos de longitud i, es decir g; € KQ; para cada
i > 1. Por ejemplo f, — f; € m, luego f, = fi + g, donde g; € m, es decir g; = f, — f;. Por lo
tanto el elemento f; + g; + g> + g3 + g4 + ... €s una serie formal cuya imagen bajo el morfismo f es

exactamente (f, + m"),cn. Esto establece la sobreyectividad del morfismo f. O0.



Capitulo 3

Series Formales sobre Bimodulos

Sean Dy, D,, .., D, anillos con divisioén, S = l_[ D;y M un (S,S)-bimédulo. Definamos:
i=1

Fo(M) = {Z ai) : a(i) e M®’}
i=0

Donde declaramos que M° = S. Dotamos a Fg(M) de estructura de anillo como sigue:

e [La suma:

oo

> a) + i b(i) = i(a(i) + b(i))
i=0 i=0

i=0
e El producto:
[ZW% Mﬂ:Z}hW@
i=0 =0 5=0 i+j=s
donde a(i)b(j) es la imagen de a(i) ® b(j) en M®*) bajo el isomorfismo canénico:

M ®s M®i 5 M)

Notemos que F5(M) es un anillo con 1. En efecto, el elemento 1 estd dado por:
1sii=0
1) = .
O0sii#0
ya que si a € Fg(M) entonces:

(ah(i) = Y a()1()

s+1=i

Luego si ¢ # 0 entonces 1(¢) = 0y por ello (al)(@) = a(i).

Note ademas que como M° = § entonces S se encaja como subanillo en Ts(M) y Fs(M) luego
podemos considerar tanto a Ts(M) y Fs(M) como S -dlgebras via el morfismo inclusién de S en

13
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cualquiera de estos dos anillos.

Similarmente el dlgebra tensorial Ts(M) se encaja como subanillo de F5(M), i.e Ts(M) —
Fs(M) al identificar T (M) con el conjunto de sumas finitas de los productos tensoriales iterados.

Sea m(M) el ideal de T's(M) generado por M. Observe que se tiene una filtracion:
Ts(M) 2 m(M) 2 m(M)* 2 ...
Luego se tiene la topologia m(M)-adica en Ts(M). Note también que para todo entero j > 1:
m(M)y = M® & M®*' @ ...
Definamos ahora una aplicacion v : F5(M) — N como sigue. Para cada a € F5(M) se define:
v(a) := min{i : a(i) # 0}

Proposicion 3.1. La aplicacion v induce una métrica en ¥ (M).
Demostracion:

Veamos que la aplicacién d : F5(M) X Fs(M) — R definida por:

27D gia b
d(a,b) :=

Osia=>b

es una métrica en F5(M). Observe que solo la desigualdad del tridngulo no es evidente. Sean
a, b, c elementos de F5(M) y sin pérdida de generalidad supongamos que todos son distintos entre
si. Sea i; el menor entero tal que (a — ¢)(i;) # 0, i el menor entero tal que (a — b)(i,) # 0 e i3 el
menor entero tal que (b — ¢)(i3) # 0. Definamos k = min{i,, i3} y note que a — ¢ = (a — b) + (b — ¢),

luego sii < k se tiene que:

(a—=0o)i) = ((a—-b)+(b-0c)0)
= (a=b)D) + (b= )()
=0

yaque i < ky como k = min{i,, i3} entonces i < i, y ala vez i < i3. Por construccion i; es el menor
entero tal que (a — ¢)(i;) # 0, luego i; > k. Por lo tanto —i; < —ky asi 27" <27% <272 + 275 En

consecuencia d(a, c) < d(a,b) + d(b, c) y por ende d satisface la desigualdad del tridngulo. O
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Observacion. Note que la prueba anterior muestra que d satisface la desigualdad d(a,c) <
max{d(a, b),d(b,c)} para todo a,b,c en Fs(M) asi que de hecho (Fs(M),d) es un espacio ul-

tramétrico.

Proposicién 3.2. Sea (M) la cerradura topoldgica en el espacio Fs(M) del ideal (M) generado
por M en el anillo F5(M). Entonces a € (M) & a(0) =0.

Demostracion:

<) Supongamos que a(0) = 0. Definamos una sucesion {a>"},cy de elementos de Fs(M) como

sigue:

a(jysij<n
a~"(j) :=
g Osij>n

Veamos que a = lim a*", es decir que para toda € > 0 existe un natural N tal que d(a,a") < €
n—00

para toda n > N. Observe que v(a — a~") = n + k para algin entero positivo k. Luego dado € > 0

elija un natural N tal que 2Ve > 1. Por lo tanto sin > N entonces n+k > N+k > Nyasin+k > N.

Se tiene entonces que:

D=(n+h) < 9=(N+K)
<2V

<€

Como a(0) = 0 entonces {a~"},ey €s una sucesién de elementos de (M) y es tal que a = lim a™" €

(M).

=) Supongamos que a € (M), entonces cualquier abierto que contiene a a intersecta a (M).
En particular considerando B(a, %), la bola abierta con centro en a y radio %, se sigue que existe
b € (M) tal que d(a,b) < % Necesariamente a(0) = b(0) pues en otro caso d(a,b) = 1 £ % Como
b € (M) entonces b(0) = 0y luego a(0) = 0. O
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Para cada j > 1 definamos:

Fs(M)*/ :={a € Fs(M) : a(i) = 0 para toda i < j}

Note en particular que Fg(M)>! = M
Proposicion 3.3. Para cada entero j > 1 se tiene que F5(M)>/ es un ideal de Fs(M).

Demostracion:

oo

Sea j un entero tal que j > 1. Supongamos que a = Z a(i) es un elemento de F5(M) y sea
i=0

b= Z b(k) un elemento de Fg(M)>/. Entonces por definicion de producto en Fg(M):
k=0

ab = i Z a(i)b(k)

t=0 i+k=t

Supongamos que ¢ < j, luego i + k < j. Lo anterior implica que k < j pues si k > j entonces

i+k>i+j> jluego i+ k > j, una contradiccion. Por lo tanto si ¢ < j entonces k < j y como

b = Z b(k) es un elemento de Fs(M)>/ entonces b(k) = 0 para todo k < j. En consecuencia
k=0

ﬁ(M)_Zj es un ideal de F5(M). O

Proposicion 3.4. Sea m(M) el ideal generado por M en el dlgebra tensorial Ts(M). Para cada

entero positivo j existe un isomorfismo de anillos:

FsM) o Ts(M)
Fs (M) — m(M)J

Demostracion:

Notemos que se tiene una inclusién natural Ts(M) — Fg(M) y un morfismo sobreyectivo

Fs(M) —» gﬁ%ﬁ -, luego la composicion determina un morfismo ¢ : Ts(M) — 723%2)’

m(M)’ C ker(¢). En efecto si a € m(M)’ entonces a(s) = 0 para toda s < j — 1, luego ¢(a) = 0. Por

Ts (M) Fs(M)
wMy T (M)

Veamos que

lo tanto por el teorema de Noether existe un morfismo de anillos ¥ :

que hace
conmutar el siguiente diagrama:
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Ts(M) —— Fs(M)

|

Ty ¥ FsM
m(M)J

Resta ver que ¥ es un isomorfismo.

e ¥ es morfismo inyectivo:

j-1
~ _ Ts(M) . _ _
Seaa = ZO: a(i) € ey y supongamos que a € F5(M)>’/ luego para toda t < j — 1 se tiene

que a(t) = 0y por lo tanto a = 0.

e ¥ es morfismo sobreyectivo:

[

Seaa = Z a(i) + Fs(M)*/ un elemento de 725(%2), Observe que en dicho cociente se tiene la
i=0

siguiente igualdad:

00 j-1
D ali)+ Fs(M)* = " ati) + Fs (M)
i=0 i=0
j-1
Pero entonces b = a(i) + m(M)’ satisface W(b) = a. En consecuencia ¥ es un isomorfismo

i
o

de anillos. O

Observacion. Un razonamiento andlogo al que se da en la demostracion de la proposicion 2.2
muestra que si m(M) es el ideal generado por M en el dlgebra tensorial 75 (M) entonces existe un
isomorfismo de anillos: TS/(M)m( my = Fs(M).

Introduzcamos ahora el concepto de sumabilidad para una sucesion de series formales.

Definicion. Sea 7 := {T};a una sucesion de elementos de F5(M). Se dice que 7 es sumable si

para cada u € N el conjunto:
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F(r,u) ={i e N: T;(u) # 0}

es finito. En tal caso se define la serie Z T; como:
O m)w:= > Tiw
i€F (t,u)

Proposicion 3.5. Sea 7 = {T;};cy una sucesion de elementos de Fg(M). Para cada n € N sea

J, = E T;. Entonces si 7 es sumable se tiene que lim J, = E T; con respecto a la métrica en
n—o00
i<n

Fs(M) descrita en la proposicion 3.1.
Demostracion:

Seae > 0yseaN € N tal que 2Ve > 1. Como 7 es sumable entonces para cada u € {0, 1,2, ...N}
N
se tiene que |F (t,u)| < co. Sea T = U ¥ (t,u) y pongamos k = max7. Supongamos que n > k'y

u=0
que u € {0, 1,...N} entonces:

Iy = (D i) ) = Z Tw)— > Tiu)
i=0

i€f (t,u)

= Z Ti(u)
i€{0,1,..n)\F (t,u)

Note ahoraque sii € {0,1,..n}\ F(r,u) y u € {0, 1, ...N} entonces T;(u) = 0. En efecto, si no es
el caso entonces T;(u) # 0, luego i € ¥ (1, u) una contradiccién. Por lo tanto si n > k se sigue que:

v(J - Z T;) = min{u € N : J,(u) - (Z T;) (u) # 0

>N

En consecuencia:

Se concluye que lim J, = Z T, O
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Sean 7 = {T}}ien, T = {T;} jen sucesiones de elementos de Fg(M). Se construye una nueva serie

Z T definiendo primero una sucesion de series formales 7”7 = {7

T" = Z T

i+j=s

"}senw cOMO sigue:

Proposicion 3.6. Sean 7 = {T}};cn, 7 = {Tj/.} jen sucesiones de elementos de Fg(M). Si ambas

sucesiones son sumables entonces:

(1) ™" = {T"},e €5 sumable.

i Y17 =(31)(37)

Demostracion:

(i) Sea u € N y para cada entero [ € [0, u] definamos:

JI=F(,DXFE ,u-1)

J:QJ,

Por hipdtesis 7 y 7’ son sucesiones sumables, luego J; es finito por ser el producto cartesiano

de dos conjuntos finitos y por ende J es finito. Tomemos sy = max{i + j : (i, j) € J}, luego:
F (", u) C[0,s0] NN

Por lo tanto F (7", u) es un conjunto finito lo que prueba que 7 es sumable.

(i1) Sea u € N. Por un lado:

(um)w= 2, Tw

SEF (1" ,u)

N
s=0

= Z > TOTjw-1)
1=0 (i,j)eJ;
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Por otro lado:

(227 (27w = Z[ > Tia)]( S - 1)]

=0 \ieF(1,]) JEF (v u=1)
u

_ Z Z T(DT(u ~ 1)
=0 (i, j)eJ;

Se sigue que ambas expresiones son iguales. O

Recordemos ahora un resultado de topologia general.

Lema. Sea Y un espacio de Hausdorff, X un espacio topoldgicoy f, g : X — Y dos aplicaciones
continuas. Supongamos que D C X es un subconjunto denso de X tal que f(x) = g(x) para toda

x € D entonces f = g.
Demostracion:

Como Y es Hausdorff entonces la diagonal A = {(y,y) : y € Y} es un subconjunto cerrado de
Y X Y. Definamos ¢ : X — Y X Y mediante ¢(x) = (f(x), g(x)). Dado que f y g son aplicaciones
continuas entonces ¢ también es continua y por ello ¢!(A) es un subconjunto cerrado de X. Por
hipétesis ¢~'(A) = D, luego como D = X y ¢ !(a) es cerrado en X entonces ¢~ '(A) = X. En
consecuencia f(x) = g(x) para toda x € X, es decir f = g. O

Proposicion 3.7. Sea ¢ : M — Fg(M) un morfismo de (S, S )-bimddulos tal que (M) C
Fs(M)>'. Entonces existe un inico morfismo de S-dlgebras ¢ : Fs(M) — Fs(M) que hace con-

mutar el siguiente diagrama:

M — Fg(M)
Fs(M)

Demostracion:

Por la propiedad universal del dlgebra tensorial existe un unico morfismo de §-algebras: ¥ :

Ts(M) — Fs(M) tal que el siguiente diagrama conmuta:
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M — Tg(M)

v

Fs(M)

14

(59

Seaa = Z a(u) un elemento de F5(M) luego a(u) € M®" para cada u > 0. Note que como
u=0
a(u) € M®* entonces usando la hipétesis que (M) C Fs(M)>! se tiene que Y(a(u)) € Fs(M)=".

En consecuencia la sucesion de series formales {¢/(a(u))}.cn €s sumable. Se define entonces ¢ :
Fs(M) — Fs(M) mediante:

ar ) ylaw)

ueN

e ¢ preserva la unidad. En efecto ¢(1) = ¥(1) = 1 ya que ¢|s = idg pues ¢ es morfismo de
S -algebras.

e  preserva sumas. Sean ay, a, elementos de ¥ (M) entonces usando la definicién de suma en

Fs(M) y el hecho que i preserva sumas se tiene que:

plar +az) = Z U((ar + a)(w))

ueN

- Z (ay(u) + ax(u))
ueN

= Z(w(al(u)) + Y(ax(w)))
ueN

= > @) + Y wlarw)
ueN ueN

= ¢(ay) + @(a)
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e p preserva productos. Sean a;, a, elementos de Fs(M) entonces usando la proposicién 3.6 y

el hecho que ¥ preserva sumas y productos se tiene que:

Flara) = ) yl(@a)w)

ueN
=> w(z al(i)azw]
ueN i+j=u
- Z Z Y(a,(iYas(j))
ueN i+ j=u
= D wadw(a )
ueN i+j=u
= [Z w(m(i))) [Z w<a2<j>>]
iEN JeN
= B(a)@(a)

® ¢ es una extension de ¢. Sea m € M entonces p(m) = Y(m). Como Y|y = ¢ entonces yY(m) = @(m)
y por lo tanto @[y = ¢.

e ¢ es Unico. Supongamos que existe otro morfismo ¢ : Fs(M) — Fg(M) de S -dlgebras tal

que el siguiente diagrama conmuta:

M — Fg(M)

.

Fs(M)

Al considerar la restriccion de ¢ a Ts(M) se obtiene un morfismo Ts(M) — Fs(M) que fija S
y cuya restriccién a M coincide con ¢. Como ¢ es tinico entonces ¢ = ¢ en Ts(M), es decir ¢ y ¥

coinciden en el dlgebra tensorial Ts(M). Sea a € F5(M) entonces a = Z a(u) donde a(u) € M®".

ueN
Observe que para cada u € N se tiene que M® C Tg(M) y asi ¢(a(u)) = y(a(u)). Usando la
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proposicion 3.5 y el lema de la pagina 20 se sigue que:

(@) = ¢ (Z a(u)]

ueN

= > #a(w)

ueN

= > wlaw)

ueN

= ¢(a)

Por lo tanto ¢ = @ lo que establece la unicidad del morfismo . O

Sea ¢ : Fs(M) — Fs(M) un morfismo de S -dlgebras con la propiedad que (M) C Fg(M)>!.
Observe que Fs(M)=' = M EB Fs(M)=? luego al considerar la restriccién de ¢ a M se obtiene un
morfismo ¢y : M — Fs(M) de S-bimddulos que estd completamente determinado por el par de
morfismos de S -bimédulos: (¢, ¢®) donde:

oV M—M
P M — Fs (M)

Proposicion 3.8. Supongamos que ¢! = id,, entonces ¢ es un isomorfismo.

Demostracion:

Definamos ¢ = idg ) — ¢ entonces ¥ es un endomorfismo de (S-S)-bimédulos. Veamos que
PM®) C Fs (M),

e Para u = 0 hay que verificar que ¥(S) € Fs(M)>!. Sea s € S, entonces como ¢|s = idg se
tiene que:

Y(s) = s —@(s)
=5—9

=0
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el cual es un elemento de Fg(M)>!. Observe que si u = 1 entonces la hipétesis ¢V = id,, implica
que:
Y(m) = m — @(m)
= m — @o(m)

=m = (" m) + ¢ (m))
=m-m-— cp(z)(m)

= —2(m)

Por construccién ¢ : M — Fs(M)??, luego y(m) € Fs(M)=>.

e Para obtener el caso general procedamos por induccién. Supongamos que la afirmacién se
cumple para u y probemos que se cumple para u + 1. Sean ® m € M®“*D = M® @ M, entonces:

y(n@m) =n@m—pne®m)
= nm — @(n)p(m)
= nm = gm)m + g(m)m — @(n)p(m)
= (n = @(n)m + p(n)(m — ¢(m))
= y(m)m + e(n)y(m)

Note que n € M®* luego por hipétesis inductiva y(n) € Fs(M)>**! y por ende y(n)m € Fg(M)>*+?
pues m € M. Por otro lado n € M® y como ¢(M) C Fs(M)>! entonces p(n) € Fg(M)>*. Ademds
Y(m) € Fs(M)*? lo que implica que p(n)y(m) € Fs(M)>*+>. Dado que Fg(M)=**? es un ideal de
Fs(M) entonces en particular es un subgrupo aditivo, asi ¢(n)m + @(n)y(m) € Fs(M)=** lo que
completa el argumento inductivo.
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Veamos que lo anterior implica que y(Fs(M)=*) C Fs(M)>**'. En efecto sea a € Fg(M)>"
(o)

entonces a = Z a(u + k) donde a(u + k) € M®“*®_Usando la proposicién 3.5 se tiene que:
k=0

Y(a) = a—p(a)
= a—tp(Za(u+k))
k=0

= i a(u + k) — i ela(u + k))
k=0

bl
(=]

(a(u + k) — p(a(u + k)))

DM 1M

Yla(u + k))

k

1l
(=)

Yla@) + ) yla(u + k)

k=1

Como a(u) € M®" entonces usando el hecho que Y(M®) C Fg(M)>**! se concluye que y(a(u)) €
Fs(M)=**!. Por otro lado note que ¥(a(u + k)) € Fs(M)=+1 C Fg(M)>*+!. Por ser Fg(M)>**!
un subespacio cerrado de Fg(M) y ¢ continua entonces la proposicion 3.5 implica que ¥(a) €
7:5 ( M)Zu+1'

>u+l

Supongamos ahora que a € Fg(M)>" entonces para cada i € N se tiene que ¥'(a) € Fg(M)
luego la sucesién de series formales {/'(a)}icay €s sumable. Definamos p : Fs(M) — Fs(M)

mediante:
ar ) Y
i=0

Note que p es morfismo de (S,S)-bimédulos pues ¢ lo es para cada i € N. Por construccién
se tiene que ¥ = id — ¢, lo que implica que ¢ = id — . Por lo tanto ¢p = (id — ¥)p. Usando la
continuidad de ¢ y la proposicion 3.5 se tienen las siguientes igualdades:
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(¢p)(@) = (id - )(p(@))
= (id - y) (Z w"(a>]
i=0
=ZW@—4ZW@]
i=0
i=0

i i=0

D i@ - i (@)

i=0

v’(a)
=id(a)

=da

Asi pp = idg ). Similarmente pyp = idg ) y por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O

Concluimos este trabajo dando una caracterizacion de los automorfismos de Fg(M).

Proposicion 3.9. Sea ¢ : F5(M) — Fs(M) morfismo de S -dlgebras tal que (M) C Fg(M)>'.
Denotemos por ¢, al par de morfismos (¢V, ¢®) definido anteriormente. Entonces ¢ es un auto-

morfismo de S -bimédulos si y s6lo si ¢V es un isomorfismo de (S-S)-bimédulos.

Demostracion:

=) Supongamos que ¢ es un automorfismo, luego existe p : Fs(M) — Fs(M) tal que pp =

wp = idg,uy- Como ¢|g = ids entonces plg = ids yaque si s € § se tiene que:

p(s) = p(id(s))
= p(p(s))
= (po@)(s)
= ids(s)

=S
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Lo anterior implica que p(M) C Fs(M)>!, asi p = (09, pV) donde p©@ : M — My p? :

M — Fg(M)?* son morfismos de (S,S)-bimddulos. Sea m € M, entonces:

p(m) = p@(m) + pV(m)
p(p(m)) = (" (m)) + @'V (m))
m = (p(m)) + (o (m))
= ¢V m) + ¢ V) + ¢(p'"(m))

Note que los tltimos dos sumandos del lado derecho son elementos de Fg(M)>2, luego por

unicidad de la suma directa se sigue que m = ¢V(p¥(m)). Por otro lado ¢(m) = ¢V (m), luego:

o(m) = ¢ (m) + ¢ (m)
ple(m)) = p(e " (m)) + p(¢® (m))
m = p(eV(m)) + p(p® (m))
= p @V m) + p V(M (m)) + p(®(m))

Como pV(e"(m)) y p(¢®(m)) son elementos de Fs(M)>> entonces p@ (¢ (m)) = m y por lo

tanto ¢V es un isomorfismo.

<) Supongamos ahora que ¢V es un isomorfismo. Sea p’ := (¢'")™! : M — M. Por 3,7 p’

induce un morfismo:
p:Fs(M) — Fs(M)

con la propiedad que p|s = ids. Note que:

(o 0 @)(m) = p(p(m))
= p(p"(m))
= PV m) + ¢ (m))
= p(¢V(m)) + plp ()
= (") @V m) + p(p? (m))
= m + p(p? (m)
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En consecuencia p o ¢ = (idy, p o ¢®) luego la proposicién anterior es aplicable y por ello ¢
tiene inverso izquierdo. Un razonamiento similar muestra que ¢ tiene inverso derecho, es decir ¢

es un isomorfismo. O
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