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Resumen

En esta tesis se resuelve el problema de la reflexion, trasmision y refraccion
del haz coherente cuando una onda electromagnética plana incide sobre un
semiespacio de esferas localizadas al azar para el caso en que el tamano de las
esferas es comparable a la longitud de onda de la radiacién incidente (coloide
turbio). El cédlculo se realiza en la aproximacién de campo efectivo, la cual
es valida para sistemas diluidos.

Se considera el caso de particulas suspendidas en el vacio y el de particulas
inmersas en una matriz semi-infinita.

Primeramente se determinan las inducidas en cada una de las esferas,
en términos del tensor generalizado de conductividad no local de la esfera
aislada el cual se calcula de manera exacta.

Posteriormente, utilizando la técnica de la funcion de Green, se plantéa
la ecuacién integral para el campo eléctrico promedio en la aproximacion de
campo efectivo.

Para el caso de las esferas suspendidas en una matriz semi-infinita, se
calcula la funcion de Green del semiespacio para tomar en cuenta de manera
formal la presencia de las “iméagenes”de las corrientes inducidas.

La ecuacién integral se resuelve proponiendo una soluciéon de prueba
6 Ansatz tipo onda plana con los siguientes parametros efectivos: vector de
propagacion, vector de polarizacion y amplitud. Utilizando las ecuaciones de
consistencia resultantes para estos parametros efectivos se encuentran, en el
caso de esferas suspendidas en el vacio, formulas explicitas y exactas para las
amplitudes de reflexion y trasmision para coloides turbios, en términos de
las distintas componentes del tensor generalizado de conductividad no local
y la fracciéon de llenado volumétrica. En el caso de esferas inmersas en una
matriz, se demuestra que las amplitud de reflexion estd dada por una féormula
que es equivalente a la formula de la reflectancia de tres medios.

Con el fin de facilitar el uso de estas férmulas, se proponen distintas
aproximaciones y se exploran sus condiciones de validez.
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Abstract

In this thesis I deal with the problem of reflection, transmission and re-
fraction of the coherent beam when an electromagnetic plane wave is inci-
dent upon a half-space, where spherical particles are localized at random
positions. I treat the case in which the size of the spheres is comparable to
the wavelength of the incident radiation (turbid colloid). The calculation is
performed within the effective-field approximation, that is valid for dilute
colloidal systems.

I considered the case when the particles are suspended in vacuum, and
also the case when the particles are immersed within a semi-infinite matrix.
Firstly, the induced currents within each sphere are calculated exactly, in
terms of the generalized non-local conductivity tensor of an isolated sphere.
Secondly, using the Green function technique, the integral equation for the
average electric field, in the effective field approximation, is stated. For the
case of the spheres suspended in a semi-infinite matrix, the half-space Green
function is calculated in order to take into account, formally, the presence of
the “images”of the induced currents. Then, the integral equation is solved
by proposing a test solution or Ansatz of plane-wave type, with the following
effective parameters: wave vector, polarization vector and amplitude. Using
the resultant consistency equations for these effective parameters, for the case
of free standing spheres in vacuum, explicit and exact formulas for the reflec-
tion and transmission amplitudes of dilute turbid colloids are found. These
formulas are given in terms of the different components of the generalized
non-local conductivity tensor. For the case in which the spheres are immersed
within a matrix, it is proved that the reflection amplitudes are given by a
formula which is equivalent to the classical three-media-reflection formula. In
order to facilitate the proper use of these formulas, different approximations
are proposed, and their validity conditions are numerically explored.
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de esta tesis es el de resolver el problema de la reflexién
de la luz por N esferas colocadas al azar, ya sea que estas se encuentren
suspendidas libremente en el vacio, 6 bien, estas se encuentren inmersas en
una matriz con permitividad eléctrica €; y permeabilidad magnética uy, tal
que las esferas y la matriz se encuentran en el semiespacio z > 0. Ademds
supondremos que todas las esferas tienen el mismo tamano.

Las ecuaciones que plantearemos seran las ecuaciones para el campo
eléctrico promedio, ya que el hecho que las esferas se encuentren distribuidas
al azar implica que el campo eléctrico serd a su su vez un campo estocasti-
co o que depende de las posiciones aleatoreas de las esferas, que implica la
existencia tanto de un campo eléctrico promedio o coherente y la existencia
de un campo eléctrico fluctuante o difuso. En esta tesis no consideraremos el
campo difuso o campo fluctuante y nos concentraremos en el campo eléctrico
promedio.

Historicamente, existen las formulas de Clausius-Mossotti 6 equivalente-
mente, Lorentz-Lorenz, que dan una férmula explicita para calcular el indice
de refraccién de un material macroscopico en términos de las propiedades de
dispersién de la luz de los componentes moleculares, y esta teoria aplicada a
particulas metélicas puede consultarse en [Maxwell] . Una vez conocido este
indice de refraccién efectivo es posible conocer los parametros efectivos de
la radiacién esparcida, donde para el campo promedio, resulta ser una onda
plana, con parametros efectivos tales como longitud de onda, polarizacién y
amplitud . Estas férmulas tienen validez cuando el tamano de las particu-
las o inclusiones es pequeno comparado con la longitud de onda del campo
incidente y densidades de nimero de particulas moderadas, una extension
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de esta teoria de medio efectivo al caso dinamico puede ser consultada en
[Stroud],[Wachniewski].

A su vez, van de Hulst en su libro [Hulst], resuelve el problema de la
trasmision de una onda plana, cuando esta incide normalmente sobre una
capa de esferas de espesor finito, para ello considera que el campo lejano
esparcido por cada esfera cuya superposicion y promedio espacial, da lugar a
una onda que llamaremos el campo coherente que se propaga con un vector
de onda efectivo .

Diremos que un campo es coherente para diferenciarlo del campo difuso,
aquel cuya superposicién con otro campo coherente presenta interferencia, de
tal forma que el campo calculado por van de Hulst, es un campo coherente,
y es el campo eléctrico promedio. De esta forma, cuando el campo eléctrico
incidente es una onda plana, entonces también el campo eléctrico trasmitido
sera una onda plana, con parametros efectivos.

Este método de van de Hulst y el resultado de Clausius-Mosotti no son
equivalentes. Esta diferencia surge en primer lugar por el hecho que Clausius-
Mossotti es el equivalente de la aproximacion cuasicristalina para particu-
las pequenas, y van de Hulst es una aproximacion de campo efectivo, pero
ademas existe una diferencia debida a que no es equivalente promediar las
corrientes inducidas (Clausius-Mosotti) o bien promediar los campos espar-
cidos (van de Hulst).

En esta tesis estudiaremos el caso en que el sistema coloidal pueda con-
siderarse diluido, para medios densos puede consultarse por ejemplo [Lax,2],
[Tsang,1], [Tsang,4], [Dick], [Siqueira], [Hespel], [Alexander].

El método que seguiremos es andlogo al propuesto por van de Hulst, pero
generalizado, en el sentido de considerar un semiespacio en lugar de una ca-
pa de esferas, e incluir la presencia de un sustrato o matriz, esto junto con
el hecho de no ser necesario suponer que los campos esparcidos estan en la
zona de campo lejano, sino que introducimos el concepto de conductividad
no local generalizado de la esfera, que de manera general es una expresion
para calcular las corrientes inducidas dentro de una esfera, debidas a la pres-
encia de un campo eléctrico externo calculadas las corrientes inducidas, este
enfoque, permite calcular el campo eléctrico en cualquier regién del espacio
tanto dentro como fuera de la esfera esto se hace utilizando la funcién de
Green para el campo electromagnético la cual multiplicada por la corriente
inducida, e integrada sobre todo el espacio, nos da el campo eléctrico radiado
6 esparcido .

Ha sido mostrado recientemente, que siguiendo este enfoque, es posible
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de hecho construir una teorfa de campo efectivo [Barrera,1] para el campo
eléctrico promedio 6 campo coherente en coloides turbios, este medio efecti-
vo, resulta ser espacialmente dispersivo. Esto quiere decir que la respuesta
electromagnética depende no solamente de la frecuencia del campo eléctrico
externo, sino también de su vector de onda.

También ha sido mostrado recientemente [Barrera,l], como de las rela-
ciones de dispersién para los modos transversales, fué posible derivar un
indice de refraccion efectivo dependiente solo de la frecuencia, el cual puede
ser utilizado para predecir el problema inverso, dado el indice de refraccién
efectivo, cuales son las propiedades del coloide, radio de particula, pemitivil-
idad eléctrica principalmente [Augusto,1],[Sanchez]. En trabajos previos, se
ha estudiado la reflexién y la refraccion de la luz de un coloide turbio de
un semiespacio utilizando un enfoque de esparcimiento miltiple [Augusto,3],
[Barrera,2| y se ha estudiado su conexién con las propiedades del medio efec-
tivo.

En estos ultimos trabajos se discuten las precauciones que se tienen que
tomar en cuenta al usar un indice de refraccion efectivo de un coloide turbio
en la electrodinamica de medios continuos.

Por ejemplo, el uso de este indice de refraccién efectivo en las relaciones
de Fresnel para calcular las amplitudes de reflexion del campo coherente por
una interfaz plana, ya no son validas [Bohren,2],[Meeten]. Esto se verific ex-
perimentalmente en [Augusto,2],[Alejandro,2], y esto no es un hecho aislado
sino que se han reportado diversas inconsistencias en el uso del indice de
refraccion efectivo como se comenta en [Meeten].

Aqui nosotros construimos el marco tedrico para incorporar la presencia
de una interfaz plana, en el medio efectivo con dispersién espacial del sistema
coloidal, y mostramos como calcular correctamente la amplitud de trasmision
y la amplitud de reflexiéon para el campo coherente.

Nuestro enfoque esta basado en una ecuacion integral para el campo
eléctrico promedio, y la construccion de una respuesta electromagnética efec-
tiva del coloide, que debido a la presencia de la interfaz plana, no es mas
una respuesta con invariancia translacional, lo que tendra consecuencias al
escribir la respuesta no local del semiespacio.

Un problema que se present6 en esta tesis fué el hecho que la respuesta
electrodindmica de estos sistemas coloidales es no local [Barrera,1], es decir
que las propiedasdes eléctricas y magnéticas de la materia, dependen tanto de
la frecuencia w, como del vector de propagacion k. En [Barrera, 3], se estudid el
concepto de energia y vector de Pointing, desde el punto de vista no-local.
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Debido a la no-localidad, no era claro la forma en que debian resolverse los
problemas de reflexion y trasmision de la luz para dichos sistemas coloidales.
Existen varias técnicas para resolver los problemas no locales como puede
verse por ejemplo en [Fuchs,2], [Halevi|, [Reuter|, [Pippard], [Mochan].

En particular no era claro que el método de las condiciones de Fron-
tera de Fresnel permaneciera valido en el caso no local, la forma en que se
evito utilizar el método de las condiciones de frontera, fué trabajar directa-
mente con la ecuacién integral, y resolver la ecuacién integral al proponer
una solucion de onda plana con parametros libres tales como la amplitud de
la onda, un vector de propagacion efectivos k! y una polarizacién efectiva é7,
este método implico imponer y resolver ciertas ecuaciones de consistencia,
una de las cuales es la relacion de dispersion, y la otra da la amplitud de la
onda trasmitida, y es equivalente a lo que en 6ptica se llama el teorema de
extincién Ewald Oseen [Born, pg. 106].

El propdsito de esta tesis es el de presentar una teoria que unifique los
distintos enfoques para tratar el problema de reflexion en sistemas coloidales,
por un lado estd la teorfa de esparcimiento multiple iniciadas en [Foldy],
[Lax,2], y continuadas [Tsang,1],[Tsang,3] basadas en el formalismo de la
matriz T, y por otro lado, la teorfa de medio efectivo iniciada en [Barrera,1]
y la tesis [Alejandro,1] y continuada en esta tésis y esbozada en el articulo
[Edahi] .

Esto se logra al introducir el tensor generalizado de conductividad no
local, mediante el cual es posible encontrar las corrientes internas dentro de
las esferas inducidas por un campo eléctrico externo, e incluye a la teoria de
Mie, que es el eparcimiento de una onda plana con vector de onda del vacio
por una esfera, como un caso particular.

A continuacién mencionamos brevemente el contenido de cada capitulo
de la tesis.

En el capitulo (2) se hace un repaso de los antecedentes de la elec-
trodinamica clasica y algunos temas que se estudiaron someramente durante
la elaboracion de la tesis para poner claridad a dlstlntos conceptos e ideas,
por ejemplo la interpretaciéon fisica de los campos P M y el problema de
reflexién de Fresnel en el caso de medios absorbentes.

En el capitulo (3) se explora la posibilidad de resolver el problema de
Fresnel via la ecuacion integral y se demuestra que es posible reemplazar el
problema de las condiciones de frontera de Fresnel, por el de resolver una
ecuaciéon integral.

El capitulo (4) tiene el propésito de encontrar una expresién explicita
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del tensor generalizado de conductividad no local de la esfera, con el cual
podemos encontrar la corriente interna inducida dentro de una esfera provo-
cado por un campo eléctrico de excitacién. Esto se hace tanto en una rep-
resentacion mixta, espacio real y espacio de Fourier, como en el espacio de
Fourier en dos variables.

En el capitulo (5) se plantea la ecuacién integral para el campo eléctrico
en un sistema de esferas colocadas al azar y en el caso que estan suspendidas
en el vacio.

El método para resolver todas las ecuaciones integrales es el siguiente:
para la ecuacion para z > 0, se propone una solucién de onda plana con
parametros libres, un vector de propagacién efectivo k! , un vector de polar-
izacién efectivo é/, y una amplitud de transmisién t.

La sustitucion de este ansatz, conduce a ciertas relaciones de consistencia,
una de las cuales sera la relacién de dispersion y la otra una condicion para la
amplitud de transmision o bien lo que se conoce como el teorema de extincién
de Ewald-Oseen.

El campo reflejado estd dado solamente en términos de valores del campo
en la interfaz z = 0, por lo que se calcula inmediatamente después de haber
encontrado el campo trasmitido.

En el capitulo (7) se introduce una aproximacién en la teorfa con el fin de
obtener algunos resultados numéricos, tal aproximacion consiste en sustituir
un valor de k/ para el vector de propagacion efectivo de la onda trasmitida,
dada por la expresién de Foldy-Lax [Lax,1], en el tensor generalizado de
conductividad no local, y evaluar los coeficientes de reflexion en este caso.
También se da un metodo iterativo para resolver la relacién de dispersion
para la componente z del vector de onda efectivo.

En el capitulo (6) se toma la aproximacién que hemos llamado del cono
de luz, que consiste reemplazar el vector de onda efectivo en el tensor gener-
alizado de conductividad no local, por el vector de onda del campo incidente,
esta suposicién es equivalente a decir que el campo que induce las corrientes
dentro de las esferas es el campo incidente. Esta teoria desprecia la refraccion,
pero es el resultado que predicen algunas teorias de esparcimiento multiple
[Augusto,3],[Barrera,2].

Finalmente en el capitulo (8) se utiliza la funcién de Green del semiespa-
cio, para calcular el campo promedio reflejado por un sistema de esferas que
estan inmersas en una matriz con médulo de propagacion ki, que consiste en
tomar en cuenta la reflexién interna de la radiacion dispersada debida a la
presencia de la superficie.
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En el apéndice (A) se calcula la funcién de Green del semiespacio para
el campo electromagnético en una representaciéon apropiada, de tal man-
era que podamos tomar en cuenta la reflexién interna de la radiacién dis-
persada debida a la matriz con permitividad eléctrica €; y permeabilidad
magnética p; donde se encuentran las esferas, esta seccion se basa en los
articulos [Ismo,1],[Ismo,2],[Ismo,3] .

El resultado es que la relacién de dispersién que da los modos de propa-
gacién efectivos, no cambia en estructura si no por el hecho de reemplazar el
vector onda en el vacio kg por el vector de onda de la matriz k;. La reflexién si
se ve alterada y las expresiones correspondientes son obtenidas y el resultado
importante es que se demuestra que la amplitud de reflexion esta dada por
la formula de reflexién para 3 medios, vacio, matriz, y medio efectivo.



Capitulo

Conceptos basicos

2.1. Electrodinamica en medios materiales

En esta seccion definimos y discutimos el significado fisico de lo campos
de polarizacion P y magnetizacion M introducidos en el tratamiento usual
de la electrodindmica de medios materiales, también llamada electrodinamica
continua, por ejemplo como aparece en los libros de texto [Landau], [Bredov].

A continuacion presentamos las ecuaciones de Maxwell en medios mate-
riales, y damos un significado fisico de los campos de polarizacién y magneti-
zacion 15, M como el momento dipolar eléctrico y momento dipolar magnético
por unidad de volumen. Una demostracién alternativa de esta interpretacion
puede ser consultada en [Born, pg. 80-84].

Partimos de las ecuaciones de Maxwell en el sistema internacional de
unidades en presencia de un medio material. Supondremos que existen den-
sidades de carga y de corrientes externas, externas al material, que producen
campos electromagnéticos que inducen a su vez, en el material, densidades
de carga y de corriente. Por lo tanto, la presencia del material aparece con la
presencia de estas densidades de carga y corriente inducidas, por lo que las
ecuaciones de Maxwell se pueden escribir como,

Pe + Pi
€o

V-E =

(2.1)

V-B=0 (2.2)

15
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o B
VxE= _aé?_t (2.3)

. L OF
V x B =p(Je+J;) + €0l

donde E(7,t) es el campo eléctrico, B(7, t) es el campo magnético, J, (7, t) es
la densidad de corriente eléctrica externa, J; (7,t) es la densidad de corriente
eléctrica inducida en el material, p.(7,t) es la densidad de carga eléctrica
externa, p;(7,t) es la densidad de carga eléctrica inducida, € la permitivilidad
eléctrica del vacio, pg la permeabilidad magnética del vacio.

Supondremos que no hay procesos de ionizacion, en tal caso parte de la
corriente inducida podria pasar a ser corriente externa, y parte de la cor-
riente externa podria pasar a ser corrientes inducidas, es decir suponemos
que la densidad de corriente externa e inducida son independientes. Por lo
que a cada densidad de carga podemos asociar una densidad de corriente
relacionadas por la ecuacion de continuidad

(2.4)

— ape
= — 2.5
v ot (2.5)
donde .J es la corriente total
J=J.+J. (2.7)

Supondremos que el medio no esta cargado eléctricamente, por lo tanto la
carga total inducida en el medio material es cero, es decir, fv pidv =0y que
fuera de la regién donde esta definida la densidad de carga, la carga inducida
es cero, entonces esta suposicion junto con el resultado de la divergencia de
Gauss implica que p; se puede expresar como la divergencia de un campo,
que por definicién sera el campo de polarizacién 13(77'),

donde P(7) vale cero fuera del material. Esta es la definicién de campo de
polarizacion eléctrica P un campo tal que al tomar su divergencia se recupera
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la densidad de carga inducida en el material. La ecuacién (2.1) se puede
escribir como

V.- (eE+P)=V-D=p, (2.9)
donde hemos definimos el vector de desplazamiento eléctrico como

D =¢FE + P. (2.10)
La ecuacion de continuidad para la densidad de corriente inducida se
puede expresar en términos del vector de polarizacion eléctrica,

. 0P
v-<¢—zg)=o, (2.11)

y usando el hecho que la divergencia del rotacional de un campo arbitrario
siempre es cero, se tiene que podemos escribir

. 9P
2 M. 2.12
J; 5 + V x ( )

Esta es es la definicién del campo de magnetizacién M (7). Por consigu-

iente, con estas definiciones, la densidad de corriente inducida J; se puede
0P
n ot
riente de polarizacion y Jy; = V x M es llamada densidad de corriente de
magnetizacion. Por lo que la tercera ecuacion de Maxwell se puede escribir

Ccomo

escribir como Jj = jp + jm, en donde jp = es llamada densidad de cor-

L - 9D
VxH=J+—— (2.13)
ot
donde se definié el campo H como
— 1 — —
H=—B-M. (2.14)
o

Hasta ahora, la definicién de ]3, M 1o es completa, por el hecho que un
campo esta definido univocamente dentro de un volumen V sélo cuando se
conoce su divergencia, rotacional y condiciones de frontera. Para ver porque,
supongamos que si A es un campo vectorial arbitrario, f un campo vectorial
arbitrario, g un campo escalar arbitrario, y ademas, V x A= f VA= g,
entonces VX VXA = V(V-A)=V2A = Vx f, por lo que V2A = Vg—V x f,
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que es una ecuacién de Poisson, que bajo ciertas condiciones de regularidad
en la frontera y continuidad de las funciones tiene solucién tnica.

Por lo tanto, los campos P y M todavia no estdn definidos de manera
univoca, pero pueden ser insertados en las ecuaciones de Maxwell, esto es, en
lugar de escribir las ecuaciones de Maxwell en términos de la densidades de
corriente y cargas, utilizar los campos de polarizaciéon y magnetizacion como
las fuentes del campo electromagnético, este hecho implica que los campos
de polarizacién y magnetizacion son fuentes de un campo electromagnético
que pueden ser identificados con el campo electromagnético que produciria
una distribucién continua de dipolos eléctricos y magnéticos puntuales.

Es esta interpretaciéon la que permite que p y M queden univocamente
definidos hasta un volumen muy pequeno de materia, y poder, posterior-
mente, hacer un modelo de la materia, y decir como es que el campo de
polarizacién depende localmente (con la interpretacion que ahora serédn den-
sidad de momento dipolar eléctrico y magnético por unidad de volumen) del
campo electromagnético, y notamos que al introducir este modelo fisico en
las ecuaciones de Maxwell, este sistema de ecuaciones se vuelven un sistema
cerrado.

La interpretacién fisica de P y M es un resultado exacto, en el sentido
que el campo electromagnético que producen las densidades de carga y corri-
ente inducidas en el material, es exactamente el mismo que producirian una
densidad de dipolos eléctricos y magnéticos puntuales. En el caso del campo
de magnetizacion M, algunos libros de texto afirman que esta interpretacion,
solo es valida en el caso cuasiestatico y que pierde su significado en el caso
dindmico [Landau, pg. 251-253], [Bredov]. Sin embargo otros libros presentan
la demostracién para el caso dindmico [Born, pg. 80-84] y concluyen que la
interpretacion del campo de magnetizacion como una densidad volumétrica
de dipolos magnéticos puntuales, conserva su validez en el caso dinamico.

Como parte final de esta seccién, definiremos la respuesta electromagnética
de muchos materiales que comunmente se llaman lineales, es decir, supon-
dremos que el campo eléctrico induce una densidad de dipolos eléctricos en la
materia de una manera lineal y que el campo magnético induce una densidad
de dipolos magnéticos de una manera lineal, es decir

P(7) = xu (P E(7) (2.15)

M (7) = xp(7) B(7) (2.16)
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donde el coeficiente de proporcionalidad x g se le llama susceptibilidad eléctri-
cay al coeficiente de proporcionalidad y g se le llama susceptibilidad magnética.

Recordando como se definié el campo H y el campo de desplazamiento
eléctrico 13,

D=eFE+P (2.17)
— 1 — —
H=—B-M (2.18)
Ho

y definiendo la permitividad eléctrica del material €; tal que D=¢eFE y la
permeabilidad magnética p; del material tal que B= ,ulH entonces se tiene
que

Xe = (€1 — €) (2.19)
1 1
XB = (% - Z) : (2.20)

2.2. Soluciones de onda plana

Las ecuaciones de Maxwell en medios materiales lineales y sin fronteras,
y sin cargas y corrientes externas, para campos con dependencia armoénica
en el tiempo, es decir, E(r,t) = E(F)e ™", H(r,t) = H(r)e ™", se pueden
escribir como

—

V x E(F) = iwp(w)H () (2.21)

—

V x H(F) = —iwe(w)E(F) (2.22)

y por las definiciones del campo de desplazamiento eléctrico D y del campo
H (2.17),(2.18), implica que los campos F, H satisfacen la ecuacién de onda
libre

V2E(F) + wlepE(F) = 0 (2.23)

V2H (F) + wlepH(7) = 0. (2.24)
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En general, los materiales reales presentan absorcion, esto es disipacion
de energia en forma de calor, y es posible demostrar [Landau, pg.302], que en
este caso tanto la permitividad eléctrica ¢; como la permeabilidad magnética
(1 seran numeros complejos, siendo la parte imaginaria de estas cantidades
la relacionada con esta energia disipada.

Para la ecuacién de onda en el espacio libre (2.23), existen soluciones de
la forma e“z'F, que representan ondas viajeras donde k es el vector de onda
y nos indica la direcciéon de propagacion de la onda y su magnitud es tal
que cuando se sustituye esta solucién en la ecuacién de onda (2.23) se debe
cumplir que la amplitud del vector de onda debe satisfacer la ecuacion

k* = wiep. (2.25)

A esta condicion se le llama la relacién de dispersion de los modos elec-
tromagnéticos en un medio homogeneo. Y la relaciéon de dispersion para el
vacio

ks = weotio (2.26)

la tomaremos como una definicién del numero de onda en el vacio. Ademés
definimos el indice de refraccién de un medio con permitividad eléctrica € y
permeabilidad magnética p como

n = \/€u/€ollo, (2.27)

y entonces (2.25) se puede escribir como k% = kin?.

Si €; 6 py son numeros complejos, entonces en general k serd un vector
complejo y su parte real nos da las propiedades de propagacion de la onda
mientras que la parte imaginaria nos dice que se trata de una onda evane-
cente, es decir que se atenia exponencialmente.

En esta tesis nos interesa resolver el problema de reflexion, trasmisién
y refraccién de ondas planas en medios inhomogeneos en presencia de una
interfaz plana. Para introducir la notacién, primero revisamos el problema
en el caso que el medio es homogeneo.

La solucion al problema de la reflexion y refraccion de una onda electro-
magnética monocromatica en una interfaz plana de un material lineal con
cierta permitividad eléctrica y permeabilidad magnética, esta contenida en
la ley de Snell, las ecuaciones de Fresnel, y la ley de reflexién de las cuales
hablaremos mas adelante .
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Puede demostrarse [Landau, pg.323] que los vectores de propagacién
/;i, /;“, Kt de la onda incidente, reflejada y trasmitida respectivamente, se en-
cuentran en un mismo plano(plano de incidencia). La polarizacién de la onda
incidente se puede descomponer en una parte paralela al plano de inciden-
cia E) y otra perpendicular a este £/, y por el principio de superposicion,
podemos tratar los dos casos por separado, llamaremos al primer caso polar-
izacion p, y al segundo polarizacion s. Tomaremos un sistema de referencia,
tal que el vector normal de la interfaz plana coincida con el eje z de nuestro
sistema de referencia, y el eje x tal que coincida con la polarizacion s de la
onda incidente

En la frontera las fases de la onda incidente reflejada y trasmitida ser
iguales (esta condicién se conoce como acoplamiento de fases) por lo que la

componente tangencial de k es continua, k;ﬁ = k:ﬁ = kﬁ, de donde se obtiene
la ley de Snell

k;sin0; = k; sin 6, (2.28)

donde k; es el nimero de onda de la onda incidente en el vacio y k; el nimero
de la onda trasmitida en el medio.

2.3. Ondas evanecentes en el vacio

Aqui analizamos el fenémeno de la reflexion total interna cuando la luz
pasa de un medio con n > 1 al vacio n = 1, ya que este es un caso sencillo
donde aunque la permitivilidad eléctrica €; y a permeabilidad magnética uy
del material sean cantidades reales, la relacion de dispersion para la compo-
nente z del vector de onda de la onda trasmitida k° serd un ntimero complejo
y esta dada por la relacion de dispersion l{:ﬁQ + kSQ = w?eoplp, dando lugar a
una onda evanecente. Para verlo més claro hacemos lo siguiente:

Descomponemos el vector de onda en su componente paralela a la interfaz

plana y otra componente normal, es decir,

k' = ki + kle. (2.29)
K= ki — ke, (2.30)

k' = k) + ke, (2.31)
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para la onda incidente, reflejada y trasmitida respectivamente y donde se uso
la condicion de acoplamiento de fases, y ademés

k! = ki cos; (2.32)

ki, = kysin6; (2.33)

donde k; es la magnitud del vector de propagacion de en el medio dado por
k¥ = w?eip1 v 6; es el angulo de incidencia.
De la relacion de dispersion para la onda trasmitida al vacio se tiene que

i 2

2
k) = kg — K| (2.34)

donde por definicién k3 = w?egpp, utilizando el hecho que n = ki /kqy y (2.33)
encontramos que la componente z del vector de propagacién se puede escribir
como

kY = ko(1 — n?sin?6;)"/? (2.35)

donde vemos que para angulos mayores que el angulo critico definido como

nsinf; = 1, kY es imaginario puro por lo que la onda se atentia de la forma

_p0, ik T —iwt
27 e Il

e en la direccion z.

Otra forma de ver el problema, es considerar que k=k'+ik" es un
vector complejo con una parte real y una imaginaria respectivamente, de tal
forma que e™* "7 "7 también es solucién a la ecuacién de onda en el vacio
siempre y cuando k cumpla la relacién de dispersion k k= weopo para los
modos evanecentes en el vacio, donde separando la parte real e imaginaria se

tiene que
& ]* = |k "* = weopo (2.36)

E k" =0 (2.37)

la segunda condicién nos dice que si existen modos evanecentes en al vacio en-
tonces la direccion de atenuacién para dichos modos evanecentes en el vacio,
debe ser perpendicular a la direcciéon de propagacién de la onda trasmitida.
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2.4. Medios absorbentes y ondas inhomoge-
neas

En esta seccién trataremos el problema de la reflexién trasmisién y re-
fraccion de una onda incidente en una interfaz plana que separa al vacio de
un medio homogeneo absorbente, ver figura (2.4)

Ay
R A Al Rt
,r,jEOére’Lkh-TH—k;Z tjEOeteZ 1T R 2
-,
\ [
€0 Mo -
0, 2
€1 H1
Eoéi eikﬁ Ttk 2
z=0

Figura 2.1: En esta grafica se muestran las ondas incidente, trasmitida y reflejada
donde, Ej es la amplitud de la onda incidente, é%,é",é! es la polarizacién de la
onda incidente, reflejada y trasmitida respectivamente, E"‘ es la parte paralela a
la interfaz del vector de onda incidente, k%, k! es la componente z del vector de
onda incidente y trasmitido respectivamente, 7}, t; son la amplitud de reflexién y
la amplitud de trasmisiéon para la onda reflejada y trasmitida respectivamente y
cierta polarizacién j = s para polarizacién s y j = p para polarizacién p.

Cuando el medio es absorbente, entonces las ondas (o modos electro-
magnéticos) que se pueden propagar por tal material, son aquellas que se
conocen con el nombre de ondas inhomogeneas, que es una onda tal que su
vector de propagacién sea un vector complejo y la direcciéon de la parte real
y la parte imaginaria no coincidan.

Para ver porque aparecen las onda inhomogeneas, resolvemos las ecua-
ciones de Maxwell en el caso de tener medios absorbentes, en los cuales
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€(w), p(w) son complejos, y como se demuestra en [Landau, pg.302] la parte
imaginaria tanto de la permitividad eléctrica como de la susceptibilidad
magnética estan asociadas a la disipacion de energia. El formalismo es idénti-
co al utilizado en las ecuaciones de Maxwell para medios homogeneos sin
absorcién. Para medios homogeneos sin cargas externas, las ecuaciones de
Maxwell se reducen a solo dos

V x E(F) = iwp(w) H (7) (2.38)

V x H(F) = —iwe(w)E(F) (2.39)

donde E = E(fe ™t H = E(F)e~™!, es decir, son las ecuaciones para la
parte espacial de E, H , en un desarrollo armonico en el tiempo. En lo suce-
sivo se omitird la dependencia explicita de 7. Al tomar la divergencia de
estas ecuaciones, se obtienen las otras dos ecuaciones de Maxwell una para el
campo eléctrico sin fuentes, y otra el magnético, es decir V- E = 0,V- H=0.

Si tomamos el rotacional en (2.38) y sustituimos (2.39) encontramos que

V2E + wlepks = 0 (2.40)

y buscando soluciones de la forma "™ donde k = k' + ik " es complejo,
encontramos que (2.40) se reduce a la condicién

k-k=wep (2.41)

donde separando la parte real de la parte imaginaria se tiene que

k]2 = |k "> = w?Re(ep) (2.42)
|
k'-k"= §w21m(ep,). (2.43)
donde llamaremos k' = |k | y k" = |k " |. El caso que vamos a considerar es

cuando en el vector de propagacion complejo k=k'+ik"” , la direccion de
propagacién k' y la direccién de atenuacion k" no son las mismas.

Por el hecho que las ecuaciones son invariantes ante rotaciones, siempre
podemos escoger una base de vectores tal que la direccion de k" coincida
con la direccién del eje 2 de tal forma que k7 = (0,0, k"), luego podemos
dar una representacion esférica del vector de propagacion real de tal forma
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. sen 6 cos ¢
k'=k | senfsing | =kKeé, (2.44)
cos

donde é, es el vector radial en coordenadas esféricas, € es el angulo que forma
la parte real del vector de propagacién con el eje z (6 con la parte imaginaria
del vector de propagacion), ¢ definird el plano donde estan tanto la parte
real como la parte imaginaria del vector de propagacion, que podemos tomar
sin perder generalidad como cero, y por construccién k&' > 0, k" > 0, ya que
son las normas de la parte real del vector de propagacién complejo y su parte
imaginaria respectivamente, 0 < 6 < 7, porque estamos usando coordenadas
esféricas.

Vemos que los valores k', k” dependen ahora no solo de las propiedades
del medio sino también del angulo que forman la direcciéon de propagacién y
de atenuacion, cuya solucion toma la forma

o\ 172
K? = %wz Re(ep) + (Re((—:/vc)2 + <M> ) (2.45)

cos

. Tm(es) o\ 1/2
m(ep

K" = Zw® | —Re + | Re(ep)? + 2.46
5 (€p) (ep1) gy (2.46)

Los signos se escogen por el hecho que £/, k” son las normas de la parte
real y la parte imaginaria del vector de propagacion complejo, siempre son
positivos. Los campos estan dados de la forma E = Eye’* ™™ y una expre-
sién andloga para H, tenemos que las ecuaciones (2.39),(2.38) se escriben de

la forma

k x Hy = —weE, (2.47)
k x Ey = wpH, (2.48)

Estas ecuaciones relacionan las amplitudes del campo eléctrico con las
amplitudes del campo magnético.

Este desarrollo con ondas planas permite construir cualquier otra solucién
por superposicién con la tnica condiciéon de que se respeten las condiciones
de frontera, de hecho son las condiciones a la frontera las que determinan la
unica solucién que existe.
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Lo que hasta aqui se ha expuesto es valido para cualquier medio homoge-
neo con absorcion, ahora introduciremos una interfaz plana en z = 0 tal que
para z < 0 se tiene vacio y para z > 0 un medio homogeneo y absorbente.

2.5. Refracciéon en medios absorbentes

En esta seccién trataremos el andlogo de la refraccion de una onda in-
cidente en una interfaz plana que separa al vacio con propiedades electro-
magnéticas €, tg, de un medio homogeneo absorbente con propiedades elec-
tromagnéticas €y, j1q, ver figura (2.4).

Por simplicidad supondremos que el medio donde viaja la onda incidente
es el vacio. Primero demostraremos que en el caso de tener un medio ab-
sorbente y una interfaz plana en z = 0 separando el vacio del medio ab-
sorbente, la direccion de atenuacion es siempre perpendicular al plano que
separa al medio del vacio, que tomaremos en z = 0.

Supondremos que tenemos una onda incidente una reflejada y una trasmi-
tida de la forma

E; = Byéle® ™ (2.49)
Er = rEyeme® " (2.50)

para z < 0
E' = tEyéte™™ ™ (2.51)

definida para z > 0, donde Ej es la amplitud de la onda incidente, r,t las
amplitudes de reflexion y trasmision, las cuales dependen de la polarizacién
de la onda incidente donde é%, é", é' son sus respectivas polarizaciones, donde
utilizando la condicién de acoplamiento de fases implica que sus vectores de
onda dados estan dados por

k= ki + kle. (2.52)
k= kj — klé. (2.53)
k' =k + ke, (2.54)

donde k:ﬁ = kgsinf; y cada vector debe satisfacer sus respectivas relaciones
de dispersion, para el vacio y el medio absorbente respectivamente
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2

K = wleopo — K (2.55)

z

2 i2
k” = wley g — ki~ (2.56)

z

Implica ademas que los tres vectores de propagacion estdan en un mismo
plano, que por conveniencia haremos coincidir en nuestro sistema de ref-
erencia con el plano zy, y por las ecuaciones (2.47),(2.48) también fija las
polarizaciones.

Cuando €; y pq son numeros complejos entonces las soluciones seran

1 1/2
Re(k') = — <a + (a® + b2)1/2) (2.57)
2
1 1/2\ /2
AN 2 2
Im(kt) = \/5< a+ (a®+1?) ) (2.58)
con

a = w’Re(eypur) — ki (2.59)
b= wIm(e ) (2.60)

donde se tomo la parte positiva de la raiz, por la interpretacién que una onda
viajando a la derecha tiene en su vector de propagaciéon, una componente z
positiva.

Por el hecho que la componente paralela a la interfaz del vector de propa-
gacién de la onda incidente debe ser continua en la interfaz y por lo tanto un
nimero real, vemos que en el caso que k! sea un ntimero complejo, la parte
imaginaria del vector de propagacién complejo tiene que tener forzosamente
direccion z.

2.6. Coeficientes de Fresnel

El primer caso que resolveremos es cuando el campo eléctrico es per-
pendicular al plano de incidencia, que llamaremos polarizacién s del aleman
Senkrecht, que quiere decir perpendicular.

Usamos para el campo eléctrico incidente reflejado y trasmitido lo sigu-
iente: B

E; = Egé,e™ T (2.61)
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E" = r By e ™ (2.62)
definidas para z < 0y
E' = t,Eoé,e™ T (2.63)

para z > 0. Denotaremos como E' la componente z del campo EZ, y similar
para el campo eléctrico trasmitido y el reflejado. En este caso la ecuacion
(2.38) implica

— . 1 . . 0=
H' = —FEy(0, k!, —ki)e™ " 2.64
S Bl ) (2.64)

- 1 . R

H™ = —r,Ey(0, =k, —kie* ™ 2.65
wuor o P ||)6 ( )

_ 1 R
H' = —t,Ey(0, k', —k{)e™ ™ 2.66
Wi 0( ) vz H)e ) ( )

con sus dominios como los del campo eléctrico. Por lo que la componente
paralela del campo H a la interfaz para el campo H incidente, reflejado y
trasmitido, seran

) 1 .
H = —FkFE 2.67
v wpg 0 ( )
1 )
H = ——k' Eyr, 2.68
Y witg 2 or ( )
1
H! = — k' Eyt, 2.69
y Wi 20 ( )

donde el subidice nos indica que es la componente = del campo H. La con-
tinuidad de las componentes paralelas a la interfaz plana z = 0 de K, H
implica el siguiente par de ecuaciones

E'+E =E! (2.70)
i T __ gt
H,+H, =H, (2.71)
que después de escribir todo en términos de Ey y tomar k7 = —k', se encuen-

tran las amplitudes de reflexién y transmision

Er ket — Mot

_— Ty _ * p1®
SR T Wt Rk (272)

4 751 4
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E! 2k!
Ey KL+ 0k

donde k! estd dada por la relacién de dispersién (2.56).

En el caso que E sea paralelo al plano de incidencia, H es perpendicular
al plano de incidencia y le llamaremos polarizacion p, de la palabra en aleman
Parallel paralela.

Si tomamos H; = Hyé,e'* ™, por (2.39) se tiene que E; = w_leOHO(O’ —k, k:ﬁ)

por lo que E; = —w%oHoki y de manera similar para el campo trasmitido y

reflejado. Utilizando la condicién de frontera que expresa que los campos F
y H deben ser continuos en la interfaz z = 0, se tiene que las amplitudes de
reflexion y transmision para esta polarizacion son:

’I“p:|

1

| Hp KL — 2k
| T H, Rt ek (2.74)

7 €1 <

tl_ Mlkoﬂ _ piko 21‘“2
"T\E moky Ho o poky K+ 9k

!

—

t

(2.75)

donde el subindice p nos recuerda que se trata del caso de polarizacion p.
Estas son las formulas de Fresnel, que expresan la amplitud de reflexion y la
amplitud de trasmision de la onda reflejada y trasmitida .

Aqui hemos terminado el problema de la refraccion, reflexion y trasmision
de una onda plana en una interfaz del vacio con un medio homogeneo, uti-
lizando el método de las condiciones de frontera, deduciendo las leyes de la
refraccion, la relacién de dispersion, y las formulas de Fresnel.
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Capitulo 3

Ecuacion integral para la
reflexion de la Luz

En esta seccion se pretende demostrar que es posible resolver el proble-
ma de reflexion de Fresnel, resolviendo una ecuacién integral para el campo
eléctrico. Esto surge por la siguiente pregunta, ;Es posible resolver el proble-
ma de Fresnel sin utilizar condiciones de frontera 7, la respuesta es afirmativa,
por lo que podremos concluir que el método de la ecuaciéon integral es equiva-
lente al problema de las condiciones de frontera de Fresnel, y esto provee una
via para atacar los problemas no locales, simplemente planteando la ecuacion
integral del problema no local, e intentar resolverla.

3.1. Reflexion de Fresnel, caso local, homo-
geneo é isotropico

En esta seccién se introducen las técnicas que més tarde se emplearan
en resolver el problema de la reflexién de la luz en una superficie plana, en
el caso no local, al plantear primeramente el problema del asi llamado caso
local del calculo de la reflexién y trasmision de la luz sobre un semiespacio
con permitividad electrica €; y permeabilidad magnética ;. El caso local
tiene por solucion la bien conocida ley de Snell y las férmulas de Fresnel de
la seccion anterior (2.72),(2.73),(2.74),(2.75).

El procedimiento es plantear el problema de reflexion local en forma de
una ecuacién integral para el campo eléctrico, utilizando el formalismo de la
funcién de Green. Posteriormente resolver la ecuacion integral por el método

31
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de proponer una solucién de prueba (ansatz) con parametros libres, como
vector de onda y polarizacion, y ajustar estos parametros. La solucion debe
estar dada por las amplitudes de reflexion de Fresnel. La ley de Snell surge
al suponer que la componente paralela a la interfaz z = 0 del vector de onda,
es continua.

La ecuacién integral basica para el campo eléctrico esta dada en términos
del tensor de Green !

—

B = B +iwpo | G o) Tal 7 r ! (3.1)
R3

donde E; es una onda externa incidente, ﬁo(ﬁ ') es la funcién de Green
para el espacio libre, J_;nd(f’) las corrientes inducidas. El objetivo es resolver
esta ecuacion integral. Tomaremos la siguiente representacién de la funciéon
de Green [Tsang,2, pg. 56]

- 1 oo e} Z < S ,L‘_'.F_,,—,»/ ik |z—2!
??OOUT/)::EZSEl/Q U/) o (1 ks e IO

S (3.2)
kg
donde
ki = kol + kye, (3.3)
. 1 R A
ky = k—o(kxex + kyéy, + k.é.) (3.4)
si
. 1 A X
k_ = k—o(kgcex + kyé, — k.é.) (3.5)

!Denoteremos un tensor como A, que en algebra lineal es el equivalente a una matriz
cuadrada A de 3 x 3. Utilizaremos la notacion de diddicas de tal forma que si @ y b son
dos vectores a, b, entonces podemos formar la diadica ba que es equivalente al producto
tensorial b”'a, que es una matriz de 3 x 3 y donde T significa transpuesta. El producto
punto se define como el producto escalar para vectores, i.e si 7 - T es equivalente Az en
notacién de matrices y de hecho - A es equivalente a 27 A, ademas si ? es otro tensor

=
equivalente a la matriz B entonces B - A es equivalente a BA
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si z — 2’ <0, y ademas

ko= /R — k2 — k2 (3.6)
y donde este tensor de Green satisface la ecuacion
VxVx GFEF)-REFEF) = To(F—7") (3.7)
donde <7> es el tensor identidad. La corriente inducida es tal que
Jina(F) = —iwP(7) + V x M (7) (3.8)
donde B B
P(r) = xg(r) E(T) (3.9)
M(7) = xs(F)B(7) (3.10)
y ademas
Xe = (€1 — €)0(2) (3.11)
1 1
=(———)0(2), 3.12
w2 "

donde €y, es la funcion dieléctrica de vacio , 1o la permeabilidad magnética del
vacio y €1, p1 corresponden a la funcion dieléctrica y permeabilidad magnética
del semiespacio z > 0. 6(z) es una funcién escalén tal que vale 1 para z > 0y
cero en otro caso. Es en el uso de esta funcién donde se introduce el semies-
pacio. Sustituyendo estas expresiones y haciendo uso de la ley de Faraday en
(3.8) se encuetra la corriente inducida en términos del campo eléctrico como

Toal#) = =) B+ 20 B+ < VX E(F). (313)
Hay que hacer notar que ésta es una relacién no local (en el espacio de
Fourier dependera tanto de la frecuencia temporal w, como del vector onda
l;:) debido a que el campo magnético se expresa como derivadas del campo
eléctrico.
Introduciendo la transformada inversa de Fourier para el campo eléctrico
y sustituyendo en la ecuacién anterior

—

]_ - = T o .
E(f)= —— E(ky, p,)e™1me?=2 2k dp. 14
(7) 2n)? /RQ/R (Kyj, p2)e™i e 1dp (3.14)
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se puede escribir

7= 1 ik)|
Jina(T) = W/RQ d2k||e k-7

/R dp.e (02) S o(F.p2) + ) S Fppn)) - Epps) (315)

donde 6(z) es la funcién escalén que vale 1 para z < 0 y cero en otro caso,
d(z) es la funcién delta de Dirac. Se puede ver que hay una contribucién
volumétrica y una superficial, en donde

T

E)v(k'”,pz) = ( WX E + k > . Bk (3.16)

T(Fj,p) = X2 (R + pe)e. —p.T) (3.17)

juegan el papel de conductividades no locales, y en donde

—

k= EH —i—pzéz (3.18)

Sustituyendo el resultado anterior y (3.2) en (3.1) se tiene que
- - Wl .
E(r)=FE; — kf;oezez- ina(T) + iwpg /de G /dz

l 1 2o Ts N kS -(F =7 ) Fiks|z—2

872
1 rL'H ! i,z g — - =
@ﬁ/fm/%w'szﬁgmwﬂww§ﬁw”EW%)
R? R
(3.20)
Haciendo las integrales en d*r, koﬁ se simplifica como
E(F) = Ei(F) = =506.¢. - JonalF)
0

IS . g ’
(1 . kiki)@Zkzlz z |6zpzz

M 2 ”fﬂ/ ?
+(27T)3/ dkHe Rd ka

-(H(Z’)ﬁu(’ng) o(z ’)?s(@,pz)) - E(ky,p.). (3.21)
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Podemos evaluar la integral

~ ~

>0) = / (T~ hako)p()et g, (3.22)

Li(z >
! w2k,

donde se toma l;ur cuando z — 2/ > 0 y k_ en otro caso, asi que para z > 0
vale

Ii(z > 0)

1 ((7> R eipzz _eikzz s R eipzz
- ka + v+

— (I —k_k_ 3.23
pz_kz ( )pz+kz) ( )

y para z < 0 vale

1 /¢ - - etk
h(z<0)= 5 ( T - k_k:_> — (3.24)

La integral que va con el término de superficie debido la delta de Dirac

en (3.21) es:
R

o (T = k) (2)el=er='a2! (3.25)
R z
que para z > 0 vale .
~ = (T — bk et (3.26)
y para z < 0 vale
o .
- 2; (T — k_k_)e ==, (3.27)

Por otro lado tenemos que

2 J. 7 1 ik -7 ipsz
¢z - Jina(7:2) = (33 /R d2k’|/deze il P

gers S (R ps) + 8(2)e. <EZ(/&'H,pz)) - B(Ry,ps) (3.28)

y por (3.17) se tiene que é, - ?S(%H,pz) = 0, por lo que este término de la
corriente no contribuye en la integral, y por lo tanto

e

és+ Tma(F), 2) = (3.29)
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1 ik T D22 ~ g - —

Por lo que la ecuacion para el campo eléctrico para z > 0 toma la forma

iwto 0 / iR
d*ky | dp.e™ii
(2r)? / P

ez'pzz L —
(— 12 9(2’)6zez : E>U<k”’pz)
0

1 s A eipzz _ e’ik‘zz’ YEEN A eipzz -
+ (( I —kik))—— (1 —k_k_) ) ‘§>v<k\lvpz)

E(7) = E;(7) +

Zkz Pz — kz Y2 + kz
R S - -
+ oF (T — kyky)et==. %:(khpz)) - E(kyj,ps)- (3.30)

Para z < 0 se tiene que

=, o W o 9 -
E(r :EiT + / a‘k /dpze 71
() (7) s Je O FI )

1 <o o 6—ikzz — S
(_ (T —k_k.) - Zo(ky, )

o5 (

— k) SR, pz>e—“w> - E(kyj, p.). (3.31)

Aqui se podria pensar que se tienen dos ecuaciones independientes, una
para z > 0 y otra para z < 0, pero puesto que en esta expresion el integrando
no depende del factor e”=?, se puede identificar como una transformada in-
versa de Fourier evaluada cuando z = 0, por lo que en realidad es un término
que se evalia en z = 0, o bien lo que llamaremos un término de superficie, y
por lo tanto no es otra ecuacién sino una condicién de frontera para el campo
eléctrico z < 0 que se puede calcular una vez que se encuentra la solucion de
(3.30).

Para la representaciéon mixta de Fourier del campo incidente, que con-
sideraremos solo en el caso particular que el campo incidente sea una onda
plana, se tendria que

—

By(7) = FiTitkieg (3.32)
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donde € es la polarizacién de la onda incidente y puede ser é, para polar-
izacion s, 6 €, para polarizacion p . En una representacion mixta se tendria
que

E_:i(EH,Z) = /IR2 eiF”.(EH_Eﬁ)koHQikizéi = (27‘(‘)25(%” - _’ﬁ)eik%%. (333)

Si consideramos que en una representacién mixta de Fourier el campo
eléctrico se puede escribir como

. 1 o o
E(f)= —— [ ket E(k 34
(T) (27_[_)2 /]R? 1€ ( ||?Z)7 (33 )

en tal caso las ecuaciones en esa representacién toma la forma para z > 0

S - = - Wi .. eire? -
ET (K, 2) = Ei(ky, 2) + O/dpz (—ezez—y?v(sz)
T JR ky

1 PEEN R eipzz _ eikzz — . eipzz .
I — — ([ —k_k_ . ?U k(, p.
T (LR S e ) St
1 4=~ oa , N g
+ % ( I — ]{7+I<}+)6Zkzz - S(k‘,pz)) . E(kJH,pz). (335)

Como se menciond anteriormente una vez conocido el campo para z > 0,
el campo para z < 0 estd dado en términos (3.31) que se reduce a

w1
21 2k,

—

(I

>

E~ (K, 2) = Ei(ky, 2) + ko )em ke,

/dez (—pz i s S (Ryps) + z'E)s(/;’“,pZO LBk, p.). (3.36)

Para calcular esta integral, supondremos que tanto k, como k/ tienen una
pequena parte imaginaria positiva, y al el evaluar la integral por los métodos
usuales de variable compleja, tomando como contorno un semicirculo de radio
tendiendo a infinito, se tendria que el polo p, = —k, quedaria fuera de la
region de integracion, por lo que no contribuye a la integral.

Ahora, para resolver estas ecuaciones integrales, lo que se hara es propon-
er una solucién de prueba, o ansatz, con parametros libres ¢, &/, k/ amplitud,
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polarizacion efectivas y componente z del vector de onda efectivo respectiva-
mente. kJ es tal que k= Eﬁ + kJé., donde se hace uso de la ley de Snell que
expresa el hecho que la componente paralela a la interfaz del vector de onda
sea continua.

Esté método sera el que se utilizara mas adelante para resolver el problema
no local de la reflexién y trasmision de la luz en un sistema coloidal de
particulas esféricas.

Como la ecuacién (3.35) estd definida para z > 0, entonces podemos
proponer una solucién de la forma

E(ky,2) = (2m)28(ky — Ki)t(z)e™ ¢ (3.37)
B(F),p-) = @m0k — Fi)t / o=ier k) g6 (3.38)
0

- o o 1
E(ky,p,) = (2m)%8 (k) — ki) t———¢7, 3.39
(Fiop2) = (2m?8(hy = Fipt-o— 7 (3.30)

donde 6(z) es la funcién escaldn, y donde al evaluar la integral en d?k;| en la
ecuacién integral (3.21), el término ¢ (EII - lgﬁ) implica la continuidad de la
componente tangencial del vector de onda, esto es la ley de Snell, es decir se

puede evaluar libremente IZH = lgﬁ, por otro lado k, = , /kZ — kﬁ = k! donde

se evalud k| = kﬁ, k! es la componente z del vector de onda efectivo, é/ es
la polarizacién efectiva del campo trasmitido, ¢ la amplitud de trasmision.
Sustituyendo esta propuesta del campo trasmitido en (3.35) se tiene que

. 1 . ) ipzZ ey
tezkﬁzéf — ihlzgi 4 M/dez <_ézéze . ?v(k;h,pz) (3.40)

2mi k2

1 [t e gipa N
N A (T i ) LS,
+21€2 <( )pz—k‘é ( )pz+k‘2) (ki) =)

R = PNUPNS 1 = - - 1
+ (T —K'k)e™=. ( - (ki p2) —i—E)S(kZ,pz))) p—ef
ok p.— ki ! (p. — k)

y hemos definido

k= — (k) + kie.) (3.41)
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1 -, )

= — (k[ — kié.) (3.42)
ko

ahora evaluando las integrales (3.40) por el teorema del residuo en variable

compleja, se encuentran dos ecuaciones de consistencia, la primera corre-
3 f
iky z

l;,r

y la segunda al factor e*+?, la primera es:

o — e [ 8 ( —kE) (T =kF)
PN T 2k — k) 2ki(k k)

sponde al factor e

T T

>.E>U(7|,k§)-téf (3.43)

y si utilizamos la ley de Snell, es decir, Eﬁ = lgﬁ = Elj‘( tenemos que

g ALn g Aon
I — Kk I —K"k" 1 — 1o £,
U : ) U . ) _ (1——2kfkf)+€§, (3.44)
2ki(kI — ki) 2ki(KL 4+ ki) gl - pi? kg ko
por lo tanto tenemos el siguiente resultado
Resultado 1 Las relaciones de consistencia para al ansatz tel e T e el
X - iklz
caso local y cuando kl\ = kll para la dependencia en e"=* es:
o = iwpy—— (T = LER) SR e (3.45)
kL - k2 S s |

Esta expresion se puede ver como un sistema lineal de ecuaciones ho-
mogeneo para cada componente de la polarizacion, para que exista solucion
distinta de cero, debe pedirse que el determinante sea cero, este hecho implica
que la relacion de dispersion esté dada por

det | T — 20 (7 - Z B S FLRD | =0 (3.46)

kT — ki? ko

donde . B
k= ki + ke, (3.47)

y la ecuacion de consistencia para la dependencia €*+* que equivale al teorema
de extincion Edwald Oseen :

A Wiho Ay . Tird i f 7 o ¥ Af

z z
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donde tomando el producto escalar de € por la izquierda en (5.48) se simpli-
fica y se puede encontrar la amplitud t como

2% k — ki

= Wl gi | (ﬁv(];’ﬁ,kf) z(k§ ki)§>3(kr|7kz)> of (3.49)
donde
?U(En,pz) = <—inE + %k2> T f—jgl; (3.50)
§>S(Eu,pz) = >i}—B((En +pé)es—p. T) (3.51)
k =k + p.e. (3.52)
k* = ki + p? (3.53)

En este caso, el campo eléctrico en realidad solo depende del valor del
campo Eenz= 0, por lo que solo es necesario conocer el campo Een (z=0),
(como se puede ver del ltimo término de la ecuacién (3.40) en la dependencia
e“"iz) para determinar el campo E para z < 0, este es el conocido resultado
que el campo reflejado esta dado en términos de la impedancia superficial
del campo electromagnético definida como el cociente de la amplitud del
campo eléctrico dividida por la amplitud del campo magnético evaluadas en
la superficie z = 0.

Para calcular el campo reflejado, sustituimos (3.39) en (3.36), que es la
expresion para el campo reflejado dada por términos que solo dependen del
valor de los campos en la superficie. y evaluando la integral por el teorema
del residuo de variable compleja encontramos que

=7 = S o W 5
E~(ky, z) = Eq(ky, ) + (2m)26(ky — k) ——( 1

7.1 —ik,z
- —k_ k_ zZ, .54
o b e (3.54)

(_ SRy, k)

L +¢<§>S(E,sz)> e (3.55)
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o bien si E(ky,z) = (27)26(ky — Efl)ﬁ(z) se tiene que para z < 0

?(k%k)

[ ™=

. téfeflk‘éz
ki + ki

- . S A o
E(2) = etteei — %( I — k) (2 (ki kL) +
(3.56)

Como este cédlculo representa un resultado importante de la tesis, lo enun-

ciaremos como resultado

Resultado 2 Sila corriente inducida, en una representacion mizta Jiq(k)|, 2)
se puede expresar como

L 1 A . . L.
Tra By 2) = o [ dp.e (0(2)F (R, p2) + 6()Su(Ry,p2) ) - B(Ry.p2)
(2m) Jr
(3.57)
entonces cuando el campo trasmitido es de la forma
Eo(Fy, 2) = (2m)28(F) — Fj)to(z)e™ ¢! (3.58)

el campo eléctrico producido por las corrientes inducidas, y diferente del cam-
po externo, estd dado por la expresion

Ei(Fy, 2) zw,uo/ ﬁ (ki 2,7 ") - Jona(7 ) dPr ! (3.59)

para z > 0 es

— I.f to1.f 5f pikzz
Er(ky,z) = Muok;f e < I — k_gk k ) .§>U(k”,kz) -téle

z

M) e (3.60)

WHo <57 2ing i
- 0(1—1@/@)-<§>5( kD) 4

2k, ’ kf — ki
y para z < 0
o
(L _ _WHo <_>_ 1.T LT . iopf ?”(kll’kz) C4nf —iklz
Er(ky, z) = o (1 — k") (ﬁs( kL) 4 Py tele
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3.2. Relaciones de dispersion

Lo que prosigue del célculo es resolver las ecuaciones de consistencia
(3.46),(3.48), lo cual a su vez implica la solucién de (3.1). Para la primera
(3.46), recordando (3.16), (3.17), se pueden escribir como una ecuacién ma-
tricial de la forma A(k!)é/ = 0, para que existan soluciones se debe pedir que
el determinate sea cero, esta condicion es la relacion de dispersién. Por cada
solucién de la relacion de dispersiéon se tendra una polarizacién efectiva.

La conductividad no local para el bulto y la superficie estan dadas por

= . XB ;2 n\ 7 XB,7 A N/T A
?v(k‘u,pz) = (—szE + E(k” —|—pz)) I —E(kn—irpzez)(k‘ﬁpzez) (3.62)

<= - XB, 7 ~ R <
Y s(ky,p2) = UB(kllez +p.é.é, —p, I). (3.63)

La primera ecuacién de consistencia es (3.45)

- oy (T —FF) (T Wk @ mr
€f = W —756262 - ~ - ; : v yRy )€
FE TR oki(k] — ki)  2ki(k! + ki) I !
(3.64)
6 su equivalente (3.46) , que después de un poco de algebra se escribe como
. W Lo — 1o . R

Utilizaremos la base {é,, l%i, i }. En esta base tenemos que

S0 = 01(enéy + BT R (3.66)
donde
o1 = —iwyp + Lk (3.67)
1w
;2 2
ki = (k" + kL) (3.68)
k2= (ki + kL) (3.69)

y por lo tanto la relacion de dispersién en esta base queda como
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Wlloo1

kK — ki

(xbe + kIED)| =0 (3.70)

y por lo tanto la ecuaciéon tanto para los modos é, como para los modos l;:{

€s

WO
kf e = (3.71)

Sustituyendo (3.67), (3.11), (3.12) e igualando a uno, se obtiene la relacién
de dispersién
ﬁz + k‘f? = Wi €. (3.72)

Que es la relacién de dispersién que se hubiera encontrado para el bulto
de un material con funciones dieléctricas €y, py.

3.3. Amplitud de trasmision

La amplitud de trasmisién estd dado por la expresién (3.49) que resulta
de proyectar la ecuacién de consistencia (3.48) por é’

2hi k! — k.
wwpo gi . (S (K kD) —i(k] — k) S (R kD)) - ef
[

(K

t =

(3.73)

para escribir de manera mas compacta, podemos definir el tensor <Fﬁ(kﬁ; ki kI
como

Tk ki ) = (5 K — iG] — &

OYLEED) BT
entonces el coeficiente de trasmisién puede escribirse como
2k! A

iwpo et - o7 (ki ki kL) - ef

H7 z)

t= (3.75)

que es un numero complejo, y es posible calcularlo al reemplazar el valor de
las conductividades de bulto y de superficie (3.51),(3.50) en esta expresion.
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De manera equivalente utilizaremos la relaciéon de consistencia en forma
matricial, para el calculo del coeficiente de trasmisién en cada polarizacion,
a manera de ilustracion.

Para calcular la amplitud de transmisiéon usamos (3.48), y por (3.17) se
tiene que

ST (R kD) = A2 (e, — k] (aty + KR + Bi7)] (3.76)

w

se encuentra que la matriz para (3.48) es

; 9 ) i 2 %
_ wio X5 kz(k +kL7) iwpooy (k) + kLK) ki it (3.77)
2kt kok1 k(KL — K1) Koky o

que se simplifica como

RO ST EiEY - <§>( kD) + _E> <k_l’kz>> _

(ki — ki)

z

1 o f ) ~
2k2< kL +k:)exex+

L (o ky Ko
, Ko+ 2k ) kS .
2ki (mko kyC ) + (3.78)

y de esta manera

o (S kD) — k] — k) S (), k) (3.79)

K~k k k o
_ k- k) ((“Okf +kl) (&' é4)en + (’”‘0 il kokf) (& - k@k{)

Wwpto H1 pa ko ©

Primero haremos el calculo cuando el campo esta en polarizacion s, es
decir, é¢' = é,. La relacién de dispersion (3.71) implica al sustituirse en (3.65)
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que ¢/ = é,, en este caso la segunda ecuacién de consistencia (3.65) y uti-
lizando la férmula (3.78) implica

~ 1 o ~
. kD + K .
é 2,{;2 ( + ) (3.80)

que es una ecuacion para t, que es la amplitud de trasmision para el campo
en polarizacién s. Sustituyendo (3.12),(3.71) encontramos que

2k}
= m (3.81)
z w1 ®
que corresponde a la ecuacién (2.73) si uno identifica kJ con kL.
Para la otra polarizacién, la relaciéon de dispersién (3 71) al sustituirse en
(3.45), implica que &/ = k;f El campo incidente se escribe como &' = =k ‘. En
este caso la segunda ecuacién de consistencia (3.48) se escribe como

2 1 Ho kq ]fo o
k| = — — K 4+ =k )tk 3.82
1 2]@; (/1/1 k() k_l ) pvL ( )
y por lo tanto
2k
ty = W (3.83)
w1 ko 7 z

que se puede escribir como

ko 2K
A ; (3.84)
poki ki + Ok
esta férmula corresponde a la ecuacién (2.75) con kf = k!
3.4. Amplitud de reflexién caso local
Para encontrar el campo reflejado utilizamos (3.56)

1 _ ikizgi WHo A 7T i 1.f §>U(kj”’k2) Af ikiz
E(z)—e 6—2—@<[—kk’)(§3( H’kZ)_’_Z]{;g—_Fki -e'te
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donde utilizando la definicién de la conductividad no local del semiespacio

Tk kD) = (S8 K

) =ik — k) SR ED)  (386)

el campo eléctrico de reflexion se puede escribir de manera compacta como:

. i I —Kk")- "o c—kt kS esz kS ;
E(Z) _ eszZéz + ( ‘ <_)> _ l( ‘|| ) : 7zk (387)
& (ks ki, kL) - el ki

si consideramos el caso en que no tenemos respuesta magnética, se tiene que
la conductividad no local del semiespacio se escribe como

Gl kL kD) = —iwxp(ésés + kLR (3.88)

z? z
tenemos que la amplitud de reflexién para polarizacién s, é' = é,
KM
ki 4 kL

(3.89)

cuando el semiespacio no tiene respuesta magnética corresponde a la ecuacion
(2.72). En el caso de polarizacién p, é* = k' se tiene que

kr -kl K — k]
kb kLK

(3.90)

Ty =

es equivalente a la ecuacién (2.74) cuando no hay magnetizacién.

Que es una expresién que posteriormente sera de utilidad y es equiva-
lente a la formula usual de Fresnel sin magnetizacién, por lo pronto aqui la
dejaremos, y procederemos con el cdlculo de la reflectancia.

En la expresién (3.85) para el campo reflejado, aparece toda la infor-
macién necesaria, el primer término corresponde a la onda incidente, en el
segundo se tienen una matriz que proyecta un vector transversalmente en la
direccién de la onda reflejada k= |Z| klé. y una matriz que posteriormente
se puede identificar como el tensor generalizado de conductividad no local
del semiespacio que multiplica a la polarizacién efectiva del campo eléctrico
trasmitido y a la amplitud de trasmisién multiplicada por el factor e~z

Es el segundo término del lado derecho de la ecuacién (3.85) el que de-
termina el campo reflejado, tanto su amplitud como polarizacion, y se puede
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ver que es el calculado en (3.78) si reemplazamos k! — —k’ y por lo tanto

K — k™, ki — k7, y por lo tanto el segundo término de (3.85) se puede
evaluar dando el resultado

E(z 8" = e — (3.91)

1 Mo 5 8 1 /JJQ kl ko N X
kf -k — SR+ 2k )RR ) - eftemRE
(2m ( ) +2k;( ko ® Rz ) LEL e

donde hemos agregado la dependencia con la polarizacién de la onda incidente
en la notacion del campo eléctrico como una segunda variable. Cuando €' = é,
entonces la relacién de consistencia (3.48) implica que é/ = ¢,

o ts N\
E(z;6,) = ef=%e, — o <"°kf k;) pe HE, (3.92)

donde el segundo parametro de E (z; é,) indica la dependencia respecto de la
polarizacién de la onda incidente. Sustituyendo (3.81) para ¢, encontramos
que

ki — bok]

kv k] 9
z w1 F

rs =
esta formula coincide con (2.72) donde el subindice s indica que son las
amplitudes para el problema de reflexién y trasmision en polarizacién s. Para

polarizacién p, cuando é' = k' entonces la relacién de consistencia (3.48)
junto con la relacién de dispersién (3.72) implica &/ = k{

N n. i A t o ]{'1 k'o _
Lt — ptkizpa P . i f iklz
E(z; k%) = e™*k", o0 ( m —kok ™ —k )l{:L (3.94)

donde la segunda variable del campo eléctrico nos indica la dependencia
respecto a la polarizacion de la onda incidente.
Sustituyendo (3.83) para t, encontramos la amplitud de reflexién como

Bokypi k_okf

_ pr ko Z z
p = o k1 ki 4+ ko k}f (395)
w1 ko "z z

esta formula coincide con la ecuacion (2.74).
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3.5. Comentario

En este calculo utilizando las funciones de Green, estas funciones de Green
no amortiguan en infinito, es decir no decaen a cero exponencialmente en
infinito, sino que oscilan. Para el problema de reflexién de Fresnel, es decir el
problema de reflexion de la luz por un semiespacio de un material homogeneo
e isotrépico, por hecho de tratarse de ondas planas, la energia total asociada
a una onda plana es infinita, y por lo tanto también la energia total asociada
a la solucion serd infinita, sin embargo la densidad de energia es finita.



Capitulo 4

Conductividad no local de la
esfera

El propdsito de este capitulo es el de introducir el concepto del tensor
generalizado de conductividad no local de una esfera aislada, con el fin de
construir una teoria de medio efectivo para un sistema coloidal de esferas
colocadas al azar en un semiespacio, y luego calcular las amplitudes de re-
flexion y trasmision cuando tuviesemos una onda plana incidente sobre tal
semiespacio.

La idea del tensor generalizado de conductividad no local, tal y como lo
vamos a definir, es la de conocer las corrientes inducidas dentro de la esfera
producidas por un campo eléctrico externo suponiendo que la respuesta de
estas corrientes es lineal al campo eléctrico externo.

El procedimiento de cédlculo de las componentes del tensor generalizado
de conductividad no local es un resultado nuevo y aportacién de esta tesis,
por el enfoque utilizado, que es el de calcular las corrientes internas induci-
das, y relacionar su transformada de Fourier con las componentes del tensor
de conductividad no local. Supondremos una dependencia armoénica en el
tiempo, es decir todos los campos van multiplicados por la fase e=™*, y por
lo tanto tendremos una dependencia en la frecuencia temporal. La respuesta
lineal mas general se puede escribir como

Ji(F) = / T (7T w) - ELFdPr ! (4.1)
RS

en donde J;(7) representa la corriente inducida, E.(7') es el campo eléctrico
de excitaciéon 6 externo , y o 4(7,7';w) es un tensor que llamaremos el

49
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tensor de conductividad generalizado no local de la esfera, es no local porque
depende tanto de la frecuencia temporal como del vector de propagacion
del campo eléctrico externo, para ver mas acerca de la no localidad ver por
ejemplo [Fuchs,1]. En lo sucesivo omitiremos la dependencia explicita de la
frecuencia para tener una notacion compacta. Es generalizado porque incluye
todas las posibles corrientes inducidas dentro de la esfera, ya sean corrientes
de polarizacién eléctrica 6 corrientes de magnetizacion dadas por la ecuacion
(2.12). Basandonos en esta definicién, podriamos identificar a las corrientes
de polarizacién como corrientes abiertas (tales que su divergencia no es cero),
mientras que a las corrientes de magnetizacién como corrientes cerradas (tales
que su divergencia es cero).

El subindice I nos indica que se trata de las corrientes inducidas dentro
de la esfera. Esta método puede extenderse a otro tipo de inclusiones con
otras geometrias, lo que no modifica la definicién del tensor generalizado de
conductividad no local, pero si el valor de sus componentes.

A continuaciéon procedemos a calcular el tensor de conductividad no
local. Dicho tensor de conductividad satisface la siguiente ecuacion inte-
gral [Alejandro,1], que es una relacién implicita 6 ecuacién de Lippmann-
Schwinger

@7 w) = o) (06— )T

+iw g ﬁo(f’— 7)o (7 dr '> . (4.2)
Vs

Es posible resolver esta ecuacion integral, como estd hecho en [Tsang,1]
y ésta seria la manera canodnica de encontrar el tensor generalizado de con-
ductividad no local. Aqui se propone un método alternativo, para encontrar
las componentes de dicho tensor .

Consideramos que el campo eléctrico externo sobre una esfera en el origen
tiene la forma

E.(F) = €PT¢, (4.3)

donde se considera que el campo eléctrico externo tiene amplitud uno, y por
lo tanto la corriente inducida dentro de la esfera sera:

Ti( ) = / G e (4.4)
RS



o1

donde hemos expresado en la segunda variable de ﬂ(ﬁ é,) la dependencia
con la polarizacion del campo eléctrico externo.

Definiremos el par de transformadas de Fourier ! para cada coordenada
del tensor generalizado de conductividad no local como

1 o
(F)S(T—,»/’ 7:') — / / ?s(ﬁ,7ﬁ')62p -7 efzp-rd3pd3p/' (45)
(27)® Jrs Jrs

<?s(ﬁ”vﬁ’) = / / <F{;(T_‘”,7:‘)6_“5/.77/eiﬁ.FClg?"dg’I" /. (46)
R3 JR3

Si tomamos la transformada de Fourier en (4.4) encontramos que

i(ﬁ/§ ép) = ?s(ﬁ,aﬁ) - Ep- (4.7)

Aqui por cada vector de la polarizacién €, obtenemos tres componentes
del tensor de condictividad no local, puesto cualquier tensor en el espacio
tiene 9 componentes. Es posible recuperar las componentes del tensor de la
conductividad no local, si se conocen las corrientes internas inducidas por
una onda plana é,¢P" en tres distintas polarizaciones, es decir como

<F>s<ﬁ/7]5> = <F>s(ﬁ)c ") ' éxéx + <F>55(]5)/7 ‘D ' éyéy + ?s(ﬁc ") . ézéz

en algin sistema de referencia apropiado 2, basta excitar la esfera con tres
polarizaciones distintas linealmente independientes.

Si el medio donde se propaga el campo eléctrico externo es el vacio, en-
tonces debe satisfacer las ecuaciones de Maxwell

V x Ee = iwuoﬁe (4.8)
V x H, = J, —iweyE,. (4.9)

Es necesario incluir un término de corrientes externas porque el campo
eléctrico externo en general no es soluciéon a las ecuaciones de Maxwell en el
vacio (o un modo natural de propagacion) ya que el vacio solo puede propagar
modos con vector de onda ky y no uno arbitrario p, pero es posible que este

!La definicién, pudiera haber sido cualquiera de las posibles combinaciones de signos,
solo se debe ser consistente con la transformada inversa de Fourier.

2Por ejemplo, la equivalencia con las matrices, la componente de é,é, equivale al el-
emento A; 1, el de .6, a Ay , el de é,6, a Ay 3 y asi sucesivamente, donde el primer
indice es el renglén y el segundo la columna de la matriz A.
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modo con vector de onda arbitrario p cumpla con las ecuaciones de Maxwell
con fuentes externas, siempre y cuando estas fuentes externas se escogan de
manera apropiada, estas corrientes externas seran denotas como J..

Por lo que el campo eléctrico externo satisface la ecuacion

VxVxE,— wQ(—:ouOEB = iw,qu_; (4.10)

En realidad lo que nos interesa es calcular las corrientes internas inducidas
por el campo eléctrico externo, lo cual se consigue una vez calculados los
campos internos utilizando la relacion local (3.8) 6 su equivalente (3.13).

Resolver este problema de encontrar los campos internos que cumplan la
ecuacion de onda (4.10), en presencia de un campo eléctrico externo, es posi-
ble si utilizamos una expansion en una base de armoénicos esféricos vectoriales
para las ondas planas. Esto es lo que se pretende en la siguiente seccion.

4.1. Ondas planas y arménicos esféricos vec-
toriales

En esta seccién, con el propdsito de resolver la ecuaciéon de onda con
fuentes externas y un campo eléctrico externo, hacemos el desarrollo de ondas
planas en términos de los arménicos esféricos vectoriales tal y como se definen
en el libro [Bohren,1]. Es posible desarrollar ondas planas en términos de
armoénicos esféricos vectoriales, buscaremos el desarrollo de las ondas

e*e, ez, e e, (4.11)

donde {é,,€,, €.} es una base de vectores cartesiana y se ha escogido de tal
manera que la direccién del vector de propagacion k de una onda plana,
coincida con el eje z de tal sistema de referencia.

Los arménicos vectoriales pares é impares donde los subindices e, o0 se
toman del ingles even,odd, son [Bohren,1, pg. 95|:

Menm =V X (Fwenm> (412)

3En la ecuacién (4.3) se utiliza p en lugar de k, de tal manera que utilizaremos las letras
p, 6 k cuando nos refiramos a la amplitud del vector de onda. Como el procedimiento que
prosigue es totalmente general para cualquier onda plana independientemente del célculo
del tensor generalizado de conductividad no local, utilizaremos la letra k.
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Monm =V x (Fwonm) (413)
- 1 =

Nown = 1V % Men (4.14)
ﬁonm = %V X Monm (415)

- 1
Lenm = Ev¢enm (416)

- 1
Lonm = vaonm (417)
Yenm = cosme P (cos 0)z, (kr) (4.18)
Yonm = senmo P (cos 0)z, (kr) (4.19)

siendo k el ntmero de onda, dado que los arménicos esféricos vectoriales,
satisfacen la ecuaciéon para el campo eléctromagnético, la cual es una ecuacion
de onda.

Ademas, z, es alguna de las funciones de Bessel o Hankel esféricas, que
se definen en términos de las funciones de Bessel y Hankel, respectivamente,

Jn(p) = \/7Jn+1/2(p> (4.20)

=1\/2, Hn+1/2 (4.21)

ver por ejemplo [Abramowitz, pg.437], y los polinomios asociados de Legendre
P se definen como

P™(x) = (—=1)™(1 — xz)mﬂ%ff). (4.22)

siendo P,(z) los polinomios de Legendre *.
Los armoénicos vectoriales satisfacen las ecuaciones

VXVxXxF—kF=0 (4.23)
V(V-L)+kL=0. (4.24)

“Esta definicién difiere de la utilizada en [Bohren,1] por el factor (—1)™
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donde F L son campos vectoriales arbitrarios. La primera ecuacion para los
campos Mnm, Nnm y la segunda para los campos an El campo eléctrico
incidente serd una onda plana con vector de onda arbitrario k, y para dicho
campo eléctrico incidente proponemos una expansioén de la forma

_‘ - i i aeanenm(ka F) + benm enm( F)—i_

n=1 m=0

aoanonm(k T) + bonm onm( Fj (425)

Para encontrar las amplitudes requerimos de las propiedades de ortog-
onalidad de los arménicos esféricos vectoriales. Para deducirlas hacemos el
siguiente andlisis. Utilizaremos la base esférica dada por

é, = send cos ¢é, + sen 6 sen ¢pé, + cos bé, (4.26)
€p = cos 0 cos ¢pé, + cos O sen pé, — sen fé, (4.27)
€y = —sen gé, + cos pé,. (4.28)

En el problema de esparcimiento de una onda plana incidente por una
esfera, siempre podemos escoger la base {é,,¢é,,é,} = {é,, ki k'Y, referida al
vector de propagacién de la onda incidente K y un vector perpendicular al
vector de onda incidente, ver figura (4.1)

En dicha base y sistema de referencia se tiene lo siguiente, que los arménicos
esféricos vectoriales se escriben como

P (cos ¢ d
B (cost) senmgég — —- P (cos ) cosmgé,,

Menm(ﬂ; 07 (b) = Zn(p) (_m senQ d@ n
(4.29)

P (cos )

d . R
g 08 me@éyp — — P (cos 0) sen mé

Monm(p7 0’ ¢) = zn(p) (m d@ n
(4.30)

Nenm(pa 97 ¢) = n(n + 1)2717@P7T(COS 9) Ccos mgbér

-I—l d (pzn(p)) ( d P (cos ) cosmpeg — mM

i 25 senm¢é¢> (4.31)
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Figura 4.1: En esta figura se muestra el vector de onda incidente k' su vector
perpéndicular £ y el vector unitario é, y el sistema de referencia z,y, z utilizado
para expresar los arménicos esféricos vectoriales.

Nonm(l)aea ¢) =n(n+ 1)2"(/))

P’ (cos 0) sen moeé,

1d d .. . P™(cos6) .
—i—;d—p(pzn(p)) (@Pn (cosf) sen mepég + m—r g Cos m¢e¢> (4.32)
Lemn(p, 0, 0) = 2. (p) P (cos 0) cos mé,
zn(p) ([ d . P (cos6) .
& pm _ 88 4
+ P (dGP" (cos @) cosmpéyg —m g 50 moé, (4.33)

Lown(p, 0, 6) = 2,(p) P (cos 0) senmgé,

Pm
+Zn(p) ( d P(cos 6) sen mpég + m————= (cos 6)

— es | - 4.34
p ao- " senf m¢6¢) (4:34)
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donde la prima indica derivada respecto al argumento z/'(p) = %z(,o) y donde
se considero que p = kr en términos del nimero de onda y la coordenada
radial r. Este tratamiento es valido para cualquier onda plana, simplemente
hay que dar la amplitud de su vector de onda y tomar el sistema de referencia
tal que el eje z esté orientado con la direccién de propagacion de dicha onda.

A continuacién se mencionan algunos resultados de ortogonalidad de di-
chos armonicos esféricos vectoriales, bajo el producto definido como:

2 T
(Fomn: Foon) = / / Fomn + Fary 5e010d0dé = CoriSoOmmiOnnr (4.35)
0 0

donde ﬁamn, ﬁgm/n/ representa a alguno de los armonicos esféricos vectoriales
arriba definidos, es decir (4.29)-(4.34).
El tnico caso donde no se tiene la propiedad de ortogonalidad es:

— —

(Eenma Nenm) - (Eonmy N(mm>- (436)

A continuacion presentamos los resultados de ortogonalidad que nos serdn
de utilidad:
(Menma Mon’m’) = 07 (Menma Nen’m’) =0 (437)

por la ortogonalidad de {senma, cos mo}, (Menm, Non/m/) = 0 cuando m #
m’ y Cuando m = m/’, las integrales en (4.37) en este caso son proporcionales
a f L dz (P"P)dz que es cero para toda n,n’. Y por los mismos argumentos
todos los productos internos entre arménicos esféricos vectoriales diferentes
son cero excepto las normas.

A continuacion calularemos las normas de los arménicos esféricos vecto-
riales con el producto definido por (4.35), con el propédsito de calcular los
coeficientes dados en (4.25) del lado derecho de la ecuacién, cuando del lado
izquierdo se sustituye por una onda plana.

La norma para ]\7[emn es:

27 T
/ / Mo - My sen 0d0de (4.38)

Pm 2 2
/ / <m sen® me (sen29> + cos®* me (d@ ,T) )sen@d@

donde la dependencia de las funciones de Legendre es en cosf. Hacien-
do el cambio de variable ;4 = cosf y utlilizando las siguientes relaciones
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[Abramowitz, ec. 7.14.14, ec. 7.14.15]

| e = L (439)
/_1 () dp = 2n2—|— 1 772?n+—mn1;! (4.40)

la integral (4.38) se puede escribir como

1 1
1 d d
2 2 m 2 2 m m
Tzn(p m/ P™(u du+/ 1—u —Pn—Pndu> 4.41
o ([ ot [ o= (1.41)
en la segunda integral se integra por partes y se usa el hecho que [Abramowitz,
ec. 8.1.1]

d2 m d m m2 m

y usando la relacién de ortogonalidad de las funciones de Legendre (4.40) y
(4.39) se tiene que

' 2 d mi m
/_1(1 —p )@Pn MPn du (4.43)

por lo tanto la integral (4.38) se escribe como

Menm Menm = Monm Monm = n 2 1 (n 4.45
(W V) = (o, W) = 2P+ )3 2 LD (.05
sim # 0, param =0
L L 2
(MenOa MenD) = (Mon07 MonO) = QWZn(p)Qn(n + 1)2n +1 . (446)

Repitiendo el procedimiento calcularemos la norma de Nenm. Tenemos
que
(Nenma Nenm) = (447)
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2w s 2
/ / sen 0dfd¢ (Zn(p)) n?(n + 1)2 cos> moP™(cos )
o Jo P

2 m 2 m 2
+ <%dip(pzn(p))) <0082 mao (—dP" c(lzos 0)) + m?sen® m¢ (—P”SSIO; 9)) > :

Evaluando las integrales en ¢ y haciendo el cambio de variable ;1 = cos @
encontramos que

(Newm, Nowm) = 7 /_ 1 <Z”—(p))2n2(n+ 1)2P™(1)? (4.48)

1 P

(o) ((1 ey (Y +W2%> e

cuyo resultado es

—

(Nenmu Nenm) — (Non Nonm) - (449)
2 (n+m)!

2o (e (S0 (i)

sim#0,sim=0

(]\_fenoa NenO) = (Nonoa Nono) = (450)
Zn(p) ? 1d
27r2n i 1n(n +1) (n(n +1) ( p ) + (;d_p(pzn(p»))

Y la norma de Eemn

27 T
(Eenm, I_:mm) = / / 2 (p)? cos®> mepP™(cos )? (4.51)
o Jo
2 2
dP™ 0 P™ 0)2
+ Zn—(p) COS2 m¢ M + m2 Sen2 m(bﬂ sen 8d6d¢
P de sen? f

en donde la prima en z, indica derivada con respecto al argumento. Evalu-
ando las integrales en ¢ y haciendo el cambio de variable y = cos @

(Eenm’[_;enm) = 77/ 2 (p)? P (1)? (4.52)
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+ <z”£p))2 ((1 — 1) (dpf;(u)f +m2%> d

usando (4.39),(4.40) se encuentra que la integral vale

(Eenmu Eenm) = (Eonm, Eonm) = (453)
> mrm) (L )\’
2n+1(n—m)! (Z"(p) tnm+l) < p ) )

sim # 0, si m = 0 entonces

— —

(Len07 LenO) - (-Eon07 EonO) - (454)

g (s e (32)).

Otros resultados tutiles para calcular los coeficientes del lado derecho de
la ecuacion (4.25) de son:

9 fo27r : M dp=0
R Mepmdg = ; f p) (£8Pl 4+ L pl(cosb)) (4.55)
fo7r e M mdp =0

f027r €y Monmd¢ = 7T(Sm712_,}<p) (SSISIZP; + C?@P%(cos 9))
[27 8, - Mopmde = 0 (4.56)

0271’ éz : Manmd¢ =0

2o Nenmd¢ = 70m1 (n(n+1)sendP}(cosb znlp)
0 n P
+ <COSHdP 1 (cos 6) + Pl(c059)> 1d (p»%(p)))

sen 6 p dp
27r P
0 Nenmqu =0 (4.57)
&, Nenmdd =

270m.0 (n(n + 1) cos GPn(cos Q)T — sen Q‘HD"d—(;)S@;ddp(pzn(p)»
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f027f éx ' Nonmdgb =0

f027r 6, - Nonmd¢ = T6ma1 (n(n + 1) sen 0P} (cos H)Z"Tfp)
+ (COSQdPé[(;;os@) + P&(cos@)) 1d (PZn(P))) (458)

sen 6 ;d_p

fo% €.+ Nonmdg =

2760 <n(n + 1) cos 0P, (cos ) Z”lsp) — sen 0%%%(@%@)))

fOQﬂ' €y * Eenmde =
TOm.1 (zn(p) sen P} (cosf) + Z”Tfp) (cosOL P (cost) + L P1)>

g~ n senf- n
027T éy . Lenmde =0 (459)
02TF éz : Eenmdgb -
276m.0 <cos 0z] (p) P, (cosf) — sen HZ"TEp) d%Pn(cos 9))

0277 €y - Eonmd¢ =0
027r é, - Eonmd¢ _
TOm.1 (zn(p) sen P (cosf) + Z"Tfp) (cos§-L P (cosb) + Seigpﬁ)) (4.60)
f027r éz . Lonmd¢ -
27 01m.0 (cos 02! (p)P,(cosf) — sen GZ”TEP)d%Pn(COS 6)) )

Con estos resultados de ortogonalidad y del valor de distintas integrales
podemos encontrar los desarrollos para las ondas planas en esta base. La
representacién de é,e™* por ser regular en el origen se utilizara z,(p) = j.(p)
y por ser transversal se propone como

€™ =" " Agum Mo (k, 7) + Benim Newm (k, ) (4.61)

n=0 m=—n
donde utilizando las propiedades de ortogonalidad encontramos que

Aonl _ ( only éxeikz)

ol T (4.62)
(Monh Monl)

utilizando (4.56) se tiene que
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- ) 4 0 d )
(Mon1, :™%) = mjn(p) / (COS P! + — P!(cos 9)) ek eost sen 0df
0

senf " df "
(4.63)
que se simplifica como
v, ~ ikz . " d 1 ikr cos 0
(Mop, €2€"%) = i, (p) 20 (sen 6P, (cos 9)) e do (4.64)
0
utilizando el hecho que
Pl(cos) = —(1 — u2)1/2iPn(u) = iPn(cos 0) (4.65)
" du u=cos 6 do

por lo que

—

~  ikz . ! d d ikr cos
(o) = min(p) [ (0= 2R ) e (.00
~1

ademas, si utilizamos el hecho que

d ((1—u2>ipn<u>) = (1= )5 Pali) =205 Pali) = =n(n+ D P (1)

dp du 42
(4.67)
y que la representacion para las funciones de Bessel esféricas es
1 .
/ Po(p)edp = 21" ju(p) (4.68)
-1
encontramos que
(Monlv éxeikz) = —mjn(p)n(n + 1)2:" ju(p) (4.69)
y usando (4.46) con m = 1 encontramos que
2 1
Aonl = _Zn( n ) (470)

n(n+1)

De igual manera la otro amplitud B,
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—

(Nenly éxelkz)
(]\767117 Nenl)
Ahora utilizando (4.57) se tiene que

Benl == (471)

(Nenla é,e™?) = W]n(p)n(n +1) / sen 0P (cos 0) sen e % df
p 0

1d, . i dP!(cosf)  Pl(cosb) pcos 0
R n n ip CcoS 4.79
+7rpdp(mn(p))/o (cose ot )senee o (4.72)

donde la primera integral del lado derecho de (4.72) se puede escribir después
de hacer el cambio de variable cosf = p como

1 ) 1 dPn ]
[ a—iyeriendn = - [ 1-p) dliu)e”’“du, (4.73)
-1 —1

integrando por partes y utilizando (4.65) y (4.67) se encuentra que (4.73) se
escribe como

A AR WY D)
_/_1du <<1 ) du )ip dp = BT 2jn(p)i". (4.74)

La segunda integral del lado derecho de (4.72) se escribe como

: d Pa(p) "\
(1 — 2 1/2_P1 T\ i g 4.
/1< wll = w0 dp ”+(1—u2)1/2)6 8 (75)
donde usando (4.65) se escribe como
! d d dPXp)\
= w(l — )2 —(1 — p? UZ—PA — "—> e"Mdu 4.76
[ (= sepn ey - (4.76)

donde desarrollando las derivadas y simplificando y usando (4.67) se encuen-
tra que la segunda integral del lado derecho de (4.72) se escribe como

- _/ <<1 —h 2)d%£”) +oln+ 1>MPn(u)) e (4.77)

1
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donde integrando por partes el primer término y utilizando (4.67) se encuen-
tra que (4.77) se escribe como

_ —n(n+1)% /_ L+ ipw) Palp)e ™y = —n(n—i—l)%%”d(%i)(p)) (4.78)

y por lo tanto

(News, 226%) = =n(n + 1) ((ﬁj‘;(mn@»f P <J’n<ﬂ>)2) -1

p
(4.79)

y utilizando (4.49) cuando m = 1 encontramos que

2n+1
ent = —— <" 4.80
Ly 1)2 i (4.80)
y por lo tanto
: = 2+l - .
ikz 5 __ n o

ey = 0 = s o (1) = iNem (7). (481)

k

El calculo para la onda é,e%** es idéntico solo que se usa M1, Non1, v €l
Y ) )

resultado es

o0

ikz s (2n+ ]‘) NN — Ny 5
e*e, —z—n(nﬂ)z (Mot (ks 7) + i (K, 7). (4.82)

Ahora encontramos el desarrollo de é.e?** en la base esférica, por ser un

campo longitudinal, usaremos la base Eenm, las integrales en ¢ dadas por
el producto definido en (4.35), de una onda plana con el arménico vectorial

=

Lenm, implican que m = 0, por lo que esta onda debe ser de la forma

é.e®* = " AL Leno(k, ) (4.83)
n=0

por la ortogonalidad de los armoénicos vectoriales tenemos que

L (Een07 ézeikz)
en0 — 7 2\

= (4.84)
(Len(b LenO)
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por (4.59) se tiene que

(Leno, €,€*) = (4.85)

27 / (cos 02! (p) Py (cosf) — sen an—(mdie . (cos 9)) e'kreosf gen 9dh
0 P

donde haciendo el cambio de variable u = cosf y llamando p = kr encon-
tramos que

—

(o, e:6™) = (4.6
—d 1 j gn(p) [* dP, (1)
2m In(p / P (p)e ™ dp + —/ 1— /ﬂ —ywdu)
<dp (°) ~1 () p J_ ( ) du

1

donde usando (4.68) la primera integral del lado derecho de (4.86) se puede
escribir como

/ e =1L [ p e = L i ). as)
| Baedp =2 | P dp = 5o (2075u(p)). -

la segunda integral del lado derecho de (4.86) se puede integrar por partes y
después usando (4.67), y luego usando (4.68), se encuentra que

' APy (1) 1 Jn(p)
1 — ) —2eidy = —n(n 4+ 1)20" 2 4.88
[ a-s= S+ D2 (4.88)
y por lo tanto

(Leno, 6,6%) = 272" ((d%jn(p))2 +n(n+1) (j"(p)>2> (4.89)

y utilizando (4.54) implica que

1
AL = =(2n+1)i" (4.90)
1
y finalmente
e, = (24 1)i" Leno(k, 7). (4.91)
n=0

Este es el cédlculo final de esta seccion, por lo que lo podemos enunciar
como resultado
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Resultado 3 FEl desarrollo de una onda plana para las distintas polariza-
ciones {€,, €y, €.} en una base de armdnicos esféricos vectoriales, es:

= e o 2041 o0
E.(Fié,) = ePé, =) — WD) "(Mon1 (p,7) = iNew (p, 7)) (4.92)
n=1

Brie) = e, = 3 i) 4 T 07) (493

n(n+1)
E(ie.) =™ e, = > (2n+ 1)i" " Leno(p, ) (4.94)
n=0

donde hemos denotado la dependencia de la polarizacion en la sequnda vari-
able de E.(7é,). Los campos magnéticos se calculan con la ecuacion de Fara-
day

H, = V x E, (4.95)

W o

y utilizando la definicion de los armodnicos vectoriales, se encuentra que

S - 2n+1 , = o
He(r; em) = - P Z - [/ (Nonl(p7 T) - ZMenl(p7F)> (496>
n=1

= P o= 2n+1 - L.
He ; =~ " en 5 Mon y 4.97
(i) = e S T o)+ W) (49

A.(F.é.) = 0. (4.98)

Este resultado se puede encontrar en [Julius|[pg. 420,Ec.(36)-(38)] con
diferencia de un signo menos debido a la definicién de los polinomios asoci-
ados de Legendre que en este trabajo se usa como en [Lebedev] y un factor
de 1/k que surge de la definicién de Enm
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4.2. El campo electromagnético total

A continuacion recordamos el problema, se tiene un campo eléctrico exter-
no de la forma épeiﬁ"r, con vector de onda arbitrario, y polarizacion arbitraria
y por conveniencia de amplitud unitaria, de otra forma apareceria una am-
plitud constante Fy multiplicando al campo eléctrico inducido dentro de la
esfera y el campo eléctrico esparcido.

Tomaremos como eje z del sistema de coordenadas tal que coincida con la
direccion del vector de onda p, por ser p arbitraria. El campo eléctrico exter-
no, por estar en el vacio debe satisfacer la ecuacion del campo electromagético
con fuentes, es decir

V X V X (6,eP7) — k26,67 = iwpgJ.(F; é,). (4.99)

donde la segunda variable de fe(F; é,) nos expresa el hecho que la corriente
inducida depende de la polarizacion del campo eléctrico externo. Permitire-
mos que el campo eléctrico externo tome cualquiera de las tres polarizaciones
€z, €y, €, y escogeremos esta base de tal forma que la direccién del vector de
propagacién p coincida con el vector unitario é,, por lo tanto de la ecuacion
(4.99) resolviendo para J. encontramos que la corriente externa debe ser

, 1

T a0 (4.100)

T (= 2 1 7 26

TiFieg) = o = ), (4.101)
T(Fe.) = zwuokz ere, (4.102)

para un campo eléctrico externo de la forma e’P?é,, e’P?é,, e'P?¢é, respectiva-
mente. Notese que para p = kg las corrientes a lo largo de x y y desaparecen.
Esto es debido a que para p = kg las ondas electromagnéticas son modos
normales (los que se propagan con numero de onda ky) y no requieren la
presencia corrientes externas. Para una polarizacion a lo largo de z, la cor-
riente externa no es cero, ya que en el vacio no se pueden propagar ondas
longitudinales.

Ahora utilizaremos los resultados de la seccién anterior, para expresar el
campo eléctrico externo como una suma de armonicos esféricos vectoriales.
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De los resultados de la seccién anterior, el campo eléctrico externo y su
campo magnético estan dados por las ecuaciones (4.92)-(4.98).

A continuacién procedemos a calcular el campo eléctrico inducido dentro
de la esfera y sus respectivos campos magnéticos. El campo inducido dentro
de la esfera debe satisfacer la ecuacién

V X V x E; — kK2E; = iwp,J, (4.103)

donde k? = w?u,e, estd dada en términos de la permitividad eléctrica e,
its v permeabilidad magnética de la esfera, y J. es alguna de las corrientes
externas dadas por (4.100)-(4.102).

Esta ecuacion tiene una solucion general que sera la combinacion lineal
de la solucién a la ecuacién de campo eléctrico homogenea y una solucion
particular de la ecuacién del campo eléctrico con fuentes (4.103), es decir

E =E,+E, (4.104)
donde el campo eléctrico E), satisface la ecuacién homogenea

V x V x Ep —kK2E, =0 (4.105)

y la solucién particular Ep debe ser alguna solucién de

V x V x E, — k2E, = iwp, J,. (4.106)

Para la solucién particular se propone una onda plana A,é,e™, A é e’
JALé.e®* se sustituye en la ecuacién (4.103) para el campo electrlco con
fuentes y se halla que la solucién particular para cada caso de polarizacion
del campo eléctrico externo es:

» 2 _ 2 2_ 2

By (fe,) =Ll 0 ipzg _ HsP TG (5 (4.107)
po p* — k3 fo p* — k3

O L e B N [ el N R

(75 ¢,) = o kzep ey = o p? = k2Ee(r,ey)

B, (Fe,) = 2ere, = OF (7¢,) (4.109)
€

S S

(4.108)

donde se han escrito en términos del campo eléctrico externo.
Sus campos magnéticos asociados son calculados por la ley de Faraday, y
el resultado es
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2Pk s

H,(7; ;) R o(7 €) (4.110)

H,(7;é,) zz — zé H, (7% é,) (4.111)
H,(7é.) =0 (4.112)

por lo que el campo inducido dentro de la esfera r < a serd, por lo tanto, de
la forma

= 2n—|—1. N L
Z n Cn onl( S)fj —id Nenl( ))+M_p OEe(T76I>

n(n+1) po p* — k3
(4.113)
- (2n+1) 1 - L= — k2 5
nMen ksa anon Sy E
= 1y o o P i N (i )+ 5= B BTy
(4.114)
Br(e.) =Y (20 + 1) dE Noolks, 7) + 2 EL(7e.). (4.115)
n=0 $

Se puede observar que del lado derecho de estas ecuaciones, la expansion
en armonicos esféricos vectoriales, por el hecho que los armoénicos esféricos
vectoriales es cada uno solucion de la ecuacién homogenea para el campo
eléctrico (4.105), entonces el primer término del lado derecho de las ecua-
ciones (4.113)-(4.115) corresponden a la solucién de la ecuacién homeogenea
para el campo eléctrico (4.105), y el segundo término a la solucién particular
de la ecuacién no homogenea (4.106 ).

Los campos magnéticos se calculan con la ley de Faraday, y utilizando la
definicion de los armonicos vectoriales, se encuentra que

. ks ~~ 2n4+1 . - oo
H;(r Ax = ——" nNon k37 ) — anen k87
](7”,6 ) iw,us pa n(n+ 1)Z (C 1( T) t 1( f‘))
_ k2
+p OH (7 &) (4.116)
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" ke ~— (2n—|—1 " I
H == nNen k87 anon k87
I( uu,us nzlnn—i-l C 1( F)—i_l 1< Fj)
2
p —ko oA
H 4.11
e (4117
. ke ~—
H(7:é,) = o > @+ 1) dl Meno (s, 7) (4.118)

n=0

donde el campo magnético H, esté dado por (4.96)-(4.97) cuando el campo

eléctrico externo E, toma las polarizaciones é,, é,, €, respectivamente.
Definiremos el campo eléctrico esparcido por la esfera F,, al campo fuera

de la esfera r > a, y que no sea el campo eléctrico externo, lo supondremos
de la forma °

enl

Vo, 7) — by My (o, 7)) (4.119)

Bre) =3 P 0 KO k. 1) 4 0,01 (ko)) (4.120)

—~ n(n+1)
Ey(Fe.) =Y (2n+ 1)i" " akNE) (ko, 7). (4.121)
n=1

donde el indice (3) indica que la dependencia funcional de los arménicos

esféricos esta dada por las funciones esféricas de Hankel h,,(kor).

El término Nenz](ko,f) es tal que su rotacional es cero, y es el campo
eléctrico producido al excitar la esfera con un campo eléctrico longitudinal.
Este caso no es posible en la teoria de Mie (que es esparcimiento de una
onda plana con vector de onda ko por una esfera), porque el vacio no puede
propagar modos longitudinales del campo electromagnético en ausencia de

corrientes externas.

SEsta notacién es la utilizada en [Bohren,1] salvo un signo en los polinomios asociados
de Legendre.



70 CAPITULO 4. CONDUCTIVIDAD NO LOCAL DE LA ESFERA

Los campos magnéticos se calculan con la ecuacion de Faraday y utilizan-
do la definicién de los armdnicos vectoriales, se encuentra que

" ko ~= 2n+1 .
A(Fe,) = —— 3 ey, N

g1y oo (o, 7) = dan Mo (ko 7)) (4122)

n=1

, ko ~— (2n+1 "
H,(7e,) = — Z—( nx )i”(bnNe(i)l

(ko, 7) + ian M) (o, 7)) (4.123)

H,(7¢é.) =0, (4.124)

Ahora aplicamos condiciones de frontera para los campos eléctricos y
magnéticos en la frontera de una esfera en el origen y de radio r = a, que
consiste en pedir que las componentes tangenciales de los campos eléctricos
y magnéticos E , H ala esfera sean continuas, es decir

[Eclo + [Ei)o = [Efls (4.125)
[Helo + [H.]o = [Hilo. (4.126)

[gualmente valido es pedir la continuidad de las componentes en ¢ para
el campo eléctrico y el campo H, y nos sentiremos en libertad de utilizar una
u otra cuando sea necesario, es decir

[Ec]o + [Edlo = [Eils (4.127)
[Hels + [Hdo = [Hils (4.128)

donde el corchete cuadrado nos indica que es la componente escalar de un
vector, y el subindice a que vector unitario de base esférica {éy,é4} corre-
sponde.

Por (4.29)-(4.34) tenemos que las componentes son

(Mo = —2n(p) S:I;LHP?T(COS 6) sen me (4.129)
[Menm]¢ = —zn(p)iPm(cos 6) cosme (4.130)

ao- "
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[Monm]e = Zn(p) S;LHPgL(COS 9) CcOs m¢
[Monm]¢ = —z.(p )dCfQP;Ln(COS 6) sen meé
= 1d d
[Nenmlo = ;d—p(pz a(p ))dHP]l"(COSQ) cos mao
N, 1d P (cos )
[Nenm]qb —;d—p(pzn(p))mseT sen mqﬁ
- 1d d
[Nonm]ﬁ = ;d—p(pz ( ))dep{;n(COSQ) Senm(b
= _1d P (cos @)
[Nonm)s ;d—p(P?«’n(P))mW cos mao

[Lemnlo = Znlp )iPm(cos 0) cosme

p do "
[Eemn]qb - _anp) sen d sen mng;(L(COS 0)
7 zn(p) d
Lomn]o = A2 2 pm
[Lomnlo PR (cos 6) sen mao
[Eomn]¢ = a(p) cosmoP" (cos6).

p senf

4.3. Condiciones de frontera
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(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

Con las condiciones de frontera podemos obtener las amplitudes para

el campo eléctrico inducido. Cuando el campo eléctrico externo es ¢

PZ¢, (de

amplitud unitaria), junto con la condicién de frontera para el campo eléctrico
(4.125) para cada posible valor de n, evaluada cuando r = a, siendo a el radio
de la esfera y utilizando (4.92), (4.113), (4.119), todo esto implica que

(1) (o) 20
Pl(cos )

Se1n

+ (—bnhn(koa)

—iJ; (pa)je P!(cos 9))

+ia, H (koa) %Pﬁ (cos 9))
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, Pl(cost) = dP}(cos )
donde
Ti(p) =~ pinl) (1.142)
8 pdp™" '
H3(0) = -2 (b)) (4.143)
pdp
2 2
Hs P~ — kO
= — 4.144
“ po p* — k32 ( )
2 _ 12
* b — kO
af = prarS (4.145)
Esta condicién implica el siguiente par de ecuaciones
hn(koa)by, + jn(ksa)c, = (1 — a)jn(pa) (4.146)
H (koa)ay, + J:(ksa)d, = (1 — a)J (pa). (4.147)

De igual manera la condicién de frontera (4.126) para el campo magnético
(4.96), (4.116), (4.122), implican

(1= a) 2 ((fpiteost) 5 00) 41720 ) )

k d . PYcosb
+u_2 (bn@P;(cose)H;(koa) + mn#hn(ko@)

fhs

ks dP}(cosf) _, . PYcosb) .

En estas ecuaciones se observa que aparecen las funciones % P!(cos#),

gt n
% multiplicadas por cierto factor, separando por la dependencia fun-

cional y factorizando se encuentra el siguiente par de ecuaciones:

2 (ko) an + —2j(kya)dn = (1 — a*) L, (pa) (4.149)
Ho Hs Ho
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ko
Ho
Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.146),(4.147),(4.149),(4.150) en-

contramos el valor de los coeficientes a,,, b,, ¢,, d,, v este cdlculo lo enunci-
amos como un resultado.

ks
H (koa)b, + M—J;(k:sa)cn =(1- a*)uﬁJ;(pa). (4.150)
s 0

Resultado 4 Las amplitudes en el desarrollo en armdnicos esféricos vectori-
ales, para el campo eléctrico inducido dentro de la esfera y el campo eléctrico
esparcido por la presencia de una onda externa de la forma é e’P* son:

(1= @) T3 (pa) £ (ksa) — (1 — a*) 2, (pa) J; (ka)

n ak 7]{:5 =
an(pa, koa, ksa) H;‘L(koa)/kj‘:jn(ksa) — %hn(k;oa)J;;(ksa)

(4.151)

(1- a)jn(pCL)%J;(ksa) - (1= a*)%‘]:(pa)jn(ksa)

bn(pa, koa, ksa) =
(pa, koa, ksa) hn(koa)z_z(]*(ksa)—%Hﬁ(koa)jn(ksa)

n

(4.152)

ko) (1 = a*) 272 (pa) — 2 H (koa) (1 — @) ju(pa)

n 7k 7k8 = ‘
cn(pa, koa k.a) (o) £ 7 (k) — 2 H (o) (k)

(4.153)

H; (ko) (1 — ") 2 (pa) — K21, (koa) (1 = @) T3 (pa)

dn ) k ) kS =
(pa, koa, ksa) Hi (ko) B ju (s0) = 52 R (o) T ()

(4.154)

Para tratar la polarizacién é, del campo eléctrico externo, seguimos un
procedimiento totalmente equivalente, utilizando el desarrollo apropiado para
un campo eléctrico de la forma e’?¢,, y utilizando las condiciones de fron-
tera para el campo eléctrico y magnético, y lo que se encuentra es que las
amplitudes para el campo eléctrico inducido dentro de la esfera y el campo
eléctrico esparcido son los mismos al caso donde el campo eléctrico externo
se encuentra en polarizaciéon é,.

Tenemos la relacion de este resultado con la teoria de Mie, que es el
problema de esparcimiento de una sola esfera cuando incide una onda plana
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electromagnética autopropagante en el vacio con numero de onda kg, el cual
se encuentra resuelto en la literatura, por ejemplo [Born, pg. 759]

Resultado 5 Si en el resultado (4) tomamos p = ko entonces las amplitudes
(4.154) y la solucion de los campos eléctricos incidente, inducido y esparcido
corresponden a los de la teoria de Mie ©.

Para la polarizacién e®?¢, del campo eléctrico externo, se sustituyen
(4.94), (4.115), (4.121) para r = a en la condicién de frontera para el campo
eléctrico (4.126) ( ég ) se obtiene que

(1 - 6—0) InPY) oL (hoa) = 42 (kea) (4.155)
€s) pa

En este caso no se puede utilizar la condicién de frontera para el campo
magnético ya que este es idénticamente cero. Se sustituyen (4.94), (4.115),
(4.121) cuando r = a en la condicién de frontera para el campo eléctrico
(4.127) ( €4 ) y se obtiene el siguiente resultado

Resultado 6 Los coeficientes para el campo eléctrico esparcido (4.121) y el
campo eléctrico interno inducido dentro de la esfera (4.115), cuando el campo
eléctrico externo es de la forma ™ é.e* son:

ks jn(ksa)
L(pa. koa, koa) = 1028 Il i 4.156
a’n (pa7 Oa/7 a) ,LLS k() hn<k0a) n(pa) ( )

(1— iff)]'—”,(,Z“) hn(koa)
T (ksa)hy (koa) — E2 ks 5 (koa) H* (koa)

s ko

d-(pa, koa, kea) = (4.157)

4.4. Corriente interna inducida

Una vez conocidos los campos internos, es posible recuperar la corriente
interna inducida por dichos campos, ya que la corriente interna inducida se

5E] esparcimiento de una onda plana con vector de onda kg por una esfera

"Este caso no es posible en la teorfa de Mie, ya que en el vacio no pueden propagarse
modos electromagnéticos longitudinales, en esta teoria es posible tener modos electro-
magnéticos longitudinales, debido a la presencia de corrientes externas.
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relaciona con el campo de polarizacién P; y el campo de magnetizacién My
a través de una respuesta dada por

J1(F) = —iwP(F) + V x M(7), (4.158)

donde hemos denotado con el subindice I que se trata de los campos inter-
nos inducidos, 6 en términos de la permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética

Ji(7) = —ieo(e — ) Br(7) + (%0 - Mi> v x By

1 1 S,
- (— - —) d(r —a)é, x By. (4.159)
Ho s
donde se ha supuesto que la magnetizacién M; y polarizacién eléctrica P, de
la esfera son cero fuera de la esfera de radio a, es decir

—

M) = (1— 60 — ) (i - ui) B (4.160)

P(7) = (e1 — €0)(1 — O(r — a))E(7) (4.161)
y 0(r —a) es una funcién escalén. Podemos definir el término de corriente de
superficie como

Tos(7) = (1 - %) 5(r — a)é, x Hy(7). (4.162)

donde H; esté dado por (4.116)-(4.118) para cada caso de polarizacién del
campo eléctrico externo. Los primeros dos términos del lado derecho de la
ecuacion (4.159) son corrientes de bulto y el tercer término es corriente de
superficie.

Primero trabajaremos las corrientes de bulto y dejeremos el tratamiento
de la corriente de superficie hasta el final. Como se dijo en (4.104), el cam-
po total inducido se puede escribir como un término que es solucién de la
ecuacion homogenea (4. 1()5) y un término que es solucién particular de la
ecuacién (4.106), es decir E;=E,+ Ep, y el campo magnético se calcula por
la ley de Faraday.

Entonces, si Eh, By, son los campos inducidos dentro de la esfera tales que
son solucién a la ecuacién homogenea
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V X V x Ey(F) = k2E,(7) (4.163)
y por la ley de Faraday

V X Ey(F) = iwBy (7). (4.164)

Si consideramos los primeros dos términos del lado derecho de la ecuacién
(4.159) y expresamos el campo magnético By en términos del campo eléctrico
E; haciendo uso de la ley de Faraday, se tendria que la corriente inducida
asociada a la solucién homogenea del campo eléctrico toma el valor

iootio Ty () = wpio(e — o) En() + (1 - @) VxVxBy(R)  (4.165)

s

2 = w?p4e,, haciendo uso de (4.163) y simplificando,
se tiene la relacion entre la corriente y el campo para las ondas transversales

y como k2 = w?ppeg, k2

iwpo Ju(F) = (k2 — k) En(7) (4.166)

para las tres distintas polarizaciones del campo eléctrico externo.

Por otra parte, las corrientes inducidas asociadas a la solucién particular
del campo eléctrico inducido dentro de la esfera estd dado por las ecuaciones
(4.107)-(4.109), y se encuentra que la corriente asociada a esta parte del
campo eléctrico inducido es

iwpo (&) = (wz,uo(e —€) + (1 - @) p2) é e (4.167)
Hs

iwod,ie) = (e )+ (1-2) ) e (09
Hs

iwpo (7 6.) = w?pio(e — €o)é.eP (4.169)

para cada polarizacién del campo externo, y donde en esta expresion no
aparece la amplitud del campo eléctrico porque se tomé su amplitud unitaria.
De las expresiones anteriores podemos definir

1

Wt

(k2 — k) (4.170)

Og = s
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o, = — <w2u0(6 — o) + (1 - @) p2) (4.171)

iw,uo s

1
Opy = inOW2'u0(€ —€). (4.172)

La corriente total inducida dentro de la esfera serd

Jr=Jn+Jdp+ Js (4.173)

por lo que sustituyendo el valor del campo eléctrico interno inducido (4.113)-
(4.115), y sus correspondientes campos magnéticos (4.116)-(4.118) en la ecuacién
(4.159), finalmente podemos escribir la corriente interna inducida para ca-
da polarizacién del campo eléctrico externo, y recordando que el eje z del
sistema de coordenadas coincide con la direccion de p, podemos enunciarlo
como resultado.

Resultado 7 Las corrientes inducidas dentro de una esfera localizada en
el origen, debida a un campo eléctrico externo de la forma é'e€P* para cada
vector de polarizacion €' = {é,,é,,¢é,} respectivamente son:

- 2n+1 - -
J _); Aa: = Os - " n Mon ksa ) — dn en ksa
173 60) = 00 3 =) s (1 7) = ) Vo ()
2 2
s D° — Ko ips Hs B e
— " 1—=1)d0(r—a)e, x Hi(T;é, 4.174
+Up#0p2 — kge ér + ( MO) (r—a)é, x Hi(r;é,) ( )

e =~ (2n+1) ., - . - .
Ji (7€) = 0 Z —)Z (cn(pa)Mepi (ks, ) + idy (pa) Noni (ks, T))
—1

. 2 —k2 ) s —
to, Ll " 0 ipzg (1 - “—) 8(r — a)é, x Hi(7e,) (4.175)

—I—crpze—oeipzéz + <1 - &> S(r — a)é, x Hi(7;e,). (4.176)
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donde Hy estd dado por (4.116)-(4.118) correspondientes a cada polarizacion
de la onda incidente y contribuyen a la corriente de superficie sobre la esfera.

De estas expresiones se obtiene una representacion mizta para el tensor
de conductividad no local de la forma

L7 D) 6y =TI e,) (4.178)

donde Jr se calcula para cada caso de polarizacion de la onda incidente y
debe tomarse la amplitud del campo eléctrico externo como unitaria, razon
por la cual aparentemente las unidades no coinciden.

4.5. Transformada de Fourier

En la seccion anterior, se encontro una expresion para la corriente interna
inducida dentro de la esfera en términos de los armdnicos esféricos vectoriales,
en una representacion espacial, en particular, en un sistema de coordenadas
esféricas. Como el propdsito del calculo es encontrar el tensor generalizado
de conductividad no local, y éste se encuentra dado por la expresién (4.7),
la cual involucra la transformada de Fourier de la corriente inducida dentro
de la esfera, debemos, por lo tanto, tomar la transformada de Fourier de la
corriente inducida dentro de la esfera (4.174)-(4.176), para después poder
recuperar el tensor generalizado de conductividad no local en el espacio de
Fourier.

Como la corriente inducida estd dada en términos de una serie de arménicos
esféricos vectoriales, entonces para calcular su transformada de Fourier, debe-
mos calcular la transformada de Fourier de cada armoénico esférico vectorial,
y esto es lo que se hace a continuacién.

Primero siguiendo a [Tsang,2, pg. 27|, definimos

—

Poun(0,¢) = P™(cos 0)e™%¢,, (4.180)

- P™ ,
B (0, 0) = (%Pfl"(cos 0)ég + im%éd,) e, (4.181)
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- (. Pl(cost) d .. imé
Com(0,0) = (zmw o — dQP” (cosf)é > e (4.182)

entonces los armonicos vectoriales se escriben como

Moun(p,0,0) = ju(p)Com (6, ¢) (4.183)
K00 = 0+ L 0.6) 45 2 (pin(0) Bun(0,0) - (115

. d L in(p) =
Ean(0.6) = S3n(0) Pon(0,0) + 2221 B,.,(0.0) (1.185)

y la relacién con nuestra notacion es:

(9, 0,0) = Mo (p, 0, 6) + i Mo (p. 0, 0) (4.186)
Nnm(Pae ¢) = enm(ﬂ79 ) +ZNonm(P70 ¢) (4.187)
Lum(p,0.6) = Lenm(p, 0, 6) + iLonm(p, 0, ¢). (4.188)

El siguiente resultado es clave para poder evaluar las integrales angu-
lares en la transformada de Fourier de estos armonicos esféricos vectori-
ales [Tsang,2, pg. 28|. Siguiendo a Kong, y con las definiciones dadas en
(4.180),(4.181),(4.182), (4.183),(4.184),(4.185) se tiene que la siguiente rep-

resentacion integral es valida

Lym(kr,0,¢) = e~k B (0, ¢) sen 0'd6 dg’ (4.189)

47T

e 2 T
My (K, 6, ¢):i—ﬂ /0 /0 e~ G (0, @) sen 0'd0' dg (4.190)

2w

Nom (7,0, 6) = e B (@, ¢ sen@df'dg (4.191)

47
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donde
77 =senfsend cos(¢p — @) + cosfcosb'. (4.192)

En el lado derecho vemos que se trata de la transformada de Fourier de
las funciones P, (¢, qb’ ), Coum (6, 8'), B (0, ¢'), funciones con las cuales es
posible expresar los arménicos esféricos vectoriales, el resultado es expresado
también en un sistema de coordenadas esféricas, pero en variables angulares
0, ¢ y omitiendo la parte radial de la transformada de Fourier, la cual también
esta expresada en un sistema de coordenadas esféricas, pero en al espacio de
Fourier.

Las integrales radiales de la transformada de Fourier, incluyen la inte-
gracion de funciones de Bessel esféricas y son de la forma

1
Ly (21, 22, N) ::/ jn(xlu)jn/(xgu)uNdu (4.193)
0

Jn(p) = \/%errlﬂ(p) (4.194)

la integral anterior se puede escribir en términos de funciones de Bessel or-
dinarias como

y usando el hecho que

2\/@ xlu Jn+ 1 (vou)u™N du (4.195)

y utilizando la representacién en serie de potencias de las funciones de Bessel
[Lebedev, pg.99]

v+2k
(=D (3)

41
Fk+1Fk+y+1) (4.196)

Mg

k=0

dada en términos de la funcién gama. Integrando la serie término a término
se encuentra que

)k‘—f—kz n+2k _n'+2k’
Lo

[nn’ ) ) 5
wl@, 22, N 2ZZ n+n+2k+k’)+N+1)

k=0 k'=0

>1

1
'2n+n/+2(k+k/)+1p(k+ DLk + ) (k+n+ )0k +n' +3)°

(4.197)
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Ahora calcularemos las integrales en la transformada de Fourier de la
parte angular de los arménicos esféricos vectoriales. Utilizando (4.183) y
tomando la transformada de Fourier

/ Mnm(ksr)e_iﬁ Ty =

27 T a
/ / / jn(ksr)c_:nm(e, ¢)6_ip/Tﬁ i Sen 9T2d7’d9d¢ =
0 0 0

a 27 T
/ Jn(ksT) / / Crm (0, 0)e™#" " sen 0dOdr?dr (4.198)
0 0 0

donde V, indica que la integral debe hacerse sobre una esfera de radio a y
hemos utilizado una base esférica {p', ¢,,, 0, } para expresar la transformada de
Fourier, es decir p'’ = p'sin 6, cos ¢,é, +p' sin 0}, sin ¢i,¢, +p’ cos 0 ¢, respecto
a la base en que se definieron los arménicos esféricos vectoriales, y debemos
recordar que las coordenadas de los arménicos esféricos vectoriales se escogen
tales que si hay un vector de onda incidente kel eje z coincide con esta
direccion y el eje x con la direccién de una onda con polarizacién s.

Utilizando (4.190) y (4.183) se tiene que

My (kgr)e ™ " TdPr = / Jn(kst) My (p'r, 0., &, )r2dr (4.199)
Va 0

4 / /
= jn<k: P)in (0712 dr Coun (6, 8)) (4.200)

i
que es la transformada de Fourier tridimensional en una base esférica {p', ¢,,, 6, }
y haciendo uso de la notacién (4.193) podemos escribir como

- Ara®

FMym(p,0,, 8,) = — Inn (ks 0@, 2)Cr (601, 0 (4.201)

donde hemos denotado la transformada de Fourier tridimensional como F y
donde [Barrera,1]

1

Lyn(21,72,2) = PR (T2dn (1) Jn-1(22) — T1jn-1(z1)jn(22))  (4.202)
1~ 23
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por lo que la transformada de Fourier de M,,,,, en la notacién que se defi-
nié anteriormante, se escribe como

3

FMop (9,0, 8) = 7:1 Lyn(ksa, p'a, 2) ReCp (6, 6,) (4.203)
A = 7m3
FMopm(D', 0,,, ¢7,) = Ly (ksa, p'a, 2)]anm(9;,¢;). (4.204)

Ahora calculamos la transformada de Fourier de Nnm utilizando (4.184),
es decir

FNnm( 70;77 / Nnm k T) d Td3r =
~ 1d, . =
[ (it 022000+ 2 L i Bt )|
pd p=ksr
e~ " sen OdOdridr (4.205)

y utilizando (4.190), (4.191) encontramos que

A = 4 a ] -
. (n<n+1>9 wkr) 84
0

gn—l ksr
+1—d( in(p)) Nom(p'r,6;,61,) ) r°d (4.206)
N n nm r, ) r-ar .
Sy P N| . Nom(p'r 6

sustituyendo (4.185),(4.184) en la ecuacién anterior obtenemos

A - 4 a
= i [+ 2
0

kgr

rdr (4.207)

que se puede reescribir como
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. o 4ma? L [ (Ju(ksr) d
FNnm =~ 1)— -5 Jn
i+ [ (2D

p=p'r

) r2dr By (0, 4),)

> r2dr B (0, &) (4.208)

y si definimos

Ji(n ksa,p'a) = - /Oa (‘Mﬂj (p)

a’ kg dp”™ ™ p=prr
Jo(n ksa,p'a) = %/Oa <n(n + 1)j"](€l:;r) Jn](f;r)
o], )| Y azw)

Para calcular J,, las integrales del lado derecho de (4.210) se pueden
evaluar en términos de (4.193) como sigue

L[ jnksr) jn(P'T) 5 1
n(n -+ 1)5 /0 r— redr = n(n + Dkzsa—p’a[n’"(ksa’p/a’ 0) (4.211)

y el término del lado derecho de (4.210)

1 [“1d, . 1d ;
a® odp n AN n redr =
7 ) pap Pl Sap )|
1 ' . ] - .
adkyp/ /0 ((n+ 1)jn(ksr) — kgrjni1(ker)) (n 4+ 1) 7. (p'1) — p'rjnsi(p'r)) dr

% ar'a ((n + 1)2[n7n(1€5a,pla, 0) = p'a(n + 1)1 i (ksa, pla, 1)
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—ksa(n + 1)1y10(ksa,p'a, 1) + ksap'aly i1 ny1(ksa, p'a, 2)) (4.212)

donde se usd

L (rgulhar) = (04 Dialhor) — harjua(her),  (421)

que puede deducirse facilmente de [Abramowitz, Fc. 10.1.22 |. Y por lo tanto

Jo(n ksa,p'a) = (4.214)

Teapa (n+1)2n + 1)1, . (ksa,p'a,0) — p'a(n + 1)1, 11 (ksa, p'a, 1)

—ksa(n + 1)1 10(ksa, p'a, 1) + ksap'al, i1 ni1(ksa, p'a, 2))

y de hecho aqui hay un resultado interesante, que estas integrales estan rela-
cionadas con los coeficientes del campo eléctrico esparcido e inducido dentro
de la esfera, en el caso que la esfera no presente magnetizacion, el resultado
fué encontrado al hacer una expansién del campo eléctrico lejos de la esfera
dado en forma integral en términos de la funcién de Green del vacio, que en
este limite se convierte en una transformada de Fourier. Los detalles de este
célculo se muestran méas adelante en el resultado (12). Por lo tanto J; tiene
el valor exacto de

i an(p'a, ksa)
Pal(ba? — W) dy (e, kua)
donde b, (p'a, ka), d,(p'a, ksa) son las amplitudes del resultado (4) calculados

—

Jo(n ksa,p'a) = (4.215)

sin magnetizacién. Entonces la transformada de Fourier para N,,,, serd
FN,,, = (4.216)

Arad - o
Z_:i <n(n + 1) J1(n ksa, p'a) Pun(0,, ¢,) + Jo(n ksa, p'a) B (6, gb;))

y en la notacion donde se separan los terminos pares e impares

FN o = (4.217)

dra’

Z’nfl

(n(n + 1), (nﬁsa,p'a)Reﬁnm(%, ) + Jg(n,ksa,p'a)Reénm(é’;, gb;))

EN g = (4.218)
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4dra®

- (n(n+ 1) Ty ks, pa) P (6, 6)) + Jo(n s, D'a) I B (6, 6, )

Y por tltimo la transformada de Fourier de e, que podemos escribirlo
de una forma que no dependa del sistema de referencia que estemos usando
como e?" y su transformada de Fourier se calcula como

2m a ™ a 1
/ d¢ / rdr / sin fdfe™ PP ") = o5 / r2dr / dpe’PP
0 0 0 0 -1

. 1 (simalf—7’| cosalf—7’|
= Ara—= = 217 _ 22 > =
alp —p'| \ a?lp—p"| alp—p’|
. = oy
- 4m331(a|f—f|) (4.219)
alp—p|
donde p = cos@ y como un caso particular si |p] = |p’| = ko y 0 el dngulo
que forman implica que |p— p’/| = 2k sen g, la expresion anterior se escribe
como
jilalf—=p'l) _ ji(2akosen§)
= 27, (4.220)

alp—p’| Qakgseng

Con todo esto hecho, podemos calcular de manera exacta la transformada
de Fourier de cada armonico esférico vectorial y cualquier onda plana, en
términos de las coordenadas de p'’ la variable de la transformada de Fourier,
respecto de 7, y en el sistema de referencia tal que p el vector de onda
del campo eléctrico externo coincide con el eje z, ver figura (4.2), por lo que
tenemos que la transformada de Fourier de la corriente interna inducida dada
por las expresiones (4.174),(4.175),(4.176) se puede expresar como sigue.

Resultado 8 La transformada de Fourier de las componentes del tensor
generalizado de conductividad no local en el caso que no son tomadas en
cuenta las corrientes de superficie debidas a la magnetizacion de la esfera
son:

(e}

o+ 1
PP b = Andie, Y -
n=1

Y I 'a,2)ImC,1 (0., &'
n(n+1)(0n(m) wn(ksa, pla, 2)ImCo (6, 4)

+d,(pa) (n(n +1).,; (nvk‘sa,p’a)Reﬁnl(@;, ¢p) + Jg(n’k:sa,p'a)ReB?nl(G;, gbé,)))
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=y

Pz Qﬁf py

Figura 4.2: En esta figura se muestran las coordenadas esféricas del vector p'’
respecto del vector p’

st PV B el
puop2 — k2 a|ﬁ—

=/
;’|Déx (4.221)

o

v p) - é, = dra’o, Z
n=1

—2n +1 / ~ Y,
n(n + 1) (cn(pa)lnn(ksa, p'a,2) ReCyi (0, ¢,)

—dn(pa) (n(n + 1)J1(n7k5a,p’a)]mﬁn1(9;, ¢,) + JQ(n,kSa,p’a)ImB'nl(Q;,, qb;)))

2 _ 1.2, > =
R ek ¥ A Cl il | PY (4.222)

pop? — ki alp—p|

[e.o]

S v(P,p)é, = Ard’o, Z(2n+1)d£(pa) <n(n+1)J1 (nﬁsa,p’a)Reﬁno(%, ¢+
n=0

Jg(nksa,p’a)Regno(H;, qb%)) + 47Ta30p26— é. (4.223)

€s a|ﬁ_p
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donde o4, 0,,0,, estin dadas por

. = S 4.224
o= ) (4.220)
1
op = o (pr,O(eS —€) + (1 — %) p2) (4.225)
0 s
1
Opz = iquMQMO(ES — €9) (4.226)

Y donde debemos recordar que la base {é,,€é,,€,} (en el espacio real) es
tal que é, coincide con la direccion de p’ para las distintas polarizaciones del
campo eléctrico externo. Los dngulos 8, ¢, son las coordenadas esféricas de
P’ respecto de p’ (en el espacio de Fourier), es decir, una vez que fijamos el
sistema de referencia tomando el eje z con la direccion de p, podemos dar
las coordenadas del vector p'' en este sistema de referencia, ver figura (4.2)
también los armonicos esféricos vectoriales son medidos respecto a esta base.

4.6. Corrientes superficiales de magnetizacién

Si quisieramos incluir las corrientes de magnetizacion inducidas en la su-
perficie de la esfera, entonces debemos incluir el término de corriente superfi-
cial (4.162) y tomar su transformada de Fourier, esto se hace a continuacién.

Puesto que el término de superficie (4.162) incluye una delta de Dirac
para r = a, entonces la transformada de Fourier p’ del término de superficie
es

2 T
Jo(p',p) = a® (1 - z—) / / &, x Hye ®'% T sen 0ddp.  (4.227)
0 0 0

El campo H; dado por (4.116)-(4.117), y puesto que los arménicos vec-
toriales pueden expresarse en términos de las funciones P,,,,, Byn, Crn de la
forma

—

Mum(p, 0, 6) = jn (p)énm(e, ) (4.228)
1

Non(p.0.) =n<n+1>j”£”)ﬁnm<e, )+ 2L () Bun(0.0)  (4.220)

y ademas como
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&y X Prn(0,0) =0 (4.230)
ér X B (0,0) = —Coran (0, 0) (4.231)
&y X Crun(8,0) = Byun(8, 0) (4.232)

por (4.190),(4.191) se tiene que

/ / ér X Bume™® " sen 0dfdep = o qnm(p a,0,,¢,) (4.233)

27
/ / e, x O, e "7 gen 0dode = nm(p a, 9;, (b ). (4.234)

Con estos resultados podemos enunciar el siguiente resultado

Resultado 9 El término de corriente de superficie estd dado por (4.162) que
da la corriente de superficie, y aplicando las mismas formulas de integracion
(4.190)-(4.191) encontramos que la transformada de Fourier del término de
corriente de superficie cuando consideramos que el campo eléctrico externo
tiene amplitud unitaria da una parte del tensor de conductividad no local
debida a las corrientes de superficie, es decir

N\ e 2n+1
G ) b = dma® (1_&)ZL
n=1

Lo n(n+1)

cn(pa)J;(ksa) + o
W s 100 Mo

_ ( ks dy(pa)jn(ksa) Zwuo : (pa)> Now(Pa, 9;,%)} (4.235)

W s

J*(pa>) W (90,6, )

N\ o= 2n+1
?z(ﬁ/,ﬁ)-éy:—élmﬂ(l—u—)zL
n=1

Ho n(n+1)

b 7 /
* * M,
( cn(pa)J(ksa) + Zwuo Jn(PCL)) ent(P'a, 0, &)
ks

p 7 /
(i) + 0" L)) Boalastyocf)| (1230
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— A~ kS - . %
T s(p,p)-é, = Ana’ (% — ) o Z(Zn—i—l)dﬁ(pa)jn(ksa)]\feno(p’a, 0, 9,)
s n=0
(4.237)
donde
2 2
* P = kO
af = gy (4.238)
Por lo tanto el tensor generalizado de conductividad no local es
S0P =Tv@ D)+ T, D). (4.239)

Y donde debemos recordar que la base {é,,é,,é.} (en el espacio real) es
tal que é, coincide con la direccion de p y el eje x con la polarizacion del
campo eléctrico externo. Los dngulos 0,, ¢,,, son las coordenadas esféricas de
P’ respecto de p (en el espacio de Fourier), ver figura (4.2), que aparecen
en la expresion para los vectores armonicos esféricos, los cuales también son

medidos respecto a esta base.

Comentario

En [Tsang,1] se ecuentran expresiones para la componentes del operador

de transicién o matriz ? en el espacio de Fourier, que estd relacionado con

el tensor generalizado de conductividad no local para la esfera y de hecho
[Alejandro,1]

1
T ') = o PR, (4.240)

pero este es calculado con otro enfoque, obteniendo expresiones complicadas,
motivo por el cual se optd por este enfoque alternativo .

Las siguientes secciones, tienen como proposito, encontrar expresiones
aproximadas 6 con valores especiales del tensor generalizado de conductividad
no local.
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4.7. Conductividad no local cuando ﬁH’ =P =
ki

Un caso especial del tensor generalizado de conductividad no local que
sera necesario cuando estudiemos el problema de la reflexion y tramision de
la luz de un semiespacio de esferas colocadas al azar y tales que sus centros
se encuentran z > a, es que en este caso pediremos que p = EH + p.é,,
P = EII + plé., es decir, evaluamos el tensor de conducitividad no local de
la manera <F>S(la|,]92, EH,pz’).

En la notacion utilizada, que es la de utilizar una base esférica, esta condi-
cién se expresa diciendo que ¢, = 7/2, donde ¢, es la coordenada azimutal
de p'’ respecto de la base coordenada x,y, z y tal que el eje z coincida con la
direccién de p'y ademés 6 es el angulo que forman p,p’’.

En esta evaluacion del tensor de conductividad no local, se tiene que la
base de vectores esféricas tiende a

é, — senfe, + cosbe, (4.241)
ég — cosfé, — sende, (4.242)
ép — —&y (4.243)

cuando ¢, — /2 ademds se tiene que €™/ = i™ y por lo tanto (4.180)-
(4.182) se reducen a:

Pa(0, ¢ =m/2) = iP(cos0)é, (4.244)
- d o, . Plcosh) .
Bni(0,7/2) = z@Pn(cos 0)eég + e (4.245)
- Pl(cost). . d .
Cri(0,m/2) = ~end + @@Pn(cos 0)eé, (4.246)
Po(0,7/2) = P,(cos)é, (4.247)
- d R
Bno(0,7/2) = @Pn(cos 0)éq (4.248)
= d R
Cho(0,7/2) = — P, (cos0)é, (4.249)

do
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por lo que sustituyendo en (4.221)-(4.223) y cuando sea necesario las defini-

ciones de los arménicos vectoriales M , N en términos de las vectores angu-
lares P, B,C' (4.183),(4.184), se tiene el siguiente resultado:

Resultado 10 La expresion para el tensor generalizado de conductividad no
local de la esfera en el caso que las componentes paralelas p) = ﬁ|" =k es

. n+1
k ki.p.) - é, = 4dnato, Y ————
v (ky, ol Ky ps) - € MU; P

d P! 0
(cn(pa)fn,n(ksa,p'a, 2)d9Pﬁ(cos 0) +d, (pa)Jﬂnﬁ&,p’a)%) Cxt

s s P° — kg jalalp. — pll)

dra’o € 4.250
7o p? — k2 alp. — 1| (4:250)
. 2n+1
Ky o, k,ps) - 6, = dmddo, Y ———
Gy (ki bl Kype) - € WU; n(n+1)
Pl(cos0) .
Lun(k 9)—n 27
(entp) (10,2 22,

d
+ d,(pa) (n(n +1)Ji(n ksa,p'a)Pr(cos0)é, + Jo(n ka,p'a) dQP;(cos 6)69))

s p* = K jalalps — pl)

+4ra’o, é 4.251
Prop* — k2 alp. —pl| ( )
Gy (K, L Ko pe) - €2 = AmaPos Y (2n + 1)d) (pa)
n=1

(n(n + 1)J1(n ksa, p'a) P, (cos 0)é, + J2(n’k8a,p'a)di;Pn(cos Q)ég)

60 ]1( ’Pz —Plz‘)

+4ralo ’
65 ’pz - pz‘

é. (4.252)

donde
e, = sen é, + cos 0éy (4.253)

¢, = cos B¢, — sen 0égy (4.254)
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si ¢ = m/2 y donde 0s,0,,0,, estin dadas por (4.172). Esta expresion es
valida cuando no se toma en cuenta la corriente de magnetizacion inducida
sobre la supeficie de la esfera (4.162), si la hay debemos incluir las corrientes
de superficie dadas por (4.235)-(4.237) y el resultado es

s o= 2n+1

R P Fpops) -6 = dma? (1= 22) 30 2

T sk 1 Ky pe) - € < uo> “—~n(n+1)

*(ksa) + J*( a) ) jn(p’ )dP(cosé’)
@w,uscn pa)Jy(ksa) + " iwpg " Jnlpa ag "
3 b N e Pleost)]
_ (M -du(pa)j (ko) + o' L (pa)> T m e (1.255)

s = 2n+1

k: k ce, =4 1-— E -

Pl(cos 9)

sen 0

(k n(pa) 2 (ksa) + L J;<pa>) (@)

Wit iwfio

- (2t + 0" L)

( (n+ 1)] 1<9a )Pl(cos 0)e, + J:(p a)jePn (cos 9)69):| (4.256)
@ s (k. pls Ko p2) - € = dma® (% - 1) ufuo nil(% +1)d,; (pa)jn(ksa)
( (n+1) ;p;“)P (cosB)é, + J*(p/ @jep (cos@)é9> (4.257)
y el dngulo 0 se determina por la relacion
cosf = % (4.258)
= (b + ) (4.259)

p= (k) +p.H)"? (4.260)
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y ademds
2 12
* P = kO
af = gy (4.261)
d
@Pn(cos ) = Pl(cos0) (4.262)
Pi(cosf) = cosd (4.263)
1
o= k2 — kg 4.264
1 2 Ho\ o
_ . — 1-= 4.265
T g (“’““(6 60”( us)p) (126
1
Ops = iw;LOMQMO(GS —€) (4.266)
en caso de no tener magnetizacion, o, = 0p, = 05 = m(kﬁ —k2), es decir

son constantes y valen lo mismo.

Estas expresiones seran necesarias mas adelante en el problema de re-
flexién cuando se tiene una interfaz plana.

4.8. Conductividad no local cuando no hay
magnetizacién y pj = ﬁH’

En este caso se tiene que los términos de corrientes de superficie (4.255),
(4.256), (4.257) son cero, y cada una de las componentes del tensor gener-
alizado de conductividad no local, donde separando las componentes en la
base esférica tenemos que

o0

- > 2 1
Uxﬂﬂ(kHaplzakHapz) :47Ta30—sz_ n
n=1

n(n+1)

ao- "

Pl
(C”(p“””vﬂksaap’a, 2)-L P} (cos ) +d, (pa) Ja(n k.. p'a)&zeﬁ +
sen

s PP — k2 ji(alp. — pll)

dra’o, 4.267
TR Al — 4207




94 CAPITULO 4. CONDUCTIVIDAD NO LOCAL DE LA ESFERA

o0

- - 2n +1
Uey(kuap;a kvaz) = 47T@3Us Z —m
n=1
Pl(cos ) d
/ n 1
(cn<pa>fn,n<ksa,p 0,2) == o dy(pa) Jo(n ke, pla) 2 n<cos9>>

p _kojl(a‘pz ’)

3
+ara’o, 2 alp. = Z| cos 6 (4.268)
ary(lgn,p’z, En,pz) = 4na’o, Z —(2n + 1)d,(pa)Ji(n ksa, p'a) P} (cos 0)
n=1
—|—47TCL305p2 — g‘h( alp: = L)) sen 6 (4.269)
— k3 alp. =Pl
M 3 - L d
oo- (k). ., Ky, p2) = 4ma’oy Z(Zn + 1)d; (pa) Jo(n ksa,p'a) dOP . (cos 0)
n=1
N )
_grate, 0P T PL) (4.270)
6S a’|pZ - pz|
UTZ(EH,p;, E”,pz) = 4na’o, Z(Zn + 1)d% (pa)n(n + 1) Ji(n ksa, p'a) P, (cos 0)
n=1
drgto, QAP Z D (4.271)

" a|pz z|

4.9. Conductividad no local cuando [p'/| = |p] =
Ko

En esta seccion exploraremos algunas ideas y aproximaciones que usare-
mos posteriormente para realizar calculos numéricos del tensor generalizado
de conductividad no local.

Un caso que consideraremos de especial importancia en el problema de
la reflexion trasmisién y refraccion de la luz por un semiespacio de esferas
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colocadas al azar, es cuando |p’| = |p] = ko, es decir sus magnitudes son
iguales a las del vector de propagacién en el vacio.

Veremos, que esta situacion esta relacionada con el problema de aproxi-
mar el campo eléctrico en el campo lejano, con las propiedades de conduc-
tividad de la esfera, en nuestro caso con el tensor de conductividad no local.
Esto se aclarara conforme avancemos en la deduccion

El campo eléctrico esparcido por una esfera debido a la presencia de una
onda plana incidente en el campo lejano es una onda esférica multiplicada
por una funcién que depende de la variables angulares, y la polarizacién de
la onda incidente [Bohren,1, pg.63]. Es decir

eik’r

B, = _W?(e,qﬁ) 6 E, (4.272)

donde ?(Q,gb) es la matriz de esparcimiento, 6 es angulo que forman la
direccién de la onda incidente con la direcciéon de observacion, Fj la amplitud
de la onda incidente y é su vector de polarizacién.

El campo eléctrico esparcido por una esfera aislada, en términos de la
corriente inducida dentro de la esfera (4.1), por causa de una onda plana
incidente, es de la forma

E(7) = iwpo / &G (77 - / Br T 7R EeR T (4.273)
R3 R3

donde la polarizacién de la onda incidente es é' y su vector de onda k' es tal
que |ki| = ko donde ko es el vector de onda en el vacio.

La funcién de Green para el campo electromagnético que se define como
la solucion a la ecuacién

VxVx QEF)—EGFEF) = ToF—7") (4.274)
se escribe como en [Tsang,2, pg.55]
Qi = (? + lvv) el (4.275)
’ k2 4|7 — 7|

Sustituyendo esta expresion para la funciéon de Green del campo electro-
magnético en el espacio libre en (4.273), y considerando el campo lejano, es
decir, si |7] >> 0 tenemos que
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12

kol = 7| = kor(1 = 27 - 7/ + )% m kor — K* - 7 (4.276)

r

donde k* = ko7, y 7 el vector unitario radial. Utilizando esta aproximacion
el campo eléctrico esparcido puede escribirse como

zkor .
E, = iwpo < I + VV) / dr / Pr e TS (7 e T
Adrr R3 R3
(4.277)
Para poder extraer los operadores diferenciales fuera de la integral fué nece-
sario suponer que el punto de observacion estaba fuera de la regién de in-
tegracion. Con estas consideraciones y al orden de aproximacién O(1/r), se
tiene que el campo eléctrico vale

= . ekor 1 7578\ S (s Ty 4 2
Eszzwuo4r<l—kk)-as(k,k)-e—i—O(l/r) (4.278)
T

Este es un resultado general, que nos indica que el campo eléctrico eval-
uado lejos de la esfera lleva informacion acerca del tensor generalizado de
conductividad no local.

La expresion para el campo lejano cuando la onda incidente es una onda
plana que se propaga en el vacio, se obtiene de (4.119), haciendo p = ko,
por lo que los campos eléctricos esparcidos para cada polarizacion de la onda
incidente €., ¢,, €, son:

i" (b, M(ml(kor) mnN (k:or)) (4.279)

E,(F,¢,) = i —(2”—“; " (b M) (kor) + ia, N2 (kor)) (4.280)

Y — n(n+1 enl
Ey(F.e.) =Y (2n+1)i" ak N (kor). (4.281)
n=1

para cada polarizacion de la onda incidente respectivamente y donde la se-
gunda variable de F(7,é,) indica la polarizacién de la onda incidente, y
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recordamos que el nimero de onda de la onda incidente es ky y hemos con-
siderado que la amplitud de la onda incidente es unitaria.

Como no es posible propagar una onda longitudinal de la forma é.e
en el vacio, el altimo caso es posible solo si existe una corriente externa. Las
amplitudes estan dadas por

ikoz

J*kak—nsa koa)J (ksa
an(koa, ksa) = Ko )’;SJ (k) = o dn(Foa).Ja hsa) (4.282)
H(Koa) 2 gn(ksa) = yohn(Koa) J; (Ksa)
in(koa) == J¥ (ksa koa) jn(ksa
) — i 00) — ) s
hn<k0a>u_sjz( ksa) — lTO n(koa) jn (ksa)
1 — @)ioks g (f q)inlkoa)
ak (koa, kya) = (0= &) odnlhat) P, . (4.284)

J*(ksa)hy, (koa) — 2 isjn(k;sa)Hn(koa)

donde a,,, b, son las amplitudes que se obtienen en la Teoria de Mie. Para el
campo eléctrico esparcido, los armonicos esféricos vectoriales estan dados en
términos de las funciones de Hankel, para estas funciones cuando r — oo se
tiene que

e
hy(kr) = (—1) g (4.285)
d 6ikr
—h ~ (—1)" 4.2
Tho)] o~ i (4.256)
1d . n/eikr
S|~ (4.287)

donde despreciando los términos O(1/7?), y por las definiciones de los arménicos
esféricos vectoriales (4.29)-(4.34) se encuentra que

etk (_ Pl(cos )

d — P(cos 6) cos ¢é¢>

Mo (kr,0,¢) =~ (—i)" sen péy —

tkr sen 6 do
(4.288)
- € Pl(cos® d R
Moy (kr, 0, 0) ~ (—z)"% <# COS Ppéyg — @Pﬁ(cos 0) sen q§e¢>

(4.289)
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- etk d . Pcos® .
Nepa(kr,0,0) =~ (—i)" o (deprlb(cos 0) cos pég — # sen q§e¢)
(4.290)
- et 1 d . Plcosf .
Non1(kr,0,¢) ~ (—i)" - <d0Pﬁ(cos 0) sen pég + # cos ¢e¢)
(4.291)

P,(cosB)éy. (4.292)

ikr
e
j— 3 n_ —
0
Sustituyendo estas expresiones en (4.119), (4.120) se encuentra que el
campo eléctrico esparcido a orden O(1/r) es

Nen0<kr7 6)7 ¢) ~

. ezkr

Ey(T,éz) = — i (Spy(8) cos pég — Syu(0) sen pé ) (4.293)
. eikr
Ey(r, ¢é,) = i (Soy(0) sen pég + Syi(0) cos Ppéy) (4.294)
. . 6ikr
Ey(r,é,) = — ———5p.(0)éq (4.295)

donde la segunda variable de F(7,é;) nos indica la dependencia con la po-
larizacion de la onda incidente dada por e,y €, €, respectivamente y donde
hemos definido las funciones de esparcimiento como &

= 2n+1 Pl(cos® d _,
Spy(0) = — ; "D (bn(koa)# + an(koa) 5 Py (cos 9))
(4.296)
B . 41 d Pl(cos )
S,a(0) = — ; AN (b (koa) - Pl(cosf) + an(koa)w)
(4.297)
So-(0) = — Z(?n + 1)a7LL(/f0a)C%Pn(COS 6) (4.298)

8Por las definiciones utilizadas, estos elementos de la matriz de esparcimiento difieren
de los que utiliza Bohren en su libro [Bohren,1]. Las diferencias son: un factor de (—1),
por la definicién de los polinomios de Legendre.
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esté tltimo término es nuevo en la teoria y proviene de suponer que la esfera
es excitada por un campo eléctrico longitudinal.
Por otro lado, utilizando el hecho que lzm 4 P%(cosf) = 0 se tiene que

Lagtm
Sp-(0) = 0. (4.299)
Y el hecho que lsz ((;10;9) = lzmddepé(cos 9) = —in(n+ 1) implica que
1 o0
5(0) = Spy(0) = 82 (0) = 5 > (20 + 1) (an(koa) + by(koa)) ., (4.300)
n=1

donde comparando estos resultados con la expresién para el campo lejano
(4.278), estamos en posicién de enunciar el siguiente resultado:

Resultado 11 Las relaciones entre el tensor generalizado de conductividad
no local y las funciones de esparcimiento S, (), Sy.(6), Se.(0) definidas por
(4.296)-(4.298) utilizando (4.278) son:

iwuoé% (? - l%sl%s) ST (KK ey = 1 (Spy(0) cos pég — Sz (6) sen gpéy)
T
(4.301)
| - - 1
iwoto - (7’ B TR ) ey = — (Say(0) sem 6 + S, (6) cos 60
(4.302)

I —/%81%8).?5(/{8,?)-@2: Sy, (0)¢ (4.303)

referidas a una base de tal que el eje z coincide con la direccion de propa-
gacion de la onda incidente k.

Si escogemos k°; tal que su coordenada azimutal sea cero, es decir ¢ =
7/2, las relaciones anteriores se reducen a

L g 0, (4.304)

- xx
—lk’o

1 o I
iwotio (<7> k) TR e =
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: L 7.57.5 7.8 74\ 2 1 N

iwopo ( T — ik ) G (kLR e, = i Sn(®)é (4.305)

it~ (T — ko) - (R F) . = L 5,00 (4.306)

ZW,LLO47T g g s €, = —ik’o 02 € .
Comentario

Las primeras dos componentes coinciden con el resultado utilizado en
[Augusto,3], la tdltima expresién es nueva y se obtiene por el hecho que
aunque en el vacio no pueden propagarse modos longitudinales, es posible
hacer incidir una onda longitudinal sobre la esfera siempre y cuando esta sea
producida por una corriente externa. Dicha corriente externa no aparece en
el problema de Mie para campo lejano, pero por tratarse del calculo de la
conductividad no local, esta corriente debe ser incluida, con el fin de obtener
todas las componentes del tensor generalizado de conductividad no local.

Este resultado es en si mismo un resultado interesante, ya que da solu-
cién al problema inverso de relacionar las corrientes internas inducidas dadas
por el tensor generalizado de conductividad no local, con las propiedades
del campo eléctrico producido por las esferas, es decir con las funciones de
esparcimiento Sgy(6), Syz(0), Se-(0)

Ademas por las relaciones (4.304)-(4.306) que cumplen las condiciones de
esta seccion podemos relacionar los elementos del tensor de conductividad
no local con los elementos de la matriz de dispersién como sigue

Sua(0) = —iwpiols - T o(k*, F) - & (4.307)
ikO . N~ = (s T4\ 5

Soy(0) = — o, WhHoo 0 S(K° K" - éy (4.308)
. o

Sp.(6) = —@4—;@'%0@ ST K el (4.300)

donde Sy, Spy, Sp. estdn dadas por (4.296)-(4.298), donde comparando la
dependencia funcional y tomando p = p’ = kg en la expresion para el tensor
generalizado de conductividad no local podemos dar una relacion entre las
amplitudes del campo eléctrico producido por las esferas y las amplitudes del
campo dentro de la esfera y lo podemos enunciar como resultado
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Resultado 12 FEziste una relacion entre las amplitudes para el campo eléctri-
co esparcido por las esferas y el campo dentro de la esfera dada por:

by (koa, ksa)
cn(koa, ksa)

= (1 - —) Kok 7 (kg )J"(Z‘)“))

Mo )

= —ik0a3(In7n(ksa, koa, 2)(k? — k7) (4.310)

an(k()a/, ks(l) . 3 X )
du(koa, kea) - 4311
dn(k[)aa ksa) ZkOa J2 (Tl, ksa’ koa) (ks kO) ( 3 )

(1 - %> W"SZG) J;;(koa)) .

donde recordando la definicion (4.193) para las integrales radiales de las fun-
ciones de Besel, y evaluando pus = po tenemos que

72 i)n(koav ksa’)
, ) 4.312
nn(k a, k‘oa ) koag(k k2)é (/{0@, ksa) ( ’ )
Jo(n, ksa, koa) = y fn{oa, ks) (4.313)

ko@® (K2 — k) d, (Ko, ksa)

donde la tilde nos indica que las amplitudes son calculadas con ps = jig.

De la relacién (4.309) podemos obtener

ng(e) = 4ma’ i(2n + 1)dE (koa)

n=0

—Zk?()

: ((kg — k2)Jo(n, kya, koa) — (1 Ms) ij"(k @) T (koa )) d%Pn(cose)

ak,
i1(2ako sen
—Ara*kd (=2 -1 E—OW send, (4.314)
€ €s  2ak, g
0 s 2akgsen s

que es equivalente a (4.298). Estos resultados pueden ser usados para disenar
pruebas para verificar la validez de la expresién encontrada para el tensor
generalizado de conductividad no local.
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Ahora daremos las expresiones para ‘o ,(k*, k') tal que k| = K| = ko,
por (4.250), (4.255) cuando |p] = |p/| = ko y € el angulo que forma estos
vectores, donde por el resultado (12) y por la definicién (4.297) se simplifica
como

iwpo T (K5 K - 6y = —— Sy (0)é,. (4.315)

De igual forma para iwpio ‘o s (k*, k)- -é,, donde por (4.251), (4.256) cuando
Ipl = |p''| = ko v 0 el dngulo que forma estos vectores, y utilizando (4.308)
se tiene que

iwﬂo?)s(ksa k:z) ) éy —iko

Sy, (0)¢g — Ama3k? (Z—O - 1) S, (0)é,  (4.316)

donde hemos definido

. ]n(k: a) ]n(koa)
S,y (0) = ;(Qn—l— 1)d,, (koa) e b Pl(cos ). (4.317)

de igual forma para iwpuo ‘o, (k*, k') - ., donde por (4.252), (4.257) cuando
Ipl = |p''] = ko y 0 el dngulo que forma estos vectores, y utilizando (4.309)
se tiene que

4m
—Z]{Z()

iwpo’T (K, K - ¢ Sp-(0)ég + Ama’k? (— - 1) S,.(0)e, (4.318)

€o
donde hemos definido

B 00 . jn(ksa> jn<k0a)
S..(0) = Z(Qn + 1)d;, (koa)n(n + 1) k.a koa

n=1

P,(cosf)  (4.319)

€0 J1 (2akysen 5) cosf. (4.320)

€s 2akgsen g

Ahora podemos enunciar estos resultados de la siguiente manera:
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Resultado 13 Ll tensor generalizado de conductividad no local ?S(ES, EZ)
tal que |k*| = |k*| = ko cuando |p] = |p'| = ko y 0 el dngulo que forma estos
vectores toma el valor de

4
iwpe T S (6, KP) - é " S, (0)é, (4.321)
—Zko
oo (R0 Ry - 6y = 2T — S5, (0)éo — 4na’k3 (6— - 1) Soy(0)er  (4.322)
—1Ko €o
iwpty S(ES, k') -é, = k’ ng(ﬁ)ég + dma’kl (E — 1) Sy.(0)é,. (4.323)
—1 €
donde
= 2n+1 d Pl(cos0)
Spa(6) = — ; "D (b (koa) = Pl(cosf) + an (o)~ ==
(4.324)
= 2n+1 Pl(cos ) d
= — [ — ”— P
Soy(0) 2+ 1) (bn(k a) —; (k:oa)de L (cos )
(4.325)
So.(0) = — ;(Qn + 1)a£(k0a)%Pn(cos 0) (4.326)
_ = jn(k: CL) ]n(koa)
S,y (0) = ;(Qn + 1)d,, (koa) P ———— P(cos ) (4.327)
S,.(0) = ;(Qn + )dE (koa)n(n + 1)3”]if;“) j”lifz‘” P, (cosf)
i1 (2akqsen ¢
L (2aky sen 5) cos 0 (4.328)

€s 2akgsen g
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4.10. Tensor de conductividad no local cuan-
dop'=p

Este caso se desarrollé en detalle en [Barrera,1] y en la tesis de Doctorado
[Alejandro,1], y en esta seccién se encuentra a partir de la expresién general
para la transformada de Fourier de corriente inducida (4.221)-(4.223), cuando
hacemos que '’ = p, en este caso se toma ¢, = 0y ¢, = 0, en este limite
tenemos que

Pl(cosh) 1

lez_r)lg e - —§n(n +1) (4.329)
li ipl( 9)——1 (n+1) (4.330)
aﬁdencos = 2nn .
limP?(cosf) = 1 (4.331)
6—0
li dPO( 0) =0 (4.332)
iag ) = '

y ademds en esté limite, la base de vectores esféricas tiende a é, — é,,
€9 — €4, €5 — €,. Y por lo tanto (4.180)-(4.182) se reducen a:

—

P.1(0,0) =0 (4.333)
B (0,0) = —%n(n +1) (&, +ié,) (4.334)
C\1(0,0) = —%n(n +1) (ié, — &) (4.335)
Poo(0,0) = é. (4.336)
B0(0,0) =0 (4.337)
Cho(0,0) =0 (4.338)

por lo que sustituyendo en (4.221)-(4.223) se tiene que

T (7,9) - & = (o7 (p) + 0%(p))éa (4.339)
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G5 -6 = (L) + oL(p)e, (4.340)
T B - 6. = (b () + oh(p))é (4.341)

donde definimos oy/(p), o5:(p) como las componentes escalares del tensor de
conductividad no local evaluado cuando p = p'’ asociadas a la corriente de
volumen y a la corriente de superficie respectivamente.

Si escogemos la base {é,, k!, k/} entonces

Gk KDY = 0T (kp)esén + 0T (kp)ki kD + 0" (kp)kT kS (4.342)

donde o7 (kf) y o (k;), son las conductividades transversal y longitudinal en
el bulto respectivamente . Es decir, en esta base es diagonal y estd determi-
nado por las conductividades de bulto, transversal y longitudinal respectiva-
mente. Ahora podemos enunciar el siguiente resultado

Resultado 14 La representacion del tensor generalizado de conductividad
no local en el caso que p'=p " y en una base tal que el eje z coincida con la
direccion de p’ es diagonal y la componente transversal vale lo siguiente:

dra® 1

T _ 9 1
o’ (p) = ZW,UOQn 1(n—|— )
<C"(pa) ((k’? - k(Q))In,n(ksa,pa, 2) — (@ —_ 1) k‘spJ;(ksa)jn(pa))
[t a
+d,,(pa) ((k2 k2)J2 (n ksa, pa) ( _ ) /{;ZJ* a) ]E:k’sa)>)
N}
+imaa, R0 (4.343)
371—@ plu p k2 .

y la componente longitudinal

ot (p) = A ko (6— - 1) i@n + 1)d% (pa)n(n + 1)jn<k3a) Jn(pa)

Wl €0 —~ ksa pa

And® . [ e 1
49 g2 (6— _ 1) _f (4.344)
it
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Algunas expresiones que nos seran de utilidad para comparar con los
elementos de la matriz de dispersion, es en el caso que p = kg, en este caso
la componente transversal se simplifica como:

iwpoo” (ko) = ——S(0) (4.345)
—Zl{fo
y la componente longitudinal
dma® € = Jn(ksa) jn(koa)
E(ko) = ki = —1 2n + 1)d} (k 1)z
ko) = o (= 1) o+ Diithuoinion + )2
Arad € 1e¢
kel =—1)-—. 4.34
+iw,u0 0 (60 ) 3 € (4.346)
Ademas por conveniencia definiremos S,.(0) por la expresién
dm , I 3.9 €s
. S.:(0) = iwpgo (ko) = 4ma’ky o 1)S,.(0). (4.347)

4.11. Aproximacion de Rayleigh

Esta aproximacion corresponde al caso de particula pequena, para encon-
trar este limite, truncaremos las series en el primer término, y supondremos
que koa, ksa, pa, p'a son todos pequenos. Esta suposicién implica que

ji(z) = % +O(2¥?) (4.348)
Ji(z2) = ; +0(2*?) (4.349)
hi(z) = —z% 1+ 0(2°) (4.350)
Hi(z) = % +0(z7h) (4.351)

por el hecho que tomaremos el limite cuando a — 0 no es importante que los
desarrollos sean al mismo orden, sino que conservemos los que contribuyen
en el limite. Con esto se obtienen los siguientes resultados

 2ia’kgp ps — po
3 us+2p0

bi(ap) = (4.352)
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210’k €5 — €

= 4,

a1(ap) 3 12 (4.353)
fis P 3piok? — (ps + 2p10) kg + (115 — p1o)p?
cilap) = —— 4.354
1(ap) tho ks (k2 — p?) (s + 2p10) ( )
; " (es — 3%60 + 260> p? + 2(es — €0) k2 .
T [y (4:3%5)
1. €5 — €9
af(ak'o) = —gl(ako)gm (4356)
L 1-2

A (ap) = - 4.357
fan) = 57 (1.857)

donde el término by(ap) es el correspondiente al término dipolar eléctrico
(porque el campo esparcido corresponde al de un dipolo eléctrico) en la aprox-
imacion de particula pequena que es la aproximacion de Rayleigh.

Las integrales tienen el valor en el limite de a tendiendo a cero

1
lim Ji(1, aks,ap’) = = (4.358)
a—0 9
, N2
lim Jo(1, aks, ap’) = = (4.359)
a—0 9
lim Iy 1 (aks, ap’,2) =0 (4.360)
a—0

y son independientes de p’. El valor de la componente longitudinal y transver-
sal del tensor generalizado de conductividad no local en el caso que p'= p'’
utilizando (4.358)-(4.360) en las expresiones (4.343), (4.344) son:

_ 4ma® (p — o) (€ + 260) PP+ (e — e0) (s + 200) 3

o (p) = Wt (€s + 2¢€0) (s + 2p0) +0(@)
(4.361)
oL (p) = Pk I 0(a®) (4.362)

Wl Oe, + 2€q
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donde si tomamos el limite cuando el radio tiende a cero, estas también
tenderian a cero. La explicacion fisica de este hecho, es que un campo longi-
tudinal, tiene que ser electrostatico, por lo que no puede inducir una repuesta
magnética.

También podemos excitar con un campo magnético constante, en cuyo
caso analogamente no se induce una respuesta eléctrica.
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Comentario

La expresion (4.361) es un resultado nuevo, y nos indica como tomar en
cuenta el hecho que la esfera tenga una respuesta magnética intrinseca, y en
el limite de particula pequena, esta difiere de la componente longitudinal del
tensor generalizado de conductividad no local.

De igual manera, utilizando las aproximaciones anteriores, podemos en-
contrar expresiones en limite de particula pequena para el tensor de conduc-
tividad no local de la esfera, es decir

€s — €

"cos O + k2
o + 20" Y€, + 2€0

PN dra’ < s — Ho

7', D) ép = e, +O0(a®) (4.363
P )it Ol (4303)

4 3 s s
<F>(;g5”’p').éy: e ((u /Lopp'%-k?)e €0 COSQ)ég

W o s + 20 €5 + 2¢€q
22 ginge, ) + 0(a?) (4.364)
€s + 2¢g
s R dra’ ., s — € R R 5
o (p',p)-é. = (—senféy + cosbé,) + O(a”) (4.365)

dwpg ¢, + 2¢0

y recordando que

é, = sen fé, + cos féy (4.366)
€, = cosBé, — sen 0éy (4.367)

se tiene que para a pequeno y sin considerar la magnetizacién

. Ara® , es — €
50 = =

g
I s 4,
Wiy Ces + 26 +0(@) (4.368)

4.12. Algunos resultados numeéricos

En esta secciéon presentamos las graficas en un diagrama polar para las
funciones de esparcimiento (4.324)-(4.328) S;.(0),S,(0),50-(6),5:,(6),5,-(6).
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Diagrama Polar de esparcimiento a=0.2, A=0.63 £, =-18.09538+0.484224] S(0)=3.25530-1.06617|
1 ! ;

SB.,,—+—
- o —+—
0.5
0
0.5 -
I — — - - | —
-0.5 a 0.5 1 1.5

Figura 4.3: En esta figura se hace un diagrama polar de las amplitudes de las
funciones de esparcimiento Sy, Sgy, Sp., normalizadas con la amplitud S(0), para
una esfera aislada con radio ¢ = 0.2um, una longitud de onda A = 0.63um,
y permitividad eléctrica €/eg = —18.0958 + 0.484224 i que corresponden a las
propiedades de la plata a dicha longitud de onda
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a=0.2, A=063 g;=-18.0058+0.484224] 5(0)=3.25539-1.06617i

Sr-j,-—i—
A 2 ) b P e A s TR e ..5,,:,—

001 -0.005

SRR 1y PR,

Figura 4.4: En esta figura se hace un diagrama polar de las amplitudes de las
funciones de esparcimiento S, Sy, normalizadas con la amplitud S(0), para una
esfera aislada con radio a = 0.2um, una longitud de onda A = 0.63um, y permi-

tividad eléctrica €/ey = —18.0958 4 0.484224 i que corresponden a las propiedades
de la plata a dicha longitud de onda
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4.13. Polinomios de Legendre para argumen-
to complejo

Para evaluar los polinomios asociados de Legendre para argumento com-
plejo, P:;f (z) con z un numero complejo, utilizaremos ciertas relaciones de
recurrencia que se pueden encontrar en [Abramowitz]. Seguimos el siguiente
algoritmo:

Si tenemos que ((Re(z) >=0 y Im(z) >=0) o (Re(2) <0 y Im(z) <
0)) entonces tomamos la raiz cuadrada de

r,=vz2-1 (4.369)

(la cual tiene un punto rama en z = 0), tal que si r, = Re(r,)+Im(r,)i =

va + bi entonces

1
Re(r,) = \/g + 3V a? + b? (4.370)

Im(r,) = \/—— + —Va? + b2 (4.371)

Si tenemos que ((Re(z) <0 y Im(z) >=0) o (Re(z) >=0 y Im(z) <
0)) entonces
r,=vz2—-1 (4.372)
(r.)i = va + bi entonces

se toma tal que si r, = Re(r,)

+Im
1
Re(r,) = —\/g + 5\/a2 + b2 (4.373)

Im(r,) = \/—— + —Va? + b2 (4.374)

Consideremos un arreglo de dos indices P(n, m) que puede guardar niimeros
complejos.
Para n = 1 hasta n = n; calculamos

Pn+2,1) = — (20 +1)2P(n +1,1) ~ nP(n, 1) (4.375)

n —+
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Para n = 1 hasta n = ny

P(n+1,2) = —rﬁp(n, 1)+ n;P(n +1,1). (4.376)

Para m = 0 hasta m = my
Png+1,m+3)=(ns—m)(ny+m+1)P(n;+1,m+1)
—2(m + 1)=P(n; +1,m +2). (4.377)

z

El resultado lo multiplicamos por " para tener la definicién del poli-
nomio de Legendre, donde 7 es la unidad imaginaria, es decir

Pl (2) = P(ng +1,my +1)i™ (4.378)
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Capitulo 5

Semiespacio de esferas en el
vacio

En esta seccién se plantéa el problema principal de la tesis, que es de la
reflexion trasmisiéon y refraccién de una onda plana incidente sobre un semies-
pacio de esferas de un material con propiedades electromagnéticas e5(w), s (w)
colocadas al azar, en una matriz dieléctrica que consideraremos primeramente
ser el vacio €g,ug, para posteriormante considerar el caso mas general, de es-
feras inmersas en una matriz con propiedades electricas y magnéticas ey, ji.

Sobre este sistema que llamaremos coloide, consideraremos que existen,
por un lado una onda plana incidente, una trasmitida, y una reflejada.

5.1. Campo eléctrico total inducido

El campo total producido por un conjunto de N esferas al azar (dentro o
fuera de las esferas) confinadas en un semi-espacio, se puede escribir como la
suma de las corriente internas inducida por el campo eléctrico externo a cada
esfera, multiplicada por la funciéon de Green e integrada sobre cada esfera, es
decir, en términos de la conductividad no local de la esfera calculada en el
capitulo (4) se tiene que

By (7) ziquZ/ &Pr "G o7, 7). (5.1)
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donde E;(F) es el campo eléctrico de excitacion que actia sobre cada esfera,
7, es el centro de cada esfera, el subindice I nos recuerda que se trata del
campo producido por las corrientes inducidas dentro de las esferas, donde
las integrales en 7,7’ se hacen, en principio, sobre todo el espacio, porque o
esta definida para todo 7, 7/ sin embargo se tiene que ?S(F "=y, 7" —1)) =0
si | —1,] > a,|r" —7,| > a, donde a es el radio de las esferas, por lo que
esta funcion ya contiene la informacién del volumen donde se debe integrar,
ya que es cero fuera de dicho volumen.

Ahora tomamos el promedio configuracional 6 de ensamble de la ecuacion
anterior (5.1), este promedio se define como sigue. Si tenemos la funcién
de densidad de probabilidad de N particulas como Fy (7, ...,7y) y alguna
propiedad que dependa de la posicion de las particulas, por ejemplo el campo
eléctrico E (77, .., 7N ) entonces el promedio de ensamble es por definicién

<E_)(7?;771,..,7?N>>:/E(F;Fl,..7FN)FN(F1,.‘.,FN)CZ?)T’l...dSTN
Q

donde 2 es la regién en el espacio donde se encuentran las particulas.
Tomando dicho promedio en (5.1) se tiene que

(Ey() :Woi /Q /R i G o7, 7)- (5.2)

/ dPr "o (F — Ty 71— ) - E.(F" 7, .., P ) Fn (L oy T )Py dPry
R3

Si utilizamos la regla de Bayes para la probalidad condicional, podemos
escribir la funcién de probabilidad de N particulas recursivamente como

FN<F1, ceey FN) == f1<Fp>FN_1<T?1, ...,F_p, FN|Fp) (53)

donde Fy_i(7, ..., 7y, ...TN|T) es la densidad de probabilidad de hallar a la
particula 1 en 7 y asi sucesivamente, dado que la particula p esté fija en
7y, y donde la barra debajo de la variable 7}, nos indica que esta variable
estd ausente. f1(7,) es la probabilidad de encontrar la particula p en 7),. Por
definicion de funcion de densidad de probabilidad condicional se tiene que

/ FN—l(Fb ceny Fp, ...FN\Fp)d3rl...d3rp...d3rN =1. (54)
Q £ £
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Supondremos ademaés que el campo de excitacién es el campo promedio,
que no depende de la posicién de las particulas, es decir Eo (77, ...,7N) =

<E > (7), que es una hipotesis fuerte, porque en general el campo de excitacién

es el campo producido por todas particulas excepto ella misma, y por lo tanto
si depende de la posicion de las particulas. Pero esta es la aproximacion de
campo medio efectivo. Con estas definiciones y suposiciones tenemos que
(5.2) se reduce a

<EI(F)> = iwpoN | dr fi(7))

Zp>a

/3 d>r ’ﬁo(ﬁfl) ’ /3 d’r ”?8(7?/ - Fpa " — Fp) ) <E> (7? ”)- (5'5)
R R

Si ahora tomamos en cuenta la prescencia de un campo incidente F;, el
campo promedio satisface la ecuacion integral implicita

<E> = E' +iwpoN d*ry f1(7,)

Zp>a

/ &r T o7, 7) - / Br "G (7 — T — ) <E> 7). (5.6)
R3 R3

Si ahora consideramos un modelo probabilistico para la funciéon de den-
sidad de probabilidad de una particula fi(r},) = 1/V siendo V el volumen
total que ocupan las particulas, (en el caso de un semiespacio este tenderd a
infinito), si 7, cumple que z, > a siendo a el radio de la esfera, es decir, las
esferas se encuentran en el semiespacio z > 0, y cero en otro caso. Ademéds
fi(")N = ng siendo N el numero de particulas, serd la densidad de nimero
de particulas y esta se puede mantener constante en el caso de un semiespacio
haciendo tender a infinito tanto el volumen V' como el ntimero de particulas.

Por lo tanto vemos que en la aproximacién de campo medio efectivo es
equivalente a reemplazar la sumatoria sobre el nimero de particulas, por una
integral sobre la posicion de una particula multiplicada por el factor ng que es
la densidad de numero de particulas. Aqui se estd suponiendo, ademas,que
la probabilidad de encontrar el centro de una esfera en el semiespacio es
constante. Para una definicién mas precisa se puede ver por ejemplo [T'sang,3,

pg.205].
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En el célculo hay una sutileza en el orden en que se hacen las integrales,
uno puede calcular los campos eléctricos producidos por las esferas, y de-
spués promediar sobre la posicion de las esferas, 6 bien uno puede primero
promediar las corrientes inducidas dentro de las esferas, y después calcular
los campos producidos. Estos resultados serian equivalentes siempre y cuan-
do sea valido el intercambio del orden de integracién. Sin embargo, dado que
la funcién de Green tiene singularidades, de acuerdo al teorema de Fubini,
el intercambio en el orden de integracion no es valido en nuestro caso, por lo
que se obtienen dos resultados diferentes como se vera mas adelante.

Lo que prosigue en esta seccion serd, evaluar dichas integrales. La condi-
cién de tener un semiespacio se encuentra al pedir que z, > a.

Nétese que en este punto hemos ya supuesto un modelo probabilistico en
la interfaz, que toma como constante la probabilidad de encontrar el centro
de una esfera en z > 0. Por consiguiente para otro modelo de la interfaz seria
necesario introducir en este punto alguna otra funcién de probabilidad que
especifique la probabilidad de encontrar el centro de una esfera en z > 0. Si
ahora continuamos con el desarrollo matematico y se sustituyen la expresion
de la funcién de Green para el campo electromagnético (3.2), en la ecuacion
para el campo eléctrico total (5.1), y utilizando la representacién en el espacio
de Fourier del tensor generalizado de conductividad no local (4.5), se tiene
que

donde

éZéZ — —
Ay :iw,uono/ d3rp/ dgrl/ dPr" — =Z26(F—T")-
zp>a R3 R3 kO
1 s ) (= = s ) (=2 = —
/ d3p’/ d3p ”?s(ﬁ/,ﬁ”)ew (T —rp)e—zp (7 —rp)_Ee(T—,»//)' (58)
R3 R3

(2m)°
A, :iwuono/ d37’p/ dr '/ dr”
zZp>a R3 R3

1 e , .
(27-(_)2 / koH 2]7;1 elku-(’l‘”—’l”H )—sz\z—z ‘(T o k/‘ik}i)
R2 z

1 >t I (T =) =i (=) | (=
)0 /R3 d*p’ /11%3 Bp "G (P, g e T )= T IT) LB (7). (5.9)
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Aplicando la aproximacién de campo efectivo, que consiste en suponer
que el campo eléctrico de exitacién es el campo promedio,

B = <E> (5.10)
e introduciendo la siguiente representacion de Fourier para el campo eléctrico

promedio
<E> ") = /R 3 <E> (7 ")e= 8 "7 @By 7, (5.11)

se puede efectuar la integracién en d3r” y d®r’ y se tiene que el primer
término de la integral (5.7), del lado derecho se escribe como

Z.WIU’OHO 3 7 3. N
A = — d d
ST / Y / Y

/ dgrpeif’p.(ﬁ "_p /)eiﬁ 1 7€2€4 ) ?s(ﬁlyﬁ”) . <E’> (ﬁ //)' (512)
Zp>a

Si ahora integramos las componentes paralelas en d’r, y después en dﬁ‘ "’ y

renombrando p| por EH, se encuentra que (5.12) toma el valor de

__lwpono 27 iR 7| 1
A1 (2%)4 /de kHe (5. 3)

/de’z/dez”/ dzpeizp(pz”’p/z)eip{zzézéz . <F>8(/2|‘,]9’Z,/2||,pz”) . <E> (E||,pz").

Si utilizamos la identidad

/ dzpe—in(p/z_pz”) _ (71’5(}); _pzu> . p/_;p”) e—ia(p—p.") (5.14)

al sustituir este resultado en (5.13) y evaluar las integrales en dp’, se encuen-
tra que el primer término de la integral (5.7) vale

1 oo 1
A — _q - ko_ ’LkH’r‘H_ / d "
eipz"zé(z — CL) 6222 . ?S(lgn,pzﬂ, Evaz”) . <E> (Evaz”) (515)
0
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donde la funcién escalén 6(z — a) aparece al considerar que para z < a el
contorno de integracién en el plano complejo p.” se toma en el semiplano
inferior, y por lo tanto el resultado es cero para z < a.

Después de integrar en d®r ” el segundo término de (5.7) se escribe como

As :iwuonO/ d3rp/ d27"||’/dz’
2p>0 R? R

1 0, bR =F ik o= | 5 7 7

1 Aprd — — R R T € o — 5
(27T)6 /Rs d3p’ /R3 d3p g s(p /’p //)ep e'r ®"=p") . <E> (p //)7 (5.16)

haciendo ahora la integral en d*ry, deH” , equivale a sustituir ﬁH” = ﬁlll al

evaluar las deltas de Dirac, después las integrales en d2rH’ , d2ﬁ‘ " , equivalen a

sustituir ﬁH’ = k|, es decir

] 1 Z -, . TR A A
A — i d de' —— | Pk —— Tk = T B EL Y
=i [ [ | g (T =k

e / pz/dpz sk, oL, Ky ) e et ) <E> (K, p.)). (5.17)

Hacemos ahora la integral en dz’ que es simplemente la integral de una
funcién exponencial, considerando que

lim e #P==k:) — (), Lim ¢ (Pth=) — (5.18)

Zl——0 z'—00

porque podemos suponer que k, tiene una pequena parte imaginaria positiva,
se tiene que

/ (<7> _ ]%i]%:t)eikz|z—z/|+ip’zz/dz/
> A~ o~ ez’p’zz JERN A eip’zz
=(1 —kiky)—————(1 —k_k)7—F——.
b Ry

Si sustituimos este resultado en (5.17) se encuentra que

(5.19)
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1 ZW,uono/ 27, ik / / /
Ay = d* ke d d d
T e et o f )

7 AN ~ lpz(z 2p) lpz(z 2p) )
I —k ki)—— [ —/L/L _
(( R )iy T

@ Sk, L, g p e <E> (k. p."). (5.20)

Si ahora evaluamos la integral en dp’ utilizando el teorema del residuo
de variable compleja!, donde tomaremos el contorno de integracién como un
semicirculo de radio tendiendo a infinito, en el plano complejo p’, y teniendo
en cuenta que cuando z > z, dicho contorno se debe cerrar en el semiplano
superior I'mp,, > 0 (para tener convergencia en las integrales), y cuando
z < z, en el inferior, ver figuras (5.1),(5.2) respectivamente.

4 Im

Figura 5.1: Contorno de integracion en el plano complejo caso A

Debido a la exponencial imaginaria en el integrando, este tiende a cero conforme el
radio del contorno tiende a infinito
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Tk ‘
A

Re

Figura 5.2: Contorno de integracion en el plano complejo caso B

se encuentra que

1 Z'W:U’OHO/ 2 ik |- / "
A >a)= —_— d” keI d 5.21
(22 ) 22 21 Je ! € L (5.21)
2;€Z <(<7> — ]%+/23+)€ikzz/ ein(pZ”_kz)de : %}S(EH, k., EH,pzﬂ)
Az —ikyz = izp(p,/ +kz) = 7 " =\ (T 7
(T =k ke P ) G (R, — e By ) (B (R,

Para z < a se tiene que siempre z < z, y por lo tanto la integral (5.20)
debe cerrarse tinicamente sobre el semiplano inferior (figura 5.2), de esta
manera se encuentra que

1 awpono 2 i) |7 / 7
A _ Bl | d 29
2(2 < a) G 2 /R Dhye | dp. (5.22)

2; (<7> — ]%_I;‘_)e_ikzz / eizp(pz”"‘kZ)de . ?S(EH, —k’z, EH,pZ”) . <E> (En,pz//).

Para z > a se reduce a:
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Mgz > a) = o [ @ e [ g, 0 1
2 o R2 ! 2w R p

(21)? * ok,
eipz”z o eikzzeia(pz”—kz) PR A . .
( 7k (I —kiky)- ?s(ku, k., Ky, p.")

eipz//z PN o . . . _
_p " + k’ ( ] - k—k—) : ?S(kj\h _km k:||7pz”)> : <E> (kH,pZ”) (523)

Vemos que el polo en p,” = k. no contribuyen a la integral porque es una
singularidad removible % | y el segundo polo es p.” = —k,, porque hemos
supuesto que Imk, > 0, y como z > a la integral debe cerrarse por el
semicirculo superior (figura 5.1), por lo que el polo queda fuera del dominio
de integracion que es un semicirculo de radio tendiendo a infinito.

Separando de acuerdo con su dependencia funcional ya sea que contengan
el factor =%, o el factor e®®-"=2) finalmente encontramos que el segundo
término del lado derecho de la ecuacién (5.7) se escribe como

1 oo
Ay(z>a) = @) /R2 A Ky el (5.24)
Zwono/d (T ki ).?s(En,kz,En,p;’)
o Jp P 2k, A p) — k.

<~ (7. I 7
= . s o s(ky, —kz, ky,p,") S\ o
—(T —k_k_)- ;9”+k I ) <E> (k,p.")

. iz 7 P
iwpong e*: /(<—> i) o s(k||7k27k||7pz//)
R

I — <E> I. m ia(p,”" —kz) //'
2w 2k, hiky) p) — k. (kllapz Je dp,

Tomando ahora una representaciéon mixta en Fourier para el campo prome-
dio generado por las corrientes inducidas, de la forma

(E) (.2) = # /R Phy (E) (i, 2)e. (5.25)

Entonces, para el campo en z < a siempre se cumple que z < z, por lo
tanto se tiene que (5.21) se escribe como

7 . . "
Pz z767,kzzez,a(pz —kz)

2 lim

_ itk _
Ptk P2/ —k, € (Z a)
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1 iw,uono/ 2 ik |7 / " (B 7.1 —ik
A = _— d? ke i d I — k_k_)e "7
22 <a) 2m2 21 Je o € L P o7 Je

/ 0 RNz, P (R~ Ky - () (Riop): (5.26)

Ahora podemos escribir la ecuacion integral completa para el campo
eléctrico promedio producido cuando hacemos incidir una onda plana.

Resultado 15 La ecuacion para el campo eléctrico promedio en la aproxi-
macion de campo efectivo, es la contribucion del campo electrico incidente E:
mdas el campo eléctrico producido por las esferas dado por la ecuacion (5.1),
es en una representacion mirta para z > a es el siguiente

(BY=Ei+(B) (F.2)

~

=\ Z'W:U’On()/ " _ip,” ézez <~ (1 " i "
E> k yR) = dp,"e®= = | — : s(k ) 7]€ )
< , (B, 2) o ), w2 o s(ky,p." s ky, p.")
G (K, ks, oy, )

2k, (p," — k)

= (7 A
A= dEPP Us(kll’_kz’kﬂ’pz) 2N (F
—(T =k k) (7 k) <E> (i, p.")

T

(T = kyky) -

iwpgng 7% = . . ok ks Ky, ) ) A\ - —
57? : o (1 —k+k+)-/dez" s(p[” - klzl P ><E> (ky, p,")eietw="—F=),
(5.27)
en donde se ha tomado al vacio como matriz. El tultimo término de esta
ecuacion se puede interpretar como un término de superficie en z = a, esto
es porque es la transformada inversa de Fourier evaluada en z = a.
Al evaluar (5.21) y considerando que siempre z < z, implica que el con-
torno debe cerrarse sobre el semicirculo inferior en el plano complejo dp’,,

encontramos el campo eléctrico producido por las esferas para z < a dado por

<E> — i+ <E>I_ (i), 2) (5.28)
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donde
(E) (.2 = (5.29)
W oo €_ikzz<<7>_]%]%)_/ dp." <?>s(k?\|v —kz, Ky, p.") <E> (EII » /I)eia(pz//+kz)
R

2w 2k, p," + k.

que es un término de superficie en z = a, porque es una transformada inversa
de Fourier evaluada en z = a, y por lo tanto solo depende del valor del campo
en z = a, es decir es un término de superficie, donde

ko= K3 — k2. (5.30)

y solo los polos del campo <E> (Eu,pz”) contribuyen a la integral (figura 5.1).

5.2. Solucién a la ecuacién integral

Los resultados de la seccion anterior, permiten escribir la ecuacion integral
para el campo eléctrico promedio en la aproximacion de campo efectivo, y la
solucién de esta ecuacién es el propodsito de esta seccidon.

Resolveremos primeramente el caso donde el promedio configuracional se
toma sobre los campos eléctricos producidos por las esferas y no el promedio
de las corrientes inducidas dentro de las esferas. Supondremos, ademas que
el campo incidente E; es una onda plana, y como hemos visto , el campo
eléctrico promedio en una representacion mixta de Fourier estd determinado
por una ecuacién integral para z > a (5.27), y una expresién integral para
z < a (5.29), esta dltima dada en términos de una funcién del campo eléctrico
promedio evaluado en la superficie z = a, siendo la diferencia que una es una
transformada inversa de Fourier evaluada en la coordenada arbitraria z y la
otra una transformada inversa de Fourier evaluada en z = a.

Para resolver la ecuacién integral implicita de E) se tienen que evaluar

todas las integrales al de proponer que la solucién para z > a sea una onda
plana de la forma 0(z)té/e*” ™ donde (=) es una funcién escalén, el resultado
es resolver una ecuacion algebraica para los parametros efectivos.

Al sustituir esta solucién de prueba en la ecuacién integral, se obtendran
ecuaciones de consistencia para kel vector de onda efectivo, é/ el vector de
polarizacion efectivo, y ¢t la amplitud de trasmision.
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Por el hecho que esta es una ecuacion para el campo eléctrico en z > a,
podemos proponer una solucién de la forma

<E> (R, 2) = (2m)28(k — Ki)io(z)e™=ef (5.31)

(EY (F,p.") = (2m)2(F) - Er‘omtéf (5.32)

y la onda incidente como

Ei(ky, 2) = (2m)26 (k) — ki )e™#¢'. (5.33)

sustituyendo ahora (5.32), (5.33) en (5.27) ,y evaluando la integral en dp.”
por el teorema del residuo, y cerrando el contorno por un semicirculo en el
plano complejo superior y notando que solo el polo p” = kJ contribuye a la
integral (figura 5.1), encontramos que para z > a

teikizgf — cikizgi 4 iwponoe’ ih!z ( GIZ;Z . ?S(Eﬁ, 28 Eﬁ, k)
—I—(?—k‘l]{?z)- ( |f | )_(T_krkr). (H f | ) ~téf
2kL(kz — k%) 2k (k= + ki)
eikiz < Aas (kﬂakivklakz) af ik i
—iwiong T (I —Ek")- k!f - k:; - tef glatkz—k) (5.34)

donde agrupando aquellos términos que lleven el factor e’ ik (2~a) , y recordando
que k= k‘ﬁ + ke, k= /~1;Z kie., k= /<:Z klé., se encuentra una primera
relacién de consistencia

& = iwpong (—62? N (5.35)
0

— Kk -

o STk K o o Tf
T _ ik .M_ T M ol
2k (ki — k) 2k (ki + K1)
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Agrupando los términos de la ecuacién (5.34) que contengan el factor
o (kd 1 . ., . .
ez =k2) o jgualando a cero, se encuentra la segunda relacién de consistencia

6 teorema de extincién Ewald-Oseen, es decir
& (KR

el tef giolki =) (5.36)

¢ = iwuonoi(? — Kk -
2k

Donde tomando el producto escalar por é en (5.36) y considerando que

¢ k' = 0 encontramos que la primera relacion de consistencia (5.35), es un

sistema homogeneo de ecuaciones lineales para cada componente del vector

de polarizacion efectivo, y para que exista una solucién distinta de cero, debe

pedirse que la matriz asociada al sistema lineal de ecuaciones, sea tal que su

determinante sea cero. Por lo que encontramos la relacion de dispersion y lo
enunciaremos como un resultado:

Resultado 16 La relacion de dispersion en la aprozimacion de campo efec-
tivo, para el campo eléctrico promedio estd dada por la ecuacion

A A

det ﬁ - (_e;;z (R
0

<_> —. = H — —

NN - Sk kS
(T — FE - % (T — iy % = 0. (5.37)

2k (kL — ki) 2k (kL + ki)
donde o .

K = ki + klé. (5.38)
K= ki — klé. (5.39)
kK =k + kle.. (5.40)

Una vez encontrados los modos, el vector de polarizacién efectivo se en-
cuentra por (5.35), ya que es un sistema lineal homogeneo de ecuaciones, y
por la segunda relacién de consistencia (5.36) podemos encontrar la amplitud
de trasmision, es decir tenemos el siguiente resultado

Resultado 17 La amplitud de transmision para el campo eléctrico promedio
en la aproximacion de campo efectivo estd dado por
2k, k! — k. p—talkl kL)

iwpong ¢t - g7 (ki kT) - e

(5.41)
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5.3. Amplitud de reflexién

La ecuacion para el campo reflejado vélida para z < a es

<E>() (), 2) = Ei(ky, 2)

o (k" k)

S . ¢f etk —kY) (5.42)
!+ ki

e
, e Hr ey
—iw/igng

~ (T - k-k:) :
2k
sustituyendo el coeficiente de trasmisién (5.41) entonces podemos dar una

expresion para el campo reflejado promedio <E> producido por una dis-

tribucién aleatorea de esferas cuando la matriz es el vacio y campo incidente.

Resultado 18 S% el campo eléctrico incidente de amplitud unitaria dado por

i

E(7) = eieMimhte, (5.43)

entonces el campo eléctrico reflejado en la aproximacion de campo efectivo
es:

— A A oy 7 . .
o\ T I — kY- a (kKD -el Kk — k. s
(BY (7,2 = L) Tl ) O R e e i it
e o s(kkT) - ef ki + k2

(5.44)
donde kI es solucion de (5.97), &/ solucion de (5.35) . La amplitud de re-
flexion se obtiene al escoger una polarizacion para la onda incidente y resolver
la relacion de consistencia (5.35) con la condicidn de que su determinante
sea cero.

5.4. Relaciones de dispersion

A continuacién estudiamos con mas detalle la relacion de dispersién para
los modos electromagnéticos del campo eléctrico promedio, los cuales vienen
dados por la ecuacién (5.37), y que enunciamos nuevamente

2

— £,€, e o
det l I —iwpgng (— eke . ?S(kf, kT)
0
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KRS - Sk kS
(T — FE - % (T — iy % =0. (5.45)
2k (ki — k) 2k (kL + k)

y para verificar la teoria, tomamos el limite de particula pequena, en este
caso por la ecuacion (4.368)

Ara® e, — €y <=
k2= I +0(a? 5.46
o e T2 + O(a”) (5.46)

?(ﬁ,vﬁ) =

y utilizando la relacion 3.44

R PPN < A A
I — KK I —K"k" 1 | R e.€.
(LK) L -FF) _ (7——21#/#) + 22, (547)
2ki(k! — ki) 2ki(k+ ki) kP 2 & K
la relacion de dispersion se escribe como
& dwpeng (< 1 opep 4ma® e — €
det | I ———— (T — kK |- ko = 0. (5.48)
k;g _ @Q 5 Wy €5+ 26

Nota: este resultado extiende la relacién de dispersion del medio local,
porque es una ecuacion que ahora tiene ademés modos longitudinales en el
limite de particula pequena.

Antes de analizar en detalle este caso limite, vamos a tratar el caso gen-
eral en una base particular, expresando la matriz de la relacién de dispersion
(5.45) en la base {&,, k., k/}. Consideraremos &, el vector normal a la super-
ficie z = 0 y utilizando (C.8), (C.10) se encuentran los siguientes productos
tensoriales:

1 . . . .
sb. = o5 (KW — ki) (KR — Kik]) (5.49)
f
i 7 i (1. 7 i2 i\l
PR, = g MK - ROR + (k)" + KRR )? (5.50)
L i (1 ) i2 iV
Lk = %[— (kL4 EDE + (K™ — kKD R, (5.51)

La relacién de dispersién (5.37) contiene el siguiente término y factor
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7 (kfkf kﬁf{) (k;‘;;f _ ﬁfff) ) (5.52)

que para expresarlo en la base que estamos considerando, utilizamos (4.342)
y lo volvemos a enunciar

KK = 0T (kp)esé, + 0T (k) kIR + ot (k)R (5.53)

y realizando los productos internos encontramos que este término se puede
escribir como tensor como

_kr‘]ﬂggT(kf)kf]%i n ki‘QUL(kf)]%f]%f) . (5.54)

Otros términos que seran necesarios para calcular el determinante (5.45)
son:

(Epby + KL K)o (K K (5.55)
(Epby + KK -0 (K, K. (5.56)

Si utilizamos el tensor generalizado de conductividad no local expresado
en la base {é,, kf, K7}, es decir

~ ~

KK =G (K k) - egep+ 0 (K KD KR +567 (K kD) - B R (5.57)

junto con las definiciones

T KK ey = 0ug (K EE, (5.58)
Gk KD KD = g, (KRR, + 0,y (K KK (5.59)
T KKk = op (K EDE + o, (K B E (5.60)

donde 044,09y, Ory, 092, 0, son las componentes del tensor generalizado de
conductividad no local del resultado (10) en la base de vectores é,, 69, é, que
dependen del angulo que forman k;’ k;f y de hecho en este caso éy = K e =
k.Y lo mismo para o’ (k’“ Kt ) con la siguiente representacién
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Gk KDY =G (K KT -epep+ 0 (K KRR+ (kT KD) - RT RS (5.61)

y a su vez

Gk K ey = 0 (KT, K ey

G KK kL = ooy (K KD, + oy (K7, KK

KK k= o (K KD, + o (K EDE

con estas definiciones se tiene que

(626y + K KL) -0 (K KD

-

= Ouo (K K )euen + 09y (K KDVEL KT + 09 (K KD K

y ademas

(06q + KL K) - 0 (K, k)

= Opa(K7 K )enby + 09, (K", KR KL + 09 (K7, KD K

(5.62)
(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

donde por (C.9)- (C.12) expresadas a continuacién para facilidad del lector,

se tiene que

1

K = o KL KR+ (k) + kLK) E]
k, %kf[ (R EDRL + ( ﬁz — KRR
K = paL 7 RIEDRL + K (KL — k)R]
B = #kfu IR — K (K + D)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

Por los resultados (4.252)-(4.256) podemos enunciar el siguiente resultado
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Resultado 19 La matriz de la relacion de dispersion (5.37) en la base de
vectores {é,, kj%, kr}, es tal que las componentes distintas de cero son

Li 1f o ot
W = <7>—iu)uono [éxéx ( Oua(K', k7) — Oua(K", k') >

2ki(ki — ki) 2ki(k! + ki)

PN 1 9 o (EZ Ef) O¢ (];:r Ef)
+kfkf . T () 4 gt A0 ] e TOYAR 0 )
1Ry kK2 1o (ke)+ 6 oki (kI — ki) ki (k! + ki)
A 1 ) . Uez(/gi Ef) U@z(];r Ef)
R g kikL ot (k) + B —
i Icng% I (kr) + 6 Qk;(kf — ki) p 2k;(k£ + ki)
. 1 oy (K KT oy (k" KY)
+kfkf zkggT k) — A 209\ T 4 r_ZYYNT " T
=\ K2Rz (s) ikl — ki) k(K + k)
PPN 1 2 i U@z(lzi ]Zf) O-ez(ET Ef)
LR ——kf ol (k) — ~ ’ AT ! 5.71
( k2K (he) = 2wk — ki) 2ki(k] + ki) o
donde
i2 fri
K KL 572)
T Rky ’
g i — LKL (5.73)
T koky ’
o Kk~ k) 5.74
= o
,_ k(KL 4 K) 5.75
i o)
K=k kL (5.76)

Una vez encontradas las raices, entonces la polarizacion efectiva para po-
larizacion s es
el =e, (5.77)

y para polarizacion p

~f Af 7
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donde s = a/b

. ki ket ko ket
2k (ki — k1) 2k (k2 + k)

. 1
a = iw/piong (% kaaT(kf) —

Li If L ot
212k£20L(k ) aez(k K ) L J?Z(k k )
kgk3 ikl — ki) " 2ki(k 4+ k)

(5.80)
Notese que la onda transmitida no es una onda completamente transversal,
sino que tiene una componente longitudinal (a lo largo de /;'f) dada por s,
por otro lado las férmulas para la reflectancia (5.44) para polarizacion s, p
respectivamente, se encuentran utilizando (5.58)-(5.64) y se pueden escribir
como

b=1—1wueng (—

o (KT KV K — KT
r g. (_"7_‘ ) z ;eszQa (581)
oo (K, K1) K+

(5.82)

Estos resultados son los mas importantes de la presente tesis.

5.4.1. Aproximacion sin modos longitudinales

La primera aproximacién que viene a la mente es despreciar el acoplamien-
to longitudinal, entonces la amplitud de reflexién para polarizacién p se re-
duce a

) o
2 "z piki2a, (5.83)

5.4.2. Aproximacion heuristica

Una férmula heuristica para la reflexién en polarizacién p, que toma en
cuenta la refraccién, que utilizaremos para comparar con el resultado de la
férmula (5.81), (5.82) es
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Sea(Op) KL — kI iy
ry = = Zeh=2a 5.84
T, = £ = ethzee, 5.85
T Sey(0r) ki v kL (5:85)
donde
ki — kikd
QF = arc cos Tk‘f (586)
) ki + kikd o
| = arccos ks (5.87)

propuesta de esta manera aprovechando la mayor familiaridad que se tiene
con las funciones de esparcimiento S, y Sg, que con el tensor de conductivi-
dad no local.

Las ecuaciones (5.37), (5.44) resuelven el problema de la reflexién de
un semiespacio de esferas, cuando la matriz es el vacio. Si calculamos estas
expresiones en limite de particula pequena y sin magnetizacion utilizando las
aproximaciones (4.362), (4.361), (4.364), (4.365), es decir

s~ 0

agy(lgr, k) &~ ag cos b,

—. —

ooy (K", k:f) ~ apcosb;

- =

09, (k" k') = —apsin,

—. —

09, (k' k7)) =~ —apsiné;

€s — €p
ap = 4ra’k; ———
€s 1+ 2¢9
donde sinf, = 4", sinf; = +*, cosd, = (", cosf; = B° encontramos que la
reflexién en polarizacién s y p respectivamente se reducen a:



5.5. OTRA FORMA DE INTEGRAR 135

i o
- kz B kz eik;2a

p= 2N 5.88

ki+ k! (588)
r, = ———Z W20 5.89
PoB kK (5.89)

donde ¢, 87, ~',~" estan dados por (5.72),(5.73),(5.74),(5.75), y podemos ob-
servar que la amplitud de reflexion en el caso de polarizacién p se reduce a
la amplitud de reflexion de Fresnel (3.4).

Hasta el momento hemos considerado que el campo promedio es el que
se obtiene de promediar los campos espacidos por las inclusiones, pero como
veremos, también es posible considerar, que el campo promedio es el campo
producido por la corriente promedio, y los resultados no son equivalentes. Es
decir, calcularemos

(E) () = E7) + i /R G () (5.90)

donde fT es la corriente total inducida por el campo de excitacién del sistema
de particulas. Este calculo es equivalente a a cambiar el orden de integracion.
A continuacién lo detallamos.

5.5. Otra forma de integrar

Ahora consideramos que el promedio se realiza en las corrientes y veremos
que resultado obtenemos. Partimos de la ecuacién (5.17) donde ya se han
realizado varias integrales en componentes paralelas al plano de la interfaz
plana, es decir, consideramos que

Ay :iwuono/dz'/ dz, (5.91)
R a

1 7, T = . N =
@n)E /R Phy g T — k),

1 7 = in. 2 iz "1 — =
W/de;/RdPZHU (kyj, 0L, ey, p,)")eP=* etn P pZ)'<E> (kppp.")
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y evaluamos la integral

Después evaluando en dp’, primero la delta de Dirac y después la segunda
integral por el teorema del residuo, considerando el contorno dependiendo del
factor e?=(*'=9) i 2/ > a, entonces cerramos el contorno de integracién por
un semicirculo en el semiplano superior del plano complejo p!, (figura 5.1), y
esta integral toma el mismo valor que la evaluacion de la delta solo que con
signo positivo, si 2’ < a, entonces cerramos el contorno por un semicirculo
en el semiplano inferior del plano complejo p’, (figura 5.2) y el resultado es
el negativo del primero, y por lo tanto cero, es decir el integrando queda
multiplicado por una funcién escalén s(z’ — a), que reduce el intervalo de
integracién en dz’' y por lo tanto

1 |
Ay =1 — | Pk — “f|'7"|_/d "
2T R o e /R 5k.C " en) Ja

/ dZ/eikz\Z—"“J‘ei?’z”’z/(<7> — l%il%i) . ?(E“,p;,, E\hpz,/) . <E> (EH,pZ”). (593)

Ahora evaluando la integral en dz’ y considerando la ecuacién para z > 0
y agregando (5.15), encontramos que

» 1 iy L
Al + A2 = ’LW/L(]TLOW /R2 d2/{3||€ ol H% /R dpzﬁ (594)

e (T kb)) (T kb)) o
R 2k(p) — k) 2k(p) + k)

— .
( I — k+k+) ik.z ia(p,”—k.) | <=(1. no " o\ (1h

_ k22 j1a(p, = . k, ,k, <E>k, //‘
2%k, (p.) — k‘z)e € o ( Pz K|, P ) ( )P, )

El polo en p,” = k, es removible y el polo en p,” = —k, suponemos
queda fuera del contorno cerrado de integracién (figura 5.1), por lo que solo
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los polos de <E> (EH, p,”) contribuirdn a la integral. Si ahora sustituimos el
ansatz (5.32) en la integral (5.93)

(B) 1) = Crfolhy ~ B ste! (5.95)

entonces la evaluacién de la integral (5.93)re se reduce a

. 1 H 1—-\—» ifz
A1+A2:ZW/UL0TLO <m(] _k_gkfkf>ekz

z

(‘T — k)

2 . f i — — N
7 pikezgialks k) ) S (R R - te! (5.96)
T f T
2kz(kz - kz)
donde k/ = Eﬁ + kJé.. Sustituyendo este resultado en la ecuacién integral,
encontramos las relaciones de consistencia, la primera es:

1 1~ o
f "o 0

5.6. Relacién de dispersion

De (5.97) podemos encontrar la relacién para los posibles modos de propa-
gacion, y se debe satisfacer lo siguiente

Resultado 20 La relacion de dispersion en la aproximacion de campo medio
efectivo, cuando primero se integra en dz, y después en dz' estd dada por
la ecuacion

1 1o L
det <7) — iwuonom (? — ﬁk’fkf> . ?(k’f, k‘f)] =0 (598)
f 0 0

donde usando (4.342) y se obtienen dos ecuaciones de dispersion independi-
entes

, ol'(k
1- Zw,uonoﬁ =0 (5.99)
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2
1—iwun; 1—ﬁ ol (ks) =0 (5.100)
"k — k3 k2 d '

que se pueden reescribir respectivamente como

K2 = k2 (1 + Z“ZQ”OUT(/W)) (5.101)
0
1 Z“Z;’”‘] oL (ky) = 0. (5.102)
0

Estas son las relaciones de dispersion para el bulto tal y como se demostré en
[Barrera,1]. Este resultado correctamente predice que dentro del medio en el
limite de particula pequena, el modo del campo promedio que se propaga
es transversal, lo cual debe ser una condicién para el campo eléctrico en el
limite de particula pequena (si queremos recuperar la férmula de Fresnel).
Vemos que también hay una ecuaciéon que permite la existencia de modos
longitudinales.

Esta expresién no toma encuenta que debemos excluir el campo eléctrico
que produce la particula, actuando sobre ella misma. Esta consideracion es
necesaria en el caso medios densos. Por lo tanto esta expresion es valida
para medios poco densos (no hay una forma precisa de definir esto por el
momento).

La existencia de modos longitudinales es bien conocida en fisica de plas-
mas. Un ejemplo sencillo que presenta dichos modos, es un plasma en un
campo magnético, donde se considera una latiz de iones positivos que pueden
oscilar alrededor de sus posiciones de equilibrio y electrones libres alrrededor.
La solucion de este problema puede consultarse en [Wallace, pg. 326-332], este
es un problema ilustrativo de que los modos longitudinales son un fenémeno
real en los materiales compuestos.

La relacién de dispersién (5.99) se puede escribir como

iWMOUT(kf))

1
2 (5.103)

@:%@+m

donde aproximando ky por ko y utilizando (4.345) entonces se tiene que

iwpeo® (kp) ~ iwpeoT (ko) = -22-5(0), entonces (5.103) se puede escribir

iko
COomo
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4
Kk} =k (1 — n0@5(0)> : (5.104)

si pedimos que la componente paZralela del vector de propagacién sea contin-
ua, entonces como k7 = kﬁg + kT y k2= kﬁQ + ki? se tiene que

: 4mi

Kl = \/k;2 + nogsm) (5.105)
0

Que coincide con el resultado clasico de van de Hulst [Hulst, pg.38], si

tomamos la raiz cuadrada y hacemos un desarrollo de Taylor en n kfg;ﬂs (0)

y truncamos la serie a primer orden.

Una vez encontrados los modos de propagacion, entonces el vector de
polarizacion efectiva se encuentra por (5.97) evaluada en &/, como se pidié el
determinante igual a cero, al menos una ecuacién para las componentes de
é/ serd linealmente dependiente, omitiendola por lo tanto podemos resolver
para la polarizacién efectiva. Donde o7, o estdn dadas por (4.343), (4.344)
respectivamente.

5.7. Coeficiente de trasmision

Tenemos ademas la siguiente relacion de consistencia o teorema de extin-
cion Ewald-Oseen:

R

o ey o (k7 k) A

&' = dqwpgng( I — k'K - ——— 2" . glpeialkz—kz) 5.106
Ho 0( ) 2!@2(1{5—1{1@) ( )

donde tomando el producto escalar por é' encontramos que el coeficiente de
trasmision ¢ debe valer

1 2k% (k! — K ; i
z( z z) efza(kgsz)

t - . . — —
iwpiono ¢ - g (kf kS - ef

(5.107)

5.8. Coeficiente de reflexion

Evaluando (5.93) para z < 0 y el ansatz (5.32) se tiene que
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<_> — —
Ti = i, NN k’f k‘f . i
Aol < 0) = —iwpronae™ e #(T — ffy . —Z KDy ikt i)
2k (ki + KY)
(5.108)
y por lo tanto tenemos el siguiente resultado

Resultado 21 El campo reflejado promedio producido por una distribucion
aleatorea de esferas cuando la matriz es el vacio y campo incidente

= ~% El e kl

E(F) = éle’imiTh,
en la aprorimacion de campo medio efectivo, donde primero se integra
sobre la posicion de las particulas dz, y después en dz’ es:

= AP -, o )

_\ (—) — ( I — krkr> . <?(kjf kf) el b — ke N
E> r)= Ez r) + — ’ 2 Zlel I THG i zz€z2akz
< =B e PRk - ef Kk

(5.109)
donde kI es solucion de (5.99) 6 (5.100), &/ es solucion de (5.97) . Y debemos
notar que esta expresion junto con la relacion de dispersion si se reduce a la
formula de Fresnel en el limite de particula pequena.

Noétese que esta ecuacion es idéntica a la solucién general dada por (5.44), si
en (5.44) ponemos en vez de o(k", k) — (k! k) y en vez de o (K, k') —
o(k!, k). Pero la o(kf, k') es la conductividad generalizada efectiva del bul-
to, por lo tanto esta manera de integrar es equivalente a aproximar la 0(13, K )

por la 0(/2, 12) del bulto, la cual no tiene informacién sobre la presencia de la
interfaz. Si utilizamos la expresion

G KK = 0T (kp)esén + 0T (kp)kI kD + ot (k) kTR (5.110)
podemos identificar los coeficientes de reflexion como
kK — kI
— %ezkzm
ks + K.
]%1 ) l%i ki — kf iki2a
= = — e z
ko kLK ki
que son los coeficientes de Fresnel evaluados con la relacién de dispersion de
van de Hulst.

(5.111)

T's

(5.112)

Tp



Capitulo 6

Aproximacion del cono de luz

En esta seccion calcularemos la relacion de dispersion, las amplitudes de
trasmision, reflexion, haciendo ciertas suposiciones en las relaciones generales
encontradas en la seccion anterior, y le llamaremos la aproximacion del cono
de luz, con el fin de encontrar algunos resultados numéricos.

El problema de la reflexién transmisién y refraccién de la luz por un semi
espacio de esferas colocadas al azar, tiene un antecedente en [Augusto,3],
alli se calculan la reflectancia del campo coherente por un semiespacio de
esferas colocadas al azar en el limite diluido, es decir cuando la fraccién
de llenado ny definida como el volumen total delas esferas dividido por el
volumen total, sea pequeno, pero plantea el problema, como un problema de
esparcimiento multiple .

Es el propdsito de esta secciéon el plantear este problema con un enfoque
de medio efectivo y su relaciéon con el calculo de esparcimiento multiple
[Augusto,3], [Barrera,2], [Tsang,1].

Las expresiones que encontramos son equivalentes, pero corrigen algunas
fallas que tiene el calculo de esparcimiento multiple, encontrando férmulas
mas precisas para el cdlculo de los modos electromagnéticos, la reflectancia
y la trasmitancia de un semiespacio de esferas.

Para deducirlo como un caso particular de una teoria de medio efectivo,
se recuerda que por las férmulas (4.304)-(4.306) del tensor generalizado de
conductividad no local, evaluado cuando ¢ = 7, donde ¢ es la coordenada
azimutal del vector de onda esparcido, se encuentra una relacion entre el
tensor de conductividad no local y las funciones de esparcimiento dadas por:

141
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, A T A S N 5

Wt — ( I — kK ) 0 (K5 KY) e = _ikosm(e)ew (6.1)

. Lo oo\ & s iy i L 5

ZwMOE ( I —k°k > 0TS (KK K = _Z-kOSf)y(H)e@ (6.2)
1 /= .4 7o TN 7

ZwM047T ( I — k:sks> S(K°KY) - K = —Zk‘o So=(0)éq (6.3)

donde los vectores ég, €4, €, se miden respecto al sistema coordenado tal que
el eje z coincide con la direccion de kl y ademds 6 es el dngulo que forma
k* el vector de onda esparcido respecto de ki el vector de onda de la onda
incidente, y se tiene la condicién |k'| = |k*| = ko en particular requerimos
calcular lo siguiente

A LA —_. . 4
iwpio (T - kk) (R R e, = Z; S, (0), (6.4)
— U0
s N o o oAl 47
iwito ( T - kk) (KR R = _Zkosgy( Vil (6.5)
oA o AL 4 ~.
iwpo (T - FE) (0 E) = _izosgz(())ki (6.6)
. L 4
gt (<7> ok ) TR ey = =S 2006, (6.7)
—Zko
gt (?) k) TR R = =Sy (x = 20)¢"(68)
—Zko
. Y e . A4
s (?} k) TR R = =TS (r = 20)E(69)
—Zlf()
donde
et = cos(m — 20;)k’ — sen(m — 26;)k’, (6.10)

y las funciones Sp,,, Syz, Sp. estan dadas por (4.296)-(4.298). Se puede obser-
var que Sp,(0) = 0. Considerando que podemos hacer un desarrollo de Taylor

del tensor generalizado de conductividad no local alrededor de [N E", en-
tonces
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I . I
@ (K K kD) & G (R R+ = (R K KD

: o (k! k) +O(L ).

Kl =ki

(6.11)
por lo tanto la relacion de dispersion toma la forma

det r? — iwligng <—€Z§Z NN
0

7 S 7

— Kk'K") - — (I —KKk")-
) ki (kI — ki) ( ) ki (k! + ki
A continuacion escribiremos los elementos distintos de cero de esta matriz
en la base {é,, k' ,k'} . Para ello primero notamos que el vector normal a la

superficie plana, puede escribirse como una combinacion lineal de los vectores
k' k' y por lo tanto

1 .y D .y D
ubs = o (KR = ki) (k0 — i) (6.13)
0

Ademas recordando las definiciones (4.300), (4.347) se tiene que

(S(O)(ézéx FRR) 4+ SZZ(O)/%il%i) (6.14)

de donde se concluye facilmente que

R AN (6.15)
kO
_drl (s (0)Ekik — S0V kKR (6.16)
Q1.4 7.4 1 i274 74
— S () kKL + S(0)k kﬂ@). (6.17)

También es posible evaluar

iwopo(T — k%) -5 (B, B
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4 o .
= — (Seal®)inte + Sy (ORKL + S (O)FF) (6.18)
donde 6 es el 4ngulo entre k° v k.
_Utilizando estos resultados y tomando en cuenta el hecho que Sp.(0) =
0,k - k' = 0, el tercero y cuarto términos de la matriz (6.12) se escriben
como

W T {( Sz2(0) Sa(T — 291’)) N
= I + o ; N ) . €z
2ki(ki — ki) 2ki(k! + ki)

K’ Sy (0) Soy (T — 20;) ».

I Oy oy\ T ? ) ~R i 1.0

+ S(0) + - ki ey | kik
( ) 2ki(k! — ki) 2ki(k{ +k;)( L€ JRLRL

k! k. Sp.(m — 20;) .
[|"V=2 0z i i  sR i 7.
( kg ©) 2k;(kz§+k;)( Lk

ki k! —20,) .. o
_,_( I Zs(o) . 59y<77 292) (kz éR)> kzki

W R k)

ki Sp. (= 26;) -
+ | —2-5..(0) — (ke | Kk 6.19
( ko ©) 2k;(kz§+k;)( ) (6.19)

donde
el = cos(m — 20;)k’ — sen(m — 26,k (6.20)
471'710

= . 21
T ik, (6:21)

Para garantizar que ﬁ - ¢/ tenga al menos una solucién diferente de

cero, debemos pedir que el determinante de la matriz ﬁ sea cero. En forma
matricial se puede escribir como

1+0’11 0 0
det 0 1 + 099 0923 =0 (622)
0 032 1+033

el determinante es entonces
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(14 011)(1 + (022 + 033) + 092033 — 093032) =0 (6.23)

cuyas raices satisfacen las ecuaciones
011 = -1 (624)

(092 + 033) + (022033 — 023032) = —1 (6.25)

donde se obtienen las relaciones de dispersion. La primera que corresponde
a la polarizacién s es:

o [ Se(0)  Seulm — 291-))
—— — =1 6.26
2k} <k£ — ki Ktk (6:26)

que podemos escribir de manera compacta si definimos

ST = 840(0) + Sy — 26;) (6.27)
SG) = S4(0) = Sau(m — 26;) (6.28)
entonces la ecuacion queda como
20 Y eOpf _ (g2 - %e) =
W S, (k 54 ) 0 (6.29)

y cuya solucién es

) 1/2
K =280+ (( o Si?) + (k- %Sii’)) (6.30)

si ademds a es pequeno, entonces se puede aproximar a orden O(«) como

=

-« , «
SO+ k(1 - —5S5) 6.31
donde debe tomarse la raiz positiva por el hecho que cuando la densidad
de nimero de particulas tiende a cero, se debe recuperar el vector de onda
incidente, y sustituyendo el valor de «, se encuentra que

2Ty

k o=k +i—
z Z+Zk’0k’2

(1) (6.32)
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que coincide con el indice de refraccién propuesto por van de Hulst [Hulst],
siempre y cuando elevemos al cuadrado y sumamos klif de ambos lados de la
ecuacién (6.32), y aproximemos la raiz por una serie de taylor, y el resultado
es valido a orden O(a?) es decir

2
Nesr =1+ ik—gnoS(O) +0(a?) (6.33)

En polarizacion p, se puede demostrar que la relacién de dispersion (6.25)
también cumple una ecuacién cuadratica, dada por la expresion

Ak + Bk, +C =0 (6.34)
donde

A= 4k — 4k (S (0) + K750 (0) ) o (6.35)

B = 2akgk! (S (0) + S, (m — 26;) cos (20;) + Sp. (m — 26;) sin (26;))
202k} [kfs (0) S.. (0)

+k (k’ﬁS (0) Sp. (m — 26;) + k. Sg, (1 — 26;) S... (0)) cos (26;)
+j (kS (0) Sps ( — 20,) + K. S, (m — 260;) S... (0)) sin (26;)]  (6.36)

O = —4kiki* — 2k;’2a( — kES(0) — 2K °ki7S(0) — 2K 'S (0)+  (6.37)

ki Sy (0 — 20,) cos(20;) + k2 Sy (m — 26;) sin(?&i))—i—
a2(—2ki4S(O)SZZ(O)+2ki3( (15(0) S (m—26;)+k.Sg, (1 —20;)S--(0)) cos(26;)

(k&S (0) Sy (7 —26:)+2K] ki (K, S (0) Sp. (7—20,) K. Sy (7—20;) S...(0))) sin(26i)>
(6.38)
La solucion de esta ecuaciéon cuadratica da dos posibles soluciones, de
la cual debemos escoger la que cumpla la condicién de que I'mk! > 0 para
tener una solucion que tienda a cero cuando z — oo. Sustituyendo esta
solucion en la ecuacién de consistencia, lo que implica que el determinante
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sea cero, implica que una ecuacién se vuelve linealmente dependiente y por
lo tanto omitiendo la ecuacion linealmete dependiente, se puede recuperar
la polarizacién de estos modos, que por lo pronto llamaremos modos mixtos
que estan dados por

R S
(14522 \"

donde s vale

kg 2k (kL +k2)

—« (kl'k;S(O) 4 Sey(m=26) sin(m — 26i))

s = .
ki® So.(m—20;)
1 + o <_ESZZ(O) + W Sln(ﬂ' — 207))
Nota: Esta solucién siempre incluye un término que no permite recuperar
la férmula de Fresnel en el limite de particula pequena.

6.1. Amplitud de reflexién (cono de luz)

En el problema de reflexién debemos pedir que la solucién tienda a cero
cuando z — oo, por lo que se deberd tomar la solucién tal que Imk! > 0
en la solucion de las relaciones de dispersion dadas por el determinante de
(6.19).

La amplitud de transmision se obtiene de la segunda relacién de con-
sistencia (5.36) con la aproximacién de Taylor a orden cero en el tensor
generalizado de conductividad no local (6.11), es decir

1 AL Hs EZ EZ _— i
% (I — k'Y - L") ol plakl kL) (6.39)

é' = iwong

donde para la polarizacién s €' = é, y polarizacién p é' = k', y utilizando las
expresiones (6.7)-(6.9), se tienen las siguientes condiciones para el coeficiente
de trasmisién

_ @2@ kL — k! o—talkl+kL)

| ko 2k 4
A ng Sz (0) (6.40)

_ tho 2kL K, — k! o—talk kL)

— -z 41
"= I o Soy(0) (6.41)
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El campo reflejado se calcula por la férmula (5.42) que bajo las aproxi-
maciones consideradas se obtiene finalmente el siguiente resultado

Resultado 22 EI campo reflejado promedio en la aprozimacion del cono
de luz , despreciando el acoplamiento longitudinal y cuando la matriz es el
vacio es:

( _2 )kl_kz —ik? kZQA
e WFetize0e 6.42
52000 K ik (6.42)

-\ (5) .y
<E> (2) = e"Fe, + =

— (7) R SQ <7T 9 ) kl k it i ~
E ) = ezkzzk,z + Y Z o iklz zk’ 2a6R 6.43
(E) " (2) T WOy (6.43)

para polarizacion s y polarizacion p respectivamente y donde
et = cos(m — 20;)k" — sen(m — 20;)k'. (6.44)
Y por lo tanto los coeficientes de reflexion son:

Sl — 200 K — K,
(ﬂ- ) z Zelk:z2a (645)

re = :
SM(O) kg + kL
Sgy(ﬂ' - 291) ]{Zl — k?f ikt
ry = 2 =z eh=2a 6.46
S0 K+ ki (6:46)

Este es el resultado que se obtiene con las teorias de esparcimiento multi-
ple disponibles en los articulos [Augusto,3] .

6.2. Limite de particula pequena

A continuacion calculamos el limite de particula pequena, es decir cuando
koa << 1, en la aproximacion del cono de luz, en este caso se tiene lo siguiente

g(bl(ako) cos(6) + a1 (ako)) (6.47)

Soy(0) = ;(bl(ako) + ay(ako) cos(0)) (6.48)
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Sp.(0) = —3ak sinf (6.49)
S..(0) = —i(ako) T2 (6.50)
donde
ai(aky) = —gz(ak )3 % (6.51)
RS O s + 2¢ '

2. Ks — Ho
bi(aky) = —=i(aky)* ——— 6.52
1(ako) 32(@ 0) 1 + 2010 (6.52)

1 3 €5 — €0
ay (akg) = 3z(ak:0) p—— (6.53)

en este caso las relaciones de dispersion despreciando los términos mayores
a O(akg)?, se escriben como
011 = —1 (654)

, — =—1. 6.55
2k, (k;‘ —ki K4k (6:55)

Para una esfera sin magnetizacion se simplifica como

es decir

ai(aky)? €, — €
kf _ ki?€s + 260

=1. (6.56)

que es equivalente a la relacién de dispersién local (3.71). Para polarizacién
p se tiene que la relacion de dispersién

2

— €,€, B
det { I —iwpgng (— eke . Ws(kf, k7Y
0

<_> —. = <_> — —

NN L Sk kS

(T — ki) - % (T — iy %) —0 (6.57)
2kL (KL — k) 2k (kI + K1)

se simplifica utilizando las aproximaciones del cono de luz (6.11) como

O92 + 033 = -1 (658)
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N ( Sey(0)  Spy(m — 26;) cos(m — 20;) — Sp.(m — 20;) sin(m — 29i)>
2ki (kI — ki) 2ki (kL + k?)
1
= 1+ 5(5(0) + 5::(0)) (6.59)
0
que en el caso que la particula no sea magnética se tendria que by = 0 y en el

lado derecho despreciando el término S(0) + S,.(0) ~ (akg)?, por ser mucho
menor que uno, se simplifica como

ai(ak0)3 €s — €p

=1. 6.60
sz2_ki2€s+2€0 ( )

Que es idéntica al caso de polarizacion s, e idéntica al caso local (3.71),
haciendo la identificacién

4mny . €5 — €0
poxe = ——i(aky)
Zk?()

. .61
€s + 2¢€p (6.61)

Para el cdlculo de la reflectancia, utilizamos las expresiones (6.42), (6.43),
en el limite de particula pequena, y considerando que las esferas no tienen
magnetizacion se encuentra que

L ef
_ kz kz 6ik;2a

ry = ——>% 6.62
ki+ k! (6.62)
ki — kI
rp, = cos(m — 29i)?—;61k22a (6.63)
KL+ k2

ademas del factor de la fase, la cual se elimina redefiniendo el origen de
coordenadas, esta difiere a la férmula del caso local (3.4), por el hecho que

. k7 ok
en el caso local se tiene el factor ==+, en lugar de cos(m —26;), que se reduce

1L
al caso anterior solo cuando k:{ = k', esta diferencia es una consecuencia de
la suposicién hecha en esta aproximacién, que era el suponer que el campo

que excita la particula es el campo incidente.

6.3. Esferas en vacio, calculos, polarizacion P

En esta seccion mostramos las graficas para las distintas aproximaciones
para la reflexion de la luz en polarizacion p, por un sistema de esferas en vacio,
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es decir, compararemos las férmulas (5.82), (5.83), (5.85), (5.112), (6.46),
que corresponden a la solucion exacta, a la solucion exacta sin acoplamiento
longitudinal, la férmula heuristica, la formula de Fresnel y la aproximacion
del cono de luz, evaluadas para la constante de propagacién k/ dada por la
relacién de Foldy-Lax (7.3), para distintos radios de particula y fracciones
volumétricas de llenado, donde definimos la fracciéon volumétrica de llenado
como f; = ngVj, siendo ng la densidad de niimero de particulas, V el volumen
de la esfera de radio a.
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Agf=0.01 =063 pm,eJey=-18.0958+0.484224i a= 0.01 pm

TME No |0ﬂgltu&rﬂ§ -
1 ::snc:F |ua a

L

i

LN

o
0 20 40 60 a0 100
Angulo de incidencia 67

Figura 6.1: En esta figura se muestran las gréficas para el logaritmo en base 10
de la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teor{a de medio efecti-
vo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst 6 cono de
luz , (6.46), Fresnel (5.112), como funcién del angulo de incidencia, una fraccién
volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de las esferas a = 0.01 um, permitivi-
dad eléctrica €/eg = —18.0958 4 0.484224i, que corresponde a las propiedades de la
plata a la frecuencia correspondiente cuando la longitud de onda es A = 0.63 pum.
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Agf=0.01 A=0.63 pm,egey=-18.0958+0.484224i a= 0.1 pm

[ - T T 7
Conong |lcja 0 ’
-1+ resnel — ' .

-2

I?)

N
=]

, logio( [rpl?) ,

o

1 |

|
0 20 , 40 60 80 100
Angulo de incidencia 6°

Figura 6.2: En esta figura se muestran las graficas para el logaritmo en base 10
de la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teoria de medio efecti-
vo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst 6 cono de
luz , (6.46), Fresnel (5.112), como funcién del dangulo de incidencia, una fraccién
volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de las esferas a = 0.1 um, permitivi-
dad eléctrica €/eg = —18.0958 4 0.4842241, que corresponde a las propiedades de la
plata a la frecuencia correspondiente cuando la longitud de onda es A = 0.63 pum.
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Agf=0.01 A=063 pm,efep=-18.0958+0484224i a= 02 pm
0

TME No |0H%ItLLC—[rnaﬁ -
::snc:F |ua a

i

logaol Irpl?)

[
(%3]
o

'mu 20 40 60 80 100

Angulo de incidencia 67

Figura 6.3: En esta figura se muestran las gréficas para el logaritmo en base 10
de la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teor{a de medio efecti-
vo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst 6 cono de
luz , (6.46), Fresnel (5.112), como funcién del angulo de incidencia, una fraccién
volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de las esferas a = 0.2 um, permitivi-
dad eléctrica €/eg = —18.0958 4 0.484224i, que corresponde a las propiedades de la
plata a la frecuencia correspondiente cuando la longitud de onda es A = 0.63 pum.
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Agf=0.1 A=0.63 pm,egey=-18.0958+0.484224i a= 02 pm
0

TME
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I
0 20 , 40 60 80 100
Angulo de incidencia 6°

Figura 6.4: En esta figura se muestran las graficas para el logaritmo en base 10
de la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teoria de medio efecti-
vo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst 6 cono de
luz , (6.46), Fresnel (5.112), como funcién del dangulo de incidencia, una fraccién
volumétrica de llenado f; = 0.1, con radio de las esferas a = 0.2 pum, permitividad
eléctrica €/eg = —18.0958 + 0.484224i, que corresponde a las propiedades de la
plata a la frecuencia correspondiente cuando la longitud de onda es A = 0.63 pum.
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6.4. Comentario

De estas graficas podemos observar que para fracciones volumétricas de
llenado pequenas, y radios pequenos, todos los modelos coinciden incluso con
la férmula de Fresnel (5.112).

A medida que el radio de la particula aumenta, vemos que los modelos
se separan de la féormula de Fresnel, y el esparcimiento de la particula se
vuelve importante, pero los modelos predicen esencialmente el mismo com-
portamiento.

Si después incrementamos la fraccion volumétrica de llenado hasta un
valor critico de la teoria f; = 0.1, entonces vemos que aparecen diferencias
entre el modelo con modos longitudinales TME (5.82), y los otros modelos
que no toman en cuenta los modos longitudinales, asi mismo vemos que
el modelo del cono de luz (6.46), se separa del modelo (TME) (5.83) sin
modos longitudinales y la férmula heuristica (5.85). Se observa también que
la féormula heuristica es muy buena aproximacion de la féormula TME sin
modos longitudinales (5.83) en todos los casos.

6.5. Comparacion de modelos, esferas en vacio,
polarizaciéon S

En esta seccion mostramos las graficas para las distintas aproximaciones
para la reflexién de la luz en polarizacion s, por un sistema de esferas en
vacio, es decir, compararemos la férmula (5.81), (5.84), (6.45), (5.111), que
corresponden a la soluciéon exacta, la férmula heuristica, la aproximacion
del cono de luz y la formula de Fresnel respectivamente y evaluadas para
la constante de propagaciéon k! dada por la relacién de Foldy-Lax (7.3),
para distintos radios de particula y fracciones volumétricas de llenado, donde
definimos la fraccion volumétrica de llenado como f; = ngVj, siendo ng la
densidad de nimero de particulas, Vi el volumen de la esfera de radio a.
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pol. S Agf=0.01 ,A=0.63 pum, efeg =-18.0958+0.484224i a= 0.01 pm
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Figura 6.5: En esta figura se muestran las gréficas para el logaritmo en base 10 de
la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teoria de medio efectivo)
(5.81), heuristica (5.84), cono de luz (6.45), Fresnel (5.111), como funcién del
angulo de incidencia, una fracciéon volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de
las esferas a = 0.01 pm, permitividad eléctrica €/ey = —18.0958 + 0.484224i, que

corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente cuando
la longitud de onda es A = 0.63 pm.
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[;])r}I_S AgF=0.01 , A=0.63 um, £.feq =-18.0058+0.484224i a= 0.1 pm
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Figura 6.6: En esta figura se muestran las gréficas para el logaritmo en base 10 de
la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teoria de medio efectivo)
(5.81), heuristica (5.84), cono de luz (6.45), Fresnel (5.111), como funcién del
angulo de incidencia, una fracciéon volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de
las esferas a = 0.1 pm, permitividad eléctrica e€/eg = —18.0958 + 0.484224i, que
corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente cuando
la longitud de onda es A = 0.63 pm.
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pol. S Agf=0.01 ,A=0.63 pm, eeg =-18.0958+0.484224i a= 0.2 pm
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Figura 6.7: En esta figura se muestran las gréficas para el logaritmo en base 10 de
la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teoria de medio efectivo)
(5.81), heuristica (5.84), cono de luz , (6.45), Fresnel (5.111), como funcién del
angulo de incidencia, una fracciéon volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de
las esferas a = 0.2 um, permitividad eléctrica e/eg = —18.0958 + 0.484224i, que
corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente cuando
la longitud de onda es A = 0.63 pum.
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pol. S Agf=0.1 ,A=063 pm, eJey =-18.0958+0.484224i a= 0.2 pum
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Figura 6.8: En esta figura se muestran las gréficas para el logaritmo en base 10 de
la amplitud de reflexién para distintos modelos, TME(Teoria de medio efectivo)
(5.81), heuristica (5.84), cono de luz (6.45), Fresnel (5.111), como funcién del
angulo de incidencia, una fraccién volumétrica de llenado f; = 0.1, con radio de
las esferas a = 0.2 pm, permitividad eléctrica €/eg = —18.0958 + 0.484224i, que
corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente cuando
la longitud de onda es A = 0.63 pm.
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6.6. Comentario

De estas graficas podemos observar que para fracciones volumétricas de
llenado pequenas, y radios pequenos, todos los modelos coinciden incluso con
la férmula de Fresnel (5.111).

A medida que el radio de la particula aumenta, vemos que los modelos
se separan de la formula de Fresnel, y el esparcimiento de la particula se
vuelve importante, pero los modelos predicen esencialmente el mismo com-
portamiento.

Si después incrementamos la fraccién volumétrica de llenado hasta un
valor critico de la teoria f; = 0.1, entonces vemos que aparecen diferencias
entre el modelo con modos longitudinales TME (5.81), y los otros modelos,
asf mismo vemos que el modelo del cono de luz (6.45), se separa de la férmula
heuristica (5.84). Se observa también que la férmula heuristica es muy buena
aproximacién de la férmula TME (5.81) en todos los casos.
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Capitulo 7

Aproximacion cono de luz
mejorada

En esta secciéon se pretende dar un algoritmo para encontrar de manera
numérica la solucién a la relacién de dispersién (5.37), lo que constituye una
mejora a la férmula de Foldy-Lax para los modos propagados utilizada en la
aproximaciéon del cono de luz.

7.1. Serie de Taylor a orden cero

En esta seccién utilizaremos las expresiones de la seccion anterior para
resolver la relacion de dispersion y encontrar la amplitud del campo reflejado,
haciendo la suposicion de que el tensor generalizado de conductividad se
escribe a primer orden en su serie de Taylor en k/ alrededor de un kfo inicial
como

—.
1

<F>S<ks7 kf) ~ ?S( |Z\7 k,zza kﬁ? k'go) (71>

> ™z

con el fin de evaluar las férmulas de reflexién (5.82). La solucién del deter-

minate de la matriz W dado por (5.71), se aproximard por la constante de
propagacion en el bulto dada por la expresién de Foldy-Lax como en (5.104),

(5.105)

4
K=k (1=np—=5(0) ) . (7.2)
ik

163
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7.2. Formula de van de Hulst

Si pedimos que la componente paralela del vector de propagacion sea
continua, entonces

K = \/ k2 4 002 5(0) (7.3)
ko

donde k! = kg cosb;, 0; es el dngulo de incidencia, ng la densidad de niimero

de particulas, a el radio de la particula, S(0) la funcién de esparcimiento

evaluada en la direccion frontal.

El resultado de evaluar las férmulas de reflexion de la teoria, en esta
aproximacion, es un resultado nuevo y corrige los resultados encontrados con
los modelos de esparcimiento multiple [Augusto,3], [Barrera,3] que consider-
aremos en detalle en la siguiente seccion. La correccion consiste en considerar
que el campo que excita a las particulas es el campo promedio refractado,
es decir con componente paralela del vector de propagacién continua en la
interfaz, pero con una magnitud igual a la constante de propagacion dada
por la férmula de Folfy-Lax o su equivalente para densidades bajas, de van
de Hulst escrita como [Hulst],

271
0

a diferencia de las teorias de esparcimiento multiple, que suponen que el

campo de excitacién es el campo incidente.

7.3. Iteracion del determinante

Sin embargo, k! se puede obtener exactamente, dentro de la aproximacién
de campo efectivo, y a continuacién proponemos un algoritmo iterativo para
encontrar la solucién de la relacion de dispersiéon dada por el determinate
(5.71). La idea consiste en evaluar kf ; el tensor generalizado de conductividad
no local y encontrar las soluciones para el determinante de (5.71) igual a
cero (cuyo resultado serda una ecuacién de cuarto grado y se escoge la raiz
apropiada, y cuyo resultado neto es el poder expresar kij g =H (k;;:]) )

siendo H alguna funcién,e iterar esta ecuacién ) para k/ j+1 dada una kK
inicial
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éZéZ

= 7 i
det [ I —iwpgng <—? ?s(k”, kf,j, kH; kg])
0

o TR RLRLRL) e (R kL R R
+( I —K'k")- 7 — (I —FKk")- 7 =
2kL(ky joq — kL) 2kL(k: 540 + KL)
(7.5)
Continuando este procedimiento iterativamente, se espera que k . con-
verja a la solucién del determinante de (5.71) igual a cero. Las ﬁguras (7.1)
y (7.2) muestran este proceso para un sistema en particular, en donde se
aprecia claramente que para bajas densidades, la aproximacion dada por la
expresion de Foldy-Lax, que es la que hemos utilizado en los calculos numéri-
cos, es muy adecuada.
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Ag 61=0.7854 , A=0.63 um, &s/eg =-18.0958+0.484224i a= 0.1 um

Foldy-Lax
1ra lteracion —
2da Iteracion —
3ra |teracion O
4ta lteracion  +

Re(kzf)/kq
—

Figura 7.1: En esta figura se muestra el proceso de iterar la solucién del determi-
nante (7.5) polarizacién p, con k! +10~7 como primer aproximacién, graficando la
parte real de k;{ /ko como funcién de la fraccién de llenado fi, para un semiespacio
de esferas en el vacio, con los siguientes parametros: angulo de incidencia 6; = 45°,
radio de las esferas a = 0.1 pm, permitividad eléctrica €/eg = —18.0958+-0.4842241,
que corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente cuan-
do la longitud de onda es A = 0.63 pm. También se incluye el resultado que daria
la férmula de Foldy-Lax (7.3)
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Ag 61=0.7854 , A=0.63 um, &s/ep =-18.0958+0.484224i a= 0.1 um

0.5 T T T T
Foldy-Lax

1ra [teracion —

2da lteracion —

3ra Iteracion O

4ta lteracion  +

0.4

Im(kzf)/ko -
w

o
[}

0.1

0.4 0.5

Figura 7.2: En esta figura se muestra el proceso de iterar la solucién del de-
terminante (7.5) para polarizacién p, con ki + 10~7 como primer aproximacién,
graficando la parte imaginaria de kS /ko como funcién de la fraccién de llenado
f1, para un semiespacio de esferas en el vacio, con los siguientes parametros: angu-
lo de incidencia 0; = 45°, radio de las esferas a = 0.1 um, permitividad eléctrica
€/ep = —18.0958 + 0.484224i, que corresponde a las propiedades de la plata a la
frecuencia correspondiente cuando la longitud de onda es A = 0.63 pum. También
se incluye el resultado que daria la férmula de Foldy-Lax(7.3)
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Capitulo 8

Semiespacio de esferas en una
matriz

En el capitulo anterior se planteé la ecuacién integral para el campo
eléctrico promedio <E >, en el problema de calcular el campo eléctrico refle-

jado y trasmitido de una onda plana incidente E;(F) sobre un semiespacio de
esferas colocadas al azar, cuando dichas particulas se encuentran suspendidas
en el vacio.

Ahora plantearemos la ecuacion integral en el caso que las esferas se
encuentran inmersas en una matriz con propiedades eléctricas distintas a las
del vacio, es decir con permitividad eléctrica ¢; y permeabilidad magnética
i1. Un material con €; diferente del vacio,

Para plantear y resolver este nuevo problema, la idea bésica que esta de-
tras es la de reemplazar la funciéon de Green del espacio libre % , por la
funciéon de Green del campo electromagnético del semiespacio ﬁHS, con
propiedades eléctricas €q,p1,la cual es calculada en detalle en el apéndice
(A).

El campo total producido por un sistema de esferas localizadas en la
posicién 7, y tales que z, > a, se puede escribir en términos de la funcién de

Green del semiespacio kel s (A.79),(A.80) como
N

E(F) = Eitiwpo » / &r "G (77 / dPr "?s(f'_fpwf_;p).< E> (7
p=1 "R RS

169
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donde ahora debemos considerar que el tensor generalizado de conductividad
no local debe ser calculado para esferas en un medio con niimero de onda k1,
esto es debemos considerar que las esferas estan totalmente inmersas dentro
de la matriz que conforma al semiespacio, esto incluye a las esferas que se
encuentran cercanas a la interfaz plana.

El hecho que la esfera al acercarse a la interfaz estara eventualmente no
solo rodeada de la matriz con propiedades €1, j1; sino también un punto de
la esfera se pondra en contacto con el medio €, g, pero por tratarse de
un solo punto en contacto, y el hecho que fuera de la particula el tensor
generalizado de conductividad no local en el espacio real es cero, esperamos
que la consideracion de que toda esfera esté rodeada del medio €;, 1, no se
vea afectada.

Si ahora tomamos el promedio configuracional, que como se vié en la
seccion anterior, para el modelo probabilistico propuesto para la interfaz, es
equivalente a integrar sobre las coordenadas 7), y multiplicar por la densidad
de nimero de particulas ng, ver por ejemplo [T'sang,3, pg.205], entonces, la
ecuacion para el campo eléctrico promedio se escribe como

(E) () = B(7) + iwopony / i, / PG (77
Q R3

| @i = nr -5 (B) ) (8.2
R3

Ahora, como la funcién de Green del semiespacio para z > 0 esta dada
por

o5 N 1 <= = Z i_'~7?—77'i ]
G st :ﬁl(r’r/H(QT)?/Rz Ak BT (kyp) eI e )

(8.3)
y para z < 0 como

1
(27)?

=g e ) (7 ! . . ,
<aHS(FvF,) = /RQ koJH RI_(kH) L elk\l'(rl\_rn )e—zk(z)z—kzkiz (84)

2k}

donde ﬁl(f’, ) es la funcién de Green para el campo electromagnético en
el espacio libre de la matriz y los otros términos se pueden interpretar como
la contribucién de las corrientes que llamaremos corrientes imdgenes, por
analogfa con el caso electrostético !.

-
'La analogia es que para una carga puntual se asocia el campo ﬁ% que es la

|7—7
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Rd PPN

k‘|| = k€, + k‘yéy (8 5)
ke =\ ki = Ky’ (8.6)
kY =k — ky? (8.7)
— 1 (& 1, - oo -
Ri = (I = ek ) - R - (BT = Rk + k2R e ) (8:8)
kl kz
=~ S R & = R = 17
RI = k:12 I|| + ]{deZkl) (IH + R) (kl [|| kaH —I—kzkuez). (8.9)
— — 1- -
R (ky) = Rig” (ky) Ijy = (Rig” (k) + Rag” (ky)) 75 kigky, (8.10)
I

k1 _’ulko

RTE () = B0z — [l 8.11
10 (k) P E— (8.11)
Eok’; —Ell{g

TM
ky) = )
RIO ( H) Eok;+€1k2

(8.12)

Con este resultado y sustituyendo en (8.1), se tiene que el primer término

en (8.1) que contenga el término G 1(7,7’) ya se calculé en el resultado (15)
en una representacion mixta, y solo hay que hacer la sustitucion de kg por
ki, y curiosamente, la ecuacién integral resultante (5.27) con el reemplazo de
ko por ki, queda definida para z > a y el campo reflejado dado por (5.29)
para z < a, pero esto no introducird mayores dificultades. Asi que tendremos
cuidado al incluir las corrientes imagenes que estan definidas para z > 0 y
z < 0.

Por lo tanto calcularemos el segundo término de la ecuacién integral (8.1)
una vez que se hubo sustituido la funcién de Green del semiespacio, la cual
corresponde al campo eléctrico producido por corrientes que interpretamos

funcién de Green para el campo electrostéatico, al introducir el dieléctrico, la condicién de
frontera se puede cumplir si se introduce una carga imagen fuera del dominio en z < 0,
con una carga ¢’ y 7' apropiadas , de tal forma que la nueva funcién de Green es Gy + Gy
la suma de los campos de las cargas puntuales.
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como corrientes imdgenes por la analogia que existe en el caso estatico, de-
bidas a los otros términos de la funcién de Green del semiespacio distintos

de ﬁl.
Es decir, calcularemos la expresion

At 5 -
E (79, 2) = twpong d’ry, | d’r
Img zp>a R3

(21)2 / @hy R (B gge™ e )
™ 2

z

[ @i - (B) ) (8.13)
R3

valida para z > 0, donde usando la representacion de Fourier para el tensor
generalizado de conductividad no local (4.5) se puede escribir como

<E>+ (7, 2) = iwpono—— /ko; i1 73
7|, 2) = lwion e

Img I HoTo (27’(’)2 R2 H

[ [ R E e e

zZp>a R3 2k

1 ond 1 —T 'LT’
g o [ 009 (B e e i

Evaluando las integrales en d*r|, d*ry, d*p, deH’ de la ecuacién anterior,
y simplificando se tiene que el campo producido por las corrientes iméagenes,
para z > 0, se puede escribir como

=\t o 1 k|7
<E>Img(7"||,) zw,uong(%r) / dzk:He’“H I

= S l ikl (242
/a dzp/Rdz' R }“(l{:‘|)2—k;e 2(z+2)
/dp’z / deWS(EH7p’Z, Eu;pz) . <E> (]ZH’pz)eip’z(z’_zp)‘i‘ipzﬁ?. (8.15)
R R
También evaluamos las integrales en dz’ y dp’, y posteriormente en dz, y

el resultado es que el campo producido por las corrientes imagenes se escribe
como

(2m)?
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4 ) 1 , o eik;(era)
]_ o s(];: 7_k‘;7l; 7p2) = 7 a
o J, P |1|9z+k1 H <E> (ky p2)e™. (8.16)

Para z < 0 utilizamos (A.80) y encontramos que el campo eléctrico prome-
dio producido por las corrientes iméagenes vale

<E>_ (7, 2) = Wuono(z; /d2k|e“f| al

/ dzp/
1 — —
(27T)2/dplz/dpzﬁs(k;plz,]ﬂ,pz < > k” pz szZ Zp)+’LpzZp (817)
R R

Se pueden evaluar las integrales en d°ry, d*ry, d®p, d3pH’ y por ultimo
en dz, y simplificando se tiene que el campo eléctrico producido por las
corrientes imagenes para z < 0 toma el valor de

o\ — 1 o
E> i, 2) = —i _ A2 ket
< Img (TH Z) tWHoTo (271')2 /]R2 He

? 7 1 —ik%z iakl 1 /d ?S(E\\a_k;%ﬂu}%)

(% 0
( )21{:16 “on p. + k!

0 i1t
—zkzz+zkzz

' <E> (ki p=)e™™”.
(8.18)
Estos resultados los podemos enunciar como sigue

Resultado 23 El campo eléctrico producido por las esferas promedio debido
a las corrientes imdgenes dadas en la funcion de Green (A.79) y (A.80) en
una representacion mizta de Fourier (5.25) para z > 0 es

— eiki (2+a)

At o .
<E>1mg (K, z) = —iwpong R 7 (k) o0

L[ @ (kyy, — kL, Ky, p2)
27T R N pz+k;

y para z < 0 es

: <E> (R, ps)eiers (8.19)
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S\ — N ] — e—ikgz—ﬂ—iak;

<E>Img (kyj, 2) = —iwpong R;(kf\l)—%i

1 &k —kL R D) A\ :
— | ap. 2 <E> i p.)elrs 8.20
om )P o+ R (kyj, p2)e (8.20)

Como estos campos solo dependen del valor de los campos en la superficie
z = a, por el hecho que son transformadas inversas de Fourier evaluadas en
2z = a, entonces podemos enunciar el siguiente resultado

Resultado 24 El hecho que las inclusiones se encuentren en una matriz con
permitividad eléctrica €; y permeabilidad magnética py tal que su nimero de
onda sea ki, no afecta a la relacion de dispersion (5.37) en su estructura
mds que por el hecho de reemplazar el numero de onda en el vacio kg, por el
numero de onda de la matriz k.

8.1. Solucién de la ecuacion integral del semies-
pacio

En esta seccién procedemos a resolver la ecuacion integral (8.2), con el
método que hemos venido utilizando, que es el de proponer una solucién de
prueba que sera una onda plana con parametros libres, polarizacion efectiva
¢f, vector de onda efectivo k! y una amplitud de trasmisién ¢, para z >
0, y después encontrar las ecuaciones de consistencia que satisfacen dichos
parametros, lo que constituira la solucién al problema.

En lo que sigue, consideraremos que el campo incidente E; en una repre-
sentacién mixta para z > 0 es

Ey(ky, z) = tp(2m)26(k) — Kj)é'e™=*0(z) (8.21)

y para z < 0

Ej(ky, 2) = (2m)25(ky — K) (é%e“c?z + rpé"e’ikgz> 0(—2), (8.22)

donde tr, rr son las amplitudes de Fresnel apropiados para la polarizacion de
la onda incidente é’, é¢ es la polarizacién para la onda trasmitida sin inclu-
siones, €" es la polarizacién para la onda reflejada en un medio sin inclusiones
y 6(2) es la funcién escaldn.
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Para resolver el problema de reflexién dado por la ecuacién integral (8.2),
para z > a, que se puede escribir después de usar los resultados de la seccién
anterior (23), que en una representacién mixta se puede escribir como

S\ - Lo Nt - RN
<E> (Ryj, 2) = Ei(ky, 2) + <E>1 (Ryp, 2) + <E> (Ry1; 2) (8:23)

Img

_\ T — _ -
donde <E>1mg (kj|, z) estd dado por el resultado (23) y <E>I (ky|, z) estd dado

por el resultado (15). Para z < 0

—

<E>@%z):Zi@%z)+<ﬁ>;@%z)+<E>;w@%z) (8.24)

Esta no es una ecuacién integral, sino una férmula para el campo en
z < 0, si se conociera el campo en la superficie z = a, por el hecho que
esta expresion estd dada en términos de una transformada de Fourier inversa
evaluada en z = a, como se puede observar de las férmulas (8.20) y (5.29).

Para resolver la ecuacion integral (8.24), proponemos una solucién de la
forma dada en (5.32) para z > a

— - bad gl 1

E> ki, p.)) = (27)*5(ky — ki) —————
(E) (Fy.p.") = (2m)3(F, gy
donde t es la amplitud de trasmisién, é/ la polarizacién efectiva, y kf la
componente z del vector de propagacion efectivo. Por el resultado (24), agru-

tel. (8.25)

pando los términos deacuerdo si llevan el factor etz en (8.23), se obtiene
que la primera relacién de consitencia es similar a (5.35), pero ahora con
las propiedades eléctricas de la matriz donde se encuentran las particulas, es
decir
of = =l o (1R 8.26
e’ = 1wlong —k_%' Us( ) ) ( : )
Yy N & Sk KT
+(T —k%’)-#—([ —k%ﬂ-% el
2k (ki — kL) 2k (KL + kL)

donde escribiendo en forma matricial ﬁ ¢/ =0, es un sistema homogeneo
de ecuaciones que tendra soluciones diferentes de cero si pedimos que el
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determinante det W sea igual a cero, esta es la relacién de dispersion para
los modos electromagnéticos, esto es, se tiene una ecuacién para k/, en donde

1 i 2
k, =\/k?— k:h
k= ki — ke
Como se ve esta relacién es idéntica a la obtenida en ausencia de la matriz
solo haciendo la sustitucion de k; por k.
Si ahora factorizamos el término ¢**:* en la ecuacién (8.23) obtenemos la

segunda relacion de consistencia, en donde se hace patente la presencia del
campo producido por la corrientes imagenes, y da lo siguiente:

e [ G R KL R R
AL s vy s vy ol gl
tp st zk z : € I — KUY . | I ta(ki—k3)
ee" = Whono er. (( ) Wk €
>, (kha kl kﬁv kz) ia(kd L1
+R7(k)) - R I 8.27
) (827

para z > a. Tomando el producto escalar por é' encontramos la amplitud
de trasmisién con inclusiones y por los resultados (15), (23) el campo para
z < 0, por lo que podemos enunciar el siguiente resultado

Resultado 25 El campo refiejado esparcido promedio en la aprorimacion de
campo efectivo, cuando las inclusiones se encuentran en una matriz donde el
numero de onda sea ki, y se tenga una onda incidente de la forma

Ei(ky, z) = tp(2m)28 (k) — kj))é'e™#0(z) (8.28)
y para z < 0
Ey(Ry, 2) = (2m)25(ky — F) ( R ’f) 0(—2), (8.29)

en una representacion mizta, estd dado por la siguiente expresion
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—ik9z = (i Lf
X e U&= o g s(k' k ) Af i (k:l—i-k: ) ik
— 2 ’ ralkz+kz ) oW
iwponn = 7 (k) Y e el (8.30)
donde la amplitud de transmision t con inclusiones es
P 1
t=1tp zwuonozk;e : (8.31)

o7 , o , -1
<7> e Us<kzakf>€ia(k£—k:;) +<§>+(%)_ o s(k 7kf)€ia(k£+ki) ol
K R

=, =
R7T, Ry estdn dadas por (A.76), (A.77) respectivamente

e 1 [ 1, R e I -
Ry (k) == (f| Tffz’ﬂ) R (k) - (BT = Ry + kERe:) - (8.32)
kl kz
A= N G T & e o
Rtk =1 (I| + kgez’f) <[|| + R(ku)) (/ﬁ Ly = ky +kzkn€z)a
o (8.33)
R (ky) se da en el apéndice (A), ecuacion (A.117)
= — 1 - -
R (ky) = Rig”(ky) £y = (Rig”(ky) + Rig" (k) 7Kk (8.34)
I

kL — ,ulko

TE ki) = Hor z .
Ry (k) PR (8.35)
60]6; - 61]€2

R (ky) =
10 ( H) Cok%—f—Elk(Z)

(8.36)

~

<— AL AL < AL~ —. —.
también 1| = éméx%—kﬁk‘ﬁ y I = éxéx—kk"lkﬁ—kézéz, y ademas k' = k"‘—kk;ez,

Estas expresiones se pueden simplificar si suponemos que el vector de
onda efectivo se puede aproximar como ¢/ = ¢é,, &/ = kﬁ para polarizacién
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s y p respectivamente, utilizando las expresiones (5.58), (5.59),(5.60),(5.62),

(5.63),(5.64) se tiene que para polarizacién p

G K kL = oy (BT KK + 0y (KT KR
y ademas se puede verficar que

<§>}_(_‘IZI) ’ <F{S(Erv Ef) "lg = R{OEUM(Er» Ef)éx

PR TR R e = (14 R )ow (R E)é,

i rroL. 1 1.i i3 o7
RT(kj) -0 (k" k) - k= k:_l(k; | — ki) Rig g, (K7, k)

(<7> - ffll%l) : ?s(%i7 ];:f) cey = O'xx(l;:ia Ef)éﬂc

(T — k) - @ (B KT) - & = oy (R KD

con estos resultados, podemos llegar al siguiente resultado

(8.37)

(8.38)

(8.39)

(8.40)

M2 O(ko ﬁ—i—knez)(l—RlToM)agy(Er,Ef) (8.41)

(8.42)

(8.43)

Resultado 26 la amplitud de trasmision y el campo dispersado por las in-

clustones, son:

fe = trs [w’“ PO\ TR — € 10 g

para polarizacion s y para polarizacion p

2k1 ]{Z—k’l 10

l, =trp [zw,uono ] Y

y la amplitud de reflexion como

o o -1
1 (Um(k k! ) da(kd— kl)+RTanx(krakf>€ia(k£+ki)>]

—-. = — — —1
1 (Uey(kzakf)eia(kg_k;)+ RTMU9y(kT7kf)eia(kg—&-k;))]
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(1+ REF (k) ) ei2et

rs = Ry(6r) : ——tp, (8.44)
(1 — RlTOE(kﬁ)Rs(Gr)emki)
w1 B () e
Tp = RP(QT)kgk M . . 1 tFp (845)
R (1 R (k) R0, )2k
donde
R.(0) — ZE DB
T (KRS KL+ kS
R (9 ) = ng(_'r,/;:’f) k; - kg
P g (KR R+ K

Los coeficientes R,(0,),R,(6,) son los que se calcularon en la teorfa de
esferas suspendidas en el vacio, pero ahora debemos considerar que las esferas
se encuentran en una matriz infinita con ntmero de onda k.

8.2. Reflexién y transmisién con matriz (prome-
dio de corrientes)

A continuacién enunciamos el resultado del campo producido por las cor-
rientes imagenes, en el caso que primero realizamos los promedios config-
uracionales y después calculamos los campos eléctricos producidos por la
corriente inducida promedio.

Resultado 27 El campo dispersado promedio debido a las corrientes imdgenes
dadas en la funcion de Green (A.79) y (A.80) en una representacion mizta
de Fourier (5.25) para z > 0 y donde primero se hace la integral en dz, y
después en dz' es

NS+ . H+ . eikiz
<E>Img (kyj, 2) = —iwpone R 7 (k) o0

PEENEY -
1 o (k 7pzak 7pz) - ia
—/dpz p' +k1H - B (ky, p. ) eiap=+k2)
R Z z
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y para z < 0 es

=\ ‘ o e oz
<E>1mg (K, 2) = —iwpono R ; (k‘n)Q—k;

1 y 5 (Kyj, pas Ky, Do)
—_— pz
27 R Pz +k‘§

y consideramos que Imk; > 0 y por lo tanto el polo p, = —k! no contribuye
a la integral

Ahora consideraremos el resultado para la férmula de trasmision y re-
flexién del sistema coloidal cuando la matriz tiene una permitividad eléctrica
€1 y permeabilidad magnética pu,, cuando primero hacemos el promedio de
ensamble y después calculamos los campos radiados al integrar la corriente
inducida promedio, el resultado lo enunciamos como teorema.

Resultado 28 El campo reflejado dispersado promedio en la aproximacion
de campo medio efectivo, cuando las inclusiones se encuentran en una matriz
donde el nimero de onda sea k1, y cuando primero se integra en dz, y después
en dz' estd dado por la siguiente expresion

(B)7 (R1.2) = Bi(Ry.2) (8.46)

efikzoz YRR ?(Ef, ];f)

: . pof pialkibkd) Jiki T
o0 R (K e te'e e 1l

—1W oM

donde el coeficiente de trasmision t con inclusiones es

Agerd

_ 1 At (I —KF%) a(ki—k) R (kH) zakf+k1)

e [@““0”0%1 (W P
Tk K e

donde RI, RI estan dadas por (A.76), (A.77) respectivamente, R (kL)>
da en el apéndice (A), ecuacion (A.117), también [HH = €,6, + kH y I =
Er6q + kl\kl\ +¢,é,, y ademds k' = k\l + kle., k= kll kle,
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Si utilizamos los siguientes resultados

R+.e, = RTPe, (8.47)

K- e, =(1+RP)e, (8.48)

R bl = kil (k;;l%i ié ) ik RTM (8.49)
T = ’;’; (KoK + K k- Q- R (850)

entonces se obtienen las amplitudes de reflexién para polarizacion s y p re-
spectivamente

<1+RTE<k1)> i2ak]
(1= RIF () R0, k)

ki (1 RRY G ) e t
0 . T\
KOk (1 _ R%M(k.rl)Rp(er)eQakz)

rs = Rs(er) trs (851)

= R,(0,)=

(8.52)

donde hemos definido
ky — kS
k!4 kL
bRk
ki kT kD kL
Se observa que las expresiones (8.51),(8.52) corresponden a las férmulas
para la reflexion de 3 medios con numero de onda, ko,k;, k; [Landau, pg.330].

Rs(er) =

Rp(‘gr) =

8.3. Reflexién y trasmision con matriz (Cono
de luz)

Ahora, hacemos la derivacion para las amplitudes de reflexion y trans-
mision para el sistema coloidal en el caso que las inclusiones esféricas se
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encuentran inmersas en una matriz con premitividad electrica €; y perme-
abilidad magnética py, en la aproximacion del cono de luz, que se basa en
la suposicién, de que el tensor generalizado de conductividad no local de la
esfera, es evaluado cuando |Ef | = k1, es decir

I, 4
iwho T (K5 KT - 6y = —— S0 (0)és (8.53)

; zx
—’lkl

47
—ik;

€s

iwpo ‘T (kKD kL = SM@@—M&ﬁ< —Qsdm@ (8.54)

€1
donde las funciones de esparcimiento deben evaluarse para un numero de
onde ki, ademés como se vi6 en el capitulo (4) son las ecuaciones (4.324)-
(4.326), donde 6 es el dngulo entre &, k*, y ademas hemos definido

K=k + kle. (8.55)
K=k — kle. (8.56)
ki =k =K (8.57)

Con esta aproximacién, el nuevo término en el resultado de extincion
(8.27) debido a las corrientes imagenes lleva el término

5 L (<7 Lo\ 3 S i T i\ e 1hG\ 4
(8.58)
que lo evaluaremos para los distintos casos de polarizacion del campo inci-

dente. El primer caso es polarizacién s es cuando éf = é' = é, en este caso
el término (8.58) toma el valor de

R . i\ 4T
donde 0, = m— 20, y 6, es el angulo de refraccion en el caso ideal que no haya
inclusiones, o bien por la formula

S
6, = arc cos (Hk—22> : (8.60)
1
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El caso de polarizacion p, cuando
=g = L (R ke (8.61)
@ T am g N TS ) -

en cuyo caso se tiene ademds que la base de vectores en (8.54) se pueden
escribir como

1

a:E%—@@) (8.62)
5 L1z is
entonces el término (8.58) se reduce a
A v AT
A(é;) = éRy, TS@(&). (8.64)
—iR1

De tal manera que la amplitud de trasmisién en polarizacion s y polar-
izacion p respectivamente dados por la férmula (8.31) son:

—1
_ o AT aad ety ((Sex(0)  pourt | rm g Sea(fr)

no AT ot pay [ Soy(0)  inans T iy Soy(0r) o
ty = —trp [Q_k;Ee (ki+ky) (]{;Z—_k;e z—l—RlO ( |)k;f+k;;>}
(8.66)
El campo reflejado estd dado por el segundo término de (8.30), y si uti-
lizamos la aproximacion del cono de luz, encontramos que para polarizacion
s la amplitud de trasmisién se reduce a

ia(ki+kl) 4 )
gr_ o € 7 T AT TE (1. A GRT
By = 2k Bf 4 kL ik S (0r) (1 + Rip'( |\)) ts€ze (8.67)

y para polarizacion p a

ia(kl+kL) 4 ' Lk .
o no € 4 7 z"0 AR k"7
E T Sn(6,) (1= REY (k) 1, el

PO 509
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donde .
sR _ 077 is
Ya que hemos encontrado las amplitudes de trasmision ahora podemos
encontrar las amplitudes de reflexion para polarizacion s y polarizacién p por
la férmula (8.30) respectivamente y estas son :

Sm(ﬁr) TE (1.1 ( SM(O) —i2ak! TE (1.1 Sm(er)>_1
ry = — 1+R i e "+ R b)) ——= trs
o AT (7 W)
(8.70)

Soy(0r) klko
Ty =——7 .
kL + kL k2R

—1
-rE ) (et mr 2200 e,

’ (87
donde tps, trp son las amplitudes de Fresnel para la trasmisién, sin inclu-
siones, en un medio con numero de onda k; para polarizaciéon s y p respec-
tivamente.

Si definimos las amplitudes de reflexién coherentes como

Ser(0,) kL — kS

cohs 97‘ = 8.72
Soy(0,) kL — kS
co 9r = Y = - X 8.73
r hp( ) Sgy<0) k; + kg ( )
entonces se pueden escribir como
1 RTE kz i2ak]
+ Rip’( ||) €
rs = rcohs(er) ] - th (874)
<1 - RTOE(kﬁ)Tcohswr)elzakz>
kLko (1 - R%M(kﬁ)) ik
Tp = 7’cohp(91"> tFp (875)

0 : .
KOk, (1 _ R%M(kh)rcohp<9r>el2akz>

Con este resultado damos por terminado el problema de calcular la re-
flexion de la luz en un sistema coloidal de particulas esféricas inmersas en
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un semi espacio de matriz con permitividad eléctrica e¢; y permeabilidad
magnética pq en la aproximacion del cono de luz .

A continuacién mostramos que estas formulas son equivalentes a las formu-
las para la reflectancia de 3 medios. Primero definimos lo siguiente:

Ty = M%%lkjokl (8.76)
Ty = % (8.77)
T = % (8.78)
e = % (8.79)
Ry Z iolz 2:1 (8.80)
= 5o
Ry = H (8.82)
Riy" = H (8.83)
por lo que con estas definiciones
tps = ToF. (8.84)

Ahora, para polarizacion s, si del lado derecho, de (8.74) sumamos el
término RJF y tomamos en cuenta que T,® = 1 — R se tiene que el
coeficiente de reflexién total 7, que incluye la onda reflejada por la matriz
sin inclusiones, vale

i ROTlE(kﬁ) + 7100}15(91“)67;2%i

rs = 1— R,{()E(kﬁ)rcohs(er)eﬁak;

(8.85)
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que coincide con la férmula de reflectancia para tres medios [Landau, pg.
330]. Para polarizacion p, notamos que

k
tpy = Z; k(l) TIM (8.86)
y ademas
KLk
w ko tpy = THM. (8.87)

TTM

Si notamos que RIM + 1, por lo que la ecuacién (8.75) se puede

escribir como

( RTM(k;’)> <R?0M(ki‘) + 1) pi2ak}
(1 — Rig (k )Tcohp(er)eiQGk,%)

y si sumamos del lado derecho el término RIM = —RTM que corresponde
al campo eléctrico de la onda reflejada con una matriz sin particulas, se
encuentra la formula para la reflectancia total en tres medios es

(8.88)

rp = Tcohp<9r

RTM(kH) + Teonp (0 ) €20k
r, = - T-
1- Ry (ku)?“cohp(er)elzakz

(8.89)

Esta demostracion de la equivalencia de la formula de reflexién del semies-
pacio de esferas en la aproximacion del cono de luz, se puede adaptar a la
férmulas generales (8.44),(8.45) sin alterar el resultado, es decir la férmula
de los 3 medios es valida también en el caso general de la reflexién por el
semiespacio de esferas desordenadas.

8.4. Comparacién de modelos (esferas en ma-
triz)

En esta seccién mostramos las graficas para las distintas aproximaciones
para la reflexion de la luz en polarizacion p, por un sistema de esferas en ma-
triz utilizando la féormula de tres medios (8.88), utilizando como coeficiente de
reflexién 7¢,pp, las férmulas (5.82),(5.83), (5.85),(5.112),(6.46), que correspon-
den a la solucién exacta, a la solucion exacta sin acoplamiento longitudinal,
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la férmula heuristica, la férmula de Fresnel y la aproximacién del cono de luz,
evaluadas para la constante de propagacién kJ dada por la relacién de Foldy-
Lax (7.3), y se compara con la féormula de 2-medios de Fresnel, para distintos
radios de particula y fracciones volumétricas de llenado, donde definimos la
fraccion volumétrica de llenado como f; = ngVj, siendo ng la densidad de
nimero de particulas, V; el volumen de la esfera de radio a.
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Figura 8.1: En esta figura se muestran las graficas para el logaritmo en base
10 de la amplitud de reflexién para distintos modelos en la férmula de los
tres medios (8.88) con 7., dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de
medio efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de
Hulst 6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula
de Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funcién del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de
las esferas a = 0.01 um, permitividad eléctrica de la matriz ¢, = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842247, que
corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.2: En esta figura se muestran las graficas para el logaritmo en base
10 de la amplitud de reflexion para distintos modelos en la férmula de los
tres medios (8.88) con 7,.,, dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de
medio efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de
Hulst 6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula
de Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funcién del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de

las esferas a = 0.1 um, permitividad eléctrica de la matriz ¢ = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842247, que

corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.3: En esta figura se muestran las graficas para el logaritmo en base
10 de la amplitud de reflexién para distintos modelos en la férmula de los
tres medios (8.88) con 7., dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de
medio efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de
Hulst 6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula
de Fresnel de 2 medios, y la reflexion de agua pura, como funcién del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de

las esferas a = 0.2 pm, permitividad eléctrica de la matriz ¢, = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842247, que

corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.4: En esta figura se muestran las graficas para el logaritmo en base
10 de la amplitud de reflexion para distintos modelos en la férmula de los
tres medios (8.88) con 7,.,, dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de
medio efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de
Hulst 6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula
de Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funcién del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.05, con radio de

las esferas a = 0.2 um, permitividad eléctrica de la matriz ¢ = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842247, que

corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.5: En esta figura se muestran las gréficas para el cuadrado de la
amplitud de reflexién para distintos modelos en la féormula de los tres medios
(8.88) con rpen dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de medio
efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst
6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula de
Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funciéon del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de
las esferas a = 0.01 pum, permitividad eléctrica de la matriz ¢, = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842241, que
corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.6: En esta figura se muestran las gréaficas para el cuadrado de la
amplitud de reflexién para distintos modelos en la féormula de los tres medios
(8.88) con rpen dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de medio
efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst
6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula de
Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funcién del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de

las esferas a = 0.1 um, permitividad eléctrica de la matriz ¢ = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842247, que

corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.7: En esta figura se muestran las gréficas para el cuadrado de la
amplitud de reflexién para distintos modelos en la féormula de los tres medios
(8.88) con rpen dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de medio
efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst
6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula de
Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funciéon del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.01, con radio de
las esferas a = 0.2 um, permitividad eléctrica de la matriz ¢ = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842241, que
corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.8: En esta figura se muestran las gréaficas para el cuadrado de la
amplitud de reflexién para distintos modelos en la féormula de los tres medios
(8.88) con rpen dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de medio
efectivo) (5.82), TME no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst
6 cono de luz , (6.46), Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula de
Fresnel de 2 medios, y la reflexién de agua pura, como funcién del angulo
de incidencia, una fraccion volumétrica de llenado f; = 0.05, con radio de

las esferas a = 0.2 um, permitividad eléctrica de la matriz ¢ = 1.7737
correspondiente el agua, permitividad eléctrica del medio para z < 0 € =
2.9, permitividad eléctrica de las esferas €, = —18.0958 + 0.4842247, que

corresponde a las propiedades de la plata a la frecuencia correspondiente
cuando la longitud de onda es A = 0.63 um.
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Figura 8.9: En esta figura se muestran las gréficas para el cuadrado de la
amplitud de reflexién en un experimento de reflexién a 60° como funcién
de A\ para distintos modelos en la férmula de los tres medios (8.88) con 7pcon
dada por alguna de las férmulas, TME(Teoria de medio efectivo) (5.82), TME
no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst 6 cono de luz , (6.46),
Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula de Fresnel de 2 medios, y la
reflexion de agua pura, como funcion del angulo de incidencia, una fraccion
volumétrica de llenado f; = 0.05, con radio de las esferas a = 0.01 um,
permitividad eléctrica de la matriz de agua como funciéon de longitud de
onda como en [Hale], permitividad eléctrica de las particulas de plata como
funcién de longitud de onda como en [Johnson|, permitividad eléctrica del
medio para z < 0, €g = 2.9. La permitividad eléctrica de las esferas es funcion
de la longitud de onda.
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Figura 8.10: En esta figura se muestran las gréaficas para el cuadrado de la
amplitud de reflexién en un experimento de reflexién a 60° como funcion de A
para distintos modelos en la férmula de los tres medios (8.88) con 7., dada
por alguna de las férmulas, TME(Teorfa de medio efectivo) (5.82), TME
no longitudinal (5.83), heuristica (5.85),van de Hulst 6 cono de luz , (6.46),
Fresnel (5.112), y se comparan con la férmula de Fresnel de 2 medios, y la
reflexion de agua pura, como funcion del angulo de incidencia, una fracciéon
volumétrica de llenado f; = 0.05, con radio de las esferas a = 0.1 um,
permitividad eléctrica de la matriz de agua como funcion de longitud de
onda como en [Hale], permitividad eléctrica de las particulas de plata como
funcién de longitud de onda como en [Johnson|, permitividad eléctrica del
medio para z < 0, €g = 2.9. La permitividad eléctrica de las esferas es funcion
de la longitud de onda.
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8.5. Comentario

Estas gréficas corresponden al calculo de la reflectancia de un medio de
permitividad eléctrica €5 = 2.9 a un medio con agua y particulas de plata
inmersas, la razén de utilizar un medio con una permitividad eléctrica mayor
que la del agua fué para poder observar un angulo critico para la reflexién de
la luz. En estas gréaficas se compararon los distintos modelos para el medio
efectivo aplicando la formula de los tres medios tal y como se discutio en el
método de imagenes.

Se hicieron las graficas tanto para el logaritmo del cuadrado de la am-
plitud del campo reflejado, las figuras (8.1), (8.2), (8.3), (8.4), para poder
observar el detalle de la reflexién para amplitudes pequenas, asi como para
la amplitud al cuadrado del campo eléctrico para observar el detalle de la re-
flexion cerca del angulo critico, con los mismos parametros que las anteriores,
las figuras (8.5), (8.6), (8.7), (8.8), también se calcula la reflexién utilizando
la féormula de Fresnel para dos medios calculada con un medio efectivo dado
por la expresién de Foldy-Lax. Para particulas pequenas todos los modelos
para la reflexion coinciden, incluso la formula de Fresnel para dos medios, ve-
mos que el efecto de las particulas inmersas es el de suavizar la reflexién cerca
del angulo critico. A medida que aumentamos el tamano de las particulas,
la formula de Fresnel 2-medios y Fresnel 3-medios se separan de la solucién
exacta (TME), (TME)-no longitudinal, la férmula heuristica, y el cono de
luz, posteriormente se separa el cono de luz, y practicamente no aparecen
diferencias entre el resto de los modelos.

Esté calculo sirve para descartar la féormula de Fresnel para dos medios
para un calculo confiable para la reflectancia, y posiblemente la formula de
Fresnel para 3 medios y el cono de luz deban ser verificados experimental-
mente de que tan apropiadas pueden ser estas formulas. Y ponen a la aprox-
imacién heuristica como una muy buena aproximacién a la féormula exacta
de medio efectivo, tanto con modos longitudinales como sin ellos.

Posteriormente se muestra un espectro de reflectancia para un angulo de
incidencia fijo y dos radios de particulas, donde la misma conclusién se puede
hacer, que la formula de fresnel 2-medios y fresnel 3-medios se separan en el
caso de particulas grandes del resto de los modelos y la buena coincidencia
de la férmula heuristica a los modelos mas refinados (TME), (TME) no
longitudinal.

Sobre resultados experimentales, se tienen los resultados de [Alejandro,2]
para el indice de refraccién efectivo, y [Augusto,2] para reflexién de particulas
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de latex y titanio, y donde la férmula de los tres medios se introduce de
manera heuristica. Este trabajo confirma la necesidad de la férmula de los
tres medios para explicar la reflectancia.

Revisando la literatura, se encontré [Sung], para particulas de plata in-
mersas en vidrio, y reportan inconsistencias con los modelos que aplicaron,
la teoria Maxwell-Garnett y un modelo de latiz desarrollado por Persson,
Liebsch, y hacen mediciones de espectros a angulo de incidencia normal,
aqui existe la posibilidad de probar el modelo desarrollado en esta tesis, y
extender su trabajo experimental a angulos de incidencia mayores.

Para poder utilizar este modelo en la practica, es necesario introducir
una distribucién de radios de particulas y hacer un promedio sobre esta
distribucién de particulas ademés del promedio de ensamble.

Fin.
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Capitulo 9

Conclusiones

A lo largo de la tesis, se ha visto como es posible plantear el problema
de la reflexién, trasmision y refraccion de la luz en un sistema coloidal en
la aproximacion de campo efectivo e incluyendo el caso en que inclusiones
esféricas se encuentran en una matriz con permitividad eléctrica €; y perme-
abilidad magnética uy, y de hecho fue posible resolverlo de manera completa
utilizando el método de la ecuacion integral para el campo eléctrico promedio.

Parte importante de esta tesis, es el calculo completo del tensor gener-
alizado de conductividad no local de la esfera en una base de ondas planas
y con dependencia en k y k', incluyendo el caso en que la esfera tiene mag-
netizacion intrinseca, y se pudo comprobar que distintas aproximaciones de
este tensor conducen a cada una de las distintas aproximaciones clésicas, la
aproximacién de van de Hulst y la aproximacion de Rayleigh.

Ademas de dar un sustento tedrico al cdlculo de esta tesis, es decir en
utilizarlo para plantear el problema de reflexion y trasmision de la luz por un
sistema coloidal, el calculo del tensor generalizado de conductividad no local,
puede ser utilizado para resolver otra variedad de problemas que involucren
esferas, ya sean sistemas de esferas, 6 esferas en presencia de sustratos 1 otros
problemas afines, y es posible que las soluciones a estos problemas se puedan
expresar de manera bastante compacta usando dicho tensor.

Por el hecho de estar en el espacio de Fourier, el operador de translacion
de una posicion de una esfera a otra posicion, es solo multiplicar por la fase
e’ en el espacio de Fourier, por lo que lo que no son necesarios los teoremas
de adicién [Chew] para los arménicos esféricos vectoriales, un resultado en el
que se basan las teorias actuales de esparcimiento multiple.

El problema de la no localidad 6 dispersion espacial en el problema de

201
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reflexién, se pudo superar al plantear el problema en forma integral. La solu-
cion de esta ecuacion integral se consiguié al proponer una solucién de onda
plana con parametros efectivos tales como su vector de onda, polarizacion
y amplitud, que son determinados por el método autoconsistente, que sin
ninguna dificultad, da solucién a las ecuaciones planteadas durante la tesis
que se reducen a las ecuaciones de consistencia para los pardmetros efectivos,
que a su vez implicaron la relacion de dispersién, y el teorema de extincion
Edwald-Oseen.

El hecho que las esferas se encontraran en una matriz con permitividad
eléctrica €; y permeabilidad magnética p; 6 sustrato no implicé mayores
dificultades, por que fué posible construir una representacion de la funcién de
Green para el campo electromagnético del semiespacio, lo que demostré que
la relacién de dispersién para un semiespacio de esferas en una matriz con
permitividad eléctrica €; y permeabilidad magnética pq, es la misma en su
estructura, que la relacién de dispersién para un semiespacio de esferas en el
vacio, solo reemplazando el nimero de onda en el vacio kg por el nimero de
onda en la matriz k.

El teorema de extincién Edwald-Oseen si se vio alterado por la presencia
de la matriz, debido a que la funcién de Green del semiespacio incluye un
nuevo término, el término de la corrientes imagenes, nombre que se le da por
su analogia con el caso electrostatico. Y como resultado para la reflectancia
se encuentra que en el caso que las esferas estén inmersas en una matriz, la
estructura de las formulas que se obtienen son idénticas a las férmulas para
la reflectancia de 3 medios.

Un hecho curioso que presentan los campos reflejados, es que solo depen-
den del valor de los campos en la interfaz.

Se observé que el orden en que se realizan los promedios configuracionales
es un asunto importante. Por un lado estan las integrales que integran sobre
la posicién de las particulas, y tienen su origen en el promedio configura-
cional, y por otro lado, estan las integrales que integran sobre la posicion de
las corrientes inducidas que al ser multiplicadas por la funcién de Green, e
integradas sobre la esfera, se obtienen los campos eléctricos radiados 6 es-
parcidos. Es decir no es lo mismo promediar las corrientes inducidas, que
promediar los campos radiados. Es también claro, que al promediar primero
las corrientes inducidas se estan despreciando correlaciones estadisticas que
se incluyen cuando se promedian los campos radiados.

La validez de los resultados son hasta donde la hipotesis de medio efec-
tivo sea apropiada, y el Unico parametro relevante es la fraccién de llena-
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do volumétrica, esta teoria vale incluso para particulas grandes, siempre y
cuando la fraccién de llenado sea pequena. Creemos que esto puede ser hasta
fracciones de llenado de 0.1.

Podemos decir, que las férmulas para la reflectancia en la aproximacién de
campo efectivo, que se obtuvieron en este trabajo, tienen relevancia, ya que
se basan en la manera correcta de promediar la primera ecuacién de Foldy-
Lax [Foldy], por lo que las expresiones que se encuentran deben ser correctas
para particulas grandes, con la restriccién, de que valga la aproximacion de
campo efectivo.
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Apéndice A

Funcién de Green para el
semiespacio

A.1. Definicion de la funcion de Green en el
semiespacio

La siguiente deduccién de la funcién de Green para el semiespacio esta basa-
da en los articulos [Ismo,l1],[Ismo,2],[Ismo,3]. El tensor de Green para el
semiespacio puede ser encontrado directamente de las ecuaciones de Maxwell
con fuentes puntuales. La definicion del tensor de Green es tal que

VxVx QEF)—EGFEF)=ToF—7") (A1)

donde k; es la magnitud del vector de onda dentro del medio, y suponemos
que el dipolo puntual se encuentra dentro de este medio, es decir esta ecuacion
es para z > 0y 2’ >0, para z < 0y 2’ > 0 se tiene que

VxVx QEFY— kG FF) =0, (A.2)

Ademas hay que pedir las condiciones de frontera de continuidad de la
componente paralela del campo eléctrico y magnético.

Puede demostrarse que la fuente puntual en (A.1) puede interprearse
como la densidad de corriente producida por un dipolo puntual. Comenzamos
con las ecuaciones de Maxwell en presencia de un dipolo puntual en un medio
con funciones dieléctricas €y, p41, tomando la transformada de Fourier en el
tiempo

205
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V x E —iwuH =0 (A.3)
- - U . .
V x H+iwe E = iw,ul(g(z — 2 —7/) (A.4)

donde FH’ ,z' son las coordenadas de la densidad de corriente puntual y o
es un vector unitario que indica su direccion. El problema asi planteado es
equivalente al de encontrar la funcién de Green

Ty, = B(ie) (A.5)
G 77y e, = B(7e,) (A.6)
G 77"y e, = B(F.e,) (A7)

donde la segunda variable de E(F; ¥) nos indica que el campo eléctrico es
la solucién a las ecuaciones de Maxwell cuando ¢ = {é,,é,, €.} respectiva-
mente, es decir, si ¥ toma el valor de tres vectores linealmente independientes,
es posible recuperar todas las componentes del tensor de Green, esto es lo
que se hace a continuaciéon. Si tomamos la transformada de Fourier en las
componentes z,y tenemos que

B d L. L
(ik‘| + éz%) X E(kH, z) — iwulHUfH,Z) =0 (A.8)

.7 ~ d st . = = [l . ,
<zk;|| + €za> x H(ky,z) + iwe  E(k), z) = w)mv(i(z —2') (A.9)

donde hemos denotado

I, = e~ Ry (A.10)

factor que resulté de haber tomado la transformada de Fourier en las coorde-
nadas z,y y donde ahora los campos estan dados en una representacion mixta
es decir E (EH, z), H (EH, z) y se omite la dependencia explicita para tener una
notacién compacta. Tomando el producto vectorial é,x a la ecuacién (A.8)
simplificando y haciendo uso repetidamente de la identidad

-

ax (bxd&) = (@ ab—(a-b)e (A11)

se encuentra que
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E_:\,| = iEzEH — iw,uléz X ]'_j” (A.12)

donde E] es la derivada respecto de z de la componente paralela del campo

eléctrico. Ahora si tomamos el producto escalar é,-, a la ecuacién (A.9) y
simplificamos encontramos que

7 - — I
iE, = —Fk-(é, x H —¢&,-00(z — 72 A.13
e, - (& Hy) + 25 (2 = 2) (A13)
sustituyendo este resultado en la ecuacién anterior se tiene que la derivada
respecto a z de la componente paralela del campo vale

— ) - — _[ =
|’| __ v (k%ﬁ — k\\k\\) . (éz X H\\) + #éz : ’175(2 — Z/)kH (A-14)
1

weq

<
donde I = é,é, + ¢,é,. Un procedimiento analogo solo que ahora tomando
é.x a la ecuacién (A.9), y é,- a la ecuacién (A.8), y encontrando la compo-
nente paralela del campo H se tiene que

= 1

/ pr—
1= o

(k%<[—||> — EHEH> . éz X El\ — éz X 17(5(2 — Z/). (A.15)

Wiy

Si ahora tomamos la derivada respecto a z de la ecuacién (A.14) y susti-
tuimos la ecuacién (A.15), se tiene que

_’”__L‘ 2<—>__,_, " L QH__,_, I .
EH = wer <]€1 ]H k\\ku) e, X <w1u1 (k‘l IH k?Hk?H) €, X E|| (A16)
A, T(z—2)) + i(éz 98 (2 — )k (A.17)
Wity ik?

de esta ecuacion se puede separar en dos términos, uno que contienen deltas
de Dirac y otro que no, es decir

E||H = 671 + 62

donde los términos correspondientes a las fuentes se pueden escribir como
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I

— < P N / [ e N =\ ¢/ !/
Cr=2 (krf Iy — k’nk‘H) (00(z = ) + gky(e. D) (2~ 7)) (A18)

1
donde se uso el hecho que é. x (€, x ) = (€,-v)é, — Uy después que k-é, = 0,

H —
I -e,=0.Y el término C como
1

- — oo R PN . A .

1

- oS YERN - L ) . S
C2=13 (kf Iy — ku’fu) : (—kf I+ (ky x é2) (R x ez)> - Ej = —k.°E),
1
(A.20)

donde ky,* = k? — k? kﬁ = k2 4k, ki = w?e 1 y ademas se utilizaron las

I’

identidades EII X €, = ky€; — kg€, que a su vez implica que
- k2 —k,k — oo
(R x &) (k) x &) = ( ok, R ! ) = ki L — kyky. (A.21)

Por lo que la ecuacion para la componente paralela del campo eléctrico
Ej en z > 0, en un medio que tiene un dipolo eléctrico, se escribe como

E' + K Ey = as(z — ) + b3/ (z = 2) (A.22)
donde ) Lo )
=" (kl Iy — /’f||/f||) -0 (A.23)
b= igu(éz - U) (A.24)
ik?

donde k; = | /k{ — ki, ki = werpn y ki = K3 + K.

A.2. Condiciones de frontera

En esta seccién se imponen condiciones de frontera, para lo cual deno-
taremos como FEjjy la componente paralela del campo eléctrico definido para
z < 0.
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Para z < 0, un procedimento anédlogo al de la seccién anterior muestra que
la componente paralela del campo eléctrico para z < 0, satisface la ecuacion
sin fuentes

Ef(z) + k¥ Ejo(z) = 0 (A.25)

y donde k2 =, /kZ — kﬁ y por conveniencia definiremos las matrices de ad-

mitancia como

1 oo .

?0 = wluoko (k‘g I|| — kaH) X €, (A26)
1 P = .

?1 = wﬂlki (k‘l IH — k‘||k‘||> X €. (A.27)

La solucién para la ecuacién (A.25) para z < 0 serdn de la forma

Ejo(2) = o™ + éo_e "2 (A.28)
Hio(z) = Vo ose®® = Vo e e~ (A.29)

donde definimos ?0 una matriz cuadrada de dimension 2 x 2 que relaciona el
campo eléctrico y el campo magnético para z < 0 dada por la ecuacién (A.26),
€)j0+, €|j0— son vectores constantes que se determinaran por las condiciones de
frontera.

La solucién de (A.22) para 0 < z < 2’ se propone de la forma

E||1(Z) = é||1+€ikiz + é|‘1,€_ikiz (A.30)

Hip(2) = Vi épuee™ = Y1 gpoe (A.31)

donde definimos ?1 una matriz cuadrada de dimensién 2 x 2 que relaciona
el campo magnético y el campo eléctrico en z > 0 (A.27), €14, €1 son
vectores constantes por determinar mediante las condiciones de frontera y

k; = \/ki — ki Para z > 2’
E||2(Z) = é||2+€iki(zle) (A.32)

donde €24 es un vector constante por determinar. Las condiciones de frontera
se pueden escribir como
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Ejp(0%) = Ejp(07) = 0 (A.33)
Hjs(0%) = Hyo(07) = 0 (A.34)
y el hecho de tener fuentes en z = 2/, la ecuacién(A.22) implica que
(")~ B2 ) = d (A.35)
Ep(z'") —Ep(z") =0b. (A.36)

Este sistema de ecuaciones se puede resolver como sigue, en z = 0

€llo+ + €ljo— = €jj1+ + €)1— (A.37)
Yo @jos — o) = Y1+ (e — ) (A.38)

de donde despejando €jjp— de la primera ecuacion y sustituyendo en siguiente
esta 1ltima ecuacién se puede escribir como

(Vi+ Vo) e+ (VoY1) e =2Y0 e (A.39)

En z = 2/ tenemos que

. , a

é||2+ o (é||1+€zkiz/ . él‘l_e—zkiz/) - — (A40)
1k}

8o — (Eue™ + Guoe™) = b, (AA1)

Si restamos (A.40) y (A.41) se encuentra que

A 1/ @ 2\ g
€h- = 5 (ﬁ — b) (& ke <A42)

y sustituyendo este resultado en (A.39) se tiene que

— 1 a - 1
éHl—i- = ? . éHo+ + R - 5 (ZZI — b) ezkzz . (A43)

Si sumamos (A.40) y (A.41) encontramos que

~ ~ i lzl 1 (_i g
€2+ = €|j1+€ ks + 5 (lk;l + b) (A44)
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donde las matrices ?, ? estan dadas en términos de las matrices de impedan-
cia por
~1
T —9 (Vl n 70> Y, (A.45)
YARN -1
R = (Vl + ?0) (Vl - ?0> (A.46)

por lo que el campo reflejado vale

ejo- = —(I) =T - eyos + (T) + R)- % <il - E) G (A7)
k!

En el problema que consideramos, solo nos interesa la solucién debida al
dipolo puntual, por lo que tomaremos €04 = 0 (no existe una onda incidente
u otra fuente externa), con esto tenemos que la solucién a este problema se
escribe como

éo- = (T, + B) - % (% - 5) eihz? (A.48)
b = % (“‘Zl _ 6’) ikl (A.49)
és = R - % (% - E) it (A.50)
éos = R - % (% - 5) el % (% + 5) (A.51)
por lo que la solucién para z < 0 sera
o=+ B (k - 5) (A.52)

Las soluciones para la componente paralela del campo eléctrico E) en
0<z<Z yz> 2 sepueden escribir como una sola para z > 0 como

nl _ 1 a 7\ ikl|z—2'| o 1 a 7\ ikl(z42")
EH(Z) = 5 (Zk?; ﬂ:b) e + R 5 (Zk; b) e (A53)
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donde se toma el signo positivo si z > 2’ y negativo el otro caso. Para calcular
la componente z del campo eléctrico, utilizamos la ecuacién (A.13), por lo
que para z < 0 las fuentes se toman cero y se puede escribir como

1

WEQ

EZ(Z) = EH . éz X ﬁ“o (A54)

donde utilizando la definicién de matriz de impedancia se puede escribir para
z < 0 como

1 - .
B (2) = ——K - (6. x Yoo )e k% (A.55)
Wen
y se puede demostrar que
T 1 .
y por lo tanto para z < 0 el campo vale
7. A —ik%z
EZ(Z) = Ek‘u * €ll0-€ kz . (A57)

z

De igual manera para z > 0 en ese caso hay que incluir el término de las
fuentes, pero el término sin fuente se escribe para 0 < z < 2’ como

1 - ~ i 1Z 1 - ~ —3 12’
EZ(Z) = —ﬁkju " €|1+€ kz + Ekj” " €n-€ k (A.58)
y para z > 2z’
1o e
EZ(Z) = _Fku €l|2+€ s ). (A.59)

Sustituyendo los resultados encontrados en (A.51) finalmente se encuentra
que para z < 0

E.(2) = —k - (I + R) = [ —= — b e ik (A.60)
Y 2 \ik!
Las soluciones para la componente z del campo eléctrico para 0 < z < 2/

y z > 2’ se pueden escribir como una sola para z > 0 como

15 < 1 a S\ ,
EZ(Z) = ——k‘H . R . 5 (Z];Ll — b) 6Zk;(z+z) (A61)
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1. 1 w1
:Fﬁk\l (@k:l i—b) ka2 _ k2]lez 6(z — 2') (A.62)

donde el primer signo corresponde al caso en que z > 2’ y el segundo al caso
z < 2. El vector (Ucil + [;) estd dado por (A.23), (A.24) y se puede escribir

en forma matricial como

1/a - il - o -
(L 1p [k Iy — Ry ¥ kiRye | - @ A.63
2(“{; > ShiggE Lo I ki F keyls] -0 (A.G3)

A partir de (A.52),(A.53), (A.60), (A.62), es posible recuperar la expresién
para la funcién de Green definida para z > 0, que serd requerida para plantear
el problema de reflexién de un sistema coloidal, donde las particulas estén
inmersas en una matriz.

A.3. Formula final

Ahora estamos en posicién de recuperar la funcion de Green para el
semiespacio. El campo eléctrico para z > 0 estd dado por (A.62), (A.53)
y se puede escribir como

~ 1 1/a - 1, 1
E(z) = (? T k162k|> < + b) thele=2] _ k2Ilezez 00(z—2") (A.64)

1. - 1 N
+ (f - —ézlq) R 3 (,a b) etk (++2) (A.65)

- — 1. - — =N\ 1 a - . L
E(z) = (IH + —ézku) : (IH + R> 5 (.i - b) ek (A 66)

1/a - il . Lo
2 (ﬁ + b) klk [k Ly = kyky F k;kuez] " U (A.67)

y ademas después de un poco de algebra
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i[l < 1 Lo < RN -
—2/61]{?12 <I F Fezlﬂ) . </€% IH — k‘HkH F k;knez) (A.68)
il < 1- -
= 2L < I — k_%kiki> (A.69)

donde ‘T = 6,6, + 6,6, + 66, y by = by £ ke, y | = kots + kyéy, y
la matriz ? estd definida por (A.46) y es calculada explicitamente en el
apéndice (A), ver (A.117). Con este resultado y utilizando (A.5), (A.6),(A.7)
que relacionan la funciéon de Green con el campo eléctrico producido por un
dipolo eléctrico en 3 distintas polarizaciones, se tiene que los primeros dos
términos del campo eléctrico (A.64 ), dan la funcién de Green para z > 0y
son iguales a la funcién de Green del espacio libre con magnitud de vector
de onda k, el tercer término (A.65) es interpretado como el campo eléctrico
debido al dipolo imagen.

Por lo tanto hemos encontrado una representacion mixta de la funcion de
Green para el semiespacio con z > (0 como

ﬁHSU;H,Z,?:h/,Z/) = ﬁl(gn,z,ﬁ(,z’) (A.70)

e T ey 1
Ty TR

y para z < 0 como

ézE) . ? . (k’%]ﬁ‘) — EHEH + k;/;“éz> eikz(z+2") (A.71)

@ sk, 27/, 2) (A.72)

ie T ) & s R
:W <] +Eezk|)'<l| + R>'<k%]|\ —/fH/{?H—f-l{?;/{:HGZ)@ k) 24k}
Z (A.73)

o bién utilizando una notacion compacta tendremos que para z > 0

— — <— ) kR ’
ﬁHS(kH?Zaﬁ(?Z,) = ﬁl(’ﬂ\v Z»ﬁ\lazl) + R‘—;_Qlkle BT elki(zﬂ) (A74)

y para z < 0
7. So b ik —ikQz+iklz’
ﬁHS(kH?ZaF\(?Z,) = RI_2]{716 il e kaatik; (A75)

z
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donde hemos definido

— 1 (& 1, - — e =
Ri=— ([| — Fezkl) - R - <k% Iy — Kk —l—k;k‘uez) (A.76)

z

— 1 [ 1 > & = < oo -
R == <f| + @ézk’) (T +R) (KT - RyRy + RRe:) - (A7)
1 z

<
donde la matriz R estd definida por (A.46) y calculada explicitamente en el
apéndice (A) ecuacién (A.117). Por lo que finalmente podemos enunciar el
resultado de la funcién de Green del semiespacio como un resultado

Resultado 29 La funcion de Green para el semiespacio con numero de onda
ki, en una representacion espacial, se puede escribir para z > 0 como:

G us(7") = G (77 (A78)

1 <= e ) i_‘ (7 =7 ikl(z42!
+W/ Pl R (Ry) g™ 0 e (A.79)

y para z < 0 como

1 S o R R gl
sl i) = /R Py R 7 (Ry) g™ 008k (Ag0)

(27)? 2k1 ’
donde .
k” =kyé, + /Cyéy (A.81)
K=k -k — k) (A.82)
K= k8 — k7 — k. (A.83)

El término ﬁl es el término de la funcion de Green del espacio libre
cuando el medio es tal que el nimero de propagacion en ese medio vale k? =
w?eipy y su forma explicita es

@) (A.84)
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donde .

ky = k—l(kxéx + kyéy + k6. (A.86)
si z— 2 >0y ademds

~ 1

k- = k—l(kxéx + kyé, — k.é,) (A.87)

siz— 2 <0.
Reemplazando ki por kg se tiene la representacion de la funcion de Green
en el espacio libre (sin condiciones de frontera) y en el vacio.

Comentario

La funcién de Green del semiespacio, es importante si uno quiere plantear
problemas de dispersion de la luz por inclusiones, cuando estas inclusiones se
encuentran inmersas en un semiespacio de matriz con permitividad eléctrica
€1 y permeabilidad magnética p1, en este caso existen términos de radiacion
debidos a las asi llamadas corrientes imagenes.

A.4. Calculo de la matriz R

En esta seccién completaremos el calculo de la seccién anterior, al dar una
expresion explicita para la matriz ?, dada en términos de las matrices de
impedancia %1, o- Por el hecho que E_j”, FIH son las componentes paralelas
del campo eléctrico y magnético y su derivada respecto de z da un factor de
ik siz <06 ikl siz>0,esto debido al hecho que la solucién es de la forma
ek v si consideramos que z # 2', entonces la ecuacién (A.15) sin fuentes
se pueden reescribir en forma matricial y es tal que

l

T g Y s =
H|| = o <k1 IH k‘Hk‘H> e, X EH' (A.88)

Recordemos que las matrices de impedancia dadas por (A.26),(A.27) son

1 = .

?0 = wluokg (kZO I|| — kaH) X €, (A89)
1 — oo .

Y= — BT — Ryl < e (A.90)

whirk}
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si las sumamos entonces

(?ojuvl):é[( ko, K )?xéz—( 1

217

—

Ly .
+ m) Fii (A ez)]

pok?  pakl pok?
(A.91)
y si definimos
k2 k2
Ay =2 . A.92
’ (uokS i m@) (882
1 1
B, = A.93
! (Mokg " ,Ulk;) ( )
entonces
1 — o o
(?0 + ?1) = a |:A+ IH X €, — B+k||(k|| X 6Z)] , (A94)
donde usando el hecho que EII X €, = kyéy — kg€, implica que
- - kuk, —k? >
ky x é,)k = Y z A.95
(K <€)k ( K2 —kk, (A.95)
y el hecho que
«— . (0 -1
IH X e, = ( 1 0 ) (A96)
encontramos que
1 —Bikyk, —A;+ Bik2
Y1+ Y = ¥ ( P4 TI (A.97)
y su inversa
1 w B kK, Ay — B k?
(Y1+ Yot = LB ( B Uk ) (A9
Ahora definimos
k2 k2
A= —+— -2 A.
(Hlki Mok’g) (4.99)
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B_:( L1 ) (A.100)

pakl  pok?

(V.- Yo = i (AT x e — BUE (B x )] (A.101)
T Po- (P A1ER) o

y el producto de (A.98) por (A.102) obteniendose

. 2
_ 1 )( Bik.k, A, B+kx) (A.103)

A+(A+ - B+kﬁ _A+ + B+k§ _B+kxky

— _ 2
( B_kyk, A_+B_k:x) (A104)

A_—B_k?  B_k.k,

simplificando el término de la matriz se escribe como

A A — A, Bk~ B A_k2 A B_ — A B, )k.k
y z v (A.105)

(AyB- — A_Bykk,  AyA-— A B k2 — By AR

que a su vez se puede escribir como

Ad
(A+A_ - B+A_kﬁ> _[”

k2 —k,k
_ _ Y vy

donde utilizando (A.21) concluimos que

— A (AB.—ABy), . oo
= — 1) — ki Iy — kyk A.107
R A+ I A+(A+ _ B+k’ﬁ) ( [ I ||) ( )

& A —-Bkies (A,B.—A_B.)- -
R = T + ki A.108
1Bk A A By 1M ( )

De las definiciones de A, , A_ y utilizando el hecho que k° = k2 — kﬁ,

kP = k2 — kit y simplificando se tiene que

1 0
A, — Biki = (k— + k—) (A.109)

H1 Mo
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kLR
A~ Bk = (Z - %> (A.110)

y ademds utilizando k2 = w?egpg, kI = w?eipy se tiene que

A_ . Elkg - Eok;

—_— = A111
A+ Elkg _I_ Eok; ( )
de donde el primer término serd por lo tanto
2
A= Bk okl — ks (A.112)
Ay - B+k7ﬁ pok? + punk? ‘
y el segundo
B.—-4B

Ay — B+kﬁ (11 k2 + piokl) (e1k? + €okl)

Si definimos las amplitudes de reflexién del medio (1) al medio (0) como

k‘l _ 'ulk()
T8 (ky) = Bz A114
RlO ( ||> Moki+ﬁb1k2 ( )

60]{3; - 61]€2

RIM(f) = —2 "= A.115
10 ( H) 60@4—61]{;2 ( )
se puede verificar que
RIF 4 RIM = — 2ot — per) k2 (A.116)
10 10 (uakQ + piok2) (erk? + eokl) !
por lo que
> > 1- -
R (k) = Rig (ky) Iy — (Rig (ky) + Rig" (k) k- (A.117)

ki

Con esto se termina el calculo de la matriz R
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Apéndice B

Modos longitudinales en un
plasma

Esta seccion tiene como propésito ilustrar la aparicién de modos longitu-
dinales en un sistema relativamente simple, que serd un gas de electrones sin
interacciones (plasma), tal como se expone en [Bredov, pg.390].

Definimos la funcién de distribucién de nimero de particulas ( en este caso
electrones ) f(7,p) talque f(7, p)d®r d*p representa el niimero de particulas en
una diferencial de volumen y momento lineal dr, d*p con posicién y momento
lineal 7'y p'respectivamente. Al aplicar la ecuacion de transporte de Boltzman
sin el término de colisiones, se tiene que cumplir que

8—f+ﬁ~a—{+ﬁ~g:o (B.1)

donde hemos denotado

of of. _of. of.
oF o " oy T a2 (B-2)

Ademads supondremos que f(7,p) = fo(p) + 6 f(t,7,p) donde fo(p) es la
funcién de distribucién de ntimero de particulas en equilibrio termodinami-
co (estacionaria, isotrépica y homogenea), y df las fluctuaciones de dicha
distribucién debida a un campo eléctrico E(F, t).

De la expresion para fuerza de Lorentz del campo electromagnético sobre
una carga eléctrica —e encontramos que

F=—e (E+17>< é) (B.3)
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donde supondremos que E es proporcional a e*" ! Por lo tanto las fluc-
tuaciones satisfacen la ecuacion

85f(t7 F’@ = aéf(tafam _ afO
T op

Para una funcién f; tal como se supone (estacionaria, isotrépica y homo-
. dfo . ., . -
genea), se tiene que o debe ser tal que su direccién es proporcional a mv y

(E+6x§)- (B.4)

por lo tanto el producto escalar con v x B es cero. Ahora, si suponemos que
§f(t,7,p) = 0 f(p)e* ™! entonces

57 =
i(k-v—w) Op

En un plasma en equilibrio, las cargas negativas son equilibradas exac-
tamente por la carga de los iones positivos fijos en una red cristalina, y la
corriente total es cero, puesto que el plasma es isotropico. Por lo tanto la
densidad de carga y corriente del plasma perturbado por el campo eléctrico
son respectivamente

(B.5)

p=—e /]RB 5f(p*)d3p€ik~7_’—iwt (B6)
J = —e/R3 ﬁéf(ﬁ’)d?’pei’;"?_w (B.7)
y por lo tanto
J = —62/ A;a—fﬂdzsp L Bkt (B.8)
s i(k -0 —w) OD

Esta corriente se puede acoplar al campo electromagnético inducido por
dichas corrientes en un medio que tomaremos con una constante de propa-
gacion efectiva k, en lugar de una constante de propagacién del vacio ko,
debida a que dichas cargas deben encontrarse en una red cristalina de iones
positivos. Para buscar los modos electromagnéticos que pueden propagarse
en dicho plasma, supondremos que el campo eléctrico se puede escribir de la
forma E (7 t) = Eeik'ﬁ‘i”t, siendo E un vector constante en este caso, por lo
que encontramos que se debe cumplir la siguiente relacién de consistencia

Fox B B — K2E = —itwpioe? / v e, B (BY)
rs (k-7 —w) Op
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donde p = mu. Esta ecuacién es de hecho la relacién de dispersion para
los modos electromagnéticos en dicho medio. Se puede demostrar que es-
ta relacion de dispersion presenta tanto modos longitudinales como modos
transversales, por lo que hemos dado un ejemplo concreto donde aparecen
modos longitudinales, de hecho resultara ser una relacién de dispersién no
local, en el sentido utilizado en la tesis. Para ser mas especificos, aun tenemos
que dar la funcién de distribucién en equilibrio fj.
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Apéndice C
Relaciones vectoriales utiles

En este apéndice damos la expresién de algunos vectores con relacién a
~ f 3
la base {é,, k, k'}.
Si usamos una base de dimensiéon dos en el plano de incidencia, tal que se
toma el eje z normal a la interfaz plana, y el eje y paralelo a kh entonces un

vector artitrario en el plano de incidencia se escribiria como aéﬁ—bk:"'| = (a,b).
En esta base se tiene que

7. Lo

k :k_o(kz’ ||) (C-l)
7 1 i o7

kl:k_o(_ Ik z) (C'2)
7. 1 i 7.

k :k:_o(_kz’ ||) (C.3)
7.r 1 i1

]ﬁ:—k—o( k) (C4)
i L

b = o L) (C.5)
1.f 1 i p.f

ki = k:_f(_ Hvkz) (C.6)

Usando esta base y proyectando apropiadamente tenemos que
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1 A N
é. = —(—kjk] + kIK)

ky

~. 1 . A . A

k= (ki (k] — kDR + (k{7 + kKA
Kok f

ko= (ki + kKR + ki (KL — kDR
Kok f

ky = —— [k (kS + KDEL + (k) — kKR
Kok s

T 1 i2 i mr 7

k' (k)" — KRR — ki (k2 + kLK

~ koks

(C.10)

(C.11)

(C.12)
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