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Facultad de Ciencias
Matemáticas
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Prefacio

Un continuo es un espacio métrico distinto del vaćıo, compacto y conexo.
Dados un continuo X y un entero positivo n, se pueden considerar los si-
guientes hiperespacios de X:

2X = {A ⊂ X | A es distinto del vaćıo y cerrado en X} ,

Fn(X) =
{
A ∈ 2X | A es no vaćıo y tiene a lo más n elementos

}
,

Estos espacios se dotan de la métrica de Hausdorff H, que los hace a
su vez continuos, como está demostrado en [9, Teoremas 3.4 y 3.5] y [7,
Lema 2.3, Teorema 2.4].

Al hiperespacio Fn(X) se le conoce por el producto simétrico de n copias
de X. El hiperespacio F1(X) es una copia isométrica de X que está encajada
en los hiperespacios considerados arriba.

Un subconjunto cerrado A de X es un conjunto Z del espacio métrico
(X, d) si para cada ε > 0 existe una función continua fε : X → X \ A, con
X \A considerado como subespacio métrico de (X, d), tal que d(x, fε(x)) < ε
para cada x en X. Originalmente, Anderson definió en [2, Sección 2] lo que
se conoce en la literatura como “Propiedad Z” para los subconjuntos de
espacios métricos, de donde surge la noción actual de conjunto Z.

Algunos ejemplos de conjuntos Z son las fronteras ∂[−1, 1]n como sub-
conjuntos de [−1, 1]n para cada n en N, considerando la métrica usual de
[−1, 1]. Esto se ve a través de las funciones de Rn en śı mismo con regla de
correspondencia dada por x 7→ (1 − ε

2) · x, ya que éstas inducen funciones
continuas de [−1, 1]n en [−1, 1]n \ ∂[−1, 1]n con ‖x − (1 − ε

2) · x‖ < ε para
todos los x en [−1, 1]n. Por otro lado, de la Proposición 1.5.5 de este trabajo
se sigue que ningún elemento de [−1, 1]n \ ∂[−1, 1]n puede ser un elemento
de algún conjunto Z en [−1, 1]n, y por lo tanto, cualquier conjunto Z en
[−1, 1]n debe estar contenido en ∂[−1, 1]n.

Otra familia de ejemplos están dados en los conos CX sobre un espa-
cio compacto y métrico X. Considérese a CX como el espacio cociente de
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X × [0, 1] que colapsa X ×{0} en un punto. En este caso, la continuidad de
las funciones de la forma [x, t] 7→ [x, (1 − ε) · t] implica que el conjunto de
clases de equivalencia que están contenidas en X ×{1} es un conjunto Z en
CX.

El estudio de los conjuntos Z se vio alentado por la caracterización del
cubo de Hilbert dada por Toruńzcyk [9, Teorema 9.3], y de estos estudios
han surgido preguntas como: ¿para qué continuos X se tiene que F1(X)
es un conjunto Z en C(X)? ¿Y en 2X? [9, Pregunta 83.10]. Éstas fueron
consideradas en [10, Sección 4] y [11, Sección 3], donde se da un buen número
de ejemplos y resultados. En el presente trabajo se considera la siguiente
pregunta:

Pregunta 1. ¿Para qué continuos X se tiene que F1(X) es un conjunto Z
en Fn(X)?

Como un primer acercamiento a este problema, se agrega la condición a
X de ser una gráfica finita y conexa, aunque en el desarrollo del trabajo se
muestra que los resultados mostrados para esta familia de gráficas se puede
extender a la clase de las gráficas finitas e, incluso, a una clase más grande de
continuos. Cabe resaltar que la definición de Métrica Esférica, el modelo de
F2(Γ3) dado en la Sección 2.4 y las proposiciones 1.1.28, 1.5.3, 1.5.5, 2.5.1,
3.3.2, 3.4.1, 3.4.3, 4.2.3 y 4.0.2, que son conceptos y resultados centrales de
esta tesis, son originales.

En el primer caṕıtulo de este trabajo se cubren definiciones y resultados
de Topoloǵıa, se da una revisión a algunos conceptos básicos de continuos
e hiperespacios y de conjuntos Z, se dan ejemplos significativos para el
desarrollo del trabajo y se demuestra la Proposición 1.5.5, que es el resultado
principal de la tesis.

En los caṕıtulos segundo y tercero se hace un estudio completo para
el caso n = 2, se da una caracterización completa de las gráficas finitas y
conexas X que cumplen que F1(X) es un conjunto Z en F2(X), haciendo
énfasis en el segundo caṕıtulo sobre el triodo y ocupándose en el tercer
caṕıtulo de las gráficas que tienen al triodo como subgráfica.

En el cuarto y último caṕıtulo se da una caracterización completa de los
enteros positivos n para los que F1(I) es un conjunto Z en Fn(I), donde I es
el arco [0, 1]. Esta caracterización permite reducir el estudio de la Pregunta 1
a las n que son pares.

Se considera que el lector tiene conocimientos equivalentes a los temas
de un curso de Topoloǵıa como se imparte en la Facultad de Ciencias de
la UNAM, aśı como nociones de Análisis Matemático y Teoŕıa de Gráfi-
cas. Estos requisitos son suficientes para entender todas las proposiciones y
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definiciones expuestas, a excepción de la Proposición 1.2.18, para la que se
requiere conocer algunos resultados de Homoloǵıa Singular que se pueden
encontrar en [12, Caṕıtulos VII y VIII].

Esta tesis da una respuesta parcial a la Pregunta 1 cuando ésta se res-
tringe a la clase de las gráficas finitas y conexas y a los continuos que tienen
arcos o eneodos libres. Sin embargo, surgen nuevas preguntas a partir de los
resultados obtenidos, por ejemplo las siguientes:

Pregunta 2. ¿Para qué n ≥ 2, con n par, se tiene que F1(Γ3) es un conjunto
Z en Fn(Γ3)?

Pregunta 3. ¿Es F1(S1) un conjunto Z en Fn(S1) si F1(I) es un conjunto
Z en Fn(I)?

Las técnicas desarrolladas en esta tesis parecen proveer un camino de
investigación sobre estas preguntas, en especial, si la definición de las fun-
ciones Hn de la Sección 3.2 se pudiera extender a productos simétricos de
dimensión mayor que 2, y si la respuesta a la Pregunta 2 fuera “para ningu-
na”, a través de la Proposición 3.4.1 se podŕıa extender la Proposición 3.4.3
a n ≥ 2. Sin embargo, la dificultad para construir modelos para los produc-
tos simétricos de dimensión mayor que 3 representa un obstáculo que aún
debe ser resuelto.

El trabajo de Borsuk en [3] y de Bott en [5] para construir un modelo para
F3(S1) como cociente de cilindros aún puede proveer información importante
para la investigación en la Pregunta 3, aunque la historia de estos art́ıculos
es un recordatorio sobre lo delicado que es tratar con este tipo de espacios,
ya que Borsuk tomó a F3(S1) por S1 × S2 y Bott lo corrigió poco después
al mostrar que en realidad, F3(S1) es homeomorfo a S3.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se desarrollan conceptos esenciales de Topoloǵıa, se da una
revisión superficial de Teoŕıa de Homotoṕıa y de Hiperespacios de Conti-
nuos, se define el concepto de conjunto Z y se prueban proposiciones que se
utilizarán a lo largo del presente trabajo.

1.1. Conceptos básicos de Topoloǵıa

En esta sección se tratan resultados sobre espacios métricos y topológicos
que pueden no estar contenidos en un primer curso de Topoloǵıa. También
se profundiza en el concepto de Cono sobre un espacio topológico.

Ejemplo 1.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X
distinto del vaćıo. Considérese la función d( , A) : X → R dada por

d(x,A) = ı́nf{d(x, a)}a∈A.

Como la distancia entre cualesquiera dos puntos de X es mayor o igual a 0,
el conjunto {d(x, a)}a∈A es distinto del vaćıo y está acotado inferiormente
por 0, lo que garantiza la existencia de ı́nf{d(x, a)}a∈A y muestra que d( , A)
está bien definida.

Ahora bien, si d(x, y) < ε
2 , por la desigualdad del triángulo se cumple

que para cada z en A

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) <
ε

2
+ d(y, z).

Tomando el ı́nfimo sobre A en ambos extremos de la desigualdad se obtiene
que d(x,A) ≤ ε

2 +d(y,A) y, por lo tanto, d(x,A)−d(y,A) < ε. Siguiendo un
proceso análogo se ve que d(y,A)− d(x,A) < ε y de estas dos desigualdades
se sigue |d(x,A)− d(y,A)| < ε, que implica la continuidad de d( , A).

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.1.2. Sean A y B subconjuntos de los espacios topológicos X
y Y respectivamente, y f : X → Y una función tal, que f(A) está contenido
en B. Se define la restricción en dominio y contradominio de f a A y B
como la función f̂ : A→ B que tiene la misma regla de correspondencia que
f .

Si f es continua y se considera a A y B con sus respectivas topoloǵıas
del subespacio, entonces f̂ es continua, ya que si B ∩ U es un abierto de
B con U abierto en Y , f̂−1(B ∩ U) = i−1(f−1(U)), donde i es la inclusión
de A en X. Este conjunto es abierto porque tanto i como f son funciones
continuas.

Proposición 1.1.3. Sean C1, . . . , Cm subconjuntos cerrados de X tales que⋃m
i=1Ci = X, y {fi : Ci → Y }mi=1 una familia de funciones continuas. Si

fi|Ci∩Cj = fj |Ci∩Cj para cualesquiera i y j en {1, . . . ,m}, entonces existe

una función continua f : X → Y tal que f|Ci = fi para cada i en {1, . . . ,m}.

Demostración. Todo x en X está en Ci para alguna i, por lo que f : X → Y
dada por

f(x) = fi(x)

es una función bien definida ya que para cada x en Ci ∩ Cj se cumple que
fi(x) = fj(x), por lo que f le asigna un único elemento en Y , y por la
definición de f se ve que f|Ci = fi.

Por otro lado, para cada C cerrado en Y la continuidad de fi implica
que f−1

i (C) es un cerrado en Ci y, por lo tanto, en X. De esto se sigue que
f−1(C) =

⋃m
i=1 f

−1
i (C) es un cerrado en X por ser unión finita de cerrados,

lo que muestra que f es continua.

Definición 1.1.4. Sean d1 y d2 dos métricas para un conjunto X. Se dice
que d1 y d2 son equivalentes si la función f : (X, d1) → (X, d2) dada por
f(x) = x es un homeomorfismo.

Es claro que las métricas d1 y d2 son equivalentes si y sólo si para cada
ε > 0 y cada x en X existe δ1(x) > 0 tal que Bd2

δ1(x)(x) ⊂ Bd1
ε (x) y existe

δ2(x) > 0 tal que Bd1
δ2(x)(x) ⊂ Bd2

ε (x).

Ejemplo 1.1.5. Si (X, d) es un espacio métrico, la función d′ : X×X → R
dada por

d′(x, y) = mı́n {d(x, y), 1}

es una métrica equivalente a d en X. Esto es porque
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d′ es no negativa;

d′(x, y) = 0 si y sólo si d(x, y) = 0 y esto se cumple si y sólo si x = y;

d′ es simétrica;

la desigualdad del triángulo para d′ es consecuencia de la desigualdad
del triángulo para d, ya que

d′(x, z) ≤ mı́n {d(x, z), 1} .

Si alguno de d(x, y) y d(y, z) es mayor o igual que 1, entonces uno
entre d′(x, y) y d′(y, z) es 1, y se preserva la desigualdad del triángulo.

Si tanto d(x, y) como d(y, z) son menores que 1, d(x, y) = d′(x, y) y
d(y, z) = d′(y, z), por lo que

d′(x, y) + d′(y, z) ≥ d(x, z) ≥ d′(x, z);

para cada ε > 0 se tiene Bd
ε (x) ⊂ Bd′

ε (x) y Bd′
δ (x) ⊂ Bd

ε (x), donde
δ = mı́n

{
1
2 , ε
}

, para cada x en X.

Proposición 1.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, (Y, ρ) métri-
co y f : (X, d)→ (Y, ρ) una función continua, entonces f es uniformemente
continua.

Demostración. Sean ε > 0 y δ(x) > 0 tal que

f
(
Bd
δ(x)(x)

)
⊂ Bρ

ε/2(f(x))

para x en X. La familia
{
Bd
δ(x)/2(x)

}
x∈X

es una cubierta abierta del espacio

compacto X, por lo que existe un conjunto finito de elementos de X dado

por {x1, . . . , xk} tal que
{
Bd
δ(xi)/2

(xi)
}k
i=1

es cubierta abierta de X.

Sea δ = mı́n{δ(xi)/2}ki=1 y tómense puntos y y z tales que d(y, z) < δ.
Si y está en Bδ(xj)/2(xj) se tiene que

d(z, xj) ≤ d(z, y) + d(y, xj) < δ + δ(xj)/2 ≤ δ(xj)

y por la definición de δ(xj), se sigue que

ρ(f(y), f(z)) ≤ ρ(f(y), f(xj)) + ρ(f(xj), f(z)) < ε/2 + ε/2 = ε,

lo que demuestra que f es uniformemente continua.
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Definición 1.1.7. Sea (X, τ) un espacio topológico no vaćıo. Se dice que
X es un continuo si es métrico, compacto y conexo.

Definición 1.1.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un subcon-
junto A de X es acotado si para todo x en X existe ε(x) > 0 tal que A
está contenido en Bε(x)(x).

Proposición 1.1.9. Sea {(Xi, di)}mi=1 una familia de espacios métricos. En-
tonces la topoloǵıa producto en el espacio

∏m
i=1Xi está generada por la métri-

ca d∞ dada por

d∞(x, y) = máx{di(xi, yi)}mi=1

donde xi y yi son las coordenadas iésimas de x y y, respectivamente.

Demostración. La función d∞ es una métrica ya que

es una función no negativa;

d∞(x, y) = 0 si y sólo si máx{di(xi, yi)}mi=1 = 0, lo que es equivalente
a que para cada i, di(xi, yi) = 0;

es simétrica;

cumple la desigualdad del triángulo, ya que si da(xa, za) = d∞(x, z),
como da(xa, ya) ≤ d∞(x, y) y da(ya, za) ≤ d∞(y, z) se tiene que

d∞(x, z) ≤ da(xa, ya) + da(ya, za) ≤ d∞(x, y) + d∞(y, z).

Nótese que para ε > 0 se tiene que Bd∞
ε (x) =

∏m
i=1B

di
ε (xi) porque dado

y en Bd∞
ε (x), se cumple que máx{di(xi, yi)}mi=1 < ε y por lo tanto yi está en

Bdi
ε (xi).

Ahora, si y está en
∏m
i=1B

di
ε (xi) se tiene que di(xi, yi) < ε para cada i,

por lo que máx{di(xi, yi)}mi=1 < ε y entonces, y en Bd∞
ε (x). Esto quiere decir

que las bolas de la métrica d∞ son abiertos de la topoloǵıa producto, por lo
que la topoloǵıa inducida por d∞ está contenida en la topoloǵıa producto.

Sean U un abierto en
∏m
i=1Xi y x = (x1, . . . , xn) un elemento de U .

Por la definición de la topoloǵıa producto, para cada i existe un Ui que
es abierto en Xi tal que x está en

∏m
i=1 Ui que a su vez está contenido en

U . Dado que cada Ui es abierto existe εi > 0 tal que Bdi
εi (xi) ⊂ Ui. Si

ε = mı́n{εi}mi=1, entonces Bdi
ε (xi) está contenido en Ui para cada i y por lo

tanto x ∈
∏m
i=1B

di
ε (xi) = Bd∞

ε (x) ⊂ U , por lo que U es un abierto para
la métrica d∞ y se sigue la proposición.
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Definición 1.1.10. Sean A un conjunto distinto del vaćıo y {(Xα, τα)}α∈A
una familia de espacios topológicos. Se define la unión disjunta de los Xα

como: ⊎
α∈A

Xα =
⋃
α∈A

(Xα × {α}) ,

que se denota por
⊎
Xα cuando no haya confusión sobre el conjunto sobre el

que se toma unión. Para cada β se define la función iβ : Xβ →
⊎
Xα dada

por iβ(x) = (x, β). Sea τ la topoloǵıa de
⊎
Xα generada por los conjuntos

de la forma iβ(Uβ) donde Uβ es abierto en Xβ. Se llama a esta topoloǵıa
la topoloǵıa de la unión disjunta y se define el coproducto de los espacios
(Xα, τα) como el conjunto

⊎
Xα con la topoloǵıa τ .

Proposición 1.1.11. Sean X un espacio topológico, A un conjunto distinto
del vaćıo, {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos y {fα : Xα → X}α∈A
una familia de funciones continuas, entonces existe una única función con-
tinua f :

⊎
Xα → X tal que, para cada β en A, fβ = f ◦ iβ.

Demostración. Sea f :
⊎
Xα → X la función definida por

f(x, β) = fβ(x).

Para cada U abierto en X se tiene que

(x, β) ∈ f−1(U)⇔ f(x, β) ∈ U ⇔ fβ(x) ∈ U ⇔ x ∈ f−1
β (U)⇔

⇔ (x, β) ∈ iβ(f−1
β (U))⇔ (x, β) ∈

⋃
α∈A

iα(f−1
α (U)),

por lo que los conjuntos f−1(U) y
⋃
α∈A iα(f−1

α (U)) coinciden y entonces,
como este último es un abierto por ser cada fα continua, f es continua.

Ahora bien, si g fuera otra función continua tal que fβ = g◦iβ, se tendŕıa
que g(x, β) = fβ(x) para cada β, por lo que g(x, β) = f(x, β) para cada x
en Xβ y cada β, lo que quiere decir que g = f .

Proposición 1.1.12. Sean (X, τ) un espacio topológico, ∼ una relación de
equivalencia sobre X, X/∼ el conjunto de clases de equivalencia de ∼ y

τ∼ =
{
U ∈ P(X/∼) |

⋃
Ues abierto en X

}
,

entonces τ∼ es una topoloǵıa en X/∼.

Demostración. Se tiene que
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⋃
∅ es el vaćıo y

⋃
X/∼ es X y, por lo tanto, ∅ y X/∼ están en τ∼;

si {Uα}α∈A es una familia de elementos de τ∼ y U =
⋃
α∈A Uα, entonces⋃

U =
⋃⋃

α∈A Uα =
⋃
α∈A

⋃
Uα y, dado que

⋃
Uα es abierto en X

para cada α,
⋃
U es un abierto en X y U está en τ∼;

si U y V están en τ∼, entonces
⋃

(U ∩ V ) = (
⋃
U) ∩ (

⋃
V ) porque

cada x en X pertenece a un único elemento de X/∼ y, como (
⋃
U) y

(
⋃
V ) son abiertos en X, sucede que

⋃
(U ∩ V ) es un abierto en X y,

por lo tanto, U ∩ V está en τ∼.

Esto muestra que τ∼ es una topoloǵıa para X/∼.

Definición 1.1.13. Sean (X, τ) un espacio topológico y ∼ una relación
de equivalencia sobre X. Se le llama espacio cociente de X dado por ∼ al
espacio topológico dado por (X/∼, τ∼).

Si f : X → Y es una función entre conjuntos, entonces f define una
relación de equivalencia en X, a la que se denotará ∼f , y que está dada por

a ∼f b si y sólo si f(a) = f(b).

Hay ocasiones en que se requiere “colapsar” un subconjunto A de un
espacio topológico a un solo punto preservando la estructura topológica fuera
de este conjunto. En ese caso se define una relación de equivalencia ∼A dada
por

a ∼A b si y sólo si a = b o a y b pertenecen a A,

y se denota a X/∼A como X/A.

Proposición 1.1.14. Sean (X, τ) un espacio topológico y ∼ una relación
de equivalencia en X. La función π : X → X/∼, que asigna a cada elemento
de X la clase de equivalencia de ∼ a la que pertenece, es continua.

Demostración. Para cada U abierto en X/∼ se tiene que
⋃
U es un abierto

enX y, como π−1(U) está formado por los x tales que su clase de equivalencia
[x] está en U , se sigue que π−1(U) =

⋃
U y, por lo tanto, π es continua.

A la función π de la proposición anterior se le conoce como la función
cociente de X a X/∼.

Proposición 1.1.15. Sea f : X → Y una función continua, entonces existe
una única función continua f : X/∼f→ Y tal que f = f ◦ π, donde π es la
función cociente de X a X/∼f .
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Demostración. Def́ınase f : X/∼f→ Y por

f [x] = f(x).

Esta función está bien definida, ya que todos los elementos de [x] tienen
la misma imagen bajo f , y cumple que f = f ◦ π. De esta relación se
sigue que f es continua, ya que para cada abierto U de Y se tiene que

f−1(U) = π−1(f
−1

(U)), y como f−1(U) es abierto en X por ser f continua,

la definición de la topoloǵıa cociente en X/∼f da que f
−1

(U) es un abierto.

Si g : X/∼f→ Y fuera una función continua tal que f = g ◦ π, entonces
se tendŕıa que g[x] = f(x) = f [x] para cada [x] en X/ ∼f , por lo que g = f ,
mostrando la unicidad de f .

Definición 1.1.16. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva.
Se dice que f es una identificación cuando se cumple que cada subconjunto
U de Y es abierto si y sólo si f−1(U) es abierto en X.

Proposición 1.1.17. Si f : X → Y es una identificación, entonces Y es
homeomorfo a X/∼f .

Demostración. Sea f : X/∼f→ Y como en la Proposición 1.1.15, entonces
f = f ◦ π. Como f es suprayectiva, la función f es suprayectiva, y como
es inyectiva por construcción, es biyectiva y continua. Además, si U es un
abierto en X/∼f , se cumple que f(U) es un abierto en Y , ya que

f−1(f(U)) = (f ◦ π)−1(f(U)) = π−1(f
−1

(f(U))) = π−1(U),

que es abierto en X. De esto se sigue que f es un homeomorfismo.

Proposición 1.1.18. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y
continua y suprayectiva. Si X es compacto y Y es de Hausdorff, entonces f
es una identificación.

Demostración. Todo C ⊂ X cerrado es compacto, por lo que f(C) ⊂ Y es
compacto y, dado que Y es de Hausdorff, cerrado. Entonces, f es cerrada,
suprayectiva y continua. Se sigue que B ⊂ Y es cerrado si y sólo si f−1(B)
es cerrado y, por lo tanto, f es una identificación.

Proposición 1.1.19. Sean f1 : X → Y y f2 : Y → Z identificaciones.
Entonces la función f = f2 ◦ f1 es una identificación de X a Z.
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Demostración. Dado que f1 y f2 son continuas y suprayectivas, f es continua
y suprayectiva. Para ver que f es una identificación se necesita ver que C ⊂ Z
es cerrado si y sólo si f−1(C) es cerrado en X. Pero C es cerrado en Z si
y sólo si f−1

2 (C) es cerrado en Y por ser f2 una identificación, y a su vez,
f−1

2 (C) es cerrado si y sólo si f−1
1 (f−1

2 (C)) = (f2 ◦ f1)−1(C) = f−1(C) es
cerrado en X. Se sigue que f es una identificación.

Lema 1.1.20. Sean X1, Y1, X2 y Y2 espacios topológicos. Si f1 : X1 → Y1

y f2 : X2 → Y2 son identificaciones y g : X1 → X2 es una función continua
tal que f2(g(a)) = f2(g(b)) siempre que f1(a) = f1(b), entonces existe una
única función continua g : Y1 → Y2 tal que g ◦ f1 = f2 ◦ g.

Demostración. Sea y un elemento de Y1. Como f1 es suprayectiva existe un
elemento x en X1 tal que f1(x) = y y se define g : Y1 → Y2 por

g(y) = f2(g(x)),

que está bien definida, ya que para cualesquiera x1 y x2 en X1 tales que
f1(x1) = f1(x2) = z, la hipótesis garantiza que f2(g(x1)) = f2(g(x2)) y
entonces, el elemento g(z) está bien definido.

La función g cumple que g ◦ f1 = f2 ◦ g y, dado U abierto en Y2, debe
suceder que f−1

1 (g1(U)) = g−1(f−1
2 (U)), y este último conjunto es un abierto

por ser f2 y g continuas. Como f1 es una identificación, g1(U) es un abierto
y, por lo tanto, g es continua.

Si g′ : Y1 → Y2 es otra función continua tal que g′ ◦ f1 = f2 ◦ g, para
cada elemento y0 de Y1 debe suceder que g′(y0) = f2(g(x0)), donde x0 es
un elemento de X1 tal que f1(x0) = y0, y entonces g(y0) = g′(y0), lo que
muestra la unicidad de la función g.

A continuación se define el concepto de cono sobre un espacio topológico
y se da un ejemplo de una métrica en el cono para el caso en que el espacio
base es compacto.

Definición 1.1.21. Sea X un espacio topológico. Se define CX, el cono
sobre X, como el espacio cociente de X × [0, 1] que identifica a los puntos
de X × {0}.

Si (x, t) es un elemento de X×I, entonces se denota por [x, t] al elemento
de CX al cual pertenece y se denota por [∗, 0] a la clase de equivalencia cuyos
elementos son las parejas que tienen a 0 en su segunda coordenada.

Nótese que la función cociente de X × [0, 1] en X × [0, 1]/X × {0} es
inyectiva en X × (0, 1].
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En adelante se denota al conjunto [0, 1] por I y por Sn al conjunto{
x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1

}
,

que es la esfera de dimensión n.

Ejemplo 1.1.22. El espacio Bn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} es homeomorfo al
cono sobre Sn−1. Para ver esto, considérese la función f : Sn−1 × I → Bn

dada por

f(s, t) = t · s,

que es continua por ser polinomial. Para cada x en Bn distinto de 0, el
elemento x

‖x‖ está en Sn−1 y ‖x‖ está en I, por lo que ( x
‖x‖ , ‖x‖) está en

Sn−1×I y su imagen bajo f es x. Por otro lado, 0 es la imagen de Sn−1×{0}
bajo f , lo que muestra que f es suprayectiva y, dado que Sn−1×I es compacto
y Bn es de Hausdorff, que es una identificación.

Por la Proposición 1.1.17, Bn es homeomorfo al cociente de Sn−1 × I
inducido por f , que es inyectiva en Sn−1 × (0, 1] e identifica a Sn−1 × {0}
en un punto. De aqúı se sigue que ∼f y ∼Sn−1×{0} coinciden, por lo que
(Sn−1 × I)/∼f es el cono sobre Sn−1, lo que muestra que CSn−1 y Bn son
homeomorfos.

Proposición 1.1.23. Si f : X → Y es una función continua, entonces la
función F : CX → CY definida por

F [x, t] = [f(x), t]

es continua y se le llama la función inducida por f en CX.

Demostración. Considérese la función f × IdI : X × I → Y × I, que es
continua por ser el producto de funciones continuas. Sean (x1, t1) y (x2, t2)
dos elementos de X × I relacionados por ∼X×{0}. Si t1 es distinto de 0, se
tiene que x1 = x2 y t1 = t2, por lo que f × IdI(x1, t1) = f × IdI(x2, t2).

Si t1 = 0, entonces t2 = 0 y, por lo tanto, f × IdI(x1, t1) = (f(x1), 0)
y f × IdI(x2, t2) = (f(x2), 0). En ambos casos se ve que f × IdI(x1, t1) y
f×IdI(x2, t2) están relacionados por ∼Y×{0}. Luego, el Lema 1.1.20 muestra
que f × IdI induce una función continua F : CX → CY dada por

F [x, t] = [f × IdI(x, t)],

donde [f × IdI(x, t)] es la clase de equivalencia de f × IdI(x, t) = (f(x), t),
que es justamente [f(x), t], por lo que F es la función buscada.
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Definición 1.1.24. Sea X un espacio topológico. Una métrica esférica para
CX es una métrica D : CX × CX → R que cumple que

induce la topoloǵıa del cono en CX;

D([x1, t], [x2, t]) = t ·D([x1, 1], [x2, 1]);

D([∗, 0], [x, t]) = t.

Surge la pregunta de para qué conos es posible encontrar una métrica
esférica. Se muestra a continuación un ejemplo de un cono sobre un espacio
métrico para el que no es posible encontrar una métrica esférica.

Ejemplo 1.1.25. El cono sobre el espacio N = {1/n | n ∈ N} con su métri-
ca discreta no tiene métricas esféricas, ya que de tener una, a saber D, para
cada abierto U en la topoloǵıa del cono que tuviera a [∗, 0] como elemento,
existiŕıa un ε > 0 tal, que

[∗, 0] ∈ BD
ε [∗, 0] = {[x, t] ∈ CN | t < ε} ⊂ U.

Sin embargo, el conjunto

U =
⋃
n∈N
{[1/n, t] ∈ CN | t < 1/n}

es un abierto de CN con la topoloǵıa del cono, porque la preimagen de U en
N × I bajo la función cociente es el conjunto⋃

n∈N
{1/n} × [0, 1/n),

que es un abierto en N × I por ser {1/n} y [0, 1/n) abiertos en N y en I
respectivamente. Como para cada ε > 0 existe n en N tal que 1/n < ε/2, es
claro que [1/n, ε/2] no está en U , por lo que BD

ε [∗, 0] no está contenido en
U , lo cual es una contradicción obtenida de suponer la existencia de D.

Que X sea métrico no es suficiente para garantizar la existencia de una
métrica esférica en CX, pero si X es compacto, entonces existe al menos
una, que se construirá a continuación.

Definición 1.1.26. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que d está aco-
tada por 1 si para cualesquiera x y y en X se tiene que d(x, y) ≤ 1.
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Proposición 1.1.27. Sea (X, d) un espacio métrico. Si d está acotada por
1, entonces la función D : CX × CX → R dada por

D([x, r], [y, s]) =

{
|r − s|+ mı́n {r, s} · d(x, y), si r, s 6= 0;
|r − s| , si r = 0 o bien s = 0,

es una métrica en CX que cumple que D([x, t], [y, t]) = t · d(x, y).

Demostración. La función D está bien definida, ya que si [x1, r1] = [x2, r2],
entonces r1 = r2. Dado el caso en que r1 es distinto de 0, se tiene que x1 = x2

y por lo tanto

D([x1, r1], [y, s]) = D([x2, r2], [y, s])

para todo [y, s] en CX. Si r1 = 0, entonces

D([x1, r1], [y, s]) = s = D([x2, r2], [y, s]).

Esto se puede repetir tomando dos representantes de la clase [y, s], lo que
muestra que D está bien definida.

Ahora bien, D cumple las siguientes propiedades:

1. D es claramente no negativa;

2. directamente de la definición, se ve que D([x, r], [x, r]) = 0. Por otro
lado, D([x, r], [y, s]) ≥ |r − s|, por lo que D([x, r], [y, s]) = 0 implica
que r = s. Si r = s = 0, entonces [x, r] = [y, s], y cuando r y s no
son 0, sucede que D([x, r], [y, s]) = r · d(x, y), por lo que x = y, y
entonces [x, r] = [y, s], lo que muestra que D([x, r], [y, s]) = 0 si y sólo
si [x, r] = [y, s];

3. la función D es suma de funciones simétricas y, por lo tanto, es simétri-
ca;

4. si [x, r], [y, s] y [z, t] están en CX y mı́n {r, s, t} es r o t, se cumplen
las siguientes desigualdades:

mı́n {r, t} ≤ mı́n {r, s} ,

mı́n {r, t} ≤ mı́n {t, s} ,

y dado que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) por la desigualdad del triángulo
para d, se sigue que

mı́n {r, t} · d(x, z) ≤ mı́n {r, s} · d(x, y) + mı́n {s, t} · d(y, z).
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Esta desigualdad sumada a |r − t| ≤ |r − s|+ |s− t| muestra que

D([x, r], [z, t]) ≤ D([x, r], [y, s]) +D([y, s], [z, t]).

Si s es menor que r y que t, y supóngase sin pérdida de generalidad
que r ≤ t, entonces

D([x, r], [y, s])+D([y, s], [z, t]) = t−r+2(r−s)+s · (d(x, y)+d(y, z)).

Como se supuso que d(x, y) y d(y, z) son ambos menores o iguales que
1, se tiene que 2(r− s) ≥ (r− s) · (d(x, y) + d(y, z)), de donde se sigue
que

D([x, r], [y, s]) +D([y, s], [z, t]) ≥ t− r + r · (d(x, y) + d(y, z))

y el término de la derecha es mayor o igual que D([x, r], [z, t]) por la
desigualdad del triángulo para d, por lo que

D([x, r], [z, t]) ≤ D([x, r], [y, s]) +D([y, s], [z, t]).

Estos dos casos muestran la desigualdad del triángulo para D;

por lo que D es una métrica en CX, y dado que |t− t| = 0 y mı́n {t} = t,
se tiene que D([x, t], [y, t]) = t · d(x, y).

Proposición 1.1.28. Sea (X, d) un espacio métrico. Si X es compacto,
entonces el cono en CX tiene una métrica esférica.

Demostración. Considérese la métrica d′ obtenida a partir de d siguiendo el
Ejemplo 1.1.5. Esta métrica está acotada por 1 y es equivalente a d, por lo
que es claro que el cono sobre (X, d) y el cono sobre (X, d′) coinciden.

Sea D la métrica para CX de la Proposición 1.1.27 definida a partir de
d′. Para probar que la topoloǵıa inducida por D coincide con la topoloǵıa
de cono, se mostrará que cada bola de D contiene un abierto de la topoloǵıa
del cono de CX que tiene a su centro como elemento y, a su vez, que dados
un punto en un abierto de la topoloǵıa del cono, existe una bola de D a la
que pertenece a dicho punto que está contenida en el abierto.

De la definición de D se ve que

BD
ε [∗, 0] = {[x, t] ∈ CX | t < ε} .

La preimagen de este conjunto bajo la función cociente de X × I en CX es
el abierto X × [0, ε), por lo que BD

ε [∗, 0] es un abierto en la topoloǵıa del
cono.
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Por otro lado, si U es un abierto en la topoloǵıa del cono que tiene a [∗, 0]
como elemento, la preimagen de U bajo la función cociente es un abierto de
X× I que contiene a X×{0}. Entonces, para cada x en X existe un abierto
de la forma Ux × [0, δx), donde Ux es un abierto de X al que pertenece x,
que está contenido en la preimagen de U . Dado que X es compacto, existen
x1, . . . , xn en X tales que la familia {Uxi × [0, δxi)}

n
i=1 cubre a X × {0}.

Sea δ = mı́n {δ1, . . . , δn}. Como cada Uxi × [0, δxi) está contenido en la
preimagen de U , se tiene que X × [0, δ) está contenido en esta preimagen,
pero este conjunto es justamente la preimagen de BD

δ [∗, 0], por lo que éste
está contenido en U .

Ahora bien, dado que CX \ {[∗, 0]} es homeomorfo a X × (0, 1], para
terminar la prueba basta ver que para cada bola alrededor de [x, t] con t > 0
existe ε1 > 0 tal que el conjunto Bd′

ε1(x) × (t − ε1, t + ε1) está contenido en
dicha bola, y a su vez, que para cada ε exista un ε2 > 0 tal que la bola de
radio ε2 centrada en [x, t] esté contenida en Bd′

ε (x)× (t− ε, t+ ε).

Sean ε, t > 0 y 0 < ε1 < mı́n
{
ε
3 , 1
}

, entonces

Bd′
ε1(x)× (t− ε1, t+ ε1) ⊂ BD

ε [x, t],

ya que cualquier [y, s] en Bd′
ε1(x) × (t − ε1, t + ε1) cumple que |s− t| < ε1 y

mı́n {s, t} · d′(x, y) < t · ε1 ≤ ε1, por lo que D([x, t], [y, s]) < ε.

Ahora, si ε2 = t · ε y [y, s] está en BD
ε2 [x, t], se cumple que |s− t| < ε2 ≤ ε

y si d′(x, y) ≥ ε, se tendŕıa que |s− t| + mı́n {s, t} · d′(x, y) < t · d(x, y).
Si mı́n {s, t} es t, esto da lugar a una contradicción; y si es s, se tiene que
t − s < (t − s) · d′(x, y) y por lo tanto 1 < d′(x, y), que también es una
contradicción. Esto muestra que [y, s] está en Bd′

ε (x)× (t− ε, t+ ε) y de esto
se sigue que D induce la topoloǵıa del cono en CX.

Para terminar la demostración, se hace notar que de la definición de D
se tiene que

D([x, t], [y, t]) = t · d(x, y) = t ·D([x, 1], [y, 1])

y que

D([x, t], [∗, 0]) = t,

por lo que D es una métrica esférica para CX.

El concepto de métrica esférica será esencial para estudiar los Conjuntos
Z en conos, como se verá más adelante en este caṕıtulo.
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1.2. Homotoṕıa

Definición 1.2.1. Dos funciones continuas f, g : X → Y son homotópicas,
y se escribe f ' g, si existe una función continua H : X × I → Y tal que
H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x). Se dice que la función H es una homotoṕıa
entre f y g, y se denota por H : f ' g cuando se quiere hacer expĺıcita la
homotoṕıa entre f y g.

Ejemplo 1.2.2. Sean A ⊂ Rm convexo y σ1, σ2 : Sn → A funciones con-
tinuas. Entonces, la función H : (Sn × I)→ A dada por

H(s, t) = σ1(s) + t · (σ2(s)− σ1(s))

está bien definida por la convexidad de A y es una homotoṕıa entre σ1 y σ2.
Esto se sigue de que σ1 y σ2 son continuas, por lo que su resta es continua
y, entonces, t · (σ2 − σ1) es continua en Sn × I. De aqúı se ve que H es
continua y, como además cumple que H|Sn×{0} = σ1 y H|Sn×{1} = σ2, es
una homotoṕıa entre σ1 y σ2.

La relación ' es de equivalencia en C(X,Y ), donde C(X,Y ) denota al
conjunto de funciones continuas con dominio X y contradominio Y . Esto se
puede ver ya que

la función H : X × I → Y dada por

H(x, t) = f(x)

es continua para cada f en C(X,Y ), por ser H−1(A) = f−1(A) × I
para cada A contenido en Y . Luego, H es una homotoṕıa de f a f y,
por lo tanto, ' es reflexiva;

si H : f ' g, entonces g ' f , ya que la función − : I → I dada por
−(t) = 1−t es polinomial y por lo tanto continua. La función producto
R = IdX×− es continua y entonces la función Ĥ = H ◦R : X×I → Y
es continua, por lo que Ĥ : g ' f , ya que Ĥ(x, 0) = H(x, 1) = g(x) y
Ĥ(x, 1) = H(x, 0) = f(x), lo que hace a ' simétrica;

si G : f ' g y H : g ' h, entonces la función F : X × I → Y dada por

F (x, t) =

{
G(x, 2t), si t ≤ 1

2 ,
H(x, 2t− 1), si t ≥ 1

2 ,

es continua por la Proposición 1.1.3, por ser continua en los conjuntos
X× [0, 1

2 ] y X× [1
2 , 1]. Como F (x, 0) = f(x) y F (x, 1) = h(x), se tiene

que F : f ' h, por lo que ' es transitiva.
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Proposición 1.2.3. Si f1 ' g1 : X → Y y f2 ' g2 : Y → Z, entonces
f2 ◦ f1 ' g2 ◦ g1.

Demostración. Sean H1 una homotoṕıa entre f1 y g1, y H2 una homotoṕıa
entre f2 y g2. Como H1 y f2 son continuas se sigue que f2◦H1 : X×I → Z es
continua, y dado que (f2◦H1)(x, 0) = f2(f1(x)) y (f2◦H1)(x, 1) = f2(g1(x)),
se tiene que f2 ◦H1 es una homotoṕıa entre f2 ◦ f1 y f2 ◦ g1.

Por otro lado, se define H = H2 ◦ (g1 × IdI) : X × I → Z, es decir

H(x, t) = H2(g1(x), t).

Dado que H2, g1 e IdI son continuas, la función H es continua y cumple que
H(x, 0) = f2(g1(x)) y que H(x, 1) = g2(g1(x)), por lo que es una homotoṕıa
entre f2 ◦ g1 y g2 ◦ g1. La transitividad de ' da que f2 ◦ f1 ' g2 ◦ g1.

Se dice que una función continua f : X → Y es homotópica a una
constante si se tiene que f ' cy, donde cy denota a la función constante con
imagen {y}.

Definición 1.2.4. Se dice que un espacio topológico X es contráctil si la
función IdX es homotópica a una constante.

Definición 1.2.5. Se dice que dos espacios topológicos X y Y son homotópi-
camente equivalentes si existen funciones continuas f : X → Y y g : Y → X
tales que g◦f ' IdX y f ◦g ' IdY . Dichas funciones se llaman equivalencias
homotópicas.

Ahora bien, surge la pregunta de si la relación ' es trivial en C(X,Y ). Se
puede ver que en el caso de que Y sea contráctil śı lo es, sin embargo, existen
parejas de espacios topológicos para los que dicha relación no es trivial.

Se verá a continuación que esta relación no es trivial en las funciones
continuas de S1 en śı mismo, donde se considera a S1 como el conjunto de
puntos de norma 1 en R2 con su métrica inducida. Esto se hará asignando un
número natural a cada una de estas funciones que no vaŕıa bajo homotoṕıa,
es decir, a cualesquiera dos funciones homotópicas se les asigna el mismo
número, al que se llamará grado, y se darán dos funciones con grados dis-
tintos, lo que mostrará la existencia de al menos dos clases en las funciones
antes mencionadas.

El espacio S1 es homeomorfo a I/ {0, 1} con la función cociente

π(t) = (cos(2π · t), sin(2π · t)),

por lo que la Proposición 1.1.15 da una asociación biyectiva entre las fun-
ciones continuas de I en X que identifican al conjunto {0, 1}, y las funciones
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continuas de S1 a X, para todo espacio topológico X. Se definirá primero
el grado para las funciones continuas de I en S1 que identifican a {0, 1}, y
este será también el grado de su función asociada en S1.

Definición 1.2.6. Dado un espacio topológico X, se dice que una función
continua f : I → X es un lazo en X si f(0) = f(1). Si f(0) = p se dice
que f está basado en p.

Un lazo f en S1 se puede pensar como enrollar un hilo en una circunfe-
rencia. Este hilo empieza y termina en el mismo punto, por lo que debe dar
un número entero de vueltas. Intuitivamente el grado de f es este número,
pero para formalizar esta noción será necesario fijarse en la función por inter-
valos escogidos de tal forma que en ellos, el lazo no dé una vuelta completa
a la circunferencia. De esta forma se puede definir si el lazo se mueve en
sentido horario o antihorario globalmente en cada intervalo, con lo que se
podrá contar en cuántos de estos intervalos y en qué dirección pasa el lazo
por un punto dado, lo que se verá invariante en lazos homotópicos.

Los intervalos mencionados se obtienen a través de la siguiente definición:

Definición 1.2.7. Sea f : I → S1 continua. Una partición propia de I
relativa a f es un conjunto {a0, a1, . . . , an} de puntos de I que cumple

0 = a0 < a1 < · · · < an = 1;

si x está en [ai, ai+1], se tiene que ‖f(x)− f(ai)‖ < 1;

si f(ai) = f(aj) con i 6= j, entonces i = 0 y j = n o bien, j = 0 e
i = n.

La existencia de particiones propias para f está garantizada por ser
uniformemente continua, lo que se sigue de la Proposición 1.1.6 y de que I
es compacto.

Dados f : I → S1 continua, P = {a0, a1, . . . an} una partición propia
relativa a f y θ0 en [0, 2π) tal que f(a0) = (cos(θ0), sen(θ0)), para cada
0 ≤ i ≤ n − 1 se toma θi+1 tal que f(ai+1) = (cos(θi+1), sen(θi+1)) y
|θi+1 − θi| < π

6 . La desigualdad ‖f(ai+1) − f(ai)‖ < 1 implica la existencia
y unicidad de dicho θi+1.

Se define una función θx : I → R por trozos para f y P del párrafo
anterior. En cada intervalo [ai, ai+1] está dada por

θx = θi +
x− ai
ai+1 − ai

· (θi+1 − θi),



1.2. HOMOTOPÍA 17

que está bien definida porque en ai siempre vale θi. Se ve que esta función
es continua por la Proposición 1.1.3, porque es polinomial en los intervalos
[ai, ai+1], que son cerrados en I.

Definición 1.2.8. Sean f un lazo en S1, P = {a0, a1, . . . an} una partición
propia relativa a f y θx : I → R la función definida arriba. La aproximación
lineal en P a f se define como la función fP : I → S1 dada por

fP (x) = (cos(θx), sin(θx)).

Ahora, se denota Ai = (fP )|[ai,ai+1], y se puede ver que la imagen de Ai
es el menor de los arcos que tienen como extremos a f(ai) y f(ai+1). Se
define la función n : {A0, . . . , An−1} → Z por

n(Ai) =

{
1, si θx es creciente en [ai, ai+1];
−1, si θx es decreciente en [ai, ai+1].

Es decir, n(Ai) es 1 si Ai recorre el arco menor entre f(ai) y f(ai+1) en
sentido antihorario y -1 si lo recorre en sentido horario.

Definición 1.2.9. Sean f un lazo en S1 y fP una aproximación lineal a
f . Si s es un punto de S1 distinto de f(ai) para cada ai en P , entonces se
define el grado de f con respecto a P y s por

G(f, P, s) =
∑

s∈Im(Ai)

n(Ai).

En adelante se utiliza la siguiente notación: Si x, y y z son elementos
distintos de S1 se escribirá x < y < z cuando y se encuentre en el arco
formado al recorrer en sentido antihorario de x a z. Si a, b, c y d son elementos
de S1 se dice que a y c separan a b y d si se tiene que a < b < c y c < d < a.

El grado de f fue definido en función de una partición propia P y de
un elemento de S1. A continuación se demuestra que el grado depende sólo
de f y, además, que es un invariante homotópico, para lo que se utiliza el
siguiente resultado auxiliar.

Proposición 1.2.10. Sean f un lazo, fP una aproximación lineal a f con
P = {a0, . . . , an} y Q ⊂ P . Si x y y son dos elementos de S1 \ P tales que
no hay ai en Q tal que x < f(ai) < y o x < f(ai+1) < y, entonces, para
cada i con ai en Q, x está en Im(Ai) si y sólo si y está en Im(Ai).
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Demostración. Si ai está en Q y x está en Im(Ai), entonces r < x < s,
donde r y s son los extremos de Im(Ai), es decir, son f(ai) y f(ai+1) en
algún orden. Nótese que en este caso

Im(Ai) = {r, s} ∪
{
z ∈ S1 | r < z < s

}
.

Como y es distinto de r y de s, se tiene que r < y < s o s < y < r. Si se
tuviera el segundo caso, se tendŕıa que x y y separaŕıan a r y s, por lo que se
tendŕıa x < s < y, lo cual contradice la hipótesis de la proposición. Luego,
se cumple r < y < s, por lo que y está en Im(Ai).

Siguiendo un proceso análogo se ve que si ai está en Q y y está en Im(Ai),
entonces x está en Im(Ai), con lo que queda probada la proposición.

Es importante notar que si Q = P en la proposición anterior, el resultado
indica que x está en Im(Ai) si y sólo si y está en Im(Ai) para todas las i.

Proposición 1.2.11. El número G(f, P, s) no depende de la elección de s
y, por lo tanto, se puede definir G(f, P ) = G(f, P, s).

Demostración. Sean x0 un elemento de S1 distinto de f(ai) para cada ai en
P , y z1 el primer punto de S1 a partir de x0 en sentido antihorario que es
imagen de algún ai bajo f .

Tómese x tal que x0 < x < z1. Es claro que no hay ai en P tal que
x0 < f(ai) < x, por lo que la Proposición 1.2.10 garantiza que∑

x0∈Im(Ai)

n(Ai) =
∑

x∈Im(Ai)

n(Ai)

por tener los mismos sumandos, por lo que G(f, P, x0) = G(f, P, x).

Ahora, sean z2 el primer punto de S1 a partir de z1 en sentido antihorario
que es imagen de algún ai bajo f , y x tal que z1 < x < z2. Supóngase que
z1 = f(ak) y considérese f(ak−1) y f(ak+1) —si z1 = f(a0) = f(an), se toma
k − 1 = n − 1 y k + 1 = 1—. Si estos dos puntos se encuentran separados
por z1 y −z1 se tiene que Ak−1 y Ak tienen la misma dirección, y x0 y x
se encuentran en exactamente uno de Im(Ak−1) y Im(Ak) y además no se
encuentran en la misma.

De la Proposición 1.2.10 se sigue que para toda i distinta de k − 1 y k,
x0 está en la imagen de Ai si y sólo si x también está, por lo que∑

x0∈Im(Ai)

n(Ai) =
∑

x∈Im(Ai)

n(Ai)
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son iguales porque coinciden en todos los sumandos excepto n(Aj−1) y n(Aj)
que son iguales y se encuentran cada uno en una de las sumas y, por lo tanto,
G(f, P, x0) = G(f, P, x).

Si f(aj−1) y f(aj+1) no están separados por z1 y −z1 entonces Aj−1

y Aj tienen direcciones distintas y exactamente uno de x0 y x está tanto
en Im(Ak−1) como en Im(Ak). Análogamente a como se hizo en el párrafo
anterior de esta demostración, se sigue que G(f, P, x0) = G(f, P, x).

De esta forma se ve que cualesquiera dos puntos r y s en S1\P se cumple
G(f, P, r) = G(f, P, s), ya que se puede encontrar una sucesión

s = s0 < z1 < s1 < · · · < zj < sj = r

donde cada zi es imagen de algún ai bajo f , y z1 y zi+1 son los primeros
de esta forma en sentido antihorario a partir de s y zi respectivamente.
Usando estos argumentos se ve que el grado de f no depende del punto s
escogido.

Proposición 1.2.12. Si P1 = {a0, . . . , an} y P2 = {b0, . . . , bm} son par-
ticiones propias relativas a f , entonces G(f, P1) = G(f, P2), por lo que se
puede definir el grado de f por

G(f) = G(f, P )

para cualquier partición propia P .

Demostración. Supóngase que f está basado en x. Si P = {d0, d1} una
partición propia relativa a f , de la definición de las particiones propias se
sigue que −x no está en la imagen de f , por lo que G(f, P ′,−x) = 0 para
toda partición propia P ′.

Si P = {d0, d1, . . . , dn} es una partición propia relativa a f con al menos
tres elementos, se define

P ′ = P ∪ {d}

con di < d < di+1. Sean A′i = (fP ′)|[di,d] y A′i+1 = (fP ′)|[d,di+1], donde fP ′

es la aproximación lineal a f en P ′. Es claro que existe un s en S1 que no
está en Im(A′i) ni en Im(A′i+1), y entonces, por la Proposición 1.2.11 se
tiene que G(f, P, s) = G(f, P ′, s).

Ahora bien, considérese P1∨P2 = {c0, . . . , cl} la partición propia relativa
a f tal que c0 < c1 < . . . < cl y {c0, . . . , cl} = {a0, . . . , an} ∪ {b0, . . . , bm}.
Es claro que P1 ∨ P2 se puede obtener a partir de P1 y P2 agregando una
cantidad finita de elementos. Esto junto a lo dicho en el párrafo anterior de
esta demostración muestra que G(f, P1) = G(f, P1 ∨ P2) = G(f, P2).
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Con estos resultados en mano se puede dar la siguiente definición. La
función π : I → S1 es la función cociente dada antes en esta sección.

Definición 1.2.13. Sea f : S1 → S1 una función continua. Se define el
grado de f por

G(f) = G(f ◦ π),

donde G(f ◦ π) es el grado definido para los lazos en S1.

Proposición 1.2.14. Sean f y g lazos en S1. Si existe una función continua
H : I × I → S1 que cumple que H(s, 0) = f(s), H(s, 1) = g(s) y que
ft = H|I×{t} es un lazo para cada t en I, entonces

G(f) = G(g).

La prueba de esta proposición se hace de la siguiente forma: para cada t
en I se muestra que hay un abierto entre t e I tal, que G(fs) = G(ft),
para cada s en el abierto. Para ver esto se toma una partición propia
Pt {a0, a1, . . . , an} relativa a ft y se demuestra que existe un abierto Ut de I
alrededor de t tal, que si s está en Ut, entonces Pt es una partición propia
para fs. Se considera la aproximación lineal fsPt , y si Ut es suficientemente
pequeño, existe y en el conjunto

S1 \ {fs(ai) | s ∈ Ut, ai ∈ Pt}

tal, que para cada i y cada s, y está en Im(Asi ) si y sólo si y está en Im(Ati),
donde Asi = (fsPt)|[ai,ai+1], y además,

n(Asi ) = n(Ati),

para cada s en Ut, si y está en Im(Ati). La existencia de dicha y implica que

G(fs) = G(fs, Pt, y) = G(ft, Pt, y) = G(ft)

para cada s en Ut, y la conexidad de I implicará que G(f) = G(g).
Ahora, la demostración:

Demostración. Sean t en I, Pt = {a0, a1, . . . , an} una partición propia rela-
tiva a ft y y un punto en S1 \ Pt.

Se tiene que ‖ft(ai) − ft(x)‖ < 1 para cada x en [ai, ai+1], y como la
función ‖ft(ai)− ‖ es continua por el Ejemplo 1.1.1 y [ai, ai+1] es compacto,
existe αi > 0 tal que ‖ft(ai)− ft(x)‖ < 1− αi para cada x en [ai, ai+1]. Se
toma α > 0 tal, que α < mı́n {α0, . . . , αn−1}.



1.2. HOMOTOPÍA 21

Considérese también βi,j = ‖ft(ai)− ft(aj)‖, para i < j e (i, j) 6= (0, n).
Dado que estos puntos ft(ai) y ft(aj) son distintos, cada βi,j es mayor estric-
to que 0, por lo que se puede tomar β > 0 tal, que β < mı́n {βi,j}i<j,(i,j) 6=(0,n).

Finalmente, sea γi = ‖ft(ai) − y‖. Por la definición de y se tiene que
γi > 0 para cada i, por lo que es posible encontrar una γ > 0 tal que
γ < mı́n {γ0, . . . , γn−1}.

En la Proposición 1.1.9 se muestra que la topoloǵıa de I × I está induci-
da por la métrica d∞. Además, I × I es compacto, por lo que la Proposi-
ción 1.1.6 hace a H uniformemente continua. Luego, existe δ > 0 tal que si
d∞((r1, s1), (r2, s2)) < δ, entonces

‖fs1(r1)− fs2(r2)‖ < mı́n

{
α

4
,
β

4
,
γ

4

}
,

y se define Ut = Bδ(t) ⊂ I.

Para cada s en Ut, Pt es una partición propia relativa a fs. Esto es porque

d∞((r, t), (r, s)) = máx {|r − r| , |s− t|} = |s− t| < δ

para cada r, lo que implica que ‖fs(r) − ft(r)‖ < α
4 . Entonces, dado que

para cada x en [ai, ai+1] se cumple ‖ft(ai)− ft(x)‖ < 1− α, se tiene que

‖fs(ai)− ft(ai)‖+ ‖ft(ai)− ft(x)‖+ ‖ft(x)− fs(x)‖ < 1− α

2
,

y, por la desigualdad del triángulo,

‖fs(ai)− fs(x)‖ ≤ ‖fs(ai)− ft(ai)‖+ ‖ft(ai)− ft(x)‖+ ‖ft(x)− fs(x)‖.

Estas dos desigualdades implican que ‖fs(ai)− fs(x)‖ < 1− α
2 para cada x

en [ai, ai+1].

Por otro lado, 0 < β < ‖ft(ai)−ft(aj)‖ siempre que i < j e (i, j) 6= (0, n),
y de la desigualdad del triángulo se tiene que

‖ft(aj)− ft(ai)‖ ≤ ‖ft(aj)− fs(aj)‖+ ‖fs(aj)− fs(ai)‖+ ‖fs(ai)− ft(ai)‖.

Tanto ‖ft(aj)− fs(aj)‖ como ‖fs(ai)− ft(ai)‖ son menores estrictos que β
4 ,

por lo que se sigue

0 <
β

2
< ‖fs(aj)− fs(ai)‖,

es decir, fs(ai) y fs(aj) son distintos siempre que i < j e (i, j) 6= (0, n), y
esto implica que Pt es una partición propia relativa a fs.
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Nótese que y está en

S1 \ {fs(ai) | s ∈ Ut, ai ∈ Pt} ,

ya que, para cada s en Ut, |s− t| < δ, por lo que

‖ft(ai)− fs(ai)‖ <
γ

4
< ‖ft(ai)− y‖

para cada i y entonces, y es distinto de fs(ai).
Se ve que si s1, s2 y s3 son tres elementos distintos de S1 y s2 está en

el menor arco entre s1 y s3, entonces ‖s1 − s2‖ ≤ ‖s1 − s3‖. Aśı, para cada
i y cada s en Ut, se cumple ‖fs(ai) − fs(ai+1)‖ < 1 − α

2 , por lo que los
puntos x en el menor arco entre entre fs(ai) y fs(ai+1) deben ser tales, que
‖fs(ai)− fs(x)‖ < 1− α

2 .
Supóngase que y está en el menor arco de S1 entre fs0(aj) y fs0(aj+1)

para algún s0 en Ut. Dado que ‖y− fs0(aj)‖ < 1− α
2 y 2 = ‖y− (−y)‖, para

cada s en Ut se tiene que

2 ≤ ‖y − fs0(aj)‖+ ‖ft(aj)− fs0(aj)‖+ ‖ft(aj)− fs(aj)‖+ ‖fs(aj)− (−y)‖

por la desigualdad del triángulo y, como ‖ft(aj)− fs(aj)‖ < α
4 , se sigue que

2− 1 < ‖fs(aj)− (−y)‖,

por lo que ‖fs(aj)− (−y)‖ > 1, y se puede concluir que cuando y está en el
menor arco de S1 entre fs0(aj) y fs0(aj+1) para alguna s0 en Ut, se cumple
que

−y es distinto de fs(aj) y de fs(aj+1), para cada s en Ut;

−y no está en el menor arco de S1 entre fs(aj) y fs(aj+1), para cada
s en Ut.

También sucede que fs0(aj) < y < fs0(aj+1) o fs0(aj+1) < y < fs0(aj).
Supóngase, sin pérdida de generalidad, que fs0(aj) < y < fs0(aj+1) y, por
lo tanto, fs0(aj+1) < −y < fs0(aj).

El conjunto Ut es un conexo en I, por lo que {aj}×Ut es, a su vez, conexo.
Entonces, H({aj} × Ut) es un subconjunto conexo de S1 que no intersecta
a {y,−y}, de donde se sigue que −y < fs(aj) < y para todo s en Ut, ya que
de lo contrario, se tendŕıa una desconexión para H({aj} × Ut). De forma
similar, se ve que y < fs(aj+1) < −y, por lo que fs(aj) < y < fs(aj+1) y
fs(aj+1) < −y < fs(aj), para cada s en Ut. Esto quiere decir que y está en el
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menor arco entre fs(aj) y fs(aj+1), y que dicho arco se recorre en la misma
dirección para cada s en Ut. Se obtiene el mismo resultado con un proceso
análogo cuando fs0(aj+1) < y < fs0(aj).

Sean s en Ut, fsPt la aproximación lineal a fs en Pt y Asi = (fsPt)|[ai,ai+1].
De lo discutido en el párrafo anterior se sigue que, para cada j, y está en
Im(As0j ) para alguna s0 en Ut si y sólo si está en Im(Asj) para cada s en Ut.

También se ve que n(Asj) = n(Atj) para s en Ut si y está en Im(Atj), por lo
que G(fs, Pt, y) = G(ft, Pt, y) para todo s en Ut y, por lo tanto, si s está en
Ut, se cumple que G(fs) = G(ft).

Considérese el conjunto

A = {t ∈ I | G(ft) = G(f0)} .

Sea t0 en A, se ve que Ut0 está contenido en A porque, dado s en Ut0 , se
cumple que G(fs) = G(ft0) = G(f0), por lo que s está en A y, entonces, A
es abierto. Por un argumento similar, si t0 está en I \ A, debe suceder que
Ut0 esté contenido en I \ A. Esto es porque G(ft0) es distinto de G(f0) y,
para cada cada s en Ut0 , se tiene que G(fs) = G(ft0), lo que muestra que a
es cerrado. Como 0 está en A, éste es no vaćıo, y la conexidad de I implica
que A = I.

Se sigue que 1 está en a y, por lo tanto, se tiene que

G(f) = G(f0) = G(f1) = G(g),

como se queŕıa demostrar.

Proposición 1.2.15. Si f, g : S1 → S1 son dos funciones homotópicas,
entonces se cumple que G(f) = G(g).

Demostración. Si f0 = f ◦ π y f1 = g ◦ π son los lazos asociados a f y
g respectivamente, por definición G(f) = G(f0) y G(g) = G(f1). Por la
Proposición 1.2.14, basta demostrar que existe H : I × I → S1 tal, que
H : f0 ' f1 y H|I×{t} es un lazo para cada t en I.

Sea H : f ' g. La función H = H ◦ (π × IdI) : I × I → S1 es continua
por ser composición de funciones continuas y, dado que π(0) = π(1), H es
un lazo restringido a I×{t}. Ahora, H(r, 0) = H(π(r), 0) = f ◦π(r) = f0(r)
y, análogamente, H(r, 1) = f1(r). De esto se sigue que G(f0) = G(f1), como
se queŕıa demostrar.

Corolario 1.2.16. La función constante cs : S1 → S1 con s en S1 y la
función IdS1 no son homotópicas.
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Demostración. Basta demostrar que ambas funciones tienen grados distin-
tos.

Sean C = cs ◦ π y L = IdS1 ◦ π. De la definición de grado se tiene
que G(cs) = G(C, {0, 1} ,−s) = 0, ya que −s no está en la imagen de

C. Por otro lado, P =
{
i

12

}12

i=0
es una partición propia relativa a L, y

dado que la función L es inyectiva en s y recorre S1 en contra del sentido
horario, G(IdS1) = G(L,P, π8 ) = 1, de donde se sigue que cs e IdS1 no son
homotópicas.

A continuación, se extiende el Corolario 1.2.16 a la esfera Sn. Sin em-
bargo, la prueba se hará utilizando resultados de Teoŕıa de Homoloǵıa Sin-
gular, que se encuentran desarrollados en [12, Caṕıtulo VII, Sección 3 y
Teorema 4.2; Caṕıtulo VIII, Teorema 2.1].

En la siguiente proposición, Hn(Sn) denota al enésimo grupo de ho-
moloǵıa de Sn, y si f es una función continua de Sn en śı mismo, f∗ denota
al endomorfismo de grupos inducido por f en Hn(Sn).

Proposición 1.2.17. La función constante cs : Sn → Sn con s en Sn y la
función IdSn no son homotópicas.

Demostración. Sean cs∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) e IdSn∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn)
las funciones de Hn(Sn) en Hn(Sn) inducidas por cs e IdSn respectivamente.
Dado que cs es constante se tiene que cs∗ es idénticamente 0, mientras que
IdSn∗ = IdHn(Sn). Ahora bien, dado que Hn(Sn) = Z, estas dos funciones
son distintas, por lo que se sigue que cs e IdSn no son homotópicas.

Este resultado se utiliza principalmente en la siguiente forma

Corolario 1.2.18. Sea A un subconjunto de Rn que contiene a Sn y que no
tiene a 0. Si σ : Sn → A es homotópica a la inclusión de Sn en A, entonces
σ no es homotópica a una constante.

Demostración. Por la transitividad de la relación de homotoṕıa basta de-
mostrar que i : Sn → A, la inclusión de Sn en A, no es homotópica a una
constante, y esto se hará por contradicción:

Supóngase que i es homotópica a una constante c. Considérese la función
N : A→ Sn dada por

N(~x) =
~x

‖~x‖
.

La función N es continua por ser una función racional cuyo denominador
no se hace 0 en su dominio. Entonces, por la Proposición 1.2.3, N ◦ i es
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homotópica a N ◦ c. Pero N ◦ i = IdSn y N ◦ c es una función constante, lo
cual es una contradicción con la Proposición 1.2.18.

De esto se sigue que σ no es homotópica a una constante.

1.3. La métrica de Hausdorff

Definición 1.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto de X
y ε > 0. Se llama nube de radio ε alrededor de A en X, y se denota por
Nε(A), al conjunto dado por

Nε(A) = {x ∈ X | existe a ∈ A tal que d(a, x) < ε}.

Se denota por BX al subconjunto de P(X), el conjunto potencia de X,
cuyos elementos son los subconjuntos no vaćıos de X que son cerrados y
acotados. Se puede ver que si A y B son dos elementos de BX existe un
ε > 0 tal que A ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nε(A), ya que por ser B acotado existe
ε0 > 0 tal que B ⊂ Bε0(a) donde a es un elemento de A. Análogamente
existe un ε1 > 0 tal que A ⊂ Bε1(b) donde b es un elemento de B. Tomando
ε = máx{ε0, ε1} se obtiene el número buscado. La existencia de dicho ε
permite dar la siguiente definición:

Definición 1.3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y A y B subconjuntos
cerrados y acotados de X. Se define H : BX ×BX → R por

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 | A ⊂ Nε(B) y B ⊂ Nε(A)}.

Proposición 1.3.3. La función H definida arriba es una métrica en BX .

Demostración. Se sigue de que

1. H es claramente no negativa, pues es resultado de tomar el ı́nfimo de
números no negativos;

2. H(A,B) = H(B,A) directamente de la definición de H;

3. H(A,A) = 0 para cualquier subconjunto A de X, y si H(A,B) = 0,
entonces A = B, ya que de lo contrario, existiŕıa un elemento en B que
no estaŕıa en A o un elemento en A que no estaŕıa en B. Sin perdida
de generalidad supóngase que existe b en B que no está en A. Como
A es cerrado, existe ε0 > 0 tal que Bε0(b) no tiene elementos comunes
con A.

Si B está contenido en Nε(A), entonces ε > ε0, porque debe existir a
en A tal, que d(a, b) < ε. Esto muestra que H(A,B) ≥ ε0, lo que es
una contradicción;
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4. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C). Esto es porque dados α y β tales, que
A ⊂ Nα(B), B ⊂ Nα(A), B ⊂ Nβ(C) y C ⊂ Nβ(B), se tiene que
para cada a en A existe b en B tal que d(a, b) < α y existe c en C
tal que d(b, c) < β. Por la desigualdad del triángulo para el espacio
original sucede que d(a, c) < α + β y, por lo tanto, A ⊂ Nα+β(C).
Análogamente se ve que C ⊂ Nα+β(A) y entonces, H(A,C) ≤ α + β.
Esto se cumple para cada α y β fijos, por lo que al tomar ı́nfimo sobre α
la desigualdad se mantiene como H(A,C) ≤ H(A,B) + β, y tomando
ı́nfimo sobre β se obtiene la desigualdad del triángulo para H.

A la métrica H se le llama la métrica de Hausdorff.

1.4. Hiperespacios de continuos

Para un espacio métrico X se definen los conjuntos 2X y Fn(X) por

2X = {A ⊂ X | A es compacto y no vaćıo en X} ,

Fn(X) =
{
A ∈ 2X | A es no vaćıo y tiene a lo más n elementos

}
.

Es claro que Fn(X) está contenido en 2X y éste, a su vez, en BX , por lo
que se les puede ver como subespacios de BX con la métrica de Hausdorff. Si
X es un continuo, 2X y BX coinciden, y en este caso, a los espacios Fn(X)
y 2X dotados de la métrica de Hausdorff se les llama hiperespacios.

Proposición 1.4.1. Sean (X, d) un espacio métrico y h : Xn → Fn(X) la
función dada por

h((a1, . . . , an)) = {a1, . . . , an}.

Esta función es continua y suprayectiva.

Demostración. Dado {a1, . . . , ak} en Fn(X) —con ai 6= aj si i 6= j—, se
tiene que 1 ≤ k ≤ n. Sea a′i = ai si 1 ≤ i ≤ k y a′i = ak si k ≤ i ≤ n. Como
cada a′i está en X, (a′1, . . . , a

′
n) está en Xn y h((a′1, . . . , a

′
n)) = {a1, . . . , ak},

por lo que h es suprayectiva.
Sean a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn) dos elementos de Xn tales,

que máx{d(ai, bi)}ni=1 < ε/2, entonces h(a) está en Nε/2(h(b)). Esto sucede
porque, para todo α en h(a), se cumple que α = ai para alguna i, por lo
que d(α, bi) < ε/2, y bi está en h(b). Análogamente, h(b) está en Nε/2(h(a))

y, aśı, H(a, b) ≤ ε/2 < ε, donde H es la métrica de Hausdorff en Fn(X). Se
sigue que h : Xn → Fn(X) es continua.
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Corolario 1.4.2. Sea (X, d) un continuo. Entonces, el hiperespacio Fn(X)
es un continuo.

Demostración. Por la Proposición 1.4.1 se tiene que Fn(X) es la imagen
bajo función continua de un espacio compacto y conexo bajo una función
continua y, por lo tanto, es compacto y conexo. Además, como subespacio
de 2X , Fn(X) es un espacio métrico, por lo que es un continuo.

Corolario 1.4.3. Sea X un continuo, entonces Fn(X) es homeomorfo a un
cociente de Xn.

Demostración. Sea h : Xn → Fn(X) como en la Proposición 1.4.1, entonces
h es continua y suprayectiva. Además Xn es compacto y Fn(X) es métrico
y por lo tanto de Hausdorff. De esto y la Proposición 1.1.18 se sigue que h
es una identificación y que Fn(X) es homeomorfo al espacio cociente de Xn

inducido por h.

En el caso n = 1, la función h es la biyección que asigna x 7→ {x}, y
dado que es una identificación, es un homeomorfismo. Esto se resume en el
siguiente corolario.

Corolario 1.4.4. Sea X un continuo. Entonces, el hiperespacio F1(X) es
isométrico a X.

Se puede pensar al hiperespacio Fn(X) como un “producto” de n copias
de X donde se ignora el orden de las coordenadas, por lo que también se le
conoce como el enésimo producto simétrico de X.

Proposición 1.4.5. Sean X y Y dos espacios métricos y f : X → Y una
función continua. Entonces, la función F : Fn(X)→ Fn(Y ) dada por

F (a) = f(a)

es continua, y si f es inyectiva, F es también inyectiva.

Demostración. La función F está bien definida, ya que a tiene a lo más n
elementos, por lo que f(a) debe tener a lo más n elementos y, por lo tanto,
está en Fn(Y ).

Sea a = {a1, . . . , ak} en Fn(X). Dado que f es continua, para cada
ε > 0 y cada i existe δi > 0 tal, que si x en X cumple que d1(x, ai) < δi,
entonces d2(f(x), f(ai)) < ε/2, donde d1 y d2 son las métricas de X y de Y
respectivamente.

Se toma δ > 0 con δ ≤ mı́n {δ1, . . . , δn}. Si b está en BH
δ (a), se tiene

que F
(
b
)

está en BH
ε (F (a)). Esto es porque para cada α en b existe am en
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a tal que d1(α, am) < δ, por lo que d2(f(α), f(am)) < ε/2 y, por lo tanto,
F (b) está en Nε/2(F (a)). Con un razonamiento análogo se llega a que F (b)

está en Nε/2(F (a)), mostrando que H(F (a), F (b)) ≤ ε/2 < ε, es decir, que F
es continua en a. Como a era cualquier elemento de Fn(X), F es continua.

Si a y b son dos elementos distintos de Fn(X), existe un elemento en
uno que no está en el otro. Sin perdida de generalidad, existe a en a que no
está en b. Dado que f(a) está en f(a) y que f es inyectiva, f(a) no está en
f(b) y, por lo tanto, F (a) y F (b) son distintos, lo que muestra que F es
inyectiva.

Corolario 1.4.6. Sean d1 y d2 dos métricas equivalentes en el conjunto
X. Entonces, las métricas de Hausdorff H1 y H2 inducidas por d1 y d2

respectivamente en Fn(x) son equivalentes.

Demostración. Considérese f : (X, d1) → (X, d2) y g : (X, d2) → (X, d1)
dadas por

f(x) = g(x) = x.

Estas dos funciones son inyectivas y continuas por ser d1 y d2 equiva-
lentes. Por la Proposición 1.4.5 inducen funciones inyectivas y continuas
F : (Fn(X), H1) → (Fn(X), H2) y G : (Fn(X), H2) → (Fn(X), H1) que
cumplen

F (a) = G(a) = a.

Dado que las composiciones F ◦G y G ◦ F son respectivamente la iden-
tidad en (Fn(X), H1) y en (Fn(X), H2), dichas funciones inducidas son ho-
meomorfismos y, entonces, H1 y H2 son equivalentes.

Proposición 1.4.7. Sea Y un subconjunto del espacio métrico (X, d). Si se
considera a Fn(Y ) encajado en Fn(X) a través de la función inducida por la
inclusión de Y en X, entonces, para cada δ > 0, Nδ(Fn(Y )) = Fn(Nδ(Y )).

Demostración. Si x = {x1, . . . , xk} está en Fn(Nδ(Y )), entonces cada xi
está en Nδ(Y ) y, por definición, existe yi en Y tal que d(xi, yi) < δ, por lo
que H(x, y) < δ donde y = {y1, . . . , yk}, y como y está en Fn(Y ), se tiene
que x está en Nδ(Fn(Y )).

Ahora, si x está en Nδ(Fn(Y )), existe un y en Fn(Y ) tal que H(x, y) < δ,
y entonces para cada xi en x existe un yj en y y, por lo tanto, en Y , que
cumple d(xi, yj) < δ, por lo que x está contenido en Nδ(Y ) y es un elemento
de Fn(Nδ(Y )).

De esto se sigue que Nδ(Fn(Y )) = Fn(Nδ(Y )).
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1.5. Conjuntos Z
Definición 1.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un subconjunto
cerrado A de X es un conjunto Z en X si para todo ε > 0 existe una función
continua fε : X → X \A tal que d(x, fε(x)) < ε, para cada x en X.

Proposición 1.5.2. Sean (X, d1) y (Y, d2) espacios métricos y f : X → Y y
g : Y → X homeomorfismos uniformemente continuos tales que f ◦ g = IdY
y g ◦ f = IdX . Entonces, un subconjunto cerrado A de X es un conjunto Z
en X si y sólo si f(A) es un conjunto Z en Y .

Demostración. Como f es un homeomorfismo, f(A) es cerrado en Y si y
sólo si A es cerrado en X.

Sean ε > 0 y A un conjunto Z en X. Como f es uniformemente continua,
existe δ > 0 tal que d2(f(x), f(y)) < ε siempre que d1(x, y) < δ, y tómese
fδ : X → X \ A una función continua tal que d1(x, fδ(x)) < δ para cada x
en X.

La función gδ = f|X\A ◦ fδ ◦ g con dominio Y y codominio Y \ f(A)
cumple que d2(gδ(y), y) < ε para cada y en Y , ya que gδ(y) = f(fδ(g(y)))
y y = f(g(y)), y esto se puede hacer para cada ε > 0, lo que muestra que
f(A) es un conjunto Z en Y .

El otro caso es análogo, por lo que se sigue la proposición.

Este resultado dice que los conjuntos Z de un espacio compacto son
los mismos para todas las métricas que inducen su topoloǵıa, ya que toda
función continua que lo tenga como dominio es uniformemente continua.
Esto se usa inmediatamente en la prueba de la siguiente proposición.

Proposición 1.5.3. Supóngase que (X, d) es un continuo contráctil y que
A es un conjunto Z en X. Entonces, {[∗, 0]} y CA visto como subconjunto
de CX son conjuntos Z en (CX,D), donde D es una métrica esférica de
CX.

Demostración. Por la Proposición 1.1.28, el cono CX tiene al menos una
métrica esférica por ser X compacto, y todas sus métricas esféricas son
equivalentes porque todas inducen la topoloǵıa del cono. Aśı, por la Proposi-
ción 1.5.2, basta verificar que CA es un conjunto Z en una métrica esférica
particular. En especial, la métrica esférica que se utilizará será la definida
en la Proposición 1.1.27 con la métrica d′ acotada por 1 construida en el
Ejemplo 1.1.5 a partir de d.

Dado que d′ es equivalente a d y que X es compacto, la Proposición 1.5.2
muestra que A es un conjunto Z con la métrica d si y sólo si también lo es
con la métrica d′, por lo que se puede suponer que d era d′ desde el principio.
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Por ser X contráctil, existe una función continua r : X × I → X tal
que r|X×{0} es una función constante c y r|X×{1} es la función IdX . Sean
0 < ε < 1 y gε : X × I → X × I la función dada por

gε(x, t) =

{
(r(x, 2t

ε ), ε2), si t ∈ [0, ε2 ];
(x, t), si t ∈ [ ε2 , 1].

Nótese que gε está bien definida, dado que si t = ε
2 , r(x, 2t

ε ) = r(x, 1) = x, y
por lo tanto (r(x, 2t

ε ), ε2) = (x, t).

Para probar que gε es continua, considérese las siguientes funciones:

la proyección p[0, ε
2

] : X × [0, ε2 ]→ [0, ε2 ],

c ε
2

: [0, ε2 ]→ I la función constante que va a dar a ε
2 ,

a : [0, ε2 ]→ I dada por

a(t) =
2t

ε
.

Estas funciones son continuas y, por lo tanto, las funciones r ◦ (IdX × a) y
c ε
2
◦ p[0, ε

2
] son continuas. Ambas tienen por dominio a X × [0, ε2 ], por lo que

inducen una función continua de éste a X × I, que está dada por

(x, t) 7→ (r(x,
2t

ε
),
ε

2
).

Es claro que gε restringida a X × [0, ε2 ] es justamente esta función, y gε
restringida a X × [ ε2 , 1] es la identidad, que es también continua. Como
X × [0, ε2 ] y X × [ ε2 , 1] son cerrados en X × I, la Proposición 1.1.3 da que gε
es continua.

De la definición de gε se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

gε(X × {0}) = r(X × {0})×
{ ε

2

}
= Im(c)×

{ ε
2

}
,

que es un conjunto unitario. Entonces, por el Lema 1.1.20, gε induce una
función continua Gε : CX → CX. El elemento [∗, 0] no está en la imagen de
esta función y, usando la Definición 1.1.2, se puede restringir en contrado-
minio a CX \ {[∗, 0]}. Se referirá a esta nueva función por Gε.

Se tiene que Gε[x, t] = [x, t] siempre que t ≥ ε
2 , y cuando t < ε

2 , de la
desigualdad del triángulo se sigue que

D([x, t], Gε[x, t]) ≤ D([x, t], [∗, 0]) +D([∗, 0], Gε[x, t]) <
ε

2
+
ε

2
= ε
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porque la segunda coordenada de Gε[x, t] es ε
2 . Estos dos casos muestran que

D([x, t], Gε[x, t]) < ε para cada [x, t] en CX, y como ε > 0 era arbitraria,
{[∗, 0]} es un conjunto Z en CX.

Como A es un conjunto Z en X, para cada ε > 0 existe una función
continua fε : X → X \ A tal que d(x, fε(x)) < ε para cada x en X. Sea
fε = i ◦ fε, donde i es la inclusión de X \ A en X. Por ser producto de
funciones continuas, fε × IdI : X × I → X × I es continua y, dado que
(fε× IdI)(X×{0}) está contenido en X×{0}, induce una función continua
F ε de CX en CX.

Considérese la función continua Fε = F ε
2
◦ G ε

2
de CX en śı mismo. La

imagen de Fε no tiene elementos de CA, ya que la imagen de Gε está con-
tenida en CX \ {[∗, 0]} y, para cada t > 0, (f ε× I)(x, t) está en X \A×{t},
por lo que F ε[x, t] no está en CA. Entonces, Fε se puede restringir en codo-
minio a CX \ CA para cada ε > 0. De la definición de F ε se tiene que
D([x, t], F ε[x, t]) < ε para cada [x, t] en CX, y por la desigualdad del triángu-
lo para D se sigue que

D([x, t], Fε[x, t]) ≤ D([x, t], G ε
2
[x, t]) +D(G ε

2
[x, t], Fε[x, t]) <

ε

2
+
ε

2
= ε

y, por lo tanto, CA es un conjunto Z en CX.

A continuación se demuestran los resultados principales de este caṕıtulo,
que son centrales para el resto del presente trabajo. La notación usada es la
siguiente:

Bn+1 =
{
x ∈ Rn+1 | ‖x‖ ≤ 2

}
Cn+1 = Bn+1 \ {0}

La función inclusión de Sn en Cn+1 se denota por i y se especificará el valor
de n solamente cuando no hacerlo pueda generar confusión.

Lema 1.5.4. Sea (X, d) un espacio métrico, Supóngase que para algún n
existen una función uniformemente continua T : X → Cn+1 y una función
continua σ̂ : Sn → X tales que T ◦ σ̂ ' i, donde i es la inclusión de Sn

en Cn+1. Entonces, existe un ε > 0 para el que no es posible encontrar una
función σε : Sn → X continua y homotópica a una constante que cumpla
que d(σ̂(s), σε(s)) < ε para todo s en Sn.

Demostración. Por contradicción:

Supóngase que para todo ε > 0 existe σε : Sn → X continua y homotópi-
ca a una constante tal que d(σ̂(s), σε(s)) < ε para cada s en Sn.
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Dado que Sn es compacto, T ◦σ̂(Sn) es un compacto en Bn+1 que no tiene
a 0 como elemento, por lo que existe un natural m tal que ‖T ◦ σ̂(s)‖ > 1

m
para cada s en Sn.

Ahora, como T es uniformemente continua, existe δ > 0 tal que si x y
y cumplen que d(x, y) < δ entonces ‖T (x) − T (y)‖ < 1

m . De la suposición
inicial se sigue que hay una σδ : Sn → X continua y homotópica a una
constante tal que d(σ̂(s), σδ(s)) < δ para todo s en Sn.

Considérese la función continua T ◦ σδ. La función σδ es homotópica a
una constante y T : X → Cn+1 es continua, por lo que la Proposición 1.2.3
implica que T ◦ σδ es homotópica a una constante. Nótese que, por las
definiciones de δ y σδ, se tiene que

‖T ◦ σ̂(s)− T ◦ σδ(s)‖ <
1

m
,

para todo s en Sn.
Por el Ejemplo 1.2.2, dado que Bn+1 es convexo, se tiene que la función

H : Sn × I → Bn+1 dada por

H(s, t) = j ◦ T ◦ σ̂(s) + t · (j ◦ T ◦ σδ(s)− j ◦ T ◦ σ̂(s))

es una homotoṕıa entre j ◦ T ◦ σ̂ y j ◦ T ◦ σδ, donde j : Cn+1 → Bn+1 es la
inclusión de Cn+1 en Bn+1.

Supóngase que 0 no está en la imagen de H. Entonces, se puede restringir
a H en contradominio a Cn+1, y sea esta restricción Ĥ : Sn × I → Cn+1,
que es continua por ser H continua. De esto se sigue que Ĥ una homotoṕıa
entre T ◦ σ̂ y T ◦ σδ en Cn+1 porque éstas tienen las mismas reglas de
correspondencia que j ◦ T ◦ σ̂ y j ◦ T ◦ σδ, respectivamente. Esto da lugar a
una contradicción, porque la Proposición 1.2.18 muestra que al ser T ◦ σ̂ ' i,
T ◦ σ̂ no es homotópica a una constante y, por lo tanto, no es homotópica a
T ◦ σδ.

De esta contradicción se sigue que se puede encontrar s0 en Sn tal que
0 ∈ H({s0} × I), por lo que existe un λ en (0, 1) tal que

T ◦ σ̂(s0) + λ(T ◦ σδ(s0)− T ◦ σ̂(s0)) = 0.

Luego, se tiene la siguiente desigualdad:

1

m
< ‖T ◦ σ̂(s0)‖ = λ‖(T ◦ σδ(s0)− T ◦ σ̂(s0))‖ < ‖(T ◦ σδ(s0)− T ◦ σ̂(s0))‖,

que muestra que d(σ̂(s0), σδ(s0)) no es menor estricto que δ y, entonces se
llega a una contradicción con la suposición de que σδ aproxima a σ̂, con lo
que queda demostrado el lema.
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La siguiente proposición utiliza el Lema 1.5.4 para verificar si un sub-
conjunto A de X es un conjunto Z.

Proposición 1.5.5. Sea A un subconjunto cerrado de un espacio métrico
(X, d). Supóngase para alguna n existen una función uniformemente conti-
nua T : X\A→ Cn+1 y una función continua y homotópica a una constante
σ : Sn → X, cuya imagen no intersecta a A. Si T ◦ σ̂ es homotópica a i,
con σ̂ la restricción del codominio de σ a X \ A e i la inclusión de Sn en
Cn+1, entonces A no es un conjunto Z en X.

Demostración. Por contradicción:
Supóngase que A es conjunto Z en X. Entonces, para cada ε > 0 existe

fε : X → X \A continua tal que d(x, fε(x)) < ε para cada x en X.
Para cada ε > 0 se define σε = fε ◦ σ. Se tiene que d(σ̂(s), σε(s)) < ε en

X \A para cada s en Sn, lo que genera una contradicción con el Lema 1.5.4
porque la función T : X \ A→ Cn+1 es uniformemente continua, σ̂ cumple
que T ◦ σ̂ es homotópica a i y σε es homotópica a una constante porque fε
es continua y σ es homotópica una función constante.

De esta contradicción se sigue que existe un ε0 > 0 para el que no es
posible encontrar una función continua fε0 : X → X \ A que cumpla que
d(x, fε0(x)) < ε0 para cada x en X y por lo tanto A no es un conjunto Z en
X, con lo que queda demostrada la proposición.
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Caṕıtulo 2

El arco, el ciclo y el triodo

Una gráfica finita G es un espacio métrico y compacto para el que se puede
encontrar un conjunto

{a1, a2, . . . , an} ,

donde cada ai es un subespacio de G homeomorfo a [0, 1], en el que se cumple
que, para cualesquiera i y j distintos, la intersección de ai y aj tiene a lo
más un elemento, y éste es uno de los extremos de ai y de aj . Al conjunto
A = {a1, a2, . . . , an} se le llama separación de G en aristas, a cada ai se le
llama arista de G con respecto a A, y a sus puntos extremos se les llama
vértices de G con respecto a A.

Definición 2.0.6. Se dice que una gráfica finita G es un arco si G es ho-
meomorfa a I, y se dice que es un ciclo si es homeomorfa a S1.

Definición 2.0.7. Sea G una gráfica finita con una separación en aristas
A. Una trayectoria en G es una sucesión α = (v0, a1, v1, . . . , an, vn), en la
que cada ai es una arista y cada vi es un vértice, que cumple que dados i y
j distintos, vi y vj son elementos distintos de G, y ai+1 es una arista que
tiene a vi y vi+1 como extremos. Se define la longitud de α como el número
de aristas en (v0, a1, v1, . . . , an, vn).

Nótese que la unión de las aristas de una trayectoria es un arco, y que,
como la cantidad de aristas en las que está separada G es finita, el conjunto
de trayectorias es finito y, por lo tanto, es posible encontrar una trayectoria
que tiene longitud máxima.

En este caṕıtulo se estudia el segundo producto simétrico de algunas
gráficas finitas conexas, que es como se llama a aquellas gráficas en las que
G es conexo como espacio topológico. En las primeras dos secciones se prueba

35
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que si una gráfica G es un ciclo o un arco, entonces F1(G) es un conjunto Z
en F2(G). Como ya se definió, el espacio F2(G) está formado por las parejas
no ordenadas de elementos de G, es decir, los subconjuntos no vaćıos de G
con a lo más dos elementos.

Un modelo de F2(G) es un conjunto que es biyectable con el conjunto
subyacente de F2(G) equipado con la métrica inducida por dicha biyección,
lo que hace a F2(G) y su modelo homeomorfos.

2.1. El segundo producto simétrico del arco

Se empezará construyendo un modelo del segundo producto simétrico del
arco en R2. Para esto se considera al arco como el conjunto [0, 1] con
su métrica usual, y se identifica el conjunto {a, b} con el par ordenado
(mı́n{a, b},máx{a, b}) de R2, donde a y b están en [0, 1]. De esta forma
se identifica a F2([0, 1]) con el triángulo cuyos vértices son los puntos (0, 0),
(0, 1) y (1, 1) de R2, que se denotará por T . El espacio F1([0, 1]) queda
encajado en T en el conjunto

∆ = {(t, t) | t ∈ [0, 1]}.

Figura 2.1: El conjunto T en R2.

Se puede ver que la métrica de Hausdorff en F2([0, 1]) induce la métrica
del máximo en T dada por

d∞((a, b), (a′, b′)) = máx
{∣∣a− a′∣∣ , ∣∣b− b′∣∣} ,
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que es la métrica del máximo en R2. Esta métrica es equivalente a la métrica
usual de R2, por lo que cualquier función polinomial de T en algún subcon-
junto de R2 es continua.

De aqúı se sigue que para cada 3 > ε > 0, la función fε : T → T \ ∆
dada por

fε(a, b) = ((1− ε/3) · a, (1− ε/3) · b+ ε/3)

es continua —la función fε está bien definida ya que para cada (a, b) con a
y b en [0, 1] las coordenadas de fε((a, b)) están en [0, 1] dado que (1− ε/3) · c
está en [0, 1 − ε/3] si c está en [0, 1]. Además, como a ≤ b y ε/3 > 0,
(1−ε/3) ·a < (1−ε/3) ·b+ε/3—. Esta función es una contracción con razón
(1− ε/3) y centro en (0, 1).

Las funciones fε cumplen que |fε(a, b)− (a, b)| < ε para cada a en [0, 1]
ya que |a− (1− ε/3) · a| y |b− (1− ε/3) · b− ε/3| son menores estrictos que
ε. Esto muestra que F1([0, 1]) es un conjunto Z en F2([0, 1]).

2.2. El segundo producto simétrico del ciclo

Se construye un modelo para el hiperespacio F2(S1) como un cociente de
[0, π]×[−π/2, π/2] con su topoloǵıa usual. Para esto se considera a S1 dotado
de la métrica de la longitud de arco l, es decir, que dados dos puntos z1 y
z2 en S1, l(z1, z2) es la longitud del menor arco entre z1 y z2. Dicha métrica
es equivalente a la métrica usual de S1.

Sean h : S1 × S1 → F2(S1) la función dada en la Proposición 1.4.1, y
p : R→ S1 dada por

p(θ) = (cos(θ), sen(θ)).

La función p es continua, por lo que las funciones a : [0, π]×[−π/2, π/2]→ S1

y b : [0, π]× [−π/2, π/2]→ S1 dadas respectivamente por

a(α, β) = p(α+ β),

b(α, β) = p(α+ π − β),

son a su vez continuas. Se ve que h ◦ (a× b) : [0, 2π]× [−π/2, π/2]→ F2(S1)
es continua por ser composición de funciones continuas y, si se le denota por
P , se tiene que está dada por

P (α, β) = {p(α+ β), p(α+ π − β)} .

Para cada {p(θ1), p(θ2)} en F2(S1) se toman los θ1 y θ2 que están [0, 2π).
Se puede encontrar una pareja (α, β) en [0, 2π]× [−π/2, π/2] tal, que

{p(α+ β), p(α+ π − β)} = {p(θ1), p(θ2)} .
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Dicho α es de la forma

(θ1 + θ2)/2 + π/2 + nπ,

donde n es un entero que hace que esta suma esté en [0, π]. Por la construc-
ción de α se ve que uno entre θ1−α y θ2−α está en [−π/2, π/2], y se toma
tal como β.

Figura 2.2: Los valores α y β.

Esto muestra que P es suprayectiva y, dado que [0, π] × [−π/2, π/2]
es compacto y F2(S1) es de Hausdorff, que es una identificación. Entonces,
F2(S1) es homeomorfo al cociente de [0, π]× [−π/2, π/2] dado por la relación
de equivalencia inducida por P .

Ahora bien, esta relación está dada por

(α, β) ∼P (α′, β′) si y sólo si (α, β) = (α′, β′) o
∣∣α− α′∣∣ = π y β = −β′,

por lo que P restringida a [0, π) × [−π/2, π/2] es inyectiva. El cociente de
[0, π] × [−π/2, π/2] sobre ∼P se denotará por X . No es dif́ıcil ver que X
es una cinta de Möbius y es un modelo para F2(S1) que tiene a F1(S1) en
la imagen de [0, π] × {−π/2, π/2} bajo la función cociente. Esta imagen se
denotará por ∆.

Sean (α, β) y (α, β′) dos elementos de [0, π] × [−π/2, π/2], y (α, β) y
(α, β′) sus respectivas clases de equivalencia en X . La distancia entre estos
dos elementos en X con la métrica inducida por F2(S1) es |β − β′|, porque
se usa la métrica de la longitud de arco en S1.

Para ε > 0, sea gε : [0, π]× [−π/2, π/2]→ [0, π]× (−π/2, π/2) dada por

gε((α, β)) =
(
α, (1− ε

π
)β
)
,



2.3. EL SEGUNDO PRODUCTO SIMÉTRICO DEL TRIODO 39

que es continua por ser polinomial y que, por el Lema 1.1.20, induce una
función continua gε : X → X \∆. Para cada (α, β) en [0, π] × [−π/2, π/2],
gε(α, β) = (α, (1− ε

π )β), por lo que la distancia entre (α, β) y gε(α, β) en X
es ∣∣∣β − (1− ε

π
)β
∣∣∣ =

∣∣∣∣ε · βπ
∣∣∣∣ ≤ ε

2
< ε,

por lo que ∆ es un conjunto Z en X y entonces, F1(S1) es un conjunto Z
en F2(S1).

Figura 2.3: El conjunto ∆ es la frontera de X .

2.3. El segundo producto simétrico del triodo

Los resultados que se acaban de probar para arcos y ciclos se pueden extender
a gráficas con una cantidad finita de componentes conexas, en las cuales cada
una de éstas es un arco o un ciclo. Sin embargo, si una de estas componentes
falla en ser un arco o un ciclo, su hiperespacio F1 no es un conjunto Z en
su hiperespacio F2. Esto se sigue de que la gráfica tiene un vértice en el que
inciden al menos tres aristas, como se puede ver en la siguiente proposición.

Proposición 2.3.1. Sea G una gráfica conexa que no es un ciclo ni un
arco, entonces G tiene un vértice en el que inciden al menos tres aristas.

Demostración. Sea α = (v0, a1, v1, . . . , an, vn) una trayectoria de longitud
máxima en G. Existe una arista e que no está en α, ya que, de no existir, G
seŕıa la unión de las aristas ai, lo que es un arco. Se puede elegir e tal, que
v0 y vn no son sus puntos finales, ya que de no ser aśı, se sigue que G seŕıa
la unión de las aristas ai y e, lo que formaŕıa un ciclo.

Se define E como el subconjunto de G formado por los puntos x para los
que existe una trayectoria β = (t0, e, t1, b2, . . . , bm, tm) tal, que x pertenece
a una arista de β. Es claro que un punto de una arista e′ está en E si y
sólo si e′ está contenida en E, por lo que tanto E como G \E son unión de
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una cantidad finita de aristas, que son cerrados en G, por lo que ambos son
cerrados. Se sigue que E = G, porque G es conexo y E es no vaćıo por tener
contenido a e.

Sea β una trayectoria que tiene a e como primera arista y que tiene una
arista a la que pertenece t0. Sea ε la primera arista de β con un vértice en
{t0, t1, . . . , tn}, a saber tk, y sea c el otro vértice de ε.

Si k = 0 o k = n y c no es un vértice en α, entonces ε es una arista que
tiene un vértice extremo común con α pero que no está en ella, por lo que
α se puede extender una arista más. Pero α es de longitud máxima, lo que
muestra que tk es un vértice interior de α. Si el vértice c estuviera en α, al
menos uno entre c y tk seŕıa un vértice interior de α, y se puede suponer que
este vértice es tk. En ambos casos, existen vértices tk−1 y tk+1 adyacentes
a tk. Como ε no está en α, es distinta de ak y ak+1, y se sigue que en tk
inciden al menos tres aristas.

Las próximas secciones están dedicadas a mostrar que F1(Γ3) no es un
conjunto Z en el producto simétrico F2(Γ3) del triodo Γ3. La parte central
de este resultado depende del Lema 1.5.4. El triodo es el subconjunto de R3

dado por:

Γ3 = {t · e1 | t ∈ [0, 1]} ∪ {t · e2 | t ∈ [0, 1]} ∪ {t · e3 | t ∈ [0, 1]}

donde e1, e2 y e3 son respectivamente los vectores unitarios (1, 0, 0), (0, 1, 0)
y (0, 0, 1) de R3. En adelante se denotará al punto t · ei por ti. Nótese
que el elemento (0, 0, 0) admite tres de estas representaciones, las cuales se
utilizarán indistintamente para denotarlo. La métrica asignada a Γ3 es la
inducida por la métrica usual de R3.

Gracias al Corolario 1.4.6 se puede dar a Γ3 cualquier métrica que sea
equivalente a la usual, y ésta dará lugar a una métrica en F2(Γ3) equivalente
a la que induce la métrica usual. La métrica en R3 dada por

ρ1((a, b, c), (a′, b′, c′)) =
∣∣a− a′∣∣+

∣∣b− b′∣∣+
∣∣c− c′∣∣

es equivalente a la métrica usual en R3 y, por lo tanto, la métrica inducida
en Γ3 y que está dada por

ρ1(ri, sj) =

{
|r − s| , si i = j;
r + s, si i 6= j,

es equivalente a la métrica usual en Γ3.
Si {ri, sj} y {tk, ul} son dos elementos de F2(Γ3) tales que {i, j, k, l} es

un conjunto de a lo más dos elementos, entonces los puntos qh, con h en
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{i, j, k, l} y q en [0, 1], forman un subespacio J de Γ3 que es isométrico a
[−1, 1] con su métrica usual y, por lo tanto, F2(J) como subespacio métrico
de F2(Γ3) es isométrico a F2([−1, 1]). Aśı, la distancia de Hausdorff entre
{ri, sj} y {tk, ul} está dada por:

H({ri, sj} , {tk, ul}) = máx{ρ1(ri, tk), ρ1(sj , ul)}

si alguna isometŕıa entre J y [−1, 1] hace que la imagen de ri sea mayor o
igual que la imagen de sj y que la imagen de tk sea mayor o igual que la de
ul.

Para las parejas de elementos de F2(Γ3) restantes, la métrica de Haus-
dorff está dada por:

H({ri, sj} , {tk, ul}) =

{
máx{s+ t, s+ u,mı́n{r + t, r + u}},
máx{|u− t| ,mı́n{r + u, s+ u},mı́n{t+ s, u+ s}},

usando el primer caso cuando i = j e i, k y l son distintos y el segundo
solamente cuando i = k e i, j y l son distintos. Nótese que en estos dos
casos, para {ri, sj} fijo se tiene que su distancia a {tk, ul} es siempre mayor
que r y s.

2.4. Un modelo para F2(Γ3)

En esta sección se construye un modelo M para el espacio F2(Γ3) formado
de elementos de R3.

Cada elemento de F2(Γ3) de la forma {ri, sj} con i distinto de j se asocia
con el vector ri + sj , la suma usual de los vectores ri y sj en R3, por lo que
los conjuntos C1 = {(0, r, s) | r, s ∈ [0, 1]}, C2 = {(r, 0, s) | r, s ∈ [0, 1]} y
C3 = {(r, s, 0) | r, s ∈ [0, 1]} quedan contenidos en M.

A continuación se construyen los puntos que representan a las pare-
jas de la forma {ri, si} donde r ≥ s: el representante de {r1, s1} en R3

será (r, 0,−s), el de {r2, s2} será (−s, r, 0) y el de {r3, s3} será (0,−s, r).
Aśı, los elementos de la forma {r1, s1} quedan representados por los pun-
tos del conjunto S1 dado por el simplejo con vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0) y
(1, 0,−1). Se denota análogamente por S2 y S3 a los conjuntos de represen-
tantes de los elementos de la forma {r2, s2} y {r3, s3} respectivamente. Se
tiene entonces que

M =

3⋃
i=1

(Ci ∪ Si) .

De aqúı y en adelante no se hará distinción entre los elementos de F2(Γ3)
y los de M, y se denotará por H a la métrica de Hausdorff inducida en M.
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Nótese que los puntos de F1(Γ3) quedan identificados con los elementos de
los conjuntos

∆1 = {(t, 0,−t) | t ∈ [0, 1]} ,

∆2 = {(−t, t, 0) | t ∈ [0, 1]} ,

∆3 = {(0,−t, t) | t ∈ [0, 1]} ,

cuya unión se denota por ∆.
De la definición de la métrica en F2(Γ3) dada en la sección anterior se

puede ver que los conjuntos Ci y Si tienen la métrica del máximo de R3 —
dada por ρ∞((a, b, c), (a′, b′, c′)) = máx{|a− a′| , |b− b′| , |c− c′|}— cuando
se ven como subespacios deM, por lo que una bola BH

ε (x) restringida a Ci
es la intersección de la bola Bρ∞

ε (x) de R3 con Ci, y se tiene un resultado
análogo para el subespacio Si.

Figura 2.4: El conjunto M en R3.

Sea {rj , sk} en Ci, con r > 0 y s > 0. La definición de la métrica
H dada en la sección anterior hace ver que el conjunto BH

mı́n{r,s}({rj , sk})
está contenido en Ci; en el caso análogo, cuando {rj , sk} está en Si también
se puede encontrar una bola alrededor de {rj , sk} que está contenida en Si.
Esto muestra que cada Ci y cada Si es un cerrado en M.
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Si r > 0, entonces para todo δ ≤ r positivo se tiene que el conjunto
BH
δ ({0, ri}) es la unión de las bolas de radio δ alrededor de {0, ri} en los

subespacios Cp(i), Cp2(i) y Si, donde p = (1, 2, 3) es la permutación ćıclica del
conjunto {1, 2, 3}. Nótese que los elementos de Cp(i) ∩ Cp2(i) —que también
es la intersección de ambos con Si— son de la forma {0, ri}. Ahora bien, el
conjunto {0} se encuentra en todos los conjuntos Ci y Si, y cualquier bola
de radio ε > 0 alrededor de él es la unión de las bolas de radio ε alrededor
de {0} en Ci y Si.

La discusión anterior muestra que la topoloǵıa inducida en M por la
métrica de Hausdorff de F2(D3) es su topoloǵıa del subespacio inducida por
R3 con su topoloǵıa usual, ya que para cada x existe un r tal que si ε < r,
BH
ε (x) es un abierto tanto en la topoloǵıa del subespacio en M como en la

topoloǵıa inducida por H. Esto hace que para cada U abierto en alguna de
estas topoloǵıas y cada punto en U , haya un abierto de ambas topoloǵıas
entre dicho punto y U , lo que hace a U abierto en ambas topoloǵıas, por lo
que son la misma topoloǵıa.

2.5. F1(Γ3) no es un conjunto Z en F2(Γ3)

Para demostrar el resultado principal de esta sección, se hará uso de la
Proposición 1.5.5 y de los conjuntos Cn y Bn definidos en la Sección 1.5.
Se construirán una función uniformemente continua de M\∆ a C2 y una
función continua y homotópica a una constante de S1 aM. Para hacer esto
se aprovechará que la topoloǵıa enM es la inducida como subespacio de R3.

La función T : M \ ∆ → C2 se construirá proyectando a M en P, el
subespacio vectorial de R3 que es el plano ortogonal al vector (1, 1, 1). Este
subespacio es isométrico al plano R2 a través de una transformación ortonor-
mal, por lo que se puede encontrar un múltiplo escalar de dicha isometŕıa
que haga que la imagen de M bajo la composición de estas dos funciones
esté contenida en B2, esto por serM un compacto. Sin embargo, para garan-
tizar que la preimagen de {0} bajo T sea ∆, se utilizará una función continua
intermedia Q :M→ R3 que haga que la imagen de ∆ esté contenida en el
subespacio vectorial de R3 generado por (1, 1, 1) y entonces, al proyectar a
Q(M) sobre P se tendrá que Q(∆) será la preimagen de 0.

Se define la función Q :M→ R3 por

Q((a, b, c)) =


(a, b, c), si (a, b, c) está en algún Ci;
(a,−c,−c), si (a, b, c) está en S1;
(−a, b,−a), si (a, b, c) está en S2;
(−b,−b, c), si (a, b, c) está en S3.
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Esta función es continua por la Proposición 1.1.3, ya que los conjuntos
Ci y Si forman una familia finita de cerrados cuya unión esM, y se tiene que
Q restringida a cada Ci y Si es polinomial y, por lo tanto, continua. Nótese
que la imagen de ∆ bajo Q está contenida en la recta R = {(t, t, t) ∈ R},
como se queŕıa.

Se denota por P a la función lineal dada por

P ((x, y, z)) =

(
x− x+ y + z

3
, y − x+ y + z

3
, z − x+ y + z

3

)
,

que es continua y que proyecta ortogonalmente a los puntos de R3 sobre el
plano

P =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0
}
.

Se puede ver que ‖P ((1, 0, 0))‖ = ‖P ((1, 0, 1))‖ = 2/
√

6, donde ‖ ‖ es la
norma usual de R3 y, por lo tanto, la imagen bajo P de cualquier combinación
lineal de la forma

t · (1, 0, 0) + s · (1, 0, 1),

con t ≥ 0, s ≥ 0 y t+ s en [0, 1], debe tener norma menor que 2/
√

6 y, dado
que cada punto del triángulo cuyos vértices son (1, 0, 0), (1, 0, 1) y (0, 0, 0)
es de esa forma, la imagen de uno de estos puntos bajo P está en el disco de
radio 2/

√
6 del plano P. Este argumento se puede repetir para los puntos

(0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0) y (0, 1, 1) y, como ‖P ((1, 1, 1))‖ = 0, se cumple que
P (Q(M)) está contenida en el disco de radio 2/

√
6.

Ahora, se dará un múltiplo escalar de una transformación ortonormal
entre R2 y P. Para esto, basta definirla en una base para R2. Si se escoge
una base cuyos elementos tengan la misma norma, entonces basta definir
sus imágenes de tal forma que éstas tengan la misma norma y que el ángulo
entre ellas sea el mismo que el ángulo entre los básicos de R2 escogidos. Aśı,{

(2, 0), (2 cos(2π
3 ), 2 sen(2π

3 ))
}

es una base para R2 con sus dos elementos de
norma igual a 2 y con el ángulo entre ellos igual a 2π

3 .

Los vectores P (0, 1, 0) = (−1
3 ,

2
3 ,
−1
3 ) y P (0, 0, 1) = (−1

3 ,
−1
3 ,

2
3) tienen

norma igual a 2/
√

6, y no es dif́ıcil ver que el ángulo entre ellos es 2π
3 , por

lo que la función lineal U que hace

(2, 0) 7→ (
−1

3
,
2

3
,
−1

3
) y (2 cos(

2π

3
), 2 sen(

2π

3
)) 7→ (

−1

3
,
−1

3
,
2

3
)

es un múltiplo escalar de una transformación ortonormal, lo que hace a
U un homeomorfismo entre R2 y P. Nótese que U restringida a cualquier
subespacio es un homeomorfismo, y que el hecho de que U sea múltiplo
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escalar de una isometŕıa lineal hace que la imagen de B2 sea el disco de
radio 2/

√
6 en P.

Sea T = U−1 ◦ P ◦ Q : M → R2, que es continua y uniformemente
continua porque su dominio es un compacto. Además, por la forma en que

fue construida, T (M) está contenido en B2 y T
−1

({0}) = ∆, por lo que T se
puede restringir en dominio y contradominio aM\∆ y C2 respectivamente,
y esta función se denotará por T .

A continuación se construye una función continua ζ : S1 → M, y para
esto se utilizará la función T ya definida. Nótese que la función P restringida
a cada plano ~x~y, ~y~z y ~z~x es lineal y biyectiva, por lo que es un homeomor-
fismo, y aśı, se tiene que al estar C1 contenido en ~y~z, C2 en ~z~x y C3 en ~x~y,
T restringida a Ci es un homeomorfismo entre Ci y T (Ci) que además se
comporta como una función lineal en Ci en el sentido de que si x y y están
en Ci y r y s son escalares tales que r ·x+s ·y está en Ci, entonces se cumple
que

T (r · x+ s · y) = r · T (x) + s · T (y).

Los elementos de C1 son de la forma r · (0, 1, 0) + s · (0, 1, 1) o de la
forma r · (0, 0, 1) + s · (0, 1, 1), donde r ≥ 0, s ≥ 0 y r + s está en [0, 1],
y las imágenes de (0, 1, 0), (0, 0, 1) y (0, 1, 1) bajo T son respectivamente
(2, 0), (2 cos(2π

3 ), 2 sen(2π
3 )) y (2 cos(π3 ), 2 sen(π3 )). Ahora bien, cada θ en S1

entre 0 y 2π
3 se puede escribir como r0 · (2, 0) + s0 · (2 cos(π3 ), 2 sen(π3 )) o bien

como r0 · (2 cos(2π
3 ), 2 sen(2π

3 )) + s0 · (2 cos(π3 ), 2 sen(π3 )) para algunos r0 ≥ 0
y s0 ≥ 0 con r0 + s0 en [0, 1], por lo que respectivamente para cada caso
r0 ·(0, 1, 0)+s0 ·(0, 1, 1) o r0 ·(0, 0, 1)+s0 ·(0, 1, 1) es un elemento de C1 cuya
imagen es θ. Un análisis similar para C2 y C3 muestra que S1 está contenido
en T (M).

Dado que S1 está contenido en T (M), se puede definir σ1 : [0, 2π
3 ]→ C1

por

σ1(θ) = T
−1
|C1

(cos(θ), sen(θ)),

y las funciones σ2 : [2π
3 ,

4π
3 ] → C2 y σ3 : [4π

3 , 2π] → C3 de manera análoga.
Como T |Ci es un homeomorfismo, cada σi es continua. Además, se tiene que

σ1(2π
3 ) = σ2(2π

3 ), σ2(4π
3 ) = σ3(4π

3 ), σ3(2π) = σ1(0), y que [0, 2π
3 ], [2π

3 ,
4π
3 ]

y [4π
3 , 2π] son cerrados en S1. Entonces, por la Proposición 1.1.3 estas tres

funciones inducen una función continua σ de S1 en
⋃3
i=1Ci que se puede

extender en contradominio aM, y como 0 no está en la imagen de ninguna
de las σi, la imagen de σ no intersecta a ∆. Esto permite definir a la función
σ̂ : S1 →M\∆ con la misma regla de correspondencia que σ, lo que hace
a σ̂ continua.
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La función K : S1×I →M dada por K(θ, t) = (1− t) ·σ(θ) es continua,
por lo que σ es homotópica a la función constante 0 : S1 →M. También se
puede ver que T ◦σ̂ = i, la inclusión de S1 en C2, lo que se sigue directamente
de la definición de σ y de σ̂.

Con estas funciones es posible demostrar la siguiente proposición:

Proposición 2.5.1. El hiperespacio F1(Γ3) no es un conjunto Z en F2(Γ3).

Demostración. La función T :M\∆→ C2 antes definida es uniformemente
continua, σ es homotópica a una constante y su imagen no intersecta a ∆,
además σ̂ cumple que T ◦ σ̂ es homotópica a la inclusión de S1 en C2.
Entonces, por la Proposición 1.5.5 se tiene que ∆ no es un conjunto Z en
M y gracias a la Proposición 1.5.2 se sigue que F1(Γ3) no es un conjunto Z
en F2(Γ3).



Caṕıtulo 3

El hiperespacio F2(Γn)

Se define el eneodo Γn como el subconjunto de Rn cuyos elementos son los
vectores de la forma t ·ei, donde {ei}ni=1 es la base canónica de Rn y t está en
I. Rescatando la notación de la sección 2.3, se considerará que ti es el vector
t · ei. Nótese que cada conjunto {ti | t ∈ I} es homeomorfo a I, y que los
śımbolos 01, . . . , 0n denotan a 0.

En este caṕıtulo se aprovechará de las funciones construidas en el caṕıtulo
anterior para demostrar que F1(Γn) no es un conjunto Z de F2(Γn), para
n ≥ 3.

Para hacer esta prueba por recursión, se necesitarán funciones continuas
de F2(Γn) \ F1(Γn) en F2(Γn−1) \ F1(Γn−1). Sin embargo, se necesitará que
cada una estas funciones sea uniformemente continua, por lo que es con-
veniente definirlas como restricciones de funciones continuas de F2(Γn) a
F2(Γn−1), que son compactos, lo que hace que cualquier función continua
entre ellos sea uniformemente continua por la Proposición 1.1.6.

Este camino introduce una condición más a las funciones: se requerirá que
F1(Γn) sea la preimagen de F1(Γn−1) bajo la función respectiva entre F2(Γn)
y F2(Γn−1). Para esto se construirán funciones sencillas entre uniones disjun-
tas de celdas de dimensión dos, que inducirán funciones como las requeridas
entre F2(Γn) y F2(Γn−1).

3.1. F2(Γn) como cociente

Considérese el conjunto An dado por

An =

n⊎
i=1

{ti | t ∈ I}

47
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que es la unión disjunta de n espacios homeomorfos al intervalo [0, 1], con
la topoloǵıa de la unión disjunta. La función π de An en Γn dada por

π(ti) = ti

es una función continua —es continua en cada {ti | t ∈ [0, 1]}— y suprayecti-
va de un compacto a un espacio de Hausdorff, por lo que es una identificación
y, por lo tanto, se puede ver a Γn como el cociente An/0 dado por identificar
los elementos en el conjunto 0 = {01, . . . , 0n}, que son los puntos de An en
los que π no es inyectiva.

Sea π : An × An → Γn × Γn la función producto de π consigo misma.
Se tiene que π es continua por ser producto de funciones continuas, y es
suprayectiva porque para cada a y b en Γn existen a y b en An tales que
π(a) = a y π(b) = b y, por lo tanto, π((a, b)) =

(
a, b
)
. Como An × An es

compacto y Γn × Γn es de Hausdorff, π es una identificación.
Se tiene que

An ×An =
⊎
i,j≤n

Ci,j ,

donde se define
Ci,j = {(si, tj) | s, t ∈ [0, 1]} ,

con i y j en {1, . . . , n}. Como An es la unión disjunta de n arcos este producto
tiene la topoloǵıa de la unión disjunta de los productos de las parejas de
arcos, es decir, cada Ci,j es homeomorfo a la celda de dimensión dos, y
entonces Γn×Γn es homeomorfo a un cociente de la unión disjunta de celdas
de dimensión dos. Nótese que los Ci,j son cerrados cuya unión es An ×An.

La función h : Γn × Γn → F2(Γn) de la Proposición 1.4.1 es una identifi-
cación, por lo que la Proposición 1.1.19 implica que h◦π : An×An → F2(Γn)
es una identificación y, por lo tanto, que F2(Γn) es homeomorfo a un cociente
de An ×An.

3.2. Funciones Hn

En esta sección se define una función continua Hn de F2(Γn) \ F1(Γn) a
F2(Γn−1)\F1(Γn−1) partiendo de una función entre An×An y An−1×An−1

que inducirá la función requerida a través del Lema 1.1.20. Construir la
función Hn de esta forma la hará uniformemente continua. Se empleará la
notación de la sección 3.1 para referirse a las funciones cociente π, π y h,
para las cuales sólo se hace expĺıcito su dominio y contradominio cuando
estos puedan generar confusión.

La función ηn : An ×An → An−1 ×An−1 a construir debe cumplir



3.2. FUNCIONES HN 49

ser continua;

para x y y en An × An, se tenga que h ◦ π ◦ ηn(x) y h ◦ π ◦ ηn(y)
coincidan siempre que h ◦ π(x) y h ◦ π(y) coincidan. Para x en Ci,j ,
con i y j menores o iguales que n− 1, basta hacer que ηn se comporte
como la identidad;

si ηn(ri, sj) = (tk, ul), entonces ηn(sj , ri) = (ul, tk), es decir, que sea
simétrica;

dado que la preimagen de F1(Γn) bajo h ◦ π son los puntos de la
forma (tk, tk), los puntos ηn(ri, sj), con ri y sj distintos, deben tener
coordenadas distintas ya que, de lo contrario, como el punto (ri, sj) va
a dar a un punto de F2(Γn) \ F1(Γn) bajo h ◦ π, no se podŕıa inducir
una función de F2(Γn) \ F1(Γn) a F2(Γn−1) \ F1(Γn−1).

Si la función cambia el sub́ındice de rn por n − 1 en las coordenadas de
los elementos de Cn,i y Ci,n, se obtiene una función que cumple con las
condiciones discutidas arriba, excepto en los puntos de Cn−1,n y de Cn,n−1.
Esto se arregla definiendo ηn : An ×An → An−1 ×An−1 por

ηn(ri, sj) =



(ri, sj), si i, j ≤ n− 1;
(rn−1, sj), si i = n, j < n− 1;
(ri, sn−1), si i < n− 1, j = n;
(rn−1, sn−1), si i = j = n;
(0n−1,máx{r, s}n−1), si i = n, j = n− 1;
(máx{r, s}n−1, 0n−1), si i = n− 1, j = n.

Esta función es continua restringida a cada Ci,j y, como estos conjuntos son
cerrados disjuntos que cubren An×An, se sigue de la Proposición 1.1.3 que
ηn es continua; es la identidad en los puntos (ri, sj), donde i y j son menores
o iguales que n− 1; es simétrica y manda puntos con coordenadas distintas
en puntos con coordenadas distintas.

Proposición 3.2.1. La función ηn induce una función de F2(Γn) \ F1(Γn)
en F2(Γn−1) \ F1(Γn−1) que es uniformemente continua y suprayectiva.

Para demostrar esta proposición se usará la siguiente proposición auxiliar

Proposición 3.2.2. Existe una única función continua ηn de Γn × Γn en
Γn−1 × Γn−1 tal que π ◦ ηn = ηn ◦ π.
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Demostración. El resultado se prueba usando el Lema 1.1.20: sean (ri, sj)
y (tk, ul) dos elementos de An × An tales que π(ri, sj) = π(tk, ul), es decir,
(ri, sj) y (tk, ul) representan al mismo elemento de Γn × Γn. De la defini-
ción de π se tiene que (π(ri), π(sj)) = (π(tk), π(ul)), donde π es la función
cociente entre An y Γn, y de esto se sigue que r = t y s = u.

Si r 6= 0, la única forma en que puede suceder que π(ri) = π(tk) es que
i = k y, análogamente, si s 6= 0, se cumple que j = l. Ahora bien, si tanto r
como s son distintos de 0, se tiene que (ri, sj) = (tk, ul).

Si tanto r como s son 0, la imagen de (ri, sj) y de (tk, ul) bajo π ◦ ηn es
el punto (0, 0).

Si r = 0 y s es distinto de 0, se tiene que j = l y, por lo tanto, ηn(ri, sj)
y ηn(tk, ul) tienen a lo más una coordenada distinta, y en esta coordenada
toman los valores 0i y 0k respectivamente. Sin embargo, la imagen de estos
dos elementos bajo la función cociente π : An−1 → Γn−1 es 0, por lo que
π ◦ ηn(ri, sj) = π ◦ ηn(tk, ll). Lo mismo sucede si s = 0 y r es distinto de 0.

Estos casos muestran que π ◦ηn(ri, sj) = π ◦ηn(tk, ul), y entonces, por el
Lema 1.1.20, existe una única función continua ηn : Γn×Γn → Γn−1×Γn−1

tal que π ◦ ηn = ηn ◦ π.

Del mismo Lema 1.1.20 se tiene que la regla de correspondencia de ηn
está dada por ηn(x) = π ◦ ηn(x), donde x = π(x).

Demostración de la Proposición 3.2.1. Sean ηn como en la Proposición 3.2.2
y ri, sj , tk y ul elementos de An con ri, sj , tk y ul sus respectivas imágenes
bajo la función cociente π. Supóngase que h(ri, sj) = h(tk, ul), es decir, que
{ri, sj} =

{
tk, ul

}
. Por esta suposición debe suceder que (ri, sj) = (tk, ul) o

que (ri, sj) = (ul, tk).

Si se da que (ri, sj) = (tk, ul), es claro que π ◦ ηn(ri, sj) = π ◦ ηn(tk, ul).

En cambio, si (ri, sj) = (ul, tk), entonces se tiene que ri = ul y sj = tk,
por lo que se puede suponer que ri = ul y que sj = tk.

Los dos elementos de An−1 × An−1 dados por ηn(ri, sj) = (oe, qf ) y
ηn(sj , ri) = (qf , oe) son simétricos por la definición de ηn. Ahora bien, el
elemento de F2(Γn−1) dado por h ◦ ηn(ri, sj) = h ◦ π ◦ ηn(ri, sj) es {oe, qf},
y, a su vez, h ◦ ηn(tk, ul) = h ◦ π ◦ ηn(sj , ri) es {qf , oe}.

Estos dos casos muestran que si se cumple que h(ri, sj) = h(tk, ul),
entonces h◦ηn(ri, sj) = h◦ηn(tk, ul). Por el Lema 1.1.20, se tiene que existe
una única función continua η̂n : F2(Γn)→ F2(Γn−1) tal que η̂n ◦ h = h ◦ ηn.

Por ser F2(Γn) compacto, η̂n es uniformemente continua. También, dado
que ηn deja fijos a los puntos de An−1 × An−1, ηn deja fijos a los puntos
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de Γn−1 × Γn−1 y, a su vez, η̂n fija a los puntos de F2(Γn−1) visto como
subespacio de F2(Γn). Esto último garantiza que η̂n sea suprayectiva.

Sea {ri} un elemento de F1(Γn). Se tiene que {ri} = h ◦ π(ri, ri) y, por
lo tanto, η̂n({ri}) = h ◦ π ◦ ηn(ri, ri). Dado que en ηn(ri, ri) = (rj , rj) se
cumple i = j cuando i es distinto de n, y j = n − 1 cuando i = n, es claro
que η̂n({ri}) = {rj}, que es un elemento de F1(Γn−1).

Aśı mismo, si η̂n({ri, sj}) está en F1(Γn−1) es porque las coordenadas de
π ◦ ηn(ri, sj) son iguales. Esto quiere decir que las coordenadas de ηn(ri, sj)
están en la misma clase de equivalencia de An−1/0, por lo que son 0i y 0j ,
o son iguales. En el primer caso se tiene que r = 0 = s y, por lo tanto,
{ri, sj} =

{
0
}

. Si son iguales, se cumple que ri = sj y que {ri, sj} = {ri}.
En ambos casos sucede que {ri, sj} está en F1(Γn). De esto último y del
párrafo anterior resulta que F1(Γn) = η̂n

−1(F1(Γn−1)).

A partir de esto se define Hn como la restricción de η̂n en dominio y con-
tradominio a F2(Γn)\F1(Γn) y F2(Γn−1)\F1(Γn−1) respectivamente. Por ser
la restricción de una función uniformemente continua, Hn es uniformemente
continua y, como η̂n es suprayectiva y F1(Γn) = η̂n

−1(F1(Γn−1)), también
es suprayectiva, con lo que queda demostrada la proposición.

3.3. F1(Γn) no es subconjunto Z en F2(Γn)

En esta sección se demuestra el resultado principal de este caṕıtulo. Para
demostrarlo se utilizará el resultado principal de la Sección 2.5 y funciones
auxiliares que se construirán en el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Si n ≥ 3, entonces existen una función uniformemente conti-
nua Tn : F2(Γn) \ F1(Γn) → C2, una función continua y homotópica a una
constante ζn : S1 → F2(Γn) cuya imagen no intersecta a F1(Γn) y tal, que
su restricción en codominio a F2(Γn) \F1(Γn), denotada por ζ̂n, cumple que
Tn ◦ ζ̂n = i, donde i es la inclusión de S1 en C2.

Demostración. Por inducción:

El caso n = 3 se obtiene definiendo T3 = T y ζ3 = σ, donde las funciones
T : M \ ∆ → C2 y σ : S1 → M \ ∆ son como en la sección 2.5. Estas
funciones cumplen las propiedades requeridas.

Paso inductivo:

Supóngase demostrado para l ≥ 3.

Se puede pensar a F2(Γl) contenido en F2(Γl+1), por lo que se pueden
definir ζl+1 = il ◦ ζl, donde il es la inclusión de F2(Γl) en F2(Γl+1), y Tl+1

como la función Tl ◦ Hl+1.



52 CAPÍTULO 3. EL HIPERESPACIO F2(ΓN )

La función Tl+1 es uniformemente continua por ser composición de fun-
ciones uniformemente continuas, y ζl+1 es continua y homotópica a una
constante porque ζl es continua y homotópica a una constante e il es con-
tinua. Se tiene que la imagen de ζl+1 está contenida en F2(Γl) \ F1(Γl) y
que Tl+1 restringida a F2(Γl) \ F1(Γl) coincide con Tl porque Hl+1 fija a los
elementos de F2(Γl) \ F1(Γl). De esto se sigue que Tl+1 ◦ ˆζl+1 = Tl ◦ ζ̂l = i,
lo que demuestra la existencia de las funciones buscadas para l + 1.

Se sigue la existencia de las funciones buscadas Tn y ζn, para n ≥ 3.

Proposición 3.3.2. El hiperespacio F1(Γn) no es subconjunto Z en F2(Γn)
si n ≥ 3.

Demostración. Las funciones Tn, ζn y ζ̂n definidas en el Lema 3.3.1 cumplen
las hipótesis de la Proposición 1.5.5 considerando al conjunto A de dicha
proposición como F1(Γn), por lo que se sigue que éste no es un conjunto Z
en F2(Γn).

3.4. Gráficas con eneodos

En esta sección se prueba que si una gráfica finita G tiene un vértice en el
que inciden al menos tres aristas, entonces F1(G) no puede ser un conjunto
Z en F2(G). Para demostrar esto se utilizará la siguiente proposición.

Proposición 3.4.1. Sean (X, d) un espacio métrico, A un conjunto Z de
X y Y un subespacio de X. Si para cada ε > 0 existen 0 < δ < ε/3 y una
función continua gε : Nδ(Y )→ Y que cumple d(x, gε(x)) < 2δ y g−1

ε (A) ⊂ A,
entonces A ∩ Y es un conjunto Z de Y .

Demostración. Sea fδ : X → X \ A una función continua que aproxima en
menos que δ a la identidad. Es claro que fδ(Y ) está contenido en Nδ(Y )\A.
Se considera a gε restringido en su dominio a Nδ(Y ) \A y su contradominio
a Y \A y se define hε = gε ◦fδ |Y , que es una función continua de Y en Y \A
que cumple que

d(x, hε(x)) ≤ d(x, fδ(x)) + d(fδ(x), gε(fδ(x))) < δ + 2δ < ε,

por lo que A ∩ Y es un conjunto Z de Y .

Definición 3.4.2. Se dice que un continuo X tiene un eneodo libre E, si
existe un encaje de Γn en X con imagen E, donde E sin los puntos imagen
de los elementos de Γn de la forma 1i, con i entre 1 y n, es un abierto de
X.
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Proposición 3.4.3. Si X es un continuo con un eneodo libre, entonces
F1(X) no es un conjunto Z de F2(X).

Demostración. Por contradicción:
Sea X un continuo con un eneodo libre tal, que F1(X) es un conjunto Z

de F2(X). Se identifica dicho eneodo con Γn y se le considera con la métrica
de la suma ρ1 inducida por Rn en Γn de forma análoga a la métrica de la
suma inducida en Γ3 por R3.

Sea Y el eneodo dado por los elementos de Γn de la forma ri con r ≤ 1/2.
Este subespacio es compacto y por lo tanto existe un η > 0 tal que Nη(Y )
está contenido en el abierto U = Γn \ {1i}ni=1.

Para cada ε > 0 se puede dar 0 < δ < mı́n{η, ε3} y se define gε :
Nδ(Y ) → Y por gε(ri) = ( r

1+2δ )i que es claramente continua por ser poli-
nomial cuando se ve a Γn encajado en Rn y además es inyectiva. Por la
Proposición 1.4.5 esta función induce una función gε continua e inyectiva de
F2(Nδ(Y )) en F2(Y ) que por la Proposición 1.4.7 es una función continua
e inyectiva de Nδ(F2(Y )) en F2(Y ) que cumple que gε

−1(F1(Y )) está con-
tenido en F1(X). Se puede ver que ρ1(x, gε(x)) < 2δ para cada x en Γn y
por lo tanto H(x, gε(x)) < 2δ para cada x en Nδ(F(Y )).

De la existencia de las funciones gε la Proposición 3.4.1 implica que
F1(Y ) es un conjunto Z en F2(Y ). Pero esto es una contradicción con la
Proposición 3.3.2, por lo que F1(X) no es un conjunto Z en F2(X).

Se sigue el siguiente corolario:

Corolario 3.4.4. Sea G una gráfica finita. Si existe un vértice en G en el
que inciden al menos tres aristas, entonces F1(G) no es un conjunto Z en
F2(G).

Demostración. Sean A una separación de G en aristas y a1, a2, . . . , an todas
las aristas que inciden sobre el vértice v, con n ≥ 3. El conjunto An =

⋃n
i=1 ai

es homeomorfo a Γn y los elementos de la intersección de An con la cerradura
de G \ An son vértices de los ai que no son v, por lo que An es un eneodo
libre en G.

Como G tiene un eneodo libre, de la Proposición 3.4.3 se sigue el coro-
lario.

Proposición 3.4.5. Sea G una gráfica finita. Se tiene que F1(G) es un
conjunto Z en F2(G) si y sólo si G es la unión disjunta de arcos y ciclos.

Demostración. Si una componente conexa de G no es un arco ni un ciclo,
de la Proposición 2.3.1 se sigue que debe tener un vértice en el que inciden
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al menos tres aristas. Del Lema 3.4.4 se sigue que F1(G) no es un conjunto
Z en F2(G).

Sean K1,K2, . . . ,Km las componentes conexas de G. Dado que

G =

m⊎
i=1

Ki,

el espacio F2(G) es la unión disjunta de los espacios F2(Ki) y Ki ×Kj , con
i < j, y F1(G) es la unión disjunta de los hiperespacios F1(G).

Supóngase que cada Ki es un arco o un ciclo. Entonces, para cada i
existe una función continua f iε : F2(Ki) → F2(Ki) \ F1(Ki) que aproxima
en menos que ε > 0 a la identidad. Sea giε la función continua de F2(Ki)
a F2(G) \ F1(G) dada por la composición de f iε seguida de la inclusión de
F2(Ki)\F1(Ki) en F2(G)\F1(G). Por la Proposición 1.1.11, las funciones giε
y las inclusiones de Ki×Kj en F2(G) \F1(G) inducen una función continua
de F2(G) en F2(G) \ F1(G) que aproxima en menos que ε a la identidad.
Como esto se puede repetir para cada ε, se sigue que F1(G) es un conjunto
Z en F2(G), con lo que queda demostrada la proposición.



Caṕıtulo 4

El espacio Fn(I)

En este caṕıtulo se analiza el espacio F1(I) como subconjunto de Fn(I). Este
análisis es importante, pero para justificarlo se necesita la noción de arco
libre, que está dada por la siguiente definición.

Definición 4.0.1. Se dice que un espacio topológico X tiene un arco libre
A si existe un encaje de [0, 1] en X cuya imagen es A tal, que el conjunto
imagen de (0, 1) bajo dicho encaje es abierto en X.

Esta definición es análoga a la de eneodo libre. El análisis de este caso
particular está justificado por la siguiente proposición, que se prueba al final
de este caṕıtulo.

Proposición 4.0.2. Si un continuo X tiene un arco libre y F1(I) no es un
conjunto Z en Fn(I), entonces F1(X) no es un conjunto Z en Fn(X).

Entonces, como un primer paso para caracterizar las gráficas finitas G
en las que se tiene que F1(G) es un conjunto Z en Fn(G) se verificará dicha
propiedad para el arco. En este caṕıtulo se hace referencia a la función
h : In → Fn(I) definida en la Proposición 1.4.1, que se denotará simplemente
como h cuando no haya confusión sobre la n para la cual se utiliza.

4.1. El tercer producto simétrico del arco

En esta sección se muestra que el hiperespacio F1(I) no es un conjunto Z en
F3(I). Para llegar a este resultado se construye un modelo para F3(I) que
es cociente de un subespacio de R3 con su topoloǵıa usual y se aprovechan
las funciones P y U de la Sección 2.5 para inducir una función de F3(I) en
B2.

55
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Sea

D =
{

(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1
}
,

que es un subconjunto compacto de I3. La función h : I3 → F3(I) restringida
a D es continua y suprayectiva porque todo elemento de F3(I) está dado por
un conjunto {a, b, c} en el que se puede suponer que 0 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ 1, y
entonces (a, b, c) está en D y h(a, b, c) = {a, b, c}. Como F3(I) es métrico y
por lo tanto de Hausdorff, se sigue que h es una identificación.

Figura 4.1: El espacio D es un simplejo. Si se identifican las caras de D
con vértices {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)} y {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1)} siguien-
do las flechas, se obtiene un modelo para F3(I).

Ahora, h(x1, y1, z1) = h(x2, y2, z2) si y sólo si {x1, y1, z1} = {x2, y2, z2},
por lo que h identifica al vector (a, a, b) con el vector (a, b, b) y es inyectiva
en el resto de D. Nótese que la preimagen de F1(I) en D es el conjunto

∆ = {(t, t, t) | t ∈ I} .

Considérese las funciones P y U de la Sección 2.5 y O : R2 → R2 dada
por (θ, r) 7→ (6θ, r) en coordenadas polares. Se puede ver que los vectores
P (a, a, b) = (a3 −

b
3 ,

a
3 −

b
3 ,

2b
3 −

2a
3 ) y P (a, b, b) = (2a

3 −
2b
3 ,

b
3 −

a
3 ,

b
3 −

a
3 )

tienen la misma norma y que abren el ángulo π
3 , por lo que las imágenes de

(a, a, b) y (a, b, b) bajo O ◦U−1 ◦P coinciden. Por esto y por ser O, U−1 y P
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continuas, O ◦ U−1 ◦ P induce una función continua T : F3(I)→ B2 que es
uniformemente continua por tener dominio compacto. También se tiene que

(O ◦ U−1 ◦ P )−1({0}) = {(t, t, t) | t ∈ R}

y entonces la preimagen de {0} bajo T es F1(I), por lo que esta función se
puede restringir en dominio a F3(I) \ F1(I) y en contradominio a C2, y se
denota a esta función por T .

Como se vio en la Sección 2.5, U−1 ◦ P es un homeomorfismo en el
triángulo formado por los vectores (0, 0, 0), (0, 0, 1) y (0, 1, 1), y se puede
definir σ1 como su inversa en el conjunto

A =
{

(cos θ, sen θ) | θ ∈
[π

3
,
π

2

]}
.

Sea σ : [0, 2π]→ D dada por σ(θ) = σ1( θ6 + π
3 ), que es continua por ser σ1

continua. Se puede ver que σ(0) = (0, 1/2, 1/2) y σ(2π) = (0, 0, 1/2), por lo
que el Lema 1.1.20 garantiza que la función σ induce una función continua
σ : S1 → F3(I), y esta función es homotópica a una constante porque la
función K : [0, 2π]× [0, 1]→ D definida por

K(θ, t) = (1− t) · σ(θ)

es una homotoṕıa entre σ y la función constante cuya imagen es {0} que
además cumple que K(0, t0) y K(2π, t0) están relacionados por h para todo
t0, por lo que K induce una función continua entre S1 × I y F3(I) que es
una homotoṕıa entre σ y una función constante.

Como Im(σ)∩∆ = ∅, se puede definir σ̂ como la restricción en contrado-
minio de σ a F3(I)\F1(I). Ahora, T ◦σ : S1 → B2 es la función inducida por
O ◦ U−1 ◦ P ◦ σ : [0, 2π]→ R2, y dado que U−1 ◦ P ◦ σ1 = IdA, se tiene que
O◦U−1 ◦P ◦σ(θ) = (cos(θ+ π

3 ), sen(θ+ π
3 )), que induce la rotación por π

3 en
S1, por lo que T ◦ σ y T ◦ σ̂ son dicha rotación. Como H : [0, 2π]× I → C2

dada por

H(θ, t) = T ◦ σ̂
(
θ − t · π

3

)
es una homotoṕıa entre T ◦ σ̂ y la inclusión de S1 en C2, por lo que se tiene
el siguiente resultado:

Proposición 4.1.1. El hiperespacio F1(I) no es un conjunto Z en F3(I).

Demostración. Sean T : F3(I) \ F1(I)→ C2 y σ : S1 → F3(I) las funciones
definidas arriba. Como σ es homotópica a una constante y T ◦σ̂ es homotópi-
ca a la inclusión de S1 en C2, de la Proposición 1.5.5 se sigue que F1(I) no
es un conjunto Z en F3(I).
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4.2. El cono Fn(I)

El espacio Fn(I) es un cono sobre el cono de un espacio topológico que se
conoce en la literatura como “el sombrero de burro de dimensión n − 2”.
Este espacio ha sido estudiado en varios trabajos, en especial en esta tesis
se hace referencia a [1, Sección 3, 14–17], en donde Andersen, Marjanovic y
Schori muestran que si n es par, dicho espacio es contráctil, y si n es impar,
es homotópicamente equivalente a Sn−2.

Se tiene que Fn(I) es el espacio cociente de In con la relación de equi-
valencia que hace que dos eneadas de In estén relacionadas si y sólo si los
respectivos conjuntos que tienen por elementos sus coordenadas coinciden.
Considérese el conjunto dado por

Kn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1} .

Para cada elemento de Fn(I) existe un elemento de Kn cuya imagen bajo h es
dicho elemento de Fn(I), por lo que h restringida a Kn es una identificación
en Fn(I) por ser Kn compacto.

Nótese que Kn está formado por los elementos de Rn que son de la forma
α1 · (0, . . . , 0, 1) + α2 · (0, . . . , 0, 1, 1) + . . . + αn · (1, . . . , 1) con αi ≥ 0 para
cada i y con

∑n
i=1 αi ≤ 1.

Considérese también los conjuntos

Ln = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = 1}

Mn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 = x1 ≤ · · · ≤ xn = 1}

y las funciones R : Rn+1 → Rn y Q : Rn+1 → Rn dadas por

R(x, t) = t · x

Q(x, t) = t · x+ (1− t) · 1,

donde x está en Rn y 1 es el elemento de Rn cuyas coordenadas son 1.
Estas funciones son continuas por ser polinomiales y cumplen las siguientes
propiedades:

La imagen de Ln × I bajo R es Kn y la de Mn × I bajo Q es Ln.

R|Ln×(0,1] y Q|Mn×(0,1] son inyectivas.

R(Ln × {0}) = 0 y Q(Mn × {0}) = 1.
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Por esto, R y Q inducen funciones cociente de CLn en Kn y de CMn en
Ln respectivamente. Dichas funciones cociente son homeomorfismos por ser
biyectivas y por ser Ln y Mn compactos.

Definición 4.2.1. Sean a ≤ b dos elementos de I. Se definen los conjuntos
Iba(n) y Ib(n) por

Iba(n) = {{x1, . . . , xn} ∈ Fn(I) | a = x1 ≤ · · · ≤ xn = b}

Ib(n) = {{x1, . . . , xn} ∈ Fn(I) | x1 ≤ · · · ≤ xn = b} .

De la definición se ve que Ib(n) =
⋃
a∈[0,b] I

b
a(n), que la preimagen de

I1
0 (n) bajo h|Kn es Mn y que la preimagen de I1(n) es Ln, por lo que h

restringida a Mn es una identificación sobre I1
0 (n) y restringida a Ln es una

identificación sobre I1(n).
Aśı, I1

0 (2) = {{0, 1}} es un conjunto de un elemento; I1
0 (3), que es el

conjunto {{0, x, 1} ∈ F3(I)}, es el cociente del arco M3 =
{

(0, x, 1) ∈ I3
}

en el que se identifican los puntos (0, 0, 1) y (0, 1, 1), por lo que I1
0 (3) es

homeomorfo a S1; y el espacio I1
0 (4) = {{0, x, y, 1} ∈ F4(I) | x ≤ y} es un

cociente del espacio M4 =
{

(0, x, y, 1) ∈ I4 | x ≤ y
}

, que es homeomorfo al
triángulo de R2 cuyos vértices son (0, 0), (0, 1) y (1, 1) a través de la función

(0, x, y, 1) 7→ (x, y).

Los elementos (x1, y1) y (x2, y2) de este triángulo están relacionados si
y sólo si {0, x1, y1, 1} = {0, x2, y2, 1}, y las clases de equivalencia de esta
relación están dadas de la siguiente forma:

Si (x1, y1) y (x2, y2) están relacionados y {0, x1, y1, 1} tiene cuatro ele-
mentos, x1 y y1 son distintos entre śı y distintos de 0 y de 1, por lo que
x1 = x2 y y1 = y2 y entonces {(x1, y1)} es una clase de equivalencia.

Cuando {0, x1, y1, 1} tiene dos elementos se tienen los siguiente casos:

1. x1 = y1 = 0

2. x1 = 0 y y1 = 1

3. x1 = y1 = 1

y entonces, {(0, 0), (0, 1), (1, 1)} es una clase de equivalencia.
Finalmente, si {0, x1, y1, 1} tiene tres elementos, se debe cumplir una de

las siguientes afirmaciones:

1. 0 < x1 < 1 y x1 = y1
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2. x1 = 0 y 0 < y1 < 1

3. 0 < x1 < 1 y y1 = 1

por lo que el conjunto {(x1, x1), (0, x1), (x1, 1)}, con 0 < x1 < 1, forma una
clase de equivalencia, y se deben identificar los tres segmentos que unen
las parejas de vectores de {(0, 0), (0, 1), (1, 1)}. Las flechas en la Figura 4.2
indican cómo se deben identificar los segmentos en el triángulo para obtener
el espacio I1

0 (4).

Figura 4.2: El conjunto I1
0 (4) es homeomorfo al espacio cociente del simplejo

de la figura dado por identificar las tres flechas y suele llamarse “sombrero
de burro” (Duncehat).

Proposición 4.2.2. El espacio Fn(I) es homeomorfo al cono sobre CI1
0 (n)

de tal forma que la imagen de F1(I) es C {[x, 0]}, donde [x, 0] denota al
vértice de CI1

0 (n).

Demostración. Como CMn y CLn son compactos y CI1
0 (n) y CI1(n) son de

Hausdorff, las funciones inducidas por h entre CMn y CI1
0 (n) y entre CLn

y CI1(n) son identificaciones.

Ahora, dados [x, t] y [y, s] en CMn, sus imágenes en CI1
0 (n) son las

mismas si y sólo si s = t y h(x) = h(y) o s = t = 0, es decir, que los conjuntos
de las coordenadas de x y y son los mismos o bien, s = t = 0. De esto se
sigue que Q(x, t) y Q(y, t) tienen el mismo conjunto de coordenadas, por lo
que sus imágenes bajo h son las mismas y por lo tanto el homeomorfismo
entre CMn y Ln induce una función continua entre CI1

0 (n) y I1(n).

Análogamente, si x y y son elementos de Ln tales que h(x) = h(y), sus
conjuntos de coordenadas coinciden, por lo que sus preimágenes en CMn

bajo el homeomorfismo inducido por Q tienen a su vez el mismo conjunto
de coordenadas, ya que h(x) = {1} implica que ambos provienen del vértice
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de CMn, y si h(x) es distinto de {1} se puede ver que la imagen inversa de
Q en Ln \

{
1
}

está dada por

Q−1(x) =

[
x−mı́n x̂ · 1

1−mı́n x̂
, 1−mı́n x̂

]
,

donde x̂ es el conjunto de las coordenadas de x, y esta función manda parejas
de elementos con el mismo conjunto de coordenadas a parejas de elementos
que a su vez tienen el mismo conjunto de coordenadas. Esto muestra que el
homeomorfismo entre CMn y Ln induce un homeomorfismo entre CI1

0 (n) y
I1(n).

Haciendo un análisis similar se obtiene que CI1(n) es homeomorfo a
Fn(I), ya que el homeomorfismo entre CLn y Kn induce un homeomorfismo
entre CI1(n) e Fn(I), porque tanto R como su inversa en Kn \

{
0
}

, que es
la función dada por

R−1(x) =
[ x

máx x̂
,máx x̂

]
,

mandan parejas de elementos con el mismo conjunto de coordenadas a pare-
jas de elementos que a su vez tienen el mismo conjunto de coordenadas. De
esto se sigue que Fn(I) es homeomorfo a CCI1

0 (n).
Bajo este homeomorfismo la preimagen de F1(I) es C {[∗, 0]}, ya que la

preimagen de
{
t · 1 ∈ Rn | t ∈ I

}
en CLn es C

{
1
}

y la preimagen de este
en CCMn es C {[x, 0]}, donde [x, 0] representa al vértice de CMn, y a su
vez, la imagen de este conjunto en CCI1

0 (n) es C {[∗, 0]}.

El homeomorfismo entre Fn(I) y CCI1
0 (n) permite caracterizar las n para

las que F1(I) es un conjunto Z en Fn(I). Para dar tal caracterización, se
utilizará que si n es impar, I1

0 (n) es homotópicamente equivalente a Sn−2,
y si n es par, I1

0 (n) es contráctil, como se demuestra en [1, Teorema 3.4,
Página. 15].

En la siguiente proposición se utiliza que todo cono sobre un espacio
topológico es contráctil, como está demostrado en [14, Teorema 1.11].

Proposición 4.2.3. F1(I) es un conjunto Z en Fn(I) si y sólo si n es par.

Demostración. Para n par, I1
0 (n) y CI1

0 (n) son contráctiles, y entonces, por
la Proposición 1.5.3, se sigue que {[∗, 0]} es un conjunto Z en CI1

0 (n) y que
C {[∗, 0]} es un conjunto Z en CCI1

0 (n), pero CCI1
0 (n) es homeomorfo a

Fn(I) y bajo este homeomorfismo C {[∗, 0]} va a dar a F1(I), por lo que la
Proposición 1.5.2 garantiza que F1(I) es un conjunto Z en Fn(I).

Si n es impar, I1
0 (n) es homotópicamente equivalente a Sn−2, y entonces

existen f : I1
0 (n) → Sn−2 y g : Sn−2 → I1

0 (n) continuas tales que f ◦ g es
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homotópica a la identidad en Sn−2 y g ◦ f es homotópica a la identidad en
I1

0 (n).
Ahora bien, f induce una función continua F : CI1

0 (n)→ CSn−2 = Bn−1

tal que la preimagen de 0 es [∗, 0]. La función de CI1
0 (n)×I en Bn−1 dada por

(x, t) 7→ t ·F (x) es continua e induce T : Fn(I) = CCI1
0 (n)→ Bn−1 continua

tal que la preimagen de 0 es C {[∗, 0]}, por lo que T se puede restringir en
dominio a CCI1

0 (n) \ C {[∗, 0]} y en contradominio a Cn−1.
Por otro lado, las funciones g′ : Sn−2 → CI1

0 (n) y σ : Sn−2 → CCI1
0 (n)

dadas por s 7→ [g(s), 1
2 ] y s 7→ [g′(s), 1] respectivamente, son continuas.

Además, σ es homotópica a una constante, porque K : Sn−2 × I → CCI1
0

dada por
K(s, t) = [g′(s), t]

es una homotoṕıa de una constante a σ. Como [∗, 0] no está en la imagen
de g′, C {[∗, 0]} no intersecta a la imagen de σ y se puede definir σ̂ como su
restricción en contradominio a CCI1

0 (n) \ C {[∗, 0]}.
La función T ◦ σ̂ tiene la misma regla de correspondencia que f ◦ g y

su imagen está contenida en Sn−2, por lo que es homotópica a la inclusión
de Sn−2 en Cn−1. Entonces, de la Proposición 1.5.5 se sigue que C {[∗, 0]}
no es un conjunto Z en CCI1

0 (n) y, por la Proposición 1.5.2, esto implica
que F1(I) no es un conjunto Z en Fn(I), con lo que queda demostrada la
proposición.

Ahora se prueba la Proposición 4.0.2

Demostración de la Proposición 4.0.2. Por contradicción:
Supóngase que F1(X) es un conjunto Z en Fn(X).
Se identifica a [0, 1] con la imagen A de su encaje y se considera la métrica

en A como la métrica usual de [0, 1]. Es claro que Y =
[

1
3 ,

2
3

]
es un arco

contenido en el abierto (0, 1) de X y, como Y es compacto, existe η > 0 tal
que Nη(Y ) = (1

3 − η,
2
3 + η) está contenido en (0, 1).

Ahora bien, sean ε > 0, 0 < δ < mı́n{η, ε3} y gε : Nδ(Y )→ Y la función
continua dada por

gε(x) =
x− 1/2

1 + 6δ
+ 1/2.

Para cada ε esta función es inyectiva, por lo que gε : Fn(Nδ(Y )) → Fn(Y )
construida en la Proposición 1.4.5 es continua e inyectiva. En la Proposi-
ción 1.4.7 se muestra que Fn(Nδ(Y )) = Nδ(Fn(Y )), lo que hace a gε una
función de Nδ(Fn(Y )) en Fn(Y ) que cumple que gε

−1(F1(Y )) está contenido
en F1(X), y dado que |x− gε(x)| < 2δ, se tiene que H(x, gε(x)) < 2δ para
cada x en Nδ(Fn(Y )).
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Con esto la Proposición 3.4.1 implica que F1(Y ) es un conjunto Z en
Fn(Y ), lo que es una contradicción por ser Y un arco, por lo que F1(X) no
es un conjunto Z en Fn(X).

De esta proposición y del hecho de que toda arista en una gráfica es un
arco libre se siguen los siguientes resultados:

Corolario 4.2.4. Si X es un continuo con un arco libre y n es impar,
entonces F1(X) no es un conjunto Z de Fn(X).

Corolario 4.2.5. Si G es una gráfica con al menos una arista y F1(I) no
es un conjunto Z en Fn(I), entonces F1(G) no es un conjunto Z de Fn(G).

De donde se sigue el siguiente corolario:

Corolario 4.2.6. Si G es una gráfica con al menos una arista y n es impar,
entonces F1(G) no es un conjunto Z de Fn(G).
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