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Prefacio

Un continuo es un espacio métrico distinto del vacio, compacto y conexo.
Dados un continuo X y un entero positivo n, se pueden considerar los si-
guientes hiperespacios de X:

2% = {A C X | A es distinto del vacio y cerrado en X},

F.(X)={A¢€ 2% | A es no vacio y tiene a lo més n elementos} ,

Estos espacios se dotan de la métrica de Hausdorff H, que los hace a
su vez continuos, como estd demostrado en [9, Teoremas 3.4 y 3.5] y [7,
Lema 2.3, Teorema 2.4].

Al hiperespacio F,,(X) se le conoce por el producto simétrico de n copias
de X. El hiperespacio F (X ) es una copia isométrica de X que estd encajada
en los hiperespacios considerados arriba.

Un subconjunto cerrado A de X es un conjunto Z del espacio métrico
(X,d) si para cada € > 0 existe una funcién continua f. : X — X \ A, con
X'\ A considerado como subespacio métrico de (X, d), tal que d(z, f(x)) < €
para cada z en X. Originalmente, Anderson definié en [2, Seccién 2] lo que
se conoce en la literatura como “Propiedad Z” para los subconjuntos de
espacios métricos, de donde surge la nocién actual de conjunto Z.

Algunos ejemplos de conjuntos Z son las fronteras 9[—1, 1] como sub-
conjuntos de [—1,1]" para cada n en N, considerando la métrica usual de
[—1,1]. Esto se ve a través de las funciones de R™ en si mismo con regla de
correspondencia dada por T + (1 — §) - 7, ya que éstas inducen funciones
continuas de [-1,1]" en [-1,1]" \ 9[-1,1]" con [|Z — (1 — §) - T|| < € para
todos los T en [—1, 1]". Por otro lado, de la Proposicién 1.5.5 de este trabajo
se sigue que ningun elemento de [—1,1]" \ J[—1,1]™ puede ser un elemento
de algin conjunto Z en [—1,1]", y por lo tanto, cualquier conjunto Z en
[—1,1]™ debe estar contenido en J[—1, 1]™.

Otra familia de ejemplos estan dados en los conos C'X sobre un espa-
cio compacto y métrico X. Considérese a C'X como el espacio cociente de
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X x [0,1] que colapsa X x {0} en un punto. En este caso, la continuidad de
las funciones de la forma [z, t] — [z, (1 — €) - ] implica que el conjunto de
clases de equivalencia que estédn contenidas en X x {1} es un conjunto Z en
CcX.

El estudio de los conjuntos Z se vio alentado por la caracterizacion del
cubo de Hilbert dada por Torunzcyk [9, Teorema 9.3], y de estos estudios
han surgido preguntas como: spara qué continuos X se tiene que Fi(X)
es un conjunto Z en C(X)? ;Y en 2X2 [9, Pregunta 83.10]. Estas fueron
consideradas en [10, Seccién 4] y [11, Seccién 3], donde se da un buen nimero
de ejemplos y resultados. En el presente trabajo se considera la siguiente
pregunta:

Pregunta 1. ;Para qué continuos X se tiene que F1(X) es un conjunto Z
en F,(X)?

Como un primer acercamiento a este problema, se agrega la condicién a
X de ser una grafica finita y conexa, aunque en el desarrollo del trabajo se
muestra que los resultados mostrados para esta familia de graficas se puede
extender a la clase de las graficas finitas e, incluso, a una clase mas grande de
continuos. Cabe resaltar que la definicién de Métrica Esférica, el modelo de
F5(T'3) dado en la Seccién 2.4 y las proposiciones 1.1.28, 1.5.3, 1.5.5, 2.5.1,
3.3.2,3.4.1, 3.4.3, 4.2.3 y 4.0.2, que son conceptos y resultados centrales de
esta tesis, son originales.

En el primer capitulo de este trabajo se cubren definiciones y resultados
de Topologia, se da una revisiéon a algunos conceptos basicos de continuos
e hiperespacios y de conjuntos Z, se dan ejemplos significativos para el
desarrollo del trabajo y se demuestra la Proposicion 1.5.5, que es el resultado
principal de la tesis.

En los capitulos segundo y tercero se hace un estudio completo para
el caso n = 2, se da una caracterizacién completa de las gréaficas finitas y
conexas X que cumplen que Fj(X) es un conjunto Z en Fy(X), haciendo
énfasis en el segundo capitulo sobre el triodo y ocupandose en el tercer
capitulo de las gréaficas que tienen al triodo como subgréfica.

En el cuarto y ultimo capitulo se da una caracterizaciéon completa de los
enteros positivos n para los que Fi (1) es un conjunto Z en F,(I), donde I es
el arco [0, 1]. Esta caracterizacién permite reducir el estudio de la Pregunta 1
a las n que son pares.

Se considera que el lector tiene conocimientos equivalentes a los temas
de un curso de Topologia como se imparte en la Facultad de Ciencias de
la UNAM, asi como nociones de Anadlisis Matemético y Teoria de Grafi-
cas. Estos requisitos son suficientes para entender todas las proposiciones y
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definiciones expuestas, a excepcion de la Proposicién 1.2.18, para la que se
requiere conocer algunos resultados de Homologia Singular que se pueden
encontrar en [12, Capitulos VII y VIII].

Esta tesis da una respuesta parcial a la Pregunta 1 cuando ésta se res-
tringe a la clase de las gréaficas finitas y conexas y a los continuos que tienen
arcos o eneodos libres. Sin embargo, surgen nuevas preguntas a partir de los
resultados obtenidos, por ejemplo las siguientes:

Pregunta 2. ;Para quén > 2, conn par, se tiene que F1(T's) es un conjunto
Zen F,(I's)?

Pregunta 3. ;Es F1(S1) un conjunto Z en F,(S') si F1(I) es un conjunto
Zen F,(I)?

Las técnicas desarrolladas en esta tesis parecen proveer un camino de
investigacién sobre estas preguntas, en especial, si la definicion de las fun-
ciones H,, de la Seccion 3.2 se pudiera extender a productos simétricos de
dimensién mayor que 2, y si la respuesta a la Pregunta 2 fuera “para ningu-
na”, a través de la Proposicién 3.4.1 se podria extender la Proposicién 3.4.3
an > 2. Sin embargo, la dificultad para construir modelos para los produc-
tos simétricos de dimension mayor que 3 representa un obstaculo que ain
debe ser resuelto.

El trabajo de Borsuk en [3] y de Bott en [5] para construir un modelo para
F3(S') como cociente de cilindros atin puede proveer informacién importante
para la investigacion en la Pregunta 3, aunque la historia de estos articulos
es un recordatorio sobre lo delicado que es tratar con este tipo de espacios,
ya que Borsuk tomé a F3(S') por S! x S? y Bott lo corrigié poco después
al mostrar que en realidad, F3(S') es homeomorfo a S3.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se desarrollan conceptos esenciales de Topologia, se da una
revision superficial de Teoria de Homotopia y de Hiperespacios de Conti-
nuos, se define el concepto de conjunto Z y se prueban proposiciones que se
utilizardn a lo largo del presente trabajo.

1.1. Conceptos basicos de Topologia

En esta seccion se tratan resultados sobre espacios métricos y topoldgicos
que pueden no estar contenidos en un primer curso de Topologia. También
se profundiza en el concepto de Cono sobre un espacio topoldgico.

Ejemplo 1.1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X
distinto del vacio. Considérese la funcion d(_, A) : X — R dada por

d(z,A) = inf{d(z,a)}sca.

Como la distancia entre cualesquiera dos puntos de X es mayor o igual a 0,
el conjunto {d(x,a)},c 4 es distinto del vacio y estd acotado inferiormente
por 0, lo que garantiza la existencia de inf{d(x,a)}qca y muestra que d(_, A)
estd bien definida.

Ahora bien, si d(z,y) < 5, por la desigualdad del tridngulo se cumple
que para cada z en A

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < % +d(y, 2).

Tomando el infimo sobre A en ambos extremos de la desigualdad se obtiene
que d(x, A) < $+d(y, A) y, por lo tanto, d(x, A) —d(y, A) < e. Siguiendo un
proceso andlogo se ve que d(y, A) —d(x, A) < € y de estas dos desigualdades
se sigue |d(z, A) — d(y, A)| < €, que implica la continuidad de d(_, A).

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicion 1.1.2. Sean A y B subconjuntos de los espacios topoldgicos X
y'Y respectivamente, y f : X — Y una funcion tal, que f(A) estd contenido
en B. Se define la restriccion en dominio y contradominio de f a A y B
como la funcion f : A — B que tiene la misma regla de correspondencia que

f-

Si f es continua y se considera a A y B con sus respectivas topologias
del subespacio, entonces f es continua, ya que si B N U es un abierto de
B con U abierto en YV, f~YBNU) = i }(f~1(U)), donde i es la inclusién
de A en X. Este conjunto es abierto porque tanto ¢ como f son funciones
continuas.

Proposiciéon 1.1.3. Sean C1,...,C,, subconjuntos cerrados de X tales que
UL, Ci = X, y {fi : C; = Y}", una familia de funciones continuas. Si
fi|Cij = fj\Cij para cualesquiera i y j en {1,...,m}, entonces existe
una funcién continua f: X —'Y tal que fic, = fi para cada i en {1,...,m}.

Demostracion. Todo x en X estd en C; para alguna ¢, por loque f: X =Y
dada por

f(z) = fi(x)

es una funcién bien definida ya que para cada x en C; N C; se cumple que
fi(x) = fj(x), por lo que f le asigna un tnico elemento en Y, y por la
definicién de f se ve que fig, = fi.

Por otro lado, para cada C cerrado en Y la continuidad de f; implica
que fl-_l(C) es un cerrado en C; y, por lo tanto, en X. De esto se sigue que
FHC) =, f71(C) es un cerrado en X por ser unién finita de cerrados,
lo que muestra que f es continua. ]

Definicion 1.1.4. Sean dy y dy dos métricas para un conjunto X. Se dice
que dy y do son equivalentes si la funcion f : (X,d1) — (X,d2) dada por
f(z) =z es un homeomorfismo.

Es claro que las métricas d; y ds son equivalentes si y sélo si para cada

€ >0y cada z en X existe d1(x) > 0 tal que Bgf(x) (z) € B%(x) y existe

d2(z) > 0 tal que Bg;(x) (x) C B%(x).

Ejemplo 1.1.5. Si (X,d) es un espacio métrico, la funcion d : X x X — R
dada por
&2, ) = min {d(z,y), 1}

es una métrica equivalente a d en X. Esto es porque



1.1. CONCEPTOS BASICOS DE TOPOLOGIA 3

= d es no negativa;
v d'(z,y) =0 si y sdlo sid(x,y) =0 y esto se cumple si y sdlo si x = y;
n d' es simétrica;

s la desigualdad del tridngulo para d' es consecuencia de la desigualdad
del tridngulo para d, ya que

d'(r,2z) <min{d(x,z2),1}.

Si alguno de d(x,y) y d(y,z) es mayor o igual que 1, entonces uno
entre d'(x,y) yd'(y,z) es 1, y se preserva la desigualdad del tridngulo.

Si tanto d(x,y) como d(y,z) son menores que 1, d(x,y) = d'(z,y) y
d(y,z) = d'(y,z), por lo que

d'(z,y) +d'(y,2) > d(z,2) > d (2, 2);
= para cada ¢ > 0 se tiene Bd(x) C B (z) y BY (v) C Bd(x), donde
6 = min {%,e}, para cada x en X.

Proposicién 1.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, (Y, p) métri-
coy f:(X,d) = (Y,p) una funcion continua, entonces f es uniformemente
continua.

Demostracion. Sean € > 0y é6(x) > 0 tal que
1 (Bii (@) € BYo(F (@)

para x en X. La familia {Bg(x) /2(:0)} , esuna cubierta abierta del espacio
S

compacto X, por lo que existe un conjunto finito de elementos de X dado
k
por {z1,...,z} tal que {Bg(m)ﬂ(xi)} Lo cubierta abierta de X.
k2 ,L:
Sea & = min{d(z;)/2}¥_, y témense puntos y y z tales que d(y,z) < d.
Si y estd en Bj(,,)/2(x;) se tiene que
d(z,25) < d(2,y) +d(y, ;) <6+ d(x;)/2 < 5(x;)
y por la definicién de §(x;), se sigue que

p(f(y), [(2)) < p(f(y), f(25) + p(f(25), f(2)) < €/2+€/2 =,

lo que demuestra que f es uniformemente continua. ]



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.7. Sea (X, T) un espacio topoldgico no vacio. Se dice que
X es un continuo si es métrico, compacto y conexo.

Definicién 1.1.8. Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice que un subcon-
gunto A de X es acotado si para todo x en X existe e(x) > 0 tal que A
estd contenido en B (7).

Proposicién 1.1.9. Sea {(X;,d;)}:~, una familia de espacios métricos. En-
tonces la topologia producto en el espacio [\ X; estd generada por la métri-
ca dy dada por

doo (T, ) = méax{d; (v, yi) };2y

donde x; y y; son las coordenadas iésimas de T y Y, respectivamente.

Demostracion. La funcién do, es una métrica ya que

es una funcién no negativa;

v doo(T,y) = 0 si y sélo si max{d;(z;, ;) }1"y = 0, lo que es equivalente
a que para cada i, d;(z;,y;) = 0;

= es simétrica;

» cumple la desigualdad del tridngulo, ya que si do(Zq, 20) = doo(T, Z),
como dy (g, Ya) < doo(T,Y) ¥ da(Yas 2a) < doo(Y,Z) se tiene que

doo(ja E) < da(xavya) + da(yay Za) < doo(fy @) + doo(ya 5)~

Nétese que para e > 0 se tiene que B> (z) = [[I*, B% (x;) porque dado
7 en Bd>(7), se cumple que max{d;(z;,y;)}7, < € y por lo tanto y; estd en

Ahora, si 7 estd en [[[*, Bd(x;) se tiene que d;(w;,y;) < € para cada 1,
por lo que méx{d;(z;,y;)}"; < € y entonces, 7 en B> (Z). Esto quiere decir
que las bolas de la métrica d, son abiertos de la topologia producto, por lo
que la topologia inducida por d, estd contenida en la topologia producto.

Sean U un abierto en [[[, X; y T = (x1,...,2,) un elemento de U.
Por la definiciéon de la topologia producto, para cada ¢ existe un U; que
es abierto en X; tal que T estd en [[~, U; que a su vez estd contenido en
U. Dado que cada U; es abierto existe ¢; > 0 tal que Bii (x;) € U;. Si
€ = min{e;} |, entonces B% (x;) estd contenido en U; para cada i y por lo
tanto 7 € [[I", B (z;) = Bd>(z) C U, por lo que U es un abierto para
la métrica do, v se sigue la proposicién. O
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Definicién 1.1.10. Sean A un conjunto distinto del vacio y {(Xa,Ta)}pea
una familia de espacios topoldgicos. Se define la unidon disjunta de los X,

| b Xa = | (Xa x {a]).

acA acA

que se denota por |3 X, cuando no haya confusion sobre el conjunto sobre el
que se toma union. Para cada (8 se define la funcion ig : Xg — ) Xo dada
por ig(x) = (x,B). Sea T la topologia de |t X, generada por los conjuntos
de la forma ig(Ug) donde Ug es abierto en Xg. Se llama a esta topologia
la topologia de la union disjunta y se define el coproducto de los espacios
(Xa,Ta) como el conjunto |¥ Xo con la topologia .

Proposiciéon 1.1.11. Sean X un espacio topolégico, A un conjunto distinto
del vacio, { Xa} e q una familia de espacios topologicos y {fo : Xo — X}oeu
una familia de funciones continuas, entonces existe una unica funcion con-
tinua f : | Xo = X tal que, para cada § en A, fz = foig.

Demostracion. Sea f : 14 X, — X la funcién definida por

f(z,8) = fa(x).
Para cada U abierto en X se tiene que

(z,8) € fHU) & f(z,8) eU & fsa) eU s ae f'(U) <

& (2,8) €ip(f5 (V) & (2,8) € | ialfa1(V)),

acA

por lo que los conjuntos f~H(U) y U,cia(fo'(U)) coinciden y entonces,
como este tltimo es un abierto por ser cada f, continua, f es continua.
Ahora bien, si g fuera otra funcién continua tal que fg = goig, se tendria

que g(z,B) = fz(x) para cada 3, por lo que g(x, ) = f(z,5) para cada z
en Xg y cada (3, lo que quiere decir que g = f. O

Proposicién 1.1.12. Sean (X, T) un espacio topoldgico, ~ una relacion de
equivalencia sobre X, X/~ el conjunto de clases de equivalencia de ~ y

T = {U e P(X/~) | UUes abierto en X},

entonces T es una topologia en X /~.

Demostracion. Se tiene que



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

» O esel vacioy |JX/~ es X y, por lo tanto, ) y X/~ estén en 7. ;

» si{Ua},c4 s una familia de elementos de 7. y U = (J,c 4 Ua, entonces

UU = UUpeaUa = Uaeca UUa y, dado que (JU, es abierto en X
para cada «, | JU es un abierto en X y U estd en 7.;

» si Uy V estdan en 7., entonces J(UNV) = (UU) N (UV) porque
cada z en X pertenece a un unico elemento de X/~ y, como (JU) y
(UV) son abiertos en X, sucede que |J (U NV) es un abierto en X vy,
por lo tanto, U NV estd en 7...

Esto muestra que 7., es una topologia para X /~. ]

Definicién 1.1.13. Sean (X,7) un espacio topoldgico y ~ una relacion
de equivalencia sobre X. Se le llama espacio cociente de X dado por ~ al
espacio topoldgico dado por (X/~,T.).

Si f: X — Y es una funcién entre conjuntos, entonces f define una
relaciéon de equivalencia en X, a la que se denotard ~y, y que estd dada por

a~yrbsiysolosif(a) = f(b).

Hay ocasiones en que se requiere “colapsar” un subconjunto A de un
espacio topoldgico a un solo punto preservando la estructura topologica fuera
de este conjunto. En ese caso se define una relacién de equivalencia ~4 dada
por

a~gbsiysolosia=0boaybpertenecen a A,

y se denota a X/~ 4 como X/A.

Proposicién 1.1.14. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y ~ una relacion
de equivalencia en X . La funcion m: X — X/~, que asigna a cada elemento
de X la clase de equivalencia de ~ a la que pertenece, es continua.

Demostracion. Para cada U abierto en X/~ se tiene que | JU es un abierto
en X y, como 7~ 1(U) estd formado por los z tales que su clase de equivalencia
[z] estd en U, se sigue que 7~ 1(U) = |JU y, por lo tanto, 7 es continua. [

A la funcién 7 de la proposicién anterior se le conoce como la funcion
cociente de X a X /~.

Proposiciéon 1.1.15. Sea f : X — Y una funcion continua, entonces existe
una tunica funcion continua f : X/~r— Y tal que f = fom, donde 7 es la
Juncion cociente de X a X/~.
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Demostracién. Definase f: X/~;— Y por

Esta funcién estd bien definida, ya que todos los elementos de [x] tienen
la misma imagen bajo f, y cumple que f = f o m. De esta relacién se

sigue que f es continua, ya que para cada abierto U de Y se tiene que
——1

fHU)y=x"1(F

la definicién de la topologia cociente en X/~ da que ?71(U ) es un abierto.

(U)), y como f~1(U) es abierto en X por ser f continua,

Sig:X/~p—=Y fuera una funcién continua tal que f = g o, entonces
se tendria que g[z] = f(z) = f[z] para cada [z] en X/ ~, por lo que g = f,
mostrando la unicidad de f. O

Definiciéon 1.1.16. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva.
Se dice que [ es una identificacion cuando se cumple que cada subconjunto
U deY es abierto siy sélo si f~1(U) es abierto en X.

Proposicién 1.1.17. Si f : X — Y es una identificacion, entonces Y es
homeomorfo a X /~.

Demostracion. Sea f : X/~f— Y como en la Proposicién 1.1.15, entonces
f = fom Como f es suprayectiva, la funcién f es suprayectiva, y como
es inyectiva por construccion, es biyectiva y continua. Ademds, si U es un
abierto en X/~ , se cumple que f(U) es un abierto en Y, ya que

— ——1

FHU) = (fFom) ™ (fU) =~ (f (F(U)) =7"1(V),

que es abierto en X. De esto se sigue que f es un homeomorfismo. O

Proposiciéon 1.1.18. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y
continua y suprayectiva. Si X es compacto y 'Y es de Hausdorff, entonces f
es una identificacion.

Demostracion. Todo C' C X cerrado es compacto, por lo que f(C) C Y es
compacto y, dado que Y es de Hausdorff, cerrado. Entonces, f es cerrada,
suprayectiva y continua. Se sigue que B C Y es cerrado si y sélo si f~1(B)
es cerrado y, por lo tanto, f es una identificacién. O

Proposicién 1.1.19. Sean f1 : X — Y y fo : Y — Z identificaciones.
Entonces la funcion f = fo o f1 es una identificacion de X a Z.
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Demostracion. Dado que fi y fo2 son continuas y suprayectivas, f es continua
y suprayectiva. Para ver que f es una identificacion se necesita ver que C' C Z
es cerrado si y s6lo si f~1(C) es cerrado en X. Pero C es cerrado en Z si
y sblo si fy 1(C’) es cerrado en Y por ser fo una identificacién, y a su vez,
f71(C) es cerrado si y sélo si f7 (f51(C)) = (fao f1)"HC) = f~(C) es

cerrado en X. Se sigue que f es una identificacién. O

Lema 1.1.20. Sean X, Y1, X9 y Yo espacios topologicos. St f1: X1 — Y1
y fo: Xo = Yo son identificaciones y g : X1 — Xo es una funcion continua
tal que fa(g(a)) = fa(g(b)) siempre que fi(a) = f1(b), entonces existe una
unica funcion continua g : Y1 — Yo tal que go f1 = foog.

Demostracion. Sea y un elemento de Y;. Como fi es suprayectiva existe un
elemento z en X tal que fi(z) =y y se define g: Y7 — Y5 por

9(y) = fag(x)),

que estd bien definida, ya que para cualesquiera x; y x2 en X; tales que
fi(z1) = fi(x2) = 2, la hipétesis garantiza que fa(g(z1)) = fa(g9(z2)) ¥
entonces, el elemento g(z) estd bien definido.

La funcién g cumple que go fi1 = fo 0o g y, dado U abierto en Y, debe
suceder que f; 1 (g"(U)) = g~ (5 1(U)), y este tltimo conjunto es un abierto
por ser fa y g continuas. Como f; es una identificacién, g'(U) es un abierto
y, por lo tanto, g es continua.

Sig :Y] — Y5 es otra funcién continua tal que ¢’ o fi = f5 o g, para
cada elemento yog de Y7 debe suceder que ¢'(yo) = f2(g(x0)), donde zg es
un elemento de X tal que f1(zg) = o, y entonces g(yo) = ¢'(vo), lo que
muestra la unicidad de la funcién g. O

A continuacién se define el concepto de cono sobre un espacio topolégico
y se da un ejemplo de una métrica en el cono para el caso en que el espacio
base es compacto.

Definicion 1.1.21. Sea X un espacio topoldgico. Se define CX, el cono
sobre X, como el espacio cociente de X x [0,1] que identifica a los puntos

de X x {0}.

Si (z,t) es un elemento de X x I, entonces se denota por [z, t] al elemento
de C'X al cual pertenece y se denota por [*, 0] a la clase de equivalencia cuyos
elementos son las parejas que tienen a 0 en su segunda coordenada.

Nétese que la funcién cociente de X x [0,1] en X x [0,1]/X x {0} es
inyectiva en X x (0, 1].
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En adelante se denota al conjunto [0, 1] por I y por S™ al conjunto
{zeR"™ | |z]| =1},
que es la esfera de dimensién n.

Ejemplo 1.1.22. El espacio B" = {T € R" | |Z|| < 1} es homeomorfo al
cono sobre S"~L. Para ver esto, considérese la funcion f : S*~' x I — B"
dada por

f(s,t) =t-s,

que es continua por ser polinomial. Para cada T en B™ distinto de 0, el
elemento ”%” estd en S"1 y ||Z|| estd en I, por lo que (II%H’ IZ||) estd en
S x I y su imagen bajo f es T. Por otro lado, 0 es la imagen de S"~! x {0}
bajo f, lo que muestra que f es suprayectiva y, dado que S" 1 x I es compacto
y B™ es de Hausdorff, que es una identificacion.

Por la Proposicién 1.1.17, B"™ es homeomorfo al cociente de S™~ ' x I
inducido por f, que es inyectiva en S"! x (0,1] e identifica a S"! x {0}
en un punto. De aqui se sigue que ~f y ~gn-1x(g} coinciden, por lo que
(S x I)/~¢ es el cono sobre S™™1, lo que muestra que CS™1 y B™ son
homeomorfos.

Proposicion 1.1.23. Si f : X — Y es una funcion continua, entonces la
funcion F: CX — CY definida por

Flz,t] = [f(x),1]
es continua y se le llama la funcion inducida por f en CX.

Demostracion. Considérese la funcion f x Id; : X x I — Y x I, que es
continua por ser el producto de funciones continuas. Sean (z1,t1) y (22, t2)
dos elementos de X x I relacionados por ~xo}. Si ¢1 es distinto de 0, se
tiene que w1 = x9 y t1 = to, por lo que f x Idj(z1,t1) = f x Idi(xe,t2).

Si t; = 0, entonces to = 0y, por lo tanto, f x Idr(z1,t1) = (f(z1),0)
y [ x Idi(za,t2) = (f(z2),0). En ambos casos se ve que f x Idj(z1,t1) y
fxIdr(za,t2) estan relacionados por ~yx{0}- Luego, el Lema 1.1.20 muestra
que f x Idy induce una funcién continua F' : CX — CY dada por

Flo,t] = [f x Idi(x, 1)),

donde [f x Idi(z,t)] es la clase de equivalencia de f x Idj(x,t) = (f(z),1t),
que es justamente [f(x),t], por lo que F es la funcién buscada. O
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Definicion 1.1.24. Sea X un espacio topologico. Una métrica esférica para
CX es una métrica D : CX x CX — R que cumple que

= induce la topologia del cono en CX;
- D([xht]v [$27t]) =t D([xlﬂ 1]7 [an 1]);
» D([x,0],[z,t]) =t.

Surge la pregunta de para qué conos es posible encontrar una métrica
esférica. Se muestra a continuacién un ejemplo de un cono sobre un espacio
métrico para el que no es posible encontrar una métrica esférica.

Ejemplo 1.1.25. El cono sobre el espacio N = {1/n | n € N} con su métri-
ca discreta no tiene métricas esféricas, ya que de tener una, a saber D, para
cada abierto U en la topologia del cono que tuviera a [*,0] como elemento,
existiria un € > 0 tal, que

[,0] € BP[%,0] = {[z,t{] e CN |t < ¢} C U.
Sin embargo, el conjunto

U= |J{[l/n,t] € CN |t <1/n}

neN

es un abierto de CIN con la topologia del cono, porque la preimagen de U en
N x I bajo la funcion cociente es el conjunto

U {1/n} x [0,1/n),

neN

que es un abierto en N x I por ser {1/n} y [0,1/n) abiertos en N y en I
respectivamente. Como para cada € > 0 existe n en N tal que 1/n < €/2, es
claro que [1/n,¢/2] no estd en U, por lo que BP[x,0] no estd contenido en
U, lo cual es una contradiccion obtenida de suponer la existencia de D.

Que X sea métrico no es suficiente para garantizar la existencia de una
métrica esférica en C'X, pero si X es compacto, entonces existe al menos
una, que se construira a continuacién.

Definicién 1.1.26. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que d estd aco-
tada por 1 si para cualesquiera x yy en X se tiene que d(z,y) < 1.
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Proposicién 1.1.27. Sea (X,d) un espacio métrico. Si d estd acotada por
1, entonces la funcion D : CX x CX — R dada por

|r —s| + min{r,s}-d(z,y), sir,s#0;
Ir—s]|, sir =0 o bien s =0,

Dol s = {

es una métrica en CX que cumple que D([z,t], [y,t]) =t - d(z,y).

Demostracion. La funcién D estd bien definida, ya que si [z1,71] = [x2, 2],
entonces 1 = r9. Dado el caso en que 7 es distinto de 0, se tiene que x1 = 3
y por lo tanto

D([xlvrl]v [y’ S]) = D([$27T2L [yv 5])

para todo [y, s] en CX. Si r; = 0, entonces

D([z1,71], [y, s]) = s = D([z2,72], [y, 5]).

Esto se puede repetir tomando dos representantes de la clase [y, s, lo que
muestra que D estd bien definida.
Ahora bien, D cumple las siguientes propiedades:

1. D es claramente no negativa;

2. directamente de la definicién, se ve que D([z,r],[z,7]) = 0. Por otro
lado, D([z,],[y,s]) > |r —s|, por lo que D([z,7],[y,s]) = 0 implica
que r = s. Sir = s = 0, entonces [z,7] = [y, s], y cuando r y s no
son 0, sucede que D([z,r],[y,s]) = r - d(x,y), por lo que z = y, y
entonces [z,7] = [y, s, lo que muestra que D([z, 7], [y, s]) = 0 si y s6lo
s [z,7] = [y, s];

3. la funcién D es suma de funciones simétricas y, por lo tanto, es simétri-
ca;

4. si [z, r], [y,s] y [z, t] estdn en CX y min{r,s,t} es r o t, se cumplen
las siguientes desigualdades:

min {r,t} < min{r, s},

min {r,t} < min{t, s},

y dado que d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) por la desigualdad del tridngulo
para d, se sigue que

min {r,t} - d(z,z) < min{r,s} - d(z,y) + min{s, t} - d(y, 2).
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Esta desigualdad sumada a |r —t| < |r — s| 4+ |s — t| muestra que
D([a, 7], [2,1]) < D([z, 7], [y, s]) + D([y, 5], [z, 1])-

Si s es menor que r y que t, y supdéngase sin pérdida de generalidad
que r < t, entonces

D([a, ], [y, ) + D[y, 8], [2,1]) = t —r+2(r — 5) +5- (d(z, y) + d(y, 2)).

Como se supuso que d(z,y) y d(y, z) son ambos menores o iguales que
1, se tiene que 2(r —s) > (r —s) - (d(z,y) + d(y, z)), de donde se sigue
que

D[z, 7], [y, s]) + D([y, 8], [z, 8]) = t = + 7 (d(z,y) + d(y, 2))

y el término de la derecha es mayor o igual que D([x,r],[2,t]) por la
desigualdad del tridngulo para d, por lo que

D[z, 7], [2,t]) < D([2,7]; [y, s]) + D(ly, ], [2, 1])-

Estos dos casos muestran la desigualdad del triangulo para D;

por lo que D es una métrica en CX, y dado que |t —¢| = 0 y min {t} = ¢,
se tiene que D([z,t],[y,t]) =t - d(z,y). O

Proposicién 1.1.28. Sea (X,d) un espacio métrico. Si X es compacto,
entonces el cono en CX tiene una métrica esférica.

Demostracion. Considérese la métrica d’ obtenida a partir de d siguiendo el
Ejemplo 1.1.5. Esta métrica estd acotada por 1 y es equivalente a d, por lo
que es claro que el cono sobre (X, d) y el cono sobre (X, d") coinciden.

Sea D la métrica para C'X de la Proposicién 1.1.27 definida a partir de
d'. Para probar que la topologia inducida por D coincide con la topologia
de cono, se mostrara que cada bola de D contiene un abierto de la topologia
del cono de C'X que tiene a su centro como elemento y, a su vez, que dados
un punto en un abierto de la topologia del cono, existe una bola de D a la
que pertenece a dicho punto que estd contenida en el abierto.

De la definicién de D se ve que

BP[%,0] = {[z,t] e CX |t < ¢}.

La preimagen de este conjunto bajo la funcién cociente de X x I en C'X es
el abierto X x [0,¢), por lo que BP[*,0] es un abierto en la topologia del
cono.
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Por otro lado, si U es un abierto en la topologia del cono que tiene a [x, 0]
como elemento, la preimagen de U bajo la funcién cociente es un abierto de
X x I que contiene a X x {0}. Entonces, para cada x en X existe un abierto
de la forma U, x [0,,), donde U, es un abierto de X al que pertenece z,
que estd contenido en la preimagen de U. Dado que X es compacto, existen
T1,...,2n en X tales que la familia {Uy, x [0,0,,)}1; cubre a X x {0}.

Sea 6 = min{d1,...,0,}. Como cada Uy, x [0, ;) estd contenido en la
preimagen de U, se tiene que X X [0,9) estd contenido en esta preimagen,
pero este conjunto es justamente la preimagen de B(? [*,0], por lo que éste
estd contenido en U.

Ahora bien, dado que CX \ {[*,0]} es homeomorfo a X x (0, 1], para
terminar la prueba basta ver que para cada bola alrededor de [z,t] con ¢t > 0
existe €1 > 0 tal que el conjunto Bfll (x) x (t — €1,t + €1) esta contenido en
dicha bola, y a su vez, que para cada € exista un e; > 0 tal que la bola de
radio ey centrada en [z,t] esté contenida en BY (x) x (t — €, t + €).

Sean €,t >0y 0 < e < min{%, 1}, entonces

BE () x (t —e1,t +e1) € BP[a, 1],

ya que cualquier [y, s] en Bgll (x) x (t —€e1,t+€1) cumple que [s —t| < €1y
min {s,t} - d'(z,y) <t-e1 < e, por lo que D([z, ], [y, s]) < e.

Ahora, si e =t €y [y, s] estd en BL[z, 1], se cumple que [s — t| < ez < €
y si d'(z,y) > €, se tendria que |s —t| + min{s,t} - d'(z,y) < t-d(z,y).
Si min {s,t} es t, esto da lugar a una contradiccién; y si es s, se tiene que
t—s < (t—s) d(x,y) y por lo tanto 1 < d'(z,y), que también es una
contradiccién. Esto muestra que [y, s] estd en BY () x (t —€,t+€) y de esto
se sigue que D induce la topologia del cono en C'X.

Para terminar la demostracion, se hace notar que de la definicién de D
se tiene que

D([xvt]’ [yvt]) =t d(xvy> =t D([wv 1]7 [ya 1])

Yy que
D([x7t]7 [*, 0]) =t,

por lo que D es una métrica esférica para CX. O

El concepto de métrica esférica serd esencial para estudiar los Conjuntos
Z en conos, como se verd mas adelante en este capitulo.
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1.2. Homotopia

Definicion 1.2.1. Dos funciones continuas f,g: X — Y son homotépicas,
y se escribe f ~ g, si existe una funcion continua H : X x I — 'Y tal que
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x). Se dice que la funcion H es una homotopia
entre f y g, y se denota por H : f ~ g cuando se quiere hacer explicita la
homotopia entre f y g.

Ejemplo 1.2.2. Sean A C R™ convezro y 01,09 : S™ — A funciones con-
tinuas. Entonces, la funcion H : (S™ x I) — A dada por

H(s,t) = o01(s) +t- (02(s) — 01(s))

estd bien definida por la converidad de A y es una homotopia entre o1 y os.
Esto se sigue de que o1 y o9 son continuas, por lo que su resta es continua
y, entonces, t - (09 — 01) es continua en S™ x I. De aqui se ve que H es
continua y, como ademds cumple que Hignyx oy = 01 Y Hignx(1} = 02, €s
una homotopia entre o1 y o3.

La relacién ~ es de equivalencia en C(X,Y’), donde C(X,Y’) denota al
conjunto de funciones continuas con dominio X y contradominio Y. Esto se
puede ver ya que

» la funcién H : X x I — Y dada por
H(z,t) = f(x)

es continua para cada f en C(X,Y), por ser H 1(A) = f~1(A) x I
para cada A contenido en Y. Luego, H es una homotopia de f a f y,
por lo tanto, ~ es reflexiva;

= si H: f~ g, entonces g ~ f, ya que la funcién — : I — I dada por
—(t) = 1—t es polinomial y por lo tanto continua. La funcién producto
R = Idx x — es continua y entonces la funcion H=HoR:XxI—Y
es continua, por lo que H : g ~ f, ya que I:I(x,O) = H(z,1) =g(x) y

A~

H(z,1) = H(z,0) = f(z), lo que hace a ~ simétrica,
m siG:f~qgy H:g~h, entonces la funcién F': X x I — Y dada por

[ G(z,2t), sit< i,
F(x’t)_{ H(z,2t—1), sit> g,

es continua por la Proposicién 1.1.3, por ser continua en los conjuntos
X x[0,3] y X x[3,1]. Como F(z,0) = f(z) y F(z,1) = h(z), se tiene
que F': f ~ h, por lo que ~ es transitiva.
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Proposicién 1.2.3. Si fi ¥~ g1 : X - Y y fo >~ g2 : Y — Z, entonces
faofi=gaoq.

Demostracion. Sean Hp una homotopia entre fi; y g1, y Ho una homotopia
entre fo y go. Como Hi y fs son continuas se sigue que fooHy : X X1 — Z es
continua, y dado que (f20H1)(z,0) = fo(fi(z)) y (feoHi)(z,1) = fo(g1(2)),
se tiene que fo o Hy es una homotopia entre fs o f1 v fo 0 ¢g;.

Por otro lado, se define H = Hy o (g1 x Idy) : X x I — Z, es decir

H(z,t) = Ha(g1(z),1).

Dado que Hs, g1 e Id; son continuas, la funciéon H es continua y cumple que
H(x,0) = fa(g1(x)) y que H(z,1) = g2(g1(x)), por lo que es una homotopia
entre fo 091 y g2 o g1. La transitividad de ~ da que foo f; ~ g2 0¢g1. O

Se dice que una funciéon continua f : X — Y es homotdpica a una
constante si se tiene que f ~ ¢,, donde ¢, denota a la funcién constante con

imagen {y}.

Definicion 1.2.4. Se dice que un espacio topologico X es contrdctil si la
funcion Idx es homotdpica a una constante.

Definicion 1.2.5. Se dice que dos espacios topologicos X yY son homotdpi-
camente equivalentes si existen funciones continuas f: X =Y yg:Y — X
tales que gof ~ Idx y fog ~ Idy. Dichas funciones se llaman equivalencias
homotopicas.

Ahora bien, surge la pregunta de si la relacién ~ es trivial en C'(X,Y). Se
puede ver que en el caso de que Y sea contractil si lo es, sin embargo, existen
parejas de espacios topoldgicos para los que dicha relacién no es trivial.

Se verd a continuacién que esta relacién no es trivial en las funciones
continuas de S' en si mismo, donde se considera a S' como el conjunto de
puntos de norma 1 en R? con su métrica inducida. Esto se hard asignando un
nuamero natural a cada una de estas funciones que no varia bajo homotopia,
es decir, a cualesquiera dos funciones homotdpicas se les asigna el mismo
nimero, al que se llamard grado, y se daran dos funciones con grados dis-
tintos, lo que mostrara la existencia de al menos dos clases en las funciones
antes mencionadas.

El espacio S* es homeomorfo a I/{0,1} con la funcién cociente

7(t) = (cos(2m - t),sin(27 - t)),

por lo que la Proposicién 1.1.15 da una asociacién biyectiva entre las fun-
ciones continuas de I en X que identifican al conjunto {0, 1}, y las funciones
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continuas de S a X, para todo espacio topolégico X. Se definird primero
el grado para las funciones continuas de I en S' que identifican a {0,1}, y
este serd también el grado de su funcién asociada en S?.

Definicion 1.2.6. Dado un espacio topolégico X, se dice que una funcion
continua f : I — X es un lazo en X si f(0) = f(1). Si f(0) = p se dice
que [ estd basado en p.

Un lazo f en S! se puede pensar como enrollar un hilo en una circunfe-
rencia. Este hilo empieza y termina en el mismo punto, por lo que debe dar
un ndmero entero de vueltas. Intuitivamente el grado de f es este nimero,
pero para formalizar esta nocién sera necesario fijarse en la funcion por inter-
valos escogidos de tal forma que en ellos, el lazo no dé una vuelta completa
a la circunferencia. De esta forma se puede definir si el lazo se mueve en
sentido horario o antihorario globalmente en cada intervalo, con lo que se
podré contar en cuantos de estos intervalos y en qué direccién pasa el lazo
por un punto dado, lo que se verd invariante en lazos homotépicos.

Los intervalos mencionados se obtienen a través de la siguiente definicién:

Definicién 1.2.7. Sea f : I — S' continua. Una particion propia de I
relativa a f es un conjunto {ag,ay,...,ay} de puntos de I que cumple

s 0=a<a < - <ap,=1;
» six estd en [a;,a;+1], se tiene que ||f(x) — f(a;)]| < 1;

v si f(ai) = f(a;) coni # j, entonces i =0y j=mn o bien, j =0 e
1=n.

La existencia de particiones propias para f estd garantizada por ser
uniformemente continua, lo que se sigue de la Proposicién 1.1.6 y de que 1
es compacto.

Dados f : I — S! continua, P = {ag, a1, ...a,} una particién propia
relativa a f y 6y en [0,27) tal que f(ap) = (cos(6p),sen(fp)), para cada
0 <i<mn-—1setoma 0,11 tal que f(aj+1) = (cos(fit1),sen(bi+1)) v
|0iy1 — 0;| < §. La desigualdad || f(ai+1) — f(a;)|| < 1 implica la existencia
y unicidad de dicho ;4.

Se define una funcién 6, : I — R por trozos para f y P del parrafo
anterior. En cada intervalo [a;, a;+1] estd dada por

xr — a;

b, = 0; + (bit1 — 65),

Qi+1 — Qg
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que estd bien definida porque en a; siempre vale ;. Se ve que esta funcion
es continua por la Proposicién 1.1.3, porque es polinomial en los intervalos
[a;, a;+1], que son cerrados en 1.

Definicién 1.2.8. Sean f un lazo en S*, P = {ag, a1, ...a,} una particion
propia relativa a f y 0, : I — R la funcion definida arriba. La aprozimacion
lineal en P a f se define como la funcion fp: 1 — S' dada por

fp(z) = (cos(8,),sin(6,)).

Ahora, se denota A; = (fp)|a;,a;,,]» ¥ Se Puede ver que la imagen de A;
es el menor de los arcos que tienen como extremos a f(a;) y f(ait1). Se
define la funcién n : {Ag, ..., Ap—1} — Z por

n(A;) = 1,  si#, es creciente en [a;, aj+1];
Y1 —1, si6, es decreciente en [a;, a;i1].

Es decir, n(4;) es 1 si A; recorre el arco menor entre f(a;) v f(ait1) en
sentido antihorario y -1 si lo recorre en sentido horario.

Definicién 1.2.9. Sean f un lazo en S' y fp una aprozimacion lineal a
f. Si s es un punto de S' distinto de f(a;) para cada a; en P, entonces se
define el grado de f con respecto a P y s por

G(f,P,s)= > nlA)

seIm(A;)

En adelante se utiliza la siguiente notacién: Si z, y y z son elementos
distintos de S' se escribird x < y < z cuando y se encuentre en el arco
formado al recorrer en sentido antihorario de x a z. Si a, b, ¢ y d son elementos
de S' se dice que a y c separan a by d si se tiene que a < b < cy c < d < a.

El grado de f fue definido en funcién de una particién propia P y de
un elemento de S'. A continuacién se demuestra que el grado depende sélo
de f y, ademads, que es un invariante homotépico, para lo que se utiliza el
siguiente resultado auxiliar.

Proposiciéon 1.2.10. Sean f un lazo, fp una aprorimacion lineal a f con
P ={ag,...,an} yQ C P. Six yy son dos elementos de S* \ P tales que
no hay a; en @ tal que x < f(a;) <y oz < f(ai+1) < y, entonces, para
cada i con a; en Q, x estd en Im(A;) siy solo siy estd en Im(A;).



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Si a; estd en @ y x estd en I'm(A4;), entonces r < = < s,
donde r y s son los extremos de Im(A;), es decir, son f(a;) y f(ai+1) en
algin orden. Nétese que en este caso

Im(A;) ={r,s}u{ze S |r<z<s}.

Como y es distinto de r y de s, se tiene que r < y < s 0 s <y < r. Si se
tuviera el segundo caso, se tendria que x y y separarian a r y s, por lo que se
tendria x < s < y, lo cual contradice la hipétesis de la proposicion. Luego,
se cumple r < y < s, por lo que y estd en I'm(A;).

Siguiendo un proceso andlogo se ve que si a; estd en Q y y estd en Im(4;),
entonces x estd en Im(A;), con lo que queda probada la proposicién. ]

Es importante notar que si Q = P en la proposicién anterior, el resultado
indica que z estd en I'm(A;) siy sblo si y estd en I'm(A;) para todas las i.

Proposicién 1.2.11. El nimero G(f, P,s) no depende de la eleccion de s
y, por lo tanto, se puede definir G(f, P) = G(f, P, s).

Demostracion. Sean g un elemento de S* distinto de f(a;) para cada a; en
P,y z el primer punto de S' a partir de z( en sentido antihorario que es
imagen de algtin a; bajo f.

Témese x tal que xg < x < z1. Es claro que no hay a; en P tal que
xo < f(a;) < z, por lo que la Proposicién 1.2.10 garantiza que

Yoo =) n(4)

zo€Im(A;) zeIm(A;)

por tener los mismos sumandos, por lo que G(f, P,xzo) = G(f, P, x).

Ahora, sean z» el primer punto de S' a partir de z; en sentido antihorario
que es imagen de algin a; bajo f, y x tal que z; < x < z2. Supdngase que
z1 = f(ag) y considérese f(ar—1)y f(axt1) —siz1 = f(ao) = f(an), se toma
k—1=n—-—1y k+1=1—. Siestos dos puntos se encuentran separados
por z1 y —z1 se tiene que Ap_1 y Aj tienen la misma direccion, y xg y x
se encuentran en exactamente uno de Im(Ax_1) y Im(Ag) y ademés no se
encuentran en la misma.

De la Proposicién 1.2.10 se sigue que para toda ¢ distinta de k — 1 y k,
o estd en la imagen de A; si y sélo si z también estd, por lo que

> n(A)= ) n(4)

zoelm(A;) z€Im(A;)
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son iguales porque coinciden en todos los sumandos excepto n(A4;_1) y n(4;)
que son iguales y se encuentran cada uno en una de las sumas y, por lo tanto,
G(f,P,.CCO) = G(f,P,IE)

Si f(aj—1) y f(aj+1) no estan separados por z; y —z entonces A;_;
y A, tienen direcciones distintas y exactamente uno de zo y x estd tanto
en Im(Ag_1) como en Im(Ay). Andlogamente a como se hizo en el parrafo
anterior de esta demostracién, se sigue que G(f, P,zo) = G(f, P, z).

De esta forma se ve que cualesquiera dos puntos 7 y s en S\ P se cumple
G(f,P,r) = G(f,P,s), ya que se puede encontrar una sucesion

s=s590< 21 <851 <<z <8 =T

donde cada z; es imagen de algiin a; bajo f, y 21 v z;4+1 son los primeros
de esta forma en sentido antihorario a partir de s y z; respectivamente.
Usando estos argumentos se ve que el grado de f no depende del punto s
escogido. ]

Proposicién 1.2.12. Si P, = {ag,...,an} y Po = {bg,...,bn} son par-
ticiones propias relativas a f, entonces G(f, P1) = G(f, P3), por lo que se
puede definir el grado de f por

G(f) =G(f.P)
para cualquier particion propia P.

Demostracion. Supéngase que f estd basado en z. Si P = {dy,d;} una
particién propia relativa a f, de la definicién de las particiones propias se
sigue que —z no estd en la imagen de f, por lo que G(f, P’,—x) = 0 para
toda particién propia P’.
Si P = {do,ds,...,d,} es una particién propia relativa a f con al menos
tres elementos, se define
P'=Pu{d}

con d; < d < djy1. Sean A; = (fP’)Hdi,d] y A;-H = (fP’)Hd,dz‘H]’ donde fpr
es la aproximacién lineal a f en P’. Es claro que existe un s en S! que no
estd en Im(Aj) ni en Im(Aj, ), y entonces, por la Proposicién 1.2.11 se
tiene que G(f, P,s) = G(f, P, s).

Ahora bien, considérese P}V P, = {cy, ..., ¢} la particién propia relativa
aftalquecy <cp <...<cqy{co,. ...} ={ap,...,an} U{bo,...,0m}.
Es claro que P; V P se puede obtener a partir de P; y P» agregando una
cantidad finita de elementos. Esto junto a lo dicho en el parrafo anterior de
esta demostracién muestra que G(f, P1) = G(f, P1 V P2) = G(f, P). O
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Con estos resultados en mano se puede dar la siguiente definiciéon. La
funcién 7 : I — S es la funcién cociente dada antes en esta seccién.

Definicién 1.2.13. Sea f : S' — S' una funcion continua. Se define el
grado de f por

G(f)=G(fom),
donde G(f o) es el grado definido para los lazos en S'.

Proposicién 1.2.14. Sean f y g lazos en S'. Si existe una funcion continua
H :IxI — S' que cumple que H(s,0) = f(s), H(s,1) = g(s) y que
Jt = Hj1xqy €s un lazo para cada t en I, entonces

La prueba de esta proposicién se hace de la siguiente forma: para cada ¢
en I se muestra que hay un abierto entre ¢t e I tal, que G(fs) = G(f:),
para cada s en el abierto. Para ver esto se toma una particién propia
P, {ap,a1,...,a,} relativa a f; y se demuestra que existe un abierto Uy de I
alrededor de t tal, que si s estd en Uy, entonces P, es una particion propia
para fs. Se considera la aproximacién lineal fsp,, y si U; es suficientemente
pequeno, existe y en el conjunto

Sl \ {fs(az) ’ S € Ut,ai S Pt}

tal, que para cada i y cada s, y estd en Im(A$) siy sélo si y estd en Im(AL),
donde A7 = (fsp,)|jai,ais,)s ¥ ademas,

n(47) = n(A)),
para cada s en Uy, si y estd en Im(A?). La existencia de dicha y implica que

G(fs) = G(fs, Py) = G(f1, Pry) = G(ft)

para cada s en Uy, y la conexidad de I implicard que G(f) = G(g).
Ahora, la demostracion:

Demostracion. Sean t en 1, P, = {ag, a1, ...,a,} una particién propia rela-
tiva a f; y y un punto en S*\ P;.

Se tiene que || fi(a;) — fi(x)|| < 1 para cada x en [a;,a;t+1], y como la
funcién || fi(a;) — || es continua por el Ejemplo 1.1.1 y [a;, a;+1] es compacto,
existe a; > 0 tal que || fi(a;) — fi(z)|| < 1 — oy para cada x en [a;, a;j1+1]. Se
toma a > 0 tal, que o < min{ap,...,an_1}.
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Considérese también B; ; = || fi(a;) — fi(aj)|, para i < j e (i,7) # (0,n).
Dado que estos puntos fi(a;) y fi(a;) son distintos, cada f3; ; es mayor estric-
to que 0, por lo que se puede tomar S > 0 tal, que S < min {ﬁivj}i<j,(i,j)7é(0,n)'

Finalmente, sea v; = || fi(a;) — y||. Por la definicién de y se tiene que
~v; > 0 para cada ¢, por lo que es posible encontrar una v > 0 tal que
v <min{y,...,VYn-1}

En la Proposicién 1.1.9 se muestra que la topologia de I x I estd induci-
da por la métrica ds,. Ademds, I x I es compacto, por lo que la Proposi-
cién 1.1.6 hace a H uniformemente continua. Luego, existe § > 0 tal que si
doo((11,51), (12, $2)) < 0, entonces

. fa By
) = Fntr)ll < min {5,523
y se define U; = Bs(t) C 1.
Para cada s en Uy, P; es una particién propia relativa a fs. Esto es porque

doo((r, 1), (rys8)) =méx{|r —r|,[s—t|} =|s—t| <o

para cada 7, lo que implica que ||fs(r) — fi(r)|| < §. Entonces, dado que
para cada z en [a;, a;11] se cumple || fi(a;) — fi(x)| < 1 — a, se tiene que

«
1£s(ai) = fe(a)ll + [l felas) = fe(@)l| + [ fe(z) = fs()] <1 =3,
y, por la desigualdad del triangulo,

1fs(ai) = fs(@)I| < 1 fs(ai) = feai)l| + ([ feai) = fe(o) | + | fe(x) = fs(2)]-

Estas dos desigualdades implican que || fs(a;) — fs(z)|| < 1 — § para cada x
en [a;, ait1].

Por otrolado, 0 < 8 < || fi(a;)— fe(a;)|| siempre que i < j e (4,7) # (0,n),
y de la desigualdad del tridngulo se tiene que

1fe(az) = fe(ai)ll < [[felaz) = fslag)l| + I fs(az) = fs(ai)ll + || fs(ai) = fi(ai)]-

B

Tanto || fi(aj) — fs(a;)|| como || fs(a;) — fi(a;)|| son menores estrictos que 7,

por lo que se sigue

0<§<me—ﬁ@w

es decir, fs(a;) y fs(a;) son distintos siempre que i < j e (4,7) # (0,n), y
esto implica que P; es una particiéon propia relativa a fs.
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Nétese que y estd en
S\ {fs(a;) | s € U, a; € P},

ya que, para cada s en Uy, |s — t| <, por lo que

felar) = flai)| < § < llfilai) =]
para cada i y entonces, y es distinto de fs(a;).

Se ve que si s1, so y s3 son tres elementos distintos de S! y sy estd en
el menor arco entre s1 y s3, entonces |[s1 — sa|| < ||s1 — s3||. Asi, para cada
iy cada s en Uy, se cumple | fs(a;) — fs(aiv1)| < 1 — §, por lo que los
puntos z en el menor arco entre entre fs(a;) y fs(a;+1) deben ser tales, que
Ifulas) — fula)l < 1- 3.

Supéngase que y esté en el menor arco de S' entre fs,(a;) y fso(aj+1)
para algiin s en U. Dado que [y — fo(a;)]| < 1— & y 2 = [ly— (—y)]|, para
cada s en U; se tiene que

2 < ly = fso(ap)ll + I felaz) = fso (ap)ll + [ felaz) = fs(ap)ll + 1 fs(aj) = (=y)

por la desigualdad del triangulo y, como || fi(a;) — fs(a;)| < §, se sigue que

2 =1 < |lfslag) = (=9)l;

por lo que || fs(aj) — (—y)|| > 1, y se puede concluir que cuando y estd en el
menor arco de St entre f5,(a;) y fs,(aj+1) para alguna so en Uy, se cumple
que

» —y es distinto de fs(a;) y de fs(aj+1), para cada s en Uy;

» —y no estd en el menor arco de S! entre fs(a;) y fs(aji1), para cada
s en U;.

También sucede que fs,(a;) < y < fso(aj+1) 0 foolaj+1) < y < fso(aj).
Supdngase, sin pérdida de generalidad, que fs,(a;) < y < fs(aj+1) y, por
lo tanto, fs,(aj1+1) < —y < fs,(aj).

El conjunto Uy es un conexo en I, por lo que {a;} x U, es, a su vez, conexo.
Entonces, H({a;} x U;) es un subconjunto conexo de S que no intersecta
a {y, —y}, de donde se sigue que —y < fs(a;) < y para todo s en Uy, ya que
de lo contrario, se tendria una desconexién para H({a;} x U;). De forma
similar, se ve que y < fs(a;+1) < —y, por lo que fs(aj) <y < fs(aj+1) y
fs(ajt1) < —y < fs(a;), para cada s en Uy. Esto quiere decir que y estd en el
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menor arco entre fs(a;) y fs(aj+1), y que dicho arco se recorre en la misma
direccion para cada s en U;. Se obtiene el mismo resultado con un proceso
analogo cuando fs,(aj+1) <y < fs,(a;).

Sean s en Uy, fsp, la aproximacion lineal a fs en Py A = (fsp,)|[as,ai41]-
De lo discutido en el parrafo anterior se sigue que, para cada j, y esta en
Im(A3°) para alguna s en Uy si y s6lo si estd en Im(A3) para cada s en Uy.
También se ve que n(A7) = n(Az) para s en U; si y estd en Im(Aé-)7 por lo
que G(fs, Pt,y) = G(ft, P:,y) para todo s en Uy y, por lo tanto, si s estd en
Ui, se cumple que G(fs) = G(fi).

Considérese el conjunto

A={tel[G(f)=GC(fo)}-

Sea tp en A, se ve que Uy, estd contenido en A porque, dado s en Uy, se
cumple que G(fs) = G(fi,) = G(fo), por lo que s estd en A y, entonces, A
es abierto. Por un argumento similar, si ¢y estd en I \ A, debe suceder que
Uy, esté contenido en I\ A. Esto es porque G(fy,) es distinto de G(fo) v,
para cada cada s en Uy,, se tiene que G(fs) = G(ft,), lo que muestra que a
es cerrado. Como 0 estd en A, éste es no vacio, y la conexidad de I implica
que A= 1.
Se sigue que 1 esta en a y, por lo tanto, se tiene que

G(f) =G(fo) =G(f1) = G(g),
como se queria demostrar. ]

Proposicién 1.2.15. Si f,g : S' — S! son dos funciones homotdpicas,
entonces se cumple que G(f) = G(g).

Demostracion. Si fo = fomy fi = gom son los lazos asociados a f y
g respectivamente, por definicién G(f) = G(fo) y G(g9) = G(f1). Por la
Proposicién 1.2.14, basta demostrar que existe H : I x I — ST tal, que
H: fo~ f1y Hjxygy) es un lazo para cada t en [.

Sea H : f ~ g. La funcién H = H o (7 x Id;) : I x I — S* es continua
por ser composicién de funciones continuas y, dado que 7(0) = w(1), H es
un lazo restringido a I x {t}. Ahora, H(r,0) = H(n(r),0) = for(r) = fo(r)
y, andlogamente, H(r, 1) = f1(r). De esto se sigue que G(fy) = G(f1), como
se queria demostrar. O

Corolario 1.2.16. La funcion constante c¢s : ST — S! con s en St y la
funcion Idgi mo son homotépicas.
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Demostracion. Basta demostrar que ambas funciones tienen grados distin-
tos.

Sean C = csomy L = Idgi om. De la definicion de grado se tiene
que G(cs) = G(C,{0,1},—s) = 0, ya que —s no estd en la imagen de
C. Por otro lado, P = { %}iio es una particiéon propia relativa a L, y
dado que la funcién L es inyectiva en s y recorre S en contra del sentido
horario, G(Idg1) = G(L, P,§) = 1, de donde se sigue que ¢; e Idg1 no son
homotopicas. O

A continuacidn, se extiende el Corolario 1.2.16 a la esfera S™. Sin em-
bargo, la prueba se hara utilizando resultados de Teoria de Homologia Sin-
gular, que se encuentran desarrollados en [12, Capitulo VII, Seccién 3 y
Teorema 4.2; Capitulo VIII, Teorema 2.1].

En la siguiente proposicién, H,(S™) denota al enésimo grupo de ho-
mologia de S™, y si f es una funcién continua de S™ en si mismo, f, denota
al endomorfismo de grupos inducido por f en H,(S™).

Proposicion 1.2.17. La funcion constante ¢s : S™ — S™ con s en S™ y la
funcion Idgn no son homotdpicas.

Demostracion. Sean cgy @ Hyp(S™) — H,(S™) e Idgn, : Hy(S™) — Hp(S™)
las funciones de H,(S™) en H,(S™) inducidas por ¢, e Idgn respectivamente.
Dado que ¢ es constante se tiene que cs, es idénticamente 0, mientras que
Idgn, = Idp, (sny. Ahora bien, dado que H,(S") = Z, estas dos funciones
son distintas, por lo que se sigue que cs e Idgn no son homotépicas. O

Este resultado se utiliza principalmente en la siguiente forma

Corolario 1.2.18. Sea A un subconjunto de R™ que contiene a S™ y que no
tiene a 0. Si o : S — A es homotdpica a la inclusion de S™ en A, entonces
o no es homotdpica a una constante.

Demostracion. Por la transitividad de la relacion de homotopia basta de-
mostrar que i : S™ — A, la inclusién de S™ en A, no es homotdpica a una
constante, y esto se hard por contradiccion:

Supoéngase que ¢ es homotodpica a una constante c. Considérese la funcion
N : A — S™ dada por

. z

N(Z) = =

La funcién N es continua por ser una funcién racional cuyo denominador
no se hace 0 en su dominio. Entonces, por la Proposicion 1.2.3, N o i es
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homotépica a N o c. Pero N oi = Idgn y N o ¢ es una funcién constante, lo
cual es una contradiccién con la Proposiciéon 1.2.18.
De esto se sigue que ¢ no es homotépica a una constante. ]

1.3. La métrica de Hausdorff

Definicién 1.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto de X
y e > 0. Se llama nube de radio € alrededor de A en X, y se denota por
N(A), al conjunto dado por

N (A) ={z € X | existe a € A tal que d(a,x) < €}.

Se denota por By al subconjunto de P(X), el conjunto potencia de X,
cuyos elementos son los subconjuntos no vacios de X que son cerrados y
acotados. Se puede ver que si A y B son dos elementos de Bx existe un
e > 0 tal que A C N(B)y B C Nc(A), ya que por ser B acotado existe
€0 > 0 tal que B C B, (a) donde a es un elemento de A. Anélogamente
existe un €; > 0 tal que A C B, (b) donde b es un elemento de B. Tomando
e = max{ep, €1} se obtiene el nimero buscado. La existencia de dicho €
permite dar la siguiente definicion:

Definicién 1.3.2. Sean (X,d) un espacio métrico y A y B subconjuntos
cerrados y acotados de X. Se define H : Bx X Bx — R por

H(A,B)=inf{e >0]| AC N(B) y BC N.(A)}.
Proposiciéon 1.3.3. La funcion H definida arriba es una métrica en Bx.
Demostracion. Se sigue de que

1. H es claramente no negativa, pues es resultado de tomar el infimo de
nimeros no negativos;

2. H(A,B) = H(B, A) directamente de la definicién de H;

3. H(A,A) = 0 para cualquier subconjunto A de X, y si H(A,B) = 0,
entonces A = B, ya que de lo contrario, existiria un elemento en B que
no estaria en A o un elemento en A que no estaria en B. Sin perdida
de generalidad supéngase que existe b en B que no estd en A. Como
A es cerrado, existe €9 > 0 tal que B, (b) no tiene elementos comunes
con A.

Si B esta contenido en N¢(A), entonces € > ¢, porque debe existir a
en A tal, que d(a,b) < e. Esto muestra que H(A, B) > €, lo que es
una contradiccién;
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4. H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C). Esto es porque dados a y 3 tales, que
A C No(B), B C No(A), B C Ng(C)y C C Ng(B), se tiene que
para cada a en A existe b en B tal que d(a,b) < a y existe ¢ en C
tal que d(b,c) < . Por la desigualdad del tridngulo para el espacio
original sucede que d(a,c) < a + f y, por lo tanto, A C Ny45(C).
Analogamente se ve que C' C Nyyg(A) y entonces, H(A,C) < a+ .
Esto se cumple para cada « y  fijos, por lo que al tomar infimo sobre «
la desigualdad se mantiene como H(A,C) < H(A, B) + 3, y tomando
infimo sobre 5 se obtiene la desigualdad del tridngulo para H.

O

A la métrica H se le llama la métrica de Hausdorff.

1.4. Hiperespacios de continuos

Para un espacio métrico X se definen los conjuntos 2% y F;,(X) por
2% = {A C X | A es compacto y no vacio en X},

F.(X)={A¢€ 2% | A es no vacio y tiene a lo més n elementos} .

Es claro que Fj,(X) est4 contenido en 2% y éste, a su vez, en By, por lo
que se les puede ver como subespacios de Bx con la métrica de Hausdorff. Si
X es un continuo, 2¥ y By coinciden, y en este caso, a los espacios F},(X)
y 2% dotados de la métrica de Hausdorff se les llama hiperespacios.

Proposicién 1.4.1. Sean (X,d) un espacio métrico y h : X" — F,(X) la
funcion dada por
h((ai,...,an)) ={a1,...,an}.

Esta funcion es continua y suprayectiva.

Demostracion. Dado {a1,...,a;} en F,(X) —con a; # aj si i # j—, se
tiene que 1 <k <mn.Seaa, =a;si1<i<kya,=a;sik<i<n. Como
cada a} estd en X, (a},...,a,,) estd en X" y h((dl,...,a))) ={a1,...,ar},
por lo que h es suprayectiva.

Sean @ = (ai,...,an) y b = (b1,...,b,) dos elementos de X™ tales,

que méx{d(a;, b;)};_; < €/2, entonces h(a) estd en N.j5(h(b)). Esto sucede
porque, para todo « en h(a), se cumple que o = a; para alguna i, por lo

que d(a,b;) < ¢€/2,y b; estd en h(b). Andlogamente, h(b) estd en Njo(h(a))
y, asi, H(@,b) < ¢/2 < ¢, donde H es la métrica de Hausdorff en F,(X). Se
sigue que h : X" — F,(X) es continua. O
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Corolario 1.4.2. Sea (X,d) un continuo. Entonces, el hiperespacio F,(X)
es un continuo.

Demostracion. Por la Proposicién 1.4.1 se tiene que F,,(X) es la imagen
bajo funcién continua de un espacio compacto y conexo bajo una funcién
continua y, por lo tanto, es compacto y conexo. Ademds, como subespacio
de 2%, F,(X) es un espacio métrico, por lo que es un continuo. ]

Corolario 1.4.3. Sea X un continuo, entonces F,,(X) es homeomorfo a un
cociente de X™.

Demostracion. Sea h: X™ — F,(X) como en la Proposicién 1.4.1, entonces
h es continua y suprayectiva. Ademds X" es compacto y F,,(X) es métrico
y por lo tanto de Hausdorff. De esto y la Proposicién 1.1.18 se sigue que h
es una identificacién y que F,,(X) es homeomorfo al espacio cociente de X"
inducido por h. ]

En el caso n = 1, la funcién h es la biyeccién que asigna x — {z}, y
dado que es una identificacién, es un homeomorfismo. Esto se resume en el
siguiente corolario.

Corolario 1.4.4. Sea X un continuo. Entonces, el hiperespacio F1(X) es
isométrico a X.

Se puede pensar al hiperespacio F,(X) como un “producto” de n copias
de X donde se ignora el orden de las coordenadas, por lo que también se le
conoce como el enésimo producto simétrico de X.

Proposicién 1.4.5. Sean X y Y dos espacios métricos y f : X — Y una
funcion continua. Entonces, la funcion F : F,,(X) — F,(Y) dada por

F(a) = f(a)
es continua, y si f es inyectiva, F es también inyectiva.

Demostracion. La funcién F' estd bien definida, ya que @ tiene a lo mas n
elementos, por lo que f(@) debe tener a lo méds n elementos y, por lo tanto,
estd en F,(Y).

Sea @ = {ay,...,ax} en F,(X). Dado que f es continua, para cada
e > 0y cada i existe 9; > 0 tal, que si  en X cumple que d;(z,a;) < J;,
entonces da(f(z), f(a;)) < €/2, donde d; y ds son las métricas de X y de Y
respectivamente.

Se toma § > 0 con § < min{dy,...,8,}. Si b estd en B (a), se tiene
que F (5) estd en BY(F(a)). Esto es porque para cada « en b existe a,, en
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a tal que di(a, ay) < 9§, por lo que do(f(a), f(am)) < €/2 y, por lo tanto,
F(b) estd en N j5(F(a)). Con un razonamiento analogo se llega a que F(b)
estd en N jo(F(@)), mostrando que H(F(a), F (b)) < €/2 < €, es decir, que F
es continua en a. Como a era cualquier elemento de F,,(X), F' es continua.

Si @y b son dos elementos distintos de F,(X), existe un elemento en
uno que no esta en el otro. Sin perdida de generalidad, existe a en @ que no
estd en b. Dado que f(a) estd en f(a@) y que f es inyectiva, f(a) no estd en

f(b) y, por lo tanto, F(a) y F(b) son distintos, lo que muestra que F es
inyectiva. O

Corolario 1.4.6. Sean di y do dos métricas equivalentes en el conjunto
X. Entonces, las métricas de Hausdorff Hy y Hs inducidas por dy y do
respectivamente en F,(x) son equivalentes.

Demostracion. Considérese f : (X,d1) — (X,d2) y g : (X,d2) — (X,d1)
dadas por

Estas dos funciones son inyectivas y continuas por ser di y ds equiva-
lentes. Por la Proposicién 1.4.5 inducen funciones inyectivas y continuas
F : (Fy(X),H) — (Fo(X),H2) y G : (Fo(X),Hs) — (F,(X),Hy) que
cumplen

F(a) = G(a) = a.

Dado que las composiciones F o G y G o F' son respectivamente la iden-
tidad en (F,(X), Hy) y en (F,(X), Hs), dichas funciones inducidas son ho-
meomorfismos y, entonces, H; y Hs son equivalentes. ]

Proposicién 1.4.7. Sea Y un subconjunto del espacio métrico (X,d). Si se
considera a F,,(Y) encajado en F,(X) a través de la funcion inducida por la
inclusion de Y en X, entonces, para cada 6 > 0, N5(F,,(Y)) = F,(Ns(Y)).

Demostracion. Si T = {x1,...,x} estd en F,(Ns(Y)), entonces cada x;
estd en Ns(Y) y, por definicién, existe y; en Y tal que d(z;,y;) < 6, por lo
que H(Z,y) < § donde ¥ = {y1,...,yk}, y como g estd en F,(Y), se tiene
que T estd en N5(F,(Y)).

Ahora, si T estd en N§(F,(Y)), existe un g en F,,(Y') tal que H(Z,7) < 4,
y entonces para cada z; en T existe un y; en y y, por lo tanto, en Y, que
cumple d(z;,y;) < §, por lo que T esta contenido en N5(Y') y es un elemento
de F,,(Ns(Y)).

De esto se sigue que N5(F,,(Y)) = F,(Ns(Y)). O
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1.5. Conjuntos Z

Definicién 1.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un subconjunto
cerrado A de X es un conjunto Z en X si para todo € > 0 existe una funcidn
continua fe: X — X \ A tal que d(z, fo(x)) <€, para cada x en X.

Proposicién 1.5.2. Sean (X, dy) y (Y, d2) espacios métricosy f : X - Y y
g:Y — X homeomorfismos uniformemente continuos tales que fog = Idy
y go f = Idx. Entonces, un subconjunto cerrado A de X es un conjunto Z
en X siy solo si f(A) es un conjunto Z en'Y.

Demostracion. Como f es un homeomorfismo, f(A) es cerrado en Y si y
s6lo si A es cerrado en X.

Sean € > 0 y A un conjunto Z en X. Como f es uniformemente continua,
existe § > 0 tal que da(f(z), f(y)) < € siempre que di(z,y) < J, y tdmese
fs: X = X \ A una funcién continua tal que d;(z, fs(x)) < § para cada z
en X.

La funcién gs = fix\a © fs © g con dominio Y y codominio Y \ f(A)
cumple que d2(gs(y),y) < € para cada y en Y, ya que gs(y) = f(fs(9(y)))
vy = f(g9(y)), y esto se puede hacer para cada € > 0, lo que muestra que
f(A) es un conjunto Z en Y.

El otro caso es andlogo, por lo que se sigue la proposicion. O

Este resultado dice que los conjuntos Z de un espacio compacto son
los mismos para todas las métricas que inducen su topologia, ya que toda
funcién continua que lo tenga como dominio es uniformemente continua.
Esto se usa inmediatamente en la prueba de la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.3. Supdngase que (X,d) es un continuo contrdactil y que
A es un conjunto Z en X. Entonces, {[*,0]} y CA visto como subconjunto
de CX son conjuntos Z en (CX,D), donde D es una métrica esférica de
CX.

Demostracion. Por la Proposicién 1.1.28, el cono CX tiene al menos una
métrica esférica por ser X compacto, y todas sus métricas esféricas son
equivalentes porque todas inducen la topologia del cono. Asi, por la Proposi-
cién 1.5.2, basta verificar que C A es un conjunto Z en una métrica esférica
particular. En especial, la métrica esférica que se utilizara sera la definida
en la Proposicién 1.1.27 con la métrica d’ acotada por 1 construida en el
Ejemplo 1.1.5 a partir de d.

Dado que d’ es equivalente a d y que X es compacto, la Proposicién 1.5.2
muestra que A es un conjunto Z con la métrica d si y sélo si también lo es
con la métrica d’, por lo que se puede suponer que d era d’ desde el principio.
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Por ser X contractil, existe una funcién continua r : X x I — X tal
que T|xx{o} €S una funcién constante c y 7 xx{1} es la funciéon Idy. Sean
0<e<lyge: X xI— X xI lafuncién dada por

€

_ (r(x,B),5), sitelo,5];
gG(f”’t)_{ (z,1), ’ site[;j].

Nétese que g estd bien definida, dado que si t = §, r(z, 2y —p(z,1) =2,y

€
por lo tanto (r(z, %), £) = (z,t).
Para probar que g. es continua, considérese las siguientes funciones:

= la proyeccion Plo,<] : X x[0,5] = [0, 5],

» cc : [0, 5] = I la funcién constante que va a dar a 3,

[ 1)

» a:[0,§] — I dada por

Estas funciones son continuas y, por lo tanto, las funciones r o (Idx X a) y
C< ©po, 5] son continuas. Ambas tienen por dominio a X x [0, §], por lo que
inducen una funcién continua de éste a X x I, que estd dada por

2t €

(CC,t) = (T(SU, ?)7 5)

Es claro que g, restringida a X x [0, §

, 5] es justamente esta funcién, y g.
restringida a X x [§,1] es la identidad, que es también continua. Como
X x[0,§] y X x [5,1] son cerrados en X x I, la Proposicién 1.1.3 da que g,
es continua.

De la definicién de g, se tiene la siguiente igualdad de conjuntos:

9e(X % {0}) = r(X x {0}) x {%} = Im(c) x {%}

que es un conjunto unitario. Entonces, por el Lema 1.1.20, g. induce una
funcién continua G, : CX — CX. El elemento [x, 0] no estd en la imagen de
esta funcién y, usando la Definicién 1.1.2, se puede restringir en contrado-
minio a CX \ {[*,0]}. Se referird a esta nueva funcién por G..

Se tiene que G[z,t] = [z,t] siempre que t > §, y cuando ¢t < §, de la
desigualdad del tridngulo se sigue que

D[, 1], Gele ]) < D[, 1], 15, 0]) + D([#,0], Gl 1) < 5+ 5 =
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porque la segunda coordenada de Ge[z, 1] es 5. Estos dos casos muestran que
D([z,t],Ge[x,t]) < € para cada [z,t] en CX, y como € > 0 era arbitraria,
{[*,0]} es un conjunto Z en CX.

Como A es un conjunto Z en X, para cada € > 0 existe una funcién
continua f. : X — X \ A tal que d(z, fe(x)) < € para cada = en X. Sea
fo = io f., donde i es la inclusién de X \ A en X. Por ser producto de
funciones continuas, f. x Id; : X x I — X x I es continua y, dado que
(fe x Idr)(X x {0}) estd contenido en X x {0}, induce una funcién continua
F.de CX en CX.

Considérese la funcion continua F, = F; o G; de CX en s{ mismo. La
imagen de F, no tiene elementos de C'A, ya que la imagen de G, esta con-
tenida en CX \ {[,0]} y, para cada t > 0, (f_ x I)(x,t) estd en X \ A x {t},
por lo que F[z,t] no estd en CA. Entonces, F, se puede restringir en codo-
minio a CX \ CA para cada ¢ > 0. De la definicién de F. se tiene que
D([x,t], Felz,t]) < e para cada [x,t] en C X,y por la desigualdad del tridngu-
lo para D se sigue que

D([a, 1], Fofr,#)) < D(fa, ], Gsla, ) + DGy [o, 8], Flar ) < 5+ 5 =
y, por lo tanto, C'A es un conjunto Z en C'X. O

A continuacién se demuestran los resultados principales de este capitulo,
que son centrales para el resto del presente trabajo. La notacion usada es la
siguiente:

Bn—H — {f c Rn+1 | HEH < 2}

Cn+1 — Bn+1 \ {6}

La funcién inclusién de S™ en C™*! se denota por i y se especificard el valor
de n solamente cuando no hacerlo pueda generar confusién.

Lema 1.5.4. Sea (X,d) un espacio métrico, Supdngase que para algin n
existen una funcion uniformemente continua T : X — C™' y una funcién
continua & : S™ — X tales que T o & ~ 1, donde i es la inclusion de S™
en C"tL. Entonces, existe un € > 0 para el que no es posible encontrar una
funcion o, : S — X continua y homotdpica a una constante que cumpla
que d(6(s),0.(s)) < € para todo s en S™.

Demostracion. Por contradiccién:
Supoéngase que para todo € > 0 existe o, : S — X continua y homotopi-
ca a una constante tal que d(6(s),o¢(s)) < € para cada s en S™.
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Dado que S™ es compacto, T'o4(S™) es un compacto en B"*! que no tiene
a 0 como elemento, por lo que existe un natural m tal que ||T o 6(s)|| > %
para cada s en S™.

Ahora, como T es uniformemente continua, existe § > 0 tal que si x y
y cumplen que d(z,y) < § entonces ||T'(z) — T(y)|| < . De la suposicién
inicial se sigue que hay una os : S — X continua y homotépica a una
constante tal que d(6(s),05(s)) < ¢ para todo s en S™.

Considérese la funcién continua T o o5. La funcién os es homotdpica a
una constante y T : X — C"™*! es continua, por lo que la Proposicién 1.2.3
implica que T o o5 es homotdpica a una constante. Nétese que, por las
definiciones de § y oy, se tiene que

Tod(s)—T < —
ITo8(s) =T oas(s)] < -,

para todo s en S".
Por el Ejemplo 1.2.2, dado que B"*! es convexo, se tiene que la funcién
H:S"x I — B"! dada por

H(s,t)=joTod(s)+t-(joToos(s)—joT od(s))

es una homotopia entre joT o6& y joT o gs, donde j : C"T1 — Bl es la
inclusién de C"*! en B"+1,

Supoéngase que 0 no esta en la imagen de H. Entonces, se puede restringir
a H en contradominio a C™*! y sea esta restriccién H:S"x— Ccntl,
que es continua por ser H continua. De esto se sigue que H una homotopia
entre Tod y T oos en C™! porque éstas tienen las mismas reglas de
correspondencia que joT o & y joT ooy, respectivamente. Esto da lugar a
una contradiccién, porque la Proposicién 1.2.18 muestra que al ser T'od =~ i,
T o 6 no es homotépica a una constante y, por lo tanto, no es homotépica a
T oog.

De esta contradiccion se sigue que se puede encontrar sg en S™ tal que
0€ H({so} x I), por lo que existe un A en (0, 1) tal que

To6(sg)+ AT oos(sg) —Tod(sg)) =0.

Luego, se tiene la siguiente desigualdad:

% < [T od(so)ll = (T e 05(s0) =T 0 6(s0))l| < (T 05(s0) =T 05(s0))ll,

que muestra que d(6(sp),05(s0)) no es menor estricto que ¢ y, entonces se
llega a una contradiccién con la suposicién de que o5 aproxima a &, con lo
que queda demostrado el lema. ]
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La siguiente proposicién utiliza el Lema 1.5.4 para verificar si un sub-
conjunto A de X es un conjunto Z.

Proposiciéon 1.5.5. Sea A un subconjunto cerrado de un espacio métrico
(X,d). Supdngase para alguna n existen una funcion uniformemente conti-
nua T : X\ A — O™ y una funcién continua y homotdpica a una constante
o: 8" = X, cuya imagen no intersecta a A. Si T o & es homotdpica a 1,
con & la restriccion del codominio de o a X \ A e i la inclusion de S™ en
C™HL | entonces A no es un conjunto Z en X.

Demostracion. Por contradiccion:

Supoéngase que A es conjunto Z en X. Entonces, para cada € > 0 existe
fe: X — X\ A continua tal que d(z, f(x)) < € para cada x en X.

Para cada € > 0 se define o, = f. 0 0. Se tiene que d(6(s),0(s)) < € en
X \ A para cada s en S™, lo que genera una contradiccién con el Lema 1.5.4
porque la funcién T : X \ A — C™*! es uniformemente continua, & cumple
que T o & es homotépica a ¢ y o, es homotdpica a una constante porque f.
es continua y o es homotodpica una funcién constante.

De esta contradiccion se sigue que existe un €y > 0 para el que no es
posible encontrar una funcién continua f., : X — X \ A que cumpla que
d(z, fe,(x)) < €9 para cada z en X y por lo tanto A no es un conjunto Z en
X, con lo que queda demostrada la proposicién. O
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Capitulo 2

El arco, el ciclo y el triodo

Una grafica finita G es un espacio métrico y compacto para el que se puede
encontrar un conjunto

{alaa@a"'aan}a

donde cada a; es un subespacio de G homeomorfo a [0, 1], en el que se cumple
que, para cualesquiera ¢ y j distintos, la interseccion de a; y a; tiene a lo
mas un elemento, y éste es uno de los extremos de a; y de a;. Al conjunto
A ={ay,a,...,a,} se le llama separacion de G en aristas, a cada a; se le
llama arista de G con respecto a A, y a sus puntos extremos se les llama
vértices de G con respecto a A.

Definicion 2.0.6. Se dice que una grdfica finita G es un arco si G es ho-
meomorfa a I, y se dice que es un ciclo si es homeomorfa a S*.

Definiciéon 2.0.7. Sea G una grdfica finita con una separacion en aristas
A. Una trayectoria en G es una sucesion o = (vg,a1,v1,...,0an, Up), en la
que cada a; es una arista y cada v; es un vértice, que cumple que dados t y
J distintos, v; y v; son elementos distintos de G, y a;4+1 es una arista que
tiene a v; Yy vir1 como extremos. Se define la longitud de o como el nimero
de aristas en (Vo, a1, V1, ..., A, Vy).

Noétese que la unién de las aristas de una trayectoria es un arco, y que,
como la cantidad de aristas en las que esta separada G es finita, el conjunto
de trayectorias es finito y, por lo tanto, es posible encontrar una trayectoria
que tiene longitud méaxima.

En este capitulo se estudia el segundo producto simétrico de algunas
graficas finitas conexas, que es como se llama a aquellas graficas en las que
G es conexo como espacio topolégico. En las primeras dos secciones se prueba

35
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que si una grafica G es un ciclo o un arco, entonces F;(G) es un conjunto 2
en F5(G). Como ya se definid, el espacio F»(G) estd formado por las parejas
no ordenadas de elementos de GG, es decir, los subconjuntos no vacios de G
con a lo més dos elementos.

Un modelo de F»(G) es un conjunto que es biyectable con el conjunto
subyacente de F5(G) equipado con la métrica inducida por dicha biyeccidn,
lo que hace a F»(G) y su modelo homeomorfos.

2.1. El segundo producto simétrico del arco

Se empezard construyendo un modelo del segundo producto simétrico del
arco en R2. Para esto se considera al arco como el conjunto [0,1] con
su métrica usual, y se identifica el conjunto {a,b} con el par ordenado
(min{a, b}, méx{a,b}) de R?, donde a y b estan en [0,1]. De esta forma
se identifica a F»([0,1]) con el tridngulo cuyos vértices son los puntos (0, 0),
(0,1) vy (1,1) de R2, que se denotard por 7. El espacio F;([0,1]) queda
encajado en 7 en el conjunto

A={(t1t)|te][0,1]}.

V4

z
-

Figura 2.1: El conjunto 7 en R2.

Se puede ver que la métrica de Hausdorff en F5([0,1]) induce la métrica
del méximo en 7 dada por

dos((a,b), (a',b)) = méx {|a — o’

o=},
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que es la métrica del maximo en R?. Esta métrica es equivalente a la métrica
usual de R?, por lo que cualquier funcién polinomial de 7 en algtin subcon-
junto de R? es continua.

De aqui se sigue que para cada 3 > € > 0, la funcién fe : 7 — T \ A
dada por

folab) = (1= ¢/3) -, (1— ¢/3) - b+ ¢/3)

es continua —la funcién f. estd bien definida ya que para cada (a,b) con a
y ben [0,1] las coordenadas de fc((a,b)) estdn en [0,1] dado que (1—¢/3)-c
estd en [0,1 — ¢/3] si ¢ estd en [0,1]. Ademds, como a < by €/3 > 0,
(1—€/3)-a < (1—¢€/3)-b+¢€/3—. Esta funcién es una contraccién con razén
(1 —€/3) y centro en (0,1).

Las funciones f. cumplen que |fe(a,b) — (a,b)| < € para cada a en [0, 1]
yaque |a— (1 —¢€/3)-a|ly|b— (1 —¢/3)-b— e/3| son menores estrictos que
e. Esto muestra que F;([0,1]) es un conjunto Z en F5([0,1]).

2.2. El segundo producto simétrico del ciclo

Se construye un modelo para el hiperespacio F»(S') como un cociente de
[0, 7] x [~7/2, 7 /2] con su topologia usual. Para esto se considera a S* dotado
de la métrica de la longitud de arco [, es decir, que dados dos puntos z; y
29 en St 1 (21, z2) es la longitud del menor arco entre z; y z2. Dicha métrica
es equivalente a la métrica usual de S?.

Sean h : S x St — Fy(Sh) la funcién dada en la Proposicién 1.4.1, y
p:R — S! dada por

p(6) = (cos(#),sen(h)).

La funcién p es continua, por lo que las funciones a : [0, 7] x [~7/2,7/2] — St
y b:[0,7] x [-7/2,7/2] — S dadas respectivamente por

a(a, B) = p(a + B),

b(a, B) = pla+m — ),
son a su vez continuas. Se ve que ho (a x b) : [0,27] x [-7/2,7/2] — F5(S!)
es continua por ser composicion de funciones continuas y, si se le denota por
P, se tiene que esta dada por

P(O‘HB> = {p(a +5),p(@ +m = /8)} .

Para cada {p(01),p(62)} en F5(S') se toman los 61 y 02 que estan [0, 27).
Se puede encontrar una pareja (a, 8) en [0, 27] x [—7/2,7/2] tal, que

{p(a+B8),pla+7—B)} = {p(61),p(f2)} .
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Dicho « es de la forma
(01 +02)/2+7/2+ nm,

donde n es un entero que hace que esta suma esté en [0, ]. Por la construc-
cién de « se ve que uno entre 61 —a 'y 0o — « estd en [—7/2,7/2], y se toma
tal como (.

Figura 2.2: Los valores o y 3.

Esto muestra que P es suprayectiva y, dado que [0,7] x [—7/2,7/2]
es compacto y F5(S') es de Hausdorff, que es una identificacién. Entonces,
F»(S1) es homeomorfo al cociente de [0, 1] x [—7/2, 7/2] dado por la relacién
de equivalencia inducida por P.

Ahora bien, esta relacion estd dada por

(a,B) ~p (o, f) siy sélosi (a, ) = (a/,f) o |a—d|=ny B=-F,

por lo que P restringida a [0,7) x [—7/2,7/2] es inyectiva. El cociente de
[0,7] x [-7/2,7/2] sobre ~p se denotard por X. No es dificil ver que X
es una cinta de Mobius y es un modelo para Fy(S1) que tiene a Fy(S!) en
la imagen de [0, 7] x {—7/2,7/2} bajo la funcién cociente. Esta imagen se
denotara por A.

Sean («, ) y (o, ') dos elementos de [0,7] x [—7/2,7/2], y (o, 3) ¥y
(a, 8') sus respectivas clases de equivalencia en X. La distancia entre estos
dos elementos en X con la métrica inducida por F»(S*) es |3 — 3|, porque
se usa la métrica de la longitud de arco en S?.

Para e > 0, sea g¢ : [0, 7] x [-7/2,7/2] — [0, 7] x (—7/2,7/2) dada por

gel(@.8) = (e, 1= )8).
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que es continua por ser polinomial y que, por el Lema 1.1.20, induce una
funcién continua g, : X — X\ A. Para cada («, ) en [0, 7] x [—7/2,7/2],
ge(a, B) = (o, (1 = £)PB), por lo que la distancia entre (o, 3) y ge(c, 8) en &

es
e-p
T

B-(1-2)8) <f<e

por lo que A es un conjunto Z en X y entonces, Fy(S!) es un conjunto Z

en Fg(Sl)

Figura 2.3: El conjunto A es la frontera de X.

2.3. El segundo producto simétrico del triodo

Los resultados que se acaban de probar para arcos y ciclos se pueden extender
a graficas con una cantidad finita de componentes conexas, en las cuales cada
una de éstas es un arco o un ciclo. Sin embargo, si una de estas componentes
falla en ser un arco o un ciclo, su hiperespacio F; no es un conjunto Z en
su hiperespacio Fs. Esto se sigue de que la grafica tiene un vértice en el que
inciden al menos tres aristas, como se puede ver en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.1. Sea G una grdfica conexa que no es un ciclo ni un
arco, entonces G tiene un vértice en el que inciden al menos tres aristas.

Demostracion. Sea o = (vg, a1, v1,...,an,vy,) una trayectoria de longitud
maxima en G. Existe una arista e que no esta en «, ya que, de no existir, G
seria la union de las aristas a;, lo que es un arco. Se puede elegir e tal, que
Vg ¥ Up NO son sus puntos finales, ya que de no ser asi, se sigue que G seria
la unién de las aristas a; y e, lo que formaria un ciclo.

Se define ¥ como el subconjunto de G formado por los puntos x para los
que existe una trayectoria 5 = (to,e,t1,bo,...,bm,tm) tal, que x pertenece
a una arista de (3. Es claro que un punto de una arista ¢’ estd en E siy
sélo si € estd contenida en E, por lo que tanto F como G\ F son unién de
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una cantidad finita de aristas, que son cerrados en (G, por lo que ambos son
cerrados. Se sigue que E = G, porque G es conexo y E es no vacio por tener
contenido a e.

Sea B una trayectoria que tiene a e como primera arista y que tiene una
arista a la que pertenece ty. Sea € la primera arista de 8 con un vértice en
{to,t1,...,tn}, a saber t, y sea c el otro vértice de e.

Sik=00k=nycnoesun vértice en «, entonces € es una arista que
tiene un vértice extremo comun con « pero que no estd en ella, por lo que
« se puede extender una arista més. Pero « es de longitud maxima, lo que
muestra que t; es un vértice interior de a. Si el vértice ¢ estuviera en «, al
menos uno entre ¢ y t; seria un vértice interior de «, y se puede suponer que
este vértice es tx. En ambos casos, existen vértices ty_1 y tp+1 adyacentes
a t. Como € no estd en «, es distinta de ag v agy1, y se sigue que en ty,
inciden al menos tres aristas. O

Las préximas secciones estan dedicadas a mostrar que Fi(I's) no es un
conjunto Z en el producto simétrico F»(I's) del triodo I's. La parte central
de este resultado depende del Lema 1.5.4. El triodo es el subconjunto de R3
dado por:

FgZ{t'el‘tG[0,1]}U{t~62|t€[0,1]}U{t~63|t6[0,1]}

donde e, ez y e3 son respectivamente los vectores unitarios (1,0, 0), (0,1,0)
y (0,0,1) de R3. En adelante se denotard al punto ¢ - e; por t;. Nétese
que el elemento (0,0,0) admite tres de estas representaciones, las cuales se
utilizaran indistintamente para denotarlo. La métrica asignada a I's es la
inducida por la métrica usual de R3.

Gracias al Corolario 1.4.6 se puede dar a I's cualquier métrica que sea
equivalente a la usual, y ésta dard lugar a una métrica en F5(I'3) equivalente
a la que induce la métrica usual. La métrica en R? dada por

p1((a,b,c), (@0, ) =la—d|+|b=V|+|c—{|

es equivalente a la métrica usual en R? y, por lo tanto, la métrica inducida
en I's y que esta dada por

|r—s|, sii=yj;
pl(n’sj):{r—i-s sii#j

es equivalente a la métrica usual en I's.
Si{ri,sj} y {tk,w} son dos elementos de F5(I'3) tales que {i,7,k,1} es
un conjunto de a lo méas dos elementos, entonces los puntos ¢, con h en



2.4. UN MODELO PARA F5(T's) 41

{i,4,k,1} y q en [0,1], forman un subespacio J de I's que es isométrico a
[—1, 1] con su métrica usual y, por lo tanto, F5(J) como subespacio métrico
de F5(T'3) es isométrico a Fy([—1,1]). Asi, la distancia de Hausdorff entre
{ri,sj} v {tk,w} estd dada por:

H({ri, s}, {te, w}) = max{p1(rs, tx), pr(sj, w)}

si alguna isometria entre J y [—1, 1] hace que la imagen de r; sea mayor o
igual que la imagen de s; y que la imagen de t;, sea mayor o igual que la de
uy.

Para las parejas de elementos de Fy(I'3) restantes, la métrica de Haus-
dorff esta dada por:

H({ri,sj} {tksw}) = {

usando el primer caso cuando ¢ = j e ¢, k y [ son distintos y el segundo
solamente cuando i = k e 4, j y [ son distintos. Nétese que en estos dos
casos, para {r;, sj} fijo se tiene que su distancia a {ts,u;} es siempre mayor
que Ty s.

méax{s +t,s +u, min{r +t,r +u}},
méax{|u — t|, min{r + u, s + u}, min{t + s,u + s}},

2.4. Un modelo para F,(I'y)

En esta seccién se construye un modelo M para el espacio F5(I'3) formado
de elementos de R3.

Cada elemento de F»(I'3) de la forma {r;, s;} con i distinto de j se asocia
con el vector r; + s;, la suma usual de los vectores r; y s; en R3, por lo que
los conjuntos C7 = {(0,7,8)|r,s €[0,1]}, Co = {(r,0,s) |r,s€[0,1]} ¥y
Cs ={(r,s,0) | r,s € [0,1]} quedan contenidos en M.

A continuacién se construyen los puntos que representan a las pare-
jas de la forma {r;, s;} donde r > s: el representante de {ri,s;} en R?
serd (r,0,—s), el de {ra, s2} serd (—s,r,0) y el de {rs, s3} serd (0, —s,7).
Asi, los elementos de la forma {ri,s1} quedan representados por los pun-
tos del conjunto S; dado por el simplejo con vértices (0,0,0), (1,0,0) y
(1,0, —1). Se denota andlogamente por Se y S3 a los conjuntos de represen-
tantes de los elementos de la forma {ra, s2} y {rs, ss} respectivamente. Se
tiene entonces que

3
M=]J(Cus).
i=1
De aqui y en adelante no se hard distincién entre los elementos de F5(I'3)
y los de M, y se denotard por H a la métrica de Hausdorff inducida en M.
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Nétese que los puntos de Fj(I's) quedan identificados con los elementos de

los conjuntos
Al = {(t707 _t) | te [07 1]}7

AZ = {(—t,t,O) | te [O’ 1]}7
A3 = {(07 _tvt) ‘ le [07 1]}7

cuya unién se denota por A.

De la definicién de la métrica en F5(I'3) dada en la seccién anterior se
puede ver que los conjuntos C; y S; tienen la métrica del maximo de R? —
dada por ps((a,b,c), (a',V, ")) = max{|a —d'|,[b — V| ,|c — ¢|}— cuando
se ven como subespacios de M, por lo que una bola Bfl (x) restringida a C;
es la interseccién de la bola Bf*(x) de R3 con Cj, y se tiene un resultado
analogo para el subespacio S;.

Figura 2.4: El conjunto M en R3.

Sea {rj,sg} en Cj, con r > 0y s > 0. La definicién de la métrica
H dada en la seccién anterior hace ver que el conjunto Bgin{r’s}({rj, Sk})
esta contenido en Cj; en el caso analogo, cuando {r;, s;} estd en S; también
se puede encontrar una bola alrededor de {r;, s;} que estd contenida en S;.
Esto muestra que cada C; y cada S; es un cerrado en M.
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Si r > 0, entonces para todo § < r positivo se tiene que el conjunto
BI({0,7;}) es la unién de las bolas de radio § alrededor de {0,7;} en los
subespacios Cp(;), Cp2(;) ¥ i, donde p = (1,2, 3) es la permutacion ciclica del
conjunto {1,2,3}. Nétese que los elementos de Cp,;) N Cpe(;y —que también
es la interseccién de ambos con S;— son de la forma {0,7;}. Ahora bien, el
conjunto {0} se encuentra en todos los conjuntos C; y S;, y cualquier bola
de radio € > 0 alrededor de él es la unién de las bolas de radio € alrededor
de {0} en C; y S;.

La discusién anterior muestra que la topologia inducida en M por la
métrica de Hausdorff de F»(D3) es su topologia del subespacio inducida por
R3 con su topologia usual, ya que para cada z existe un r tal que si € < 7,
Bl (x) es un abierto tanto en la topologia del subespacio en M como en la
topologia inducida por H. Esto hace que para cada U abierto en alguna de
estas topologias y cada punto en U, haya un abierto de ambas topologias
entre dicho punto y U, lo que hace a U abierto en ambas topologias, por lo
que son la misma topologia.

2.5. Fi(I'3) no es un conjunto Z en Fy(I'3)

Para demostrar el resultado principal de esta seccién, se hara uso de la
Proposicion 1.5.5 y de los conjuntos C™ y B™ definidos en la Seccién 1.5.
Se construiran una funcién uniformemente continua de M\ A a C? y una
funcién continua y homotépica a una constante de S' a M. Para hacer esto
se aprovechara que la topologfa en M es la inducida como subespacio de R3.

La funciéon T : M \ A — (C? se construird proyectando a M en P, el
subespacio vectorial de R? que es el plano ortogonal al vector (1,1,1). Este
subespacio es isométrico al plano R? a través de una transformacién ortonor-
mal, por lo que se puede encontrar un multiplo escalar de dicha isometria
que haga que la imagen de M bajo la composicion de estas dos funciones
esté contenida en B2, esto por ser M un compacto. Sin embargo, para garan-
tizar que la preimagen de {0} bajo T" sea A, se utilizard una funcién continua
intermedia @ : M — R? que haga que la imagen de A esté contenida en el
subespacio vectorial de R? generado por (1,1,1) y entonces, al proyectar a
Q(M) sobre P se tendrda que Q(A) serd la preimagen de 0.

Se define la funcién @ : M — R? por

,c) estd en Ss.

(a,b,c), si (a,b,c) estd en algin Cy;
) (a,—¢c,—c), si(a,b,c) estden Sy;
Q(a,b,¢)) = (—a,b,—a), si(a,b,c) estd en So;
( (a,b,c)

b,—b,c), si
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Esta funcién es continua por la Proposiciéon 1.1.3, ya que los conjuntos
C; v S; forman una familia finita de cerrados cuya unién es M, y se tiene que
Q restringida a cada C; y S; es polinomial y, por lo tanto, continua. Nétese
que la imagen de A bajo @) estd contenida en la recta R = {(¢,t,t) € R},
como se queria.

Se denota por P a la funcién lineal dada por

r+y+z r+y+z x+y+z>
3 9

P((x,y,z)):<a:— 3 Y — )2 3

que es continua y que proyecta ortogonalmente a los puntos de R? sobre el
plano
P ={(zy,2) eR?| r+y+z=0}.

Se puede ver que || P((1,0,0))|| = ||P((1,0,1))|| = 2/v/6, donde ||_|| es la
norma usual de R? y, por lo tanto, la imagen bajo P de cualquier combinacién
lineal de la forma

t-(1,0,0) +s-(1,0,1),

cont>0,s>0yt+sen [0,1], debe tener norma menor que 2/v/6 y, dado
que cada punto del tridngulo cuyos vértices son (1,0,0), (1,0,1) y (0,0,0)
es de esa forma, la imagen de uno de estos puntos bajo P esta en el disco de
radio 2/v/6 del plano P. Este argumento se puede repetir para los puntos
(0,1,0), (0,0,1), (1,1,0) y (0,1,1) y, como ||P((1,1,1))|| = 0, se cumple que
P(Q(M)) esté contenida en el disco de radio 2/v/6.

Ahora, se dard un multiplo escalar de una transformacién ortonormal
entre R? y P. Para esto, basta definirla en una base para R?. Si se escoge
una base cuyos elementos tengan la misma norma, entonces basta definir
sus imagenes de tal forma que éstas tengan la misma norma y que el angulo
entre ellas sea el mismo que el 4ngulo entre los basicos de R? escogidos. Asi,
{(2,0), (2cos(%F),2sen(2F))} es una base para R? con sus dos elementos de
norma igual a 2 y con el dngulo entre ellos igual a %’r

Los vectores P(0,1,0) = (3,2,3}) v P(0,0,1) = (3,3, 2) tienen
norma igual a 2/v/6, y no es dificil ver que el dngulo entre ellos es 2%, por
lo que la funcién lineal U que hace

-1 2 -1 2 2 -1 -1 2
55 ¥ (eos(T), 2sen(50) = (55 5)

(2,0 ( .

es un multiplo escalar de una transformacién ortonormal, lo que hace a
U un homeomorfismo entre R? y P. Nétese que U restringida a cualquier
subespacio es un homeomorfismo, y que el hecho de que U sea multiplo
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escalar de una isometria lineal hace que la imagen de B? sea el disco de
radio 2/v/6 en P.

Sea T =U'10oPo@Q : M — R? que es continua y uniformemente
continua porque su dominio es un compacto. Ademads, por la forma en que
fue construida, T (M) est4 contenido en B2 y T_l({O}) = A, por lo que T se
puede restringir en dominio y contradominio a M\ A y C? respectivamente,
y esta funcién se denotard por 7.

A continuacién se construye una funcién continua ¢ : S* — M, y para
esto se utilizar4 la funcién T ya definida. Nétese que la funcién P restringida
a cada plano &y, §Z y Z« es lineal y biyectiva, por lo que es un homeomor-
fismo, y asi, se tiene que al estar C7 contenido en ¢z, Cy en ZZ y Cs en Ty,
T restringida a C; es un homeomorfismo entre C; y T(C;) que ademés se
comporta como una funcién lineal en C; en el sentido de que si x y y estdn
en C; y r y s son escalares tales que r-x+s-y estd en C;, entonces se cumple
que

Tr-z+s-y)=r-T(x)+s-T(y).

Los elementos de C; son de la forma r - (0,1,0) + s - (0,1,1) o de la
forma r - (0,0,1) +s-(0,1,1), donde » > 0, s > 0 y r + s estd en [0, 1],
y las imégenes de (0,1,0), (0,0,1) y (0,1,1) bajo T son respectivamente
(2,0), (2cos( T, 2sen(2§r)) (2cos(%), 2sen( )). Ahora bien, cada # en S!
entre 0y 2T se puede escribir como 79+ (2,0) + 80 - (2 cos(5),2sen(%)) o bien
como 1y - (2 cos( ), QSen( 7)) + 50 (2cos(5),2sen(%)) para algunos ro > 0
v so > 0 con rg + Sp en [0 1], por lo que respectivamente para cada caso
r0-(0,1,0)+s0-(0,1,1) 0 79-(0,0,1)+50- (0,1, 1) es un elemento de C; cuya
imagen es 6. Un analisis similar para Co y C3 muestra que S! esta contenido
en T(M).

Dado que S esté contenido en T'(M), se puede definir o : [0, 2F] — C4
por

01(8) = T)c;, (cos(8), sen(6)),

y las funciones o : [2:? , 4; | > Cyyos: [4§T ,21t] — C3 de manera andloga.

Como T‘Ci es un homeomorfismo, cada o; es continua. Ademads, se tiene que
o1(3) = o2(]), 02(%F) = 03(), 03(2m) = 01(0), y que [0, 3], [3F, ]
y [%’r, 27| son cerrados en S!. Entonces, por la Proposicién 1.1.3 estas tres
funciones inducen una funcién continua o de S' en U?:1 C; que se puede
extender en contradominio a M, y como 0 no esta en la imagen de ninguna
de las o0y, la imagen de o no intersecta a A. Esto permite definir a la funcién
6 : 8" — M\ A con la misma regla de correspondencia que o, lo que hace
a ¢ continua.
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La funcién K : St x I — M dada por K(0,t) = (1—t)-c(6) es continua,
por lo que ¢ es homotépica a la funcién constante 0 : S' — M. También se
puede ver que Toé = i, la inclusién de S en C?, lo que se sigue directamente
de la definicién de ¢ y de 6.

Con estas funciones es posible demostrar la siguiente proposicién:

Proposicién 2.5.1. El hiperespacio F1(I's) no es un conjunto Z en F5(I's).

Demostracion. La funcién T : M\ A — C? antes definida es uniformemente
continua, o es homotdpica a una constante y su imagen no intersecta a A,
ademds & cumple que T o & es homotépica a la inclusién de S' en C2.
Entonces, por la Proposicion 1.5.5 se tiene que A no es un conjunto Z en
M y gracias a la Proposicién 1.5.2 se sigue que F(I's) no es un conjunto Z
en F2 (Fg) ]



Capitulo 3

El hiperespacio Fy(I'y)

Se define el eneodo I';;, como el subconjunto de R™ cuyos elementos son los
vectores de la forma ¢-e;, donde {e;}" | es la base canénica de R" y ¢ estd en
I. Rescatando la notacién de la seccién 2.3, se considerara que t; es el vector
t - e;. Notese que cada conjunto {t; |t € I} es homeomorfo a I, y que los
sfmbolos 01, ...,0, denotan a 0.

En este capitulo se aprovechara de las funciones construidas en el capitulo
anterior para demostrar que Fj(I';,) no es un conjunto Z de F»(T'),), para
n > 3.

Para hacer esta prueba por recursién, se necesitaran funciones continuas
de F»(T'y) \ F1(Ty,) en Fo(T'y—1) \ F1(T'y,—1). Sin embargo, se necesitard que
cada una estas funciones sea uniformemente continua, por lo que es con-
veniente definirlas como restricciones de funciones continuas de Fy(T'),) a
F5(T'y,—1), que son compactos, lo que hace que cualquier funcién continua
entre ellos sea uniformemente continua por la Proposiciéon 1.1.6.

Este camino introduce una condicién mas a las funciones: se requerira que
F,(T;,) sea la preimagen de F;(I',,—1) bajo la funcién respectiva entre F5(T';,)
y F»(T',,—1). Para esto se construiran funciones sencillas entre uniones disjun-
tas de celdas de dimensién dos, que inducirdn funciones como las requeridas
entre Fy(Iy,) y Fo(T'ph—1).

3.1. F5(I';,) como cociente

Considérese el conjunto A,, dado por
n
Ap=H{tilteT}
i=1

47



48 CAPITULO 3. EL HIPERESPACIO F(T'y)

que es la unién disjunta de n espacios homeomorfos al intervalo [0, 1], con
la topologia de la unién disjunta. La funcién 7 de A,, en I';, dada por

w(t;) =t

es una funcién continua —es continua en cada {t; | t € [0, 1]}— y suprayecti-
va de un compacto a un espacio de Hausdorff, por lo que es una identificacién
y, por lo tanto, se puede ver a I';, como el cociente A,,/0 dado por identificar
los elementos en el conjunto 0 = {01,...,0,}, que son los puntos de A,, en
los que 7 no es inyectiva.

Sea 7 : A, x A, — '), x I'; la funcién producto de 7 consigo misma.
Se tiene que T es continua por ser producto de funciones continuas, y es
suprayectiva porque para cada @ y b en I'), existen a y b en A,, tales que
m(a) = ay m(b) = by, por lo tanto, 7((a,b)) = (a,b). Como A, x A, es
compacto y ', x I';, es de Hausdorff, 7 es una identificacién.

Se tiene que

A x Ay =4 Ciyj,
i,j<n
donde se define
Ci,j = {(Sivtj) ‘ s,t € [07 1]}7

coniyjen{l,...,n}. Como A, eslaunién disjunta de n arcos este producto
tiene la topologia de la unién disjunta de los productos de las parejas de
arcos, es decir, cada C;; es homeomorfo a la celda de dimensién dos, y
entonces I'y, X I', es homeomorfo a un cociente de la unién disjunta de celdas
de dimensién dos. Nétese que los C; ; son cerrados cuya unién es A, x A,.

La funcién h : Ty, x I,y — F5(T',,) de la Proposicién 1.4.1 es una identifi-
cacién, por lo que la Proposicién 1.1.19 implica que ho7 : A, x A, — F5(T'y)
es una identificacién y, por lo tanto, que F»(T';;,) es homeomorfo a un cociente
de A, x A,,.

3.2. Funciones H,,

En esta seccién se define una funcién continua H, de Fy(I',) \ Fi(T'y) a
F5(T'yp—1) \ F1(I'),—1) partiendo de una funcién entre A, x A, y Ap—1 X Ap_1
que inducird la funcién requerida a través del Lema 1.1.20. Construir la
funcién H,, de esta forma la hard uniformemente continua. Se empleara la
notacién de la seccién 3.1 para referirse a las funciones cociente w, T y h,
para las cuales sélo se hace explicito su dominio y contradominio cuando
estos puedan generar confusion.
La funcién n, : A, X A, = An—1 X A,_1 a construir debe cumplir
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= ser continua;

» paraTy y en A, x Ay, se tenga que hoT on,(T) y hoT on,(y)
coincidan siempre que h o 7(Z) y h o 7(y) coincidan. Para T en Cj ;,
con i y j menores o iguales que n — 1, basta hacer que 7,, se comporte
como la identidad;

w si nn(ri,s5) = (tk,w), entonces n,(s;,7;) = (w,tx), es decir, que sea
simétrica;

» dado que la preimagen de Fi(I',) bajo h o7 son los puntos de la
forma (t,tx), los puntos n,(r;, sj), con r; y s; distintos, deben tener
coordenadas distintas ya que, de lo contrario, como el punto (r;, s;) va
a dar a un punto de Fy(I'y) \ F1(I'y) bajo h o7, no se podria inducir
una funcién de FQ(Fn) \FI(Fn) a FQ(anl) \ Fl(I‘n,l).

Si la funcién cambia el subindice de r, por n — 1 en las coordenadas de
los elementos de Cy,; y Cjn, se obtiene una funcién que cumple con las
condiciones discutidas arriba, excepto en los puntos de C),—1,, y de C, 1.
Esto se arregla definiendo n, : A, X A, = A1 X An_1 por

Ti,55), sii, ] <mn—1;
Tn—1,5j) sii=mn,j<n-—1;
Tiy Sn—1)s sii<n-—1,j=nmn;
'n—1,Sn— 1) sii=j=mn;
Op—1, max{r,s}p—1), sii=n,j=n—1;
max{r, s}n-1,0n-1), sii=n—1,j =n.

(
E
nn(ri’sj) = (
(
(

Esta funcién es continua restringida a cada Cj ; y, como estos conjuntos son
cerrados disjuntos que cubren A, X A,, se sigue de la Proposicién 1.1.3 que
7 €s continua; es la identidad en los puntos (r;, s;), donde i y j son menores
o iguales que n — 1; es simétrica y manda puntos con coordenadas distintas
en puntos con coordenadas distintas.

Proposicién 3.2.1. La funcion n, induce una funcion de Fo(I'y) \ F1(I'y)
en Fo(T'y—1) \ F1(I'p—1) que es uniformemente continua y suprayectiva.

Para demostrar esta proposicién se usara la siguiente proposicién auxiliar

Proposicién 3.2.2. Existe una unica funcion continua 7, de I'yy, x T, en
I'no1x T'p—g tal quemon, =npoT.
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Demostracion. El resultado se prueba usando el Lema 1.1.20: sean (r;, s;)
y (tx,u;) dos elementos de A, x A, tales que 7(r;,sj) = 7(tg, ), es decir,
(1i,85) ¥ (tg,wu;) representan al mismo elemento de I'y, x T',. De la defini-
cién de 7 se tiene que (7 (r;),7(s;)) = (7(tx), 7(w;)), donde 7 es la funcién
cociente entre A, y I'y,, y de esto se sigue que r =t y s = u.

Sir # 0, la Unica forma en que puede suceder que m(r;) = 7(t) es que
i = k y, andlogamente, si s # 0, se cumple que j = [. Ahora bien, si tanto r
como s son distintos de 0, se tiene que (74, ;) = (tg, w)-

Si tanto r como s son 0, la imagen de (7, s5) y de (¢, u;) bajo 7oy, es
el punto (0,0).

Sir =0y s es distinto de 0, se tiene que j = [y, por lo tanto, 7, (74, s;)
y 1n(tk, w;) tienen a lo mas una coordenada distinta, y en esta coordenada
toman los valores 0; y 0 respectivamente. Sin embargo, la imagen de estos
dos elementos bajo la funcién cociente 7 : A,_1 — I',_1 es 0, por lo que
7 o N (74, 85) =T oy (tk, ;). Lo mismo sucede si s =0 y r es distinto de 0.

Estos casos muestran que o, (r;, sj) = Tony,(tg, u;), y entonces, por el
Lema 1.1.20, existe una tnica funcién continua 7,, : I'y, x I';y = I'pq x Iy
tal que Ton, =M, oT. O

Del mismo Lema 1.1.20 se tiene que la regla de correspondencia de 7,
estd dada por 7, (Z) = 7 o n,(z), donde T = 7(x).

Demostracion de la Proposicion 3.2.1. Sean 1, como en la Proposiciéon 3.2.2
¥ Ti, Sj, t y w elementos de A, con 75, 55, t ¥ T sus respectivas imédgenes
bajo la funcién cociente 7. Supéngase que h(7,5;) = h(ly, ), es decir, que
{77, 55} = {tr,w}. Por esta suposicién debe suceder que (77, 5;) = (¢, ) 0
que (74, 57) = (u, tr)-

Si se da que (75, 5;) = (&, ), es claro que T o 77,(7,5;) = T 0 T (Tg, ).

En cambio, si (77,5;) = (7, t;), entonces se tiene que 7, = u; y §; = Iy,
por lo que se puede suponer que 7; = u; y que S; = tj.

Los dos elementos de A,_1 x A,_; dados por n,(ri,s;) = (0e,qf) ¥
M (s4,7:) = (qf,0e) son simétricos por la definicién de 7,. Ahora bien, el
elemento de F5(I',,—1) dado por h o7, (73,55) = h o T o ny(ri, 55) es {0, G7 }
¥, a su vez, h o7y, (tg, W) = hoTony(sj, 1) es {qf, 0c}-

Estos dos casos muestran que si se cumple que h(7,5;) = h(ty, W),
entonces h o7, (73, 5;) = hoTy,(tk, u;). Por el Lema 1.1.20, se tiene que existe
una unica funcién continua 7, : F»(I'y) — F»(I'y—1) tal que 7, o h = ho7y,.

Por ser F5(T',,) compacto, 7, es uniformemente continua. También, dado
que 7, deja fijos a los puntos de A,_1 X A,_1, T, deja fijos a los puntos
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de I'yo1 x I'yq y, a su vez, 7, fija a los puntos de Fy(I',,—1) visto como
subespacio de F»(T'),). Esto ultimo garantiza que 1}, sea suprayectiva.

Sea {7;} un elemento de F;(T';,). Se tiene que {7} = h o 7(r;,r;) y, por
lo tanto, 17,({75}) = h o @ o ny,(ri, 7). Dado que en ny,(r;,7;) = (rj,7;) se
cumple 7 = j cuando ¢ es distinto de n, y j = n — 1 cuando ¢ = n, es claro
que 17,({7}) = {75}, que es un elemento de Fy(I';,—1).

Asi mismo, si 7, ({73, 55}) estd en Fy(I';,—1) es porque las coordenadas de
7 o np(ri, sj) son iguales. Esto quiere decir que las coordenadas de 1, (r;, s;)
estdn en la misma clase de equivalencia de A,,_1/0, por lo que son 0; y 0;,
o son iguales. En el primer caso se tiene que r = 0 = s y, por lo tanto,
{ri,5;} = {0}. Si son iguales, se cumple que r; = s; y que {75,5;} = {Ti}.
En ambos casos sucede que {7,5;} estd en Fi(I'y). De esto tltimo y del
parrafo anterior resulta que F1(T',,) = 17, L (F1(Tn_1)).

A partir de esto se define H,, como la restriccién de 1, en dominio y con-
tradominio a Fa(I',)\ F1(Ty,) y Fo(Ty—1)\ F1(T'y—1) respectivamente. Por ser
la restriccion de una funcién uniformemente continua, H,, es uniformemente
continua y, como 7, es suprayectiva y F1(Ty,) = 7, (F1(T'n_1)), también
es suprayectiva, con lo que queda demostrada la proposicion. O

3.3. Fi(I',) no es subconjunto Z en F»(I',)

En esta seccién se demuestra el resultado principal de este capitulo. Para
demostrarlo se utilizard el resultado principal de la Seccién 2.5 y funciones
auxiliares que se construiran en el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sin > 3, entonces existen una funcion uniformemente conti-
nua T, : Fo(Ty) \ Fi(Ty) — C?%, una funcién continua y homotdpica a una
constante ¢, : S' — F»(I'y) cuya imagen no intersecta a F1(T',) y tal, que

su restriccion en codominio a Fo(I'y)\ F1(T'y,), denotada por ¢, cumple que
Ty 0 Cn =1, donde i es la inclusion de S* en C2.

Demostracion. Por induccion:

El caso n = 3 se obtiene definiendo T3 =Ty (3 = o, donde las funciones
T: M\A - C?>yo:S'— M\ A son como en la seccién 2.5. Estas
funciones cumplen las propiedades requeridas.

Paso inductivo:

Supoéngase demostrado para [ > 3.

Se puede pensar a F5(I';) contenido en F5(I';41), por lo que se pueden
definir ;41 = 4; o (;, donde i; es la inclusién de Fy(T;) en Fo(T'141), v Ti41
como la funcién T; o Hyyq.
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La funcién Tjy1 es uniformemente continua por ser composicién de fun-
ciones uniformemente continuas, y (;4+1 es continua y homotépica a una
constante porque (; es continua y homotdpica a una constante e ¢; es con-
tinua. Se tiene que la imagen de (;4; estd contenida en F»(I';) \ Fi(I'y) y
que T4 restringida a F»(I';) \ F1(I) coincide con T; porque H;41 fija a los
elementos de Fy(T;) \ Fi(I;). De esto se sigue que Tj41 0 (1 =Tjo G =i,
lo que demuestra la existencia de las funciones buscadas para [ + 1.

Se sigue la existencia de las funciones buscadas T,, y (,, paran > 3. O

Proposicién 3.3.2. El hiperespacio F1(T'y,) no es subconjunto Z en F5(I'y)
sin > 3.

Demostracion. Las funciones Ty, ¢, y fn definidas en el Lema 3.3.1 cumplen
las hipétesis de la Proposicion 1.5.5 considerando al conjunto A de dicha
proposicién como Fj(T',,), por lo que se sigue que éste no es un conjunto Z
en Fy(T'y). O

3.4. Graficas con eneodos

En esta seccién se prueba que si una gréfica finita GG tiene un vértice en el
que inciden al menos tres aristas, entonces Fi(G) no puede ser un conjunto
Z en Fy(G). Para demostrar esto se utilizard la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4.1. Sean (X,d) un espacio métrico, A un conjunto Z de
X yY un subespacio de X. Si para cada € > 0 existen 0 < 0 < €/3 y una
funcién continua g : Ns(Y') — Y que cumple d(x, g-(x)) < 20 y g-*(A) C A,
entonces ANY es un conjunto Z de Y.

Demostracion. Sea fs: X — X \ A una funcién continua que aproxima en
menos que J a la identidad. Es claro que f5(Y") estd contenido en Ns(Y)\ A.
Se considera a g, restringido en su dominio a Ns(Y') \ A y su contradominio
a Y\ Ay se define he = g o f5y, que es una funcién continua de Y en Y\ A
que cumple que

d(z, he(z)) < d(z, f5(2)) + d(f5(x), 9e(f5(2))) <6+ 26 <,
por lo que ANY es un conjunto Z de Y. O

Definicion 3.4.2. Se dice que un continuo X tiene un eneodo libre F, si
existe un encaje de I'y, en X con imagen E, donde E sin los puntos imagen
de los elementos de Iy, de la forma 1;, con i entre 1 y n, es un abierto de

X.
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Proposicién 3.4.3. Si X es un continuo con un eneodo libre, entonces
Fi(X) no es un conjunto Z de F»(X).

Demostracion. Por contradiccién:

Sea X un continuo con un eneodo libre tal, que F7(X) es un conjunto Z
de F5(X). Se identifica dicho eneodo con I'y, y se le considera con la métrica
de la suma p; inducida por R™ en I';, de forma andloga a la métrica de la
suma inducida en I's por R3.

Sea Y el eneodo dado por los elementos de I',, de la forma r; con r < 1/2.
Este subespacio es compacto y por lo tanto existe un 7 > 0 tal que N, (Y")
estd contenido en el abierto U = T', \ {1;}." ;.

Para cada ¢ > 0 se puede dar 0 < § < min{n, 5} y se define g. :
Ns(Y) = Y por ge(r;) = (1935)i que es claramente continua por ser poli-
nomial cuando se ve a I';, encajado en R"™ y ademds es inyectiva. Por la
Proposicion 1.4.5 esta funcion induce una funcién ge continua e inyectiva de
F5(N5(Y)) en F5(Y) que por la Proposicién 1.4.7 es una funcién continua
e inyectiva de Ns(F»(Y)) en F3(Y) que cumple que g *(Fy(Y)) estd con-
tenido en Fj(X). Se puede ver que pi(z, ge(x)) < 20 para cada z en I, y
por lo tanto H (7, ge(T)) < 26 para cada T en Ns(F(Y)).

De la existencia de las funciones g la Proposicién 3.4.1 implica que
Fi(Y) es un conjunto Z en F5(Y'). Pero esto es una contradiccién con la
Proposicién 3.3.2, por lo que F1(X) no es un conjunto Z en Fy(X). O

Se sigue el siguiente corolario:

Corolario 3.4.4. Sea G una grdfica finita. Si existe un vértice en G en el
que inciden al menos tres aristas, entonces Fi(G) no es un conjunto Z en

().

Demostracion. Sean A una separacion de G en aristas y ay,as, ..., a, todas
las aristas que inciden sobre el vértice v, con n > 3. El conjunto 4,, = J/_ a;
es homeomorfo a I'y, y los elementos de la interseccién de A,, con la cerradura
de G\ A, son vértices de los a; que no son v, por lo que A,, es un eneodo
libre en G.

Como G tiene un eneodo libre, de la Proposicién 3.4.3 se sigue el coro-
lario. O

Proposicién 3.4.5. Sea G una grdfica finita. Se tiene que F1(G) es un
congunto Z en F5(G) siy solo si G es la union disjunta de arcos y ciclos.

Demostracion. Si una componente conexa de G no es un arco ni un ciclo,
de la Proposicién 2.3.1 se sigue que debe tener un vértice en el que inciden
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al menos tres aristas. Del Lema 3.4.4 se sigue que F(G) no es un conjunto

Z en F5(G).
Sean K1, Ko, ..., K,, las componentes conexas de G. Dado que
m
G = L"_'J sz
i=1

el espacio F»(G) es la unién disjunta de los espacios F5(K;) y K; x K, con
i <7,y Fi1(G) es la unién disjunta de los hiperespacios Fi(G).

Supéngase que cada K; es un arco o un ciclo. Entonces, para cada 1
existe una funcién continua f! : Fy(K;) — Fo(K;) \ Fi(K;) que aproxima
en menos que € > 0 a la identidad. Sea g¢ la funcién continua de Fy(K;)
a F5(GQ) \ F1(G) dada por la composicién de f¢ seguida de la inclusién de
Fy(K;)\ Fi(K;) en Fy(G)\ Fi(G). Por la Proposicién 1.1.11, las funciones g
y las inclusiones de K; x K; en F5(G) \ F1(G) inducen una funcién continua
de F»(G) en F»(G) \ F1(G) que aproxima en menos que € a la identidad.
Como esto se puede repetir para cada e, se sigue que F;(G) es un conjunto
Z en F5(G), con lo que queda demostrada la proposicién. ]



Capitulo 4

El espacio F, ()

En este capitulo se analiza el espacio F;(I) como subconjunto de F,(I). Este
andlisis es importante, pero para justificarlo se necesita la nociéon de arco
libre, que estd dada por la siguiente definicion.

Definicion 4.0.1. Se dice que un espacio topolégico X tiene un arco libre
A si existe un encaje de [0,1] en X cuya imagen es A tal, que el conjunto
imagen de (0,1) bajo dicho encaje es abierto en X.

Esta definiciéon es analoga a la de eneodo libre. El andlisis de este caso
particular estd justificado por la siguiente proposicién, que se prueba al final
de este capitulo.

Proposicién 4.0.2. Si un continuo X tiene un arco libre y F1(I) no es un
congunto Z en F,(I), entonces Fy(X) no es un conjunto Z en F,(X).

Entonces, como un primer paso para caracterizar las gréaficas finitas G
en las que se tiene que Fj(G) es un conjunto Z en F,(G) se verificard dicha
propiedad para el arco. En este capitulo se hace referencia a la funcién
h: 1™ — F,(I) definida en la Proposicién 1.4.1, que se denotara simplemente
como h cuando no haya confusién sobre la n para la cual se utiliza.

4.1. El tercer producto simétrico del arco

En esta seccién se muestra que el hiperespacio F3(I) no es un conjunto Z en
F5(I). Para llegar a este resultado se construye un modelo para F3(I) que
es cociente de un subespacio de R? con su topologia usual y se aprovechan
las funciones P y U de la Seccién 2.5 para inducir una funcién de F3(I) en
B2.

55
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Sea
D:{(x,y,z)€R3]OSxﬁySle},

que es un subconjunto compacto de I. La funcién h : I? — F3(I) restringida
a D es continua y suprayectiva porque todo elemento de F3(I) estd dado por
un conjunto {a, b, c} en el que se puede suponer que 0 < a <b<c<1,y
entonces (a, b, c) estd en D y h(a,b,c) = {a,b,c}. Como F3(I) es métrico y
por lo tanto de Hausdorff, se sigue que h es una identificacién.

Z
(0,0,1) ¢

Figura 4.1: El espacio D es un simplejo. Si se identifican las caras de D
con vértices {(0,0,0), (0,0,1),(1,1,1)} y {(0,0,0),(0,1,1),(1,1,1)} siguien-
do las flechas, se obtiene un modelo para F3(I).

Ahora, h(z1,y1,21) = h(z2,y2, 22) si y s6lo si {z1,y1, 21} = {z2, 92, 22},
por lo que h identifica al vector (a,a,b) con el vector (a,b,b) y es inyectiva
en el resto de D. Nétese que la preimagen de Fy(I) en D es el conjunto

A={(ttt)|tel}.

Considérese las funciones P y U de la Seccién 2.5 y O : R? — R? dada,

por (8,r) — (66,r) en coordenadas polares. Se puede ver que los vectores

b b 2b b b b
Pla,ab) = (5~ 0%~ 52 %)y Plab) = (% - 208 b1

tienen la misma norma y que abren el angulo %, por lo que las imdgenes de
(a,a,b) y (a,b,b) bajo OoU~!o P coinciden. Por esto y por ser O, U~ !y P
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continuas, O o U~! o P induce una funcién continua T : F5(I) — B? que es
uniformemente continua por tener dominio compacto. También se tiene que

(OoU o P)L{0}) = {(t,t,t) | t € R}

y entonces la preimagen de {0} bajo T es Fy(I), por lo que esta funcién se
puede restringir en dominio a F3(I) \ Fi(I) y en contradominio a C2, y se
denota a esta funcién por T'.

Como se vio en la Seccién 2.5, U~! o P es un homeomorfismo en el
tridngulo formado por los vectores (0,0,0), (0,0,1) y (0,1,1), y se puede
definir o1 como su inversa en el conjunto

T
A= {(COSG,seHG) | 6 € [5’ 5] } .

Sea @ : [0,27] — D dada por () = 01(%4—%), que es continua por ser o
continua. Se puede ver que (0) = (0,1/2,1/2) y 7(27) = (0,0, 1/2), por lo
que el Lema 1.1.20 garantiza que la funcién & induce una funcién continua
oS! — F3(I), y esta funcién es homotdpica a una constante porque la
funcién K : [0, 27] x [0,1] — D definida por

K(0,t) = (1—1t)-5(0)

es una homotopia entre @ y la funcién constante cuya imagen es {0} que
ademds cumple que K(0,t9) y K(2m,ty) estan relacionados por h para todo
to, por lo que K induce una funcién continua entre S* x I y F3(I) que es
una homotopia entre ¢ y una funcién constante.

Como Im(a)NA = (), se puede definir & como la restriccién en contrado-
minio de o a F3(I)\ Fy(I). Ahora, Too : S* — B2 es la funcién inducida por
OoUtoPoz:[0,2r] = R? y dado que U"! o Pooy = Idy, se tiene que
OoU toPog(f) = (cos(0+%),sen(f+ %)), que induce la rotacién por % en

St porlo que Too y T o6 son dicha rotacién. Como H : [0,27] x I — C?
dada por

H(e,t)::ro&@—tg)

es una homotopia entre 706 y la inclusién de S en C?, por lo que se tiene
el siguiente resultado:

Proposicién 4.1.1. El hiperespacio F1(I) no es un conjunto Z en F3(I).

Demostracion. Sean T : F3(I)\ Fi(I) — C%y o : S' — F3(I) las funciones
definidas arriba. Como ¢ es homotoépica a una constante y T'o4 es homotdpi-
ca a la inclusién de S en C?, de la Proposicién 1.5.5 se sigue que Fi(I) no
es un conjunto Z en F5(I). O
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4.2. El cono F,(I)

El espacio F,,(I) es un cono sobre el cono de un espacio topoldgico que se
conoce en la literatura como “el sombrero de burro de dimensién n — 2”.
Este espacio ha sido estudiado en varios trabajos, en especial en esta tesis
se hace referencia a [1, Seccién 3, 14-17], en donde Andersen, Marjanovic y
Schori muestran que si n es par, dicho espacio es contréctil, y si n es impar,
es homotdpicamente equivalente a S™ 2.

Se tiene que F),(I) es el espacio cociente de I" con la relacién de equi-
valencia que hace que dos eneadas de I" estén relacionadas si y solo si los
respectivos conjuntos que tienen por elementos sus coordenadas coinciden.

Considérese el conjunto dado por
Kn:{(ajl,...,xn) e R" | 0<x; <<z, < 1}

Para cada elemento de F),(I) existe un elemento de K,, cuya imagen bajo h es
dicho elemento de F,,(I), por lo que h restringida a K, es una identificacién
en F,(I) por ser K,, compacto.

Nétese que K, esta formado por los elementos de R™ que son de la forma,
ar-(0,...,0,1)+a2-(0,...,0,1,1) + ...+ ap-(1,...,1) con o; > 0 para
cada iy con ) . o <1

Considérese también los conjuntos

L,={(z1,...,2p) eR*"|0< 21 <--- <z, =1}

M, ={(z1,...,2p) eR"|0=2; <--- <z, =1}

y las funciones R : R = R” y Q : R**! — R” dadas por

Rz, t)=t-T

Q,t)=t-z+(1—-1t) 1,

donde T estd en R™ y 1 es el elemento de R™ cuyas coordenadas son 1.
Estas funciones son continuas por ser polinomiales y cumplen las siguientes
propiedades:

= La imagen de L, x I bajo Res K, ylade M, x I bajo Q es L,.
- R|Lnx(o,1} y Q\Mnx(o,l] son inyectivas.

« R(L, x {0}) =0y Q(M, x {0}) =T.
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Por esto, R y @ inducen funciones cociente de CL,, en K, y de CM, en
L, respectivamente. Dichas funciones cociente son homeomorfismos por ser
biyectivas y por ser L,, y M,, compactos.

Definicion 4.2.1. Sean a < b dos elementos de I. Se definen los conjuntos
I3(n) y I(n) por
I(n) = {1, wn} € Fu(I) [a =21 < - < = b)

IY(n) = {x1,...,xen} € Fy(I) |2y < -+ < a2, = b}

De la definicién se ve que I?(n) = Uaepo.] I%(n), que la preimagen de
I} (n) bajo hik, es My y que la preimagen de I'(n) es Ly, por lo que h
restringida a M, es una identificacién sobre I} (n) y restringida a L,, es una
identificacién sobre I'(n).

Asf, I}(2) = {{0,1}} es un conjunto de un elemento; I3}(3), que es el
conjunto {{0,z,1} € F3(I)}, es el cociente del arco M3 = {(0,z,1) € I*}
en el que se identifican los puntos (0,0,1) y (0,1,1), por lo que I}(3) es
homeomorfo a S; y el espacio I}(4) = {{0,z,y,1} € Fy(I) | x < y} es un
cociente del espacio My = {(O,x,y, Helt|z< y}, que es homeomorfo al
triangulo de R? cuyos vértices son (0,0), (0,1) y (1,1) a través de la funcién

0,2,y,1) = (x,y).

Los elementos (z1,y1) v (x2,y2) de este tridngulo estan relacionados si
y so6lo si {0,x1,y1,1} = {0,22,y2,1}, y las clases de equivalencia de esta
relacién estan dadas de la siguiente forma:

Si (x1,91) ¥ (x2,y2) estdn relacionados y {0,z1,y1,1} tiene cuatro ele-
mentos, 1 vy y1 son distintos entre si y distintos de 0 y de 1, por lo que
x1 =x2y Y1 = y2 y entonces {(x1,y1)} es una clase de equivalencia.

Cuando {0, x1,y1, 1} tiene dos elementos se tienen los siguiente casos:

1. x1:y1:O

y entonces, {(0,0),(0,1),(1,1)} es una clase de equivalencia.
Finalmente, si {0, z1, y1, 1} tiene tres elementos, se debe cumplir una de
las siguientes afirmaciones:

1. 0<x1<1yx1:y1
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2.11=0y0<y;1 <1
3. 0<z;<lyy1 =1

por lo que el conjunto {(x1,z1),(0,z1),(x1,1)}, con 0 < z; < 1, forma una
clase de equivalencia, y se deben identificar los tres segmentos que unen
las parejas de vectores de {(0,0),(0,1),(1,1)}. Las flechas en la Figura 4.2
indican cémo se deben identificar los segmentos en el tridngulo para obtener
el espacio I} (4).

Figura 4.2: El conjunto I& (4) es homeomorfo al espacio cociente del simplejo
de la figura dado por identificar las tres flechas y suele llamarse “sombrero
de burro” (Duncehat).

Proposicién 4.2.2. El espacio Fy,(I) es homeomorfo al cono sobre CI}(n)
de tal forma que la imagen de Fy(I) es C{[z,0]}, donde [z,0] denota al
vértice de CI}(n).

Demostracion. Como CM,, y C Ly, son compactos y CI}(n) y CI'(n) son de
Hausdorff, las funciones inducidas por h entre CM,, y CI}(n) y entre CL,,
y CI*(n) son identificaciones.

Ahora, dados [z,t] vy [y,s] en CM,, sus imdgenes en CI}(n) son las
mismas siy sélosi s =ty h(z) = h(y) os =t =0, es decir, que los conjuntos
de las coordenadas de = y y son los mismos o bien, s =t = 0. De esto se
sigue que Q(z,t) y Q(y,t) tienen el mismo conjunto de coordenadas, por lo
que sus imagenes bajo h son las mismas y por lo tanto el homeomorfismo
entre CM,, y L, induce una funcién continua entre CI}(n) y I'(n).

Andlogamente, si x y y son elementos de L,, tales que h(z) = h(y), sus
conjuntos de coordenadas coinciden, por lo que sus preimagenes en CM,
bajo el homeomorfismo inducido por () tienen a su vez el mismo conjunto
de coordenadas, ya que h(z) = {1} implica que ambos provienen del vértice
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de CM,, y si h(z) es distinto de {1} se puede ver que la imagen inversa de
Q en Ly \ {1} est4 dada por

r—ming -1

Q H(z) =

—— 1 —minz|,
1 —minz
donde Z es el conjunto de las coordenadas de x, y esta funcién manda parejas
de elementos con el mismo conjunto de coordenadas a parejas de elementos
que a su vez tienen el mismo conjunto de coordenadas. Esto muestra que el
homeomorfismo entre CM,, y L,, induce un homeomorfismo entre C1¢(n) y
I'(n).

Haciendo un andlisis similar se obtiene que CI'(n) es homeomorfo a
F,(I), ya que el homeomorfismo entre C'L,, y K,, induce un homeomorfismo
entre CT'(n) e F,(I), porque tanto R como su inversa en K, \ {6}, que es

la funcién dada por

R7(z) = v A,méx:%} ,

’

max I

mandan parejas de elementos con el mismo conjunto de coordenadas a pare-
jas de elementos que a su vez tienen el mismo conjunto de coordenadas. De
esto se sigue que F,,(I) es homeomorfo a CCI}(n).

Bajo este homeomorfismo la preimagen de Fi(I) es C {[x,0]}, ya que la
preimagen de {t-T€R" [t €I} en CL, es C {1} y la preimagen de este
en CCM, es C{[z,0]}, donde [z,0] representa al vértice de CM,, y a su
vez, la imagen de este conjunto en CCI}(n) es C {[x,0]}. O

El homeomorfismo entre F,,(I) y CCI{(n) permite caracterizar las n para
las que Fi(I) es un conjunto Z en F,(I). Para dar tal caracterizacion, se
utilizard que si n es impar, I}(n) es homotépicamente equivalente a S™~2,
y si n es par, I}(n) es contrictil, como se demuestra en [1, Teorema 3.4,
Pagina. 15].

En la siguiente proposicion se utiliza que todo cono sobre un espacio
topoldgico es contractil, como estd demostrado en [14, Teorema 1.11].

Proposicién 4.2.3. Fy(I) es un conjunto Z en F,(I) si y sélo sin es par.

Demostracion. Para n par, I (n) y CI}(n) son contréctiles, y entonces, por
la Proposicién 1.5.3, se sigue que {[*,0]} es un conjunto Z en CI}(n) y que
C {[*,0]} es un conjunto Z en CCI}(n), pero CCI}(n) es homeomorfo a
F,(I) y bajo este homeomorfismo C {[x,0]} va a dar a F;(I), por lo que la
Proposicién 1.5.2 garantiza que F;(I) es un conjunto Z en F,(I).

Si n es impar, I}(n) es homotdpicamente equivalente a S"~2, y entonces
existen f : If(n) — S" 2y g:S"? — I}(n) continuas tales que f o g es
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homotépica a la identidad en S"2? y g o f es homotépica a la identidad en
IL(n).

Ahora bien, f induce una funcién continua F : CI}(n) — CS"2 = B!
tal que la preimagen de 0 es [*, 0]. La funcién de C'I}(n)x I en B"~1 dada por
(T,t) — t- F(T) es continua e induce T : F,,(I) = CCI}(n) — B! continua
tal que la preimagen de 0 es C' {[*,0]}, por lo que T se puede restringir en
dominio a CCI}(n) \ C {[*,0]} y en contradominio a C™~L.

Por otro lado, las funciones ¢’ : S"2 — CI}(n) y 0 : S" 2 — CCI}(n)
dadas por s — [g(s),3] ¥ s — [¢'(s),1] respectivamente, son continuas.
Ademss, o es homotépica a una constante, porque K : "2 x [ — CCI}
dada por

K(S’ t) = [g/(s), t]

es una homotopia de una constante a 0. Como [*,0] no estd en la imagen
de ¢, C {[*,0]} no intersecta a la imagen de o y se puede definir & como su
restriccién en contradominio a CCI¢(n) \ C {[*,0]}.

La funciéon T o ¢ tiene la misma regla de correspondencia que fog y
su imagen estd contenida en S™ 2, por lo que es homotdpica a la inclusién
de S"~2 en C"!. Entonces, de la Proposicién 1.5.5 se sigue que C {[*,0]}
no es un conjunto Z en CC[é(n) y, por la Proposicién 1.5.2, esto implica
que F1(I) no es un conjunto Z en F,(I), con lo que queda demostrada la
proposicion. O

Ahora se prueba la Proposicién 4.0.2

Demostracion de la Proposicion 4.0.2. Por contradiccion:

Supéngase que F1(X) es un conjunto Z en F,(X).

Se identifica a [0, 1] con la imagen A de su encaje y se considera la métrica
en A como la métrica usual de [0,1]. Es claro que Y = [1, 2] es un arco
contenido en el abierto (0,1) de X y, como Y es compacto, existe n > 0 tal
que N, (Y) = (3 —n, 2 +n) estd contenido en (0, 1).

Ahora bien, sean € > 0, 0 < d < min{n, §} y ge : Ns(Y) — Y la funcién
continua dada por
x—1/2

1+66

Para cada e esta funcién es inyectiva, por lo que g¢ : F,,(Ns(Y)) — EFn(Y)
construida en la Proposicién 1.4.5 es continua e inyectiva. En la Proposi-
cién 1.4.7 se muestra que F,(N5(Y)) = Ns(F,(Y)), lo que hace a g una
funcién de Ns(F,,(Y)) en F,(Y) que cumple que gc ! (F1(Y)) estd contenido
en F1(X), y dado que |z — ge(x)| < 20, se tiene que H(Z,g:(T)) < 20 para
cada T en Ns(F,(Y)).

ge(z) = +1/2.
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Con esto la Proposicién 3.4.1 implica que Fi(Y) es un conjunto Z en
F,(Y), lo que es una contradiccién por ser Y un arco, por lo que F;(X) no
es un conjunto Z en F,(X). O

De esta proposicién y del hecho de que toda arista en una grafica es un
arco libre se siguen los siguientes resultados:

Corolario 4.2.4. Si X es un continuo con un arco libre y n es impar,
entonces F1(X) no es un conjunto Z de F,,(X).

Corolario 4.2.5. Si G es una grdfica con al menos una arista y Fy(I) no
es un conjunto Z en Fy,(I), entonces F1(G) no es un conjunto Z de F,,(G).

De donde se sigue el siguiente corolario:

Corolario 4.2.6. Si G es una grdfica con al menos una arista y n es impar,
entonces F1(G) no es un conjunto Z de F,,(Q).
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