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2 ÍNDICE GENERAL

A.7.2. Juego fuerte de Choquet. . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
A.7.3. Juegos infinitos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

B. Espacios Lindelöf-Σ. 125
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Introducción.

Una biyección continua de un espacio topológico Y en un espacio topológi-
co Z es llamada condensación de Y sobre Z, cuando existe tal biyección se
dice que Y se condensa sobre Z. No es dif́ıcil notar que determinar si la
topoloǵıa de un espacio topológico puede ser debilitada a una topoloǵıa con
propiedades espećıficas es equivalente a determinar si tal espacio puede ser
condensado sobre algún espacio con las propiedades requeridas. Aśı, pregun-
tarnos por la existencia de una topoloǵıa débil compacta para un espacio
topológico X es equivalente a preguntarnos si existe una condensación de X
sobre algún espacio compacto.

S. Banach planteó el problema de determinar si todo espacio de Banach
separable admite una topoloǵıa compacta y metrizable más débil. En [18], E.
G. Pytkeev respondió en forma positiva a este planteamiento, demostrando
que si X es un subespacio de Borel de un espacio completamente metrizable
separable y X no es σ-compacto, entonces existe una condensación de X
sobre el cubo de Hilbert IN.

El problema planteado por Banach está relacionado con el problema
de determinar topoloǵıas débiles compactas para los espacios de funciones
Cp(X). Note que el espacio Cp(X) sólo es compacto cuando X = ∅, por lo
cual este problema tiene importancia.

Problema, A. V. Arhangel’skii, [2]. ¿Bajo qué condiciones de X el es-
pacio Cp(X) admite una topoloǵıa débil compacta (σ-compacta)?

Uno de los propósitos de esta tesis es exponer todos los resultados nece-
sarios para poder demostrar el siguiente resultado de H. Michalewski.

Teorema. Si X es anaĺıtico metrizable, entonces Cp(X) se condensa sobre
IN.

Este resultado de Michalewski generaliza el resultado de A. V. Arhan-
gel’skii obtenido en [4] que establece que Cp(X) tiene una topoloǵıa débil
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4 Introducción

compacta cuando X es un espacio metrizable σ-compacto.
Debemos resaltar el hecho de que no es posible generalizar el Teorema

de Michalewski para todos los espacios metrizables separables. W. Marcis-
zewski demostró en [16] que si se asume que la mı́nima cardinalidad de una
familia dominante de funciones f : N → N es igual a 2ω, entonces existe
un subespacio X de R, tal que Cp(X) no se condensa sobre ningún espacio
σ-compacto.

En la Sección 2.2 presentamos una demostración del resultado antes men-
cionado de Michalewski. De hecho, en ésta exponemos el teorema de H. Mi-
chalewski en su forma más general, que utiliza el Axioma de Determinación
Proyectiva para demostrar que si X es un subconjunto proyectivo no σ-
compacto de un espacio polaco entonces Cp(X) admite una condensación
sobre el cubo de Hilbert IN. Mientras que en la Sección 2.3 exponemos la
construcción realizada por Marciszewski en [16].

En [6], Arhangel’skii y Pavlov estudiaron sistemáticamente cuándo el es-
pacio Cp(X) admite una topoloǵıa compacta ó una topoloǵıa σ-compacta.
De manera particular, plantearon las preguntas siguientes (cf. problemas 29
y 30 en [6]):

Sea Aτ la compactación de Alexandroff del espacio discreto de cardi-
nalidad τ , donde τ > ω. ¿Existe una condensación de Cp(Aτ ) sobre un
espacio σ-compacto?

Sea X un compacto de Corson (Eberlein) no metrizable. ¿Puede ser
condensado Cp(X) sobre un espacio σ-compacto?

En el Caṕıtulo 3 exponemos el resultado de V. V. Tkachuk que establece
que si X es un compacto de Corson no metrizable entonces Cp(X) no ad-
mite una topoloǵıa débil σ-compacta. Dicho resultado responde de manera
negativa a las dos preguntas anteriores.

Por otro lado, debemos mencionar que el único requisito para la lectu-
ra de este trabajo de tesis es el conocimiento de algunos hechos básicos de
Topoloǵıa General y de Cp-teoŕıa. En el caṕıtulo 1 presentamos los resulta-
dos básicos de Cp-teoŕıa que son necesarios conocer para realizar una buena
lectura de este trabajo.

Hemos diseñado también tres apéndices. En el Apéndice A exponemos
los resultados de Teoŕıa Descriptiva que debemos manejar para alcanzar los
propósitos que esta obra se plantea. En particular, en dicho apéndice el lector
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podrá encontrar todo el material para poder entender el Axioma de Deter-
minación Proyectiva que es fundamental para el teorema de H. Michalewski
que es expuesto en el Caṕıtulo 2. En el Apéndice B exponemos propiedades
básicas de los espacios Lindelof-Σ y en el Apéndice C algunos hechos también
básicos de Cp-teoŕıa.

El lector podrá encontrar un desarrollo mucho más completo de los as-
pectos de Topoloǵıa General abordados en esta tesis en la obra [11], mientras
que nuestras principales referencias para el estudio de Cp-teoŕıa y de Teoŕıa
Descriptiva son las obras [5] y [14], respectivamente.

Cualquier espacio considerado en los Caṕıtulos 1 y 2 será un espacio
Tychonoff o T3.5; es decir, consideraremos espacios X que satisfacen:

(i) para cada x ∈ X, {x} es cerrado, y

(ii) para cada x ∈ X y cada conjunto cerrado F ⊆ X tal que x /∈ F existe
una función continua f : X → I tal que f(x) = 1 y f(F ) ⊆ {0}.

Por otra parte, en el Caṕıtulo 3 sólo consideraremos espacios metrizables
separables.

Haremos uso de la siguiente notación: si X es un espacio topológico, los
śımbolos T (X) denotan a la topoloǵıa del espacio X y T ∗(X) = T (X)\{∅}.
Si F ⊆ X, escribiremos U ∈ T (F,X) cada vez que U ∈ T (X) y F ⊆ U .
Cuando F = {x}, para algún x ∈ X, escribiremos U ∈ T (x,X), en vez de
U ∈ T ({x}, X).

José Alfredo Uribe Alcántara
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Caṕıtulo 1

Preliminares de Cp-teoŕıa.

1.1. Introducción.

El propósito de este caṕıtulo es presentar los resultados básicos de Cp-
teoŕıa que son necesarios conocer para realizar una buena lectura de esta tesis.
El lector podrá encontrar un desarrollo mucho más completo de los aspectos
de Topoloǵıa General abordados en esta tesis en la obra [11], mientras que
nuestra principal referencia para el estudio de Cp-teoŕıa es la obra [5].

En la Sección 1.2 se muestran las propiedades más básicas de los espacios
de funciones continuas Cp(X,Z) dotados de la topoloǵıa de la convergencia
puntual. Uno de los resultados más relevantes de esta sección establece que
el espacio Cp(X) es denso en RX (Corolario 1.2.9).

Una vez que hemos establecido los espacios Cp(X), en la Sección 1.3,
aclaramos cuál es la relación entre Cp(X) y Cp(Y ) bajo el supuesto de que
existe una función continua entre los espacios X y Y . Para lograr esto intro-
ducimos la noción de mapeo dual y exponemos algunas de sus propiedades
básicas. También demostraremos que cualquier espacio X es homeomorfo
a un subespacio de Cp(Cp(X)) (Proposición 1.3.5). Terminamos la Sección
1.3 proporcionando algunos resultados que caracterizan el valor de una fun-
ción cardinal en el espacio X, en términos del valor de otra función cardinal
evaluada en el correspondiente espacio Cp(X).

En la Sección 1.4 presentamos propiedades básicas de los espacios mono-
ĺıticos y de los espacios estables. Además demostramos que monoliticidad de
X o de Cp(X) implica estabilidad del otro, esto es, la dualidad entre monoli-
ticidad y estabilidad se da en ambos sentidos (Corolario 1.4.11). Terminamos
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8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE CP -TEORÍA.

esta sección demostrando que los espacios Lindelöf Σ son espacios estables
(Teorema 1.4.14).

En la Sección 1.5 demostraremos que para cualquier compacto de Corson
X, el espacio de funciones Cp(X) es un espacio de Lindelöf (Teorema 1.5.23).

1.2. Hechos básicos relativos a Cp(X).

Como es bien sabido, la topoloǵıa de cualquier espacio topológico (X, T )
está completamente determinada por la convergencia de sus redes. Efectiva-
mente, recordemos que x0 ∈ clX(A) si y sólo si existe una red (xλ)λ∈Λ en A
que converge a x0; y que una red (xλ)λ∈Λ en un espacio X, converge a un
punto x0 ∈ X si para toda vecindad V de x0 existe un λ0 en el conjunto
dirigido Λ tal que xλ ∈ V para toda λ ≥ λ0.

En el caso de los espacios de funciones es natural decir que una red de
funciones {fα : α ∈ A} en ZX (donde Z es un espacio topológico) converge
puntualmente a una función f0 ∈ ZX si para toda x ∈ X, la red {fα(x) :
α ∈ A} converge a f0(x) en el espacio topológico Z. Observe que en la
noción de convergencia puntual de una red de funciones no hay una topoloǵıa
inmiscuida para ZX . Una pregunta muy natural es entonces la siguiente:
¿existe alguna topoloǵıa T en ZX en la que la convergencia de redes en el
espacio topológico (ZX , T ) sea equivalente a la convergencia puntual de redes
de funciones? La siguiente proposición da respuesta a este planteamiento.

1.2.1 Proposición. Existe una única topoloǵıa en ZX tal que la convergencia
puntual de redes en ZX coincide con la convergencia en el sentido de esta
topoloǵıa. Esta topoloǵıa es la topoloǵıa producto en ZX .

Demostración. Veamos primero que la convergencia de redes en la topoloǵıa
producto coincide con la convergencia puntual. Sea {fα : α ∈ A} una red
en ZX que converge puntualmente a f0 ∈ ZX . Veamos que {fα : α ∈ A}
converge a f0 en la topoloǵıa producto de ZX . Consideremos U un elemento
de la base canónica para ZX que contiene a f0. Entonces

U = {g ∈ ZX : g(x1) ∈ V1, . . . , g(xn) ∈ Vn}

donde n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X y V1, . . . , Vn son abiertos en Z tales que
f0(xi) ∈ Vi para toda i ∈ {1, . . . , n}. Como {fα(xi) : α ∈ A} converge a
f0(xi), existe αi ∈ A tal que fα(xi) ∈ Vi para toda α ≥ αi. Debido a que A
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es dirigido por ≤, existe α0 ∈ A tal que α0 ≥ αi para toda i ∈ {1, . . . , n}.
Aśı:

α ≥ α0 ⇒ α ≥ αi para toda i ∈ {1, . . . , n} ⇒ fα ∈ U.
Por lo tanto, existe α0 ∈ A tal que fα ∈ U para toda α ≥ α0.
Ahora, sea {fα : α ∈ A} una red en ZX que converge a f0 ∈ ZX en la

topoloǵıa producto de ZX . Verifiquemos que {fα : α ∈ A} converge pun-
tualmente a f0. Consideremos un punto x ∈ X y un abierto V que contiene
a f0(x). Entonces U = {g ∈ ZX : g(x) ∈ V } es un abierto canónico de ZX

que contiene a f0. Como {fα : α ∈ A} converge a f0 en ZX , existe α0 ∈ A
tal que fα ∈ U para toda α ≥ α0, es decir, existe α0 ∈ A tal que fα(x) ∈ V
para toda α ≥ α0. Por lo tanto {fα(x) : α ∈ A} converge a f0(x) en Z. Con
esto podemos conclúır que {fα : α ∈ A} converge puntualmente a f0.

Finalmente, sean S y T dos topoloǵıas en ZX tales que la convergencia
de redes en ZX coincide con la convergencia puntual. Verifiquemos que si
N ⊆ ZX entonces clS(N) = clT (N). Sea f ∈ clS(N). Entonces existe S =
{fα : α ∈ A} una red en ZX con rango en N que converge a f en la topoloǵıa
S. Obtenemos que {fα(x) : α ∈ A} converge a f(x) en Z, para toda x ∈ X.
Por lo tanto, S = {fα : α ∈ A} converge a f en la topoloǵıa T y S(A) ⊆ N .
Hemos probado que f ∈ clT (N). La otra contención se demuestra del mismo
modo.

Por otro lado, para el lector no debe ser dif́ıcil verificar que si X es un
subespacio de un espacio Y , S es una red en X y x0 ∈ X, entonces S
converge a x0 en el espacio X si y sólo si S converge a x0 en el espacio
Y . Consideremos ahora a un conjunto no vaćıo M ⊆ ZX . Verifiquemos que
una red en M converge puntualmente a un elemento f ∈ M si y sólo si
converge en M con la topoloǵıa heredada de la topoloǵıa producto de ZX .
Sea S = {fα : α ∈ A} una red en M que converge puntualmente a f0 ∈ M .
Entonces, para toda x ∈ X se cumple que {fα(x) : α ∈ A} converge a f0(x)
en Z. Como M es un subespacio de ZX , podemos ver a S como una red en
ZX que converge puntualmente a f0 ∈ ZX . Por 1.2.1, S converge a f0 en la
topoloǵıa producto de ZX . Si equipamos a M con la topoloǵıa heredada de
la topoloǵıa producto en ZX , por la observación anterior concluimos que S
converge a f0 en M .

Rećıprocamente, sea S = {fα : α ∈ A} una red en M que converge a
f0 ∈ M en la topoloǵıa heredada de la topoloǵıa producto de ZX . Enton-
ces S converge a f0 en la topoloǵıa producto de ZX . Por 1.2.1, S converge
puntualmente a f0.
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Todo lo anterior motiva la siguiente definición.

1.2.2 Definición. Sean X un conjunto no vaćıo y Z un espacio topológico.
Considere al subconjunto no vaćıo M = {f : f : X → Z es una función}
de ZX , es decir, M es un conjunto de funciones de X en Z. La topoloǵıa de
la convergencia puntual en M es la topoloǵıa de subespacio de ZX , cuando
ZX está equipado con la topoloǵıa producto.

Esta definición justifica el nombre con el que en ocasiones se refieren
algunos autores a la topoloǵıa de un producto topológico de Tychonoff, y a la
topoloǵıa de sus subespacios. Por otro lado, se sabe también que la topoloǵıa
producto de ZX es generada por la familia de todas las proyecciones. La
proyección correspondiente a un punto x ∈ X asigna a cada función f ∈
ZX el punto f(x). En el contexto de espacios de funciones esta función es
llamada función evaluación y es denotado por x̂. Es decir, para cada x ∈ X,
x̂ : ZX → Z es la función definida por la regla:

x̂(f) = f(x), para cada f ∈ ZX .

En la siguiente proposición enunciamos propiedades conocidas de la topoloǵıa
de subespacio de un producto topológico [9, Proposición 4.15].

1.2.3 Proposición. Sean X un conjunto, Z un espacio y M un subconjun-
to de ZX . Si M está equipado con la topoloǵıa de la convergencia puntual
entonces:

(i) La topoloǵıa de M es generada por la familia de las funciones evalua-
ción x̂, donde x ∈ X.

(ii) Los conjuntos de la forma

[x1, . . . , xn;V1, . . . , Vn] = {g ∈M : g(x1) ∈ V1, . . . , g(xn) ∈ Vn}

donde n ∈ N\{0}, x1, . . . , xn son puntos de X, y V1, . . . , Vn son abiertos
en Z, forman una base para M .

(iii) Una función h : Y → M de un espacio topológico Y a M es continua
si y sólo si la composición x̂ ◦ h es continua para toda x ∈ X.

(iv) Si Z es un espacio Tychonoff, entonces M también lo es.
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Es importante notar ahora que la definición de la topoloǵıa de la conver-
gencia puntual en algún subespacio M de ZX no depende de alguna topoloǵıa
en X; pero resulta que en los casos más interesantes la definición del conjunto
M dependerá de la topoloǵıa de X. Por ejemplo, en este trabajo considera-
remos conjuntos de tipo C(X,Z) = {f : f : X → Z es una función con-
tinua}, donde X y Z son espacios topológicos. El conjunto C(X,Z) equipa-
do con la topoloǵıa de la convergencia puntual será denotado Cp(X,Z). El
siguiente corolario nos proporciona una caracterización para la llamada base
canónica de Cp(X,Z).

1.2.4 Corolario. Sea B una base para el espacio Z.

(i) La colección {[x1, . . . , xn;O1, . . . , On] : n ∈ N \ {0}, xi ∈ X,Oi ∈
B para i = 1, . . . , n}, es una base para el espacio Cp(X,Z).

(ii) Si f0 ∈ Cp(X,Z), entonces los conjuntos de la forma

[f0, x1, . . . , xn, O1, . . . , On] = {g ∈ Cp(X,Z) : g(x1) ∈ O1, . . . , g(xn) ∈ On}

donde n ∈ N \ {0}, xi ∈ X y f0(xi) ∈ Oi ∈ B para i ∈ {1, . . . , n},
constituyen una base local para Cp(X,Z) en el punto f0.

De ahora en adelante, denotaremos con Cp(X) al espacio Cp(X,R). Note
que como R es un espacio Tychonoff, el espacio Cp(X) también lo es.

1.2.5 Corolario. Si f0 ∈ Cp(X), entonces los conjuntos de la forma

[f0, x1, . . . , xn, ε] = {g ∈ Cp(X) : |f0(xi)− g(xi)| < ε para i = 1, . . . , n}

donde n ∈ N\{0}, x1, . . . , xn ∈ X y ε > 0, forman una base local para Cp(X)
en el punto f0.

Las bases descritas en los corolarios anteriores son usualmente llamadas
bases canónicas, y sus elementos conjuntos abiertos canónicos.

Ahora demostraremos que si Z tiene además una estructura algebraica,
ésta también induce una estructura algebraica en Cp(X,Z). Para ello nece-
sitamos recordar algunos hechos sobre el producto diagonal de funciones.

1.2.6 Observación. Supongamos que tenemos un espacio topológico X,
una familia {Ys : s ∈ S} de espacios topológicos y una familia de funciones
F = {fs : X → Ys : s ∈ S}. Bajo estas condiciones podemos definir la
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función f : X →
∏

s∈S Ys cuya regla de asociación está dada por: f(x) es
el único elemento de

∏
s∈S Ys cuya s-ésima coordenada es fs(x) (para todo

s ∈ S). Esta función es llamada producto diagonal de las funciones {fs : X →
Ys : s ∈ S} y se denota mediante ∆ s∈S fs, o bien ∆F . Observe que si cada
elemento de F es una función continua, entonces f = ∆ s∈S fs también es una
función continua (utilice la Proposición 1.2.3). Cuando la familia F consta
de un número finito de funciones f1, f2, . . . , fn se escribe f1∆f2∆ . . .∆fn en
lugar de ∆F .

1.2.7 Proposición. Si Z es un espacio vectorial topológico (respectivamente,
anillo topológico, grupo topológico), entonces Cp(X,Z) es un espacio vectorial
topológico (respectivamente, anillo topológico, grupo topológico).

Demostración. Supongamos que Z es un espacio vectorial topológico (los
casos restantes se manejan de forma parecida). Esto significa que Z es un es-
pacio vectorial sobre R y está equipado con una topoloǵıa que hace continuas
a las funciones adición y producto por escalares:

ϑ+ : Z × Z → Z; (x, y) 7→ x+ y, ϑ : R× Z → Z; (r, x) 7→ r · x (1)

Para cada par f y g en ZX definimos a las funciones f + g y rf (con r ∈ R)
mediante (f + g)(x) = f(x) + g(x) y (r f)(x) = r · f(x), para cada x ∈ X.
Ahora definimos:

(i) La función adición φ+ : ZX × ZX → ZX dada por φ+(f, g) = f + g,
para cada (f, g) ∈ ZX × ZX .

(ii) La función producto por escalares φ : R×ZX → ZX donde φ(r, f) = rf ,
para cada (r, f) ∈ R× ZX .

No es d́ıficil comprobar que estas operaciones binarias dan a ZX una estruc-
tura de espacio vectorial sobre R.

Afirmación 1. La función φ+ es continua cuando ZX está equipado con la
topoloǵıa producto.

Demostración de la afirmación: Sea x ∈ X. Considere a las funciones γx, δx :
ZX ×ZX → Z cuya regla de correspondencia es γx(f, g) = f(x) y δx(f, g) =
g(x), respectivamente. Note que γx es la composición de la función proyección
correspondiente al primer factor de ZX × ZX , con la función evaluación x̂.
Por la proposición 1.2.3, γx es continua. De forma semejante se justifica la
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continuidad de δx. Por lo anterior, el producto diagonal γx4δx : ZX ×ZX →
Z × Z es continuo. Evidentemente x̂ ◦ φ+ = ϑ+ ◦ (γx4δx). Utilizando esto
último obtenemos que x̂ ◦ φ+ es continua. �

Afirmación 2. La topoloǵıa producto en ZX hace continua a la función φ.

Demostración de la afirmación: Sea x ∈ X. Definimos ψx : R × ZX → Z
mediante ψx(r, f) = f(x). Esta función es continua porque es la composición
de la función proyección en el segundo factor de R × ZX , con la función
evaluación x̂. Sea π1 : R×ZX → R la proyección al primer factor del producto
R × ZX . Observe que x̂ ◦ φ = ϑ ◦ (π14ψx). Por (1), x̂ ◦ φ es continua.

�

El conjunto Cp(X,Z) es cerrado con respecto a la adición y el producto
por escalares ya que para cualesquiera f, g ∈ Cp(X,Z) y r ∈ R sucede
que φ+(f, g) = ϑ+ ◦ (f4g) y φ(r, f) = ϑ ◦ (ϕ(r)4f), donde ϕ(r) es la
función constante cuyo valor en todos los puntos de X es igual a r. Aśı,
Cp(X,Z) es un subespacio vectorial de ZX . Obtenemos en consecuencia que
φ+ �Cp(X,Z)×Cp(X,Z): Cp(X,Z) × Cp(X,Z) → Cp(X,Z) y φ �R×Cp(X,Z): R ×
Cp(X,Z)→ Cp(X,Z) son funciones continuas.

Recordemos que un espacio topológico Z es conexo por trayectorias si para
cualesquiera dos puntos x y y en Z, existe una función continua λ : [0, 1]→ Z
tal que λ(0) = x y λ(1) = y. Terminamos esta sección probando que cuando
Z es conexo por trayectorias, el espacio Cp(X,Z) es denso en ZX .

1.2.8 Proposición. Si Z es conexo por trayectorias, entonces el espacio
Cp(X,Z) es denso en ZX .

Demostración. Sea [x1, . . . , xn;V1, . . . , Vn] un abierto canónico de ZX , donde
n ∈ N\{0}, x1, . . . , xn ∈ X y V1, . . . , Vn son abiertos en Z (ver 1.2.3). Fijemos
puntos zi ∈ Vi, para cada i = 1, . . . , n.
Caso 1: n = 1. Sea f : X → Z dada por f(x) = z1 para toda x ∈ X.
Entonces f ∈ Cp(X,Z) ∩ [x1, V1].
Caso 2: n ≥ 2. Si probamos que:

1. Existe φ : R→ Z continua tal que φ(i) = zi para i ∈ {1, . . . , n} y

2. existe g : X → R continua tal que g(xi) = i para i ∈ {1, . . . , n},

obtendremos que f = φ ◦ g ∈ Cp(X,Z) y f(xi) = zi ∈ Vi para i ∈ {1, . . . , n},
es decir, f ∈ Cp(X,Z) ∩ [x1, . . . , xn;V1, . . . , Vn].
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Demostración de 1: Sea I = [0, 1]. Debido a que Z es conexo por trayectorias,
para k ∈ {1, . . . , n − 1} existe λk : I → Z continua tal que λk(0) = zk y
λk(1) = zk+1. Considere αk : [k, k+ 1]→ I dada por αk(r) = r−k para cada
r ∈ [k, k + 1]. Entonces φk = λk ◦ αk : [k, k + 1]→ Z es continua, φk(k) = zk
y φk(k + 1) = zk+1. Sean δ : (−∞, 1] → Z definida por δ(r) = z1 para todo
r ∈ (−∞, 1] y ψ : [n,+∞)→ Z dada por ψ(r) = zn para todo r ∈ [n,+∞).
Definamos φ : R→ Z mediante:

φ(r) =


δ(r) si r ≤ 1;

φk(r) si r ∈ [k, k + 1];

ψ(r) si r ≥ n.

Observe que φ es continua. Además, si i ∈ {1, . . . , n− 1} sucede entonces
que φ(i) = φi(i) = zi. Por otra parte, φ(n) = ψ(n) = zn.

Demostración de 2: Como X es Tychonoff, para cada i ∈ {1, . . . , n} existe
gi : X → R continua tal que gi(xi) = 1 y gi(xj) = 0 si i 6= j. Debido a que
Cp(X,R) es un espacio vectorial, gi ∈ Cp(X,R) implica que

g = 1 +
n∑
i=1

(i− 1)gi ∈ Cp(X,R).

Además, g(xi) = 1 + (i− 1)gi(xi) = i, para toda i ∈ {1, . . . , n}.

El siguiente corolario establece una caracteŕıstica muy importante de los
espacios de funciones Cp(X).

1.2.9 Corolario. Cp(X) es denso en RX .

1.3. El mapeo dual.

Si X, Y y Z son espacios topológicos y p : X → Y es una función entre
X y Y (no necesariamente continua), se define el mapeo dual asociado a p
como la función p∗ : ZY → ZX cuya regla es p∗(f) = f ◦p, para toda f ∈ ZY .
En esta sección demostraremos algunas propiedades básicas del mapeo dual
asociado a una función. La primera de éstas establece que el mapeo dual
asociado a una función p es siempre continuo.

1.3.1 Proposición. El mapeo dual p∗ es continuo.
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Demostración. Basta verificar que para toda x ∈ X, la composición x̂ ◦ p∗ es
continua. Sean x ∈ X y f ∈ ZY . Entonces

(x̂ ◦ p∗)(f) = (f ◦ p)(x) = f(y) = ŷ(f), con y = p(x) ∈ Y.

Por lo tanto, x̂ ◦ p∗ es igual al mapeo evaluación en ZY determinado por
y = p(x). De esta forma, x̂ ◦ p∗ es continuo (porque ŷ lo es).

Debido a que la composición de funciones continuas es continua, si p
es una función continua, entonces p∗(Cp(Y, Z)) está contenido en Cp(X,Z).
Por otra parte, dado X un subespacio de Y , podemos considerar la fun-
ción inclusión iX : X → Y ; el correspondiente mapeo dual πX = i∗X :
Cp(Y, Z)→ Cp(X,Z) es llamado función restricción (debido a que la compo-
sición i∗X(f) = f ◦iX es la restricción de una función f : Y → Z al subespacio
X). Denotaremos mediante Cp(X|Y ) a la imagen de πX , es decir,

Cp(X|Y ) = {f �X : f ∈ Cp(Y, Z)} ⊆ Cp(X,Z).

La siguiente proposición establece propiedades básicas de la función restri-
cción.

1.3.2 Proposición. Sea X un subespacio de un espacio topológico Y .

(i) El espacio Cp(X|Y ) es un subespacio denso del espacio Cp(X).

(ii) Si X es un subespacio cerrado de Y , entonces la función restricción
πX : Cp(Y )→ Cp(X|Y ) es una función abierta.

(iii) Si X es un subespacio denso de Y , entonces πX : Cp(Y ) → Cp(X)
es una función inyectiva. Particularmente, la función πX : Cp(Y ) →
Cp(X|Y ) es una condensación, esto es, una función biyectiva y conti-
nua.

Demostración. (i) Sean h ∈ Cp(X) y A = [h;x1, . . . , xn; ε] una vecindad
canónica de h en Cp(X). Como Y es un espacio Tychonoff, existe una función
continua f ∈ Cp(Y ) tal que f(xi) = h(xi) para cada i = 1, . . . , n. Por la forma
de haber elegido a la función f , obtenemos que πX(f) ∈ A.

(ii) Sea U ⊂ Cp(Y ) un abierto no vaćıo. Para verificar que πX(U) es un
subconjunto abierto de Cp(X|Y ), elijamos cualquier g ∈ πX(U). Entonces
existe f ∈ U tal que πX(f) = g. Como U es abierto en Cp(Y ), existe una
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vecindad canónica A = [f ; y1, . . . , yn; ε] de f en Cp(Y ) tal que f ∈ A ⊆ U .
En el caso cuando {y1, . . . , yn} ⊆ X, se tiene que

πX(A) = [πX(f); y1, . . . , yn; ε] ∩ Cp(X|Y ).

Por otro lado, si {y1, . . . , yn} \ X 6= ∅ entonces podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que existe un ı́ndice l ∈ {1, . . . , n − 1} tal que
{y1, . . . , yl} ⊆ X y {yl+1, . . . , yn} ⊆ Y \X. Comprobaremos ahora que

πX(A) = [πX(f); y1, . . . , yl; ε] ∩ Cp(X|Y ).

Por definición del abierto A se sigue que πX(A) ⊆ [πX(f); y1, . . . , yl; ε] ∩
Cp(X|Y ). Sólo falta verificar que [πX(f); y1, . . . , yl; ε] ∩ Cp(X|Y ) ⊆ πX(A).
Tomemos cualquier h ∈ [πX(f); y1, . . . , yl; ε]∩Cp(X|Y ). Como h ∈ Cp(X|Y ),
existe una función k ∈ Cp(Y ) tal que πX(k) = h. Ahora bien, debido a que
Y es de Tychonoff, X ⊂ Y es cerrado y {yl+1, . . . , yn} ⊆ Y \ X, podemos
elegir una función t ∈ Cp(Y ) con la propiedad de que t(X) ⊆ {0} y t(yj) =
f(yj)− k(yj) para cada j = l+ 1, . . . , n. Entonces t+ k ∈ A y πX(t+ k) = h.
Por lo tanto h ∈ πX(A).

De esta forma, hemos probado que el conjunto πX(A) es un subconjunto
abierto del espacio Cp(X|Y ). Como g ∈ πX(A) ⊆ πX(U), podemos concluir
que πX(U) es un subconjunto abierto de Cp(X|Y ).

(iii) Sean f, g ∈ Cp(Y ) tales que πX(f) = πX(g). Supongamos que existe
y ∈ Y tal que f(y) 6= g(y). Como R es un espacio Hausdorff, existen V
y W abiertos ajenos conteniendo a f(y) y g(y) respectivamente. Entonces
f−1(V ) ∩ g−1(W ) es un abierto en Y que contiene a y. Debido a que X es
denso en Y , existe z ∈ X ∩ f−1(V ) ∩ g−1(W ). Aśı, z ∈ X, f(z) ∈ V y
g(z) ∈ W . Pero f �X= g �X implica f(z) = g(z). Por lo tanto V ∩W es no
vaćıo, lo cual es contradictorio.

En las siguientes proposiciones se establecen propiedades del mapeo dual
que nos serán muy útiles.

Recuerde que una función f : X → Y es llamada inmersión si es una
composición de un homeomorfismo y una inclusión, es decir, si existe un
subespacio L de Y y un homeomorfismo f ′ : X → L tales que f = iL ◦ f ′,
donde iL : L→ Y es la función inclusión.

1.3.3 Proposición. Si p : X → Y es una función continua y sobreyectiva,
entonces el mapeo dual p∗ : Cp(Y, Z)→ Cp(X,Z) es una inmersión.
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Demostración. Sean f, g ∈ Cp(Y, Z) tales que f ◦ p = g ◦ p. Si y ∈ Y = p(X)
existe x ∈ X tal que p(x) = y. Aśı (f◦p)(x) = (g◦p)(x), es decir, f(y) = g(y).
Por lo tanto p∗ es una función inyectiva.

Veamos que (p∗)−1 : p∗(Cp(Y, Z)) ⊆ Cp(X,Z)→ Cp(Y, Z) es una función
continua. Sean y ∈ Y y g ∈ p∗(Cp(Y, Z)). Entonces existe f ∈ Cp(Y, Z) tal
que g = p∗(f) = f ◦p. Como p es sobreyectiva, existe x ∈ X tal que p(x) = y.
De esta forma,

(ŷ ◦ (p∗)−1)(g) = ŷ(f) = f(p(x)) = g(x) = x̂(g).

Observamos que ŷ◦(p∗)−1 es la función evaluación en p∗(Cp(Y, Z)) corres-
pondiente a x, de lo que se sigue que ŷ ◦ (p∗)−1 es una función continua.

1.3.4 Proposición. Sea p : X → Y una función continua y sobreyectiva.
Entonces p∗(Cp(Y )) es denso en Cp(X) si y sólo si p es inyectiva.

Demostración. Supongamos que p es inyectiva. Entonces p∗ : RY → RX

es una función suprayectiva porque para cualquier g ∈ RX se tiene que
p∗(g ◦ p−1) = g. Por el Corolario 1.2.9, Cp(Y ) es denso en RY . Como p∗ :
RY → RX es una función continua, p∗(Cp(Y )) es denso en p∗(RY ) = RX . Por
lo tanto p∗(Cp(Y )) es denso en Cp(X).

Ahora supongamos que p no es inyectiva. Sean x1, x2 ∈ X tales que
x1 6= x2 y p(x1) = p(x2) = y0. Considere

U = (x̂1)−1((0,∞))∩ (x̂2)−1((∞, 0)) = {f ∈ Cp(X) : f(x1) > 0, f(x2) < 0}.

Claramente U es un abierto de Cp(X). Además, U es no vaćıo porque X
es Tychonoff. Note que si g ∈ p∗(Cp(Y )) entonces g = p∗(f) = f ◦ p para
alguna f ∈ Cp(Y ). Observe ahora que

g(x1) = (f ◦ p)(x1) = f(y0) = (f ◦ p)(x2) = g(x2),

es decir, g /∈ U . En conclusión U ⊆ Cp(X) \ p∗(Cp(Y )). Por tal motivo,
p∗(Cp(Y )) no es denso en Cp(X).

Sea X un espacio. Para cada x ∈ X consideremos la función ex = x̂ �Cp(X):
Cp(X)→ R, donde x̂ : RX → R es la x-ésima proyección asociada al producto
RX . Como cada función ex es continua, podemos considerar a la función
iX : X → Cp(Cp(X)) dada por iX(x) = ex para cada x ∈ X. A continuación
demostramos que dicha función es una inmersión de X en Cp(Cp(X)). De
ahora en adelante denotaremos a Cp(Cp(X)) por Cp,2(X).



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE CP -TEORÍA.

1.3.5 Proposición. La función iX es una inmersión.

Demostración. Sean x1, x2 ∈ X tales que x1 6= x2. Como X es un espacio
Tychonoff, existe f ∈ C(X) tal que f(x1) = 0, f(x2) = 1. Aśı ex1(f) =
x̂1(f) = f(x1) = 0. Análogamente ex2(f) = 1. Por lo tanto ex1 6= ex2 , es
decir, iX(x1) 6= iX(x2).

Veamos que iX es una función continua: sea x ∈ X, m ∈ N\{0}, g1, . . . , gm ∈
Cp(X) y ε > 0. Consideremos a [ex, g1, . . . , gm, ε] que es un abierto canónico
de ex en Cp,2(X). Recordemos que

[ex, g1, . . . , gm, ε] = {F ∈ Cp,2(X) : |ex(gi)− F (gi)| < ε para i = 1, . . . ,m}.

Definimos Ji = (gi(x) − ε, gi(x) + ε) para i = 1, . . .m. Debido a que
gi es continua, g−1

i (Ji) es una vecindad de x en X, para i = 1, . . .m. Por
lo tanto V = ∩mi=1g

−1
i (Ji) es una vecindad de x en X. Verifiquemos que

iX(V ) ⊆ [ex, g1, . . . , gm, ε]. Sea y ∈ V . Aśı |gi(y)−gi(x)| = |ey(gi)−ex(gi)| < ε
para i = 1, . . .m, es decir, iX(y) = ey ∈ [ex, g1, . . . , gm, ε].

Finalmente considere jX : iX(X) → X la función inversa de iX . Demos-
tremos que jX es continua: sea x ∈ X y V una vecindad de x en X. Como
X es Tychonoff, existe f ∈ C(X) tal que f(x) = 0 y f(X \ V ) ⊆ {1}.
Aśı, W = [ex, f,

1
2
] ∩ iX(X) es una vecindad de iX(x) en iX(X). Veamos que

jX(W ) ⊆ V : supongamos que existe y ∈ jX(W ) \ V . Entonces y ∈ X \ V
y f(y) = 1. Por otra parte, y ∈ jX(W ) implica que ey ∈ W . En efecto, si
y ∈ jX(W ) entonces y = jX(g) con g ∈ W . Aplicando iX en ambos lados de
la ecuación anterior obtenemos ey = g, con g ∈ W .

Aśı, ey ∈ [ex, f,
1
2
] = {F ∈ Cp,2(X) : |F (f)− ex(f)| < 1

2
} y además

|ey(f)− ex(f)| = |f(y)− f(x)| = 1 <
1

2
,

lo que es una contradicción. Por lo tanto, jX(W ) ⊆ V y jX es continua.

Los siguientes resultados caracterizan el valor de una función cardinal
en el espacio X, en términos del valor de otra función cardinal evaluada en
el correspondiente espacio Cp(X). En particular, el primero de estos resul-
tados establece la relación entre el peso de red de X y el de Cp(X). Re-
cuerde que si X es un espacio topológico, entonces nw(X) = min{|N | :
N es una red paraX} + ω, donde N ⊆ P(X) es una red para X si tiene la
siguiente propiedad: para todo punto x ∈ X y cualquier vecindad U de x
existe un M ∈ N tal que x ∈M ⊆ U .
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1.3.6 Teorema. Para cualquier espacio X, nw(X) = nw(Cp(X)).

Demostración. Verifiquemos que nw(Cp(X)) ≤ nw(X). Sea P una red en X
de cardinalidad mı́nima y B una base numerable para R. Para cada k ∈ N\{0}
y cada par de colecciones S1, . . . , Sk ∈ P y U1, . . . , Uk ∈ B definimos

[S1, . . . , Sk, U1, . . . , Uk] = {f ∈ C(X) : f(Si) ⊆ Ui, i = 1, . . . , k}.

Si γ = {[S1, . . . , Sk, U1, . . . , Uk] : k ∈ N\{0}, S1, . . . , Sk ∈ P , U1, . . . , Uk ∈
B}, entonces γ es una red en Cp(X). Efectivamente, sea f ∈ Cp(X) y
[f, x1, . . . , xk, ε] una vecindad canónica de f (asumimos que xi 6= xj si i 6= j).
Escojemos U1, . . . , Uk ∈ B tales que f(xi) ∈ Ui ⊆ (f(xi) − ε, f(xi) + ε) para
i = 1, . . . , k. Debido a que f es continua existen S1, . . . , Sk ∈ P tales que xi ∈
Si y f(Si) ⊆ Ui para i = 1, . . . , k. Sucede que f ∈ [S1, . . . , Sk, U1, . . . , Uk] ⊆
[f, x1, . . . , xk, ε].

Ahora consideramos la función H : γ →
⋃
k∈N\{0}(Pk × Bk) que asocia a

cada conjunto de la forma [S1, . . . , Sk, U1, . . . , Uk] la pareja

((S1, . . . , Sk), (U1, . . . , Uk)) ∈ Pk × Bk.

Por la inyectividad de H:

|γ| ≤ |
⋃

k∈N\{0}

(Pk × Bk)| ≤
∑

k∈N\{0}

|Pk × Bk| ≤ ω · |P| = |P|.

Usando lo que acabamos de demostrar y la inmersión de X en Cp
(
Cp(X)

)
obtenemos que nw(X) ≤ nw

(
Cp
(
Cp(X)

))
≤ nw(Cp(X)).

1.3.7 Definición.

(i) Diremos que f : X → Y es una condensación si f es continua y biyec-
tiva.

(ii) Si X es un espacio Tychonoff, definimos el i-peso de X como el número
cardinal

iw(X) = min{w(Y ) : Y es T3.5 y existe f : X → Y condensación}.

Recuerde que si X es un espacio T1 y x es un elemento de X, decimos
que V ⊆ T (X) es una pseudobase local de x si

⋂
V = {x}. El pseudocarácter

del punto x en el espacio X, denotado mediante ψ(x,X), se define como el
número cardinal ψ(x,X) = min{|V| : V es pseudobase local de x}+ ω. El
pseudocarácter del espacio X, denotado mediante ψ(X), se define como el
número cardinal ψ(X) = sup{ψ(x,X) : x ∈ X}.
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1.3.8 Lema. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que ψ(X) ≤ iw(X).
Además, si Y es un subespacio de X entonces iw(Y ) ≤ iw(X).

Demostración. Considere una condensación f : X → Y de X sobre un espa-
cio de Tychonoff Y tal que iw(X) = w(Y ). Sea B una base para Y tal que
|B| = w(Y ). Observe que si y ∈ Y y D = {V ∈ B : y ∈ V }, entonces D es
una pseudobase local de y en Y , esto es,

⋂
D = {y}. Utilizaremos este hecho

para mostrar que ψ(X) ≤ iw(X).
Elija un punto x ∈ X y defina C = {f−1(V ) : f(x) ∈ V ∈ B}. Afirmamos

que C es una pseudobase local de x en X. Claramente x ∈
⋂
C. Ahora tome

un punto z ∈
⋂
C. Entonces z ∈ f−1(V ), para toda V ∈ B tal que f(x) ∈ V .

Por ello, f(z) ∈ V , para toda V ∈ B con f(x) ∈ V . Pero la colección
D = {V ∈ B : f(x) ∈ V } es una pseudobase local de f(x) en Y . Aśı,
f(z) ∈

⋂
D = {f(x)}. Como f es inyectiva, x = z. Por lo tanto, {x} =

⋂
C.

Observe ahora que ψ(x,X) ≤ |C| ≤ |B| = iw(X). Por lo tanto, ψ(X) ≤
iw(X).

Sea Y un subespacio de X. Considere Z un espacio de Tychonoff y g :
X → Z una condensación tal que w(Z) = iw(X). Evidentemente la función
h = g �Y : Y → g(Y ) es también una condensación. Entonces, iw(Y ) ≤
w(g(Y )) ≤ w(Z) = iw(X).

La densidad de un espacio X, denotada mediante d(X), se define como
d(X) = min{|D| : D es un subconjunto denso en X}+ ω.

1.3.9 Teorema. Para cualquier espacio X, sucede que d(X) = iw(Cp(X)) =
ψ(Cp(X)).

Demostración. Debido a que ψ(Cp(X)) ≤ iw(Cp(X)), basta comprobar que
iw(Cp(X)) ≤ d(X) ≤ ψ(Cp(X)).

Sea τ = d(X) y Y un subconjunto denso en X de cardinalidad ≤ τ . La
función restricción rY : Cp(X)→ Z ⊆ Cp(Y ) es una condensación de Cp(X)
en el subespacio Z = πY (Cp(X)) de Cp(Y ) (Proposición 1.3.2). Finalmente

iw(Cp(X)) ≤ w(Z) ≤ w(Cp(Y )) ≤ w(RY ) ≤ τ = d(X).

Ahora tomamos f ∈ Cp(X), f ≡ 0 y γ una familia de vecindades canónicas
de f en Cp(X) tales que

⋂
γ = {f}. Para cada W = [f, x1, . . . , xk, ε] ∈ γ

definimos K(W ) = {x1, . . . , xk} y consideramos Y =
⋃
{K(W ) : W ∈ γ}.

Es cierto que |Y | ≤ |γ|. Además Y es denso en X. Efectivamente, asumimos
que existe x∗ ∈ X \ cl(Y ) y tomamos g ∈ C(X) tal que g(x∗) = 1 y g �Y = 0.
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Para cualquier [f, x1, . . . , xk, ε] ∈ γ se cumple que {x1, . . . , xk} ⊆ Y y en
consecuencia g ∈ [f, x1, . . . , xk, ε]. Obtenemos que g ∈

⋂
γ \ {f}, lo que

contradice la elección de γ.

1.3.10 Teorema. Para todo espacio Tychonoff X, se tiene que iw(X) =
d(Cp(X)).

Demostración. Por el Teorema 1.3.9 y la monotońıa de la función i-peso:

iw(X) ≤ iw
(
Cp
(
Cp(X)

))
= d(Cp(X)).

Comprobaremos que d(Cp(X)) ≤ iw(X). Sea h : X → Y una condensación
tal que w(Y ) = iw(X). Por el Teorema 1.3.6, nw(Cp(Y )) = nw(Y ) ≤ w(Y ).
Utilizando la Proposición 1.3.3 obtenemos que nw(Cp(Y )) = nw(h∗(Cp(Y ))) ≤
w(Y ). Finalmente, por la Proposición 1.3.4:

d(Cp(X)) ≤ d(h∗(Cp(Y ))) ≤ nw(h∗(Cp(Y ))) ≤ w(Y ) = iw(X).

1.4. Espacios monoĺıticos y estables.

En esta sección presentamos propiedades básicas de los espacios mono-
ĺıticos y de los espacios estables. Además demostramos que monoliticidad
de X o de Cp(X) implica estabilidad del otro, esto es, la dualidad entre
monoliticidad y estabilidad se dá en ambos sentidos.

1.4.1 Definición. Sea τ un cardinal infinito. Un espacio X es llamado τ -
monoĺıtico si nw(cl(A)) ≤ τ para todo A ⊆ X tal que |A| ≤ τ . Un espacio
X es llamado monoĺıtico si es τ -monoĺıtico para todo cardinal τ .

Observe que todo espacio separable con peso de red no numerable no
es ω-monoĺıtico. Por ello, el espacio “doble flecha de Alexandroff” no es ω-
monoĺıtico.

La siguiente proposición nos proporciona ejemplos de espacios monoĺıti-
cos. Recuerde que si {Yα : α ∈ A} es una familia de espacios topológicos,
Y =

∏
α∈A Yα y y = (yα)α∈A ∈ Y , entonces el Σ-producto de los espacios Yα

basado en el punto y es el subespacio

Σ(y, Y ) = {z ∈ Y : |{β ∈ A : zβ 6= yβ}| ≤ ω}

del producto topológico Y =
∏

α∈A Yα.
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1.4.2 Proposición. Los siguientes espacios son monoĺıticos:

(i) los espacios metrizables;

(ii) los espacios con una red numerable (llamados espacios cósmicos);

(iii) Σ-productos de espacios con una base numerable.

Demostración. (i) Se debe a que la metrizabilidad es una propiedad heredi-
taria y a que en todo espacio metrizable la densidad coincide con el peso de
red. En efecto: sea τ un cardinal infinito y A ⊆ X tal que |A| ≤ τ . Como
cl(A) es un espacio metrizable, sucede que d(cl(A)) = nw(cl(A)). Además A
es denso en cl(A). Por lo tanto

d(cl(A)) ≤ |A|+ ω ≤ τ + ω = τ,

es decir, nw(cl(A)) ≤ τ .
(ii) Sea τ ≥ ω. Consideremos un espacio X tal que nw(X) = ω y A ⊆ X tal
que |A| ≤ τ . Observe que nw(cl(A)) ≤ nw(X) = ω ≤ τ .

1.4.3 Definición. Sea τ un cardinal infinito. Un espacio X es llamado τ -
estable si para toda imagen continua Y de X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) iw(Y ) ≤ τ ,

(ii) nw(Y ) ≤ τ ,

Un espacio X es llamado estable si es τ -estable para todo cardinal infinito τ .

El Lema 1.3.8 implica que iw(Y ) ≤ nw(Y ), para todo espacio Y . De
esta forma, si se cumple la condición (ii) de la Definición 1.4.3, entonces
también se cumple la condición (i) de dicha definición. Sin embargo, la de-
sigualdad nw(Y ) ≤ iw(Y ) no siempre es verdadera. En efecto: la función
IdR : (R,P(R))→ (R, TR), donde TR es la topoloǵıa euclidiana en R, es una
condensación de (R,P(R)) sobre (R, TR). Esto implica que iw(R,P(R)) = ω.
Sin embargo, nw(R,P(R)) = |R|. Este ejemplo nos muestra también que el
espacio discreto de cardinalidad c no es ω-estable. Observe el lector que un
espacio X es estable si y sólo si para toda imagen continua Y de X sucede
que iw(Y ) = nw(Y ).

La siguiente proposición establece que algunas importantes clases de es-
pacios topológicos son subclases de la clase de espacios estables.



1.4. ESPACIOS MONOLÍTICOS Y ESTABLES. 23

1.4.4 Proposición. (i) Todo compacto es estable;

(ii) los espacios pseudocompactos son ω-estables.

Demostración. (i) Sean X un espacio compacto, τ un cardinal infinito y Y
una imagen continua de X tal que iw(Y ) ≤ τ . Veamos que nw(Y ) ≤ τ .
Consideremos un espacio de Tychonoff Z tal que existe una condensación
g : Y → Z y además w(Z) = iw(Y ). Como Y es un espacio compacto y Z
es un espacio T2, obtenemos que g es un homeomorfismo. Por lo tanto, Z es
también un espacio compacto. Debido a que en un espacio compacto el peso
de red coincide con el peso, obtenemos que

iw(Y ) = w(Z) = nw(Z) = nw(Y ).

(ii) Sean X un espacio pseudocompacto y Y una imagen continua de X
tal que iw(Y ) = ω. Veamos que nw(Y ) = ω. Consideremos un espacio de
Tychonoff Z tal que existe una condensación g : Y → Z y además w(Z) = ω.
El hecho de que Y es pseudocompacto implica que g es un homeomorfismo
[7]. Por lo tanto, nw(Y ) ≤ w(Y ) = w(Z) = ω.

1.4.5 Proposición. Cualquier espacio X es τ -estable para todo τ ≥ nw(X).

Demostración. Sea Y una imagen continua de X tal que iw(Y ) ≤ τ . Vea-
mos que nw(Y ) ≤ τ . Como el peso de red no se incrementa bajo imágenes
continuas, tenemos que nw(Y ) ≤ nw(X) ≤ τ .

A continuación veremos que la propiedad de τ -estabilidad se preserva
bajo imágenes continuas.

1.4.6 Proposición. Sea τ un cardinal infinito y f : X → Y una función
continua y sobreyectiva de un espacio X en un espacio Y . Si X es τ -estable
(estable), entonces Y es τ -estable (estable).

Demostración. Supongamos que X es τ -estable. Veamos que Y también es
τ -estable. Sea U una imagen continua de Y tal que iw(U) ≤ τ . Consideremos
θ : Y → U continua y sobreyectiva. Utilizando el hecho de que θ ◦f : X → U
es continua sobreyectiva y la τ -estabilidad de X obtenemos que nw(U) ≤
τ .

Ahora encontramos condiciones bajo las cuáles se heredan las propiedades
de monoliticidad y estabilidad.
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1.4.7 Proposición. (i) La propiedad de τ -monoliticidad (respectivamen-
te, monoliticidad) es heredada por subespacios arbitrarios.

(ii) La propiedad de estabilidad es heredada por subespacios cerrado-abiertos.

Demostración. (i) Sean X un espacio τ -monoĺıtico y A ⊆ W ⊆ X tales que
|A| ≤ τ . Veamos que nw(clW (A)) ≤ τ . Observemos que

nw(clW (A)) = nw(clX(A) ∩W ) ≤ nw(clX(A)) ≤ τ.

(ii) Sean X un espacio τ -estable y Z un subespacio cerrado-abierto de X.
Definimos la función g : X → Z mediante

g(x) =

{
x si x ∈ Z,
z0 si x ∈ X \ Z,

donde z0 es un elemento fijo de Z. Utilizando el hecho de que g es continua
sobreyectiva y la Proposición 1.4.6 obtenemos que Z es τ -estable.

A continuación demostramos que las propiedades de monoliticidad y es-
tabilidad son duales.

1.4.8 Teorema. El espacio Cp(X) es τ -monoĺıtico si y sólo si el espacio X
es τ -estable.

Demostración. Necesidad. Sea Y una imagen continua deX tal que iw(Y ) ≤
τ . Tomando h : X → Y continua y sobreyectiva obtenemos que el co-
rrespondiente mapeo dual h∗ : Cp(Y ) → Cp(X) es una inmersión (Pro-
posición 1.3.3). Utilizando el inciso (i) de la Proposición 1.4.7 obtenemos
que Cp(Y ) es τ -monoĺıtico. Por lo tanto nw(Cp(Y )) ≤ d(Cp(Y )). Debido al
Teorema 1.3.6, nw(Cp(Y )) = nw(Y ). Por el Teorema 1.3.10 obtenemos que
iw(Y ) = d(Cp(Y )). Finalmente

nw(Y ) = nw(Cp(Y )) ≤ d(Cp(Y )) = iw(Y ) ≤ τ.

Suficiencia. Tomemos M ⊆ Cp(X) tal que |M | ≤ τ . Sea f : X → RM

el producto diagonal de M . Recordamos que la función f tiene la regla de
correspondencia f(x) = {g(x)}g∈M . Definimos Y = f(X) ⊆ RM . Entonces
w(Y ) ≤ |M | ≤ τ .

Denotamos mediante el śımbolo Ỹ al conjunto Y equipado con la topo-
loǵıa real cociente correspondiente a la función f (vea el caṕıtulo 0 de [5]).
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Debido a la continuidad de f : X → Y obtenemos que la función identi-
dad i : Ỹ → Y es una condensación. Entonces, iw(Ỹ ) ≤ w(Y ) ≤ τ . Como

X es τ -estable y puede ser mapeado continuamente sobre Ỹ obtenemos que
nw(Ỹ ) ≤ τ .

Sea f̃ = i−1 ◦ f : X → Ỹ . Por propiedades de la topoloǵıa real cociente,
Cp(Ỹ ) es homeomorfo al subespacio cerrado F = {h ◦ f̃ : h ∈ Cp(Ỹ )} ⊆
Cp(X).

Ahora observemos que M ⊆ F . Sea g ∈ M . Notemos que g = pg ◦ f =
pg ◦ i ◦ f̃ , donde pg : RM → R es la proyección canónica correspondiente a g.

Debido a que pg ◦ i ∈ Cp(Ỹ ) obtenemos que g ∈ F . Por lo tanto nw(cl(M)) ≤
nw(cl(F )) = nw(F ) = nw(Cp(Ỹ )) = nw(Ỹ ) ≤ τ .

Utilizaremos el siguiente lema para demostrar que la propiedad de τ -
monoĺıticidad es dual [5, Lema 0.2.3].

1.4.9 Lema (Lema de Factorización). Sea X =
∏

α∈A Xα un producto de
espacios con una base numerable, Y un subespacio denso de X y f : Y → R
una función continua. Entonces existe un subconjunto numerable B ⊆ A y
una función continua g : πB(Y ) ⊆

∏
α∈B Xα → R tal que g(πB(y)) = f(y)

para todo y ∈ Y , es decir, f = g ◦ (πB �Y ).

1.4.10 Teorema. El espacio Cp(X) es τ -estable si y sólo si el espacio X es
τ -monoĺıtico.

Demostración. Necesidad. Por el Teorema 1.4.8, el espacio Cp,2(X) es τ -
monoĺıtico. Debido a que X es homeomorfo a un subespacio de Cp,2(X)
(Proposición 1.3.5) y al inciso (i) de la Proposición 1.4.7 concluimos que X
es τ -monoĺıtico.

Suficiencia. Nuevamente, usando el Teorema 1.4.8, basta demostrar la
τ -monoliticidad de Cp,2(X) a partir de la τ -monoliticidad de X. Tomemos
M ⊆ Cp,2(X), con |M | ≤ τ . El Lema 1.4.9 nos garantiza que para cada
f ∈M podemos fijar Bf ⊆ X con las siguientes propiedades:

(i) |Bf | ≤ τ ,

(ii) si g1, g2 ∈ Cp(X) son tales que g1 �Bf= g2 �Bf , entonces f(g1) = f(g2).

Definimos A =
⋃
{Bf : f ∈ M} ⊆ X y F = cl(A). Utilizando que

|A| ≤ τ y que X es τ -monoĺıtico obtenemos: nw(F ) = nw(Cp(F )) ≤ τ .
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Sea πF : Cp(X)→ Z ⊆ Cp(F ) la función restricción correspondiente a F ,
donde Z = πF (Cp(X)). Entonces

nw(Cp(Z)) = nw(Z) ≤ nw(Cp(F )) ≤ τ.

Por otra parte, la Proposición 1.3.2 implica que la función πF es abierta.
Consideremos H = {h ◦ πF : h ∈ Cp(Z)}. Notemos que M ⊆ H. En efecto:
por definición de F , para cada f ∈ M existe una función hf : Z → R
tal que hf ◦ πF = f . Como πF es una función cociente, hf ∈ Cp(Z). Por
lo tanto f ∈ H. Aśı, H es homeomorfo a Cp(Z) y es un subespacio ce-
rrado de Cp,2(X) (usamos que πF es una función cociente). Por lo tanto,
nw(cl(M)) ≤ nw(H) = nw(Cp(Z)) ≤ τ .

1.4.11 Corolario. (i) X es monoĺıtico si y sólo si Cp(X) es estable.

(ii) X es estable si y sólo si Cp(X) es monoĺıtico.

1.4.12 Corolario. Un espacio X es monoĺıtico (estable) si y sólo si Cp,2(X)
es monoĺıtico (estable).

El siguiente lema nos ayudará a demostrar que todo espacio Lindelöf-Σ
es estable. Recuerde que un espacio X es Lindelöf -Σ si existen un espacio
segundo numerable M , un espacio L y funciones g : L → M y f : L → X
tales que g es perfecta y f es continua sobreyectiva. En el Apéndice B el
lector encontrará recopiladas las propiedades de los espacios Lindelöf-Σ que
se requiere conocer para una buena lectura de este trabajo.

1.4.13 Lema. Sean f : X → Y , g : X → Z y φ : Z → T funciones continuas
y sobreyectivas. Supongamos que f es perfecta y φ es biyectiva. Entonces Z
es la imagen continua de un subespacio cerrado del producto Y × T .

Demostración. Definimos ψ = φ ◦ g : X → T y consideramos los productos
diagonales ψ̃ = ψ4f : X → T × Y y g̃ = g4f : X → Z × Y . Las funciones
ψ̃ y g̃ son perfectas debido a que f lo es [7]. Además, ψ̃ = Θ ◦ g̃, donde
Θ : Z × Y → T × Y está dada por Θ(z, y) = (φ(z), y).

Definimos θ = Θ �g̃(X): g̃(X) ⊆ Z × Y → ψ̃(X) ⊆ T × Y . Es claro que

ψ̃ = θ ◦ g̃. Debido a que g̃ es una función continua y a que ψ̃ es una función
perfecta, sucede que θ es una función cerrada. Además, θ es una condensación
debido a que φ posee dicha propiedad. Por lo tanto, θ es un homeomorfismo
de g̃(X) en el subespacio cerrado ψ̃(X) ⊆ T × Y .
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Utilizando nuevamente la sobreyectividad de g, obtenemos que la proyec-
ción en el primer factor del producto Z × Y , restringida a g̃(X) ⊆ Z × Y , es
una función continua sobreyectiva. Es decir, πZ �g̃(X): g̃(X) ⊆ Z ×Y → Z es
continua y sobreyectiva. Concluimos que Z es imagen continua del subespacio
cerrado ψ̃(X) ⊆ T × Y .

En el último teorema de esta sección establecemos que los espacios Lin-
delöf-Σ son espacios estables (esto generaliza el inciso (i) de la Proposición
1.4.4).

1.4.14 Teorema. Todo espacio Lindelöf-Σ es estable.

Demostración. Sean Z un espacio Lindelöf-Σ y W una imagen continua de Z
tales que iw(W ) ≤ τ . Veamos que nw(W ) ≤ τ . Como W es imagen continua
de Z, el espacio W también es Lindelöf Σ (vea el inciso (iv) del Corolario
B.1.18). Aśı, podemos asumir que iw(Z) ≤ τ y demostrar que nw(Z) ≤ τ
para poder demostrar el resultado.

Sea κ = iw(Z) y φ : Z → T una condensación tal que w(T ) = κ. Utili-
zando el inciso (vii) del Corolario B.1.18 obtenemos que existen un espacio
segundo numerable Y , un espacio X, una función perfecta f : X → Y y
una función continua g : X → Z tales que f(X) = Y y g(X) = Z. Aśı, Z
es la imagen continua de un subespacio cerrado del producto Y × T (Lema
1.4.13). Por lo tanto, nw(Z) ≤ nw(Y ×T ). Pero nw(Y ) = ω y nw(T ) ≤ κ ≤ τ
implican que nw(Y × T ) ≤ τ . Por lo tanto, nw(Z) ≤ τ .

1.5. Cp(X) en compactos de Corson.

El principal objetivo de esta sección es demostrar que para cualquier com-
pacto de Corson X, el espacio de funciones Cp(X) es un espacio de Lindelöf
(Teorema 1.5.23). Recuerde que un espacio compacto X es un compacto de
Corson si X es homeomorfo a un subespacio de un Σ-producto de espacios
metrizables separables.

Sea X un espacio topológico. Mediante el śımbolo E(X) denotaremos a
la clase de todos los espacios que pueden ser representados como imágenes
continuas del producto de X y algún espacio compacto. Notemos que E(X)
contiene a la clase de todos los espacios compactos y a todas las imágenes
continuas de X. En efecto: sea K un espacio compacto y πK : X ×K → K
la proyección en el segundo factor del producto X × K. Evidentemente la
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función πK es continua y sobreyectiva. Ahora tomemos un espacio Y tal que
existe una función h : X → Y continua y sobreyectiva. Fijemos cualquier
punto x0 ∈ X. Note que {x0} es un espacio compacto. Además, la función h̃ :

X×{x0} → Y definida mediante h̃(x, x0) = h(x), es continua y sobreyectiva.
De esta forma, Y ∈ E(X).

1.5.1 Definición. Una clase P de espacios topológicos es llamada k-dirigida
si las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) X, Y ∈ P implica X × Y ∈ P ;

(ii) si X ∈ P , entonces E(X) ⊆ P .

El Teorema de Tychonoff [11, Teorema 3.2.4] y el hecho de que la compa-
cidad se preserva bajo imágenes continuas implican que la clase de todos los
espacios compactos y la clase de todos los espacios σ-compactos son clases
k -dirigidas. Por otra parte, los incisos (i), (iv) y (viii) del Corolario B.1.18
implican que la clase de todos los espacios Lindelöf-Σ es k -dirigida.

1.5.2 Proposición. Sean P una clase de espacios k-dirigida, Ỹ un espacio,
ỹ ∈ Ỹ tales que Y = Ỹ \ {ỹ} ∈ P. Entonces también Ỹ ∈ P.

Demostración. Basta verificar que Ỹ es imagen continua de Y ×{0, 1}, donde

{0, 1} tiene la topoloǵıa discreta. Sea h : Y × {0, 1} → Ỹ la función dada
por

h(y, i) =

{
ỹ si i = 1,
y si i = 0.

Para cada V ∈ T ∗(Ỹ ) sucede que

h−1(V ) =

{
V × {0} si ỹ /∈ V ,
((V \ {ỹ})× {0}) ∪ (Y × {1}) si ỹ ∈ V .

Estas nociones encuentran una importante aplicación en la siguiente cons-
trucción: Consideremos X un espacio topológico, l ∈ N \ {0} y Il = [−l, l] ⊆
R. Si A,B ⊆ Cp(X) entonces definimos

(i) ψ1(A,B) = {max{f, g} : f ∈ A, g ∈ B},

(ii) ψ2(A,B) = {min{f, g} : f ∈ A, g ∈ B},
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(iii) φl(A) = {af + bg : a, b ∈ Il, f, g ∈ A}.

No es dif́ıcil verificar que los subespacios ψ1(A,B) y ψ2(A,B) de Cp(X),
son imágenes continuas del espacio A × B, mientras que φl(A) es imagen
continua de A2 × I2

l .
Ahora fijamos Y ⊆ Cp(X). Definamos S1(Y ) = {Y }, y para cada n ∈

N \ {0},

Sn+1(Y ) = Sn(Y ) ∪ {ψi(A,B) : A, B ∈ Sn(Y ), i = 1, 2}
∪ {φl(A) : A ∈ Sn(Y ), l ∈ N \ {0}}.

De esta forma:

S2(Y ) = {Y } ∪ {ψi(Y, Y ) : i = 1, 2} ∪ {φl(Y ) : l ∈ N \ {0}} =

= {Y, ψ1(Y, Y ), ψ2(Y, Y ), φ1(Y ), φ2(Y ), φ3(Y ), . . .}.

Los elementos de Sn(Y ) son subconjuntos de Cp(X), aśı, cada elemento de
Sn(Y ) puede ser considerado con la topoloǵıa de la convergencia puntual. Es
posible verificar (mediante recursión) que cada Sn(Y ) es a lo más numerable.

Notemos que si P es una clase de espacios k -dirigida y Y ∈ P , entonces
Sn(Y ) ⊆ P , para todo n ∈ N \ {0}. En efecto: por la propiedad (i) de la
definición 1.5.1, Y 2 ∈ P . Además, por la propiedad (ii) de dicha definición,
E(Y 2) ⊆ P . Sabemos también que E(Y 2) contiene a todas las imágenes con-
tinuas de Y 2. Aśı, ψi(Y, Y ) ∈ E(Y 2) para i = 1, 2. Finalmente, por definición
del conjunto E(Y 2) obtenemos que φl(Y ) ∈ E(Y 2) para todo l ∈ N\{0}. Esto
muestra que S2(Y ) ⊆ P . Ahora supongamos que n ≥ 2 y que Sn(Y ) ⊆ P .
Para cualesquiera A, B ∈ Sn(Y ) y para cualquier i ∈ {1, 2} tenemos que
ψi(A,B) ∈ E(A × B) ⊆ P . Además, para cualquier l ∈ N \ {0} sucede que
φl(A) ∈ E(A2) ⊆ P .

Estas observaciones nos permiten formular la siguiente proposición acerca
de la familia

S(Y ) =
⋃
{Sn(Y ) : n ∈ N \ {0}} = {Z : Z ∈ Sn(Y ), donden ∈ N \ {0}}.

1.5.3 Proposición. Si P es una clase de espacios k-dirigida, Y ⊆ Cp(X),
Y ∈ P, entonces la familia S(Y ) es numerable y S(Y ) ⊆ P.

Recordemos que una familia R ⊆ C(X) es un anillo de funciones si para
cualesquiera f, g ∈ R las funciones f + g, f − g y fg también pertenecen
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a R. La siguiente versión del Teorema de Stone-Weierstrass nos será útil
para demostrar la Proposición 1.5.5. Dicha proposición desempeña un papel
importante en el desarrollo de los resultados presentados en esta sección.

1.5.4 Teorema (Stone-Weierstrass, [11], 3.2.21). Sean X un espacio com-
pacto y R ⊆ C(X) un anillo de funciones que contiene a todas las funciones
constantes, separa a los puntos de X y es un subconjunto cerrado del espa-
cio RX equipado con la topoloǵıa de la convergencia uniforme. Entonces R
coincide con el anillo C(X).

1.5.5 Proposición. Sean X un espacio compacto y Y ⊆ Cp(X) tal que
e ∈ Y (donde e(x) = 1 para todo x ∈ X). Supongamos también que Y separa
a los puntos de X. Entonces el conjunto

M =
⋃

S(Y ) = {f : existenn ∈ N \ {0} yZ ∈ Sn(Y ) tales que f ∈ Z}

es denso en el espacio C(X) equipado con la topoloǵıa de la convergencia
uniforme.

Demostración. Recuerde que un espacio topológico Z es llamado espacio de
Fréchet si para todo A ⊆ Z y todo z ∈ cl(A) existe una sucesión z1, z2, . . .
de puntos de A que convergen a z. Es bien sabido que todo espacio primero
numerable es un espacio de Fréchet [11, 1.6.14]. Por lo tanto (RX , Tu) es
un espacio de Fréchet, donde Tu es la topoloǵıa de la convergencia uniforme
(Proposición C.2.1). Sea R la cerradura de M en (RX , Tu). Aśı, R ⊆ C(X)
debido a que el ĺımite uniforme de una sucesión de funciones continuas es
una función continua.

Para comprobar que R es un anillo de funciones, basta verificar que pa-
ra cualesquiera f, g ∈ M y cualesquiera a, b ∈ R sucede que max{f, g},
min{f, g}, af + bg ∈M . Tomemos n,m ∈ N \ {0} y Z ∈ Sn(Y ), Z̃ ∈ Sm(Y )

tales que f ∈ Z y g ∈ Z̃. Asumimos que n ≤ m. Entonces Sn(Y ) ⊆ Sm(Y )

y Z, Z̃ ∈ Sm(Y ). Por lo tanto max{f, g} ∈ ψ1(Z, Z̃) ∈ Sm+1(Y ). Análoga-
mente obtenemos que min{f, g}, af + bg ∈M .

Para concluir aplicamos el Teorema 1.5.4.

Denotaremos mediante el śımboloD(τ) al espacio discreto de cardinalidad
τ , donde τ es un cardinal infinito.

1.5.6 Definición. El espacio (X × D(τ))τ = Xτ × D(τ)τ es llamado τ -
envolvente de X y es denotado mediante oτ (X). Si X es homeomorfo a oτ (X),
decimos que X es τ -invariante.
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1.5.7 Proposición. El espacio oτ (X) es τ -invariante para cualquier espacio
X y cualquier cardinal τ .

Demostración. Sea Y = oτ (X). Entonces

oτ (Y ) = Y τ ×D(τ)τ = (Xτ ×D(τ)τ )τ ×D(τ)τ = Xτ ×D(τ)τ = oτ (X) = Y.

1.5.8 Proposición. Si un espacio X es τ invariante, entonces los espacios
Xτ y X ×D(τ) son homeomorfos a él.

Demostración. Sea X un espacio τ invariante. Entonces

Xτ = (Xτ ×D(τ)τ )τ = Xτ ×D(τ)τ = X.

Por otra parte, X ×D(τ) = (Xτ ×D(τ)τ )×D(τ) = Xτ ×D(τ)τ = X.

Como una consecuencia de la proposición anterior obtenemos lo siguiente.

1.5.9 Proposición. Sea X un espacio τ -invariante.

(i) Si |M | ≤ τ y Xα ∈ E(X) para todo α ∈ M , entonces
∏

α∈M Xα ∈
E(X).

(ii) Si γ es una familia de subespacios de un espacio Y , |γ| ≤ τ , γ ⊆ E(X),
entonces

⋃
γ ∈ E(X).

Demostración. (i) Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |M | = τ .
Para cada α ∈ M fijamos un espacio compacto Kα y una función continua
sobreyectiva gα : X × Kα → Xα. Sea g :

∏
α∈M (X × Kα) →

∏
α∈M Xα

definida mediante g{(xα, kα)} = {gα(xα, kα)}. Notamos que g es continua y
sobreyectiva. Además, por la Proposición 1.5.8:∏

α∈M

(
X ×Kα

)
= Xτ ×

( ∏
α∈M

Kα

)
= X ×

( ∏
α∈M

Kα

)
.

Utilizando el Teorema de Tychonoff y la definición de la familia E(X)
obtenemos que

∏
α∈M Xα ∈ E(X).

Si P es una clase de espacios, entonces (P)σδ denota a la familia de
espacios X que pueden ser representados en la forma X =

⋂∞
i=1 Xi, donde

cada Xi es la unión de una familia numerable de espacios que pertenecen a
la clase P .
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1.5.10 Teorema. Sea X un espacio compacto y P una clase de espacios
k-dirigida. Si existe Y ⊆ Cp(X) tal que Y ∈ P y Y separa a los puntos de
X, entonces Cp(X) ∈ (P)σδ.

Demostración. Sea e : X → R la función constante 1 en X. Por la Proposi-
ción 1.5.2, el espacio Ỹ = Y ∪ {e} pertenece a P . Definimos

M̃ =
⋃

S(Ỹ ) = {f : existenn ∈ N \ {0} yZ ∈ Sn(Ỹ ) tales que f ∈ Z},

y para cada n ∈ N \ {0}

Mn = {g ∈ RX : existe f ∈ M̃ tal que |g(x)− f(x)| ≤ 1
n

para todox ∈ X}.

La Proposición 1.5.5 implica que Cp(X) ⊆ M∗ =
⋂
{Mn : n ∈ N \ {0}}.

Además, M∗ ⊆ Cp(X) debido a que el ĺımite uniforme de una sucesión de
funciones continuas es una función continua. Por lo tanto Cp(X) =

⋂
{Mn :

n ∈ N \ {0}}.
Afirmamos que cada conjunto Mn se puede expresar como la unión de

una familia numerable de elementos de P . En efecto: la función Θ : M̃ ×
[− 1

n
, 1
n
]X →Mn definida mediante Θ(f, γ) = f+γ, es continua y sobreyectiva.

Además S(Ỹ ) es numerable y S(Ỹ ) ⊆ P (Proposición 1.5.3). Por lo tanto

Z ∈ S(Ỹ )⇒ Z ∈ P ⇒ E(Z) ⊆ P ⇒ Θ
(
Z × [− 1

n
, 1
n
]X
)
∈ P .

Finalmente,

Mn = Θ
(
M̃ × [− 1

n
, 1
n
]X
)

=
⋃
{Θ
(
Z × [− 1

n
, 1
n
]X
)

: Z ∈ S(Ỹ )}.

A continuación obtenemos algunas consecuencias importantes para nues-
tros propósitos.

1.5.11 Teorema. Sea X un espacio compacto, Y ⊆ Cp(X) y supongamos
que Y separa a los puntos de X. Entonces existen un espacio compacto P y
un subespacio cerrado B ⊆ oω(Y ) × P tales que Cp(X) es imagen continua
de B.
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Demostración. Consideremos la clase P = E(oω(Y )). Afirmamos que P es
una clase k -dirigida. En efecto: sean Z1, Z2 ∈ P . Por la Proposición 1.5.7 te-
nemos que oω(Y ) es ω-invariante. El inciso (i) de la Proposición 1.5.9 implica
que Z1 × Z2 ∈ P .

Ahora tomemos Z ∈ P y W ∈ E(Z). Por definición de E(Z), existen un
espacio compacto K y una función continua sobreyectiva g : Z×K → W . Por
otra parte, por definición de P , existen un espacio compacto F y una función
continua sobreyectiva h : oω(Y ) × F → Z. Definimos una función continua
sobreyectiva f : oω(Y ) × F × K → W mediante f(a, b, c) = g(h(a, b), c).
La compacidad de F × K implica que W ∈ E(oω(Y )) = P . Por lo tanto
E(Z) ⊆ P .

De esta manera, el Teorema 1.5.10 nos garantiza que Cp(X) ∈ (P)σδ.
Usando el inciso (ii) de la Proposición 1.5.9 obtenemos que si γ ⊆ P y
|γ| ≤ ω, entonces

⋃
γ ∈ P . Por lo tanto, existe {Zi : i ∈ N\{0}} ⊆ P tal que

Cp(X) =
⋂
{Zi : i ∈ N \ {0}} . Aśı, Cp(X) es homeomorfo a un subespacio

cerrado del producto T =
∏

i∈N\{0} Zi. Finalmente, por la Proposición 1.5.9
tenemos que T ∈ P .

1.5.12 Definición. Una clase P de espacios es llamada τ -perfecta, donde τ
es un cardinal infinito, si las siguientes condiciones se cumplen para cualquier
X ∈ P :

(i) oτ (X) ∈ P ;

(ii) E(X) ⊆ P ;

(iii) si Y ⊆ X y Y es cerrado en X, entonces Y ∈ P .

1.5.13 Proposición. La clase de todos los espacios Lindelöf-Σ es ω-perfecta.

Demostración. Sea P la clase de todos los espacios Lindelöf-Σ y X ∈ P .
Denotaremos mediante el śımbolo D(ω) al espacio discreto de cardinali-
dad ω. Los incisos (i) y (viii) del Corolario B.1.18 implican que oω(X) =
Xω×D(ω)ω ∈ P . Finalmente, usando el inciso (iv) de dicho corolario compro-
bamos que P satisface las condiciones (ii) y (iii) de la Definición 1.5.12.

Utilizando el Teorema 1.5.11 obtenemos el siguiente resultado.

1.5.14 Teorema. Sea X un espacio compacto y P una clase de espacios ω-
perfecta. Entonces Cp(X) ∈ P si y sólo si existe Y ⊆ Cp(X) tal que Y ∈ P
y Y separa a los puntos de X.
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Demostración. Primero demostramos la suficiencia de la condición dada. El
Teorema 1.5.11 implica que existen un espacio compacto P y un subespacio
cerrado B ⊆ oω(Y )× P tales que Cp(X) es imagen continua de B. Por otra
parte,

Y ∈ P ⇒ oω(Y ) ∈ P ⇒ E(oω(Y )) ⊆ P .

Aśı, oω(Y ) × P ∈ P . Por la condición (iii) de la Definición 1.5.12 obte-
nemos que B ∈ P . Por lo tanto Cp(X) ∈ E(B) ⊆ P (recuerde que E(B)
contiene a todas las imágenes continuas de B).

Para demostrar la necesidad basta tomar Y = Cp(X) .

El Teorema 1.5.14 y la Proposición 1.5.13 implican el siguiente resultado.

1.5.15 Corolario. Sea X un espacio compacto. Entonces Cp(X) es un es-
pacio Lindelöf-Σ si y sólo si existe Y ⊆ Cp(X) que separa a los puntos de X
y es un espacio Lindelöf-Σ.

1.5.16 Teorema. Sea P una clase de espacios ω-perfecta, X ∈ P y Y un
subespacio compacto de Cp(X). Entonces Cp(Y ) ∈ P.

Demostración. Consideremos la función ψ : X → Cp(Y ) dada por ψ(x)(f) =
f(x), para cada x ∈ X y cada f ∈ Y . Aśı, ψ(x) = x̂ �Y , para cada x ∈ X.
Afirmamos que ψ(X) ⊆ Cp(Y ) separa a los puntos de Y . En efecto, sean g y h
dos elementos distintos de Y . Entonces existe x0 ∈ X tales que g(x0) 6= h(x0).
Por lo tanto ψ(x0)(g) 6= ψ(x0)(h).

Por el inciso (ii) de la Definición 1.5.12 obtenemos que ψ(X) ∈ P . Invo-
cando el Teorema 1.5.14 obtenemos que Cp(Y ) ∈ P .

1.5.17 Ejemplo. Sean τ > ω, D(τ) el espacio discreto de cardinalidad τ y
ξ /∈ D(τ). Denotaremos mediante L(τ) = D(τ) ∪ {ξ} al espacio en que sólo
el punto ξ no es aislado y en donde las vecindades de ξ son los conjuntos
V ⊆ L(τ) tales que ξ ∈ V y L(τ) \ V es numerable. Observe que L(τ) es un
espacio de Lindelöf.

Afirmación: Sea f : L(τ)→ R. Entonces f ∈ Cp(L(τ)) y f(ξ) = 0 si y sólo
si {x ∈ L(τ) : f(x) 6= 0} es numerable.

Demostración de la afirmación:
Necesidad. Definimos Bn = f−1((− 1

n
, 1
n
)). Note que Bn ∈ T (ξ, L(τ)). Por
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definición de la topoloǵıa del espacio L(τ), sucede que |L(τ) \ Bn| ≤ ω.
Además

⋂
n∈N\{0}Bn = f−1({0}). Finalmente:∣∣ ⋃

n∈N\{0}

(L(τ) \Bn)
∣∣ = |{x ∈ L(τ) : f(x) 6= 0}| ≤ ω.

Suficiencia. Supongamos que f /∈ Cp(L(τ)) y f(ξ) = 0. Por definición de la
topoloǵıa del espacio L(τ) y por nuestras hipótesis, si S ⊆ R \ {0}, enton-
ces f−1(S) ∈ T (L(τ)). Por lo tanto, existe U ∈ T (0,R) tal que f−1(U) /∈
T (L(τ)) (de lo contrario f seŕıa continua). Como ξ ∈ f−1(U) y f−1(U) /∈
T (L(τ)):

|{x ∈ L(τ) : f(x) 6= 0}| ≥ |L(τ) \ f−1(U)| > ω.

Si suponemos que f ∈ Cp(L(τ)) y f(ξ) 6= 0, tenemos que

{x ∈ L(τ) : f(x) 6= 0} = f−1(R \ {0}) ∈ T (ξ, L(τ)).

Por lo tanto |L(τ) \ {x ∈ L(τ) : f(x) 6= 0}| ≤ ω. Concluimos que
|{x ∈ L(τ) : f(x) 6= 0}| > ω. �

La afirmación anterior muestra que el subespacio

{f ∈ Cp(L(τ)) : f(ξ) = 0} ⊆ Cp(L(τ))

es homeomorfo al subespacio ΣRτ ⊆ Rτ que consiste de todos los puntos
para los cuales el conjunto de coordenadas distintas de cero es numerable.

Recuerde que los espacios compactos contenidos en ΣRτ son llamados
compactos de Corson. Hemos visto por tanto que todo compacto de Corson
puede ser inmerso en Cp(L(τ)) para algún τ .

1.5.18 Definición. Para cada cardinal τ > ω, seaMτ la clase más pequeña
de espacios que satisface:

(i) L(τ) ∈Mτ ;

(ii) todo compacto pertenece a Mτ ;

(iii) si X ∈Mτ y Y ⊆ X, Y es cerrado en X, entonces Y ∈Mτ ;

(iv) el producto de cualquier familia a lo más numerable de espacios enMτ

pertenece a Mτ ;
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(v) la imagen de un espacio enMτ bajo una función continua pertenece a
Mτ .

1.5.19 Proposición. Para cualquier τ > ω, Mτ es una clase de espacios
ω-perfecta.

Demostración. Sea X ∈Mτ . Fijemos A ⊆ L(τ)\{ξ} tal que A es numerable.
Aśı, A es un subconjunto cerrado de L(τ). Si dotamos al conjunto A con la
topoloǵıa de subespacio respecto de L(τ) obtenemos que A es homeomorfo a
D(ω). De esta forma, podemos asumir que D(ω) es un subespacio cerrado de
L(τ). Los incisos (i) y (iii) de la Definición 1.5.18 implican que D(ω) ∈Mτ .
El inciso (iv) de dicha definición implica que oω(X) = Xω × (D(ω))ω ∈Mτ .

Ahora tomamos Z ∈ E(X). Existen un espacio compacto F y una función
continua sobreyectiva g : X × F → Z. Los incisos (ii), (iv) y (v) de la
Definición 1.5.18 implican que Z = g(X × F ) ∈Mτ .

El Teorema 1.5.16 y la Proposición 1.5.19 implican lo siguiente.

1.5.20 Proposición. Si Y ⊆ Cp(L(τ)) y Y es compacto, entonces Cp(Y ) ∈
Mτ .

Demostración. Basta recordar queMτ es una clase de espacios ω-perfecta y
que L(τ) ∈Mτ .

1.5.21 Proposición. La claseMτ consiste de todos los espacios que pueden
ser representados como una imagen continua de un subespacio cerrado del
producto del espacio (L(τ))ω y un espacio compacto.

Demostración. Sean F un espacio compacto, H un subespacio cerrado del
producto (L(τ))ω × F y g : H → Z una función continua sobreyectiva. Los
incisos (i)-(iv) de la Definición 1.5.18 implican que H ∈ Mτ . Finalmente, el
inciso (v) implica que Z = g(H) ∈Mτ .

Es muy importante para nosotros demostrar que todos los espacios enMτ

tienen la propiedad de Lindelöf. Para ello, note que debido a que el número
de Lindelöf de un espacio no se incrementa bajo la multiplicación del espacio
por un compacto, es suficiente aplicar el siguiente resultado.

1.5.22 Proposición. Para cualquier τ > ω el espacio (L(τ))ω es un espacio
de Lindelöf.
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El lector puede consultar una demostración de este último resultado en
[20]. La Proposición 1.5.20 y el Ejemplo 1.5.17 nos conducen al siguiente
resultado que es el objetivo principal de esta sección.

1.5.23 Teorema. Para cualquier compacto de Corson X, el espacio Cp(X)
es Lindelöf.
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Caṕıtulo 2

Teorema de H. Michalewski.

2.1. Introducción.

Recordemos que una biyección continua de un espacio Y en un espacio
Z es llamada condensación de Y sobre Z. Si existe una condensación de
Y sobre Z decimos que Y se condensa sobre Z. Note que determinar si la
topoloǵıa de un espacio puede ser debilitada a una topoloǵıa con propiedades
espećıficas es equivalente a determinar si tal espacio puede ser condensado
sobre algún espacio con las propiedades requeridas. En efecto: considere un
espacio topológico (Y, TY ). Si es posible dotar al conjunto Y de una topoloǵıa
T ∗ ⊆ TY , entonces la función identidad en Y , IdY : (Y, TY )→ (Y, T ∗), es una
condensación del espacio (Y, TY ) sobre el espacio (Y, T ∗). Rećıprocamente, si
existe un espacio (Z, TZ) y una condensación f : (Y, TY )→ (Z, TZ) entonces
la colección T ∗ = {f−1(U) : U ∈ TZ} es una topoloǵıa en Y más débil que
la topoloǵıa TY .

De esta manera, preguntarnos por la existencia de una topoloǵıa débil
compacta para un espacio X es equivalente a preguntarnos si existe una
condensación de X sobre un espacio compacto. La topoloǵıa de un espacio
de funciones Cp(X) nunca es compacta (a menos que X = ∅), por lo cual
tiene importancia el problema de determinar topoloǵıas débiles compactas
para este tipo de espacios topológicos.

Problema [A. V. Arhangel’skii, [2]]. ¿Bajo qué condiciones de X el
espacio Cp(X) admite una topoloǵıa débil compacta (σ-compacta)?

El problema anterior está relacionado con un viejo problema planteado
por S. Banach: ¿Todo espacio de Banach separable admite una topoloǵıa

39
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compacta y metrizable más débil? E. G. Pytkeev respondió esta pregunta
afirmativamente. Pytkeev demostró en [18] que siX es un subespacio de Borel
de un espacio completamente metrizable separable y X no es σ-compacto,
entonces existe una condensación de X sobre el cubo de Hilbert IN.

La idea de este caṕıtulo es exponer todos los resultados necesarios para
poder demostrar el siguiente resultado de H. Michalewski.

Teorema. Si X es un subconjunto proyectivo y no σ-compacto de un espacio
polaco, entonces Cp(X) admite una condensación sobre IN. A menos de que
X sea anaĺıtico, asumimos el Axioma de Determinación Proyectiva.

Este resultado de Michalewski (propiamente, el relativo a subconjuntos
anaĺıticos no σ-compactos de un espacio polaco) generaliza el resultado de
A. V. Arhangel’skii obtenido en [4] que establece que Cp(X) tiene una topo-
loǵıa débil compacta cuando X es un espacio metrizable σ-compacto. Pero
debemos subrayar el hecho de que no es posible generalizar el Teorema de
Michalewski (el relativo a subconjuntos anaĺıticos) para todos los espacios
metrizables separables. W. Marciszewski demostró en [16] que si se asume que
la mı́nima cardinalidad de una familia dominante de funciones f : N→ N es
igual a 2ω, entonces existe X un subespacio de R tal que Cp(X) no se conden-
sa sobre ningún espacio σ-compacto. Aún se desconoce si es posible construir
un ejemplo con estas caracteŕısticas sin hacer alguna hipótesis conjuntista
adicional.

En la Sección 2.2 presentamos una demostración del Teorema de Micha-
lewski y en la Sección 2.3 exponemos la construcción realizada por Marcis-
zewski en [16]. El lector encontrará en el Apéndice A una exposición de los
resultados de Teoŕıa Descriptiva que utilizaremos en este trabajo, particu-
larmente, encontrará una formulación precisa del Axioma de Determinación
Proyectiva.

2.2. Teorema de H. Michalewski.

En esta sección consideramos únicamente espacios metrizables y separa-
bles.

Decimos que un espacio topológico X es completamente metrizable si
admite una métrica compatible d tal que (X, d) es completo. Un espacio
separable y completamente metrizable es llamado espacio polaco. Es impor-
tante señalar que todo espacio metrizable y separable es homeomorfo a un
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subespacio del cubo de Hilbert IN. Particularmente, los espacios polacos son
(salvo homeomorfismo) los subespacios Gδ de IN [14, Teorema 4.14].

Llamaremos espacio de Cantor al espacio C = 2N, donde consideramos
a 2 = {0, 1} como espacio discreto y tomamos en 2N la topoloǵıa producto.
Además, llamaremos espacio de Baire al espacio N = NN, donde considera-
mos a N como espacio discreto y tomamos en NN la topoloǵıa producto. Estos
espacios desempeñan un papel fundamental en el área de Teoŕıa Descriptiva.
Debido a que el producto de una cantidad a lo más numerable de espacios
polacos, es a su vez un espacio polaco [14, Proposición 3.3] obtenemos que C
y N son espacios polacos. Subrayamos el hecho de que todo espacio polaco y
cero-dimensional es homemomorfo a un subespacio cerrado de N , aśı como a
un subespacio Gδ de C (Teorema A.4.10). Recuerde que un espacio topológico
es cero-dimensional si es Hausdorff y tiene una base formada por conjuntos
cerrado-abiertos.

A continuación definimos a la jerarqúıa de Borel y a la jerarqúıa pro-
yectiva. Además enunciamos las propiedades categóricas de estas clases que
utilizaremos en la demostración del teorema de Michalewski.

Recuerde que si (X, T ) es un espacio topológico, su σ-álgebra de Borel
es la menor σ-álgebra de subconjuntos de X que contiene a los subconjuntos
abiertos, es decir, la menor colección de subconjuntos de X que contiene a T
y que es cerrada bajo uniones numerables, intersecciones numerables y com-
plementos. Denotamos a la σ-álgebra de Borel de (X, T ) mediante BBB(X, T )
ó BBB(X). Supongamos que (X, T ) es un espacio metrizable, de manera que
todo subconjunto cerrado de X es un subconjunto Gδ (Teorema A.2.3). Para
cada ordinal 1 ≤ ξ < ω1 definimos, por recursión transfinita, las siguientes
clases de subconjuntos de X:

(i) ΣΣΣ0
1(X) = {U ⊆ X : U es abierto},

(ii) ΠΠΠ0
ξ(X) = {X \ A : A ∈ ΣΣΣ0

ξ(X)},

(iii) ΣΣΣ0
ξ(X) = {

⋃
n∈NAn : An ∈ ΠΠΠ0

ξn
(X), con 1 ≤ ξn < ξ, para cada n ∈

N}, si ξ > 1,

(iv) ∆∆∆0
ξ(X) = ΣΣΣ0

ξ(X) ∩ΠΠΠ0
ξ(X).

La siguiente notación nos ayudará a entender qué tipo de subconjuntos de X
conforman a cada una de las clases recién definidas. Denotaremos mediante
G(X) a la colección de todos los subconjuntos abiertos deX y mediante F (X)
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a la colección de todos los subconjuntos cerrados. Además, para cualquier
colección E de subconjuntos de X, definimos Eσ = {

⋃
n∈NAn : An ∈ E , n ∈

N} y Eδ = {
⋂
n∈NAn : An ∈ E , n ∈ N}. Entonces ΣΣΣ0

1(X) = G(X), ΠΠΠ0
1(X) =

F (X), ΣΣΣ0
2(X) = (F (X))σ = Fσ(X), ΠΠΠ0

2(X) = (G(X))δ = Gδ(X), ΣΣΣ0
3(X) =

(Gδ(X))σ = Gδσ(X), ΠΠΠ0
3(X) = (Fσ(X))δ = Fσδ(X), etc.

No será complicado para el lector verificar que ΣΣΣ0
ξ(X)∪ΠΠΠ0

ξ(X) ⊆∆∆∆0
ξ+1(X),

para todo ordinal 1 ≤ ξ < ω1. Esto implica que

BBB(X) =
⋃
ξ<ω1

ΣΣΣ0
ξ(X) =

⋃
ξ<ω1

ΠΠΠ0
ξ(X) =

⋃
ξ<ω1

∆∆∆0
ξ(X).

De esta forma, hemos obtenido una descomposición de los conjuntos de
Borel de X, en una jerarqúıa de a lo más ω1 niveles de conjuntos. Esta
descomposición es llamada la jerarqúıa de Borel. Podemos representar esta
jerarqúıa en el siguiente esquema:

ΣΣΣ0
1 ΣΣΣ0

2 ΣΣΣ0
3 . . .

∆∆∆0
1 ∆∆∆0

2 ∆∆∆0
3

ΠΠΠ0
1 ΠΠΠ0

2 ΠΠΠ0
3 . . .

donde cualquier clase está contenida en toda clase a la derecha de ella. Cuan-
do no haya confusión escribiremos simplemente ΣΣΣ0

ξ , ΠΠΠ0
ξ y ∆∆∆0

ξ , sin indicar
expĺıcitamente el espacio X.

Ahora definiremos a las clases proyectivas.

2.2.1 Definición. Sea X un espacio polaco y A un subconjunto de X. Deci-
mos que A es anaĺıtico si existen un espacio polaco Y y una función continua
f : Y → X tales que f(Y ) = A. Un conjunto B es coanaĺıtico si X \ B es
anaĺıtico. Denotamos a la clase de conjuntos anaĺıticos (respectivamente, la
clase de conjuntos coanaĺıticos) contenidos en X mediante el śımbolo ΣΣΣ1

1(X)
(respectivamente, ΠΠΠ1

1(X)).

Observe que ∅ es anaĺıtico tomando Y = ∅. El Teorema A.5.5 establece
que si X es un espacio polaco y A ∈ BBB(X) \ {∅}, entonces existe una función
continua y sobreyectiva g : N → A. Esto implica que BBB(X) ⊆ ΣΣΣ1

1(X). Como
BBB(X) es cerrada bajo complementos, obtenemos queBBB(X) ⊆ ΣΣΣ1

1(X)∩ΠΠΠ1
1(X),

para cualquier espacio polaco X.
Ahora definimos recursivamente a las clases proyectivas ΣΣΣ1

n, ΠΠΠ1
n y ∆∆∆1

n de
subconjuntos en espacios polacos de la siguiente manera:
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(i) ΣΣΣ1
1 es la clase de conjuntos anaĺıticos contenidos en algún espacio po-

laco,

(ii) ΠΠΠ1
n = {X \ A : X es polaco, A ∈ ΣΣΣ1

n(X)},

(iii) ΣΣΣ1
n+1 = {proyX(A) : X es polaco, A ∈ ΠΠΠ1

n(X × N )}, donde proyX :
X ×N → X es la proyección al primer factor,

(iv) ∆∆∆1
n = ΣΣΣ1

n ∩ΠΠΠ1
n.

Es cierto que ΣΣΣ1
n ∪ΠΠΠ1

n ⊆ ∆∆∆1
n+1, para todo n ∈ N \ {0} (Teorema A.6.6).

Aśı, definimos

P =
⋃

n∈N\{0}

ΣΣΣ1
n =

⋃
n∈N\{0}

ΠΠΠ1
n =

⋃
n∈N\{0}

∆∆∆1
n.

Los elementos de la clase P son llamados conjuntos proyectivos. De esta
forma, tenemos el siguiente esquema de la jerarqúıa proyectiva :

ΣΣΣ1
1 ΣΣΣ1

2 ΣΣΣ1
3 . . .

∆∆∆1
1 ∆∆∆1

2 ∆∆∆1
3

ΠΠΠ1
1 ΠΠΠ1

2 ΠΠΠ1
3 . . .

donde cualquier clase está contenida en toda clase a la derecha de ella.
Las propiedades categóricas más básicas de las clases proyectivas están

plasmadas en la siguiente proposición.

2.2.2 Proposición. (i) Las clases ΣΣΣ1
n son cerradas bajo preimágenes con-

tinuas, uniones e intersecciones numerables.

(ii) Las clases ΠΠΠ1
n son cerradas bajo preimágenes continuas, uniones e in-

tersecciones numerables.

(iii) Las clases ∆∆∆1
n son cerradas bajo preimágenes continuas, complementos

y uniones numerables.

Dado un espacio polaco X y n ∈ N\{0}, denotaremos mediante el śımbolo
ΣΣΣ1
n(X) (respectivamente, ΠΠΠ1

n(X) y ∆∆∆1
n(X)) a la colección de todos los sub-

conjuntos de X que pertenecen a la clase ΣΣΣ1
n (respectivamente, ΠΠΠ1

n y ∆∆∆1
n).

A través de todo este caṕıtulo, en varias ocasiones construiremos inmer-
siones a partir de productos diagonales de familias dadas de funciones. Para
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recordar la definición de producto diagonal de funciones remitimos al lec-
tor a la Observación 1.2.6. Recuérdese también que una familia de funciones
F = {fs : X → Ys : s ∈ S} separa (o distingue) puntos del espacio X si
para cada par de puntos distintos x, y ∈ X, existe un ı́ndice s ∈ S tal que
fs(x) 6= fs(y). Adicionalmente, decimos que la familia F separa (o distingue)
puntos de subconjuntos cerrados de X si para cada x ∈ X y cada conjunto
cerrado F ⊆ X tal que x /∈ F existe un ı́ndice s ∈ S tal que fs(x) /∈ cl(fs(F )).
El siguiente teorema nos será de mucha utilidad para crear inmersiones. El
lector puede consultar una demostración del mismo en [11, Teorema 2.3.20].

2.2.3 Teorema (Teorema de la diagonal). Sea F = {fs : X → Ys : s ∈ S}
una familia de funciones continuas. Si F separa puntos de X, entonces el
producto diagonal f = ∆ s∈S fs : X →

∏
s∈S Ys es una función inyectiva.

Si, además, la familia F separa puntos y conjuntos cerrados, entonces f es
una inmersión. Particularmente, si existe s ∈ S tal que fs es una inmersión,
entonces f es también una inmersión.

Ahora consideramos la noción de uniformización.

2.2.4 Definición. Dados dos conjuntos X, Y y G ⊆ X × Y , una uniformi-
zación de G es un subconjunto G̃ ⊆ G tal que

∀ x ∈ X ( ∃ y ∈ Y (x, y) ∈ G ⇔ ∃! y ∈ Y (x, y) ∈ G̃ ).

En tal caso se dice que G̃ uniformiza a G.

Note que, en el contexto de la definición anterior, G̃ es la gráfica de una
función g con dominio A = proyX(G) tal que (x, g(x)) ∈ G ∩ ({x} × Y ),
para todo x ∈ A. El Axioma de Elección implica que todo subconjunto de
X × Y admite una uniformización, sin embargo, centraremos nuestro interés
en uniformizaciones “definibles”.

A partir de ahora, la expresión “Γ es una clase de conjuntos”significa
que Γ es alguna de las clases proyectivas, o bien, alguna de las clases que
conforman la jerarqúıa de Borel de algún espacio metrizable y separable.
Si X es un espacio metrizable y separable y Γ es una clase de conjuntos,
denotaremos mediante Γ(X) a la colección de todos los subconjuntos de X
que pertenecen a la clase Γ. Introducimos ahora una propiedad que será de
mucha utilidad para nuestros propósitos.

2.2.5 Definición. Sea Γ una clase de conjuntos. Decimos que Γ tiene la
propiedad de uniformización si para todo par de espacios polacos X y Y y
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todo G ∈ Γ(X × Y ) existe G̃ ∈ Γ(X × Y ) tal que G̃ es una uniformización
de G.

En [13, Teorema 4.50] se demuestra que existe un conjunto cerrado C ⊆
N ×N que no admite una uniformización que pertenece a la clase ΣΣΣ1

1. Aśı, la
clase ΣΣΣ1

1 no posee la propiedad de uniformización. El siguiente resultado nos
dice que si asumimos el Axioma de Determinancia Proyectiva (ADP), esto
es, si asumimos:

Axioma de determinación proyectiva (ADP). Si X ⊆ NN es un con-
junto proyectivo, entonces cualquier juego G(N, X) está determinado.

entonces la clase ΣΣΣ1
l tiene la propiedad de uniformización siempre que l ∈

N \ {0} sea un número par, mientras que la clase ΠΠΠ1
l tiene dicha propiedad

siempre que l ∈ N\{0} sea un número impar. No daremos una demostración
de este resultado, el lector interesado puede consultar [14, Corolario 39.9].

2.2.6 Teorema. (ADP) Para todo m ∈ N \ {0}, las clases ΣΣΣ1
2m+2 y ΠΠΠ1

2m+1

tienen la propiedad de uniformización.

Utilizaremos ahora el Teorema 2.2.6 para demostrar el siguiente Teorema.

2.2.7 Teorema. (ADP) Sea n ∈ N con n ≥ 3. Para cualquier A ∈ ΣΣΣ1
n existe

P ∈ ΠΠΠ1
n(C) que se condensa sobre A.

Demostración. Por el Teorema A.6.7, existen un espacio polaco Y que con-
tiene a A, un conjunto P0 ∈ ΠΠΠ1

n−1(C) y una función continua h : P0 → Y
tal que h(P0) = A. Sea H : P0 → Y × C el producto diagonal de la función
h : P0 → Y y de la función inclusión iP0 : P0 → C. Aśı, H(x) = (h(x), x)
para cada x ∈ P0. Por el Teorema 2.2.3, H es una inmersión. Definimos
G = H(P0). Utilizando el hecho de que la clase ΠΠΠ1

n−1 es cerrada bajo imáge-
nes homeomorfas (Proposición 2.2.2) obtenemos que G ∈ ΠΠΠ1

n−1(Y ×C). Note

que existe G̃ ∈ ΠΠΠ1
n(Y × C) una uniformización de G. En efecto: de acuerdo

con el Teorema 2.2.6, las clases ΠΠΠ1
j , tales que j es un número impar, tienen

la propiedad de uniformización. Por lo tanto, alguna de las clases ΠΠΠ1
n, ΠΠΠ1

n−1

tiene la propiedad de uniformización. Supongamos que la clase ΠΠΠ1
n−1 tiene la

propiedad de uniformización. Entonces existe G̃ ∈ ΠΠΠ1
n−1(Y ×C) una uniformi-

zación de G. Por el Teorema A.6.6, ΠΠΠ1
n−1 ⊆ ΠΠΠ1

n. Aśı, G̃ es una uniformización
de G que pertenece a la clase ΠΠΠ1

n. Razonamos de forma semejante si la clase
ΠΠΠ1
n tiene la propiedad de uniformización.
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Observe que proyY (G) = A. En efecto: si y ∈ A, entonces existe x ∈ P0

tal que y = h(x). Por lo tanto (y, x) ∈ H(P0) = G y en consecuencia y =
proyY (y, x) ∈ proyY (G). Por otra parte, si y ∈ proyY (G), entonces existe
x ∈ C tal que (y, x) ∈ G = H(P0). Esto implica que existe x∗ ∈ P0 tal que
(y, x) = (h(x∗), x∗). Por lo tanto y = h(x∗) ∈ h(P0) = A.

Definimos P = H−1(G̃) ⊆ P0. De esta forma, P ∈ ΠΠΠ1
n(C) debido a que

es la preimágen continua de un elemento de la clase ΠΠΠ1
n (Proposición 2.2.2).

Sólo falta verificar que h �P es inyectiva y que h(P ) = A. Veamos que h �P es
inyectiva: sean x, x′ ∈ P tales que h(x) = h(x′). Por definición del conjunto

P , los puntos (h(x), x) y (h(x), x′) pertenecen a G̃ ⊆ G. Utilizando que G̃
es una uniformización de G, obtenemos que existe un único z ∈ C tal que
(h(x), z) ∈ G̃. Por lo tanto x = x′.

Ahora verificaremos que h(P ) = A. Si x ∈ P , entonces (h(x), x) ∈ G̃ ⊆ G.
Debido a que proyY (G) = A, obtenemos que h(x) ∈ A. Rećıprocamente, si
y ∈ A = proyY (G), entonces existe x ∈ C tal que (y, x) ∈ G = H(P0). Esto
implica que existe x0 ∈ P0 tal que (y, x) = (h(x0), x0). Por lo tanto x = x0 y
y = h(x0), es decir, x ∈ P0 y y = h(x).

Es posible demostrar (sin asumir el Axioma de Determinancia Proyectiva)
la versión del Teorema 2.2.7 para las clases ΣΣΣ1

1 y ΣΣΣ1
2. En el caso de la clase

ΣΣΣ1
2, empleamos la técnica expuesta en el párrafo anterior y el hecho de que

la clase ΠΠΠ1
1 tiene la propiedad de uniformización [14, Teorema 36.14]. En el

caso de la clase ΣΣΣ1
1 utilizamos el Teorema 39.3 de [15]. En resumen, tenemos

el siguiente resultado.

2.2.8 Teorema. Sea n ∈ {1, 2}. Para cualquier A ∈ ΣΣΣ1
n existe P ∈ ΠΠΠ1

n(C)
que se condensa sobre A.

Con el propósito de establecer en forma precisa la demostración del re-
sultado de Michalewski es que establecemos lo siguiente.

Sea m un elemento fijo de N. Definimos

Cm = {x = (xk) ∈ IN : existe k0 ∈ N tal que xk = 1
m+1

para todo k ≥ k0}.

Observe que Cm es el conjunto de sucesiones en I que se estacionan en 1
m+1

.

2.2.9 Lema. Para cada m ∈ N, se tiene que Cm es un subconjunto Fσ del
producto IN.
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Demostración. Para cada l ∈ N definimos

C l
m = {x = (xk) ∈ IN : xk = 1

m+1
para todo k ≥ l}.

Debido a que Cm =
⋃

l∈N C
l
m, basta demostrar que C l

m es un subconjunto
cerrado de IN, para todo l ∈ N. Tomemos pues l un elemento arbitrario de N y
x = (xk) ∈ cl(C l

m). Ahora recordamos que IN es un espacio metrizable debido
a que es el producto de una cantidad numerable de espacios metrizables. Esto
implica que existe una sucesión s = (xj) ⊆ C l

m que converge a x. Pero el
espacio IN está equipado con la topoloǵıa de la convergencia puntual (ver
la Proposición 1.2.1). Por lo tanto, si utilizamos la notación xj = (xjk) =
(xj0, x

j
1, . . . , x

j
k, . . .) para representar a cada término de s, obtenemos que

ĺım
j→∞

xjk = xk, para todo k ∈ N.

Como s ⊆ C l
m, sucede que xjk = 1

m+1
, para todo j ∈ N y para todo k ≥ l.

Esto implica que si k ≥ l, entonces

ĺım
j→∞

xjk = ĺım
j→∞

1
m+1

= 1
m+1

.

Por lo tanto xk = 1
m+1

, para todo k ≥ l. Concluimos que x ∈ C l
m y en

consecuencia C l
m es un subconjunto cerrado de IN.

De ahora en adelante, denotaremos mediante πk a la proyección en IN

sobre el k-ésimo factor I (para cada k ∈ N), y mediante π1
k y π2

k denotaremos
a las proyecciones en los factores apropiados del producto IN × IN.

2.2.10 Lema. Sea n ∈ N \ {0} y Γ alguna de las clases ΣΣΣ1
n, ΠΠΠ1

n. Si X ∈ Γ,
M es un subconjunto cerrado de X y f : M → IN× (IN \Cm) es una función
continua e inyectiva tal que f(M) ∈ Γ, entonces existe una función g : X →
IN× IN continua e inyectiva que extiende a f y tal que g(X \M) ⊆ IN×Cm.
Además g(X) ∈ Γ.

Demostración.
Afirmación 1: Existe una inmersión h : X → IN tal que para todo k ∈ N,
el conjunto {m ∈ N : πm ◦ h = πk ◦ h} es infinito.

Demostración de la Afirmación: Como X es un espacio metrizable y sepa-
rable, existe una inmersión λ : X → IN [14, Teorema 4.14]. Consideremos
{Ln : n ∈ N} una colección de subconjuntos infinitos de N, ajenos entre śı y
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tales que N =
⋃
n∈N Ln. Definimos h : X → IN mediante h(x)(k) = λ(x)(n),

donde n es el único número natural tal que k ∈ Ln.
Veamos que h es inyectiva. Sean x, y dos elementos distintos de X. Como

la función λ es inyectiva, existe n ∈ N tal que λ(x)(n) 6= λ(y)(n). Fijando
cualquier k ∈ Ln obtenemos que h(x)(k) = λ(x)(n) 6= λ(y)(n) = h(y)(k).
Por lo tanto h(x) 6= h(y).

Ahora comprobaremos que h es continua. Por la Proposición 1.2.3, basta
verificar que πk ◦ h es continua, para todo k ∈ N. Sea k ∈ N. Si n es el único
número natural tal que k ∈ Ln, entonces (πk ◦ h)(x) = h(x)(k) = λ(x)(n) =
(πn ◦λ)(x). Por lo tanto πk ◦h = πn ◦λ. Como λ es continua, obtenemos que
πk ◦ h también es continua.

Ahora veamos que para todo k ∈ N, el conjunto {m ∈ N : πm◦h = πk◦h}
es infinito. Sea k ∈ N y n el único número natural tal que k ∈ Ln. Veamos
que Ln ⊆ {m ∈ N : πm ◦ h = πk ◦ h}. Tomemos m ∈ Ln y x ∈ X. Entonces
(πm ◦ h)(x) = h(x)(m) = λ(x)(n). Como k también es un elemento de Ln,
sucede que (πk ◦ h)(x) = h(x)(k) = λ(x)(n). Por lo tanto πm ◦ h = πk ◦ h.
Debido a que Ln es infinito, obtenemos que {m ∈ N : πm ◦ h = πk ◦ h}
también es infinito. �

Como M es un subconjunto cerrado de X, sucede que M es un subcon-
junto Gδ de X (Teorema A.2.3). Por lo tanto X \M es un subconjunto Fσ de
X. Aśı, podemos representarlo en la forma X \M =

⋃∞
n=0Mk, donde Mk es

cerrado en X y Mk ⊆Mk+1, para todo k ∈ N (recuerde que la unión finita de
subconjuntos cerrados de un espacio topológico es a su vez un subconjunto
cerrado).

Observe ahora que

f =
(
∆k∈N(π1

k ◦ f)
)
∆
(
∆k∈N(π2

k ◦ f)
)
. (2.1)

En efecto: sea x un elemento arbitrario de M . Denotamos f(x) = (ux, vx),
donde ux = (ux0 , u

x
1 , . . .) y vx = (vx0 , v

x
1 , . . .). De esta forma:

ux =
(
(π1

0 ◦ f)(x), (π1
1 ◦ f)(x), . . .

)
= ∆k∈N(π1

k ◦ f)(x) y

vx =
(
(π2

0 ◦ f)(x), (π2
1 ◦ f)(x), . . .

)
= ∆k∈N(π2

k ◦ f)(x).

La ecuación (2.1) nos sugiere que podemos obtener una extensión continua
de f definiendo dos colecciones de funciones continuas {Φk : X → I : k ∈ N}
y {Ψk : X → I : k ∈ N} tales que Φk �M= π1

k ◦ f y Ψk �M= π2
k ◦ f ,

para todo k ∈ N. Posteriormente consideraremos los productos diagonales de
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cada una de estas familias, esto es g1 = ∆k∈NΦk y g2 = ∆k∈NΨk. Finalmente,
el producto diagonal de g1 y g2 nos proporcionará una función continua
g : X → IN × IN que extiende a f .

Con esta idea en mente definimos, para cada k ∈ N, φk, ψk : Mk ∪M →
[0, 1] mediante

φk(x) =

{
(π1

k ◦ f)(x) si x ∈M ,
(πk ◦ h)(x) si x ∈Mk,

ψk(x) =

{
(π2

k ◦ f)(x) si x ∈M ,
1

m+1
si x ∈Mk,

Por el Teorema de Extensión de Tietze [14, Teorema 1.3] existen Φk, Ψk :
X → [0, 1] extensiones continuas de φk y ψk. Definimos g1 = ∆k∈NΦk, g

2 =
∆k∈NΨk y g = g1∆g2.

Afirmación 2: La función g es una extensión de f .

Demostración de la Afirmación: Observe que si x ∈M , entonces

g1(x) = ∆k∈NΦk(x) = ∆k∈Nφk(x) = ∆k∈N(π1
k ◦ f)(x).

Análogamente g2(x) = ∆k∈N(π2
k ◦ f)(x). Utilizando la ecuación (2.1) y la

definición de la función g obtenemos que g(x) = f(x). Por lo tanto g �M= f .
�

Afirmación 3: g(X \M) ⊆ IN × Cm.

Demostración de la Afirmación: Sea x ∈ X \M . Fijando k0 ∈ N tal que x ∈
Mk0 y utilizando el hecho de que Mk ⊆ Mk+1, para todo k ∈ N, obtenemos
lo siguiente:

∀ k ≥ k0

(
x ∈Mk0 ⇒ x ∈Mk ⇒ ψk(x) = 1

m+1
⇒ Ψk(x) = 1

m+1

)
.

Además, por definición de la función g2, sucede que g2(x) = ∆k∈NΨk(x).
Estos dos hechos implican que (πk ◦g2)(x) = Ψk(x) = 1

m+1
, para todo k ≥ k0.

Por lo tanto g2(x) ∈ Cm. �

Afirmación 4: Para todo k ∈ N, sucede que g �Mk
es una inmersión.

Demostración de la Afirmación: Sea k un elemento arbitrario de N. Por la
Afirmación 1, para cada l ∈ N, el conjunto {m ∈ N : πm ◦ h = πl ◦ h} es
infinito. Por lo tanto, para cada l ∈ N,

{m ∈ N : πm ◦ h = πl ◦ h} ∩ {k + 1, k + 2, k + 3, . . .} 6= ∅.
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Sea ml el mı́nimo de este conjunto. Aśı, ml > k y πml ◦ h = πl ◦ h. Particu-
larmente, Mk ⊆

⋂
l∈NMml . De esta forma, para cualquier x ∈Mk,

∆l∈NΦml(x) = ∆l∈Nφml(x) = ((πm0 ◦ h)(x), (πm1 ◦ h)(x), . . .) = h(x).

Por lo tanto ∆l∈NΦml �Mk
coincide con h �Mk

. Además, como h es una inmer-
sión y Mk es cerrado en X, sucede que h �Mk

también es una inmersión. De
esta forma, g �Mk

es una inmersión, ya que es el producto diagonal de una
familia de funciones que contiene a la colección {Φml �Mk

: l ∈ N} (Teorema
2.2.3). �

Afirmación 5: g(X) ∈ Γ.

Demostración de la Afirmación 5: Observe que

g(X) = g
(
M ∪ (X \M)

)
= f(M) ∪

⋃
k∈N

g(Mk).

Además, recuerde que BBB(X) ⊆ ∆∆∆1
1(X) ⊆ Γ(X) (Teoremas A.5.5 y A.6.6) y

que la clase Γ es cerrada bajo imágenes homeomorfas y uniones numerables
(Proposición 2.2.2). Utilizando que, para todo k ∈ N, Mk es cerrado en X y
g �Mk

es una inmersión, obtenemos que
⋃
k∈N g(Mk) ∈ Γ. Como f(M) ∈ Γ,

concluimos que g(M) ∈ Γ. �

Finalmente, la inyectividad de g es consecuencia de lo siguiente:

la familia {Mk : k ∈ N} es creciente,

g �M es inyectiva y g �Mk
es inyectiva, para cada k ∈ N,

g(M) ∩ g(X \M) = ∅.

Esto finaliza la demostración del lema.

Ahora introducimos la siguiente noción.

2.2.11 Definición. Sea Γ una clase de conjuntos, Z un espacio polaco y
X ⊆ Z. Decimos que X es Γ-duro si para cada P ∈ Γ(C) existe una función
continua g : C → X tal que P = g−1(X). Decimos que X es Γ-completo si X
es Γ-duro y X ∈ Γ.
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Note que, en el contexto de la definición anterior, X es Γ-duro, si y sólo
si, cualquier elemento de la clase Γ(C) es una preimagen continua de X. La
noción que introducimos a continuación nos proporciona los ejemplos más
comúnes de conjuntos Γ-completos.

2.2.12 Definición. Sean X, Y espacios polacos y Γ una clase de conjuntos.
Decimos que un conjunto U ⊆ Y × X es Y -universal para Γ(X) si U ∈
Γ(Y ×X) y Γ(X) = {Uy : y ∈ Y }, donde Uy = {x ∈ X : (y, x) ∈ U}, para
cada y ∈ Y .

Observación: Consideremos ahora Y un espacio polaco y Γ una clase de
conjuntos. Observe que si existe U ⊆ Y × C que es Y -universal para Γ(C),
entonces U es Γ-completo. En efecto: U ∈ Γ, por definición de conjunto Y -
universal para Γ(C). Por otra parte, debido a que Γ(C) = {Uy : y ∈ Y },
obtenemos que para cada P ∈ Γ(C) existe y ∈ Y tal que P = Uy. Para
demostrar que U es Γ-duro debemos exhibir una función continua g : C →
Y × C tal que P = g−1(U). Sea g : C → Y × C dada por g(x) = (y, x), para
cada x ∈ C. Aśı g−1(U) = {x ∈ C : (y, x) ∈ U} = Uy = P .

La observación anterior y el hecho de que para cada n ∈ N, existe un
conjunto C-universal para ΠΠΠ1

n(C) (Teorema A.6.10), implican el resultado
plasmado en el siguiente lema.

2.2.13 Lema. Para todo n ∈ N \ {0}, existe un conjunto U ⊆ C × C que es
ΠΠΠ1
n-completo.

Emplearemos el siguiente resultado sin dar una demostración del mismo.
El lector interesado puede consultar [14, 26.11].

2.2.14 Lema. Sea Γ una clase de conjuntos tal que ΣΣΣ0
2 ∪ΠΠΠ0

2 ⊆ Γ, cerrada
bajo preimágenes continuas y uniones e intersecciones finitas. Si Z es polaco
y X ⊆ Z, entonces X es Γ-duro, si y sólo si, para cada P ∈ Γ(C) existe una
inmersión g : C → Z tal que P = g−1(X).

Utilizando el resultado anterior podemos demostrar lo siguiente:

2.2.15 Lema. Sea Γ una clase de conjuntos tal que ΣΣΣ0
2∪ΠΠΠ0

2 ⊆ Γ, cerrada bajo
preimágenes continuas y uniones e intersecciones finitas. Si Z es un espacio
polaco, X es un subconjunto cerrado de Z y X es Γ-duro, entonces para cada
P ∈ Γ(C) existe F un subconjunto cerrado de X tal que F es homeomorfo a
P .
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Demostración. Sea P ∈ Γ(C). Por el Lema 2.2.14, existe una inmersión g :
C → Z tal que P = g−1(X). Debido a que g es continua y a que X es
cerrado en Z, obtenemos que P es cerrado en C. Como g : C → g(C) es
un homeomorfismo, g(P ) es cerrado en g(C). Por otra parte, debido a que
C es un espacio compacto y a que Z es un espacio Hausdorff, sucede que
g : C → Z es una función cerrada. Aśı, g(C) es cerrado en Z. Por lo tanto
g(P ) es cerrado en Z. El hecho de que g(P ) = g(g−1(X)) ⊆ X implica que
g(P ) = g(P ) ∩ X. Por lo tanto g(P ) es cerrado en X. Finalmente, como P
es un subconjunto cerrado de C y g : C → g(C) es un homeomorfismo, sucede
que g �P : P → g(P ) es también un homeomorfismo.

2.2.16 Teorema. (a) Si X es un espacio ΠΠΠ1
1-completo ó bien ΠΠΠ1

2-completo,
entonces X se condensa sobre IN × IN.

(b) Si X es un espacio ΠΠΠ1
n-completo con n ≥ 3, asumiendo el Axioma de

Determinancia Proyectiva podemos concluir que X se condensa sobre
IN × IN.

Demostración. Haremos la construcción de la condensación de X sobre IN×
IN para ambos casos (inciso (a) e inciso (b)), haciendo énfasis en la aplicación
del Axioma de Determinancia Proyectiva en el momento justo en que lo
hagamos. Fijemos n ∈ N \ {0}. El Lema 2.2.13 y el hecho de que C × C
es homeomorfo a C garantizan la existencia de un conjunto Y ⊆ C que es
ΠΠΠ1
n-completo.

Afirmación 1: Existe una inmersión cerrada i : N× Y → X.

Demostración de la afirmación: Sabemos que el producto de una cantidad a
lo más numerable de espacios polacos es un espacio polaco [14, Proposición
3.3]. Recuerde que un espacio topológico es cero-dimensional si es Hausdorff
y tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos. El Corolario A.1.3
establece que el producto de una cantidad numerable de espacios discretos
es un espacio cero dimensional. Por lo tanto, N × C es un espacio polaco
y cero dimensional. Utilizando el Teorema A.4.10 obtenemos que N × C es
homemomorfo a un subespacio Gδ de C. Por esta razón podemos asumir que
N× C es un subespacio de C.

Debido a que la clase ΠΠΠ1
n es cerrada bajo imágenes homeomorfas y uniones

numerables (Proposición 2.2.2) obtenemos que N × Y =
⋃
k∈N({k} × Y ) ∈

ΠΠΠ1
n(C) (recuerde que N× Y ⊆ N× C ⊆ C).
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Como X es metrizable y separable, sucede que X es homeomorfo a un
subespacio del Cubo de Hilbert IN [14, Teorema 4.14]. Utilizando el Lema
2.2.14 y el hecho de que X es ΠΠΠ1

n-completo, obtenemos que existe una inmer-
sión g : C → IN tal que N × Y = g−1(X). Aśı, g(N × Y ) = g(g−1(X)) ⊆ X.
Definimos i = g �N×Y : N × Y → X. Como g es continua e inyectiva, suce-
de que i : N × Y → i(N × Y ) es biyectiva y continua. Aśı, para demostrar
que i : N × Y → i(N × Y ) es un homeomorfismo sólo falta verificar que
i : N× Y → i(N× Y ) es una función cerrada. Con este objetivo tomamos W
un subconjunto cerrado de C. Por la inyectividad de g:

i(W ∩ (N× Y )) = g(W ) ∩ g(N× Y ) = g(W ) ∩ i(N× Y ).

Como C es un espacio compacto y IN es un espacio Hausdorff, sucede que
g : C → IN es una función cerrada. Por lo tanto g(W ) es cerrado en IN y en
consecuencia g(W ) ∩ i(N × Y ) es cerrado en i(N × Y ). Esto demuestra que
i : N× Y → X es una inmersión.

Ahora comprobaremos que i : N × Y → X es una función cerrada. Para
esto verificaremos que i(N×Y ) es un subespacio cerrado de X. Basta analizar
lo que sucede cuando i(N × Y ) $ X. Tomemos x ∈ X \ i(N × Y ). Observe
que no es posible que x ∈ g(C). En efecto: si x ∈ g(C), entonces x = g(s),
para un único s ∈ C. Aśı, s ∈ g−1(X) = N × Y . Por lo tanto x ∈ i(N × Y ),
lo que contradice la elección de x. De esta forma,

x ∈ X \ (i(N× Y ) ∪ g(C)) = X \ g(C).

Como g : C → IN es una función cerrada, g(C) es cerrado en IN. Por lo
tanto X \ g(C) es una vecindad del punto x en el espacio X, contenida en
X \ i(N× Y ). Esto demuestra que i(N× Y ) es cerrado en X.

De esta forma, si F es un subconjunto cerrado de C, entonces:

i(F ∩ (N× Y )) = g(F ∩ (N× Y )) = g(F ) ∩ g(N× Y ) = g(F ) ∩ i(N× Y ).

Por lo tanto i : N× Y → X es una función cerrada. �

Utilizando la inmersión cerrada i : N × Y → X de la Afirmación 1,
definimos, para cada k ∈ N, Dk = i({k} × Y ).

Afirmación 2: La colección {Dk : k ∈ N} es una familia discreta de
subconjuntos cerrados de X. Además, para todo k ∈ N, Dk es un conjunto
ΠΠΠ1
n-completo.
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Demostración de la afirmación: Note que como i : N×Y → X es una función
cerrada, cada Dk es un subconjunto cerrado de X. Veamos que {Dk : k ∈ N}
es una familia discreta en X. Para esto elegimos x ∈ X.

Utilizando que i(N×Y ) es un subconjunto cerrado de X, obtenemos que
si x ∈ X \ i(N × Y ), entonces X \ i(N × Y ) es una vecindad de x que no
intersecta a ningún elemento de la familia {Dk : k ∈ N}.

Por otra parte, si x ∈ i(N × Y ) =
⋃
k∈N i({k} × Y ), entonces existe

un único k ∈ N tal que x ∈ Dk. Como i : N × Y → i(N × Y ) es un
homeomorfismo, sucede que Dk es abierto en i(N×Y ). Aśı, existe U ∈ T ∗(X)
tal que Dk = U ∩ i(N× Y ). Veamos que U sólo intersecta a un elemento de
la familia {Dk : k ∈ N}. Tomemos j ∈ N \ {k}. Es cierto que U ∩ Dj ⊆
U ∩ i(N × Y ) = Dk. Por lo tanto, si U ∩ Dj 6= ∅, entonces Dj ∩ Dk 6= ∅,
lo que es una contradicción (por la inyectividad de i, si j y k son elementos
distintos de N, entonces Dj ∩Dk = ∅).

Ahora veremos que para todo k ∈ N, Dk es un conjunto ΠΠΠ1
n-completo.

Sea k ∈ N. Como ΠΠΠ1
n es cerrada bajo imágenes homeomorfas (Proposición

2.2.2), el hecho de que Y ∈ ΠΠΠ1
n(C) implica Dk = i({k} × Y ) ∈ ΠΠΠ1

n(X). �

Recuerde que, dado l un elemento fijo de N, denotamos mediante Cl al
conjunto de sucesiones en I que se estacionan en 1

l+1
. Es decir,

Cl = {x = (xn) ∈ IN : existe n0 ∈ N tal que xn = 1
l+1

para todo n ≥ n0}.

Definamos ahora para cada k ∈ N, Bk = IN ×
(
IN \

⋃
l>k Cl

)
.

Afirmación 3: Para todo k ∈ N, se tiene que Bk+1 = Bk ∪ (IN × Ck+1).

Demostración de la afirmación: Sea k ∈ N. Como los elementos de la familia
{Cl : l ∈ N} son ajenos dos a dos, sucede que Ck+1 ⊆ IN \

⋃
l>k+1Cl. Por lo

tanto IN × Ck+1 ⊆ IN ×
(
IN \

⋃
l>k+1 Cl

)
= Bk+1. Además Bk ⊆ Bk+1 para

todo k ∈ N. Esto dos hechos implican que Bk ∪ (IN × Ck+1) ⊆ Bk+1.
Ahora elegimos (x, y) ∈ Bk+1 = IN ×

(
IN \

⋃
l>k+1Cl

)
. Observe que si

y ∈ Ck+1, entonces (x, y) ∈ IN × Ck+1. Por otra parte, si y ∈ IN \ Ck+1,
entonces y ∈ IN \

⋃
l>k Cl y en consecuencia (x, y) ∈ Bk. �

Afirmación 4:
⋃
k∈NBk = IN × IN.

Demostración de la afirmación: Basta verificar que IN × IN ⊆
⋃
k∈NBk.

Sea (x, y) ∈ IN × IN. Si y no es una sucesión estacionaria, entonces y ∈
IN \

⋃
l>0Cl =

⋂
l>0(IN \ Cl). Por lo tanto (x, y) ∈ B0. Ocurre lo mismo si y

se estaciona en un número que no pertenece al conjunto { 1
k

: k ∈ N, k ≥ 2}.
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Ahora supongamos que y se estaciona en algún elemento del conjunto
{ 1
k

: k ∈ N, k ≥ 2}. Tomemos k ∈ N, k ≥ 2, tal que y se estaciona en el
número 1

k
. Utilizando que los elementos de la familia {Cl : l ∈ N} son ajenos

dos a dos, obtenemos que: y ∈ Ck−1 ⊆ IN \
⋃
l>k−1Cl, y en consecuencia

(x, y) ∈ Bk. �

Sea {Fk : k ∈ N} una cubierta cerrada de X, localmente finita y tal
que Dk ⊆ Fk \

⋃
l<k Fl. Definimos, para cada k ∈ N, Ak = ∪l≤kFl. Note

que {Ak : k ∈ N} es una cubierta cerrada de X y que Ak ⊆ Ak+1, para
todo k ∈ N. Nuestro objetivo es construir, de forma recursiva, una colección
{fk : k ∈ N} de funciones tal que, para cada k ∈ N:

(1) fk : Ak → IN × IN es continua e inyectiva,

(2) fk(Ak) ∈ ΠΠΠ1
n(IN × IN),

(3) fk+1 extiende a fk,

(4) Bk ⊆ fk+1(Ak+1) ⊆ Bk+1 y f0(A0) ⊆ B0.

La unión de las funciones fk será una condensación de X sobre IN × IN.

Primer paso: Construyamos a la función f0. Como X es metrizable y
separable, existe una inmersión h : X → IN. Como A0 = F0 = D0 es cerrado
en X, sucede que h �A0 : A0 → IN es una inmersión. Sea e : A0 → IN la
función que a cada elemento de A0 le asocia la sucesión constante (1, 1, . . .).
De esta forma, el producto diagonal f0 = h �A0 ∆e : A0 → IN × IN es una
inmersión (Teorema 2.2.3). Debido a que la clase ΠΠΠ1

n es cerrada bajo imágenes
homeomorfas y a que A0 ∈ BBB(X) ⊆ ΠΠΠ1

n(X) (Proposición 2.2.2 y Teorema
A.5.5), obtenemos que f0(A0) ∈ ΠΠΠ1

n(IN × IN). Además

(1, 1, . . .) ∈ IN \
⋃
l>0

Cl ⇒ f0(A0) ⊆ IN ×
(
IN \

⋃
l>0

Cl
)

= B0.

Por lo tanto, f cumple las condiciones (1)-(4).

Segundo paso: Sea k ∈ N. Supongamos que hemos construido una fun-
ción fk que cumple las condiciones (1)-(4). Sabemos que para cada l ∈ N, Cl
es un subconjunto Fσ del producto IN (Lema 2.2.9). Aśı IN\

⋃
l>k Cl ∈ BBB(IN).

Esto implica que

Bk = IN ×
(
IN \

⋃
l>k

Cl
)
∈ BBB(IN × IN) ⊆∆∆∆1

1(IN × IN) ⊆ ΣΣΣ1
n(IN × IN).
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Además, como la función fk satisface la condición (2), sucede que (IN× IN)\
fk(Ak) ∈ ΣΣΣ1

n(IN × IN). Por lo tanto Bk \ fk(Ak) ∈ ΣΣΣ1
n(IN × IN).

Caso (a): Si X es un espacio ΠΠΠ1
1-completo ó ΠΠΠ1

2-completo, utilizando el
Teorema 2.2.8 podemos concluir que existe P ∈ ΠΠΠ1

1(C) (ó P ∈ ΠΠΠ1
2(C)) y una

condensación g : P → Bk \ fk(Ak).
Caso (b): Si X es un espacio ΠΠΠ1

n-completo con n ≥ 3, aplicando el Teore-
ma 2.2.7 (recuerde que en este caso asumimos el Axioma de Determinancia
Proyectiva), podemos concluir que existe P ∈ ΠΠΠ1

n(C) y una condensación
g : P → Bk \ fk(Ak).

Utilizando el hecho de que Dk+1 es un conjunto ΠΠΠ1
n-completo (Afirmación

2) y el Lema 2.2.15, obtenemos que existe F un subconjunto cerrado de Dk+1

que es homeomorfo a P . Recuerde que Fk+1 y Dk+1 son subespacios cerrados
de X y que Dk+1 ⊆ Fk+1. Esto implica que Dk+1 es un subespacio cerrado de
Fk+1. Aśı, podemos considerar a P como un subespacio cerrado de Fk+1. En
esta parte de la demostración utilizaremos el Lema 2.2.10 para obtener una
extensión adecuada de la función fk. Debemos comprobar que se cumplen
todas las condiciones para aplicar dicho Lema. Note que:

Ak+1 = ∪l≤k+1Fl ∈ BBB(X) ⊆ ΠΠΠ1
n(X),

P ⊆ Dk+1 ⊆ Fk+1 \
⋃
l<k+1 Fl = Fk+1 \ Ak ⇒ P ∩ Ak = ∅,

P ∪ Ak es un subconjunto cerrado de Ak+1,

g(P )∪fk(Ak) = Bk ⊆ IN×(IN\Ck+1) (recuerde que g : P → Bk\fk(Ak)
es una condensación),

g(P ) ∩ fk(Ak) = ∅,

la función f
′

k = g∪fk : P ∪Ak → IN×(IN \Ck+1) es continua, inyectiva
y su imagen es un conjunto de Borel.

Aplicando el Lema 2.2.10 a la función f
′

k (tomando m = k+1) obtenemos
fk+1 : Ak+1 → IN × IN una extensión continua e inyectiva de f

′

k. De esta
forma, fk+1 cumple las condiciones (1)-(3). Veamos que también cumple la
condición (4):

f
′

k = fk+1 �P∪Ak ⇒ Bk = fk+1(P ∪ Ak) = f
′

k(P ∪ Ak) ⊆ fk+1(Ak+1).
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Por otra parte, el Lema 2.2.10 nos garantiza que fk+1(Ak+1 \ (P ∪Ak)) ⊆
(IN × Ck+1). Además, fk+1(P ∪ Ak) = Bk. Utilizando la Afirmación 3 obte-
nemos que:

fk+1(Ak+1) = fk+1(Ak+1 \ (P ∪ Ak)) ∪ fk+1(P ∪ Ak)
⊆ (IN × Ck+1) ∪Bk = Bk+1.

Afirmación 5: La función h =
⋃
k∈N fk es una condensación de X sobre

IN × IN.

Demostración de la Afirmación: Veamos que el dominio de h es el espacio
X:

dom(h) =
⋃
k∈N

dom(fk) =
⋃
k∈N

Ak = X.

La sobreyectividad de h es consecuencia de la condición (4) y de la afirmación
4. En efecto:

IN × IN = f0(A0) ∪
( ⋃
k∈N

Bk

)
⊆ f0(A0) ∪

( ⋃
k∈N

fk+1(Ak+1)
)

= h(X).

Finalmente, la inyectividad de h se debe a que Ak ⊆ Ak+1, k ∈ N, y a que
cada función fk es inyectiva.

Los siguientes resultados fueron establecidos por Andretta y Marcone en
[1]. Dichos resultados son una herramienta fundamental para demostrar el
Teorema de Michalewski.

2.2.17 Teorema. Si X es anaĺıtico, X no es σ-compacto y D ⊆ X es denso
y numerable, entonces Cp(D|X) es un conjunto ΠΠΠ1

1-completo.

2.2.18 Teorema. (ADP) Si X es un conjunto proyectivo, X no es σ-compacto,
D ⊆ X es denso numerable y n ∈ N \ {0} es el mı́nimo natural tal que
X ∈ ΣΣΣ1

n, entonces Cp(D|X) y Cp(X) son conjuntos ΠΠΠ1
n-completos.

Con todo lo anterior, estamos ya en posición de demostrar el resultado
de H. Michalewski.

2.2.19 Teorema (Michalewski). Si X es un subconjunto proyectivo y no
σ-compacto de un espacio polaco, entonces Cp(X) se condensa sobre IN. A
menos de que X sea anaĺıtico, asumimos el Axioma de Determinancia Pro-
yectiva.
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Demostración. Sea X ∈ P =
⋃
m∈N\{0}ΣΣΣ1

m. Definimos

n = mı́n{m ∈ N \ {0} : X ∈ ΣΣΣ1
m}.

Si n = 1, entonces X es anaĺıtico, mientras que si n > 1, entonces X ∈
ΣΣΣ1
n \ ΣΣΣ1

n−1. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Utilizando el
Teorema 2.2.17 para X anaĺıtico ó el Teorema 2.2.18 para X proyectivo
no anaĺıtico, obtenemos que Cp(D|X) es un conjunto ΠΠΠ1

n-completo. Por el
Teorema 2.2.16, Cp(D|X) se condensa sobre IN. Finalmente notamos que el
mapeo restricción πD : Cp(X) → Cp(D|X) es una condensación de Cp(X)
sobre Cp(D|X) (Proposición 1.3.2).

2.2.20 Teorema (Michalewski). Si X es un espacio anaĺıtico metrizable,
entonces Cp(X) admite una condensación sobre un espacio compacto.

2.2.21 Teorema (Michalewski). Cp(N ) admite una topoloǵıa débil compac-
ta.

2.3. El ejemplo de W. Marciszewski.

En esta sección presentamos un ejemplo de un espacio X metrizable y
separable tal que Cp(X) no se condensa sobre ningún espacio σ-compacto.
Esto demuestra que no es posible generalizar el Teorema 2.2.20 para todos
los espacios metrizables separables.

Recuerde que el preórden ≤∗ en N = NN se define como

f ≤∗ g si f(n) ≤ g(n) para todo n ∈ N salvo una cantidad finita.

Un conjunto D ⊆ N es llamado cofinal en 〈N ,≤∗〉 si para cada f ∈ N existe
g ∈ D tal que f ≤∗ g. Los subconjuntos de N que son cofinales en 〈N ,≤∗〉
son llamados dominantes. Aśı, se define el número cardinal

d = mı́n{|D| : D es un subconjunto dominante de 〈N ,≤∗〉}.

El cardinal d es llamado el número de dominación. Asumiremos que la mı́ni-
ma cardinalidad de un subconjunto dominante en N es 2ω, esto es, asumi-
remos que d = 2ω. Esto significa que el espacio de Baire N no puede ser
cubierto con menos que 2ω subconjuntos compactos [10, Teorema 8.2]. No
será dif́ıcil para el lector verificar que esto es equivalente a que la intersec-
ción de menos que 2ω subconjuntos de R que contienen a Q tiene cardinalidad
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2ω. Es sabido que el hecho de que d = 2ω se sigue de la Hipótesis del Continuo
o de el Axioma de Martin y es independiente de los axiomas usuales de la
Teoŕıa de Conjuntos.

Los resultados que exponemos a continuación serán útiles para nuestros
propósitos.

2.3.1 Proposición. Todo espacio Y que es una unión numerable de com-
pactos metrizables se condensa sobre un espacio metrizable σ-compacto.

Demostración. Sea Y =
⋃∞
n=0Kn, donde Kn es un subespacio compacto me-

trizable de Y , para cada n ∈ N. Debido a que la unión de dos compactos
metrizables es un compacto metrizable, podemos asumir que Kn ⊆ Kn+1,
n ∈ N. Como Kn es segundo numerable, existe una inmersión in : Kn → IN,
para cada n ∈ N. Por el Teorema de Extensión de Tietze [14, Teorema 1.3]
podemos fijar fn : Y → IN una extensión continua de in. Entonces la función
F = ∆n∈Nfn : Y → (IN)N es continua. Esta función es inyectiva debido a que
cualquier par de elementos de Y pertenecen a algún Kn y fn es inyectiva en
Kn. Por lo tanto, F (Y ) es un subespacio σ-compacto del espacio metrizable
(IN)N Claramente F : Y → F (Y ) es una condensación.

2.3.2 Corolario. Sea X un espacio metrizable y separable. Si Cp(X) se
condensa sobre un espacio σ-compacto, entonces existe una condensación de
Cp(X) sobre un espacio metrizable σ-compacto.

Demostración. Sean {Kn : n ∈ N} una colección de espacios compactos
y ϕ : Cp(X) →

⋃
n∈NKn una condensación. Para cada n ∈ N, definimos

An = ϕ−1(Kn) ⊆ Cp(X) y consideramos ϕ �An : An → Kn. Veamos que Kn es
metrizable, para todo n ∈ N. Sea n ∈ N. Como X es metrizable y separable,
d(X) = nw(X) = ω. Por el Teorema 1.3.6, nw(X) = nw(Cp(X)). Por la
monotońıa de la función cardinal peso de red, obtenemos que nw(An) = ω.
Debido a que el peso de red no se incrementa por imágenes continuas conclui-
mos que nw(Kn) = ω. La compacidad de Kn implica w(Kn) = nw(Kn) = ω.
Por lo tanto Kn es homeomorfo a un subespacio de IN y en consecuencia Kn

es metrizable. Finalmente, por la Proposición 2.3.1,
⋃
n∈NKn se condensa

sobre un espacio metrizable σ-compacto.

2.3.3 Proposición. Sea D un subconjunto denso de un espacio metrizable
X. Si D ⊆ Y $ X, entonces Cp(D|X) $ Cp(D|Y ).
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Demostración. La inclusión Cp(D|X) ⊆ Cp(D|Y ) es inmediata. Fijemos una
métrica d compatible con la topoloǵıa de X y z ∈ X\Y . Aśı, d(y, z) 6= 0, para
todo y ∈ Y . Definimos la función f : Y → R mediante f(y) = 1

d(y, z)
. Como

la función d : X × X → R es continua, sucede que f también es continua.
Esto implica que f �D∈ Cp(D|Y ). Veamos que f �D /∈ Cp(D|X). Supongamos
que existe g ∈ Cp(X) tal que f �D= g �D. Como D es un subconjunto denso
de X, existe (xn) ⊆ D una sucesión tal que ĺımn→∞ d(xn, z) = 0. Por la
continuidad de la función g obtenemos que ĺımn→∞ f �D (xn) = ĺımn→∞ g �D
(xn) = g(z) ∈ R. Por otra parte, ĺımn→∞(f �D (xn)) = ĺımn→∞

1
d(xn, z)

= ∞,
lo que es una contradicción.

Comenzamos ahora con la construcción de un espacio metrizable separa-
ble X tal que Cp(X) no admite una topoloǵıa débil compacta.

Supongamos que d = 2ω y consideramos la siguiente familia de funciones:

F = {ϕ : B → RN : B ∈ BBB(RD), Q ⊆ D ⊆ R, |D| ≤ ω, ϕ es continua}.

Debido a que el cardinal de esta familia de funciones es igual a 2ω, podemos
enumerarla de la siguiente forma:

F = {ϕα : Bα → RN : α < 2ω}, donde Bα está contenido en RDα .

Mediante recursión transfinita construiremos, para cada α < 2ω:

puntos xα, yα ∈ R,

subconjuntos Aα ∈ Gδ(R) que contengan a Q,

funciones continuas fα, gα : Aα → R,

que satisfagan las siguientes condiciones (donde Xα = Q ∪ {xβ : β < α}):

(i) xα 6= xβ, para β < α,

(ii) (Xα ∪ {xα}) ∩ {yβ : β ≤ α} = ∅,

(iii) xα ∈
⋂
β≤αAβ,

(iv) si Dα * Xα, entonces yα ∈ Dα,

(v) si Dα ⊆ Xα y Cp(Dα|Xα) * Bα, entonces Xα ⊆ Aα y fα �Dα∈ RDα\Bα,
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(vi) si Dα ⊆ Xα, Cp(Dα|Xα) ⊆ Bα y ϕα �Cp(Dα|Xα) no es inyectiva, entonces
Xα ⊆ Aα, fα 6= gα y ϕα(fα �Dα) = ϕα(gα �Dα).

Es muy importante señalar que las condiciones (iv)-(vi) son mutuamente ex-
cluyentes. Durante la construcción, en diversas ocasiones requerimos obtener
una extensión continua de una función dada. Esto lo lograremos utilizando
el Teorema de Lavrentiev, que a continuación enunciamos. El lector encon-
trará en el Apéndice A una demostración de este Teorema.

2.3.4 Teorema (Lavrentiev). Sean Y metrizable, Z completamente metri-
zable, H ⊆ Y y λ : H → Z una función continua. Entonces existen G un
conjunto Gδ tal que H ⊆ G ⊆ cl(H) y una extensión continua γ : G→ Z de
λ.

Primer paso de la construcción: α = 0. En este paso de la cons-
trucción sucede que X0 = Q ∪ {xβ : β < 0} = Q y

⋂
β≤0Aβ = A0. Para

poder seleccionar a los puntos x0, y0 ∈ R, a los conjuntos A0 ∈ Gδ(R) que
contengan a Q y a las funciones continuas f0, g0 : A0 → R que cumplan las
condiciones requeridas, consideraremos tres casos mutuamente excluyentes,
estos casos corresponden a las condiciones (iv)-(vi).

Caso 1: D0 * X0 = Q. Tomamos y0 ∈ D0 \ Q y definimos A0 = R y
f0 = g0 ≡ 0. Finalmente elegimos x0 ∈ R \ {y0}. Es claro que los objetos que
hemos elegido cumplen las condiciones (i)-(iv).

Caso 2: D0 ⊆ X0 = Q y Cp(D0|X0) * B0. Por definición de la familia
F , sucede que Q ⊆ D0. Por lo tanto Q ⊆ D0 ⊆ X0 = Q. Esto implica que
D0 = Q y Cp(D0|X0) = Cp(Q). Como estamos suponiendo que Cp(D0|X0) =
Cp(Q) * B0, existe una función continua f : Q → R tal que f /∈ B0. Por
el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4), existe un conjunto A0 ∈ Gδ(R)
tal que Q ⊆ A0 y una función continua f0 : A0 → R tal que f = f0 �Q.
Definimos g0 = f0. Finalmente escogemos x0 ∈ A0, y0 ∈ R \ (Q ∪ {x0}).
Hacemos notar que f0 �D0= f0 �Q= f ∈ RD0 \ B0. De esta forma, los puntos
x0, y0, el conjunto A0 y las funciones continuas f0, g0 cumplen las condiciones
(i), (ii), (iii) y (v).

Caso 3: D0 ⊆ X0 = Q y Cp(D0|X0) ⊆ B0. En este caso también sucede
que D0 = Q y Cp(D0|X0) = Cp(Q). Además, debido a que ϕ0 es una función
de B0 ⊆ RD0 en RN, y a que estamos suponiendo que Cp(Q) ⊆ B0, tiene
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sentido considerar la restricción de ϕ0 al conjunto Cp(Q). Esto nos lleva a
analizar los siguientes dos subcasos.

Subcaso A: ϕ0 �Cp(Q) no es inyectiva. Tomemos f, g ∈ Cp(Q) tales que
f 6= g y ϕ0(f) = ϕ0(g). Por el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4), existen
conjuntos B, C ∈ Gδ(R) tales que Q ⊆ B, Q ⊆ C y funciones continuas
f̃ : B → R, g̃ : C → R tales que f̃ �Q= f y g̃ �Q= g. Definimos A0 = B ∩ C,
f0 = f̃ �A0 y g0 = g̃ �A0 . Note que A0 ∈ Gδ(R) porque es la intersección
de dos elementos de elementos de esta clase. Además X0 = Q ⊆ A0. Como
Q ⊆ A0 y f 6= g, obtenemos que f0 6= g0. Además

ϕ0(f0 �D0) = ϕ0(f0 �Q) = ϕ0(f̃ �Q) = ϕ0(f).

Análogamente ϕ0(g) = ϕ0(g0 �D0). Por lo tanto ϕ0(f0 �D0) = ϕ0(g0 �D0).
Esto muestra que el conjunto A0 y las funciones f0, g0 cumplen la condición
(vi). Finalmente elegimos x0 ∈ A0, y0 ∈ R \ (Q ∪ {x0}).

Subcaso B: ϕ0 �Cp(Q) es inyectiva. Este caso es sencillo: definimos A0 = R
y f0 = g0 ≡ 0. Escogemos x0 ∈ A0 y y0 ∈ R \ (Q ∪ {x0}).

Segundo paso de la construcción: Supongamos que para cada β <
α < 2ω hemos escogido puntos xβ, yβ ∈ R, un conjunto Aβ ∈ Gδ(R) que
contiene a Q y funciones continuas fβ, gβ : Aβ → R. Analizaremos los cuatro
casos expuestos anteriormente.

Caso 1: Dα * Xα. Sea yα ∈ Dα \Xα. Definimos Aα = R y fα = gα ≡ 0.
Debido a que asumimos que la intersección de menos que 2ω subconjuntos
de R que contienen a Q tiene cardinalidad 2ω, sucede que

⋂
β≤αAβ * {yα}∪

{xβ : β < α} ∪ {yβ : β < α}. Elegimos

xα ∈
⋂
β≤α

Aβ \
(
{yα} ∪ {xβ : β < α} ∪ {yβ : β < α}

)
.

El hecho de que yα /∈ Xα implica lo siguiente:

(Xα ∪ {xα}) ∩ {yβ : β ≤ α} = (Xα ∪ {xα}) ∩ {yβ : β < α}
= Xα ∩ {yβ : β < α}.

Verifiquemos que Xα∩{yβ : β < α} = ∅: supongamos que existe z ∈ Xα∩
{yβ : β < α}. Aśı z = yβ0 , para algún β0 < α. Dado que z ∈ Xα, tenemos



2.3. EL EJEMPLO DE W. MARCISZEWSKI. 63

dos posibilidades: z ∈ Q, o bien, z ∈ {xβ : β < α}. Si z ∈ Q, entonces
z ∈ Xβ0 ⊆ (Xβ0 ∪ {xβ0}). Por lo tanto (Xβ0 ∪ {xβ0}) ∩ {yγ : γ ≤ β0} 6= ∅, lo
que contradice la condición (ii) y la hipótesis de inducción.

Por otra parte, si z ∈ {xβ : β < α}, entonces z = xβ1 , para algún
β1 < α. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que β0 ≤ β1. Por lo tanto
z ∈ (Xβ1 ∪ {xβ1}) ∩ {yγ : γ ≤ β1}, lo que contradice la condición (ii) y
la hipótesis de inducción. Esto muestra que los objetos que hemos elegido
cumplen las condiciones (i)-(iv).

Caso 2: Dα ⊆ Xα y Cp(Dα|Xα) * Bα. Sea f : Xα → R una función
continua tal que f �Dα /∈ Bα. Por el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4),
existen un conjunto Aα ∈ Gδ(R) tal que Xα ⊆ Aα y una función continua
fα : Aα → R tal que fα �Xα= f . Definimos gα = fα. De esta forma, fα �Dα=
f �Dα /∈ Bα. Esto muestra que el conjunto Aα y la función fα cumplen la
condición (v). Ahora elegiremos a los puntos xα y yα.

Note que R * Xα ya que |Xα| = |Q∪{xβ : β < α}| < |R| = 2ω. Elegimos
yα ∈ R \Xα y

xα ∈
⋂
β≤α

Aβ \
(
{yα} ∪ {xβ : β < α} ∪ {yβ : β < α}

)
.

Mediante un razonamiento similar al que hicimos en el Caso 1, en este
paso de la construcción obtenemos que (Xα ∪ {xα}) ∩ {yβ : β ≤ α} = ∅.

Caso 3: Dα ⊆ Xα y Cp(Dα|Xα) ⊆ Bα.

Subcaso A: ϕα �Cp(Dα|Xα) no es inyectiva. Tomemos f, g : Xα → R
continuas, tales que f �Dα 6= g �Dα y ϕα(f �Dα) = ϕα(g �Dα). Utilizando
el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4) obtenemos que existen conjuntos

Bα, Cα ∈ Gδ(R) que contienen a Xα y funciones continuas f̃α : Bα → R y

g̃α : Cα → R tales que f̃α �Xα= f y g̃α �Xα= g. Definimos Aα = Bα ∩ Cα,

fα = f̃α �Aα y gα = g̃α �Aα . Note que fα y gα son extensiones continuas de f y
g. Además Xα ⊆ Aα y Aα ∈ Gδ(R) porque es la intersección de dos elementos
de elementos de esta clase. Como Dα ⊆ Aα y f �Dα 6= g �Dα , obtenemos que
fα 6= gα. Además:

ϕα(fα �Dα) = ϕα(f �Dα) = ϕα(g �Dα) = ϕα(gα �Dα)

Esto muestra que el conjunto Aα y las funciones fα, gα cumplen la con-
dición (vi). Elegimos a los puntos xα, yα como en el caso (2).
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Subcaso B: ϕα �Cp(Dα|Xα) es inyectiva. Este caso es sencillo: definimos
Aα = R y fα = gα ≡ 0. Escogemos xα y yα como en el caso (2).

Para finalizar la construcción de X, definimos X = Q ∪ {xα : α < 2ω}
y lo equipamos con la topoloǵıa de subespacio de R. De esta forma, X es
un espacio metrizable y separable. Veamos que Cp(X) no se condensa sobre
un espacio σ-compacto. Supongamos que existen un espacio σ-compacto S y
ψ : Cp(X)→ S una condensación. Por el Corolario 2.3.2 podemos asumir que
S es un espacio metrizable. Como S es un espacio σ-compacto metrizable, S
es homeomorfo a un subespacio de RN. Aśı, podemos considerar que S es un
subespacio de RN.

En esta etapa de la demostración utilizaremos el siguiente resultado sobre
factorización [3, Teorema 6]. Recordemos que para un subconjunto D de un
espacio X, la función πD : RX → RD es la proyección canónica.

2.3.5 Proposición. Sea E un subconjunto denso numerable de un espacio Z
y sea ψ : Cp(Z) → RN una función continua. Entonces existen un conjunto
numerable D ⊆ Z y una función continua ϑ : Cp(D|Z) → RN tales que
E ⊆ D y ψ = ϑ ◦ (πD �Cp(Z)).

Regresando a la demostración de que Cp(X) no admite condensaciones so-
bre espacios σ-compactos, note que la Proposición 2.3.5 implica la existencia
de un conjunto numerable D ⊆ X y una función continua ϑ : Cp(D|X)→ RN

tales que Q ⊆ D y ψ = ϑ ◦ (πD �Cp(X)). Por el Teorema de Lavrentiev
(Teorema 2.3.4), existen un conjunto G ∈ Gδ(RD) que contiene a Cp(D|X)

y una función continua ϑ̃ : G → RN tal que ϑ̃ �Cp(D|X)= ϑ. Definamos

B = ϑ̃−1(S) ⊆ G y ϕ = ϑ̃ �B. Debido a que S es un subespacio σ-

compacto, sucede que S ∈ Fσ(RN). Por la continuidad de ϑ̃, obtenemos que
B ∈ Fσ(RD) ⊆ BBB(RD). Aśı, por definición de la familia F , sucede que ϕ ∈ F ,
es decir, ϕ = ϕα, B = Bα y D = Dα para algún α < 2ω.

Observe ahora que Cp(D|X) ⊆ B. En efecto: tomemos f ∈ Cp(X). Como

ϑ �Cp(D|X)= ϑ, sucede que ϑ̃(f �D) = ϑ(f �D). Además, como ψ = ϕ ◦
(πD �Cp(Z)), tenemos que ϑ(f �D) = ψ(f) ∈ S. Por lo tanto f �D∈ ϑ̃−1(S) =
B.

También es cierto que ϕ(B) = S y S ⊆ ϕ(Cp(D|X)). En efecto: por

definición de la función ϕ sucede que ϕ(B) = ϑ̃(B). Además, por definición

del conjunto B sucede que ϑ̃(B) = ϑ̃(ϑ̃−1(S)) ⊆ S. Para demostrar la otra
contención tomamos z ∈ S. Por la sobreyectividad de ψ, existe f ∈ Cp(X)
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tal que ψ(f) = z. Entonces ϑ̃(f �D) = ψ(f) ∈ S. Por lo tanto f �D∈ ϑ̃−1(S)

y z ∈ ϑ̃(ϑ̃−1(S)). Finalmente, debido a que Cp(D|X) ⊆ B, obtenemos que
z = ϕ(f �D).

Observe también que ϕ �Cp(D|X) es inyectiva. En efecto: si f, g ∈ Cp(X)

son tales que ϕ(f �D) = ϕ(g �D), entonces ϕ(f �D) = ϑ̃(f �D) = ψ(f).
Análogamente ϕ(g �D) = ψ(g). Por la inyectividad de ψ obtenemos que
f = g.

Teniendo en cuenta las observaciones que acabamos de hacer, analizare-
mos los cuatro casos considerados durante la construcción del espacio X.

Caso 1: Dα * Xα. Por la condición (iv): yα ∈ Dα. Además, por la
condición (ii): yα /∈ X. Entonces Dα * X, lo que contradice la elección de
Dα.

Caso 2: Dα ⊆ Xα y Cp(Dα|Xα) * Bα. Por la condición (v): Xα ⊆ Aα.
La condición (iii) implica que xβ ∈ Aα para todo β ≥ α. Por lo tanto X =
Xα ∪ {xβ ∈ Aα : β ≥ α} ⊆ Aα y fα �X∈ Cp(X). Utilizando nuevamente la
condición (v) obtenemos que fα �Dα∈ Cp(Dα|X) \ Bα, lo que contradice el
hecho de que Cp(Dα|X) ⊆ Bα.

Caso 3: Dα ⊆ Xα, Cp(Dα|Xα) ⊆ Bα.

Subcaso A: ϕα �Cp(Dα|Xα) no es inyectiva. Por la condición (vi):Xα ⊆ Aα.
La condición (iii) implica que xβ ∈ Aα para todo β ≥ α. Por lo tanto X =
Xα ∪ {xβ ∈ Aα : β ≥ α} ⊆ Aα. Aśı fα �X y gα �X son elementos de Cp(X).
Nuevamente por la condición (vi) es cierto que ϕ(fα �Dα) = ϕ(gα �Dα). Sin
embargo fα �D 6= gα �D, lo que contradice el hecho de que ϕ �Cp(Dα|X) es
inyectiva.

Subcaso B: ϕα �Cp(Dα|Xα) es inyectiva. La condición (i) implica que Xα es
un subconjunto propio de X. Por la Proposición 2.3.3, Cp(Dα|X) está conte-
nido propiamente en Cp(Dα|Xα). Sea h ∈ Cp(Dα|Xα)\Cp(Dα|X). De esta for-
ma ϕ(h) ∈ ϕ(Cp(Dα|Xα)) ⊆ ϕ(Bα). Pero hemos visto antes que ϕ(Bα) = S.
Además ϕ(h) /∈ ϕ(Cp(Dα|X)) porque estamos asumiendo que ϕ es inyectiva
en Cp(Dα|Xα). Por lo tanto S \ϕ(Cp(Dα|X)) 6= ∅, lo que contradice el hecho
de que S ⊆ ϕ(Cp(Dα|X)).

Todo lo anterior nos permite concluir que bajo la hipótesis d = 2ω, el
subespacio de la recta real X = Q∪{xα : α < 2ω} tiene la propiedad de que
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su espacio de funciones Cp(X) no admite una topoloǵıa débil σ-compacta (en
particular, no admite topoloǵıas débiles compactas).



Caṕıtulo 3

El teorema de V. V. Tkachuk.

3.1. Introducción.

En el caṕıtulo anterior desarrollamos toda la teoŕıa necesaria para de-
mostrar el resultado de H. Michalewski que establece que si X es un espacio
metrizable anaĺıtico entonces Cp(X) śı admite una topoloǵıa débil compacta.
En [6], Arhangel’skii y Pavlov, estudiaron sistemáticamente cuándo el espa-
cio Cp(X) admite una topoloǵıa compacta ó una topoloǵıa σ-compacta. De
manera particular, plantearon las preguntas siguientes (cf. problemas 29 y
30 en [6]):

Sea Aτ la compactación de Alexandroff del espacio discreto de cardi-
nalidad τ , donde τ > ω. ¿Existe una condensación de Cp(Aτ ) sobre un
espacio σ-compacto?

Sea X un compacto de Corson (Eberlein) no metrizable. ¿Puede ser
condensado Cp(X) sobre un espacio σ-compacto?

La finalidad del presente caṕıtulo es exponer el resultado de V. V. Tka-
chuk que establece que si X es un compacto de Corson no metrizable entonces
Cp(X) no admite una topoloǵıa débil σ-compacta. Dicho resultado responde
de manera negativa a las anteriores dos preguntas.

67
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3.2. Imágenes de subespacios de espacios pro-

ducto.

Consideremos una colección de espacios topológicos {Zt : t ∈ T}, Z =∏
t∈T Zt y A ⊆ T . Entonces ZA =

∏
t∈A Zt es la A-cara de Z y πA : Z → ZA

es la proyección natural definida mediante πA(f) = f �A, para cada f ∈ Z.

Un conjunto F ⊆ Z depende de A ⊆ T si π−1
A

(
πA(F )

)
= F . Note que

para cualquier F ⊆ Z y cualquier A ⊆ T sucede que F ⊆ π−1
A

(
πA(F )

)
. En

efecto: si x ∈ F , entonces πA(x) ∈ πA(F ) y en consecuencia x ∈ π−1
A

(
πA(F )

)
.

Si F depende de un conjunto de cardinalidad ≤ κ diremos que F depende
de a lo más κ-coordenadas. Diremos que un conjunto E ⊆ Z cubre una cara
ZA de Z si πA(E) = ZA. El siguiente lema nos será de mucha utilidad.

3.2.1 Lema. Sean {Zt : t ∈ T} una colección de espacios topológicos, F ⊆
Z =

∏
t∈T Zt y A,B ⊆ T . Si F depende de A y A ⊆ B, entonces F también

depende de B.

Demostración. Sabemos (por la observación realizada en el segundo párrafo
de esta sección) que F ⊆ π−1

B

(
πB(F )

)
. Aśı, sólo hace falta verificar que

π−1
B

(
πB(F )

)
⊆ F . Tomemos x ∈ π−1

B

(
πB(F )

)
. Entonces πB(x) ∈ πB(F ), es

decir, existe y ∈ F tal que πB(x) = πB(y). De esta forma, x �B= y �B. Como
A ⊆ B, obtenemos que x �A= y �A. Por lo tanto πA(x) ∈ πA(F ), es decir,
x ∈ π−1

A

(
πA(F )

)
. Pero por hipótesis π−1

A

(
πA(F )

)
= F .

Ahora supongamos que para cada t ∈ T tenemos una familia Rt de
subconjuntos de Zt. Sea R = {Rt : t ∈ T}. Para cualesquier n ∈ N \ {0},
A = {t1, . . . , tn} ⊆ T tal que ti 6= tj si i 6= j y R1 ∈ Rt1 , . . ., Rn ∈ Rtn ,
definimos

[t1, . . . , tn;R1, . . . , Rn] = {x ∈ Z : x(ti) ∈ Ri para todo i = 1, . . . , n}.

Un conjunto H ⊆ Z es llamado R-estándar (o simplemente estándar cuando
la definición de la familia R es evidente) si H = [t1, . . . , tn;R1, . . . , Rn] para
algunos n ∈ N \ {0}, A = {t1, . . . , tn} ⊆ T tal que ti 6= tj si i 6= j y
R1 ∈ Rt1 , . . ., Rn ∈ Rtn . En este caso definimos supp(H) = A y r(H) = n.
Consideraremos que Z es el único subconjunto estándar de Z tal que r(H) =
0.
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Adicionalmente, dado cualquier punto x ∈ Z y cualquier A ⊆ T definimos

〈x,A〉 = {y ∈ Z : y(t) = x(t) para todo t ∈ A}
= {y ∈ Z : y �A= x �A}.

3.2.2 Proposición. Sean {Zt : t ∈ T} una colección de espacios topológicos,
x ∈ Z =

∏
t∈T Zt y A ⊆ T . El conjunto 〈x,A〉 es cerrado en Z, cuando Z

está equipado con la topoloǵıa producto.

Demostración. Tomemos y ∈ Z \ 〈x,A〉. Existe t0 ∈ A tal que x(t0) 6= y(t0).
Fijemos U y V abiertos ajenos en el espacio Zt0 que contienen a los puntos
x(t0) y y(t0), respectivamente. De esta forma, el conjunto [t0, V ] = {z ∈
Z : z(t0) ∈ V } es una vecindad de y en el espacio Z que está contenida en
Z \ 〈x,A〉.

Si A ⊆ T entonces la cara ZA es llamada κ-residual si |T \A| ≤ κ. Diremos
que un conjunto cerrado no vaćıo F ⊆ Z es κ-largo si, para cualquier x ∈ F
y cualquier conjunto finito A ⊆ T , el conjunto 〈x,A〉 ∩ F cubre una cara
κ-residual de Z.

Finalmente, recuerde que un espacio Y es una extensión de X ⊆ Y si X
es denso en Y . Si Y es además un espacio compacto, entonces se dice que Y es
una extensión compacta de X. Por ejemplo, la compactación de Stone-Čech
βX es una extensión compacta de X.

El siguiente lema establece una propiedad relevante de los conjuntos κ-
largos.

3.2.3 Lema. Sea κ un cardinal infinito, {Nt : t ∈ T} una colección de
espacios topológicos tal que nw(Nt) ≤ κ para cada t ∈ T y C ⊆ N =

∏
t∈T Nt

un subconjunto denso en N . Supongamos además que para cada t ∈ T , Kt es
una extensión compacta del espacio Nt. Si F ⊆ K =

∏
t∈T Kt es un conjunto

κ-largo, entonces existe un conjunto G de tipo Gκ en el espacio K tal que
F ⊆ G y F ∩ C = G ∩ C. En particular, F ∩ C es un subconjunto Gκ de C.

Demostración. Si F = K definimos G = K. Supongamos que K \ F 6= ∅,
es decir, F ( K. Fijamos, para cada t ∈ T , una red Rt en el espacio Nt tal
que |Rt| ≤ κ. Sean Mt = {clKt(W ) : W ∈ Rt} y M = {Mt : t ∈ T}. Los
subconjuntos M-estándar de K serán llamados estándar.

Afirmación 1: La familia H de todos los subconjuntos estándar es una red
en K, para cada x ∈ C, es decir, si x ∈ C y V es un abierto de K con x ∈ V ,
existe P ∈ H tal que x ∈ P ⊆ V .
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Demostración de la Afirmación: Sea x ∈ C. Fijamos n ∈ N\{0}, t1, . . . , tn ∈
T y Ui ∈ T (x(ti), Kti), para cada i = 1, . . . , n. Por la regularidad de Kti ,
existe Vi ∈ T (x(ti), Kti) tal que clKti (Vi) ⊆ Ui. Además, existe Wi ∈ Rti

que cumple x(ti) ∈ Wi ⊆ Vi ∩ Nti . Sea Li = clKti (Wi). Note que P =
[t1, . . . , tn;L1, . . . , Ln] ∈ H y que x ∈ P ⊆ V = [t1, . . . , tn;U1, . . . , Un]. �

Ahora sean P, P ′ ∈ H. Escribiremos P ′ � P si P = [t1, . . . , tn,M1, . . . ,Mn]
y existe un natural 0 < k ≤ n tal que P ′ = [ti1 , . . . , tik ,Mi1 , . . . ,Mik ] para
distintos i1, . . . , ik ∈ {1, . . . n}. Si k < n escribiremos P ′ ≺ P . Incluiremos el
caso cuando k = 0, aśı K � P para todo P ∈ H. Es importante señalar que
si P, P ′ ∈ H son tales que P ′ � P , entonces P ⊆ P ′.

Por otro lado, decimos que P ∈ H es minimal si P ∩F = ∅ y P ′∩F 6= ∅,
para todo P ′ ∈ H tal que P ′ ≺ P .

Sea S = {P ∈ H : P es minimal}. Por lo visto en la Afirmación 1
tenemos que para cada x ∈ C \ F existe P ∈ S tal que x ∈ P .

Afirmación 2: |S| ≤ κ.

Demostración de la afirmación: Supongamos que |S| > κ. Fijamos S0 ⊆ S
tal que |S0| = κ+ y n ∈ ω tal que r(P ) = n, para todo P ∈ S0. Se cumple la
siguiente propiedad:

(?) Si A ⊆ T ,D ⊆ K y P ∈ H son tales que πT\A(D) = KT\A y P∩D = ∅,
entonces supp(P ) ∩ A 6= ∅.

En efecto: sea P = [t1, . . . , tn,M1, . . . ,Mn]. Supongamos que {t1, . . . , tn} ⊆
T \ A. Sea z ∈ P . Como z �T\A∈ KT\A = πT\A(D), existe x ∈ D tal que
z �T\A= x �T\A. Debido a que {t1, . . . , tn} ⊆ T \ A y a que z �T\A= x �T\A,
sucede que z(ti) = x(ti) ∈Mi, para cada i = 1, . . . , n. Por lo tanto x ∈ P ∩D,
lo que contradice el hecho de que P ∩D = ∅.

Procediendo por recursión, construiremos un conjunto An ⊆ T y una sub-
colección Sn ⊆ S0 tales que |An| ≤ κ, |Sn| = κ+ y [t1, . . . , tn;M1, . . . ,Mn] �
P , para cualquier P ∈ Sn y algunos t1, . . . , tn ∈ An y M1 ∈ Mt1 , . . . ,Mn ∈
Mtn .

“Primer paso de la recursión”: Tomemos cualquier y ∈ F . Como el con-
junto F es κ-largo, existe A1 ⊆ T tal que |A1| ≤ κ y F = 〈x, ∅〉 ∩ F cubre
la cara KT\A1 . Por la propiedad (?) tenemos que para cualquier P ∈ S0,
sucede que supp(P ) ∩ A1 6= ∅ . En efecto: sea P ∈ S0. Como S0 ⊆ S, P es
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minimal. Entonces P ∩F = ∅. También sabemos que πT\A1(F ) = KT\A1 . Por
la propiedad (?) sucede que supp(P ) ∩ A1 6= ∅.

Aśı, podemos fijar t1 ∈ A1 tal que el conjunto S ′0 = {P ∈ S0 : t1 ∈
supp(P )} tiene cardinalidad κ+. Como |Mt1| ≤ κ, la anterior implica que
existen S1 ⊆ S ′0 y M1 ∈ Mt1 tales que |S1| = κ+ y [t1,M1] � P para
cualquier P ∈ S1.

Asumamos ahora que 0 < k < n y tenemos Ak ⊆ T y Sk ⊆ S0 tales que
|Ak| ≤ κ y |Sk| = κ+. Supongamos además que para algunos t1, . . . , tk ∈ Ak
y Mi ∈ Mti , con i = 1, . . . , k, se cumple [t1, . . . , tk;M1, . . . ,Mk] � P , para
todo P ∈ Sk. De esta forma

P = [t1, . . . , tk, s1, . . . , sn−k,M1, . . . ,Mk, E1, . . . , En−k],

para todo P ∈ Sk.
Para cada P ∈ Sk, denotaremos mediante Q(P ) al elemento de H que se

obtiene al omitir s1 y E1 de la definición de P , es decir,

Q(P ) = [t1, . . . , tk, s2, . . . , sn−k,M1, . . . ,Mk, E2, . . . , En−k].

Evidentemente Q(P ) � P . Debido a que Sk ⊆ S0 ⊆ S, obtenemos que para
todo P ∈ Sk, sucede que Q(P ) ∩ F 6= ∅.

Fijemos P0 ∈ Sk. Sea F ′ = F ∩Q(P0). Como F es κ-largo, podemos hallar
A ⊆ T , |A| ≤ κ, tal que F ′ cubre la cara KT\A. Como T \ (A∪Ak) ⊆ T \A,
tenemos que F ′ también cubre la cara KT\(A∪Ak). Definimos Ak+1 = A∪Ak.
Observe que F ′ ∩ P = ∅, para todo P ∈ Sk. Aśı, por la propiedad (?)
tenemos que supp(P ) ∩ Ak+1 6= ∅, para todo P ∈ Sk. Supongamos que P =
[t1, . . . , tk, s1, . . . , sn−k,M1, . . . ,Mk, E1, . . . , En−k] y {s1, . . . , sn−k} ∩ Ak+1 =
∅. Debido a que F ′ cubre la cara KT\Ak+1

, podemos hallar un punto x ∈
F ′ tal que x(si) ∈ Ei, para todo i ≤ n − k. Por otra parte, x ∈ Q(P0)
implica x(ti) ∈ Mi, para todo i ≤ k. Por lo tanto x ∈ F ′ ∩ P , lo que es
una contradicción. Obtenemos entonces que {s1, . . . , sn−k} ∩ Ak+1 6= ∅. Por
lo tanto (supp(P ) \ {t1, . . . , tk}) ∩ Ak+1 6= ∅, para todo P ∈ Sk \ {P0}.

Aśı, podemos escoger una familia Sk+1 ⊆ Sk de cardinalidad κ+, un
punto tk+1 ∈ Ak+1 \ {t1, . . . , tk} y un conjunto Mk+1 ∈ Mtk+1

tales que
[t1, . . . , tk+1,M1, . . . ,Mk+1] � P para cualquier P ∈ Sk+1. Esto termina el
segundo paso de la recursión.

Mediante este proceso recursivo generamos una familia Sn ⊆ S0, |Sn| =
κ+, tal que [t1, . . . , tn,M1, . . . ,Mn] � P , para todo P ∈ Sn.
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Utilizando que r(P ) = n para todo P ∈ S0, obtenemos que

P = [t1, . . . , tn,M1, . . . ,Mn],

para todo P ∈ Sn. Esta contradicción muestra que |S| ≤ κ. �

Finalmente note que G = K \
⋃
S es un subconjunto Gκ de K tal que

F ⊆ G y F ∩ C = G ∩ C.

Recuerde que si ϕ es una función cardinal y X es un espacio topológico,
entonces hϕ(X) = sup{ϕ(W ) : W ⊆ X} es la versión hereditaria de ϕ. Por
otra parte, si F es un subconjunto cerrado deX, entonces el pseudocarácter de
F en X se define como ψ(F,X) =

(
mı́n{ |U| : U ⊆ T (F,X) y

⋂
U = F }

)
+

ω. Si F = {x} para algún x ∈ X, escribimos ψ(x,X) en vez de ψ({x}, X). El
pseudocarácter de X se define como ψ(X) = sup{ψ(x,X) : x ∈ X}. Además
se define Ψ(X) = sup{ψ(F,X) : F es un subconjunto cerrado de X}. Evi-
dentemente ψ(X) ≤ Ψ(X).

Recuerde también que una familia celular en X es una colección no vaćıa
de abiertos en X no vaćıos y ajenos por pares. La celularidad de X se define
como c(X) =

(
sup{ |F| : F es una familia celular en X}

)
+ ω. Subrayamos

el hecho de que c(X) ≤ nw(X) (ver la sección 3 de [12]).
Finalmente, si V ⊆ T ∗(X) y x ∈ X, decimos que V es π-base local de

x si para toda vecindad U de x existe V ∈ V tal que V ⊆ U . Dado x ∈
X, el π-carácter del punto x en el espacio X se define como πχ(x,X) =(

mı́n{|V| : V es π-base local de x}
)

+ ω. El π-carácter del espacio X es
πχ(X) = sup{πχ(x,X) : x ∈ X}.

3.2.4 Teorema. Sea κ un cardinal infinito, {Nt : t ∈ T} una colección de
espacios topológicos tal que nw(Nt) ≤ κ para cada t ∈ T , C ⊆ N =

∏
t∈T Nt

un subconjunto denso en N , L un espacio compacto y ϕ : C → L una función
continua (no necesariamente sobreyectiva). Si y ∈ C ′ = ϕ(C) y hπχ(y, L) ≤
κ, entonces ψ(y, C ′) ≤ κ.

Demostración. Sea y ∈ C ′ = ϕ(C) tal que hπχ(y, L) ≤ κ. Tomando en
cuenta que C ′ es denso en clL(C ′) y que clL(C ′) es compacto, podemos asumir
que C ′ es denso en L. Fijemos, para cada t ∈ T , una extensión compacta Kt

del espacio Nt. Debido a que para cada t ∈ T , Nt es denso en Kt, obtenemos
que K =

∏
t∈T Kt es una extensión compacta de N . Además, como C es

denso en N se tiene que K es también una extensión compacta de C.
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Consideremos Φ : βC → L una extensión continua de ϕ y ξ : βC → K
una extensión continua de la función inclusión iC : C → K, donde βC es
la compactación de Stone-Čech del espacio C. Utilizando que C ′ = ϕ(C) es
denso en L y que Φ es continua, obtenemos fácilmente que Φ es sobreyectiva.
Note que ξ también es sobreyectiva.

Para cada t ∈ T , fijamos una red Rt en el espacio Nt tal que |Rt| ≤
κ. Definimos Mt = {clKt(W ) : W ∈ Rt} y M = {Mt : t ∈ T}. Los
subconjuntos M-estándar de K serán llamados estándar.

Afirmación: El conjunto Fy = ξ
(
Φ−1({y})

)
⊆ K es κ-largo.

Demostración de la afirmación: Fijemos x ∈ Fy y un subconjunto finito
A ⊆ T . Sea P = 〈x,A〉 = {x′ ∈ K : x′(t) = x(t), para todo t ∈ A} y
Q = Φ(ξ−1(P )) ⊆ L.

Note que y ∈ Q. En efecto:

x ∈ Fy ⇒ x = ξ(z) para algún z ∈ Φ−1(y)

⇒ x = ξ(z) para algún z ∈ βC tal que Φ(z) = y.

Además, x ∈ P implica z ∈ ξ−1(P ). Por lo tanto y = Φ(z), para algún
z ∈ ξ−1(P ), es decir, y ∈ Φ(ξ−1(P )) = Q.

Ahora observe que Q es un espacio compacto. Efectivamente: por la Pro-
posición 3.2.2, P cerrado en K. Como ξ : βC → K es una función continua,
ξ−1(P ) es cerrado en βC. Por la compacidad de βC, ξ−1(P ) es también un
espacio compacto. Finalmente, por la continuidad de Φ : βC → L sucede que
Q = Φ(ξ−1(P )) es un espacio compacto.

Fijemos ahora una π-base B del espacio Q en el punto y tal que |B| ≤ κ.
Por la regularidad de Q podemos elegir, para cada B ∈ B, un conjunto OB

abierto en L tal que ∅ 6= OB ∩Q ⊆ clL(OB) ∩Q ⊆ B.
Debido a que c(K) ≤ κ obtenemos que

(?) para cualquier abierto U en L, el conjunto clK(ϕ−1(U)) depende de a
lo más κ-coordenadas y coincide con el conjunto ξ(clβC(Φ−1(U))).

Utilizando la propiedad (?) y el hecho de que |B| ≤ κ podemos encontrar
un conjunto S ⊆ T que cumple:

(i) |S| ≤ κ,



74 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA DE V. V. TKACHUK.

(ii) A ⊆ S,

(iii) DB = ξ
(
clβC(Φ−1(OB))

)
depende de S, para todo B ∈ B.

En efecto: por la propiedad (?), para cada B ∈ B existe AB ⊆ T tal que
|AB| ≤ κ y π−1

AB

(
πAB(DB)

)
= DB. Definimos S = (

⋃
B∈B AB) ∪A. Debido a

que para cada B ∈ B se tiene que |AB| ≤ κ y a que A es finito, obtenemos
que |S| ≤ κ. Finalmente, por la propiedad (?), para cada B ∈ B sucede que
DB depende de AB. Como AB ⊆ S, utilizando el Lema 3.2.1 obtenemos que
DB depende de S. De esta forma, la cara KT\S es κ-residual.

Ahora veremos que πT\S(P ∩ Fy) = KT\S. Por definición de la función
proyección sucede que πT\S(P ∩ Fy) ⊆ KT\S. Sólo hace falta verificar que
KT\S ⊆ πT\S(P ∩ Fy). Sea w un elemento arbitrario de KT\S. Definimos

E = π−1
T\S({w}) ∩ π−1

S (πS(P )) = {z ∈ K : πT\S(z) = w y πS(z) ∈ πS(P )}.

Como P depende de A y A ⊆ S, se tiene que P depende de S (Lema 3.2.1).
Por lo tanto E = π−1

T\S({w}) ∩ P . El hecho de que E ⊆ P implica que

Φ(ξ−1(E)) ⊆ Φ(ξ−1(P )) = Q.
Note que Φ(ξ−1(E)) es un subconjunto cerrado de Q. En efecto: utilizando

la Proposición 3.2.2 y el hecho de que la función proyección πT\S es continua
obtenemos que E = π−1

T\S({w}) ∩ P es cerrado en K. Como ξ : βC → K es

una función continua, ξ−1(E) es cerrado en βC. Por la compacidad de βC,
ξ−1(E) es también un espacio compacto y en consecuencia Φ(ξ−1(E)) es un
subespacio compacto de Q.

Es cierto que y ∈ Φ(ξ−1(E)). En efecto: como Φ(ξ−1(E)) es un subcon-
junto cerrado de Q y B es una π-base del punto y en el espacio Q, basta
demostrar que Φ(ξ−1(E)) ∩ B 6= ∅, para todo B ∈ B. Tomemos pues B un
elemento arbitrario de B. La condición ∅ 6= OB∩Q = OB∩Φ(ξ−1(P )) implica
que existe u ∈ ξ−1(P ) tal que Φ(u) ∈ OB. Aśı u ∈ Φ−1(OB) y ξ(u) ∈ DB∩P .
Definamos u′ ∈ K mediante πT\S(u′) = w y πS(u′) = πS(ξ(u)). De esta
forma, u′ ∈ π−1

S

(
πS(DB)

)
= DB. Como ξ(u) ∈ P y A ⊆ S, tenemos que

u′ ∈ P . Por lo tanto u′ ∈ E. Note que u′ ∈ DB implica que u′ = ξ(z), para
algún z ∈ clβC(Φ−1(OB)) ⊆ Φ−1

(
clL(OB)

)
. Además, u′ ∈ E implica que

z ∈ ξ−1(E). Por lo tanto Φ(z) ∈ clL(OB) ∩ Φ(ξ−1(E)). Esto muestra que

∅ 6= Φ(ξ−1(E)) ∩ clL(OB) = Φ(ξ−1(E)) ∩ clL(OB) ∩Q ⊆ Φ(ξ−1(E)) ∩B.
Utilizando el hecho de que y ∈ Φ(ξ−1(E)) obtenemos que y = Φ(z), para

algún z ∈ ξ−1(E). Por lo tanto z ∈ ξ−1(E) ∩ Φ−1({y}). En consecuencia

ξ(z) ∈ E ∩ Fy = π−1
T\S({w}) ∩ P ∩ Fy.



3.2. IMÁGENES DE SUBESPACIOS DE ESPACIOS PRODUCTO. 75

Aśı, w = πT\S(ξ(z)) ∈ πT\S(P ∩ Fy).
Debido a que el punto w ∈ KT\S fue escogido arbitrariamente, obtenemos

que KT\S ⊆ πT\S(P ∩ Fy). Esto muestra que Fy es κ-largo. �

Note ahora que por el Lema 3.2.3, existe una colección {Ui : i ∈ I} ⊆
T ∗(K) tal que |I| ≤ κ, Fy ⊆

⋂
i∈I Ui y

(⋂
i∈I Ui

)
∩C = Fy∩C. Por lo tanto

C \ Fy =
⋃
i∈I

(C \ Ui).

Sea F = {K \ Ui : i ∈ I}. De esta forma, F es una familia de subconjuntos
compactos de K tal que |F| ≤ κ y C \ Fy ⊆

⋃
F ⊆ K \ Fy.

Además, para cualquier F ∈ F , el conjunto WF = L \ Φ(ξ−1(F )) es una
vecindad abierta de y en el espacio L. En efecto: supongamos que existe
F ∈ F tal que y ∈ Φ(ξ−1(F )). Aśı, y = Φ(x), para algún x ∈ ξ−1(F ). Por lo
tanto ξ(x) ∈ ξ

(
Φ−1({y})

)
∩ F = Fy ∩ F , lo que contradice el hecho de que⋃

F ⊆ K \ Fy.
Aśı, H =

⋂
{WF : F ∈ F} es un subconjunto Gκ en el espacio L tal que

H ∩ C ′ = {y}. Por lo tanto, ψ(y, C ′) ≤ κ.

Los principales resultados de este caṕıtulo serán demostrados utilizando
los siguientes corolarios del Teorema 3.2.4. Recuerde que si X es un espacio
topológico, la estrechez de un punto x ∈ X, denotada t(x,X), es el menor
cardinal κ con la propiedad de que para todo W ⊆ X con x ∈ cl(W ) existe
W0 ⊆ W , con |W0| ≤ κ tal que x ∈ cl(W0). La estrechez del espacio X,
denotada mediante t(X), es el número cardinal t(X) = (sup{t(x,X) : x ∈
X}) + ω.

3.2.5 Corolario. Sea κ un cardinal infinito, {Nt : t ∈ T} una colección
de espacios topológicos tal que nw(Nt) ≤ κ para cada t ∈ T , C ⊆ N =∏

t∈T Nt un subconjunto denso en N y ϕ : C → K una función continua
(no necesariamente sobreyectiva) de C en un espacio compacto K tal que
t(K) ≤ κ. Sea C ′ = ϕ(C). Entonces todo subespacio cerrado de C ′ es un
conjunto de tipo Gκ, es decir, Ψ(C ′) ≤ κ. Particularmente ψ(C ′) ≤ κ.

Demostración. Sea F ′ un cerrado no vaćıo en el espacio C ′ y F = clK(F ′).
Consideramos el mapeo cociente p : K → KF que se obtiene al contraer el
conjunto F a un punto. Como p es un mapeo cociente, sucede que t(KF ) ≤
t(K) ≤ κ [7]. Definimos C ′′ = p(C ′) y denotamos mediante y al punto del
espacio KF representado por F . Entonces, hπχ(y,KF ) ≤ κ (cf. [21]).
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Note que ψ(y, C ′′) ≤ κ. En efecto: KF es un espacio compacto porque p
es una función continua y sobreyectiva. Además, p◦ϕ : C → KF es continua.
Fijemos cualquier z ∈ F ′ ⊆ C ′ = ϕ(C). Entonces existe x ∈ C tal que
ϕ(x) = z. Como F ′ ⊆ F , (p ◦ ϕ)(x) = p(z) = y. Por lo tanto y ∈ (p ◦ ϕ)(C).
Aplicando el Teorema 3.2.4 a la función p◦ϕ (recuerde que hπχ(y,KF ) ≤ κ)
obtenemos que ψ(y, C ′′) ≤ κ.

Sea q = p �C′ : C ′ → C ′′. Veamos que q−1({y}) = F ′. Efectivamente: por
definición de la función q y del conjunto F obtenemos que F ′ ⊆ q−1({y}).
Para demostrar que q−1({y}) ⊆ F ′ observamos que existe H ⊆ K cerrado en
K tal que F ′ = C ′∩H. De esta forma, si x ∈ C ′\F ′, entoncesK\H ∈ T (x,K)
y (K \ H) ∩ F ′ = ∅. Por lo tanto x /∈ F y q(x) = {x} 6= y, es decir,
x ∈ C ′ \ q−1({y}).

Fijamos U ⊆ T (y, C ′′) tal que |U| ≤ κ y
⋂
U = {y}. Entonces V =

{q−1(U) : U ∈ U} ⊆ T (C ′) y |V| ≤ κ. Finalmente:
⋂
V =

⋂
U∈U q

−1(U) =
q−1(

⋂
U∈U U) = q−1({y}) = F ′.

Ahora recordamos que el grado de Lindelöf de un espacio topológico Z,
denotado l(Z), es el menor cardinal infinito κ, tal que toda cubierta abierta
de Z tiene una subcubierta de cardinalidad menor o igual que κ.

3.2.6 Corolario. Sea κ un cardinal infinito, {Nt : t ∈ T} una colección
de espacios topológicos tal que nw(Nt) ≤ κ para cada t ∈ T , C ⊆ N =∏

t∈T Nt un subconjunto denso en N y ϕ : C → K una función continua
(no necesariamente sobreyectiva) de C en un espacio compacto K tal que
t(K) ≤ κ. Si C ′ = ϕ(C) y l(C) ≤ κ, entonces hl(C ′) ≤ κ.

Demostración. l(C ′) ≤ κ debido a que el grado de Lindelöf no se incrementa
bajo imágenes continuas. Además, por el Corolario 3.2.5, todo subespacio
cerrado de C ′ es un conjunto Gκ. Concluimos que hl(C ′) ≤ κ.

3.2.7 Corolario. Si C es un subespacio denso de un producto de espacios
cósmicos y K es un espacio compacto, entonces para cualquier función con-
tinua ϕ : C → K tenemos que Ψ(ϕ(C)) ≤ t(K).

Demostración. Aplicando el Corolario 3.2.5 a κ = t(K) obtenemos el resul-
tado.
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3.3. Aplicaciones a Cp-teoŕıa.

A continuación utilizaremos el siguiente teorema, el lector interesado pue-
de encontrar una demostración en [19].

3.3.1 Teorema (Birkhoff-Kakutani). Un grupo topológico Hausdorff G es
metrizable si y sólo si tiene una base numerable en el elemento identidad.

3.3.2 Proposición. Si un grupo topológico G se encaja en un espacio com-
pacto de estrechez numerable entonces G es metrizable. En particular, si
Cp(X) se encaja en un espacio compacto de estrechez numerable entonces
Cp(X) es segundo numerable y en consecuencia X es numerable.

Demostración. Supongamos que K es un espacio compacto que contiene un
subespacio H homeomorfo a G y que t(K) = ω. Debido a que la función
estrechez es monótona, a que clK(H) es un espacio compacto y a que H es
denso en clK(H), podemos asumir que H es denso en K. Además, como G
es homeomorfo a H, podemos asumir que G es denso en K.

De esta forma χ(g,G) = πχ(g,G) = πχ(g,K) = ω, para cualquier g ∈ G
[19]. Utilizando el Teorema 3.3.1 obtenemos que G es metrizable.

Ahora demostraremos la segunda afirmación de la proposición. Suponga-
mos que Cp(X) se encaja en un espacio compacto de estrechez numerable.
Por la Proposición 1.2.7, Cp(X) es un grupo topológico. Aśı, utilizando lo
establecido en la primera parte de esta proposición obtenemos que Cp(X) es
metrizable. Por lo tanto χ(Cp(X)) = ω. Para finalizar aplicamos el Teorema
1.1.1 de [5] que establece que χ(Cp(X)) = w(Cp(X)) = |X|.

3.3.3 Corolario. Para cualquier espacio X, el espacio Cp(X) se condensa
sobre un espacio encajable en un espacio compacto de estrechez numerable si
y sólo si Cp(X) se condensa sobre un espacio segundo numerable.

Demostración. (⇒) Supongamos que existen un espacio Z y una conden-
sación h : Cp(X) → Z. Supongamos además que existe una inmersión
i : Z → K, donde K es un espacio compacto tal que t(K) = ω.

Sabemos que Cp(X) es un subespacio denso de RX (Corolario 1.2.9).
Además i ◦ h : Cp(X) → K es continua y (i ◦ h)

(
Cp(X)

)
= i(Z). Por el

Corolario 3.2.7: Ψ
(
i(Z)

)
= ω. Utilizando el Teorema 1.3.9 y el hecho de que

h es una condensación obtenemos que

iw
(
Cp(X)

)
= ψ

(
Cp(X)

)
≤ ψ(Z) = ψ

(
i(Z)

)
≤ Ψ

(
i(Z)

)
= ω.
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(⇐) Supongamos que existen un espacio segundo numerable Y y una con-
densación g : Cp(X) → Y . Como Y es segundo numerable, Y se encaja en
IN. Además el espacio IN es compacto y metrizable. El hecho de que IN es
metrizable implica que IN es un espacio de Fréchet. (Recuerde que un espacio
topológico Z es un espacio de Fréchet si para todo U ⊆ Z y todo z ∈ clZ(U)
existe una sucesión (zn) ⊆ U que converge a z.) Por lo tanto t(IN) = ω.

Es interesante determinar si cualquier imagen continua de Cp(X) que se
sumerge en un espacio compacto de estrechez numerable tiene que ser un
espacio cósmico, o bien metrizable. Utilizando los Corolarios 1.2.9 y 3.2.5
obtenemos que una imagen con estas caracteŕısticas es un espacio perfecto
(recuerde que un espacio topológico es perfecto si todos sus puntos son puntos
ĺımite). En efecto: supongamos que Z es un espacio topológico tal que existe
g : Cp(X) → Z continua y sobreyectiva. Supongamos también que existe
un espacio compacto K tal que t(K) = ω y una inmersión h : Z → K.
Sabemos que Cp(X) es denso en RX (Corolario 1.2.9). Además la función
h ◦ g : Cp(X) → K es continua. Note que (h ◦ g)(Cp(X)) = h(Z). Tomando
κ = ω en el Corolario 3.2.5, obtenemos que Ψ(h(Z)) = Ψ(Z) = ω. Esto
significa que todo subconjunto cerrado de Z es un conjunto Gδ (por definición
de la función cardinal Ψ). Por lo tanto Z es un espacio perfecto [11, 1.5.H].

El teorema que enseguida demostramos (3.3.4) muestra que la conjetura
anterior es verdadera cuando Cp(X) es un espacio Lindelöf-Σ.

Considere un espacio topológico Z. Recuerde que un cardinal τ es un
precalibre (respectivamente, un calibre) de Z si, para cualquier familia {Uα :
α ∈ A} ⊆ T ∗(Z) tal que |A| = τ , existe B ⊆ A tal que |B| = τ y la familia
{Uα : α ∈ B} tiene la propiedad de la intersección finita (respectivamente,
|B| = τ y

⋂
{Uα : α ∈ B} 6= ∅).

Por otra parte, si A es una familia de subconjuntos de Z, decimos que A
es una familia punto-numerable si todo elemento de Z está contenido en una
cantidad a lo más numerable de elementos de A.

Recuerde también que una colección V ⊆ T ∗(Z) es una π-base para Z si
para cada U abierto en Z existe V ∈ V tal que V ⊆ U . El π-peso del espacio
Z se define como πw(Z) = (mı́n{|V| : V es una π-base para Z}) + ω.

3.3.4 Teorema. Supongamos que ϕ : Cp(X)→ K es una función continua
(no necesariamente sobreyectiva) y que K es un espacio compacto con t(K) =
ω. Sea Y = ϕ(Cp(X)). Entonces

(i) Y es un espacio perfecto de π-peso numerable,
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(ii) si Cp(X) es un espacio Lindelöf-Σ, entonces Y es cósmico.

Demostración. (i) Por el Corolario 3.2.5, Y es un espacio perfecto. Además,
ω1 es un precalibre de Cp(X) [5, 0.3.14]. Por la continuidad de ϕ, tenemos
que ω1 es un precalibre de Y . Como Y es denso en cl(Y ), ω1 es también un
precalibre de cl(Y ). Por la compacidad de cl(Y ) se tiene que ω1 es un calibre
de cl(Y ). Debido a que t(cl(Y )) = ω obtenemos que cl(Y ) tiene una π-base
punto numerable (cf. [21]). Por lo tanto πw(Y ) ≤ πw(cl(Y )) = ω.
(ii) Supongamos que Cp(X) es un espacio Lindelöf-Σ. Es cierto que Cp(X⊕X)
es un espacio de Lindelöf. En efecto: por el Corolario B.1.18, Cp(X)×Cp(X)
es un espacio Lindelöf-Σ. Particularmente, Cp(X)× Cp(X) es un espacio de
Lindelöf (vea la Definición B.1.15). Además, Cp(X)×Cp(X) es homeomorfo
a Cp(X ⊕X).

Sabemos que Cp(X ⊕ X) es un subespacio denso de RX⊕X (Corolario
1.2.9). Es cierto que K ×K es un espacio compacto de estrechez numerable.
Como la función ϕ : Cp(X) → K es continua, sucede que la función η :
Cp(X ⊕ X) → K × K definida mediante η(f, g) = (ϕ(f), ϕ(g)) también es
continua. El hecho de que Y = ϕ(Cp(X)) implica que Y ×Y = η(Cp(X⊕X)).

Utilizando el Corolario 3.2.6 (con κ = ω) obtenemos que Y × Y es here-
ditariamente Lindelöf. Esto último implica que Y es un espacio de Lindelöf.
Por lo tanto, Y se condensa sobre un espacio segundo numerable [7]. Adicio-
nalmente, como Y es una imagen continua de un espacio Lindelöf-Σ, sucede
que Y es también un espacio Lindelöf-Σ (Corolario B.1.18). Por lo tanto
nw(Y ) = ω, es decir, Y es cósmico.

Utilizaremos el siguiente lema de [?].

3.3.5 Lema. Si Cp(X) =
⋃

n∈N Fn y todo Fn es cerrado en Cp(X), entonces
existe n ∈ N tal que Cp(X) se encaja en Fn.

Recuerde que si α es un ordinal, una sucesión de puntos {zγ : γ < α} de
un espacio Z es llamada una sucesión libre de longitud α en Z, si para cada
β < α sucede que cl({zγ : γ < β}) ∩ cl({zγ : γ ≥ β}) = ∅. Es cierto que si
Z es un espacio de Lindelöf, entonces

t(Z) = (sup{κ : existe una sucesión libre de longitud κ en Z}) + ω.

(El lector encontrará una demostración de este resultado en [12].)

3.3.6 Teorema. Supongamos que l(Xk) = ω para todo k ∈ N \ {0} y que
Cp(X) es un espacio de Lindelöf. Si Cp(X) se condensa sobre un espacio
σ-compacto Y , entonces el espacio X es separable y ψ(Y ) = ω.
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Demostración. Sea {Kn : n ∈ N} una familia de subespacios compactos de
Y tales que Y =

⋃
n∈N Kn y ϕ : Cp(X) → Y una condensación. Señalamos

que, para cada n ∈ N, Fn = ϕ−1(Kn) es un espacio de Lindelöf con estrechez
numerable. En efecto: sea n un elemento arbitrario de N. Como Kn es un
subconjunto cerrado de Y y ϕ : Cp(X)→ Y es una función continua, sucede
que Fn es un subconjunto cerrado de Cp(X). Debido a que Cp(X) es un
espacio de Lindelöf y a que dicha propiedad se hereda a subespacios cerrados,
obtenemos que Fn es también un espacio de Lindelöf. Adicionalmente, por el
Teorema de Arhangel’skii-Pytkeev (Teorema C.1.4), sucede que t(Cp(X)) =
ω. La monotońıa de la función estrechez implica que t(Fn) = ω.

Ahora veremos que para cada n ∈ N, t(Kn) = ω. Sea n cualquier elemento
de N. Supongamos que t(Kn) > ω. Esto implica que existe un cardinal κ > ω
y {xγ : γ < κ} una sucesión libre de longitud κ en Kn. Como ϕ es una
condensación, sucede que {ϕ−1(xγ) : γ < κ} es una sucesión libre de longitud
κ en Fn, pero esto contradice el hecho de que Fn es un espacio de Lindelöf
con estrechez numerable.

Observe que

Cp(X) = ϕ−1(Y ) = ϕ−1(
⋃
n∈N

Kn) =
⋃
n∈N

ϕ−1(Kn) =
⋃
n∈N

Fn.

Por el Lema 3.3.5, existen n ∈ N y C ⊆ Fn tales que Cp(X) es homeomorfo
a C. Aśı, podemos asumir que C es un subespacio denso de un producto de
espacios cósmicos (Corolario 1.2.9). Por definición del conjunto Fn, sucede
que ϕ(C) ⊆ ϕ(Fn) ⊆ Kn. Aplicando el Corolario 3.2.7 a la función ϕ �C :
C → Kn, obtenemos que ψ(ϕ(C)) ≤ t(Kn) = ω.

Por otra parte, debido a que Cp(X) es homeomorfo a C y a que ϕ �C :
C → ϕ(C) es una condensación, sucede que

ψ(Cp(X)) = ψ(C) ≤ ψ(ϕ(C)) = ω.

Por lo tanto d(X) = ψ(Cp(X)) = ω (Teorema 1.3.9). Esto muestra que X es
separable.

Ahora demostraremos para todo y ∈ Y , Y \{y} es un espacio de Lindelöf.
Sea y un elemento arbitrario de Y = ϕ(Cp(X)). Denotamos mediante f al
único elemento de Cp(X) tal que ϕ(f) = y. El hecho de que ψ(Cp(X)) = ω
implica que {f} es un subconjunto Gδ de Cp(X). Por lo tanto, Cp(X) \ {f}
es un subconjunto Fσ de Cp(X). Como Cp(X) es un espacio de Lindelöf, todo
subconjunto Fσ de Cp(X) también es un espacio de Lindelöf [11, Teorema
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3.8.5]. Particularmente Cp(X) \ {f} es un espacio de Lindelöf. Ahora bien,
debido a que la función ϕ �Cp(X)\{f}: Cp(X) \ {f} → Y \ {y} es continua
sobreyectiva y a que el grado de Lindelöf no se incrementa bajo imágenes
continuas, obtenemos que Y \ {y} es un espacio de Lindelöf. Concluimos que
ψ(Y ) = ω.

3.3.7 Corolario. Supongamos que X es un espacio ω-monoĺıtico tal que para
cualquier k ∈ N\{0}, Xk es un espacio de Lindelöf, y que Cp(X) es también
un espacio de Lindelöf. Si Cp(X) se condensa sobre un espacio σ-compacto
Y , entonces nw(X) = nw(Y ) = ω.

Demostración. Por el Teorema 3.3.6, d(X) = ω. Debido a que X es ω-
monoĺıtico, sucede que nw(X) = ω. En efecto: si D es un subconjunto denso
y a lo más numerable de X, entonces nw(X) = nw(cl(D)) ≤ ω.

Utilizando el hecho de que el peso de red no se incrementa bajo funciones
continuas y el Teorema 1.3.6 obtenemos que nw(Y ) ≤ nw(Cp(X)) = nw(X).

El siguiente corolario proporciona una respuesta completa a los problemas
29 y 30 del art́ıculo [6].

3.3.8 Corolario. Sea X es un espacio ω-monoĺıtico y compacto tal que
Cp(X) es Lindelöf. Si Cp(X) se condensa sobre un espacio σ-compacto, en-
tonces X es metrizable. En particular, si X es un compacto de Corson no
metrizable, entonces Cp(X) no se condensa sobre un espacio σ-compacto.

Demostración. Por el Corolario 3.3.7 y la compacidad de X,

w(X) = nw(X) = ω.

Aśı, X es metrizable.
Ahora demostraremos la segunda afirmación del corolario. Sea X un com-

pacto de Corson. Entonces existe un cardinal τ ≥ ω tal que X es homeomorfo
a un subespacio compacto de ΣRτ , donde ΣRτ es el Σ-producto de τ copias
del espacio R (en la demostración de la Proposición 1.2.7 establecimos que
Rτ es un espacio homogéneo, aśı, cualquier par de Σ-productos basados en
puntos distintos de Rτ resultan ser homeomorfos, por lo tanto podemos decir
que existe únicamente un Σ-producto de τ copias del espacio R).

Primero veremos que X es ω-monoĺıtico. Sabemos que cualquier Σ-pro-
ducto de espacios con una base numerable es un espacio monoĺıtico (Propo-
sición 1.4.2). Por lo tanto ΣRτ es un espacio monoĺıtico. También sabemos



82 CAPÍTULO 3. EL TEOREMA DE V. V. TKACHUK.

que para cualquier κ ≥ ω, la propiedad de κ-monoliticidad es heredada por
subespacios arbitrarios (Proposición 1.4.7). Entonces X es ω-monoĺıtico.

Por otra parte, el Teorema 1.5.23 establece que si Z es un compacto de
Corson, entonces Cp(Z) es un espacio de Lindelöf. Por lo tanto Cp(X) es un
espacio de Lindelöf.

Utilizando la primera afirmación de este corolario obtenemos que si Cp(X)
se condensa sobre un espacio σ-compacto, entonces X es metrizable.



Apéndice A

Axioma de determinación
proyectiva.

A.1. Árboles y conjuntos cerrados.

Sea A un conjunto no vaćıo y n ∈ N. Denotamos mediante An al conjunto
de sucesiones finitas

s = (s(0), s(1), . . . , s(n− 1)) = (s0, s1, . . . , sn−1)

de longitud n en A. Permitimos el caso n = 0, en el que A0 = {∅}, donde
∅ denota la sucesión vaćıa. La longitud de una sucesión finita se denota por
long(s). Aśı long(∅) = 0. Si s ∈ An y m ≤ n, definimos s �m= (s0, . . . , sm−1).
(Aśı s �0= ∅.) Si s, t son sucesiones finitas en A, decimos que s es un segmento
inicial de t y que t es una extensión de s (en śımbolos s ⊆ t) si long(s) ≤
long(t) y s = t �long(s). Entonces ∅ ⊆ s, para todo s. Dos sucesiones finitas
son compatibles si una es un segmento inicial de la otra e incompatibles en
otro caso. Denotamos mediante

A<N =
⋃
n∈N

An

al conjunto de todas las sucesiones finitas en A. La concatenación de s =
(s0, s1, . . . , sm−1) y t = (t0, t1, . . . , tn−1) es la sucesión

sat = (s0, s1, . . . , sm−1, t0, t1, . . . , tn−1).

Si a ∈ A, escribiremos saa para denotar a la sucesión finita sa(a). Sea AN el
conjunto de todas las sucesiones infinitas x = (x(n)) = (xn) en A. Si x ∈ AN

83
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y n ∈ N, definimos x �n= (x0, . . . , xn−1) ∈ An. Decimos que s ∈ An es un
segmento inicial de x ∈ AN si s = x �n. Escribimos s ⊆ x si s es un segmento
inicial de x.

A.1.1 Proposición. La colección de todos los conjuntos de la forma

Ns = {x ∈ AN : s ⊆ x},

donde s ∈ A<N, es una base para la topoloǵıa producto de AN (el conjunto A
está dotado de la topoloǵıa discreta).

Demostración. Debido a que la colección {{a} : a ∈ A} es una base para
el espacio A, obtenemos que un abierto canónico del producto AN es de la
forma

[j0, . . . , jm, {a0}, . . . , {am}] = {x ∈ AN : xji = ai, i = 0, . . .m},

donde m ∈ N, j0, . . . , jm ∈ N y a0, . . . , am ∈ A. Asumimos, sin pérdida de ge-
neralidad, que j0 < . . . < jm. Sea x ∈ [j0, . . . , jm, {a0}, . . . , {am}]. Definimos
la función s : {0, 1, . . . , jm} → A mediante

sk = s(k) =

{
ai si k = ji para algún i ∈ {0, . . . ,m},
xk si k ∈ {0, 1, . . . , jm} \ {j0, . . . , jm}.

De esta forma, x ∈ Ns ⊆ [j0, . . . , jm, {a0}, . . . , {am}].

A.1.2 Proposición. Para cualesquiera n ∈ N y s ∈ An, el conjunto Ns es
cerrado en el producto AN.

Demostración. Note que

AN \Ns =
⋃

t∈An\{s}

Nt.

En efecto: si x ∈ AN \Ns, entonces x �n 6= s. Aśı t = x �n∈ An \ {s}. Por otra
parte, si x ∈ AN y x �n= t para algún t ∈ An \ {s}, entonces x �n 6= s.

Recuerde que un espacio topológico es cero-dimensional si es Hausdorff
y tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos.

A.1.3 Corolario. Para todo conjunto no vaćıo A, el espacio AN es cero
dimensional.
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A.1.4 Definición. Un árbol en un conjunto A es un subconjunto T ⊆ A<N

cerrado bajo segmentos iniciales, es decir, si t ∈ T y s ⊆ t, entonces s ∈ T .
(En particular, ∅ ∈ T si T es no vaćıo.) Llamamos a los elementos de T los
nodos de T . Una rama infinita de T es una sucesión x ∈ AN tal que x �n∈ T ,
para todo n ∈ N. El cuerpo de T , denotado mediante [T ], es el conjunto de
todas las ramas infinitas de T , es decir,

[T ] = {x ∈ AN : ∀n ( x �n∈ T )}.

Decimos que un árbol T es bien podado si cada s ∈ T tiene una extensión
propia t % s, donde t ∈ T .

A.1.5 Proposición. La función T 7→ [T ] es una biyección entre el conjunto
de los árboles bien podados en A y el conjunto de todos los subconjuntos
cerrados de AN. Su inversa está dada por

F 7→ TF = {x �n : x ∈ F, n ∈ N} ⊆ A<N.

Demostración. Sea T un árbol bien podado en A. Demostremos que [T ] es
un subconjunto cerrado de AN. Consideremos una sucesión (xk) ⊆ [T ] que
converge a un punto x ∈ AN. Sea n un elemento arbitrario de N y s = x �n.
Como Ns es un abierto básico que contiene a x, existe K ∈ N tal que xK ∈ Ns.
Por lo tanto

x �n= xK �n∈ T.

Ahora tomemos S y T árboles bien podados en A tales que S * T . Sea
s ∈ S \ T . Como S es bien podado, existe x ∈ [S] tal que x �long(s)= s. De
esta forma, x /∈ [T ]. Por lo tanto [S] * [T ].

Para demostrar la segunda parte de la proposición, consideramos F un
subconjunto cerrado de AN. Veamos que TF es un árbol bien podado en A.
Sea t ∈ TF y s ∈ A<N tal que s ⊆ t. Aśı, t = x �n, donde x ∈ F, n ∈ N.
Además:

long(s) ≤ n y s = t �long(s)= x �long(s)∈ TF .

TF es bien podado porque si x ∈ F y n ∈ N, entonces x �n+1 es una extensión
propia de x �n. Sólo falta comprobar que [TF ] = F . Si x ∈ AN \ F , entonces
existe s ∈ A<N tal que x ∈ Ns ⊆ AN \ F (Proposición A.1.1). Supongamos
que x ∈ [TF ]. Entonces x �long(s)∈ TF . Por definición de TF , existe y ∈ F tal
que x �long(s)= y �long(s). Por lo tanto y ∈ Ns ⊆ AN \ F , lo que contradice la
elección de y.
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A.1.6 Definición. Sean S, T árboles en conjuntos A y B, respectivamente.
Una función ϕ : S → T es llamada monótona si s ⊆ t implica ϕ(s) ⊆ ϕ(t).
Para tal ϕ, definimos

D(ϕ) = {x ∈ [S] : ĺım
n→∞

long(ϕ(x �n)) =∞}.

Para x ∈ D(ϕ), definimos

ϕ∗(x) =
⋃
n∈N

ϕ(x �n) ∈ [T ].

Decimos que ϕ es propia si D(ϕ) = [S].

A.1.7 Proposición. En el contexto de la definición anterior, el conjunto
D(ϕ) es un conjunto Gδ en [S] y ϕ∗ : D(ϕ)→ [T ] es una función continua,
donde [S] y D(ϕ) tienen la topoloǵıa de subespacio respecto de AN y [T ] tiene
la topoloǵıa de subespacio respecto de BN.

Demostración. Para cada l ∈ N, definimos

Ul = {x ∈ [S] : existe n ∈ N tal que long(ϕ(x �n)) ≥ l}.

Veamos que Ul es un subconjunto abierto de [S]. Sea x ∈ Ul y n ∈ N tal
que long(ϕ(x �n)) ≥ l. Definimos s = x �n. Entonces x ∈ Ns ∩ [S] ⊆ Ul. En
efecto: si y ∈ Ns ∩ [S], entonces

long(ϕ(y �n)) = long(ϕ(x �n)) ≥ l.

Evidentemente D(ϕ) =
⋂

l∈N Ul.
Por la Proposición A.1.1, los conjuntos Vt = [T ] ∩ Nt, donde t ∈ A<N,

forman una base para el espacio [T ]. Note que (ϕ∗)−1(Vt) =
⋃
{Ns ∩D(ϕ) :

s ∈ S, ϕ(s) ⊇ t}.

A.1.8 Proposición. Sean F ⊆ H dos subconjuntos cerrados no vaćıos de
AN. Entonces F es un retracto de H.

Demostración. Por la Proposición A.1.5, existen S y T árboles bien podados
en A tales que [S] = F y [T ] = H. Note que [S] ⊆ [T ] implica S ⊆ T (vea
el segundo párrafo de la demostración de la Proposición A.1.5). Mediante
recursión sobre la longitud de t ∈ T , definiremos una función monónota y
propia ϕ : T → S tal que ϕ(s) = s, para todo s ∈ S. Definimos primeramente
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ϕ(∅) = ∅. Ahora supongamos que hemos definido ϕ(t), para cualquier t ∈ T .
Definimos ϕ(taa), para a ∈ A y taa ∈ T de la siguiente forma: si taa ∈ S,
entonces ϕ(taa) = taa. Si taa /∈ S, definimos ϕ(taa) como cualquier ϕ(t)ab ∈
S, que existe debido a que S es bien podado. Por la Proposición A.1.7, la
función ϕ∗ : [T ]→ [S] es una retracción de [T ] en [S].

A.2. Extensiones de funciones continuas.

Sean X un espacio topológico, (Y, d) un espacio métrico, A ⊆ X y f :
A→ Y una función acotada. Definimos la oscilación de f en x ∈ X mediante

oscf (x) = inf{diam(f(A ∩ U)) : U ∈ T (x, X)}.

Definimos también diam(∅) = 0. Notemos que para cualquier ε > 0, el
conjunto Aε = {x ∈ X : oscf (x) < ε} es abierto en X. En efecto: si x ∈ Aε,
entonces existe U ∈ T (x, X) tal que diam(f(A ∩ U)) < ε. Aśı, para todo
y ∈ U :

oscf (y) ≤ diam(f(A ∩ U)) < ε.

A.2.1 Lema. Sea x ∈ A. Entonces f es continua en x si y sólo si oscf (x) =
0.

Demostración. (⇐) Por definición de oscilación de una función en un punto,
para cualquier ε > 0 existe U ∈ T (x, X) tal que

diam(f(A ∩ U)) = sup{d(f(y), f(z)) : y, z ∈ A ∩ U} < ε.

Por lo tanto, para todo y ∈ A ∩ U , se tiene que d(f(y), f(x)) < ε.
(⇒) Como f es continua en x, para cualquier ε > 0 existe W ∈ T (x, X) tal
que f(A ∩W ) ⊆ B(f(x), ε

4
). Aśı, para cualesquier y, z ∈ A ∩W ,

d(f(y), f(z)) ≤ d(f(y), f(x)) + d(f(x), f(z)) < ε
2
.

Por lo tanto diam(f(A ∩W )) ≤ ε
2
< ε.

Debido a que {x ∈ X : oscf (x) = 0} =
⋂
n∈NA1/(n+1), hemos demostrado

la siguiente proposición.

A.2.2 Proposición. Sean X un espacio topológico, Y un espacio metrizable
y f : X → Y una función. Entonces los puntos de continuidad de f forman
un conjunto Gδ.
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El siguiente lema nos será de bastante utilidad.

A.2.3 Lema. Si (X, d) es un espacio métrico y A ⊆ X, entonces cl(A) es
un conjunto Gδ.

Demostración. Consideremos la función h : X → R dada por h(x) = d(x,A).
Note que

cl(A) = h−1({0}) = h−1
( ⋂
n∈N\{0}

(− 1
n
, 1
n
)
)

=
⋂

n∈N\{0}

h−1
(
(− 1

n
, 1
n
)
)
.

Como h es continua, el conjunto h−1
(
(− 1

n
, 1
n
)
)

es abierto en X, para todo
n ∈ N \ {0}.

A.2.4 Teorema (Lavrentiev). Sean X metrizable, Y completamente metri-
zable, A ⊆ X y f : A → Y una función continua. Entonces existen G un
conjunto Gδ tal que A ⊆ G ⊆ cl(A) y una extensión continua g : G→ Y de
f .

Demostración. Sea G = cl(A) ∩ {x ∈ X : oscf (x) = 0}. G es la intersección
de dos conjuntos Gδ, por ello, G es un Gδ. Por otro lado, si x ∈ G, entonces
existe una sucesión (xn) ⊆ A que converge a x. Además, para cada ε > 0
existe U ∈ T (x,X) tal que diam(f(U ∩ A)) < ε. Considere N ∈ N tal que
xn ∈ U , para todo n ≥ N . Aśı

n, m ≥ N ⇒ xn, xm ∈ U ∩ A ⇒ dY (f(xn), f(xm)) < ε.

Por lo tanto (f(xn)) es una sucesión de Cauchy en (Y, dY ). Definimos la
función g : G→ Y mediante g(x) = limn→∞f(xn) para cada x ∈ G.

Notemos primeramente que el valor de g no depende de la elección de
(xn). En efecto: sea (x̃n) ⊆ A otra sucesión que converge a x. Considere

z = limn→∞f(xn), z̃ = limn→∞f(x̃n), δ = dY (z,z̃)
4

.

Supongamos que z 6= z̃. Fijemos W ∈ T (x,X) tal que diam(f(W ∩ A)) < δ

y V, Ṽ vecindades ajenas de z y z̃ con diámetro menor que δ. Existe N ∈ N
que satisface

para todo n ≥ N : f(xn) ∈ V, f(x̃n) ∈ Ṽ , xn, x̃n ∈ W ∩ A.

De esta forma:

dY (z, z̃) ≤ dY (z, f(xN)) + dY (f(xN), f(x̃N)) + dY (f(x̃N), z̃) < 3δ < dY (z, z̃),
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lo que es una contradicción.
Es claro además que g es una extensión de f . Demostraremos ahora que

g es continua, para ello demostraremos que si U ∈ T ∗(X), entonces se tiene
que diam(g(U ∩ G)) ≤ diam(f(U ∩ A)). En efecto: sea x ∈ U ∩ G. Fijemos
una sucesión (xn) ⊆ A que converge a x. Existe N ∈ N tal que xn ∈ U , para
todo n ≥ N . De esta forma, la sucesión (yk) = (xN+k) está contenida en
U ∩ A. Además

g(x) = limk→∞f(yk).

Por lo tanto g(U ∩G) ⊆ cl(f(U ∩ A)). Entonces

diam
(
g(U ∩G)

)
≤ diam

(
cl(f(U ∩ A))

)
= diam

(
f(U ∩ A)

)
.

Esto demuestra que para todo x ∈ G, oscg(x) ≤ oscf (x) = 0. Por lo tanto, g
es continua en x.

A.2.5 Teorema. Si X es metrizable y Y ⊆ X es completamente metrizable,
entonces Y es un conjunto Gδ en X. Rećıprocamente, si X es completamente
metrizable y Y ⊆ X es un conjunto Gδ, entonces Y es completamente me-
trizable.

En particular, un subespacio de un espacio polaco es polaco, si y sólo si
es un Gδ.

Demostración. Para demostrar la primera afirmación, consideramos idY :
Y → Y . Por el Teorema A.2.4, existen G un conjunto Gδ tal que Y ⊆ G ⊆
cl(Y ) y g : G → Y una extensión continua de idY . Como Y es denso en G,
g = idG. Aśı, Y = G.

Demostraremos la segunda afirmación en dos pasos: primero asumiremos
que Y es abierto en X, posteriormente abordaremos el caso en que Y es un
conjunto Gδ en X.

Paso 1: Y es abierto en X.

Sea dX ≤ 1 una métrica compatible con X. Definimos f : Y → R me-
diante

∀x ∈ Y : f(x) =
(
dX(x, X \ Y )

)−1
.

Esta función es continua debido a que dX(x, X\Y ) = 0, si y sólo si x ∈ X\Y .
Ahora definimos dY : Y ×Y → R mediante dY (x, y) = dX(x, y)+|f(x)−f(y)|.
Note que dY es una métrica en Y . En efecto: si x, y, z ∈ Y , entonces

dY (x, z) ≤ dX(x, y)+dX(y, z)+|f(x)−f(y)|+|f(y)−f(z)| = dY (x, y)+dY (y, z).
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Veamos que la topoloǵıa inducida en Y por la métrica dX �Y coincide con la
topoloǵıa inducida en Y por la métrica dY . En efecto: elegimos cualesquiera
x ∈ Y, r > 0. Debido a que dX �Y≤ dY , obtenemos

BdY (x, r) ⊆ BdX (x, r) ∩ Y.

Por otra parte, por la continuidad de f , existe δ > 0 tal que

∀ y ∈ Y
(
dX(x, y) < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < r

2

)
.

De esta forma, si s = min{δ, r
2
}, entonces BdX (x, s) ∩ Y ⊆ BdY (x, r).

Finalmente, sea (xn) una sucesión de Cauchy en el espacio (Y, dY ). Como
dX ≤ dY , (xn) es una sucesión de Cauchy en (X, dX). Sea x ∈ X el ĺımite de
(xn) en la métrica dX . La sucesión (f(xn)) es convergente debido a que

limn→∞
(
dX(xn, xm) + |f(xn)−f(xm)|

)
= 0 ⇒ limn→∞|f(xn)−f(xm)| = 0.

Sucede que x ∈ Y , porque de lo contrario

dX(x, X \ Y ) = limn→∞dX(xn, X \ Y ) = 0 ⇒ (f(xn)) no es acotada,

lo que es una contradicción.

Paso 2: Y es un conjunto Gδ en X.

Sea Y =
⋂
k∈NAk, donde Ak es abierto en X, k ∈ N. Consideramos dk ≤ 1

una métrica compatible con la métrica inducida en Ak, k ∈ N. Definimos
ψ : Y → Πk∈NAk mediante ψ(y) = (y, y, y, . . .). Note que ψ es una isometŕıa
entre Y y ψ(Y ). En efecto: si y, ỹ ∈ Y , entonces

d(ψ(y), ψ(ỹ)) = d((y, y, . . .), (ỹ, ỹ, . . .)) = Σ∞k=1(2−k)d1(y, ỹ) = d1(y, ỹ).

Por lo visto en el paso 1, cada Ak es un espacio polaco. Como el producto a
lo más numerable de espacios polacos es un espacio polaco [14, Proposición
3.3], tenemos que Πk∈NAk es un espacio polaco. Si demostramos que ψ(Y )
es cerrado en Πk∈NAk habremos terminado. Sea (yl) ⊆ Y tal que (ψ(yl))
converge puntualmente a z = (zk) ∈ Πk∈NAk. Entonces, para todo k ∈ N,
zk = liml→∞yl. Por lo tanto z ∈ ψ(Y ).
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A.3. El espacio de Cantor.

A.3.1 Definición. Llamaremos espacio de Cantor al espacio C = 2N de
todas las sucesiones de ceros y unos, donde consideramos a 2 como espacio
discreto y tomamos en 2N la topoloǵıa producto.

A.3.2 Definición. Un esquema de Cantor en un conjunto X es una familia
{As : s ∈ 2<N} de subconjuntos de X tal que:

(i) Asa0 ∩ Asa1 = ∅, para s ∈ 2<N,

(ii) Asai ⊆ As, para s ∈ 2<N, i ∈ 2.

Recordemos que un espacio es perfecto si todos sus puntos son puntos
ĺımite. Si P es un subconjunto de un espacio topológico X, decimos que P
es perfecto en X si P es cerrado y perfecto en su topoloǵıa relativa.

A.3.3 Teorema. Si X es un espacio no vaćıo, perfecto y polaco, entonces
existe una inmersión de C en X.

Demostración. Note que existe un esquema de Cantor {Us : s ∈ 2<N} en X
tal que

(i) Us es abierto no vaćıo,

(ii) diam(Us) ≤ 2−long(s),

(iii) cl(Usai) ⊆ Us, para s ∈ 2<N, i ∈ 2.

En efecto: construimos Us mediante recursión sobre la longitud de s. Sea x
un elemento fijo de X. Definimos U∅ = B(x, 2−1). De esta forma, U∅ cumple
las condiciones (i) y (ii). Supongamos que para todo s ∈ 2n hemos construido
Us que cumple las condiciones (i) y (ii). Sea x ∈ Us. Por la regularidad de
X, existe W ∈ T (x,X) tal que cl(W ) ⊆ Us. Como X es perfecto, existe
y ∈ W \ {x}. Definimos

Usa0 = B(x, 2−(n+2)) ∩W y Usa1 = B(y, 2−(n+2)) ∩W.

De esta forma, diam(Usa0) ≤ diam
(
B(x, 2−(n+2))

)
= 2−(n+1). Análogamente,

diam(Usa1) ≤ 2−(n+1). Además cl(Usai) ⊆ cl(W ) ⊆ Us, para cada i ∈ 2. Esto
termina la construcción del esquema de Cantor.
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La condición (iii) implica:⋂
n∈N

cl(Ux�n+1) ⊆
⋂
n∈N

Ux�n.

Por lo tanto
⋂
n∈N Ux�n =

⋂
n∈N cl(Ux�n). Debido a que {cl(Ux�n) : n ∈ N}

es una colección decreciente de cerrados no vaćıos, obtenemos que para cada
x ∈ 2N, el conjunto

⋂
n∈N cl(Ux�n) consta de un sólo punto, digamos {f(x)}.

De esta forma tenemos definida a una función f : 2N → X. Veamos que f
es inyectiva y continua, y por lo tanto una inmersión. Sean x, y ∈ 2N tales
que x 6= y. Utilizando la condición (i) de la Definición A.3.2 obtenemos que
si n∗ = min{n ∈ N : xn 6= yn}, entonces

Ux�n∗+1 ∩ Ux�n∗+1 = ∅.

Por lo tanto f(x) 6= f(y). Ahora tomemos un punto y ∈ 2N y una sucesión
(yj) ⊆ 2N tales que (yj) converge a y. Dado ε > 0, existe K ∈ N tal que
2−K < ε. Por la Proposición A.1.1, Ny�K es un abierto canónico en 2N que
contiene a y. Aśı, existe J ∈ N tal que yj �K= y �K , para todo j ≥ J . De
esta forma, para todo j ≥ J :

f(yj) ∈ Uyj�K = Uy�K y además f(y) ∈ Uy�K .

Por la condición (ii), diam(Uy�K ) ≤ 2−K . Por lo tanto, para todo j ≥ J ,
d(f(yj), f(y)) < ε. Por lo tanto, f es continua en 2N.

A.3.4 Corolario. Si X es un espacio no vaćıo, perfecto y polaco, entonces
|X| = 2ω. Particularmente, un subconjunto no vaćıo y perfecto de un espacio
polaco tiene cardinalidad 2ω.

Demostración. Como X es metrizable y separable, X es homeomorfo a un
subespacio de Iω [14, Teorema 4.14]. Aśı, |X| ≤ |IN| = 2ω. Además, por
el Teorema A.3.3, X contiene un subespacio homeomorfo a C. Entonces,
|C| = 2ω ≤ |X|.

Sea X un espacio topológico. Decimos que x ∈ X es un punto de conden-
sación si toda vecindad abierta de x es no numerable. Denotaremos mediante
X∗ al conjunto de todos los puntos de condensación de X.

A.3.5 Proposición. Si Y es un espacio polaco y perfecto, entonces Y ∗ = Y .
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Demostración. Sean y ∈ Y y U ∈ T (y, Y ). Si demostramos que U satisface
las hipótesis del Corolario A.3.4 obtendremos que |U | = 2ω.

Por el Teorema A.2.5, U es un espacio polaco no vaćıo. Veamos que U
es perfecto en śı mismo. Tomemos z ∈ U y W ∈ T (z, U). Existe V abierto
en Y tal que W = U ∩ V . Por lo tanto, W ∈ T (z, Y ). Como Y es perfecto,
W \ {z} 6= ∅.

A.3.6 Teorema. Sea X un espacio polaco. Entonces X admite una única
representación de la forma X = P ∪ C, donde P es un subconjunto perfecto
de X y C es un abierto a lo más numerable.

Demostración. Si X es perfecto, entonces definimos P = X y C = ∅. Si X
no es perfecto, entonces definimos P = X∗ y C = X \ P . Fijemos una base
a lo más numerable B para X. Note que

C =
⋃
{W ∈ B : |W | ≤ ω}.

En efecto: es claro que si W ∈ B y |W | ≤ ω, entonces W ⊆ X \X∗ = X \P =
C. Por otro lado, si x ∈ C, por definición de X∗, existe U ∈ T (x,X) tal que
U es a lo más numerable. Como B es base para X, existe W ∈ B tal que
x ∈ W ⊆ U . Por lo tanto C ⊆

⋃
{W ∈ B : |W | ≤ ω}. Esto muestra que C

es un abierto a lo más numerable. Aśı, P es cerrado en X.
Ahora veamos que P es perfecto en su topoloǵıa relativa. Sea z ∈ P y

V ∈ T (z,X). Entonces:(
|V | > ω, |V ∩ (X \ P )| ≤ ω

)
⇒ |V ∩ P | > ω ⇒ (V ∩ P ) \ {z} 6= ∅.

Por lo tanto, P es perfecto en su topoloǵıa relativa.
Demostramos ahora que la descomposición es única. Supongamos que

X = P1 ∪ C1, donde P1 es un subconjunto perfecto de X y C1 es un abierto
a lo más numerable. Debido a que P1 es cerrado en X, obtenemos P1 = P ∗1
(utilizar el Teorema A.2.5 y la Proposición A.3.5). Esto implica que P1 ⊆ P .
En efecto: si x ∈ P1 y U ∈ T (x,X), entonces ω < |U ∩ P1| ≤ |U |.

Por otra parte, C1 ⊆ C debido a que C1 es un abierto numerable. Además

C \ C1 ⊆ C ∩ P1 ⊆ C ∩ P = ∅ ⇒ C ⊆ C1.

Finalmente

P \ P1 ⊆ P ∩ C1 = P ∩ C = ∅ ⇒ P ⊆ P1.

Por lo tanto P = P1 y C = C1.
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A.3.7 Corolario. Cualquier espacio polaco no numerable contiene una copia
homeomorfa de C y en particular tiene cardinalidad 2ω.

Demostración. Por el Teorema A.3.6, X admite una única representación de
la forma X = P ∪ C, donde P es un subconjunto perfecto de X y C es un
abierto a lo más numerable. Como X es no numerable, P 6= ∅. Además P es
un espacio polaco debido a que es cerrado en X (Teorema A.2.5). Utilizando
el Teorema A.3.3 obtenemos que P contiene una copia homeomorfa de C.
Aśı, |C| = 2ω ≤ |P | ≤ |X|. Por el Teorema 4.14 de [14], |X| ≤ |IN| = 2ω.

A.4. El espacio de Baire.

A.4.1 Definición. Llamaremos espacio de Baire al espacio N = NN de
todas las sucesiones de números naturales, donde consideramos a N como
espacio discreto y tomamos en NN la topoloǵıa producto.

A.4.2 Definición. Un esquema de Lusin en un conjunto X es una familia
{As : s ∈ N<N} de subconjuntos de X tal que:

(i) Asai ∩ Asaj = ∅, para s ∈ N<N, i 6= j en N,

(ii) Asai ⊆ As, para s ∈ N<N, i ∈ N.

Si (X, d) es un espacio métrico y {As : s ∈ N<N} es un esquema de Lusin en
X, decimos que {As : s ∈ N<N} tiene diámetro que se anula si

limn→∞diam(Ax�n) = 0, para todo x ∈ N .

En este caso, si D = {x ∈ N :
⋂
n∈NAx�n 6= ∅}, definimos f : D → X

mediante
{f(x)} =

⋂
n∈N

Ax�n.

Si {As : s ∈ N<N} es un esquema de Lusin que tiene diámetro que se anula,
llamaremos a f : D → X la función asociada al esquema de Lusin.

A.4.3 Proposición. Sean (X, d) un espacio métrico y {As : s ∈ N<N} un
esquema de Lusin que tiene diámetro que se anula. Entonces si f : D → X
es la función asociada al esquema de Lusin, tenemos que

(i) f es inyectiva y continua.
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(ii) Si (X, d) es completo y cada As es cerrado, entonces D es cerrado.

(iii) Si As es abierto, entonces f es una inmersión.

Demostración. (i) Para demostrar la inyectividad de f utilizamos la condi-
ción (i) de la Definición A.4.2. Sean x, y ∈ D tales que x 6= y. Si n∗ =
min{n ∈ N : xn 6= yn}, entonces

Ux�n∗+1 ∩ Ux�n∗+1 = ∅.

Por lo tanto f(x) 6= f(y).
Ahora veamos que f es continua. Sean y ∈ D y una sucesión (yj) ⊆ D\{y}

tales que (yj) converge a y. Dado ε > 0, existe K ∈ N tal que diam(Ay�K ) < ε.
Por la Proposición A.1.1, D∩Ny�K es un abierto canónico en D que contiene
a y. Aśı, existe J ∈ N tal que yj �K= y �K , para todo j ≥ J . De esta forma,
para todo j ≥ J :

f(yj) ∈ Ayj�K = Ay�K y además f(y) ∈ Ay�K .

Por lo tanto, para todo j ≥ J , d(f(yj), f(y)) < ε.
(ii) Consideremos x ∈ N y una sucesión (xj) ⊆ D tal que (xj) converge

a x. Veamos que la sucesión (f(xj)) es de Cauchy en X. En efecto: Dado
ε > 0, existe K ∈ N tal que diam(Ax�K ) < ε. Debido a que D ∩ Nx�K es un
abierto canónico en D que contiene a x, existe J ∈ N tal que xj �K= x �K ,
para todo j ≥ J . De esta forma, para cualesquiera j, j̃ ≥ J :

f(xj) ∈ Axj�K = Ax�K y además f(xj̃) ∈ Axj̃�K = Ax�K .

Aśı, para todo j, j̃ ≥ J , se tiene que d(f(xj), f(xj̃)) < ε. Sea y = limj→∞f(xj).
Como cada As es cerrado, y ∈ Ax�n , para todo n ∈ N. Por lo tanto x ∈ D y
f(x) = y.

(iii) Veamos que f(Ns∩D) = f(D)∩As, para todo s ∈ N<N. En efecto: si
x ∈ Ns ∩D, entonces f(x) ∈ Ax�long(s) = As. Ahora tomamos z ∈ f(D)∩As.
Como f es inyectiva, existe un único x ∈ D tal que f(x) = z. Veamos que
x ∈ Ns. Supongamos que x � long(s) 6= s. Si

k∗ = min{k ∈ {0, 1, . . . , long(s)− 1} : xk 6= sk},

entonces x � k∗ = s � k∗. Por la condición (ii) de la Definición A.4.2:

As ⊆ As�k∗+1.
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Además, por definición de la función asociada f(x) ∈ Ax�k∗+1. Por lo tanto
As�k∗+1 ∩ Ax�k∗+1 6= ∅, lo que contradice la condición (i) de la Definición
A.4.2.

A.4.4 Lema. Si X es un espacio polaco, ε > 0 y U ∈ T ∗(X), entonces existe
una colección {Ui : i ∈ N} ⊆ T ∗(X) tal que diam(Ui) < ε y U =

⋃
i∈N Ui =⋃

i∈N cl(Ui).

Demostración. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Definimos

AU = {B(y, 1
i
) : 1

i
< ε

2
, y ∈ D, cl(B(y, 1

i
)) ⊆ U, i ∈ N}.

Si x ∈ U , entonces existe i ∈ N tal que 1
i
< ε y B(x, 1

i
) ⊆ U . Sea y ∈

D ∩B(x, 1
3i

). Veamos que cl(B(y, 1
3i

)) ⊆ B(x, 1
i
):

z ∈ cl(B(y, 1
3i

)) ⇒ d(z, x) ≤ d(z, y) + d(y, x) < 2
3i
< 1

i
.

Además 1
3i
< 1

2i
< ε

2
. Por lo tanto B(y, 1

3i
) ∈ AU y x ∈ cl(B(y, 1

3i
)).

A.4.5 Corolario. Si X es un espacio polaco, F es cerrado y U es abierto,
entonces F ∩ U es un conjunto Fσ.

Demostración. Asumiremos que F 6= ∅ 6= U . Por el Lema A.4.4, existe una
colección {Ui : i ∈ N} ⊆ T ∗(X) tal que diam(Ui) < 1 y U =

⋃
i∈N cl(Ui).

Aśı F ∩ U =
⋃
i∈N(F ∩ cl(Ui)).

A.4.6 Teorema. Sea X un espacio polaco. Entonces existen un conjunto
cerrado F ⊆ N y una condensación f : F → X. En particular, si X es no
vaćıo, existe una función continua y sobreyectiva g : N → X que extiende a
f .

Demostración. Fijemos d ≤ 1 una métrica completa y compatible con la
topoloǵıa de X.

Afirmación: Si F ⊆ X es un conjunto Fσ y ε > 0, entonces F se des-
compone en una unión ajena F =

⋃
n∈N Fn, donde Fn es un conjunto Fσ,

diam(Fn) < ε y cl(Fn) ⊆ F , para cada n ∈ N.

Demostración de la afirmación: Sea F =
⋃
n∈NCn, donde cada Cn es cerrado.

En la demostración del Lema A.4.4 exhibimos una base numerable para el
espacio X formada por bolas de diámetro menor que ε. Las correspondientes
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bolas cerradas {Bm : m ∈ ω} también tienen diámetro menor que ε y cubren
al espacio X. Entonces

F =
⋃

n,m∈N

(Cn ∩Bm),

donde cada conjunto Cn ∩ Bm es cerrado y tiene diámetro menor que ε. De
esta forma, podemos asumir que cada Cn tiene diámetro menor que ε.

Si definimos Gn = Cn \
⋃
k<nCk, entonces F =

⋃
n∈NGn, pero ahora

la unión es ajena y cada Gn tiene diámetro menor que ε. Además, por el
Corolario A.4.5, cada Gn es un conjunto Fσ. Sea Gn =

⋃
m∈ND

(n)
m , donde cada

D
(n)
m es cerrado. Debido a que cualquier unión finita de conjuntos cerrados es

un conjunto cerrado, podemos asumir que D
(n)
m ⊆ D

(n)
m+1. De esta forma:

Gn =
⋃
m∈N

(D(n)
m \D

(n)
m−1),

con la convención de que D
(n)
−1 = ∅. Los conjuntos D

(n)
m \ D(n)

m−1 son Fσ (de
nuevo aplique el Corolario A.4.5), ajenos dos a dos (para cualesquiera m y
n), de diámetro menor que ε y además

cl(D(n)
m \D

(n)
m−1) ⊆ D(n)

m ⊆ F.

Definimos {Fn : n ∈ N} como una ordenación de {D(n)
m \D(n)

m−1 : n, m ∈ N}.
�

Nuestro objetivo es construir un esquema de Lusin {Fs : s ∈ N<N} que
nos permita utilizar las propiedades de la correspondiente función asocia-
da expresadas en la Proposición A.4.3. Primero definimos F∅ = X. Ahora
construimos a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de números
naturales de longitud 1: la afirmación anterior nos garantiza que es posible
expresar a F∅ como una unión ajena, digamos F∅ =

⋃
i∈N F(i), donde F(i) es

un conjunto Fσ, diam(F(i)) < 2−1 y cl(F(i)) ⊆ F∅, para cada i ∈ N.
Para construir a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de núme-

ros naturales de longitud 2 utilizamos nuevamente la afirmación anterior, es-
to es: descomponemos a cada F(i) como una unión ajena, digamos, F(i) =⋃
j∈N F(i)aj, donde F(i)aj es un conjunto Fσ, diam(F(i)aj) < 2−2 y cl(F(i)aj) ⊆

F(i), para cada j ∈ N.
Aśı, construimos un esquema de Lusin tal que para todo s ∈ Nn, los

conjuntos {Fsan : n ∈ N} son los que resultan de aplicar la afirmación
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anterior al conjunto Fs, con ε = 2−(long(s)+1). El esquema obtenido tiene las
siguientes propiedades:

(i) F∅ = X;

(ii) Fs es un conjunto Fσ;

(iii) Fs =
⋃
i∈N Fsai =

⋃
i∈N cl(Fsai);

(iv) diam(Fs) ≤ 2−long(s).

Veamos que la función asociada f : D → X es una condensación. Por la
condición (i) de la Proposición A.4.3, f es inyectiva y continua. Además f es
sobreyectiva. En efecto: dado p ∈ X tomamos s0 = ∅, de modo que p ∈ Fs0 .
Por la condición (iii), existe s1 ⊇ s0 tal que p ∈ Fs1 y existe s2 ⊇ s1 tal que
p ∈ Fs2 . Repitiendo este proceso obtenemos un x ∈ N tal que p ∈

⋂
n∈N Fx�n.

Aśı f(x) = p.
Sólo falta verificar que D es cerrado. Sea x ∈ N \ D. Si probamos que

existe n ∈ N tal que Fx�n = ∅, tendremos que x ∈ Nx�n ⊆ N \D y habremos
terminado. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que para cada
n ∈ N existe pn ∈ Fx�n. Por las propiedades (iii) y (iv), la sucesión (pn) es de
Cauchy en X y en consecuencia converge a p ∈ cl(Fx�n+1) ⊆ Fx�n, para todo
n ∈ N. Por lo tanto p ∈

⋂
n∈N Fx�n, lo que es una contradicción.

La última afirmación del teorema se sigue de la Proposición A.1.8.

A.4.7 Lema. Sea X un espacio polaco y cero-dimensional. Entonces para
cualquier ε > 0, X posee una base numerable formada por conjuntos cerrado-
abiertos de diámetro menor que ε.

Demostración. En la demostración del Lema A.4.4 exhibimos una base nu-
merable B para el espacio X formada por bolas de diámetro menor que ε. Por
otra parte, como X es cero dimensional, existe una base W para X formada
por conjuntos cerrado-abiertos. Como el espacio X es segundo numerable,
podemos extraer una subcolección W ′ ⊆ W tal que W ′ es base para X y
|W ′| ≤ ω. Aśı, para cada B ∈ B existe una subcoleción VB ⊆ W ′ tal que⋃
VB = B. De esta forma, la colección

⋃
B∈B VB ⊆ W ′ ⊆ W es una base nu-

merable para X formada por conjuntos cerrado-abiertos de diámetro menor
que ε.

A.4.8 Lema. C0 = {z ∈ C : z se estaciona en 0} es un subconjunto Fσ del
espacio de Cantor C.



A.4. EL ESPACIO DE BAIRE. 99

Demostración. Para cada l ∈ N definimos

Cl0 = {z = (zi) ∈ C : zi = 0 para todo i ≥ l}.

Debido a que C0 =
⋃

l∈N Cl0, basta demostrar que Cl0 es un subconjunto
cerrado de C, para todo l ∈ N. Tomemos pues l un elemento arbitrario de N
y z = (zi) ∈ cl(Cl0). Ahora recordamos que C es un espacio metrizable debido
a que es el producto de una cantidad numerable de espacios discretos, y en
consecuencia, metrizables. Esto implica que existe una sucesión s = (zk) ⊆ Cl0
que converge a z en la métrica compatible con la topoloǵıa de C. Pero el
espacio C está equipado con la topoloǵıa de la convergencia puntual (vea
la Definición A.3.1 y la Proposición 1.2.1). Por lo tanto, si utilizamos la
notación zk = (zki ) = (zk0 , z

k
1 , . . . , z

k
i , . . .) para representar a cada término de

s, obtenemos que
ĺım
k→∞

zki = zi, para todo i ∈ N.

Como s ⊆ Cl0, sucede que zki = 0, para todo k ∈ N y para todo i ≥ l. Esto
implica que si i ≥ l, entonces ĺımk→∞ z

k
i = ĺımk→∞ 0. Por lo tanto zi = 0,

para todo i ≥ l. Esto demuestra que z ∈ Cl0 y en consecuencia Cl0 es un
subconjunto cerrado de C.

A.4.9 Lema. El espacio de Baire N es homeomorfo a un subespacio Gδ del
espacio de Cantor C.

Demostración. Para cada l ∈ N denotaremos mediante 0l a la sucesión finita
formada por l ceros. Por ejemplo, en el caso en que l = 0 sucede que 0l = ∅.
Utilizando esta notación definimos una función f : N → C mediante

f(x) = f(xn) = 0x0 a1a0x1 a1a0x2 a1a . . . .

Nuestro objetivo es demostrar que f es una inmersión y que f(N ) es un
subespacio Gδ del espacio de Cantor C.

Afirmación 1: La función f es inyectiva.

Demostración de la afirmación: Elegimos x, y dos elementos distintos de
N . Sea n∗ = min{n ∈ N : xn 6= yn}. Debido a que (x0, . . . , xn∗−1) =
(y0, . . . , yn∗−1) obtenemos que

0x0 a1a . . .a 1a0xn∗−1 a1 = 0y0 a1a . . .a 1a0yn∗−1 a1.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad que xn∗ < yn∗ . Aśı, el bloque de ceros
0xn∗ es menos largo que el bloque de ceros 0yn∗ . Por lo tanto las sucesiones
finitas

0xn∗ a1 y 0yn∗ �xn∗+1

tienen la misma longitud pero son diferentes. Esto a su véz implica que las
sucesiones finitas

s(x) = 0x0 a1a . . .a 1a0xn∗ a1 y s(y) = 0y0 a1a . . .a 1a0yn∗ �xn∗+1

son diferentes. Como s(x) ⊆ f(x) y s(y) ⊆ f(y) obtenemos que f(x) 6= f(y).
�

Afirmación 2: f(N ) = C \ C0, donde C0 = {z ∈ C : z se estaciona en 0}
(vea el lema A.4.8).

Demostración de la afirmación: Tomemos z ∈ C \ C0. Nuestro objetivo es
construir x ∈ N tal que f(x) = z. Como {k ∈ N : zk = 1} 6= ∅, comenzamos
nuestra construcción definiendo y0 = min{k ∈ N : zk = 1}. Aśı, zy0 = 1
y además para todo k < y0 sucede que zk = 0. Definimos entonces x0 = y0.
Observe que 0x0 a1 = z �x0+1.

Note ahora que {k ∈ N : k > y0, zk = 1} 6= ∅ porque de lo contrario
zk = 0 para todo k > y0, lo que no es posible. Esto nos permite definir

y1 = min{k ∈ N : k > y0, zk = 1}.

Aśı, para todo y0 < k < y1 sucede que zk = 0. Si definimos x1 = y1− (y0 + 1)
obtenemos que

0x0 a1a0x1 a1 = z �(x0+1)+(x1+1) .

Ahora supongamos que hemos determinado y0, . . . , yn ∈ N y que a partir de
estos números hemos definido x0, . . . , xn ∈ N que cumplen la condición

0x0 a1a . . .a 1a0xn a1 = z �(x0+1)+...+(xn+1) .

Para determinar xn+1 ∈ N definimos yn+1 = min{k ∈ N : k > yn, zk = 1}
(note que {k ∈ N : k > yn, zk = 1} 6= ∅ por la elección de z). De esta forma,
para todo yn < k < yn+1 sucede que zk = 0. Definiendo xn+1 = yn+1−(yn+1)
obtenemos que

0x0 a1a . . .a 1a0xn+1 a1 = z �(x0+1)+...+(xn+1+1) .
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Mediante este proceso obtenemos una sucesión x ∈ N que cumple la con-
dición f(x) = z. Note que x es la sucesión que cuenta la longitud de cada
bloque de ceros consecutivos de z. �

Utilizando el lema A.4.8 obtenemos que f(N ) es un subespacio Gδ del
espacio de Cantor C.

Afirmación 3: La colección

B̃ = {Ns ∩ f(N ) : s ∈ 2<N y s termina en 1}

es una base para f(N ).

Demostración de la afirmación: Por la proposición A.1.1 sabemos que la
colección

B = {Ns ∩ f(N ) : s ∈ 2<N}

es una base para f(N ). Aśı, para demostrar esta afirmación basta demostrar

que para cada B ∈ B y cada z ∈ B existe B̃ ∈ B̃ tal que z ∈ B̃ ⊆ B.
Tomemos pues B ∈ B y z ∈ B. Aśı, existen m ∈ N y s ∈ 2m tales que
B = Ns ∩ f(N ). Analizaremos los dos casos posibles: sm−1 = 0 ó sm−1 = 1.

Si sm−1 = 1, entonces B ∈ B̃. En este caso basta proponer B̃ = B.
Veamos qué sucede si sm−1 = 0: como z ∈ Ns ∩ f(N ) = Ns \ C0, existe k ∈ N
tal que m − 1 < k y zk = 1. Además s = z �m. Si definimos s̃ = z �k+1

obtenemos que

z ∈ Ns̃ ∩ f(N ) ∈ B̃.

Note que s ⊆ s̃ implica que Ns̃ ⊆ Ns. Por lo tanto Ns̃ ∩ f(N ) ⊆ Ns ∩ f(N ).
�

Afirmación 4: f : N → f(N ) es continua.

Demostración de la afirmación: Por lo visto en la afirmación 3, basta de-
mostrar que para cualesquier m ∈ N y s ∈ 2m tales que sm−1 = 1, sucede
que f−1(Ns ∩ f(N )) es abierto en N . Mediante el proceso efectuado en la
demostración de la afirmación 2, podemos construir t ∈ N<N tal que t es la
sucesión finita que cuenta la longitud de cada bloque de ceros consecutivos
de s. Esto significa que

s = (s0, s1, . . . , sm−1) = 0t0 a1a0t1 a1a . . .a 1a0tk a1,
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para algún k ∈ N. Veamos que f−1(Ns ∩ f(N )) = Nt. Note que

x ∈ Nt ⇒ t = x �k+1

⇒ (t0, . . . , tk) = (x0, . . . , xk)

⇒ s = 0t0 a1a . . .a 1a0tk a1 = 0x0 a1a . . .a 1a0xk a1 ⊆ f(x)

⇒ f(x) ∈ Ns.

Por otra parte

y ∈ f−1(Ns ∩ f(N )) ⇒ f(y) ∈ Ns

⇒ s = f(y) �m

⇒ 0t0 a1a0t1 a1a . . .a 1a0tk a1 = f(y) �m .

Por la forma en que está definida la función f , nos damos cuenta de que
la sucesión y cuenta la longitud de cada bloque de ceros consecutivos de la
sucesión f(y). Aśı, la última condición sólo es posible si t = y �k+1. Por lo
tanto y ∈ Nt. �

Afirmación 5: f : N → f(N ) es abierta.

Demostración de la afirmación: Veamos que para cualesquiera l ∈ N y t ∈ Nl

sucede que f(Nt) es abierto en f(N ). Consideremos la sucesión

s = 0t0 a1a0t1 a1a . . .a 1a0tl−1 a1.

Note que f(Nt) = Ns ∩ f(N ) ∈ B̃. En efecto:

y ∈ Nt ⇒ t = y �l
⇒ (t0, . . . , tl−1) = (y0, . . . , yl−1)

⇒ s = 0t0 a1a . . .a 1a0tl−1 a1 = 0y0 a1a . . .a 1a0yl−1 a1 ⊆ f(y)

⇒ f(y) ∈ Ns.

Por otra parte, si y ∈ N tal que f(y) ∈ Ns, entonces

s = 0t0 a1a . . .a 1a0tl−1 a1 ⊆ f(y).

Pero esto sólo puede suceder si y �l= t, es decir, si y ∈ Nt. Por lo tanto
f(y) ∈ f(Nt).
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A.4.10 Teorema. Todo espacio polaco y cero-dimensional es homemomorfo
a un subespacio cerrado de N y a un subespacio Gδ de C.

Demostración. Sea X un espacio polaco y cero-dimensional. Fijemos d ≤ 1
una métrica completa y compatible con la topoloǵıa de X.

Afirmación: Para cualquier abierto no vaćıo U ⊆ X y cualquier ε > 0,
existe una colección {Vi : i ∈ N} de conjuntos cerrado-abiertos, ajenos entre
śı y de diámetro menor que ε tal que U =

⋃
i∈N Vi.

Demostración de la afirmación: Por el Lema A.4.7, X posee una base nume-
rable formada por conjuntos cerrado-abiertos de diámetro menor que ε. Aśı,
es posible expresar a U en la forma

⋃
i∈N Ui, donde cada Ui es cerrado-abierto

y tiene diámetro menor que ε. Estableciendo Vi = Ui \
⋃
l<i Ul, obtenemos la

colección requerida. �

Nuestro objetivo es construir un esquema de Lusin {Cs : s ∈ N<N} que
nos permita utilizar las propiedades de la correspondiente función asocia-
da expresadas en la Proposición A.4.3. Primero definimos C∅ = X. Ahora
construimos a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de números
naturales de longitud 1: la afirmación anterior nos garantiza que es posible
expresar a C∅ como una unión ajena, digamos C∅ =

⋃
i∈NC(i), donde C(i) es

cerrado-abierto y diam(C(i)) < 2−1 , para cada i ∈ N.
Para construir a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de núme-

ros naturales de longitud 2 utilizamos nuevamente la afirmación anterior, es-
to es: descomponemos a cada C(i) como una unión ajena, digamos, C(i) =⋃
j∈NC(i)aj, donde C(i)aj es cerrado-abierto y diam(C(i)aj) < 2−2, para cada

j ∈ N.
De esta forma, construimos un esquema de Lusin tal que para todo s ∈ Nn,

los conjuntos {Csan : n ∈ N} son los que resultan de aplicar la afirmación
anterior al conjunto Cs, con ε = 2−(long(s)+1). El esquema obtenido tiene las
siguientes propiedades:

(i) C∅ = X;

(ii) Cs es un conjunto cerrado-abierto;

(iii) Cs =
⋃
n∈NCsan;

(iv) diam(Cs) ≤ 2−long(s).
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Sea f : D → X la función asociada. Utilizando las condiciones (ii) y (iii) de
la Proposición A.4.3 obtenemos que D es un subespacio cerrado de N y que
f es una inmersión. Verificamos que f es sobreyectiva mediante la técnica de
la demostración anterior: dado p ∈ X tomamos s0 = ∅, de modo que p ∈ Cs0 .
Por la condición (iii), existe s1 ⊇ s0 tal que p ∈ Cs1 y existe s2 ⊇ s1 tal que
p ∈ Cs2 . Repitiendo este proceso obtenemos un x ∈ N tal que p ∈

⋂
n∈NCx�n.

Aśı f(x) = p.
La última afirmación se debe a que N es homeomorfo a un subespacio

Gδ de C (Lema A.4.9).

Para obtener un homeomorfismo definido sobre todo N debemos imponer
una condición que nos garantize que cada abierto de X se puede descomponer
en una unión ajena de una cantidad numerable de conjuntos cerrado-abiertos
no vaćıos de diámetro arbitrariamente pequeño.

A.4.11 Teorema. El espacio de Baire N es el único, salvo homeomorfismos,
espacio polaco cero-dimensional no vaćıo para el que todos los subconjuntos
compactos tienen interior vaćıo.

Demostración. Notemos que N tiene estas propiedades. Supongamos que
existe K un subespacio compacto de N que tiene interior no vaćıo. De esta
forma, K contiene un abierto canónico Ns, donde s ∈ N<N. Debido a que Ns

es un subconjunto cerrado de K obtenemos que Ns también es compacto.
Pero esto no es posible, ya que la colección {Nsan : n ∈ N} es una familia
numerable de abiertos ajenos que cubre a Ns.

Ahora consideramos un espacio X con las propiedades mencionadas en
el enunciado del teorema. Fijemos d ≤ 1 una métrica completa y compatible
con la topoloǵıa de X.

Afirmación: Para cualquier conjunto cerrado-abierto no vaćıo U ⊆ X y
cualquier ε > 0, existe una colección {Vi : i ∈ N} de conjuntos no vaćıos,
cerrado-abiertos, ajenos entre śı y de diámetro menor que ε tal que U =⋃
i∈N Vi.

Demostración de la afirmación: U no es compacto debido a que tiene interior
no vaćıo. Por lo tanto existe una cubierta abierta de U de la que no es posible
extraer una subcubierta finita. Por el Lema A.4.7, cada elemento de dicha
cubierta puede expresarse como una unión de conjuntos cerrado-abiertos de
diámetro menor que ε que pertenecen a una base numerable del espacio X.
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Aśı, la colección de todos estos conjuntos cerrado-abiertos determinan una
cubierta numerable {Ui : i ∈ N} del conjunto U de la que tampoco es
posible extraer una subcubierta finita. La colección {Vi = Ui \

⋃
l<i Ul :

i ∈ N} también es una cubierta de U de la que no es posible extraer una
subcubierta finita. Eliminando a todos los Vi que puedan ser vaćıos obtenemos
una colección numerable con las propiedades requeridas. �

Construimos un esquema de Lusin tal que para todo s ∈ Nn, los conjuntos
{Csan : n ∈ N} son los que resultan de aplicar el resultado anterior al
conjunto Cs, con ε = 1

long(s)+1
(vea las demostraciones de los Teoremas A.4.6

y A.4.10). El esquema obtenido cumple lo siguiente:

(i) C∅ = X, Cs 6= ∅ para todo s ∈ N<N;

(ii) Cs es abierto y cerrado;

(iii) Cs =
⋃
n∈NCsan;

(iv) diam(Cs) ≤ 2−long(s).

Sea f : D → X la función asociada. Por la condición (iii) de la Proposición
A.4.3, f es una inmersión. Además, por las condiciones (i) y (iii), f es so-
breyectiva. Sólo falta verificar que D = N . Sea x ∈ N . Por la condición (i),
para cada n ∈ N existe pn ∈ Cx�n. Por las propiedades (iii) y (iv) la sucesión
(pn) es de Cauchy en X y en consecuencia converge a p ∈ cl(Cx�n+1) ⊆ Cx�n,
para todo n ∈ N. Por lo tanto p ∈

⋂
n∈NCx�n.

A.5. Conjuntos de Borel.

El objetivo de esta sección es demostrar el siguiente teorema.

A.5.1 Teorema. Si (X, T ) es un espacio polaco y A ⊆ X es un conjunto de
Borel, entonces existe una topoloǵıa polaca TA ⊇ T para X tal que B(TA) =
B(T ) y A es cerrado-abierto en TA, donde B(TA) y B(T ) denotan a los
conjuntos de Borel de (X, TA) y (X, T ), respectivamente.

Necesitaremos los siguientes lemas.

A.5.2 Lema. Sea (X, T ) un espacio polaco y F ⊆ X cerrado. Si TF es la
topoloǵıa en X generada por la base

T ∪ {U ∩ F : U ∈ T },
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entonces TF es polaca, B(TF ) = B(T ) y F es cerrado-abierto en TF .

Demostración. Denotaremos mediante O y Õ a las topoloǵıas relativas T �F
y T �X\F , respectivamente. Por el Teorema A.2.5, (F,O) y (X\F, Õ) son sub-

espacios polacos de X. En consecuencia, (F,O)⊕ (X \F, Õ) es una topoloǵıa
polaca en X.

Veamos que (F,O) ⊕ (X \ F, Õ) = (X, TF ). En efecto: todo U ∈ T se
puede escribir en la forma U = (U ∩F )∪ (U ∩ (X \F )). Por lo tanto, la base
de TF está contenida en la suma directa mencionada anteriormente. Además,
si U, V ∈ T , entonces (F ∩ U) ∪ ((X \ F ) ∩ V ) ∈ TF .

Finalmente: T ⊆ TF ⇒ B(T ) ⊆ B(TF ). Además T ∪{U ∩F : U ∈ T } ⊆
B(T )⇒ B(TF ) ⊆ B(T ).

A.5.3 Lema. Sea (X, T ) un espacio polaco y sea {Tn : n ∈ N} una sucesión
de topoloǵıas polacas en X con T ⊆ Tn, n ∈ N. Entonces la topoloǵıa T∞
generada por

⋃
n∈N Tn es polaca. Además, si Tn ⊆ B(T ) entonces B(T∞) =

B(T ).

Demostración. Para cada n ∈ N, fijamos {Un
i : i ∈ N} una base del espacio

(X, Tn). De esta forma, {Un
i : i ∈ N, n ∈ N} es una subbase de (X, T∞).

Sea Xn = X, para n ∈ N. Consideremos la función ϕ : X →
∏

n∈NXn

dada por ϕ(x) = (x, x, x, . . .). El conjunto ϕ(X) es cerrado en
∏

n∈N(Xn, Tn).
En efecto: si z = (zn) ∈ (

∏
n∈NXn) \ ϕ(X), entonces existen i, j ∈ N, i 6= j,

tales que zi 6= zj. Elegimos U, V abiertos ajenos en T tales que zi ∈ U ,
zj ∈ V ; y definimos

Wn =


U si n = i,
V si n = j,
Xn si i 6= n 6= j.

De esta forma,
∏

n∈NWn es abierto en
∏

n∈N(Xn, Tn) y

z ∈
∏
n∈N

Wn ⊆ (
∏
n∈N

Xn) \ ϕ(X).

Por el Teorema A.2.5, ϕ(X) es un subespacio polaco de
∏

n∈N(Xn, Tn).
Veamos ahora que ϕ : (X, T∞)→ ϕ(X) es un homeomorfismo. Para todo

n ∈ N, la composición πn ◦ ϕ = IdX : (X, T∞) → (Xn, Tn) es continua.
Además, para cualesquiera i, n ∈ N:

ϕ(Un
i ) =

( ( ∏
l 6=n

Xl

)
× Un

i

)
∩ ϕ(X).
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Por lo tanto ϕ es una función abierta.
Finalmente, debido a que {Un

i : i ∈ N, n ∈ N} es una subbase para la
topoloǵıa T∞, si Tn ⊆ B(T ) entonces T∞ ⊆ B(T ). Además T ⊆ Tn ⊆ T∞ ⇒
B(T ) ⊆ B(T∞).

Demostración del Teorema A.5.1. Definimos S como la colección de to-
dos los subconjuntos A ⊆ X para los que existe una topoloǵıa polaca TA ⊇ T
tal que B(TA) = B(T ) y A es cerrado-abierto en TA. Note que S es una σ-
álgebra de subconjuntos de X. En efecto: para comprobar que X ∈ S basta
tomar TX = T . Además, si A ∈ S, estableciendo TX\A = TA, obtenemos que
X \ A ∈ S. Finalmente consideremos An ∈ S, n ∈ N. Sea Tn la topoloǵıa
correspondiente al conjunto An que cumple las condiciones en la definición de
S. Consideramos T∞ la topoloǵıa generada por

⋃
n∈N Tn. Por el Lema A.5.3,

T∞ es polaca y además

Tn ⊆ B(Tn) = B(T )⇒ B(T∞) = B(T ).

Por el Lema A.5.2,
⋃
n∈NAn es cerrado en (X, T∞). Además

⋃
n∈NAn ∈ T∞

debido a que An ∈ Tn ⊆ T∞.
Una aplicación más del Lema A.5.2 muestra que si F es cerrado en (X, T ),

entonces F ∈ S. Por lo tanto T ⊆ S y B(T ) ⊆ S. �

A.5.4 Teorema (Del Conjunto Perfecto para Conjuntos de Borel). Sea
(X, T ) un espacio polaco y A ∈ B(T ). Entonces A es numerable ó bien
el espacio (A, T �A) contiene una copia homeomorfa del espacio de Cantor.

Demostración. Por el Teorema A.5.1 podemos extender la topoloǵıa T a una
nueva topoloǵıa polaca TA para X, que posee los mismos conjuntos de Borel
y en la que A es un conjunto cerrado-abierto. Empleando el Teorema A.2.5
obtenemos que (A, TA �A) es un espacio polaco. Por el Corolario A.3.7, si A
es no numerable, entonces existe una inmersión i : C → (A, TA �A).

Ahora consideramos al conjunto A equipado con la topoloǵıa de subespa-
cio respecto de (X, T ). Veamos que la función i : C → (A, T �A) es también
una inmersión. En efecto: sea U ∈ T ; note que

T ⊆ TA ⇒ U ∩ A ∈ TA �A ⇒ i−1(A ∩ U) es abierto en C.

Por lo tanto i : C → (A, T �A) es continua. Debido a la compacidad del
espacio C y a que (i(C), T �i(C)) es un espacio Hausdorff obtenemos que
i : C → (i(C), T �i(C)) es cerrada. Concluimos que (A, T �A) contiene una
copia homeomorfa del espacio de Cantor.
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A.5.5 Teorema. Sea X un espacio polaco y A ⊆ X un conjunto de Borel.
Existen un conjunto cerrado F ⊆ N y una condensación f : F → A. En
particular, si A 6= ∅ existe además una función continua y sobreyectiva g :
N → A que extiende a f .

Demostración. Sea TA una topoloǵıa polaca para X tal que TA ⊇ T y A es
cerrado-abierto en TA. Por el Teorema A.2.5, A es un subespacio polaco de
(X, TA). Utilizando el Teorema A.4.6 obtenemos que existen F un subcon-
junto cerrado de N y una condensación f : F → (A, TA �A). Por lo tanto
f : F → (A, T �A) también es una condensación. La última afirmación es
consecuencia de la Proposición A.1.8.

A.6. Las clases proyectivas.

A.6.1 Definición. Sean X un espacio polaco y A un subconjunto de X.
Decimos que A es anaĺıtico si existen un espacio polaco Y y una función
continua f : Y → X tales que f(Y ) = A. Un conjunto B es coanaĺıtico si
X \B es anaĺıtico.

Denotamos a la clase de conjuntos anaĺıticos (respectivamente, la clase
de conjuntos coanaĺıticos) contenidos en un espacio polaco X mediante el
śımbolo ΣΣΣ1

1(X) (respectivamente, ΠΠΠ1
1(X)).

Observe que ∅ es anaĺıtico tomando Y = ∅. Note también que por el
Teorema A.5.5: B(X) ⊆ ΣΣΣ1

1(X).

A.6.2 Teorema. Sean X un espacio polaco y A ⊆ X. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) A ∈ ΣΣΣ1
1(X),

(ii) existe f : N → X continua tal que f(N ) = A,

(iii) existe F ⊆ X ×N cerrado tal que A = proyX(F ),

(iv) existe G ⊆ X × C un Gδ tal que A = proyX(G),

(v) existen Y polaco y B ⊆ X × Y de Borel tales que A = proyX(B).

Demostración. (i) ⇒ (ii) Recuerde que todo espacio polaco es imagen conti-
nua de N (Teorema A.4.6).
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(ii)⇒ (iii) Si f : N → X es una función continua tal que f(N ) = A, entonces
graf(f) es un subconjunto cerrado de N ×X. Definimos

F =
(
graf(f)

)t
= {(x, p) ∈ X ×N : (p, x) ∈ graf(f)}.

Veamos que proyX(F ) = A:

x ∈ proyX(F ) ⇔ ∃p ∈ N : (x, p) ∈ F
⇔ ∃p ∈ N : (p, x) ∈ graf(f)

⇔ ∃p ∈ N : f(p) = x

⇔ x ∈ A.

(iii) ⇒ (iv) Sea F ⊆ X × N cerrado tal que A = proyX(F ). Por el Lema
A.4.9, existen H un subconjunto Gδ de C y un homeomorfismo h : N → H.
Note que X × H es un subconjunto Gδ de X × C. En efecto: existe una
colección {Ul : l ∈ N} de subconjuntos abiertos de C tales que H =

⋂
l∈N Ul.

Aśı:
X ×H =

⋂
l∈N

(X × Ul).

Definimos ψ : X×N → X×H mediante ψ(x, p) = (x, h(p)) y G = ψ(F ).
Como ψ es un homeomorfismo, G es un subconjunto cerrado de X ×H. Por
el Lema A.2.3, existe una colección {Wi : i ∈ N} de subconjuntos abiertos
de X × C tales que

G =
⋂
l∈N

(
(X ×H) ∩Wi

)
= (X ×H) ∩

( ⋂
l∈N

Wi

)
.

Esto muestra que G es un subconjunto Gδ de X × C.
Finalmente veamos que proyX(G) = A. Si x ∈ A, entonces existe p ∈ N

tal que (x, p) ∈ F . Por lo tanto (x, h(p)) ∈ G. Ahora tomemos (x, p) ∈ F .
Por hipótesis proyX(x, h(p)) = x ∈ A.
(iv) ⇒ (v) Es trivial.
(v) ⇒ (i) Sea TX×Y la topoloǵıa producto en X × Y . Por el Teorema A.5.1,
existe TB ⊇ TX×Y una topoloǵıa polaca para X × Y tal que B es cerrado-
abierto en TB y B(TB) = B(TX×Y ). Como B es cerrado en (X ×Y, TB), B es
un subespacio polaco de (X ×Y, TB) (utilizamos el Lema A.2.3 y el Teorema
A.2.5).

Finalmente, note que la función

proyX �B: (B, TB �B)→ X

es continua debido a que TB ⊇ TX×Y .
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A.6.3 Proposición. (i) Sean X un espacio polaco y {An : n ∈ N} ⊆
ΣΣΣ1

1(X). Entonces
⋃

n∈N An,
⋂

n∈N An ∈ ΣΣΣ1
1(X).

(ii) Sean X , Y espacios polacos y f : X → Y una función Borel medible. Si
A ⊆ X y B ⊆ Y son anaĺıticos, entonces f(A) y f−1(B) son anaĺıticos.

Demostración. (i) Por la Definición A.6.1, existen {(Yn, Tn) : n ∈ N} una
colección de espacios polacos y {fn : Yn → X : n ∈ N} una colección de
funciones continuas tales que fn(Yn) = An. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que si n 6= m entonces Yn ∩ Ym = ∅.

Primero demostraremos que
⋃

n∈NAn ∈ ΣΣΣ1
1(X). Por la Proposición 3.3 de

[14], ⊕n∈N Yn es un espacio polaco. Considere la función

f =
⋃
n∈N

fn : ⊕n∈N Yn → X.

Si U ⊆ X, entonces f−1(U) =
⋃

n∈N f
−1
n (U). En efecto:

y ∈ f−1(U) ⇔ ∃! n ∈ N
(
y ∈ Yn, fn(y) ∈ U

)
⇔ ∃! n ∈ N

(
y ∈ f−1

n (U)
)
.

Aśı, f es continua y f(⊕n∈N Yn) =
⋃

n∈N An. Por lo tanto
⋃

n∈NAn ∈ ΣΣΣ1
1(X).

Para demostrar que
⋂

n∈NAn ∈ ΣΣΣ1
1(X) consideramos el conjunto

Z = {(yn) ∈
∏
n∈N

Yn : fn(yn) = fm(ym), para cualesquiera n, m ∈ N}.

Note que Z es cerrado en
∏

n∈N Yn. En efecto: si (yn) ∈ (
∏

n∈N Yn) \ Z,
entonces existen j, k ∈ N tales que fj(yj) 6= fk(yk). Sean U, V vecindades
ajenas de fj(yj) y fk(yk). Definimos

Wn =


f−1
j (U) sin = j,

f−1
k (V ) sin = k,

Yn si j 6= n 6= k.

De esta forma (yn) ∈
∏

n∈NWn ⊆ (
∏

n∈N Yn) \ Z.
Por el Teorema A.2.5, Z es un espacio polaco. Sea ϕ = f0 ◦ (π0 �Z) : Z →

X, donde π0 :
∏

n∈N Yn → Y0 es la proyección en el primer factor del producto∏
n∈N Yn. Aśı, ϕ es continua. Debido a que fn(Yn) = An, para todo n ∈ N,

obtenemos que ϕ(Z) =
⋂

n∈N An. Esto demuestra que
⋂

n∈NAn ∈ ΣΣΣ1
1(X).

(ii) El conjunto Y × A es anaĺıtico. En efecto: sean Z un espacio polaco y
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g : Z → X una función continua tales que g(Z) = A. Definimos h : Y ×Z →
Y ×X mediante h(y, z) = (y, g(z)). Aśı, h es continua y h(Y ×Z) = Y ×A.

Como f es Borel medible, {(y, x) ∈ Y ×X : f(x) = y} ∈ B(Y ×X) ⊆
ΣΣΣ1

1(Y ×X). Utilizando el inciso (i) obtenemos que

F = {(y, x) ∈ Y ×X : f(x) = y} ∩ (Y × A)

= {(y, x) ∈ Y ×X : x ∈ A, f(x) = y} ∈ ΣΣΣ1
1(Y ×X).

Debido a que la función proyY es continua, si demostramos que proyY (F ) =
f(A) habremos terminado. Note que:

y ∈ proyY (F ) ⇔ ∃x ∈ X
(

(y, x) ∈ F
)
⇔ ∃x ∈ A

(
f(x) = y

)
⇔ y ∈ f(A).

Para demostrar que f−1(B) es anaĺıtico, observamos que X×B ∈ ΣΣΣ1
1(X×Y ).

Notamos que {(x, y) ∈ X × Y : f(x) = y} ∈ B(X × Y ) ⊆ ΣΣΣ1
1(X × Y ) y

definimos

G = {(x, y) ∈ X×Y : f(x) = y}∩(X×B) = {(x, y) ∈ X×Y : f(x) = y ∈ B}.

Por el inciso (i), G ∈ ΣΣΣ1
1(X × Y ). Además proyX(G) = f−1(B).

A continuación introducimos a las clases proyectivas.

A.6.4 Definición. Definimos las clases proyectivas ΣΣΣ1
n, ΠΠΠ1

n, ∆∆∆1
n de subcon-

juntos en espacios polacos de la siguiente manera:

(i) ΣΣΣ1
1 es la clase de conjuntos anaĺıticos contenidos en algún espacio po-

laco.

(ii) ΠΠΠ1
n = {X \ A : X es polaco, A ∈ ΣΣΣ1

n(X)},

(iii) ΣΣΣ1
n+1 = {proyX(A) : X es polaco, A ∈ ΠΠΠ1

n(X ×N )},

(iv) ∆∆∆1
n = ΣΣΣ1

n ∩ΠΠΠ1
n.

Las propiedades categóricas más básicas de las clases anteriores están
establecidas en la siguiente proposición.

A.6.5 Proposición. (i) Las clases ΣΣΣ1
n son cerradas bajo preimágenes con-

tinuas, uniones e intersecciones numerables.

(ii) Las clases ΠΠΠ1
n son cerradas bajo preimágenes continuas, uniones e in-

tersecciones numerables.
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(iii) Las clases ∆∆∆1
n son cerradas bajo preimágenes continuas, complementos

y uniones numerables.

Demostración. Haremos inducción sobre n. En la Proposición A.6.3 se de-
mostró que el inciso (i) es válido para n = 1. Utilizando la definición de
las clases ΠΠΠ1

n y ∆∆∆1
n obtenemos que los incisos (ii) y (iii) también son váli-

dos para n = 1. Supongamos que las propiedades (i)-(iii) son válidas para
n ∈ N, n ≥ 1. Demostraremos que la propiedad (i) es cierta para n+ 1. Note
que esto implica que las propiedades (ii) y (iii) también se cumplen para
n+ 1. Sean X un espacio polaco y {Ai : i ∈ N} ⊆ ΣΣΣ1

n+1(X). Aśı, para cada
i ∈ N, existe Bi ∈ ΠΠΠ1

n(X ×N ) tal que proyX(Bi) = Ai.
Primero demostraremos que ΣΣΣ1

n+1(X) es cerrada bajo uniones numerables.
Por hipótesis de inducción, la clase ΠΠΠ1

n(X × N ) es cerrada bajo uniones
numerables. Esto implica que

⋃
i∈N Bi ∈ ΠΠΠ1

n(X ×N ). Además⋃
i∈N

Ai =
⋃
i∈N

proyX(Bi) = proyX(
⋃
i∈N

Bi).

Por lo tanto
⋃
i∈N Ai ∈ ΣΣΣ1

n+1(X).
Ahora demostraremos que ΣΣΣ1

n+1(X) es cerrada bajo intersecciones nume-
rables. Note que

x ∈
⋂
i∈N

Ai ⇔ ∀ i ∈ Nx ∈ proyX(Bi)

⇔ ∀ i ∈ N∃ pi ∈ N (x, pi) ∈ Bi

⇔ ∃ y ∈ N N ∀ i ∈ N (x, y(i)) ∈ Bi

⇔ ∃ y ∈ N N (x, y) ∈ U,

donde

U = {(x, y) ∈ X ×N N : ∀ i ∈ N (x, y(i)) ∈ Bi}

=
⋂
i∈N

{(x, y) ∈ X ×N N : (x, y(i)) ∈ Bi}.

Para cada i ∈ N, consideramos la función I×πi : X×N N → X×N definida
mediante

(I × πi)(x, y) = (I × πi)(x, y(0), y(1), y(2), . . . , y(i), . . .) = (x, y(i)).
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Utilizando la hipótesis de inducción obtenemos que

U =
⋂
i∈N

(I × πi)−1(Bi) ∈ ΠΠΠ1
n(X ×N N).

Finalmente, fijemos un homeomorfismo ψ : N → N N. Definimos un homeo-
morfismo Φ : X×N → X×N N mediante la fórmula Φ(x, p) = (x, ψ(p)) y de-
notamos mediante PROYX : X×N N → X a la proyección en el primer factor
del producto X×N N (recuerde que proyX : X×N → X es la proyección en el
primer factor del producto X×N ). Note que PROYX(U) = proyX(Φ−1(U)).
En efecto:

x ∈ PROYX(U) ⇔ ∃ z ∈ N N (x, z) ∈ U
⇔ ∃ p ∈ N Φ(x, p) = (x, ψ(p)) = (x, z) ∈ U
⇔ ∃ p ∈ N (x, p) ∈ Φ−1(U)

⇔ x ∈ proyX(Φ−1(U)).

Utilizando nuevamente la hipótesis de inducción obtenemos que Φ−1(U) ∈
ΠΠΠ1
n(X ×N ). Finalmente⋂

i∈N

Ai = PROYX(U) = proyX(Φ−1(U)) ∈ ΣΣΣ1
n+1(X).

Demostraremos ahora que ΣΣΣ1
n+1(X) es cerrada bajo preimágenes continuas.

Para ello sean X, Y espacios polacos y f : X → Y una función continua.
Elegimos C ∈ ΣΣΣ1

n+1(Y ) y A ∈ ΠΠΠ1
n(Y ×N ) tal que proyY (A) = C. Definimos

h : X×N → Y ×N mediante h(x, p) = (f(x), p). Por hipótesis de inducción:

B = h−1(A) ∈ ΠΠΠ1
n(X ×N ).

Note que proyX(B) = f−1(C). En efecto:

x ∈ f−1(C) ⇔ f(x) ∈ C
⇔ ∃p ∈ N : (f(x), p) ∈ A
⇔ ∃p ∈ N : (x, p) ∈ B
⇔ x ∈ proyX(B).

Por lo tanto f−1(C) ∈ ΣΣΣ1
n+1(X).
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A.6.6 Teorema. Podemos representar a las clases proyectivas en el siguiente
esquema

ΣΣΣ1
1 ΣΣΣ1

2 ΣΣΣ1
3 . . .

∆∆∆1
1 ∆∆∆1

2 ∆∆∆1
3

ΠΠΠ1
1 ΠΠΠ1

2 ΠΠΠ1
3 . . .

donde toda clase está contenida en cualquier clase a la derecha de ella.

Demostración. En primer lugar demostraremos que ΣΣΣ1
n ⊆ ΣΣΣ1

n+1, para cual-
quier n ∈ N. Hacemos inducción sobre n. Por el Teorema A.6.2, si A ∈
ΣΣΣ1

1(X), entonces existe F ⊆ X × N cerrado tal que A = proyX(F ). Aśı,
F ∈ B(X ×N ) ⊆ ΠΠΠ1

1(X ×N ). Por lo tanto A ∈ Σ1
2(X). Ahora supongamos

que ΣΣΣ1
n ⊆ ΣΣΣ1

n+1, para n ∈ N, n ≥ 1. Por definición de las clases ΠΠΠ1
n:

ΣΣΣ1
n ⊆ ΣΣΣ1

n+1 ⇒ ΠΠΠ1
n ⊆ ΠΠΠ1

n+1.

Por lo tanto, si A ∈ ΣΣΣ1
n+1(X), entonces A = proyX(G), con G ∈ ΠΠΠ1

n(X×N ) ⊆
ΠΠΠ1
n+1(X ×N ). Por la Definición A.6.4, A ∈ Σ1

n+2(X).
Ahora demostraremos que ΠΠΠ1

n ⊆ ΣΣΣ1
n+1, para cualquier n ∈ N. En efecto:

utilizando la Proposición A.6.5 obtenemos que

A ∈ ΠΠΠ1
n(X) ⇒ A×N = proy−1

X (A) ∈ ΠΠΠ1
n(X ×N ).

Por lo tanto, A = proyX(A×N ) ∈ ΣΣΣ1
n+1(X).

Tomando complementos en las clases mencionadas en los párrafos ante-
riores obtenemos que ΠΠΠ1

n ⊆ ΠΠΠ1
n+1 y ΣΣΣ1

n ⊆ ΠΠΠ1
n+1, para cada n ∈ N.

A partir de ahora la expresión A es un conjunto ΣΣΣ1
n significa que A per-

tenece a la clase ΣΣΣ1
n(X), para algún espacio polaco X. Las expresiones A es

un conjunto ΠΠΠ1
n y A es un conjunto ∆∆∆1

n tendrán un significado análogo.

A.6.7 Teorema. Las imágenes de los conjuntos ΣΣΣ1
n por funciones Borel me-

dibles (en particular, continuas) son conjuntos ΣΣΣ1
n, mientras que las imágenes

de los conjuntos ΠΠΠ1
n son los conjuntos ΣΣΣ1

n+1.

Demostración. Sean U, V espacios polacos, h : U → V una función Borel
medible y A ∈ ΠΠΠ1

n(U). Sabemos que

graf(h) = {(u, v) ∈ U × V : v = h(u)} ∈ B(U × V ) ⊆ ΠΠΠ1
n(U × V ).
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Utilizando la Proposición A.6.5 obtenemos que

A× V = proy−1
U (A) ∈ ΠΠΠ1

n(U × V ).

Además

B = {(u, h(u)) : u ∈ A} = (A× V ) ∩ graf(h) ∈ ΠΠΠ1
n(U × V ).

Por el Teorema A.4.6, existe g : N → U continua y sobreyectiva. Defini-
mos

γ : V ×N → U × V mediante γ(v, p) = (g(p), v).

Aśı, γ es continua y sobreyectiva.
El conjunto C = γ−1(B) ∈ ΠΠΠ1

n(V × N ) y en consecuencia proyV (C) ∈
ΣΣΣ1
n+1(V ). Note que proyV (C) = h(A). En efecto:

v ∈ h(A)⇔ ∃u ∈ A : v = h(u)

⇔ ∃u ∈ U : (u, v) ∈ B
⇔ ∃p ∈ N : (g(p), v) ∈ B
⇔ ∃p ∈ N : (v, p) ∈ C
⇔ v ∈ proyV (C).

Por lo tanto h(A) ∈ ΣΣΣ1
n+1(V ).

Debido a lo que acabamos de demostrar, los conjuntos ΣΣΣ1
n son las imágenes

por funciones Borel medibles de los conjuntos Π1
n−1. Por lo tanto, las imágenes

de los conjuntos ΣΣΣ1
n por funciones Borel medibles son también imágenes de

conjuntos Π1
n−1 por funciones Borel medibles, luego son conjuntos ΣΣΣ1

n.

A.6.8 Teorema. Si X ⊆ Y son espacios polacos, entonces

ΣΣΣ1
n(X) = ΣΣΣ1

n(Y ) �X= {A ⊆ X : A ∈ ΣΣΣ1
n(Y )}.

Similarmente para las clases ΠΠΠ1
n y ∆∆∆1

n.

Demostración. Utilizando la Proposición A.6.5 y el hecho de que la función
inclusión iX : X → Y es continua, obtenemos que ΣΣΣ1

n(Y ) �X⊆ ΣΣΣ1
n(X). Ha-

bremos terminado si demostramos la siguiente afirmación.

Afirmación: Para cualquier par de espacios polacos X ⊆ Y se cumple

ΣΣΣ1
n(X) ⊆ ΣΣΣ1

n(Y ) y ΠΠΠ1
n(X) ⊆ ΠΠΠ1

n(Y ).
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Demostración de la afirmación: Mediante inducción sobre n. Por definición
de conjunto anaĺıtico, ΣΣΣ1

1(X) ⊆ ΣΣΣ1
1(Y ). Veamos que ΠΠΠ1

1(X) ⊆ ΠΠΠ1
1(Y ). Si

A ∈ ΠΠΠ1
1(X), entonces X \ A ∈ ΣΣΣ1

1(X) ⊆ ΣΣΣ1
1(Y ). Utilizando los Teoremas

A.2.5 y A.6.6 obtenemos:

X ∈ B(Y ) ⊆∆∆∆1
1(Y ) ⊆ ΠΠΠ1

1(Y ).

Utilizando la Proposición A.6.5:

Y \ A = (Y \X) ∪ (X \ A) ∈ ΣΣΣ1
1(Y ) ⇒ A ∈ ΠΠΠ1

1(Y ).

Supongamos que la afirmación es válida para n ∈ N, n ≥ 1. Considere
A ∈ ΣΣΣ1

n+1(X). Por hipótesis de inducción y definición de la clase ΣΣΣ1
n+1:

∃ B ∈ ΠΠΠ1
n(X ×N ) ⊆ ΠΠΠ1

n(Y ×N )
(
A = proyX(B) = proyY (B)

)
.

Por lo tanto A ∈ ΣΣΣ1
n+1(Y ).

La contención ΠΠΠ1
n+1(X) ⊆ ΠΠΠ1

n+1(Y ) se demuestra del mismo modo que la
contención ΠΠΠ1

1(X) ⊆ ΠΠΠ1
1(Y ).

A.6.9 Definición. Sean X, Y espacios polacos y Γ una clase de conjun-
tos definida en diversos espacios (por ejemplo ΣΣΣ1

n, ΠΠΠ1
n, Borelianos, etcéte-

ra). Denotamos mediante Γ(X) a la colección de todos los subconjuntos
de X que pertenecen a Γ. Decimos que un conjunto U ⊆ Y × X es Y -
universal para Γ(X) si U ∈ Γ(Y × X) y Γ(X) = {Uy : y ∈ Y }, donde
Uy = {x ∈ X : (y, x) ∈ U}.

A.6.10 Teorema. Para cada espacio polaco X existe un conjunto C-universal
para ΣΣΣ1

n(X) y un conjunto C-universal para ΠΠΠ1
n(X).

Demostración. Por el Teorema 2.8 de [13], existe un cerrado V ⊆ C×N ×X
que es C-universal para ΠΠΠ0

1(N ×X). Sea

U = {(z, x) ∈ C ×X : ∃ p ∈ N (z, p, x) ∈ V } = proyC×X(V ).

Note que U es C-universal para ΣΣΣ1
1(X). En efecto: U ∈ ΣΣΣ1

1(C ×X) debido a
que es imagen continua de un conjunto cerrado (Teorema A.6.7). Además, si
A ∈ ΣΣΣ1

1(X), entonces existe un cerrado F ⊆ N ×X tal que A = proyX(F ).
Como V es C-universal para ΠΠΠ0

1(N ×X), existe z ∈ C tal que

F = Vz = {(p, x) ∈ N ×X : (z, p, x) ∈ V }.
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Note que A = Uz = {x ∈ X : (z, x) ∈ U}. En efecto:

x ∈ A ⇔ ∃ p ∈ N : (p, x) ∈ F
⇔ ∃ p ∈ N : (z, p, x) ∈ V
⇔ (z, x) ∈ U
⇔ x ∈ Uz.

Por otra parte, si V ⊆ C × X es un conjunto C-universal para ΣΣΣ1
n(X),

entonces U = (C × X) \ V es C-universal para ΠΠΠ1
n(X). Además, si V es C-

universal para ΠΠΠ1
n(X), entonces el conjunto U construido a partir de V como

en el caso ΣΣΣ1
1 es C-universal para ΣΣΣ1

n+1(X) (para demostrar esto se efectúa el
mismo razonamiento).

A.6.11 Teorema. Si X es un espacio polaco no numerable, para cada n ∈ N,
n ≥ 1, se cumple que ΣΣΣ1

n(X) 6= ΠΠΠ1
n(X). Por consiguiente

∆∆∆1
n $ ΣΣΣ1

n $ ∆1
n+1 e igualmente ∆∆∆1

n $ ΠΠΠ1
n $ ∆1

n+1.

Demostración. Por el Corolario A.3.7, X contiene un subespacio homeomorfo
a C. Si ΣΣΣ1

n(X) = ΠΠΠ1
n(X), entonces ΣΣΣ1

n(C) = ΠΠΠ1
n(C) (utilizamos el Teorema

A.6.8). Veamos que esto no es posible. Por el Teorema A.6.10 existe U un
conjunto C-universal para ΣΣΣ1

n(C). Definimos ϕ : C → C × C mediante ϕ(y) =
(y, y). Por la Proposición A.6.5,

A = {y ∈ C : (y, y) /∈ U} = ϕ−1
(
(C × C) \ U

)
∈ ΠΠΠ1

n(C) = ΣΣΣ1
n(C).

Entonces, debe existir y ∈ C tal que

A = Uy = {x ∈ C : (y, x) ∈ U}. (i)

Pero esto último no es posible. En efecto: si y ∈ A, entonces, por definición
del conjunto A, (y, y) /∈ U . Utilizando la ecuación (i) obtenemos que (y, y) ∈
U , lo que es una contradicción. Análogamente, si y /∈ A obtenemos una
contradicción.

Ahora supongamos que ∆∆∆1
n = ΣΣΣ1

n. Por definición de las clases ∆∆∆1
n, obte-

nemos que ΣΣΣ1
n(X) ⊆ ΠΠΠ1

n(X). Además

A ∈ ΠΠΠ1
n(X) ⇒ X \ A ∈ ΣΣΣ1

n(X) ⊆ ΠΠΠ1
n(X) ⇒ A ∈ ΣΣΣ1

n(X).

Por lo tanto ΣΣΣ1
n(X) = ΠΠΠ1

n(X), lo que contradice la primera afirmación del
teorema.

Análogamente, ∆1
n+1 = ΣΣΣ1

n implica ΠΠΠ1
n(X) = ΣΣΣ1

n(X).
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A.7. Axioma de Determinación Proyectiva.

A.7.1. Juego de Choquet.

A.7.1 Definición (Juego de Choquet). Sea X un espacio topológico no
vaćıo. El juego de Choquet GX de X se define de la siguiente manera: los
jugadores I y II toman turnos jugando subconjuntos abiertos no vaćıos de X

I U0 U1

II V0 V1 . . .

de manera que U0 ⊇ V0 ⊇ U1 ⊇ V1 ⊇ . . .. Decimos que el jugador II gana esta
partida del juego si

⋂
n∈N Vn =

⋂
n∈N Un 6= ∅. (En consecuencia, el jugador I

gana si
⋂
n∈N Vn =

⋂
n∈N Un = ∅.)

Una estrategia para el jugador I (en este juego) es una “regla” que le
dice cómo jugar su n-ésimo movimiento (para cada n) dados los movimientos
previos V0, . . . , Vn−1 del jugador II. Formalmente, esto último se puede definir
de la siguiente manera: sea T el conjunto de todas las sucesiones finitas
(W0, . . . ,Wn), donde cada Wi es un abierto no vaćıo de X y W0 ⊇ W1 ⊇ . . . ⊇
Wn. Note que T es un árbol bien podado en T ∗(X). El árbol T es llamado
árbol de posiciones legales en el juego de Choquet GX . Una estrategia para I
en GX es un subárbol σ ⊆ T tal que:

(i) σ es no vaćıo y bien podado,

(ii) si (U0, V0, . . . , Un) ∈ σ, entonces para todo abierto no vaćıo Vn ⊆ Un,
(U0, V0, . . . , Un, Vn) ∈ σ,

(iii) si (U0, V0, . . . , Un−1, Vn−1) ∈ σ, entonces para un único Un,

(U0, V0, . . . , Un−1, Vn−1, Un) ∈ σ.

Esto se interpreta de la siguiente manera: el jugador I inicia con el único U0

tal que (U0) ∈ σ. El jugador II juega a continuación cualquier abierto no vaćıo
V0 ⊆ U0. Por la condición (ii), (U0, V0) ∈ σ. Entonces el jugador I responde
jugando el único abierto no vaćıo U1 ⊆ V0 tal que tal que (U0, V0, U1) ∈ σ,
etc.

Una posición (W0, . . . ,Wn) ∈ T es compatible con σ si (W0, . . . ,Wn) ∈ σ.
Una partida del juego (U0, V0, U1, V1, . . .) es compatible con σ si

(U0, V0, U1, V1, . . .) ∈ [σ].
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La estrategia σ es ganadora para I, si para toda partida (U0, V0, . . .) com-
patible con σ, sucede que

⋂
n∈N Un = ∅. Análogamente establecemos las no-

ciones de estrategia y de estrategia ganadora para II.

Recordemos que un espacio topológico X es un espacio de Baire si para
cada sucesión G1, G2, . . . de subconjuntos densos y abiertos de X, la inter-
sección

⋂
n∈NGn es un conjunto denso en X.

A.7.2 Teorema. Un espacio topológico no vaćıo X es un espacio de Baire,
si y sólo si, I no tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet GX .

Demostración. (⇐) Supongamos que X no es un espacio de Baire. Conside-
remos U0 ∈ T ∗(X) y {Gn : n ∈ N} una sucesión de abiertos densos en X
tales que

(⋂
n∈NGn

)
∩U0 = ∅. Establecemos una estrategia ganadora para I

en GX de la siguiente manera: el jugador I comienza jugando U0. Si II juega
V0 ⊆ U0, tenemos que V0 ∩ G0 6= ∅. Aśı I puede jugar U1 = V0 ∩ G0 ⊆ V0.
A continuación II juega V1 ⊆ U1 y I elige U2 = V1 ∩ G1 ⊆ V1, etc. De esta
forma

⋂
n∈N Un ⊆

(⋂
n∈NGn

)
∩ U0 = ∅.

(⇒) Supongamos que I tiene una estrategia ganadora σ en GX . Sea U0 el
primer movimiento de I de acuerdo con σ. Demostraremos que U0 no es un
espacio de Baire. Para esto construiremos un subárbol bien podado no vaćıo
S ⊆ σ tal que para cualquier p = (U0, V0, . . . , Un) ∈ S, el conjunto

Up = {Un+1 : (U0, V0, . . . , Un, Vn, Un+1) ∈ S}

está formado por conjuntos abiertos ajenos entre śı y además
⋃
Up es denso

en Un. Suponga que ya hemos construido el subárbol mencionado. Si defini-
mos

Wn =
⋃
{Un : (U0, V0, . . . , Un) ∈ S},

sucede que Wn es abierto y denso en U0, para cada n ∈ N. Note ahora que⋂
n∈NWn = ∅. En efecto: si x ∈

⋂
n∈NWn, entonces (por constrcucción de las

colecciones Up) existe un único

(U0, V0, U1, V1, . . .) ∈ [S]

tal que x ∈ Un, para cada n ∈ N. Aśı
⋂
n∈N Un 6= ∅, lo que contradice el

hecho de que (U0, V0, U1, V1, . . .) ∈ [σ] y σ es una estrategia ganadora para I.
En consecuencia

⋂
n∈NWn = ∅. Observe ahora que esto muestra que U0 no

es un espacio de Baire. Resta entonces construir el subárbol S para terminar
la demostración.
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Para construir el subárbol S, determinaremos de manera inductiva que
elementos de σ colocaremos en S. Establecemos ∅ ∈ S. Si

(U0, V0, . . . , Un−1, Vn−1) ∈ S,

entonces

(U0, V0, . . . , Un−1, Vn−1, Un) ∈ S

para el único Un que cumple (U0, V0, . . . , Un−1, Vn−1, Un) ∈ σ. Ahora, si p =
(U0, V0, . . . , Un) ∈ S, sucede que para cualquier abierto no vaćıo Vn ⊆ Un,
si V ∗n = Un+1 es el movimiento que la estrategia σ requiere del jugador I,
entonces Un+1 es un abierto no vaćıo de Vn. Utilizando el Lema de Zorn
obtenemos Vp una colección maximal de abiertos no vaćıos Vn ⊆ Un tal que
los elementos de {V ∗n : Vn ∈ Vp} son ajenos entre śı. Colocamos en S o todos
los elementos de σ de la forma

(U0, V0, . . . , Un, Vn, V
∗
n ), con Vn ∈ Vp.

Entonces

Up = {Un+1 : (U0, V0, . . . , Un, Vn, Un+1) ∈ S} = {V ∗n : Vn ∈ Vp}

es una familia de abiertos ajenos entre śı. Además, por la maximalidad de
Vp,
⋃
Up es denso en Un. En efecto: si Ṽn ⊆ Un es un abierto no vaćıo que no

intersecta a
⋃
Up, entonces Vp ∪ {Ṽn} contradice la maximalidad de Vp.

A.7.3 Definición. Un espacio topológico no vaćıo X es un espacio de Cho-
quet si el jugador II tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet
GX .

Debido a que no es posible que ambos jugadores tengan una estrategia
ganadora en GX , obtenemos que todo espacio de Choquet es un espacio de
Baire. Recuerde que utilizando el Axioma de Elección es posible demostrar
que existe un conjunto de Bernstein X ⊆ R, es decir, X tiene la propiedad de
que para todo P ⊆ R perfecto en R, P ∩X 6= ∅ 6= P \X [14, Ejemplo 8.24].
A continuación veremos que si X ⊆ R es un conjunto de Bernstein, entonces
el jugador II no tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet GX .

A.7.4 Teorema (Axioma de Elección). Existe un espacio de Baire que no
es un espacio de Choquet.
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Demostración. Sea X ⊆ R un conjunto de Bernstein.

Afirmación: X es un espacio de Baire.

Demostración de la afirmación: Sea {Dn : n ∈ N} una familia de subcon-
juntos densos y abiertos en X. Considere {Vn : n ∈ N} ⊆ T ∗(R) tal que
Dn = Vn ∩ X. El conjunto V =

⋂
n∈N Vn es no numerable. En efecto: si

V = {xn : n ∈ N}, entonces

R \ V = R \ (
⋂
n∈N

Vn) =
⋃
n∈N

(R \ Vn) ⇒ R =
( ⋃
n∈N

(R \ Vn)
)⋃( ⋃

n∈N

{xn}
)
,

lo que contradice el hecho de que R tiene la propiedad de Baire.
Utilizando los Teoremas A.2.5 y A.3.6 obtenemos que existe P un con-

junto perfecto contenido en V . Por lo tanto ∅ 6= X ∩P ⊆ X ∩V =
⋂
n∈NDn.

�
Supongamos que II tiene una estrategia ganadora σ en el juego GX . Cons-

truiremos un esquema de Cantor en X que determinará un conjunto perfecto
P en R contenido en X, lo que contradice el hecho de que X es un conjunto
de Bernstein.

Hacemos inducción sobre la longitud de s ∈ 2<N. Definimos A∅ = X.
Sean B0, C0 ∈ T (X) tales que B0 ∩ C0 = ∅ y diam(B0), diam(C0) < 1.
Definimos A(0) y A(1) como los únicos abiertos de X tales que (B0, A(0)) ∈ γ
y (C0, A(1)) ∈ γ.

Ahora consideramos B1, B2 ∈ T ∗(X) tales que cl(Bl) ⊆ A(0), diam(Bl) <
1
2

y B1∩B2 = ∅. Definimos A(0,0) y A(0,1) como los únicos abiertos de X tales
que (B0, A(0), B1, A(0,0)) ∈ γ y (B0, A(0), B2, A(0,1)) ∈ γ.

Análogamente construimos A(1,0) y A(1,1).
Supongamos que hemos construido As, para todo s ∈ 2<N. Elegimos

a, b ∈ R tales que (a, b)∩X ⊆ As. Fijamos c, d, s, t ∈ R tales que [c, d] ⊆ (a, b)
y [s, t] ⊆ (a, b). Como X es un conjunto de Bernstein, existen u ∈ [c, d] ∩X
y v ∈ [s, t] ∩X. Sean G ∈ T (u,X) y H ∈ T (v,X) tales que G ∩H = ∅. Por
la regularidad de X, existen B1 ∈ T (u,X) y B2 ∈ T (v,X) tales que

cl(B1) ⊆ G ∩B(u, 1
2n+2 ) ∩ As y cl(B2) ⊆ H ∩B(v, 1

2n+2 ) ∩ As.

Definimos Asa0 y y Asa1 como las respuestas de la estrategia σ a los movi-
mientos B1 y B2.

Supongamos que hemos construido As, para todo s ∈ 2<N. Definimos
Asa0 y Asa1 de manera que cumplan las siguientes propiedades:
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(i) Asa0 y Asa1 son respuestas de la estrategia σ,

(ii) Asa0 ∩ Asa1 = ∅,

(iii) cl(Asai) ⊆ As, para i ∈ 2,

(iv) diam(Asai) <
1

n+1
, para i ∈ 2.

A.7.2. Juego fuerte de Choquet.

A continuación definimos el juego fuerte de Choquet.

A.7.5 Definición (Juego fuerte de Choquet). Dado X un espacio topológico
no vaćıo, el juego fuerte de Choquet Gs

X se define de la siguiente manera:

I x0, U0 x1, U1

II V0 V1 . . .

Los jugadores I y II toman turnos jugando subconjuntos abiertos no vaćıos
de X, como en el juego de Choquet, pero adicionalmente I debe jugar un
punto xn ∈ Un y II debe jugar Vn ⊆ Un con xn ∈ Vn. Aśı, debe suceder que

U0 ⊇ V0 ⊇ U1 ⊇ V1 ⊇ . . . y xn ∈ Un ∩ Vn.

El jugador II gana esta partida del juego si
⋂
n∈N Vn =

⋂
n∈N Un 6= ∅. (En

consecuencia, el jugador I gana si
⋂
n∈N Vn =

⋂
n∈N Un = ∅.)

Un espacio no vaćıo X es un espacio fuerte de Choquet si el jugador II
tiene una estrategia ganadora en el juego Gs

X (la noción de estrategia se
define como en el juego anterior).

A.7.6 Teorema. Si X es un espacio no vaćıo completamente metrizable,
entonces es un espacio fuerte de Choquet.

Demostración. Supongamos que el jugador I comienza jugando cualesquie-
ra U0 ∈ T ∗(X) y x0 ∈ U0. Por la regularidad del espacio X, existe V0 ∈
T (x0, X) tal que cl(V0) ⊆ B(x0,

1
2
) ∩ U0. Aśı, establecemos V0 como el pri-

mer movimiento de II. Supongamos que, a continuación, I juega cualesquiera
U1 ∈ T ∗(X) tal que V0 ⊇ U1 y x1 ∈ U1. Elegimos V1 ∈ T (x1, X) tal que
cl(V1) ⊆ B(x1,

1
4
) ∩ U1. Establecemos V1 como el segundo movimiento de II,

y aśı sucesivamente. Observe que
⋂
n∈N Vn =

⋂
n∈N cl(Vn).
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Por construcción, la sucesión (xn) es de Cauchy en X. Veamos que

x = limn→∞ xn ∈
⋂
n∈N

Vn.

En efecto: supongamos lo contrario. Consideremos n∗ = min{n ∈ N : x /∈
cl(Vn)} y W ∈ T (x,X) tal que W ∩ Vn∗ = ∅. Fijemos N ∈ N tal que
xn ∈ W , para todo n ≥ N . De esta forma, si N∗ = max{n∗, N}, entonces
xN∗ ∈ Vn∗ ∩W , lo que es una contradicción. Por lo tanto x ∈

⋂
n∈N Vn.

Note que con todo lo anterior hemos exhibido una estrategia ganadora
para el jugador II.

A.7.3. Juegos infinitos.

A.7.7 Definición. Sean A un conjunto no vaćıo y X ⊆ AN. Asociamos a X
el siguiente juego infinito:

I a0 a2

II a1 a3 . . .

El jugador I juega a0 ∈ A, entonces II juega a1 ∈ A, I juega a2 ∈ A, etcétera.
El jugador I gana si y sólo si (an) ∈ X. El conjunto X es llamado conjunto
de apuesta. Denotamos este juego por G(A,X). Una estrategia para I es
una función ϕ : A<N → A con I jugando a0 = ϕ(∅), a2 = ϕ((a1)), a4 =
ϕ((a1, a3)), cuando II juega a1, a3, . . .

Una estrategia para I puede ser vista como un árbol σ ⊆ A<N tal que

(i) σ es no vaćıo y bien podado,

(ii) (a0, a1, . . . , a2j) ∈ σ ⇒ ∀ a2j+1 ∈ A
(

(a0, . . . , a2j, a2j+1) ∈ σ
)
,

(iii) (a0, a1, . . . , a2j−1) ∈ σ ⇒ ∃! a2j ∈ A
(

(a0, . . . , a2j−1, a2j) ∈ σ
)
.

Esto se interpreta de la siguiente manera: I inicia con el único a0 tal que
(a0) ∈ σ. Si a continuación II juega a1, entonces (a0, a1) ∈ σ, aśı hay un
único a2 tal que (a0, a1, a2) ∈ σ, y éste es el siguiente movimiento de I, etc.

Una estrategia para I es ganadora en G(A,X) si para toda partida del
juego (a0, a1, a2, . . .), en la que I sigue esta estrategia, sucede que (an) ∈ X.
Análogamente establecemos las nociones de estrategia y de estrategia ga-
nadora para II. Note que no es posible que ambos jugadores tengan una
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estrategia ganadora en G(A,X). Decimos que el juego G(A,X), o el conjun-
to X, está determinado si alguno de los dos jugadores tiene una estrategia
ganadora.

Utilizando el Axioma de Elección se puede demostrar que hay conjuntos
no determinados (Teorema A.7.4).

A menudo es conveniente considerar juegos en que los jugadores I y II
no juegan elementos arbitrarios a0, a1, . . . de un conjunto dado A, sino que
tienen que obedecer ciertas reglas. Esto significa que consideramos un árbol
no vaćıo y bien podado T ⊆ A<N, que determina las posiciones legales. Para
X ⊆ [T ] consideramos el juego G(T,X) desarrollado de la siguiente forma:

I a0 a2

II a1 a3 . . .

Los jugadores I y II toman turnos jugando a0, a1, . . . de manera que

(a0, . . . , an) ∈ T

para cada n ∈ N. El jugador I gana si y sólo si (an) ∈ X.
De esta forma, si T = A<N y X ⊆ AN, entonces G(A<N, X) = G(A,X)

en la notación que empleamos anteriormente.
Las nociones de estrategia, estrategia ganadora y determinación se definen

como en los párrafos anteriores. Una estrategia ganadora para I es un árbol
no vaćıo y bien podado σ ⊆ T que cumple la condición (ii) mencionada
anteriormente, siempre que a2j+1 es tal que (a0, . . . , a2j, a2j+1) ∈ T , y que
cumple la condición (iii). La estrategia σ es ganadora si [σ] ⊆ X.

A.7.8 Teorema (Gale-Stewart). Sea T un árbol no vaćıo y bien podado en
A. Si X ⊆ [T ] es cerrado o abierto en [T ], entonces G(T,X) está determi-
nado.

A.7.9 Teorema (Martin). Sea T un árbol no vaćıo y bien podado en A y
sea X ⊆ [T ] un conjunto de Borel. Entonces G(T,X) está determinado.

Axioma de determinación proyectiva (ADP). Si X ⊆ NN es un con-
junto proyectivo, entonces cualquier juego G(N, X) está determinado.



Apéndice B

Espacios Lindelöf-Σ.

Antes de introducir la noción de espacio Lindelöf-Σ, introduciremos he-
chos básicos acerca de funciones multivaluadas (o mapeos multivaluados).
Todos los espacios topológicos considerados en este Apéndice se suponen de
Tychonoff (a menos que se diga expĺıcitamente lo contrario).

Sean X y Y espacios topológicos. Un mapeo multivaluado de X a Y
es un mapeo que asigna a cada punto x ∈ X un subconjunto de Y (no
necesariamente diferente del vaćıo), es decir, un mapeo multivaluado es una
función p : X → P(Y ). Es una práctica común escribir p : X → Y para
denotar al mapeo multivaluado p : X → P(Y ).

Observe que si f : X → Y es una función, entonces f puede identificarse
con el mapeo multivaluado pf : X → Y dado por: pf (x) = {f(x)} para
toda x ∈ X. A partir de ahora identificaremos a pf con f . Asimismo, toda
función f induce el mapeo multivaluado f−1 : Y → X definido por f−1(y) =
f−1({y}) para cada y ∈ Y (observe que para este mapeo multivaluado puede
ocurrir que f−1(y) = ∅). Dicho mapeo es llamado la inversa de f .

Por otra parte, si p : X → Y es un mapeo multivaluado para el cual cada
subconjunto p(x) es finito, diremos p es finito-valuado. Un mapeo multiva-
luado p : X → Y es compacto-valuado (o compactamente-valuado) si p(x)
es siempre un subespacio compacto de Y .

Si p : X → Y es un mapeo multivaluado, y A ⊆ X, entonces definimos la
imagen de A bajo p como el conjunto

p(A) =
⋃
x∈A

p(x).

Si p : X → Y y q : Y → Z son mapeos multivaluados, definimos la
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composición de p con q como el mapeo multivaluado q ◦ p : X → Z dado por
(q ◦ p)(x) = q(p(x)) para toda x ∈ X.

La siguiente definición es de particular relevancia para nuestros propósi-
tos.

B.1.10 Definición. Sean X y Y espacios topológicos. Un mapeo multiva-
luado p : X → Y es superiormente semicontinuo (o semicontinuo por arriba)
si para todo subconjunto abierto V de Y , el conjunto

p#(V ) = {x ∈ X : p(x) ⊆ V }

es abierto en X.

B.1.11 Observación. Es facil ver que toda función continua f : X → Y
es un mapeo compactamente-valuado superiormente semicontinuo. Además,
note que si f : X → Y es un mapeo perfecto (esto es, f es continua, sobre-
yectiva, cerrada y con fibras compactas) entonces la inversa de f es un mapeo
compactamente valuado y superiormente semicontinuo. Por otra parte, si X
es un espacio topológico, y F ⊆ X es un subespacio cerrado de X, entonces
el mapeo multivaluado p : X → F definido por medio de la fórmula:

p(x) =

{
{x} si x ∈ F,
∅ si x 6∈ F,

es compactamente valuado y superiormente semicontinuo. Observe que p es
la inversa del mapeo inclusión iF : F → X.

B.1.12 Proposición. La composición de mapeos compactamente valuados
superiormente semicontinuos es un mapeo compactamente valuado superior-
mente semicontinuo.

Demostración. Supóngase que p : X → Y y q : Y → Z son mapeos compac-
tamente valuados semicontinuos superiormente.

Sea V un subconjunto abierto de Z. Verifiquemos que (q ◦ p)#(V ) =
p#(q#(V )). Pero note que

x ∈ (q ◦ p)#(V ) ⇔ q(p(x)) ⊆ V
⇔

⋃
y∈p(x) q(y) ⊆ V

⇔ q(y) ⊆ V ∀ y ∈ p(x)
⇔ y ∈ q#(V ) ∀ y ∈ p(x)
⇔ p(x) ⊆ q#(V )
⇔ x ∈ p#(q#(V )).
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Con lo anterior y las hipótesis de nuestra proposión, obtenemos facil-
mente que (q ◦ p)#(V ) es un subconjunto abierto de X. Con ello, el mapeo
composición q ◦ p es semicontinuo superiormente.

Demostraremos ahora que q ◦ p es compactamente valuado. Para ello, su-
pongamos que x ∈ X. Tomemos una cubierta abierta U en Z para (q◦p)(x) =⋃
y∈p(x) q(y). Entonces, para toda y ∈ p(x), la colección U es una cubierta

abierta de q(y). Como q(y) es compacto, existe una subcolección finita Uy de
U tal que q(y) ⊆

⋃
Uy. Como q es semicontinuo superiormente, tenemos que

q#(
⋃
Uy) es abierto en Y y y ∈ q#(

⋃
Uy) para toda y ∈ p(x). Entonces

V = {q#(
⋃
Uy) : y ∈ p(x)}

es una cubierta abierta de p(x). Como p(x) es compacto, existen y1, . . . , yn ∈
p(x) tales que p(x) ⊆

⋃n
i=1 q

#(
⋃
Uyi). Entonces la colección

⋃n
i=1 Uyi es una

subcolección finita de U que cubre a (q ◦ p)(x).

La siguiente proposición nos proporciona caracterizaciones útiles de los
mapeos compactamente valuados semicontinuos superiormente.

B.1.13 Proposición. Sea p : X → Y un mapeo multivaluado. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(i) el mapeo p : X → Y es compactamente valuado y semicontinuo supe-
riormente;

(ii) p es la composición de la inversa de un mapeo perfecto definido en un
subespacio cerrado de X ×K y una función continua;

(iii) existen un espacio compacto K, un subconjunto cerrado F de X × K
y una función continua f : F → Y tales que p = f ◦ i−1

F ◦ π
−1
X , donde

πX : X ×K → X es la proyección al primer factor e iF : F → X es el
mapeo inclusión.

Demostración. Probaremos la siguiente cadena de implicaciones: (i)⇒ (iii),
(iii)⇒ (ii) y (ii)⇒ (i).

Note primeramente que (ii)⇒ (i) es una consecuencia de la proposición
B.1.12 y de la observación B.1.11.

(i)⇒ (iii). Definamos K = βY y sea

F = Graf (p) =
⋃
x∈X

(
{x} × p(x)

)
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la gráfica del mapeo multivaluado p.

Afirmación. F es un subconjunto cerrado de X ×K.

Demostración de la Afirmación: Sea (a, b) ∈
(
X × K

)
\ F . Entonces

b 6∈ p(a). En consecuencia, existen abiertos ajenos A y B de K tales que
b ∈ A y p(a) ⊆ B. Como p es semicontinua superiormente, tenemos que
C = {x ∈ X : p(x) ⊆ B} es un subconjunto abierto de X que contiene a
a. Entonces (a, b) ∈ C × A ⊆

(
X × K

)
\ F . Verifiquemos esto último. Sea

(c, d) ∈ C × A. Entonces c ∈ C y d ∈ A. Por definición de C, tenemos que
p(c) ⊆ B. Como A y B son ajenos, se tiene que d 6∈ p(c). Aśı (c, d) 6∈ F . �

Consideremos ahora a la función f : F → Y definida por la siguiente
fórmula: f(a, b) = b para toda (a, b) ∈ F . Note que f = πK �K (note también
que πK(F ) ⊆ Y ). De esta manera f es continua. Ahora bien, sucede que si
x ∈ X entonces (

f ◦ i−1
F ◦ π

−1
X

)
(x) =

(
f ◦ i−1

F )(π−1
X (x)

)
=

(
f ◦ i−1

F )({x} ×K
)

= f
(
i−1
F ({x} ×K)

)
= f

(
({x} ×K) ∩ F

)
= p(x).

Lo cual muestra que p = f ◦ i−1
F ◦ π

−1
X .

(iii)⇒ (ii) Demostremos que p = f ◦h−1, donde h es la función continua
πX �F : F → X (recuerde que πX : X × K → X es la proyección al primer
factor; vea también la observación B.1.11 para la definición de h−1). Efectiva-
mente, por hipótesis tenemos que p = f ◦i−1

F ◦π
−1
X . Asi que bastará demostrar

que i−1
F ◦ π

−1
X = h−1. Pero si x ∈ F entonces

h−1(x) = (πX �F )−1(x) = (πX ◦ iF )−1(x) = i−1
F (π−1

X (x)) = (i−1
F ◦ π

−1
X )(x).

Notemos ahora que como K es compacto, podemos aplicar el teorema de
Kuratowskii (vea [11, 3.1.16]) y concluir que πX es una función cerrada. En
consecuencia, el mapeo πX es un mapeo perfecto. Siendo F ⊆ X × K un
subespacio cerrado, se tiene que πX �F es también un mapeo perfecto. Por lo
tanto p es la composición de la inversa h−1 de un mapeo perfecto y de una
función continua f .
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Introduciremos ahora la noción de red respecto a una cubierta. Dicha
noción es importante para poder introducir la correspondiente noción de
espacio Σ.

B.1.14 Definición. Sea X un espacio topológico y D una cubierta para
X, se dice que una colección R ⊆ P(X) es una red para X respecto de la
cubierta D si

∀D ∈ D y ∀U ⊆ X abierto con D ⊆ U existe R ∈ R tal que D ⊆ R ⊆ U.

Estamos ya en posición de introducir la noción de espacio Σ. A partir
de ahora, la frase D es una cubierta cerrada de X significará que D es una
cubierta de X formada por subconjuntos cerrados. Diremos también que la
cubierta D es una cubierta compacta si ésta está formada por subespacios
compactos.

Por otro lado, recordemos que una colección U de subconjuntos de un
espacio topológico X es llamada familia discreta de subconjuntos de X si
para cada x ∈ X, existe un abierto W de X que contiene a x tal que |{U ∈
U : U ∩W 6= ∅}| ≤ 1. Y una colección R ⊆ P(X) es σ-discreta si es la unión
numerable de familias discretas.

B.1.15 Definición.

(i) Un espacio topológico X es llamado espacio Σ si es T3 y existe una
cubierta cerrada D del espacio X formada por subespacios numerable-
mente compactos y una familia σ-discreta R de subconjuntos de X, la
cual es una red para X respecto a la cubierta D.

(ii) Diremos que un espacio X es un espacio Lindelöf-Σ si éste es un espacio
Σ que tiene la propiedad de Lindelöf.

Utilizando la propiedad de Lindelöf y los conceptos dados en la anterior
definición, podemos demostrar la siguiente caracterización de los espacios
Lindelöf-Σ.

B.1.16 Proposición. Un espacio X es Lindelöf-Σ si y sólo si existe una
cubierta D de X, formada por subconjuntos compactos, y una familia nu-
merable R de subconjuntos de X tales que R es una red para X respecto a
D.



130 APÉNDICE B. ESPACIOS LINDELÖF-Σ.

Demostración. Verifiquemos que la condición es necesaria. Sea D una cubier-
ta para X constituida por subespacios numerablemente compactos, y sea R
una familia σ-discreta de subconjuntos de X. Como los elementos de D son
subespacios cerrados de X, éstos heredan de X la propiedad de Lindelöf. Pero
cualquier espacio Lindelöf y numerablemente compacto es compacto; por lo
tanto cada uno de los elementos de la cubierta D es un subespacio compacto
de X. Además, dado que en un espacio Lindelöf toda familia discreta es a
lo más numerable, la familia R es numerable, siendo esta familia una unión
numerable de familias discretas de subconjuntos de X.

Probemos ahora que la condición es suficiente. Supongamos que existen
una cubierta D de X constituida por subespacios compactos de X, y una red
numerable R para X respecto a la cubierta D. Dado que R es una familia
σ-discreta de subconjuntos de X (pues es numerable), para probar que X
es un espacio Lindelöf Σ, bastará demostrar que X tiene la propiedad de
Lindelöf.

Para tal fin, consideremos una cubierta abierta U para X. Sea Uf la
familia de todas las uniones finitas de elementos de U . Evidentemente, para
demostrar que U tiene una subcubierta numerable, es suficiente mostrar que
Uf tiene una subcubierta numerable. Ahora bien, para probar esto, llamemos
a un R ∈ R marcado si existe una familia finita V ⊂ U tal que R ⊂

⋃
V .

Si R ∈ R es marcado elijamos un UR ∈ Uf de tal manera que R ⊂ UR.
Consideremos ahora a la familia W = {UR : R ∈ R y R es marcado}.
Claramente, la familia W es una subfamilia numerable de Uf . Más aún, W
es una subcubierta de Uf . En efecto, consideremos un elemento x ∈ X. Dado
que D es una cubierta de X, existe C ∈ D tal que x ∈ C. Como C es
compacto y U es una cubierta abierta de X, podemos elegir un elemento
U ∈ Uf de tal manera que C ⊂ U . Ahora, dado que R es una red para X
respecto a D, existe R ∈ R tal que C ⊂ R ⊂ U . Entonces R es un elemento
marcado y por lo tanto UR ∈ W . Finalmente, observe que debido a la elección
del abierto UR, se tiene que x ∈ C ⊂ R ⊂ UR. Esto demuestra que W es una
subcubierta numerable de Uf .

La siguiente proposición resume algunas formas equivalentes de percibir
a los espacios Lindelöf-Σ.

B.1.17 Proposición. Sea X un espacio. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) X es un espacio Lindelöf-Σ;
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(ii) existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R para X
con respecto a D;

(iii) existen un espacio segundo numerable M y un mapeo compactamente
valuado semicontinuo superiormente p : M → X tales que p(M) = X;

(iv) existe un espacio segundo numerable M , un espacio L y funciones
g : L → M y f : L → X tales que g es perfecta y f es continua
sobreyectiva;

(v) existen un espacio segundo numerable, un espacio compacto K, un sub-
espacio cerrado F de M ×K y una función continua sobreyectiva f :
F → X.

Demostración. La equivalencia (i)⇔ (ii) es la proposición anterior.
(iii)⇒ (iv) Aplicando la proposición 2.4 (inciso (2)) podemos garantizar

la existencia de subespacio cerrado L de M , de un mapeo perfecto g : L→M
y de una función continua f : L→ X tales que p = f ◦ g−1. La última igual
implica que f es sobreyectiva.

(iv) ⇒ (v) Consideremos al mapeo p = f ◦ g−1. Entonces p : M → X
es compactamente valuado, semicontinuo superiormente y p(M) = X. Por
2.4, existe un espacio compacto K, un subespacio cerrado F de M × K
y una función continua h : F → X tales que p = h ◦ i−1

F ◦ π
−1
M , donde

πM : M×K →M es la proyección al primer factor. Obsérvese que h(F ) = M .
(v) ⇒ (iii) Considere el mapeo p : M → X dado por: p = f ◦ i−1

F ◦ π
−1
M ,

donde πM : M ×K →M es la proyección al primer factor e iF : F →M ×K
es la inclusión. Resulta que p es superiormente semicontinuo, compactamente
valuado y sobreyectivo.

(iii) ⇒ (ii) Suponga que B es una base numerable para M . Entonces la
colección p(B) = {p(B) : B ∈ B} es una red numerable para X respecto de
la cubierta compacta {p(m) : m ∈M} (demuéstrelo).

(ii)⇒ (iii) Consideremos en R a la topoloǵıa discreta. Sea

M = {m : N→ R : {m(i) : i ∈ N} = {R ∈ R : D ⊆ R} para alguna D ∈ D}.

Obsérvese que si x ∈ X entonces existe D ∈ D tal que x ∈ D. Defina
A = {R ∈ R : D ⊆ R}. Claramente A es a lo más numerable. Entonces
existe una enumeración (posiblemente con repeticiones) A = {Ri : i ∈ N}.
Entonces la función m : N → R dada por m(i) = Ri pertenece a M . En
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consecuencia, ∅ 6= M ⊆ RN. Ahora bien, dotando a M de la topoloǵıa de
subespacio, obtenemos un espacio metrizable separable.

Definamos ahora al mapeo multivaluado p : M → X de la siguiente
manera: p(m) =

⋂
{m(i) : i ∈ ω}, para cada m ∈M .

Afirmación. p es un mapeo compactamente valuado, semicontinuo su-
periormente y sobreyectivo.

Demostración de la Afirmación: Como p(m) =
⋂
{m(i) : i ∈ N} = D

tenemos que p es compactamente valuado. Note que la verificación que he-
mos hecho de que M es no vaćıo permite también argumentar que p es so-
breyectivo. Aśı que sólo resta probar que p es semicontinuo superiormente.
Para ello, supongamos que V es abierto en X y que m ∈ p#(V ). Entonces
p(m) = D ⊆ V . Como R es una red para X respecto de D, existe R ∈ R tal
que D ⊆ R ⊆ V . En consecuencia, existe una i ∈ ω tal que R = m(i). Sea
U = M ∩π−1

i ({R}), donde πi : RN → R es la i-ésima proyección. Claramente
U es un subconjunto abierto de M tal que m ∈ U ⊆ p#(V ). Luego p#(V ) es
abierto en M . Por lo tanto p es semicontinuo superiormente.

El siguiente corolario nos presenta algunos aspectos de la clase de los
espacios Lindelöf-Σ que se han utilizado a través del trabajo de tesis.

B.1.18 Corolario.

(i) Cada espacio σ-compacto (y por lo tanto, cada espacio compacto) es
Lindelöf-Σ.

(ii) Cada espacio que tiene red numerable es Lindelöf-Σ. En particular,
cualquier espacio segundo numerable es Lindelöf-Σ.

(iii) Si p : X → Y es un mapeo compactamente valuado, semicontinuo supe-
riormente y sobreyectivo, y X es Lindelöf-Σ, entonces Y es Lindelöf-Σ.

(iv) La clase de los espacios Lindelöf-Σ es cerrada bajo imágenes continuas,
subespacios cerrados y preimagenes perfectas.

(v) Si X es Lindelöf-Σ, K es compacto y Y ⊆ X ×K es cerrado, entonces
Y es Lindelöf-Σ.

(vi) Un espacio X es Lindelöf-Σ si y sólo si existe un espacio metrizable
separable M , un espacio compacto K y un subespacio cerrado Y de
M ×K tal que X es imagen continua de Y .
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(vii) Un espacio X es Lindelöf-Σ si y sólo si existen espacios Y y M y
funciones f : Y → X, g : Y → M tales que f es perfecta y g es
continua y sobreyectiva, y M es metrizable separable.

(viii) El producto de cualquier familia numerable de espacios Lindelöf-Σ es
Lindelöf-Σ.

(ix) Si X es la unión numerable de una familia de subespacios Lindelöf-Σ,
entonces X también es Lindelöf-Σ.

(x) Si X es la intersección de una familia numerable de subespacios Lin-
delöf-Σ de un espacio Z, entonces X es Lindelöf-Σ.

(xi) La clase de espacios Lindelöf-Σ es la más pequeña de las clases de espa-
cios topológicos que contienen a todos los espacios compactos y a todos
los espacios metrizables separables, y que es cerrada bajo la formación
de productos finitos, imágenes continuas y subespacios cerrados.

Demostración. Los incisos (i), (ii), (iii), (iv), (vi) y (vii) son consecuencia
sencilla de la proposición 2.8.

Para demostrar (v), nótese que aplicando el teorema de Kuratowski [11,
3.1.16], podemos concluir que la proyección πX : X ×K → X es una función
perfecta. Aplicando ahora el inciso (iv), deducimos que X × K e Y son
espacios Lindelöf-Σ.

Para demostrar (viii), podemos aplicar (vii) y notar que el producto nume-
rable de espacios metrizables separables es un espacio metrizable separable,
el producto de funciones continuas es una función continua, y el producto de
una familia de funciones perfectas sigue siendo una función perfecta.

Para demostrar (ix), supóngase que {Xn : n ∈ N} son subespacios Lin-
delöf-Σ de un espacio X tales que X =

⋃
{Xn : n ∈ N}. Dotando a N de

la topoloǵıa discreta, tenemos que este espacio es Lindelöf-Σ. Además, por
el inciso (vii), tenemos que

(∏
n∈NXn

)
× N es un espacio Lindelöf-Σ. Note

ahora que
⋃
{Xn : n ∈ N} es imagen continua de

(∏
n∈NXn

)
× N.

Demostración de (x). Si Xn es subespacio Lindelöf-Σ de un espacio Z,
para toda n ∈ N. Entonces

⋂
{Xn : n ∈ N} es homeomorfo al subespacio

K = {fx : x ∈ X}
⋂∏

n∈NXn del producto XN, donde fx : N→ X está dada
por fx(n) = x ∀n ∈ N. Como cada espacio Xn es Lindelöf-Σ, tenemos que∏

n∈NXn es Lindelöf-Σ. Por ello el subespacio K es Lindelöf-Σ (porque es
cerrado en

∏
n∈NXn)

La verificación de (xi) es sencilla. Dejamos al lector la tarea de hacerlo.
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Apéndice C

C.1. El Teorema de Arhangel’skii-Pytkeev.

Dado un espacio topológico X, el grado de Lindelöf l(X) del espacio X
es el más pequeño de los cardinales infinitos τ para los cuales se tiene la
propiedad que de toda cubierta abierta del espacio X, es posible extraer una
subcubierta cuya cardinalidad no excede a τ . Asimismo, se define al cardinal
l∗(X) como la más pequeña de las cotas superiores del conjunto constituido
por los cardinales l(Xn) donde n ∈ N \ {0}, esto es,

l∗(X) = sup{l(Xn) : n ∈ N \ {0}}.

En esta sección demostraremos el clásico resultado debido a A. V. Arhan-
gel’skii y a E. G. Pytkeev, el cual establece que para cada espacio topológico
X, el invariante cardinal l∗(X) coincide con la estrechez del espacio Cp(X).

Para llevar a cabo la demostración de este teorema, demostraremos pre-
viamente dos resultados que nos serán de gran utilidad. El primero de estos
resultados muestra la relación que existe entre la propiedad de que l∗(X) ≤ τ
para algún cardinal τ , con el hecho de que de toda ω-cubierta del espacio
Cp(X) es posible extraer una ω-subcubierta cuya cardinalidad no excede a
τ . Antes de enunciar formalmente este resultado, necesitamos recordar la no-
ción de ω-cubierta y la forma en que se define a la estrechez de un espacio
topológico.

C.1.1 Definición. Sea X un espacio topológico. Se dice que una familia
U ⊆ T (X) es una ω-cubierta de X si para cada conjunto finito F ⊂ X existe
un elemento U ∈ U tal que F ⊂ U .

Recuérdese que dado un punto x de un espacio X, la estrechez t(x,X)
de X en el punto x es el más pequeño de los números cardinales τ ≥ ω
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que poseen la siguiente propiedad: para cada A ⊂ X, con x ∈ cl(A), existe
B ⊂ A tal que |B| ≤ τ y x ∈ cl(B). De este modo podemos definir a
la estrechez de un espacio topológico X como el número cardinal infinito
t(X) = sup{t(x,X) : x ∈ X}.

C.1.2 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Para todo cardinal τ se
tiene que l∗(X) ≤ τ si y sólo si cada ω-cubierta U del espacio X posee una
ω-subcubierta V cuya cardinalidad no excede a τ .

Demostración. Supongamos que l∗(X) ≤ τ . Dada una ω-cubierta U de X
definimos, para cada n ∈ N \ {0}, al conjunto Un = {Un : U ∈ U}. Observe
que si (x1, . . . , xn) ∈ Xn entonces para el conjunto F = {x1, . . . , xn} existe
un elemento U ∈ U tal que F ⊂ U (puesto que U es una ω-cubierta de X).
Entonces (x1, . . . , xn) ∈ Un. De esta forma hemos establecido que el conjun-
to Un es una cubierta de Xn, para toda n ∈ N \ {0}. Aplicando el hecho de
que l(Xn) ≤ τ , podemos garantizar la existencia de una familia Vn ⊆ U tal
que

⋃
{Un : U ∈ Vn} = Xn y |Vn| ≤ τ , para toda n ∈ N \ {0}. Hagamos

V =
⋃
{Vn : n ∈ N \ {0}}. Entonces V es una ω-cubierta de X, V ⊆ U y

|V| ≤ τ . Con todo lo anterior hemos probado que la condición dada en el
enunciado del teorema es necesaria.

Supongamos ahora que de cada ω-cubierta U del espacio X es posible ex-
traer una ω-subcubierta cuya cardinalidad no excede a τ . Fijemos un ı́ndice
n ∈ N \ {0} y demostremos que l(Xn) ≤ τ .

Para este propósito, consideremos una cubierta abierta U del espacio
Xn. Diremos que una familia finita B ⊆ τ(X) es U -dominada, si para ca-
da U1, . . . , Un ∈ B (no necesariamente diferentes) existe un elemento U ∈
U tal que U1 × · · · × Un ⊂ U . Consideremos a la familia V = {

⋃
B :

B es una familia U -dominada}. Afirmamos que V es una ω-cubierta de X.
En efecto, si F = {x1, . . . , xk} ⊆ X entonces para cada conjunto ξ =
{i1, . . . , in} ⊆ {1, . . . , k} existen vecindades abiertas Vi1 , . . . , Vin de los pun-
tos xi1 , . . . , xin tales que Vi1 × · · · × Vin ⊆ Uξ para algún Uξ ∈ U . Debido a
que hay un número finito de tales puntos ξ, cada punto xi obtiene de esta
manera un número finito de vecindades. Intersectándo para toda xi cada una
de estas vecindades, obtenemos abiertos Wi para cada i ≤ k, tales que la
familia B = {Wi : i ≤ k} es U -dominada y además F = {x1, . . . , xk} ⊆

⋃
B.

Esto demuestra que V es una ω-cubierta de X.
Por hipótesis existe una ω-subcubiertaW de V de cardinalidad ≤ τ . Aho-

ra bien, para cada U ∈ W existe una familia BU tal que BU es U -dominada
y U =

⋃
BU . Entonces, para cada U ∈ W , existe una familia finita UU ⊂ U
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tal que para cualquier ξ = {V1, . . . , Vn} ⊆ BU se tiene que V1×· · ·×Vn ⊂ Gξ

para algún Gξ ∈ UU . Hagamos C =
⋃
{UU : U ∈ W}. Entonces C ⊆ U y

|C| ≤ τ . Además, es fácil verificar que C es una cubierta de Xn. Por lo tanto,
l∗(X) ≤ τ .

C.1.3 Teorema. Para cualquier espacio Tychonoff X, sucede que t(Cp(X)) ≤
τ si y sólo si cada ω-cubierta U de X tiene una ω-subcubierta V tal que
|V| ≤ τ .

Demostración. Supongamos que t(Cp(X)) ≤ τ . Dada una ω-cubierta U de
X, consideramos

D = {f ∈ Cp(X) : f−1(R \ {0}) ⊆ U para algún U ∈ U}.

El conjunto D de esta forma definido es un subconjunto denso de Cp(X).
Efectivamente, sea W = [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] un abierto canónico no vaćıo
de Cp(X). Fijemos un elemento h ∈ W . Como U es una ω-cubierta de X,
para el conjunto F = {x1, . . . , xn} existe un elemento U ∈ U tal que F ⊂ U .
Como X es un espacio de Tychonoff, podemos elegir una función f ∈ Cp(X)
tal que f(xi) = h(xi) para cada i = 1, . . . , n y f(X \ U) ⊆ {0}. Entonces
f ∈ W ∩D. Esto prueba que D es denso en Cp(X).

Ahora bien, como ϕ(1) ∈ cl(D) y t(Cp(X)) ≤ τ (recuerde que para cada
r ∈ R, los śımbolos ϕ(r) denotan a la función constante de valor r definida en
el espacio X), existe un conjunto B ⊂ D, con |B| ≤ τ , tal que ϕ(1) ∈ cl(B).
Para cada f ∈ B, fijemos un elemento Uf ∈ U tal que f−1(R \ {0}) ⊆ Uf .
Entonces el conjunto V = {Uf : f ∈ B} es una ω-subcubierta de U cuya car-
dinalidad no excede a τ . En efecto, es claro que |V| ≤ |B| ≤ τ . Aśı que con-
sideremos un subconjunto finito F = {x1, . . . , xn} de X. Como ϕ(1) ∈ cl(B),
existe un elemento f ∈ B tal que f ∈ [ϕ(1);x1, . . . , xn; 1

2
]. Entonces para

tal función se tiene que F ⊂ f−1(R \ {0}) ⊆ Uf . Esto prueba que V es una
ω-subcubierta de U .

Para probar que la condición del teorema es suficiente, supongamos que
A ⊂ Cp(X) y que f ∈ cl(A). Como Cp(X) es un espacio homogéneo (Pro-
posición 1.2.7), sin pérdida de generalidad podemos suponer que f = ϕ(0).
Afirmamos que para toda n ∈ N\{0}, la familia Un = {g−1((− 1

n
, 1
n
)) : g ∈ A}

es una ω-cubierta de X. En efecto, fijemos un ı́ndice m y consideremos
un subconjunto finito F = {x1, . . . , xk} ⊆ X. Como ϕ(0) ∈ cl(A), existe
h ∈ [ϕ(0);x1, . . . , xk;

1
m

] ∩ A. Entonces F = {x1, . . . , xk} ⊆ h−1
(
(− 1

m
, 1
m

)
)
.

De esta forma, Um es una ω-cubierta de X.
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Por hipótesis, para cada n ∈ N \ {0}, existe un conjunto Bn ⊂ A tal
que la familia Vn = {g−1((− 1

n
, 1
n
)) : g ∈ Bn} es una ω-subcubierta de Un y

|Vn| ≤ τ . Hagamos B =
⋃
{Bn : n ∈ ω \ {0}}. Entonces B ⊂ A, |B| ≤ τ y

ϕ(0) ∈ cl(B). Esto demuestra que t(Cp(X)) ≤ τ .

Como corolario a los dos anteriores teoremas obtenemos el teorema de
Arhangel’skii-Pytkeev.

C.1.4 Teorema (Arhangel’skii, [?]; Pytkeev, [?]). Para cada espacio de Ty-
chonoff X, se tiene que l∗(X) = t(Cp(X)).

C.2. La topoloǵıa de convergencia uniforme.

Recordemos que una sucesión de funciones (fn) ⊆ C(X) converge unifor-
memente a una función f ∈ C(X) (lo cual denotaremos mediante los śımbolos
fn ⇒ f) si para cada ε > 0 existe un ı́ndice N ∈ N tal que |fn(x)− f(x)| < ε
para cada x ∈ X y cada n ≥ N .

Utilizando esta noción podemos definir un operador sobre el conjunto
C(X) que nos permitirá introducir una topoloǵıa en este conjunto. La forma
de hacer esto es definiendo, para cada subconjunto A de C(X), al conjunto
[A] como aquel subconjunto de C(X) constituido por todos aquellos elemen-
tos g ∈ C(X) para los cuales existe una sucesión (gn) de elementos de A que
converge uniformemente a g. El operador [ · ] que hemos definido tiene las
siguientes propiedades:

(i) [∅] = ∅;

(ii) para todo A ⊂ C(X), se tiene que A ⊂ [A] y [[A]] = [A]; además,

(iii) para cualesquiera A,B ⊂ C(X), tenemos que [A ∪B] = [A] ∪ [B].

Es fácil comprobar, utilizando las propiedades (i), (ii) y (iii) antes descri-
tas, que la familia

τu = {C(X) \ F : F ⊆ C(X) es tal que F = [F ]}

es una topoloǵıa en el conjunto C(X). Tal topoloǵıa recibe el nombre de
topoloǵıa de convergencia uniforme y al espacio topológico de esta forma
generado se le denota con los śımbolos Cu(X).
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En esta sección demostraremos únicamente las propiedades de los espacios
Cu(X) que serán de utilidad para el buen desarrollo de los resultados que
estableceremos en caṕıtulos posteriores. El lector interesado en estudiar más
profundamente a este tipo de espacios puede consultar [11].

Una importante propiedad de los espacios Cu(X) es la metrizabilidad.

C.2.1 Proposición. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces el espacio
Cu(X) es un espacio métrico completo.

Demostración. Consideremos a la función ρ : C(X)× C(X)→ R dada por

ρ(f, g) = sup{d(f(x), g(x)) : x ∈ X}

para cada (f, g) ∈ C(X)×C(X), donde d(f(x), g(x)) = mı́n{|f(x)−g(x)|, 1}
para x ∈ X. La función ρ de esta forma definida es una métrica en el conjun-
to C(X) que induce la topoloǵıa de Cu(X). Dejaremos al cuidado del lector
verificar que la función ρ es una métrica en C(X) y nos dedicaremos a com-
probar que ella induce la topoloǵıa del espacio Cu(X).

Primeramente notemos que debido a la forma en que se ha definido a la
topoloǵıa del espacio Cu(X), para verificar que ρ induce a esta topoloǵıa sólo
necesitamos demostrar que si (fn) ⊆ C(X) y f ∈ C(X) entonces la sucesión
fn converge uniformemente a f si y sólo si ĺımn→∞ ρ(fn, f) = 0. Para demos-
trar esto último, supongamos primero que (fn) converge uniformemente a f .
Entonces, dada una ε > 0, existe un número N ∈ N tal que |fn(x)−f(x)| < ε
para toda x ∈ X y toda n ≥ N . Por la definición de la métrica ρ, tenemos
que ρ(fn, f) ≤ ε para toda n ≥ N . Dado que el número real ε fue elegido en
forma arbitraria, podemos concluir que ĺımn→∞ ρ(fn, f) = 0.

Para probar la implicación contraria, supongamos que ĺımn→∞ ρ(fn, f) =
0. Consideremos una ε > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que ε < 1. Como ĺımn→∞ ρ(fn, f) = 0, para tal ε existe una N ∈ N tal
que ρ(fn, f) < ε para toda n ≥ N . Por la definición de ρ, tenemos que
|fn(x)− f(x)| < ε para toda x ∈ X y para toda n ≥ N . Entonces (fn)⇒ f .

Con la finalidad de probar la completitud de la métrica ρ, consideremos
una sucesión de Cauchy (fn) en el espacio Cu(X). Entonces para todo ε > 0,
existe un ı́ndice N ∈ N tal que ρ(fn, fk) < ε para cualquier par de ı́ndices
n, k ≥ N . De aqúı tenemos que |fn(x)− fk(x)| < ε para todo x ∈ X y para
cualesquiera n, k ≥ N . De esta forma podemos concluir que para todo x ∈ X,
la sucesión (fn(x)) es una sucesión de Cauchy en el espacio de los números
reales R. Como R es un espacio métrico completo, la sucesión (fn(x)) conver-
ge a un número real rx, para todo x ∈ X. Definamos la función f : X → R
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como f(x) = rx para cada x ∈ X.
Comprobaremos ahora que la sucesión (fn) converge uniformemente a

la función f . Para este propósito, fijemos un ı́ndice N ∈ ω para el cual
ρ(fn, fk) <

ε
2

para todos los ı́ndices n, k ≥ N . Entonces |fn(x) − fk(x)| < ε
2

para cualquier x ∈ X y para todo n, k ≥ N . Tomando el ĺımite cuando
k → ∞, tenemos que |fn(x) − f(x)| < ε

2
para todo x ∈ X y toda n ≥ N .

Consecuentemente, la sucesión (fn) converge uniformemente a f sobre el
espacio X. De esto último se desprende que la función f es una función
continua.

C.2.2 Proposición. Para cada espacio de Tychonoff X, el espacio Cu(X)
junto con la operación φ+ : C(X)×C(X)→ C(X) dada por φ+(f, g) = f+g
para cada (f, g) ∈ C(X)× C(X), es un grupo topológico.

Demostración. Es suficiente demostrar que, al considerar en el conjunto
C(X) a la topoloǵıa de convergencia uniforme, la función φ+ es continua. Pa-
ra probar esto, consideremos un elemento arbitrario (f, g) ∈ Cu(X)×Cu(X).
Sea ε > 0 cualquiera y consideremos un número δ > 0 tal que δ < mı́n{ε, 1}.
Como la topoloǵıa del espacio Cu(X) es la inducida por la métrica ρ, los
conjuntos Bρ(f,

δ
2
) y Bρ(g,

δ
2
) son vecindades abiertas de f y g en el espacio

Cu(X), respectivamente (recuerde que en un espacio métrico (Z, d), si z ∈ Z
y r > 0 entonces Bd(z, r) = {a ∈ Z : d(a, z) < r}). Afirmamos que tales
vecindades tienen la siguiente propiedad: si h ∈ Bρ(f,

δ
2
) y k ∈ Bρ(g,

δ
2
),

entonces ρ(h + k, f + g) < ε. En efecto, sea x ∈ X un elemento arbitrario.
Entonces |

(
h+k

)
(x)−

(
f+g

)
(x)| ≤ |h(x)−f(x)|+ |k(x)−g(x)| < δ

2
+ δ

2
= δ.

Como x es arbitraria, lo anterior implica que ρ(h + k, f + g) ≤ δ. De esta
forma, podemos concluir que ρ(h+ k, f + g) < ε. Por lo tanto, la función φ+

es continua en el punto (f, g).
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