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Introduccion.

Una biyecciéon continua de un espacio topologico Y en un espacio topologi-
co Z es llamada condensacion de Y sobre Z, cuando existe tal biyeccién se
dice que Y se condensa sobre Z. No es dificil notar que determinar si la
topologia de un espacio topoldgico puede ser debilitada a una topologia con
propiedades especificas es equivalente a determinar si tal espacio puede ser
condensado sobre algtin espacio con las propiedades requeridas. Asi, pregun-
tarnos por la existencia de una topologia débil compacta para un espacio
topoldgico X es equivalente a preguntarnos si existe una condensacién de X
sobre algin espacio compacto.

S. Banach planted el problema de determinar si todo espacio de Banach
separable admite una topologia compacta y metrizable mas débil. En [18], E.
G. Pytkeev respondi6 en forma positiva a este planteamiento, demostrando
que si X es un subespacio de Borel de un espacio completamente metrizable
separable y X no es o-compacto, entonces existe una condensacién de X
sobre el cubo de Hilbert I™N.

El problema planteado por Banach estd relacionado con el problema
de determinar topologias débiles compactas para los espacios de funciones
Cp(X). Note que el espacio C,(X) sélo es compacto cuando X = (), por lo
cual este problema tiene importancia.

Problema, A. V. Arhangel’skii, [2]. ;Bajo qué condiciones de X el es-
pacio Cp,(X) admite una topologfa débil compacta (o-compacta)?

Uno de los propodsitos de esta tesis es exponer todos los resultados nece-
sarios para poder demostrar el siguiente resultado de H. Michalewski.

Teorema. Si X es analitico metrizable, entonces C,(X) se condensa sobre
N,

Este resultado de Michalewski generaliza el resultado de A. V. Arhan-
gel’skii obtenido en [4] que establece que C,(X) tiene una topologia débil

3



4 Introduccion

compacta cuando X es un espacio metrizable o-compacto.

Debemos resaltar el hecho de que no es posible generalizar el Teorema
de Michalewski para todos los espacios metrizables separables. W. Marcis-
zewski demostrd en [16] que si se asume que la minima cardinalidad de una
familia dominante de funciones f : N — N es igual a 2“, entonces existe
un subespacio X de R, tal que C,(X) no se condensa sobre ningtin espacio
o-compacto.

En la Secciéon 2.2 presentamos una demostracion del resultado antes men-
cionado de Michalewski. De hecho, en ésta exponemos el teorema de H. Mi-
chalewski en su forma mas general, que utiliza el Axioma de Determinacion
Proyectiva para demostrar que si X es un subconjunto proyectivo no o-
compacto de un espacio polaco entonces C,(X) admite una condensacion
sobre el cubo de Hilbert IN. Mientras que en la Seccién 2.3 exponemos la,
construccion realizada por Marciszewski en [16].

En [6], Arhangel’skii y Pavlov estudiaron sistematicamente cudndo el es-
pacio Cp(X) admite una topologia compacta 6 una topologia o-compacta.
De manera particular, plantearon las preguntas siguientes (cf. problemas 29
y 30 en [6]):

= Sea A, la compactacién de Alexandroff del espacio discreto de cardi-
nalidad 7, donde 7 > w. ;jExiste una condensacién de C,(A;) sobre un
espacio o-compacto?

» Sea X un compacto de Corson (Eberlein) no metrizable. ;Puede ser
condensado C,(X) sobre un espacio o-compacto?

En el Capitulo 3 exponemos el resultado de V. V. Tkachuk que establece
que si X es un compacto de Corson no metrizable entonces C,(X) no ad-
mite una topologia débil o-compacta. Dicho resultado responde de manera
negativa a las dos preguntas anteriores.

Por otro lado, debemos mencionar que el tnico requisito para la lectu-
ra de este trabajo de tesis es el conocimiento de algunos hechos basicos de
Topologia General y de Cp-teoria. En el capitulo 1 presentamos los resulta-
dos bésicos de C)-teoria que son necesarios conocer para realizar una buena
lectura de este trabajo.

Hemos disenado también tres apéndices. En el Apéndice A exponemos
los resultados de Teoria Descriptiva que debemos manejar para alcanzar los
propositos que esta obra se plantea. En particular, en dicho apéndice el lector
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podra encontrar todo el material para poder entender el Axioma de Deter-
minacion Proyectiva que es fundamental para el teorema de H. Michalewski
que es expuesto en el Capitulo 2. En el Apéndice B exponemos propiedades
basicas de los espacios Lindelof-X y en el Apéndice C algunos hechos también
basicos de C)-teoria.

El lector podra encontrar un desarrollo mucho mas completo de los as-
pectos de Topologia General abordados en esta tesis en la obra [11], mientras
que nuestras principales referencias para el estudio de C)-teoria y de Teoria
Descriptiva son las obras [5] y [14], respectivamente.

Cualquier espacio considerado en los Capitulos 1 y 2 serd un espacio
Tychonoff o T 5; es decir, consideraremos espacios X que satisfacen:

(i) para cada z € X, {z} es cerrado, y

(ii) para cada x € X y cada conjunto cerrado F' C X tal que x ¢ F existe
una funcién continua f : X — I tal que f(z) =1y f(F) C {0}.

Por otra parte, en el Capitulo 3 solo consideraremos espacios metrizables
separables.

Haremos uso de la siguiente notacién: si X es un espacio topoldgico, los
stmbolos 7 (X) denotan a la topologia del espacio X y T*(X) = T(X)\ {0}.
Si F C X, escribiremos U € T(F,X) cada vez que U € T(X)y FF C U.
Cuando F' = {x}, para algin = € X, escribiremos U € T (z, X), en vez de
UeT({z}, X).

José Alfredo Uribe Alcantara
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Capitulo 1

Preliminares de C’p-teoria.

1.1. Introduccion.

El propésito de este capitulo es presentar los resultados basicos de C)-
teoria que son necesarios conocer para realizar una buena lectura de esta tesis.
El lector podra encontrar un desarrollo mucho mas completo de los aspectos
de Topologia General abordados en esta tesis en la obra [11], mientras que
nuestra principal referencia para el estudio de C,-teorfa es la obra [5].

En la Seccién 1.2 se muestran las propiedades mas béasicas de los espacios
de funciones continuas C,(X, Z) dotados de la topologia de la convergencia
puntual. Uno de los resultados mas relevantes de esta seccién establece que
el espacio C,(X) es denso en R¥ (Corolario 1.2.9).

Una vez que hemos establecido los espacios C,(X), en la Seccién 1.3,
aclaramos cudl es la relacion entre C,(X) y C,(Y') bajo el supuesto de que
existe una funcién continua entre los espacios X y Y. Para lograr esto intro-
ducimos la nociéon de mapeo dual y exponemos algunas de sus propiedades
basicas. También demostraremos que cualquier espacio X es homeomorfo
a un subespacio de C,(C,(X)) (Proposicién 1.3.5). Terminamos la Seccién
1.3 proporcionando algunos resultados que caracterizan el valor de una fun-
cion cardinal en el espacio X, en términos del valor de otra funcién cardinal
evaluada en el correspondiente espacio Cp,(X).

En la Seccién 1.4 presentamos propiedades bésicas de los espacios mono-
liticos y de los espacios estables. Ademas demostramos que monoliticidad de
X o de C,(X) implica estabilidad del otro, esto es, la dualidad entre monoli-
ticidad y estabilidad se da en ambos sentidos (Corolario 1.4.11). Terminamos
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8 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE Cp-TEORIA.

esta seccién demostrando que los espacios Lindelof ¥ son espacios estables
(Teorema 1.4.14).

En la Seccién 1.5 demostraremos que para cualquier compacto de Corson
X, el espacio de funciones C,(X) es un espacio de Lindel6f (Teorema 1.5.23).

1.2. Hechos basicos relativos a C,(X).

Como es bien sabido, la topologia de cualquier espacio topolégico (X, T)
estd completamente determinada por la convergencia de sus redes. Efectiva-
mente, recordemos que zy € clx(A) siy sélo si existe una red (x))yep en A
que converge a To; y que una red (z))yea en un espacio X, converge a un
punto g € X si para toda vecindad V de z( existe un Ay en el conjunto
dirigido A tal que x) € V para toda A > A.

En el caso de los espacios de funciones es natural decir que una red de
funciones {f, : a € A} en Z* (donde Z es un espacio topoldgico) converge
puntualmente a una funcién fy € Z¥ si para toda x € X, la red {f.(z) :
a € A} converge a fy(z) en el espacio topolégico Z. Observe que en la
nocién de convergencia puntual de una red de funciones no hay una topologia
inmiscuida para Z¥. Una pregunta muy natural es entonces la siguiente:
;existe alguna topologia 7 en Z¥ en la que la convergencia de redes en el
espacio topoldgico (Z%, T) sea equivalente a la convergencia puntual de redes
de funciones? La siguiente proposicion da respuesta a este planteamiento.

1.2.1 Proposicién. Eriste una tinica topologia en ZX tal que la convergencia
puntual de redes en ZX coincide con la convergencia en el sentido de esta
topologia. Esta topologia es la topologia producto en ZX.

Demostracion. Veamos primero que la convergencia de redes en la topologia
producto coincide con la convergencia puntual. Sea {f, : « € A} una red
en Z% que converge puntualmente a fy € ZX. Veamos que {f, : a € A}
converge a fy en la topologfa producto de Z%. Consideremos U un elemento
de la base canénica para Z* que contiene a f,. Entonces

U={9€Z¥ : g(z1) € Vi,...,g(z,) €V}

donde n € N, xy,...,2, € X y Vi,...,V, son abiertos en Z tales que
fo(z;) € V; para toda i € {1,...,n}. Como {fa(x;) : a € A} converge a
fo(z;), existe oy € A tal que f,(z;) € V; para toda a > «;. Debido a que A
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es dirigido por <, existe oy € A tal que ap > «; para toda i € {1,...,n}.
Asi:
a>ap=a>aq paratodai € {1,...,n}= f, €U.

Por lo tanto, existe ag € A tal que f, € U para toda o > «y.

Ahora, sea {f, : @ € A} una red en Z¥ que converge a fy € Z~ en la
topologia producto de ZX. Verifiquemos que {f, : a € A} converge pun-
tualmente a fy. Consideremos un punto z € X y un abierto V' que contiene
a fo(r). Entonces U = {g € ZX : g(x) € V} es un abierto canénico de ZX
que contiene a fy. Como {f, : a € A} converge a fy en Z¥, existe ap € A
tal que f, € U para toda o > «y, es decir, existe ag € A tal que f,(x) € V
para toda a > ap. Por lo tanto {f.(z) : a € A} converge a fy(z) en Z. Con
esto podemos concluir que {f, : a € A} converge puntualmente a fj.

Finalmente, sean S y 7 dos topologias en Z¥ tales que la convergencia
de redes en Z¥ coincide con la convergencia puntual. Verifiquemos que si
N C ZX entonces cls(N) = cly(N). Sea f € cls(N). Entonces existe S =
{fo : a € A} unared en Z¥ con rango en N que converge a f en la topologia
S. Obtenemos que {fo(z) : a € A} converge a f(z) en Z, para toda z € X
Por lo tanto, S = {f, : a € A} converge a f en la topologia T y S(A) C N.
Hemos probado que f € clr(N). La otra contencién se demuestra del mismo
modo. [

Por otro lado, para el lector no debe ser dificil verificar que si X es un
subespacio de un espacio Y, S es una red en X y zqg € X, entonces S
converge a xo en el espacio X si y solo si S converge a z( en el espacio
Y. Consideremos ahora a un conjunto no vacio M C ZX. Verifiquemos que
una red en M converge puntualmente a un elemento f € M si y sélo si
converge en M con la topologia heredada de la topologia producto de ZX.
Sea S = {fo : @« € A} una red en M que converge puntualmente a f, € M.
Entonces, para toda € X se cumple que {f,(z) : a € A} converge a fo(x)
en Z. Como M es un subespacio de ZX, podemos ver a S como una red en
Z* que converge puntualmente a f; € ZX. Por 1.2.1, S converge a f, en la
topologia producto de Z¥. Si equipamos a M con la topologia heredada de
la topologia producto en Z¥, por la observacién anterior concluimos que S
converge a fo en M.

Reciprocamente, sea S = {f, : a € A} una red en M que converge a
fo € M en la topologfa heredada de la topologia producto de ZX. Enton-
ces S converge a f; en la topologia producto de Z¥. Por 1.2.1, S converge
puntualmente a f.
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Todo lo anterior motiva la siguiente definicién.

1.2.2 Definicion. Sean X un conjunto no vacio y Z un espacio topoldgico.
Considere al subconjunto no vacio M = {f : f: X — Z es una funcién}
de ZX, es decir, M es un conjunto de funciones de X en Z. La topologia de
la convergencia puntual en M es la topologia de subespacio de Z%, cuando
7% estd equipado con la topologia producto.

Esta definicion justifica el nombre con el que en ocasiones se refieren
algunos autores a la topologia de un producto topolégico de Tychonoff, y a la
topologia de sus subespacios. Por otro lado, se sabe también que la topologia
producto de Z¥ es generada por la familia de todas las proyecciones. La,
proyecciéon correspondiente a un punto x € X asigna a cada funcién f €
Z% el punto f(z). En el contexto de espacios de funciones esta funcién es
llamada funcion evaluacion y es denotado por z. Es decir, para cada z € X,
7 : Z%X — Z es la funcién definida por la regla:

Z(f) = f(x), para cada f € Z*.

En la siguiente proposicién enunciamos propiedades conocidas de la topologia
de subespacio de un producto topolégico [9, Proposicién 4.15].

1.2.3 Proposiciéon. Sean X un conjunto, Z un espacio y M un subconjun-
to de ZX. Si M estd equipado con la topologia de la convergencia puntual
entonces:

(i) La topologia de M es generada por la familia de las funciones evalua-
cion z, donde v € X.

(11) Los conjuntos de la forma
(21, e Vi, Vol ={ge M : g(xy) € Vi,...,g9(x,) €V}

donden € N\{0}, z1,...,x, son puntos de X, y V1, ..., V, son abiertos
en 7, forman una base para M.

(111) Una funcion h : Y — M de un espacio topoldgico Y a M es continua
s1 1y sélo si la composicion T o h es continua para toda x € X.

(v) Si Z es un espacio Tychonoff, entonces M también lo es.
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Es importante notar ahora que la definicién de la topologia de la conver-
gencia puntual en algin subespacio M de Z% no depende de alguna topologia
en X; pero resulta que en los casos més interesantes la definicién del conjunto
M dependera de la topologia de X. Por ejemplo, en este trabajo considera-
remos conjuntos de tipo C(X,Z) = {f : f: X — Z es una funcién con-
tinua}, donde X y Z son espacios topoldgicos. El conjunto C'(X, Z) equipa-
do con la topologia de la convergencia puntual serd denotado C,(X, Z). El

siguiente corolario nos proporciona una caracterizacion para la llamada base
canodnica de C,(X, Z).

1.2.4 Corolario. Sea B una base para el espacio Z.

(i) La coleccion {[z1,...,2,;01,...,0,] : n € N\ {0}, z; € X,0; €
B parai=1,...,n}, es una base para el espacio C,(X, Z).

(it) Si fo € Cp(X,Z), entonces los conjuntos de la forma
[f(),.%’l, ... ,xn,Ol, ... ,On] = {g c CP(X, Z) : g($1) c 01, ... ,g(xn) € On}

donde n € N\ {0}, z; € X y fo(x;) € O; € B para i € {1,...,n},

constituyen una base local para C,(X, Z) en el punto fo.

De ahora en adelante, denotaremos con C,(X) al espacio C,(X,R). Note
que como R es un espacio Tychonoft, el espacio C,(X) también lo es.

1.2.5 Corolario. Si f; € C,(X), entonces los conjuntos de la forma
[fosx1, .. xny €] = {g € Cp(X) = |fo(wi) — g(x;)| < e parai=1,...,n}

donde n € N\{0}, z1,...,2, € X ye > 0, forman una base local para C,(X)
en el punto fy.

Las bases descritas en los corolarios anteriores son usualmente llamadas
bases canonicas, y sus elementos conjuntos abiertos candnicos.

Ahora demostraremos que si Z tiene ademas una estructura algebraica,
ésta también induce una estructura algebraica en C,(X, Z). Para ello nece-
sitamos recordar algunos hechos sobre el producto diagonal de funciones.

1.2.6 Observaciéon. Supongamos que tenemos un espacio topolégico X,
una familia {Y; : s € S} de espacios topoldgicos y una familia de funciones
F=A{fs: X =Y, : s € S} Bajo estas condiciones podemos definir la
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funcién f : X — J],.q Ys cuya regla de asociacién esta dada por: f(z) es
el tinico elemento de ], ¢ Y, cuya s-ésima coordenada es fs(x) (para todo
s € S). Esta funcién es llamada producto diagonal de las funciones { fs : X —
Y; : s € S}y se denota mediante A 45 f5, 0 bien AF. Observe que si cada
elemento de F es una funcién continua, entonces f = A ;¢ fs también es una
funcién continua (utilice la Proposicién 1.2.3). Cuando la familia F consta
de un nimero finito de funciones f1, fo, ..., f,. se escribe f1AfSA ... Af, en
lugar de AF.

1.2.7 Proposicién. Si Z es un espacio vectorial topoldgico (respectivamente,
anillo topoldgico, grupo topoldgico), entonces C,(X, Z) es un espacio vectorial
topoldgico (respectivamente, anillo topoldgico, grupo topoldgico).

Demostracion. Supongamos que Z es un espacio vectorial topoldgico (los
casos restantes se manejan de forma parecida). Esto significa que Z es un es-
pacio vectorial sobre R y esta equipado con una topologia que hace continuas
a las funciones adicién y producto por escalares:

Vy: ZXZ—Z; (z,y) — x+y, V:RxZ—Z; (rx)—r-xz (1)

Para cada par f y g en Z¥ definimos a las funciones f +¢g y rf (con r € R)
mediante (f 4+ g)(x) = f(x) +g(x) y (r f)(x) = r- f(z), para cada x € X.
Ahora definimos:

(i) La funcién adicién ¢, : Z% x ZX — ZX dada por ¢, (f,g9) = f + g,
para cada (f,g) € Z% x ZX.

(i) La funcién producto por escalares ¢ : Rx ZX — Z* donde ¢(r, f) = rf,
para cada (1, f) € R x ZX.

No es dificil comprobar que estas operaciones binarias dan a ZX una estruc-
tura de espacio vectorial sobre R.

AFIRMACION 1. La funcién ¢, es continua cuando Z¥ estd equipado con la
topologia producto.

Demostracion de la afirmacion: Sea x € X. Considere a las funciones ., 9, :
7% x ZX — 7 cuya regla de correspondencia es v,(f, g) = f(x) y 6.(f,9) =
g(z), respectivamente. Note que 7, es la composicién de la funcién proyeccién
correspondiente al primer factor de ZX x ZX, con la funcién evaluacién Z.
Por la proposicion 1.2.3, v, es continua. De forma semejante se justifica la
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continuidad de 6,. Por lo anterior, el producto diagonal 7,Ad, : ZX x ZX —
Z x Z es continuo. Evidentemente T o ¢, = ¥, o (7,Ad,). Utilizando esto
ultimo obtenemos que 7 o ¢, es continua. X

AFIRMACION 2. La topologia producto en Z*X hace continua a la funcién ¢.

Demostracién de la afirmacién: Sea x € X. Definimos ¢, : R x Z¥ — Z
mediante ¢, (r, f) = f(z). Esta funcién es continua porque es la composicién
de la funcién proyeccién en el segundo factor de R x ZX, con la funcién
evaluacién z. Sea m; : Rx ZX — R la proyeccién al primer factor del producto
R x ZX. Observe que T o ¢ = ¥ o (mA1),). Por (1), T o ¢ es continua.

X

El conjunto C,(X, Z) es cerrado con respecto a la adicién y el producto
por escalares ya que para cualesquiera f, g € Cy(X,Z) y r € R sucede
que ¢.(f,g) = V10 (fAg) y ¢(r,f) = Vo (p(r)Af), donde ¢(r) es la
funcién constante cuyo valor en todos los puntos de X es igual a r. Asi,
C,(X, Z) es un subespacio vectorial de Z*. Obtenemos en consecuencia que
b1 Te,x.zyxc,x,z): Cp(X, Z) X Cp(X, Z) — Cp(X,2) v ¢ [rxcy(x,2): R X
Co(X,Z) = Cy(X, Z) son funciones continuas. O

Recordemos que un espacio topologico Z es conexo por trayectorias si para
cualesquiera dos puntos z y y en Z, existe una funcién continua A : [0,1] — Z
tal que A(0) = z y A(1) = y. Terminamos esta seccién probando que cuando
7 es conexo por trayectorias, el espacio C,(X, Z) es denso en Z¥.

1.2.8 Proposicion. Si Z es conexo por trayectorias, entonces el espacio
C,(X,Z) es denso en ZX.

Demostracién. Sea [x1,...,2,; Vi,...,V,] un abierto canénico de ZX, donde
n € N\{0}, z1,...,2, € Xy V1,...,V, son abiertos en Z (ver 1.2.3). Fijemos
puntos z; € V;, para cada i =1,...,n.

CAso 1:n = 1. Sea f : X — Z dada por f(z) = 2z para toda z € X.
Entonces f € C,(X, Z) N [z1, V1].

CASO 2: n > 2. Si probamos que:

1. Existe ¢ : R — Z continua tal que ¢(i) = z; parai € {1,...,n}ty
2. existe g : X — R continua tal que g(z;) =i parai € {1,...,n},

obtendremos que f = ¢pog € Cp(X,2) y f(z;) =z € V; parai € {1,...,n},
es decir, f € Cp(X, Z) N [x1,..., 20 V1,.. ., Vil
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Demostracion de 1: Sea I = [0, 1]. Debido a que Z es conexo por trayectorias,
para k € {1,...,n — 1} existe Ay : I — Z continua tal que \;(0) = z; v
Ai(1) = 2zi41. Considere ay, : [k, k+1] — I dada por ay(r) = r — k para cada
r € [k, k+ 1]. Entonces ¢p = A\ o oy, : [k, k + 1] — Z es continua, ¢p(k) = 2
y ¢r(k+1) = zp41. Sean 0 : (—o0, 1] — Z definida por §(r) = z; para todo
r € (—oo0,1] y ¢ : [n,+00) — Z dada por ¥(r) = z, para todo r € [n,+00).
Definamos ¢ : R — Z mediante:

o(r) sir<l;
¢(r) = or(r) sirelkk+1];
P(r) sir>n.

Observe que ¢ es continua. Ademds, si ¢ € {1,...,n— 1} sucede entonces
que ¢(i) = ¢;(i) = z;.. Por otra parte, ¢(n) = ¥(n) = z,.

Demostracion de 2: Como X es Tychonoff, para cada i € {1,...,n} existe
g; + X — R continua tal que g;(x;) =1y ¢;(z;) = 0si i # j. Debido a que
Cp(X,R) es un espacio vectorial, g; € C,,(X,R) implica que

g=1+ Zn:(z —1)g; € Cp(X,R).

i=1
Ademas, g(z;) =1+ (i — 1)gi(z;) =14, para toda i € {1,...,n}. O

El siguiente corolario establece una caracteristica muy importante de los
espacios de funciones C,(X).

1.2.9 Corolario. C,(X) es denso en R¥.

1.3. EIl mapeo dual.

Si X, Y y Z son espacios topologicos y p : X — Y es una funcién entre
X y Y (no necesariamente continua), se define el mapeo dual asociado a p
como la funcién p* : Z¥ — Z¥ cuya regla es p*(f) = fop, paratoda f € ZY.
En esta seccion demostraremos algunas propiedades basicas del mapeo dual
asociado a una funcién. La primera de éstas establece que el mapeo dual
asociado a una funcién p es siempre continuo.

1.3.1 Proposicion. El mapeo dual p* es continuo.
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Demostracion. Basta verificar que para toda x € X, la composicién Z o p* es
continua. Sean v € X y f € Z¥. Entonces

(Zop")(f) = (fop)(z)= fly) =y(f), cony =p(z) €Y.

Por lo tanto, Z o p* es igual al mapeo evaluacién en Z¥ determinado por
y = p(z). De esta forma, Z o p* es continuo (porque ¥ lo es). ]

Debido a que la composicién de funciones continuas es continua, si p
es una funcién continua, entonces p*(C,(Y, Z)) esta contenido en C,(X, Z).
Por otra parte, dado X un subespacio de Y, podemos considerar la fun-
cién inclusion iy @ X — Y el correspondiente mapeo dual mx = % :
Co(Y,Z) — Cp(X, Z) es llamado funcion restriccion (debido a que la compo-
sicién i% (f) = foix es larestriccién de una funcién f : Y — Z al subespacio
X). Denotaremos mediante C,(X|Y) a la imagen de mx, es decir,

Co(XY)=A{fIx: feCY,Z)} CCHX, Z).

La siguiente proposicién establece propiedades basicas de la funcién restri-
ccion.

1.3.2 Proposicion. Sea X un subespacio de un espacio topologico Y .
(1) El espacio C,(X|Y) es un subespacio denso del espacio Cp(X).

(11) Si X es un subespacio cerrado de Y, entonces la funcion restriccion
x 1 Cp(Y) = Cp(X|Y) es una funcion abierta.

(111) Si X es un subespacio denso de Y, entonces mx : Cp(Y) — Cp(X)
es una funcion inyectiva. Particularmente, la funcion mx @ Cp(Y) —
Co(X|Y) es una condensacion, esto es, una funcidn biyectiva y conti-
nua.

Demostracion. (i) Sean h € Cy(X) y A = [h;x1,...,2,; € una vecindad
canénica de h en Cp(X). Como Y es un espacio Tychonoff, existe una funcién
continua f € C,(Y) tal que f(z;) = h(x;) paracadai = 1,...,n. Por la forma
de haber elegido a la funcién f, obtenemos que 7x(f) € A.

(ii) Sea U C C,(Y') un abierto no vacio. Para verificar que mx(U) es un
subconjunto abierto de C,(X|Y), elijamos cualquier g € mx(U). Entonces
existe f € U tal que mx(f) = g. Como U es abierto en C,(Y'), existe una
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vecindad canénica A = [f;y1,...,yns€] de fen Cp(Y) tal que f € A C U.
En el caso cuando {yi,...,y,} € X, se tiene que

Tx(A) = [mx(f); v, - - - yn; €] N CR(X[Y).

Por otro lado, si {y1,...,y.} \ X # 0 entonces podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que existe un indice [ € {1,...,n — 1} tal que
{v1,--ut S X y{ys1, .-, ynt C Y\ X. Comprobaremos ahora que

Tx(A) = [mx(f);y1, .y €] N Cp(X]Y).

Por definicién del abierto A se sigue que mx(A) C [rx(f);y1,...,y; €/ N
Cp(X|Y). Sélo falta verificar que [mx(f);y1,...,y;€] N Cr(X]Y) C mx(A).
Tomemos cualquier h € [7x(f);v1, ..., u; €] NCH(X|Y). Como h € C,(X]Y),
existe una funcién k € C,(Y) tal que mx (k) = h. Ahora bien, debido a que
Y es de Tychonoff, X C Y es cerrado y {yi41,.-.,yn} € Y \ X, podemos
elegir una funcién ¢ € C,(Y') con la propiedad de que t(X) C {0} y t(y;) =
f(y;) —k(y;) paracada j =1+1,...,n. Entonces t+k € Ay nx(t+k) = h.
Por lo tanto h € mx(A).

De esta forma, hemos probado que el conjunto wx(A) es un subconjunto
abierto del espacio C,,(X|Y). Como g € mx(A) C 7mx(U), podemos concluir
que mx(U) es un subconjunto abierto de C,(XY).

(iii) Sean f, g € C,(Y) tales que mx(f) = mx(g). Supongamos que existe
y € Y tal que f(y) # g(y). Como R es un espacio Hausdorff, existen V
y W abiertos ajenos conteniendo a f(y) y g(y) respectivamente. Entonces
FHV)Nn g ' (W) es un abierto en Y que contiene a y. Debido a que X es
denso en YV, existe z € X N f7H (V) Nng ' (W). Asi, z € X, f(z) € Vy
g(z) € W. Pero f [x= g [x implica f(z) = g(z). Por lo tanto VN W es no
vacio, lo cual es contradictorio. O

En las siguientes proposiciones se establecen propiedades del mapeo dual
que nos seran muy utiles.

Recuerde que una funcion f : X — Y es llamada inmersion si es una
composiciéon de un homeomorfismo y una inclusion, es decir, si existe un
subespacio L de Y y un homeomorfismo f': X — L tales que f = iy o f’,
donde i;, : L — Y es la funcién inclusién.

1.3.3 Proposicion. Sip: X — Y es una funcion continua y sobreyectiva,
entonces el mapeo dual p* : Cp(Y,Z) — C,(X, Z) es una inmersion.
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Demostracion. Sean f, g € Cp(Y, Z) tales que fop=gop.Siy €Y = p(X)
existe z € X tal que p(x) = y. Asi (fop)(z) = (gop)(x), es decir, f(y) = g(y).
Por lo tanto p* es una funcién inyectiva.

Veamos que (p*) ! : p*(C,(Y, Z)) C Cp(X, Z) — C,(Y, Z) es una funcién
continua. Sean y € Y y g € p*(C,(Y, Z)). Entonces existe f € C,(Y, Z) tal
que g = p*(f) = fop. Como p es sobreyectiva, existe z € X tal que p(z) = y.
De esta forma,

@o () N9) =7(f) = f(p(x)) = g(z) = Z(g).

Observamos que yo (p*) ! es la funcién evaluacién en p*(C,(Y, Z)) corres-
pondiente a x, de lo que se sigue que yo (p*)~! es una funcién continua. [J

1.3.4 Proposicion. Sea p : X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva.
Entonces p*(C,(Y)) es denso en C,(X) si y sdlo si p es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que p es inyectiva. Entonces p* : RY — RX
es una funcién suprayectiva porque para cualquier ¢ € RX se tiene que
p*(gop™') = g. Por el Corolario 1.2.9, C,(Y) es denso en RY. Como p* :
RY — R¥ es una funcién continua, p*(C,(Y)) es denso en p*(RY) = R¥. Por
lo tanto p*(C,(Y)) es denso en C,(X).

Ahora supongamos que p no es inyectiva. Sean x1, x5 € X tales que

x1 # 22y p(x1) = p(x2) = yo. Considere
U = (Z1)71((0,00)) N (T) "1 ((00,0)) = {f € Cp(X) : f(a1) >0, f(xz) <0}

Claramente U es un abierto de C,,(X). Ademas, U es no vacio porque X
es Tychonoff. Note que si g € p*(C,(Y)) entonces g = p*(f) = f o p para
alguna f € C,(Y). Observe ahora que

g9(x1) = (f o p)(x1) = fyo) = (f o p)(x2) = g(x2),

es decir, g ¢ U. En conclusiéon U C C,(X) \ p*(Cp(Y)). Por tal motivo,
p*(C,(Y)) no es denso en Cp(X). O

Sea X un espacio. Para cada x € X consideremos la funcién e, = 7 [¢,(x):
Co(X) — R, donde 7 : R* — R es la x-6sima proyeccién asociada al producto
RX. Como cada funcién e, es continua, podemos considerar a la funcién
ix : X = Cy(Cy(X)) dada por ix(z) = e, para cada z € X. A continuacién
demostramos que dicha funcién es una inmersion de X en C,(C,(X)). De
ahora en adelante denotaremos a C,(C,(X)) por Cp2(X).
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1.3.5 Proposicion. La funcion ix es una inmersion.

Demostracion. Sean x1, xo € X tales que 1 # z5. Como X es un espacio
Tychonoff, existe f € C(X) tal que f(z;) = 0, f(z2) = 1. Asi e,, (f) =
71(f) = f(z1) = 0. Andlogamente e,,(f) = 1. Por lo tanto e,, # e,,, es
decir, ix(z1) # ix(x2).

Veamos que iy es una funcién continua: sea z € X, m € N\{0}, ¢1,...,9m
Cp(X) y € > 0. Consideremos a [y, g1, - . - , gm, €] que es un abierto canénico
de e, en C)5(X). Recordemos que

[em7gl7"'7gm7€]:{FEC,2(X) : |e$(gl)_F(gl)| <€parai:17"'7m}'

Definimos J; = (gi(z) — €, gi(x) + €) para i = 1,...m. Debido a que
gi es continua, g; '(J;) es una vecindad de x en X, para i = 1,...m. Por
lo tanto V' = N7,g;"(J;) es una vecindad de z en X. Verifiquemos que
ix(V) Clex, g1, -, gm€]. Seay € V. Ast [g;(y) — gi(2)| = |ey(9:) —€x(g:)| <€
para i = 1,...m, es decir, ix(y) = e, € [€x,91,- - - Im, €].

Finalmente considere jx : ix(X) — X la funcién inversa de ix. Demos-
tremos que jx es continua: sea x € X y V una vecindad de x en X. Como
X es Tychonoff, existe f € C(X) tal que f(z) =0y f(X\V) C {1}.
Asf, W = [e, f, 2] Nix(X) es una vecindad de ix(z) en ix(X). Veamos que
Jjx (W) C V: supongamos que existe y € jx(W)\ V. Entonces y € X \ V
y f(y) = 1. Por otra parte, y € jx (W) implica que e, € W. En efecto, si
y € jx(W) entonces y = jx(g) con g € W. Aplicando ix en ambos lados de
la ecuacién anterior obtenemos e, = g, con g € W.

Asi, e, € [es, [, 3] ={F € Cpa(X) : |F(f) —ex(f)] < 3} y ademads

ley(f) —ex(N) = [f(y) = flx)] =1 < 5,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, jx (W) C V' y jx es continua. [

Los siguientes resultados caracterizan el valor de una funcién cardinal
en el espacio X, en términos del valor de otra funcion cardinal evaluada en
el correspondiente espacio C,(X). En particular, el primero de estos resul-
tados establece la relacién entre el peso de red de X y el de C,(X). Re-
cuerde que si X es un espacio topoldgico, entonces nw(X) = min{|N| :
N es una red para X} + w, donde N/ C P(X) es una red para X si tiene la
siguiente propiedad: para todo punto x € X y cualquier vecindad U de x
existe un M € N tal quex € M C U.
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1.3.6 Teorema. Para cualquier espacio X, nw(X) = nw(C,(X)).

Demostracion. Verifiquemos que nw(Cy,(X)) < nw(X). Sea P una red en X
de cardinalidad minima y 5 una base numerable para R. Para cada k € N\{0}
y cada par de colecciones Sy,...,S, € Py Uy,...,U, € B definimos

[Sl,...,Sk,Ul,...,Uk]:{f€C<X) : f(Sz)gUZ,Z:L,]{?}

Siy = {[Sl,...,Sk,Ul,...,Uk] sk GN\{O},Sl,...,Sk eP,Uy,...,U, €
B}, entonces 7 es una red en C,(X). Efectivamente, sea f € C,(X) vy
[f,z1,..., Tk, €] una vecindad canénica de f (asumimos que z; # x; si i # j).
Escojemos Uy, ..., Uy € B tales que f(z;) € U; C (f(x;) — €, f(x;) + €) para
t=1,...,k. Debido a que f es continua existen Sy, ..., S, € P tales que x; €
S;y f(S;) CU; parai =1,...,k. Sucede que f € [Sy,...,S Us,..., U] C
[fyx1,. .., Tk, €].

Ahora consideramos la funcién H : v — Uy, {0}(73k x B¥) que asocia a
cada conjunto de la forma [S,..., Sk, Uy, ..., U] la pareja

((S1,...,Sk), (U,...,Up)) € P* x B~
Por la inyectividad de H:
<t U P =B < Y, [PPxB<w [P =|P|
keN\{0} keN\{0}

Usando lo que acabamos de demostrar y la inmersiéon de X en C, (C’p(X ))
obtenemos que nw(X) < nw(C,(Cp(X))) < nw(Cy(X)). O
1.3.7 Definicidn.

(i) Diremos que f: X — Y es una condensacion si f es continua y biyec-

tiva.

(ii) Si X es un espacio Tychonoff, definimos el i-peso de X como el niimero
cardinal

iw(X) =min{w(Y) : Y es T35 y existe f : X — Y condensacién}.

Recuerde que si X es un espacio 7} y = es un elemento de X, decimos
que V C T(X) es una pseudobase local de x si [V = {z}. El pseudocardcter
del punto x en el espacio X, denotado mediante ¥ (z, X), se define como el
nimero cardinal ¥ (z, X) = min{|V| : V es pseudobase local de z} + w. El
pseudocardcter del espacio X, denotado mediante ¢ (X), se define como el
nimero cardinal ¥(X) = sup{¢(z, X) : z € X}.
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1.3.8 Lema. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que (X)) < iw(X).
Ademds, si'Y es un subespacio de X entonces iw(Y) < iw(X).

Demostracion. Considere una condensacién f : X — Y de X sobre un espa-
cio de Tychonoff Y tal que iw(X) = w(Y). Sea B una base para Y tal que
|IB| = w(Y). Observe quesiy € Yy D ={V € B : y € V}, entonces D es
una pseudobase local de y en Y, esto es, (| D = {y}. Utilizaremos este hecho
para mostrar que ¥(X) < iw(X).

Elija un punto z € X y definaC = {f~(V) : f(z) € V € B}. Afirmamos
que C es una pseudobase local de x en X. Claramente x € [|C. Ahora tome
un punto z € (| C. Entonces z € f~(V), para toda V € B tal que f(z) € V.
Por ello, f(z) € V, para toda V € B con f(z) € V. Pero la coleccién
D ={V € B : f(x) € V} es una pseudobase local de f(z) en Y. Asi,
f(z) e D ={f(x)}. Como f es inyectiva, z = z. Por lo tanto, {z} = C.

Observe ahora que ¥ (x, X) < |C| < |B| = iw(X). Por lo tanto, ¢(X) <
iw(X).

Sea Y un subespacio de X. Considere Z un espacio de Tychonoff y ¢ :
X — Z una condensacion tal que w(Z) = iw(X). Evidentemente la funcién
h=gly:Y — g(Y) es también una condensacién. Entonces, iw(Y) <

w(g(Y)) < w(Z) = iw(X). =

La densidad de un espacio X, denotada mediante d(X), se define como
d(X) = min{|D| : D es un subconjunto denso en X} + w.

1.3.9 Teorema. Para cualquier espacio X, sucede que d(X) = iw(Cy(X)) =
(Cp(X)-

Demostracion. Debido a que 9(C,(X)) < iw(C,(X)), basta comprobar que
w(Cy(X)) < d(X) < B(Cy(X)).

Sea 7 = d(X) y Y un subconjunto denso en X de cardinalidad < 7. La
funcién restriccién ry : C,(X) = Z C C,(Y) es una condensacién de C,(X)
en el subespacio Z = 1y (C,(X)) de C,(Y') (Proposicién 1.3.2). Finalmente

(C,(X)) < w(Z) < w(Cy(Y)) < w(RY) < 7 = d(X).

Ahora tomamos f € C,(X), f =0y 7 una familia de vecindades candnicas
de f en C,(X) tales que (v = {f}. Para cada W = [f,x1,..., %y, € € v
definimos K(W) = {xy,..., 2} y consideramos Y = (J{K(W) : W € ~}.
Es cierto que |Y| < |y|. Ademas Y es denso en X. Efectivamente, asumimos
que existe z* € X \ /(YY) y tomamos g € C(X) tal que g(z*) =1y g [y=0.
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Para cualquier [f,xi,..., 2k, €] € v se cumple que {z1,...,2,} C Y y en
consecuencia g € [f,x1,...,xk, €. Obtenemos que g € (v \ {f}, lo que
contradice la eleccion de 7. ]

1.3.10 Teorema. Para todo espacio Tychonoff X, se tiene que iw(X) =
d(Cp(X)).

Demostracion. Por el Teorema 1.3.9 y la monotonia de la funcién i-peso:
iw(X) < iw(Cy(Cy(X))) = d(Cy(X)).

Comprobaremos que d(C,(X)) < iw(X). Sea h : X — Y una condensacién
tal que w(Y') = iw(X). Por el Teorema 1.3.6, nw(C,(Y)) = nw(Y) < w(Y).
Utilizando la Proposicién 1.3.3 obtenemos que nw(C,(Y)) = nw(h*(C,(Y))) <
w(Y). Finalmente, por la Proposicién 1.3.4:

d(Cp(X)) < d(h*(Cy(Y))) < nw(R™(Cp(Y))) < w(Y) = iw(X).

1.4. Espacios monoliticos y estables.

En esta seccién presentamos propiedades basicas de los espacios mono-
liticos y de los espacios estables. Ademas demostramos que monoliticidad
de X o de C,(X) implica estabilidad del otro, esto es, la dualidad entre
monoliticidad y estabilidad se d& en ambos sentidos.

1.4.1 Definicién. Sea 7 un cardinal infinito. Un espacio X es llamado 7-
monolitico si nw(cl(A)) < 7 para todo A C X tal que |A| < 7. Un espacio
X es llamado monolitico si es T-monolitico para todo cardinal 7.

Observe que todo espacio separable con peso de red no numerable no
es w-monolitico. Por ello, el espacio “doble flecha de Alexandroff” no es w-
monolitico.

La siguiente proposicién nos proporciona ejemplos de espacios monoliti-
cos. Recuerde que si {Y, : a € A} es una familia de espacios topoldgicos,
Y =Jl,ca Yo V¥ = (Ya)aca €Y, entonces el X-producto de los espacios Y,
basado en el punto y es el subespacio

Sy, Y)={2€Y : {B€A: 25 #ys}| Sw}

del producto topolégico Y = [[,c4 Ya.
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1.4.2 Proposicion. Los siguientes espacios son monoliticos:

(i) los espacios metrizables;

(11) los espacios con una red numerable (llamados espacios césmicos);
(111) S-productos de espacios con una base numerable.

Demostracion. (i) Se debe a que la metrizabilidad es una propiedad heredi-
taria y a que en todo espacio metrizable la densidad coincide con el peso de
red. En efecto: sea 7 un cardinal infinito y A C X tal que |A| < 7. Como
cl(A) es un espacio metrizable, sucede que d(cl(A)) = nw(cl(A)). Ademas A
es denso en cl(A). Por lo tanto

d(cd(A) <|Al+w<TH+w=r,

es decir, nw(cl(A)) < 7.
(i) Sea 7 > w. Consideremos un espacio X tal que nw(X) =wy A C X tal
que |A| < 7. Observe que nw(cl(A)) < nw(X) =w < 7. O

1.4.3 Definicion. Sea 7 un cardinal infinito. Un espacio X es llamado 7-
estable si para toda imagen continua Y de X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) w(Y) <,
(i) nw(Y) <7,
Un espacio X es llamado estable si es T-estable para todo cardinal infinito 7.

El Lema 1.3.8 implica que iw(Y) < nw(Y), para todo espacio Y. De
esta forma, si se cumple la condicién (ii) de la Definicién 1.4.3, entonces
también se cumple la condicién (i) de dicha definicién. Sin embargo, la de-
sigualdad nw(Y) < iw(Y) no siempre es verdadera. En efecto: la funcién
Idg : (R,P(R)) — (R, 7Tgr), donde Tg es la topologia euclidiana en R, es una
condensacién de (R, P(R)) sobre (R, Tg). Esto implica que iw(R, P(R)) = w.
Sin embargo, nw(R, P(R)) = |R|. Este ejemplo nos muestra también que el
espacio discreto de cardinalidad ¢ no es w-estable. Observe el lector que un
espacio X es estable si y sélo si para toda imagen continua Y de X sucede
que iw(Y) = nw(Y).

La siguiente proposicién establece que algunas importantes clases de es-
pacios topologicos son subclases de la clase de espacios estables.
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1.4.4 Proposicién. (i) Todo compacto es estable;
(i1) los espacios pseudocompactos son w-estables.

Demostracion. (i) Sean X un espacio compacto, 7 un cardinal infinito y Y
una imagen continua de X tal que iw(Y) < 7. Veamos que nw(Y) < 7.
Consideremos un espacio de Tychonoff Z tal que existe una condensacién
g:Y — Zyademas w(Z) = iw(Y). Como Y es un espacio compacto y Z
es un espacio 75, obtenemos que g es un homeomorfismo. Por lo tanto, Z es
también un espacio compacto. Debido a que en un espacio compacto el peso
de red coincide con el peso, obtenemos que

iw(Y)=w(Z)=nw(Z) =nw(Y).

(ii) Sean X un espacio pseudocompacto y Y una imagen continua de X
tal que w(Y) = w. Veamos que nw(Y) = w. Consideremos un espacio de
Tychonoff Z tal que existe una condensacién g : Y — Z y ademds w(Z) = w.
El hecho de que Y es pseudocompacto implica que g es un homeomorfismo
[7]. Por lo tanto, nw(Y) < w(Y) = w(Z) = w. O

1.4.5 Proposicién. Cualquier espacio X es T-estable para todo 7 > nw(X).

Demostracion. Sea Y una imagen continua de X tal que 1w(Y) < 7. Vea-
mos que nw(Y) < 7. Como el peso de red no se incrementa bajo imagenes
continuas, tenemos que nw(Y) < nw(X) < 7. O

A continuacién veremos que la propiedad de 7T-estabilidad se preserva
bajo imégenes continuas.

1.4.6 Proposicion. Sea 7 un cardinal infinito y f : X — Y wuna funcion
continua y sobreyectiva de un espacio X en un espacio Y. Si X es T-estable
(estable), entonces Y es T-estable (estable).

Demostracion. Supongamos que X es 7-estable. Veamos que Y también es
T-estable. Sea U una imagen continua de Y tal que iw(U) < 7. Consideremos
0 : Y — U continua y sobreyectiva. Utilizando el hecho de que o f : X — U
es continua sobreyectiva y la 7-estabilidad de X obtenemos que nw(U) <
T. O]

Ahora encontramos condiciones bajo las cuales se heredan las propiedades
de monoliticidad y estabilidad.
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1.4.7 Proposicién. (i) La propiedad de T-monoliticidad (respectivamen-
te, monoliticidad) es heredada por subespacios arbitrarios.

(11) La propiedad de estabilidad es heredada por subespacios cerrado-abiertos.

Demostracion. (i) Sean X un espacio 7-monolitico y A C W C X tales que
|A| < 7. Veamos que nw(cly(A)) < 7. Observemos que

nw(cly (A)) = nw(cx(A)NW) < nw(clx(A)) <.

(ii) Sean X un espacio T-estable y Z un subespacio cerrado-abierto de X.
Definimos la funcién g : X — Z mediante

x six € Z,
g(x)z{

2o sizeX\Z,

donde zj es un elemento fijo de Z. Utilizando el hecho de que g es continua
sobreyectiva y la Proposiciéon 1.4.6 obtenemos que Z es 7-estable. [

A continuaciéon demostramos que las propiedades de monoliticidad y es-
tabilidad son duales.

1.4.8 Teorema. FEl espacio C,(X) es T-monolitico si y sdlo si el espacio X
es T-estable.

Demostracion. Necesidad. Sea Y una imagen continua de X tal que iw(Y') <
7. Tomando h : X — Y continua y sobreyectiva obtenemos que el co-
rrespondiente mapeo dual hA* @ C,(Y) — C,(X) es una inmersién (Pro-
posicién 1.3.3). Utilizando el inciso (i) de la Proposiciéon 1.4.7 obtenemos
que C,(Y") es T-monolitico. Por lo tanto nw(C,(Y')) < d(C,(Y)). Debido al
Teorema 1.3.6, nw(C,(Y)) = nw(Y). Por el Teorema 1.3.10 obtenemos que
iw(Y) = d(Cy(Y)). Finalmente
nw(Y) = nw(Cp(Y)) < d(Cp(Y)) =iw(Y) < .

Suficiencia. Tomemos M C C,(X) tal que |[M| < 7. Sea f: X — RM
el producto diagonal de M. Recordamos que la funciéon f tiene la regla de
correspondencia f(z) = {g(x)},em. Definimos Y = f(X) C RY. Entonces
w) <M< 7.

Denotamos mediante el sfmbolo Y al conjunto Y equipado con la topo-
logia real cociente correspondiente a la funcién f (vea el capitulo 0 de [5]).
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Debido a la continuidad de f : X — Y obtenemos que la funcién identi-
dad i : Y — Y es una condensacién. Entonces, iw(Y) < w(Y) < 7. Como
X es T-estable y puede ser mapeado continuamente sobre Y obtenemos que
nw(Y) < 7.

Sea f =i tlof: X — Y. Por propiedades de la topologia real cociente,
C,(Y) es homeomorfo al subespacio cerrado F = {ho f : h € C,(Y)} C
Cp(X).

Ahora observemos que M C F. Sea g € M. Notemos que g = p,o f =
Pg OO f , donde p, : RM — R es la proyeccién candnica correspondiente a g.
Debido a que p, 01 € C'p(f/) obtenemos que g € F. Por lo tanto nw(cl(M)) <

nw(cl(F)) = nw(F) = nw(Cy(Y)) = nw(Y) < 7. O

Utilizaremos el siguiente lema para demostrar que la propiedad de 7-
monoliticidad es dual [5, Lema 0.2.3].

1.4.9 Lema (Lema de Factorizacién). Sea X = [[,c4 Xao un producto de
espacios con una base numerable, Y un subespacio denso de X y f:Y — R
una funcion continua. Entonces existe un subconjunto numerable B C A y
una funcion continua g : 7g(Y) C [[.ep Xa — R tal que g(m5(y)) = f(y)
para todoy €Y, es decir, f = go (mp [y).

1.4.10 Teorema. El espacio C,(X) es T-estable si y sdlo si el espacio X es
T-monolitico.

Demostracion. Necesidad. Por el Teorema 1.4.8, el espacio Cp2(X) es 7-
monolitico. Debido a que X es homeomorfo a un subespacio de C,2(X)
(Proposicién 1.3.5) y al inciso (i) de la Proposicién 1.4.7 concluimos que X
es T-monolitico.

Suficiencia. Nuevamente, usando el Teorema 1.4.8, basta demostrar la
r-monoliticidad de C,5(X) a partir de la 7-monoliticidad de X. Tomemos
M C C,2(X), con |[M| < 7. El Lema 1.4.9 nos garantiza que para cada
f € M podemos fijar By C X con las siguientes propiedades:

(1) [Bsl <7,
(ii) si g1, g2 € Cp(X) son tales que g1 [p,= g2 [B,, entonces f(g1) = f(g2)-

Definimos A = (J{By : f € M} C X y F = cl(A). Utilizando que
|A| <7y que X es 7-monolitico obtenemos: nw(F') = nw(C,(F)) < 7.
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Sea mp : Cp(X) = Z C Cp(F) la funcién restriccion correspondiente a F',
donde Z = 7p(C,H(X)). Entonces

nw(Cy(Z)) = nw(Z) < nw(Cy(F)) < 7.

Por otra parte, la Proposicion 1.3.2 implica que la funcién 7 es abierta.
Consideremos H = {honp : h € C,(Z)}. Notemos que M C H. En efecto:
por definicién de F, para cada f € M existe una funciéon hy : 7 — R
tal que hy omp = f. Como 7p es una funcién cociente, hy € C,(Z). Por
lo tanto f € H. Asi, H es homeomorfo a C,(Z) y es un subespacio ce-

rrado de C),2(X) (usamos que mp es una funcién cociente). Por lo tanto,
nw(cl(M)) < nw(H) = nw(Cy(Z)) <. O

1.4.11 Corolario. (i) X es monolitico si y solo si C,(X) es estable.

(i) X es estable si y solo si Cp(X) es monolitico.

1.4.12 Corolario. Un espacio X es monolitico (estable) siy solo si Cp2(X)
es monolitico (estable).

El siguiente lema nos ayudarda a demostrar que todo espacio Lindelof-X
es estable. Recuerde que un espacio X es Lindelof-Y si existen un espacio
segundo numerable M, un espacio L y funciones g : L - My f: L — X
tales que g es perfecta y f es continua sobreyectiva. En el Apéndice B el
lector encontrara recopiladas las propiedades de los espacios Lindelof- que
se requiere conocer para una buena lectura de este trabajo.

1.4.13 Lema. Sean f : X =Y, q9: X - Z yo¢: Z — T funciones continuas
y sobreyectivas. Supongamos que f es perfecta y ¢ es biyectiva. Entonces Z
es la imagen continua de un subespacio cerrado del producto Y x T.

Demostracidn. Definimos ¢ = ¢og: X — T y consideramos los productos
diagonales ) = yAf : X =T xY yg=gAf:X — Z xY. Las funciones
Yy g son perfectas debido a que f lo es [7]. Ademéds, ¢ = O o g, donde
©:7ZxY =T xY estd dada por O(z,y) = (¢(2),y).

Definimos § = © [5x): g(X) € Z xY — (X)) C T x Y. Es claro que
ibv = og. Debido a que g es una funcién continua y a que 1}? es una funcion
perfecta, sucede que # es una funcién cerrada. Ademas, 6 es una condensacion

debido a que ¢ posee dicha propiedad. Por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo
de g(X) en el subespacio cerrado ¢(X) CT x Y.



1.5. Cp(X) EN COMPACTOS DE CORSON. 27

Utilizando nuevamente la sobreyectividad de g, obtenemos que la proyec-
ci6n en el primer factor del producto Z x Y, restringida a g(X) C Z x Y, es
una funcién continua sobreyectiva. Es decir, 7z [5x): g(X) € Z XY — Z es
continua y sobreyectiva. Concluimos que Z es imagen continua del subespacio
cerrado (X)) CT x Y. O

En el dltimo teorema de esta seccién establecemos que los espacios Lin-
deldf-3 son espacios estables (esto generaliza el inciso (i) de la Proposicién
1.4.4).

1.4.14 Teorema. Todo espacio Lindeldf-3 es estable.

Demostracion. Sean Z un espacio Lindelof-X y W una imagen continua de Z
tales que iw (W) < 7. Veamos que nw(W) < 7. Como W es imagen continua
de Z, el espacio W también es Lindelof ¥ (vea el inciso (iv) del Corolario
B.1.18). Asi, podemos asumir que iw(Z) < 7y demostrar que nw(Z) < 7
para poder demostrar el resultado.

Sea k =iw(Z)y ¢ : Z — T una condensacién tal que w(7T") = k. Utili-
zando el inciso (vii) del Corolario B.1.18 obtenemos que existen un espacio
segundo numerable Y, un espacio X, una funciéon perfecta f : X — Y y
una funcién continua g : X — Z tales que f(X) =Y y g(X) = Z. Asi, Z
es la imagen continua de un subespacio cerrado del producto Y x T' (Lema
1.4.13). Por lo tanto, nw(Z) < nw(Y xT). Peronw(Y) =wynw(T) < k <7
implican que nw(Y x T') < 7. Por lo tanto, nw(Z) < 7. O

1.5. C,(X) en compactos de Corson.

El principal objetivo de esta seccién es demostrar que para cualquier com-
pacto de Corson X, el espacio de funciones C,(X) es un espacio de Lindel6f
(Teorema 1.5.23). Recuerde que un espacio compacto X es un compacto de
Corson si X es homeomorfo a un subespacio de un Y-producto de espacios
metrizables separables.

Sea X un espacio topolégico. Mediante el simbolo £(X) denotaremos a
la clase de todos los espacios que pueden ser representados como imégenes
continuas del producto de X y algin espacio compacto. Notemos que £(X)
contiene a la clase de todos los espacios compactos y a todas las imédgenes
continuas de X. En efecto: sea K un espacio compacto y 7 : X x K — K
la proyeccion en el segundo factor del producto X x K. Evidentemente la
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funcién 7g es continua y sobreyectiva. Ahora tomemos un espacio Y tal que
existe una funcién h : X — Y continua y sobreyectiva. Fijemos cualquier
punto xy € X. Note que {z(} es un espacio compacto. Ademads, la funcién h :
X x {0} — Y definida mediante h(z, z) = h(z), es continua y sobreyectiva.
De esta forma, Y € £(X).

1.5.1 Definicién. Una clase P de espacios topolédgicos es llamada k-dirigida
si las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) X, Y € P implica X x Y € P;
(ii) si X € P, entonces £(X) C P.

El Teorema de Tychonoff [11, Teorema 3.2.4] y el hecho de que la compa-
cidad se preserva bajo imégenes continuas implican que la clase de todos los
espacios compactos y la clase de todos los espacios o-compactos son clases
k-dirigidas. Por otra parte, los incisos (i), (iv) y (viii) del Corolario B.1.18
implican que la clase de todos los espacios Lindelof-3 es k-dirigida.

1.5.2 Proposicion. Sean P una clase de espacios k-dirigida, Y un espacio,
y €Y tales que Y =Y \ {y} € P. Entonces también Y € P.

Demostracién. Basta verificar que Y es imagen continua de Y x {0, 1}, donde
{0,1} tiene la topologia discreta. Sea h : Y x {0, 1} — Y la funcién dada

por
N Jy  sii=1,
h(y, 1) _{ y  sii=0.

Para cada V € T*(Y) sucede que

o J V x {0} siy ¢V,
" (V)_{((V\{ﬂ})X{O})U(YX{m siyev.

]

Estas nociones encuentran una importante aplicacién en la siguiente cons-
truccion: Consideremos X un espacio topoldgico, I € N\ {0} y I; = [-1,1] C
R. Si A, B C C,(X) entonces definimos

() ¥1(A, B) = {max{f, g} : f € A, g € B},
(i) ¢2(A, B) = {min{f, g} - f € A, g€ B},
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(i) ¢i(A) ={af+bg : a,be I}, f, g€ A}.

No es dificil verificar que los subespacios ¢4 (A, B) y ¢2(A, B) de C,(X),
son imégenes continuas del espacio A x B, mientras que ¢;(A) es imagen
continua de A% x I?.

Ahora fijamos Y C C,(X). Definamos S;(Y) = {Y}, y para cada n €

NA {0},

Sn1(Y) =S, (Y)U{i(A,B) : A, Be S,(Y), i=1,2}
U{d(A) : A€ S, (Y), 1 e N\ {0}}.

De esta forma:

S(Y) ={Y}u{wi(V\Y) i =12t U{a(Y) : 1 e N\ {0}} =
={Y, y1(V)Y), (YY), 61(Y), ¢2(Y), ¢3(Y), .. .}.

Los elementos de 5,,(Y") son subconjuntos de C,,(X), asi, cada elemento de
Sy (Y') puede ser considerado con la topologia de la convergencia puntual. Es
posible verificar (mediante recursién) que cada S,(Y") es a lo méds numerable.

Notemos que si P es una clase de espacios k-dirigida y Y € P, entonces
Sp(Y) € P, para todo n € N\ {0}. En efecto: por la propiedad (i) de la
definicién 1.5.1, Y2 € P. Ademés, por la propiedad (ii) de dicha definicién,
E(Y?) C P. Sabemos también que £(Y?) contiene a todas las imdgenes con-
tinuas de Y2, Asi, ;(Y,Y) € £(Y?) parai = 1, 2. Finalmente, por definicién
del conjunto £(Y?) obtenemos que ¢;(Y) € £(Y?) para todo [ € N\{0}. Esto
muestra que So(Y) € P. Ahora supongamos que n > 2 y que S,(Y) C P.
Para cualesquiera A, B € S,(Y) y para cualquier i € {1, 2} tenemos que
Yi(A,B) € E(A x B) C P. Ademas, para cualquier [ € N\ {0} sucede que
di(A) € E(A%) CP.

Estas observaciones nos permiten formular la siguiente proposicion acerca
de la familia

S) = J{Su(Y) : neN\{0}} ={Z : Z € S,(Y), donden € N\ {0}}.

1.5.3 Proposicién. Si P es una clase de espacios k-dirigida, Y C Cy(X),
Y € P, entonces la familia S(Y) es numerable y S(Y) C P.

Recordemos que una familia R C C(X) es un anillo de funciones si para
cualesquiera f, g € R las funciones f + g, f — g vy fg también pertenecen
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a R. La siguiente version del Teorema de Stone-Weierstrass nos sera util
para demostrar la Proposicion 1.5.5. Dicha proposicion desempena un papel
importante en el desarrollo de los resultados presentados en esta seccién.

1.5.4 Teorema (Stone-Weierstrass, [11], 3.2.21). Sean X un espacio com-
pacto y R C C(X) un anillo de funciones que contiene a todas las funciones
constantes, separa a los puntos de X y es un subconjunto cerrado del espa-
cio RX equipado con la topologia de la convergencia uniforme. Entonces R
coincide con el anillo C(X).

1.5.5 Proposicién. Sean X un espacio compacto y Y C C,(X) tal que
e €Y (donde e(x) =1 para todo x € X ). Supongamos también que Y separa
a los puntos de X. Entonces el conjunto

M = US(Y) ={f : existenn € N\ {0} yZ € S,,(Y) tales que f € Z}

es denso en el espacio C(X) equipado con la topologia de la convergencia
uniforme.

Demostracion. Recuerde que un espacio topologico Z es llamado espacio de
Fréchet si para todo A C Z y todo z € cl(A) existe una sucesién zy, 2y, ...
de puntos de A que convergen a z. Es bien sabido que todo espacio primero
numerable es un espacio de Fréchet [11, 1.6.14]. Por lo tanto (RX,7,) es
un espacio de Fréchet, donde 7, es la topologia de la convergencia uniforme
(Proposicién C.2.1). Sea R la cerradura de M en (R*,7,). Asi, R C C(X)
debido a que el limite uniforme de una sucesion de funciones continuas es
una funcion continua.

Para comprobar que R es un anillo de funciones, basta verificar que pa-
ra cualesquiera f,g € M y cualesquiera a,b € R sucede que max{f, g},
min{f, g}, af +bg € M. Tomemos n,m € N\ {0} y Z € S,(Y), Z € S, (Y)
tales que f € Z y g € Z. Asumimos que n < m. Entonces S,(Y) C S (Y)
y Z,7 € Spu(Y). Por lo tanto maz{f, g} € ¥1(Z,Z) € Sps1(Y). Ansloga-
mente obtenemos que min{f, g},af +bg € M.

Para concluir aplicamos el Teorema 1.5.4. O]

Denotaremos mediante el simbolo D(7) al espacio discreto de cardinalidad
7, donde 7 es un cardinal infinito.

1.5.6 Definicién. El espacio (X x D(7))” = X7 x D(7)" es llamado 7-
envolvente de X y es denotado mediante o,(X). Si X es homeomorfo a o, (X),
decimos que X es T-invaritante.
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1.5.7 Proposicion. FEl espacio o.(X) es T-invariante para cualquier espacio
X y cualquier cardinal T.

Demostracion. Sea Y = o.(X). Entonces
0.Y)=Y"xD(1) = (X" xD(1)")" xD(1)"=X"xD(1)" =0,.(X) =Y.
[

1.5.8 Proposicién. Si un espacio X es T invariante, entonces los espacios
X7 y X x D(1) son homeomorfos a él.

Demostracion. Sea X un espacio 7 invariante. Entonces
X"=(X"xD(r) )" =X"xD(1)" =X.
Por otra parte, X x D(7) = (X" x D(1)") x D(1)=X"xD(1)"=X. O
Como una consecuencia de la proposicién anterior obtenemos lo siguiente.

1.5.9 Proposicion. Sea X un espacio T-invariante.

(i) Si |M| <7y Xq € E(X) para todo o € M, entonces [[,.p; Xa €
E(X).

(i1) Si~y es una familia de subespacios de un espacio Y, |y| < 1,7 C E(X),
entonces | Jv € £(X).

Demostracion. (i) Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |M| = 7.
Para cada a € M fijamos un espacio compacto K, y una funcién continua
sobreyectiva g, : X x Ky — X,. Sea g @ [[,en (X x Ko) = Tloem Xa
definida mediante g{(za, ko)} = {9a(a, ka)}. Notamos que g es continua y
sobreyectiva. Ademds, por la Proposicion 1.5.8:

[T (X xKo) =X x (J] Ka) =X x (][] Ka)-

aeM aeM aeM

Utilizando el Teorema de Tychonoff y la definicién de la familia £(X)
obtenemos que ], Xa € E(X). O

Si P es una clase de espacios, entonces (P)ys denota a la familia de
espacios X que pueden ser representados en la forma X = (2, X;, donde
cada X; es la unién de una familia numerable de espacios que pertenecen a
la clase P.
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1.5.10 Teorema. Sea X un espacio compacto y P una clase de espacios
k-dirigida. Si existe Y C Cp(X) tal que Y € P yY separa a los puntos de
X, entonces Cp(X) € (P)os-

Demostracién. Sea e : X — R la funcién constante 1 en X. Por la Proposi-
cién 1.5.2; el espacio Y =Y U {e} pertenece a P. Definimos

M = US(?) = {f : existenn € N\ {0}y Z € S,(Y) tales que f € Z},
y para cada n € N\ {0}
M, = {g € RY : existe f € M tal que|g(z) — f(z)] < L para todoz € X}.

La Proposicién 1.5.5 implica que C,(X) C M* = ({M,, : n € N\ {0}}.
Ademas, M* C C,(X) debido a que el limite uniforme de una sucesién de
funciones continuas es una funcién continua. Por lo tanto C,(X) = ({M,, :
n e N\ {0}}.

Afirmamos que cada conjunto M, se puede expresar como la unién de
una familia numerable de elementos de P. En efecto: la funcién © : M X
[—%, %]X — M, definida mediante O(f,y) = f+, es continua y sobreyectiva.

Ademds S(Y) es numerable y S(Y) C P (Proposicién 1.5.3). Por lo tanto

Z7eSY)=>ZeP=EZ)CP=0(Zx[-1 L% ep.

n’

Finalmente,
M,=6 (1\7 x -1, %]X) — {0 (Zz x[-L,1%) : Ze s(V)}.
O

A continuacién obtenemos algunas consecuencias importantes para nues-
tros propésitos.

1.5.11 Teorema. Sea X un espacio compacto, Y C C,(X) y supongamos
que Y separa a los puntos de X. Entonces existen un espacio compacto P y

un subespacio cerrado B C 0,(Y) x P tales que C,(X) es imagen continua
de B.
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Demostracion. Consideremos la clase P = £(0,(Y)). Afirmamos que P es
una clase k-dirigida. En efecto: sean Z;, Z5 € P. Por la Proposicion 1.5.7 te-
nemos que o,(Y) es w-invariante. El inciso (i) de la Proposicién 1.5.9 implica
que Z1 X Zy € P.

Ahora tomemos Z € Py W € £(Z). Por definicién de £(Z), existen un
espacio compacto K y una funcién continua sobreyectiva g : Zx K — W. Por
otra parte, por definicién de P, existen un espacio compacto I’y una funcién
continua sobreyectiva h : 0,(Y) x F' — Z. Definimos una funcién continua
sobreyectiva f : 0,(Y) x F x K — W mediante f(a,b,c¢) = g(h(a,b),c).
La compacidad de F' x K implica que W € &(0,(Y)) = P. Por lo tanto
E(Z)CP.

De esta manera, el Teorema 1.5.10 nos garantiza que C,(X) € (P)os.
Usando el inciso (ii) de la Proposiciéon 1.5.9 obtenemos que si v C Py
|7] < w, entonces | Jy € P. Por lo tanto, existe {Z; : i € N\{0}} C P tal que
Cpo(X) =M {Z : i e N\ {0}} . Asi, Cp(X) es homeomorfo a un subespacio
cerrado del producto T' = HieN\ (0} Z;. Finalmente, por la Proposiciéon 1.5.9
tenemos que T € P. ]

1.5.12 Definicién. Una clase P de espacios es llamada 7-perfecta, donde 7
es un cardinal infinito, si las siguientes condiciones se cumplen para cualquier

X eP:
(i) o-(X) € P,
(i) £(X) € P;
(iii) si Y € X y Y es cerrado en X, entonces Y € P.
1.5.13 Proposicion. La clase de todos los espacios Lindeldf-> es w-perfecta.

Demostracion. Sea P la clase de todos los espacios Lindelof-2X y X € P.
Denotaremos mediante el simbolo D(w) al espacio discreto de cardinali-
dad w. Los incisos (i) y (viii) del Corolario B.1.18 implican que o,(X) =
X“xD(w)* € P. Finalmente, usando el inciso (iv) de dicho corolario compro-
bamos que P satisface las condiciones (ii) y (iii) de la Definicién 1.5.12. [

Utilizando el Teorema 1.5.11 obtenemos el siguiente resultado.

1.5.14 Teorema. Sea X un espacio compacto y P una clase de espacios w-
perfecta. Entonces C,(X) € P siy sdlo si existe Y C Cp(X) tal que Y € P
y Y separa a los puntos de X.
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Demostracion. Primero demostramos la suficiencia de la condiciéon dada. El
Teorema 1.5.11 implica que existen un espacio compacto P y un subespacio
cerrado B C 0,(Y) x P tales que C,(X) es imagen continua de B. Por otra
parte,

YeP=0,Y)eP=E(,Y)) CP.

Asi, 0,(Y) x P € P. Por la condicién (iii) de la Definicién 1.5.12 obte-
nemos que B € P. Por lo tanto C,(X) € £(B) C P (recuerde que E(B)
contiene a todas las imégenes continuas de B).

Para demostrar la necesidad basta tomar Y = C,(X) . O

El Teorema 1.5.14 y la Proposicion 1.5.13 implican el siguiente resultado.

1.5.15 Corolario. Sea X un espacio compacto. Entonces C,(X) es un es-
pacio Lindelof-3 si y solo si existe Y C C,(X) que separa a los puntos de X
y es un espacio Lindeldf-3.

1.5.16 Teorema. Sea P una clase de espacios w-perfecta, X € P yY un
subespacio compacto de C,(X). Entonces C,(Y) € P.

Demostracion. Consideremos la funcién ¢ : X — C,(Y') dada por ¢(x)(f) =
f(z), para cada x € X y cada f € Y. Asi, ¥(x) = T |y, para cada x € X.
Afirmamos que ¢(X) C C,(Y') separa a los puntos de Y. En efecto, sean g y h
dos elementos distintos de Y. Entonces existe zy € X tales que g(xo) # h(xo).
Por lo tanto (zo)(g) # (z0)(h).

Por el inciso (ii) de la Definicién 1.5.12 obtenemos que (X) € P. Invo-
cando el Teorema 1.5.14 obtenemos que C,(Y) € P. O

1.5.17 Ejemplo. Sean 7 > w, D(7) el espacio discreto de cardinalidad 7 y
¢ ¢ D(7). Denotaremos mediante L(7) = D(7) U {{} al espacio en que sélo
el punto & no es aislado y en donde las vecindades de & son los conjuntos
V C L(7) tales que £ € V' 'y L(7) \ V es numerable. Observe que L(7) es un
espacio de Lindelof.

AFIRMACION: Sea f : L(7) — R. Entonces f € C,(L(7)) y f(§) = 0siy sélo
si {x € L(7) : f(z) # 0} es numerable.

Demostracion de la afirmacion:
Necesidad. Definimos B, = f~*((—%,1)). Note que B, € T(§, L(7)). Por

‘n
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definicién de la topologia del espacio L(7), sucede que |L(7) \ B,| < w.
Ademiés (,,cy (o) Bn = f71({0}). Finalmente:

| U @)\ By)|={z e L(r) : f(z)#0}| <w.

neN\{0}

Suficiencia. Supongamos que f ¢ C,(L(7)) y f(§) = 0. Por definicién de la
topologia del espacio L(7) y por nuestras hipétesis, si S C R\ {0}, enton-
ces f71(S) € T(L(r)). Por lo tanto, existe U € T(0,R) tal que f~1(U) ¢
T(L(7)) (de lo contrario f serfa continua). Como & € f~1(U)y f~1(U) ¢
T(L(7)):

{o € L(r) « f(z) # 0} > [L(r) \ [T (V)| > w.

Si suponemos que f € C,(L(7)) v f(€) # 0, tenemos que

{z e L(r) : f(z) #0} = fH(R\{0}) € T(& L(7)).

Por lo tanto |L(7) \ {z € L(r) : f(z) # 0}| < w. Concluimos que
{x € L(7) : f(z) # 0} > w. X

La afirmacién anterior muestra que el subespacio

{f € Cp(L(7)) : f(§) =0} € Gyp(L(7))

es homeomorfo al subespacio XR™ C R” que consiste de todos los puntos
para los cuales el conjunto de coordenadas distintas de cero es numerable.

Recuerde que los espacios compactos contenidos en XR” son llamados
compactos de Corson. Hemos visto por tanto que todo compacto de Corson
puede ser inmerso en C,(L(7)) para algin .

1.5.18 Definicién. Para cada cardinal 7 > w, sea M la clase mas pequena
de espacios que satisface:

(i) L(1) € M;

(ii) todo compacto pertenece a M. ;

(iii) si X e M, yY C X, Y es cerrado en X, entonces Y € M,;
)

(iv) el producto de cualquier familia a lo mas numerable de espacios en M.,
pertenece a M;
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(v) la imagen de un espacio en M., bajo una funcién continua pertenece a

M.

1.5.19 Proposicién. Para cualquier T > w, M, es una clase de espacios
w-perfecta.

Demostracion. Sea X € M,. Fijemos A C L(7)\{¢} tal que A es numerable.
Asi, A es un subconjunto cerrado de L(7). Si dotamos al conjunto A con la
topologia de subespacio respecto de L(7) obtenemos que A es homeomorfo a
D(w). De esta forma, podemos asumir que D(w) es un subespacio cerrado de
L(7). Los incisos (i) y (iii) de la Definicién 1.5.18 implican que D(w) € M.
El inciso (iv) de dicha definicién implica que o,(X) = X* x (D(w))¥ € M.

Ahora tomamos Z € £(X). Existen un espacio compacto F'y una funcién
continua sobreyectiva g : X x F' — Z. Los incisos (ii), (iv) y (v) de la
Definicién 1.5.18 implican que Z = g(X x F) € M. O

El Teorema 1.5.16 y la Proposicién 1.5.19 implican lo siguiente.

1.5.20 Proposicién. SiY C C,(L(7)) y Y es compacto, entonces C,(Y) €
MT-

Demostracion. Basta recordar que M. es una clase de espacios w-perfecta y
que L(1) € M. O

1.5.21 Proposiciéon. La clase M, consiste de todos los espacios que pueden
ser representados como una imagen continua de un subespacio cerrado del
producto del espacio (L(7))* y un espacio compacto.

Demostracion. Sean F' un espacio compacto, H un subespacio cerrado del
producto (L(7))* x F'y g : H — Z una funcién continua sobreyectiva. Los
incisos (i)-(iv) de la Definicién 1.5.18 implican que H € M,. Finalmente, el
inciso (v) implica que Z = g(H) € M,. O

Es muy importante para nosotros demostrar que todos los espacios en M.,
tienen la propiedad de Lindelof. Para ello, note que debido a que el niimero
de Lindelof de un espacio no se incrementa bajo la multiplicacién del espacio
por un compacto, es suficiente aplicar el siguiente resultado.

1.5.22 Proposicién. Para cualquier T > w el espacio (L(T))

de Lindelof.

€s Un espacio
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El lector puede consultar una demostracion de este ltimo resultado en
[20]. La Proposicién 1.5.20 y el Ejemplo 1.5.17 nos conducen al siguiente
resultado que es el objetivo principal de esta seccién.

1.5.23 Teorema. Para cualquier compacto de Corson X, el espacio Cp(X)
es Lindeldf.
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Capitulo 2

Teorema de H. Michalewski.

2.1. Introduccion.

Recordemos que una biyeccion continua de un espacio Y en un espacio
Z es llamada condensacion de Y sobre Z. Si existe una condensaciéon de
Y sobre Z decimos que Y se condensa sobre Z. Note que determinar si la
topologia de un espacio puede ser debilitada a una topologia con propiedades
especificas es equivalente a determinar si tal espacio puede ser condensado
sobre algin espacio con las propiedades requeridas. En efecto: considere un
espacio topolégico (Y, Ty ). Si es posible dotar al conjunto Y de una topologia
T* C Ty, entonces la funcién identidad en Y, Idy : (Y, Ty) — (Y, T"), es una
condensacién del espacio (Y, 7Ty) sobre el espacio (Y, T*). Reciprocamente, si
existe un espacio (Z, Tz) y una condensacion f : (Y, Ty) — (Z,Tz) entonces
la coleccion T* = {f~1(U) : U € Tz} es una topologia en Y mds débil que
la topologia Ty .

De esta manera, preguntarnos por la existencia de una topologia débil
compacta para un espacio X es equivalente a preguntarnos si existe una
condensacién de X sobre un espacio compacto. La topologia de un espacio
de funciones C,(X) nunca es compacta (a menos que X = {}), por lo cual
tiene importancia el problema de determinar topologias débiles compactas
para este tipo de espacios topoldgicos.

Problema [A. V. Arhangel’skii, [2]]. ;Bajo qué condiciones de X el
espacio C,(X) admite una topologia débil compacta (o-compacta)?

El problema anterior esta relacionado con un viejo problema planteado
por S. Banach: ;Todo espacio de Banach separable admite una topologia

39
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compacta y metrizable més débil? E. G. Pytkeev respondié esta pregunta
afirmativamente. Pytkeev demostré en [18] que si X es un subespacio de Borel
de un espacio completamente metrizable separable y X no es o-compacto,
entonces existe una condensacién de X sobre el cubo de Hilbert 1.

La idea de este capitulo es exponer todos los resultados necesarios para
poder demostrar el siguiente resultado de H. Michalewski.

Teorema. Si X es un subconjunto proyectivo y no o-compacto de un espacio
polaco, entonces C,(X) admite una condensacién sobre IN. A menos de que
X sea analitico, asumimos el Axioma de Determinacién Proyectiva.

Este resultado de Michalewski (propiamente, el relativo a subconjuntos
analiticos no o-compactos de un espacio polaco) generaliza el resultado de
A. V. Arhangel’skii obtenido en [4] que establece que C,(X) tiene una topo-
logia débil compacta cuando X es un espacio metrizable o-compacto. Pero
debemos subrayar el hecho de que no es posible generalizar el Teorema de
Michalewski (el relativo a subconjuntos analiticos) para todos los espacios
metrizables separables. W. Marciszewski demostré en [16] que si se asume que
la minima cardinalidad de una familia dominante de funciones f : N — N es
igual a 2*, entonces existe X un subespacio de R tal que C},(X) no se conden-
sa sobre ningiin espacio o-compacto. Atn se desconoce si es posible construir
un ejemplo con estas caracteristicas sin hacer alguna hipdtesis conjuntista
adicional.

En la Seccién 2.2 presentamos una demostracion del Teorema de Micha-
lewski y en la Secciéon 2.3 exponemos la construccién realizada por Marcis-
zewski en [16]. El lector encontrara en el Apéndice A una exposicién de los
resultados de Teoria Descriptiva que utilizaremos en este trabajo, particu-
larmente, encontrara una formulacion precisa del Axioma de Determinacién
Proyectiva.

2.2. Teorema de H. Michalewski.

En esta seccion consideramos tinicamente espacios metrizables y separa-
bles.

Decimos que un espacio topoldégico X es completamente metrizable si
admite una métrica compatible d tal que (X,d) es completo. Un espacio
separable y completamente metrizable es llamado espacio polaco. Es impor-
tante senalar que todo espacio metrizable y separable es homeomorfo a un
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subespacio del cubo de Hilbert IN. Particularmente, los espacios polacos son
(salvo homeomorfismo) los subespacios G5 de I [14, Teorema 4.14].

Llamaremos espacio de Cantor al espacio C = 2%, donde consideramos
a 2 = {0, 1} como espacio discreto y tomamos en 2% la topologia producto.
Ademés, llamaremos espacio de Baire al espacio N' = NV, donde considera-
mos a N como espacio discreto y tomamos en N la topologia producto. Estos
espacios desempenan un papel fundamental en el area de Teoria Descriptiva.
Debido a que el producto de una cantidad a lo mas numerable de espacios
polacos, es a su vez un espacio polaco [14, Proposicién 3.3] obtenemos que C
y N son espacios polacos. Subrayamos el hecho de que todo espacio polaco y
cero-dimensional es homemomorfo a un subespacio cerrado de N, asi como a
un subespacio G de C (Teorema A.4.10). Recuerde que un espacio topoldgico
es cero-dimensional si es Hausdorff y tiene una base formada por conjuntos
cerrado-abiertos.

A continuacion definimos a la jerarquia de Borel y a la jerarquia pro-
yectiva. Ademads enunciamos las propiedades categdricas de estas clases que
utilizaremos en la demostracion del teorema de Michalewski.

Recuerde que si (X,7T) es un espacio topolégico, su o-dlgebra de Borel
es la menor o-algebra de subconjuntos de X que contiene a los subconjuntos
abiertos, es decir, la menor coleccién de subconjuntos de X que contiene a T
y que es cerrada bajo uniones numerables, intersecciones numerables y com-
plementos. Denotamos a la o-dlgebra de Borel de (X, T) mediante B(X,T)
6 B(X). Supongamos que (X,7T) es un espacio metrizable, de manera que
todo subconjunto cerrado de X es un subconjunto G5 (Teorema A.2.3). Para
cada ordinal 1 < ¢ < w; definimos, por recursién transfinita, las siguientes
clases de subconjuntos de X:

(i) X9(X) ={U C X : Ues abierto},
(i) M(X) ={X \ A : AeXYX)},

(iti) BY(X) = {Upen An @ An € I (X), con 1 < &, < &, para cadan €
N}, si € > 1,

(iv) AZ(X) = X2(X) NIIY(X).

La siguiente notacion nos ayudard a entender qué tipo de subconjuntos de X
conforman a cada una de las clases recién definidas. Denotaremos mediante
G(X) ala coleccién de todos los subconjuntos abiertos de X y mediante F'(X)
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a la coleccion de todos los subconjuntos cerrados. Ademas, para cualquier
coleccion £ de subconjuntos de X, definimos & = {{J,,en An : An €&, n €
N}y & ={Nen An : An € €, n € N}. Entonces £Y(X) = G(X), I{(X) =
F(X), BY(X) = (F(X)), = Fy(X), T(X) = (G(X))s = Gs(X), TYX) =
(G5(X))o = Gio(X), TI(X) = (F,(X))s = Frs(X), etc.

No serd complicado para el lector verificar que 5 (X)UIIY(X) € A, (X),
para todo ordinal 1 < ¢ < w;. Esto implica que

B(X)=|J=x) = | mx) = Ayx).

E<wt E<wt E<wt

De esta forma, hemos obtenido una descomposicion de los conjuntos de
Borel de X, en una jerarquia de a lo mas w; niveles de conjuntos. Esta
descomposicion es llamada la jerarquia de Borel. Podemos representar esta
jerarquia en el siguiente esquema:

b b 5
Ay A, Ag
IT; IT; ITy

donde cualquier clase esta contenida en toda clase a la derecha de ella. Cuan-
do no haya confusién escribiremos simplemente X2, IIY y A2, sin indicar
explicitamente el espacio X.

Ahora definiremos a las clases proyectivas.

2.2.1 Definiciéon. Sea X un espacio polaco y A un subconjunto de X. Deci-
mos que A es analitico si existen un espacio polaco Y y una funcién continua
f:Y — X tales que f(Y) = A. Un conjunto B es coanalitico si X \ B es
analitico. Denotamos a la clase de conjuntos analiticos (respectivamente, la
clase de conjuntos coanaliticos) contenidos en X mediante el simbolo X1(X)
(respectivamente, II}(X)).

Observe que ) es analitico tomando Y = (). El Teorema A.5.5 establece
que si X es un espacio polaco y A € B(X)\ {0}, entonces existe una funcién
continua y sobreyectiva g : N' — A. Esto implica que B(X) C X}(X). Como
B(X) es cerrada bajo complementos, obtenemos que B(X) C X{(X)NIT}(X),
para cualquier espacio polaco X.

Ahora definimos recursivamente a las clases proyectivas £} Il vy Al de
subconjuntos en espacios polacos de la siguiente manera:
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(i) X1 es la clase de conjuntos analiticos contenidos en algin espacio po-
laco,

(i) I} ={X \ A : Xes polaco, A € B} (X)},

(iil) X}, = {proyx(A) : Xes polaco, A € II'(X x N)}, donde proyx :
X X N — X es la proyeccién al primer factor,

(iv) Al = ! A1,

Es cierto que X} UIIL C A}, para todo n € N\ {0} (Teorema A.6.6).
Asi, definimos

Pp= (J == |J m= (] AL

neN\{0} neN\{0} neN\{0}

Los elementos de la clase P son llamados conjuntos proyectivos. De esta
forma, tenemos el siguiente esquema de la jerarquia proyectiva :

¥ %, b2
A A; A;
' I I8

donde cualquier clase esta contenida en toda clase a la derecha de ella.
Las propiedades categoricas més basicas de las clases proyectivas estan
plasmadas en la siguiente proposicion.

2.2.2 Proposicién. (i) Las clases B son cerradas bajo preimdgenes con-
tinuas, uniones e intersecciones numerables.

(ii) Las clases I} son cerradas bajo preimdgenes continuas, uniones e in-
tersecciones numerables.

(iii) Las clases AL son cerradas bajo preimdgenes continuas, complementos
y uniones numerables.

Dado un espacio polaco X y n € N\{0}, denotaremos mediante el simbolo
Y1(X) (respectivamente, II! (X) y Al (X)) a la coleccién de todos los sub-
conjuntos de X que pertenecen a la clase B! (respectivamente, IT! y Al).

A través de todo este capitulo, en varias ocasiones construiremos inmer-
siones a partir de productos diagonales de familias dadas de funciones. Para
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recordar la definicién de producto diagonal de funciones remitimos al lec-
tor a la Observacion 1.2.6. Recuérdese también que una familia de funciones
F=Afs: X =Y, : s €8} separa (o distingue) puntos del espacio X si
para cada par de puntos distintos z, y € X, existe un indice s € S tal que
fs(z) # fs(y). Adicionalmente, decimos que la familia F separa (o distingue)
puntos de subconjuntos cerrados de X si para cada r € X y cada conjunto
cerrado F' C X tal que x ¢ F existe un indice s € S tal que fy(z) ¢ cl(fs(F)).
El siguiente teorema nos serd de mucha utilidad para crear inmersiones. El
lector puede consultar una demostracién del mismo en [11, Teorema 2.3.20].

2.2.3 Teorema (Teorema de la diagonal). Sea F ={fs: X = Y, : s € S}
una familia de funciones continuas. Si F separa puntos de X, entonces el
producto diagonal f = Ageg fs: X = [],cq Ys es una funcion inyectiva.

Si, ademds, la familia F separa puntos y conjuntos cerrados, entonces f es
una mmersion. Particularmente, si existe s € S tal que fs es una inmersion,
entonces [ es también una inmersion.

Ahora consideramos la nocién de uniformizacion.

2.2.4 Definicién. Dados dos conjuntos X, Y y G C X x Y, una uniformi-
zacion de G es un subconjunto G C G tal que

VeeX (dyeY (r,y)eG o AyeY (z,y) €G).

En tal caso se dice que G uniformiza a G.

Note que, en el contexto de la definicién anterior, G es la grafica de una
funcién g con dominio A = proyx(G) tal que (z,g9(z)) € GnN ({z} x Y),
para todo x € A. El Axioma de Eleccién implica que todo subconjunto de
X x Y admite una uniformizacion, sin embargo, centraremos nuestro interés
en uniformizaciones “definibles”.

A partir de ahora, la expresién “I" es una clase de conjuntos”significa
que I' es alguna de las clases proyectivas, o bien, alguna de las clases que
conforman la jerarquia de Borel de algtin espacio metrizable y separable.
Si X es un espacio metrizable y separable y I' es una clase de conjuntos,
denotaremos mediante I'(X') a la coleccién de todos los subconjuntos de X
que pertenecen a la clase I'. Introducimos ahora una propiedad que sera de
mucha utilidad para nuestros propédsitos.

2.2.5 Definicion. Sea I' una clase de conjuntos. Decimos que I' tiene la
propiedad de uniformizacion si para todo par de espacios polacos X y Y y
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todo G € D(X x Y) existe G € (X x Y) tal que G es una uniformizacién
de G.

En [13, Teorema 4.50] se demuestra que existe un conjunto cerrado C' C
N x N que no admite una uniformizacién que pertenece a la clase £1. Asi, la
clase X1 no posee la propiedad de uniformizacién. El siguiente resultado nos
dice que si asumimos el Axioma de Determinancia Proyectiva (ADP), esto
es, si asumimos:

Axioma de determinacién proyectiva (ADP). Si X C NY es un con-
Junto proyectivo, entonces cualquier juego G(N, X) estd determinado.

entonces la clase X} tiene la propiedad de uniformizacién siempre que | €
N\ {0} sea un ntimero par, mientras que la clase II} tiene dicha propiedad
siempre que [ € N\ {0} sea un nimero impar. No daremos una demostracién
de este resultado, el lector interesado puede consultar [14, Corolario 39.9].

2.2.6 Teorema. (ADP) Para todo m € N\ {0}, las clases X3, ., y I3,
tienen la propiedad de uniformizacion.

Utilizaremos ahora el Teorema 2.2.6 para demostrar el siguiente Teorema.

2.2.7 Teorema. (ADP) Sean € N conn > 3. Para cualquier A € X} existe
P eIl (C) que se condensa sobre A.

Demostracion. Por el Teorema A.6.7, existen un espacio polaco Y que con-
tiene a A, un conjunto Py € II' | (C) y una funcién continua h : Py — Y
tal que h(FPy) = A. Sea H : Py — Y X C el producto diagonal de la funcién
h: Py — Y y de la funcién inclusién ip, : Py — C. Asi, H(z) = (h(z), )
para cada x € PF,. Por el Teorema 2.2.3, H es una inmersién. Definimos
G = H(F,). Utilizando el hecho de que la clase II'._; es cerrada bajo imdge-
nes homeomorfas (Proposicién 2.2.2) obtenemos que G € IIL (Y x C). Note
que existe G € ITI! (Y x C) una uniformizacién de G. En efecto: de acuerdo
con el Teorema 2.2.6, las clases Hjl, tales que j es un numero impar, tienen
la propiedad de uniformizacién. Por lo tanto, alguna de las clases IT}, I |
tiene la propiedad de uniformizacién. Supongamos que la clase I} _; tiene la
propiedad de uniformizacién. Entonces existe G € IIL | (Y xC) una uniformi-
zaciéon de G. Por el Teorema A.6.6, ITL | CII!. Asi G es una uniformizacion
de G que pertenece a la clase II!. Razonamos de forma semejante si la clase
II! tiene la propiedad de uniformizacién.
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Observe que proyy (G) = A. En efecto: si y € A, entonces existe z € B
tal que y = h(x). Por lo tanto (y,z) € H(Fy) = G y en consecuencia y =
proyy (y,x) € proyy(G). Por otra parte, si y € proyy(G), entonces existe
x € C tal que (y,z) € G = H(F,). Esto implica que existe z* € P tal que
(y,x) = (h(x*),x*). Por lo tanto y = h(z*) € h(Fy) = A.

Definimos P = HY(G) C Py. De esta forma, P € IL(C) debido a que
es la preimdgen continua de un elemento de la clase IT} (Proposicién 2.2.2).
Solo falta verificar que h [p es inyectiva y que h(P) = A. Veamos que h [p es
inyectiva: sean x, 2’ € P tales que h(z) = h(2’). Por definicién del conjunto
P, los puntos (h(z),z) y (h(x),2’) pertenecen a G C G. Utilizando que G
es una uniformizacién de G, obtenemos que existe un unico z € C tal que
(h(x),z) € G. Por lo tanto z = 2.

Ahora verificaremos que h(P) = A. Si z € P, entonces (h(z),z) € G C G.
Debido a que proyy (G) = A, obtenemos que h(x) € A. Reciprocamente, si
y € A = proyy(G), entonces existe = € C tal que (y,z) € G = H([,). Esto
implica que existe zo € Py tal que (y,z) = (h(xg),xo). Por lo tanto z = xg y
y = h(zy), es decir, z € Py y y = h(x). ]

Es posible demostrar (sin asumir el Axioma de Determinancia Proyectiva)
la version del Teorema 2.2.7 para las clases X1 y 3. En el caso de la clase
Y1, empleamos la técnica expuesta en el parrafo anterior y el hecho de que
la clase II} tiene la propiedad de uniformizacién [14, Teorema 36.14]. En el
caso de la clase ¥ utilizamos el Teorema 39.3 de [15]. En resumen, tenemos
el siguiente resultado.

2.2.8 Teorema. Sea n € {1, 2}. Para cualquier A € X existe P € II! (C)
que se condensa sobre A.

Con el propoésito de establecer en forma precisa la demostracién del re-
sultado de Michalewski es que establecemos lo siguiente.
Sea m un elemento fijo de N. Definimos

Cp={x = (1) € I" : existe ky € N tal que x5, = WLH para todo k > kq}.

Observe que (), es el conjunto de sucesiones en I que se estacionan en #ﬂ

2.2.9 Lema. Para cada m € N, se tiene que C,, es un subconjunto F, del
producto IV.
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Demostracion. Para cada l € N definimos
Cl={x=(x) €IV : a2 = m+r1 para todo k > [}.

Debido a que Cy, = ey CL,, basta demostrar que CY, es un subconjunto
cerrado de IV, para todo [ € N. Tomemos pues [ un elemento arbitrario de N y
x = () € cl(C!). Ahora recordamos que I es un espacio metrizable debido
a que es el producto de una cantidad numerable de espacios metrizables. Esto
implica que existe una sucesién s = (z7) C C! que converge a . Pero el
espacio I estd equipado con la topologfa de la convergencia puntual (ver
la Proposicién 1.2.1). Por lo tanto, si utilizamos la notacién z7 = (z]) =
(x%, a:{, e ,xi, ...) para representar a cada término de s, obtenemos que

lim xfc = x3, para todo k € N.
Jj—o0

Como s C C! | sucede que x, = —L—, para todo j € Ny para todo k > 1.
Esto implica que si k > [, entonces

lfm o] = lfim Lo = -1,
j—o0 k joroo ML m+1
_ 1 : !
Por lo tanto z, = ;—5, para todo k£ > [. Concluimos que x € Cj, y en
consecuencia C! es un subconjunto cerrado de I™. ]

De ahora en adelante, denotaremos mediante 7, a la proyecciéon en IN
sobre el k-ésimo factor I (para cada k € N), y mediante 7}, y 77 denotaremos
a las proyecciones en los factores apropiados del producto I x IV,

2.2.10 Lema. Sean € N\ {0} y T alguna de las clases X}, TI1. Si X €T,
M es un subconjunto cerrado de X y f : M — IN x (IN\ C,,) es una funcién
continua e inyectiva tal que f(M) € T', entonces existe una funcion g : X —
IN x IV continua e inyectiva que extiende a f y tal que g(X \ M) C IN x C,,,.
Ademas g(X) € T.

Demostracion.

AFIRMACION 1: Existe una inmersién h : X — IV tal que para todo k € N,
el conjunto {m € N : m,, o h = m; o h} es infinito.

Demostracion de la Afirmacion: Como X es un espacio metrizable y sepa-
rable, existe una inmersién A : X — IV [14, Teorema 4.14]. Consideremos
{L, : n € N} una coleccién de subconjuntos infinitos de N, ajenos entre si y
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tales que N = J, .y L. Definimos h : X — I™ mediante h(z)(k) = A(z)(n),
donde n es el inico nimero natural tal que k£ € L,,.

Veamos que h es inyectiva. Sean z, y dos elementos distintos de X. Como
la funcién A es inyectiva, existe n € N tal que A(z)(n) # A(y)(n). Fijando
cualquier k € L, obtenemos que h(x)(k) = A(z)(n) # My)(n) = h(y)(k).
Por lo tanto h(z) # h(y).

Ahora comprobaremos que h es continua. Por la Proposicién 1.2.3, basta
verificar que 7 o h es continua, para todo k € N. Sea £ € N. Si n es el tinico
nimero natural tal que k € L, entonces (1 o h)(z) = h(z)(k) = A(z)(n) =
(m, 0 A)(z). Por lo tanto mx o h = m, o A. Como A es continua, obtenemos que
7, o h también es continua.

Ahora veamos que para todo k € N, el conjunto {m € N : m,,0h = mzoh}
es infinito. Sea k € N y n el inico nimero natural tal que k € L,,. Veamos
que L, C{m €N : 7, 0 h =m0 h}. Tomemos m € L, y x € X. Entonces
(Tm o h)(x) = h(z)(m) = A(z)(n). Como k también es un elemento de L,
sucede que (m o h)(z) = h(x)(k) = A(x)(n). Por lo tanto m,, o h = 7 o h.
Debido a que L, es infinito, obtenemos que {m € N : m,, o h = 7 o h}
también es infinito. X

Como M es un subconjunto cerrado de X, sucede que M es un subcon-
junto G5 de X (Teorema A.2.3). Por lo tanto X \ M es un subconjunto F, de
X. Asi, podemos representarlo en la forma X \ M = J~, My, donde Mj, es
cerrado en X y My C M1, para todo k € N (recuerde que la unién finita de
subconjuntos cerrados de un espacio topoldgico es a su vez un subconjunto
cerrado).

Observe ahora que

[ = (Aren(my 0 ) A(Apen(mi 0 f)). (2.1)

En efecto: sea x un elemento arbitrario de M. Denotamos f(z) = (u*,v*),
donde u® = (uf, uf,...) y v* = (v§, v{,...). De esta forma:

ut = ((mg 0 f)(@), (myo f)x),...) = Apen(mi o f)(@) ¥
v" = ((m5 0 (), (71 0 )(2),...) = Apen(mi 0 f)(2).

La ecuacién (2.1) nos sugiere que podemos obtener una extensién continua

de f definiendo dos colecciones de funciones continuas {®;, : X — I : k € N}

v{¥,: X - 1 : k € N} tales que &, |y= 7m0 fy Uy [y= 7o f,

para todo k£ € N. Posteriormente consideraremos los productos diagonales de
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cada una de estas familias, esto es ¢g' = Apen®r v ¢° = ArenVy. Finalmente,
el producto diagonal de ¢g' y ¢ nos proporcionard una funcién continua
g: X — IV x IN que extiende a f.

Con esta idea en mente definimos, para cada k € N, ¢y, ¢y : M UM —
[0, 1] mediante

_ [ (mof)@)  sizeM,
Pu(w) = { (mpoh)(x)  six € My,
o) = { o e e

Por el Teorema de Extensién de Tietze [14, Teorema 1.3] existen &y, Wy :
X — [0,1] extensiones continuas de ¢, y ¥x. Definimos g' = Apen®s, ¢* =

ApenVy y g = g*Ag2

AFIRMACION 2: La funcién ¢ es una extensién de f.
Demostracion de la Afirmacion: Observe que si x € M, entonces

9" (z) = Apen@i(2) = Apendi(z) = Apen(my o f)(2).

Anélogamente ¢*(z) = Agen(m: o f)(z). Utilizando la ecuacién (2.1) y la
definicién de la funcién g obtenemos que g(z) = f(x). Por lo tanto g [y= f.
X

AFIRMACION 3: g(X \ M) C IN x C,,.
Demostracion de la Afirmacion: Sea z € X \ M. Fijando kg € N tal que x €
My, v utilizando el hecho de que M), C M;1, para todo k € N, obtenemos
lo siguiente:
Vk>ko (€ My, =16 M=) =25 = Up(z) = —25).
Ademds, por definicién de la funcién g2, sucede que ¢*(z) = Apen¥i(z).
1

Estos dos hechos implican que (m;09%)(z) = Wi(z) = 5, para todo k > k.

Por lo tanto ¢?(z) € C,,. X
AFIRMACION 4: Para todo k € N, sucede que g [, es una inmersion.

Demostracion de la Afirmacion: Sea k un elemento arbitrario de N. Por la
Afirmacién 1, para cada | € N, el conjunto {m € N : 7, 0oh = moh} es
infinito. Por lo tanto, para cada [ € N,

{meN : mpoh=moh}nN{k+1,k+2,k+3, ...} #0.
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Sea m; el minimo de este conjunto. Asi, m; > k y m,, o h = m o h. Particu-
larmente, Mj, C (),cy Mm,. De esta forma, para cualquier x € Mj,

AlGNCI)ml (ZE) = Al€N¢mz(x) = ((ﬂ-mo © h)(x)v (ﬂ-ﬂu © h)(:l?), - ) - h(I)

Por lo tanto Ajen®,y,, [, coincide con h [y, . Ademds, como h es una inmer-
sion y My, es cerrado en X, sucede que h [y, también es una inmersién. De
esta forma, ¢ [y, es una inmersién, ya que es el producto diagonal de una
familia de funciones que contiene a la coleccion {®,,, [, : | € N} (Teorema
2.2.3). X

AFIRMACION 5: g(X) € T

Demostracion de la Afirmacion 5: Observe que

9(X) = g(MU(X\ M) = f(M)u | g(My).

keN

Ademds, recuerde que B(X) C Aj(X) C I'(X) (Teoremas A.5.5y A.6.6) y
que la clase I' es cerrada bajo imagenes homeomorfas y uniones numerables
(Proposicién 2.2.2). Utilizando que, para todo k € N, M}, es cerrado en X y
g In, es una inmersién, obtenemos que | J, .y 9(My) € T'. Como f(M) € T,
concluimos que g(M) €T X

Finalmente, la inyectividad de g es consecuencia de lo siguiente:
» la familia {M}, : k € N} es creciente,
» g [u es inyectiva y g [, es inyectiva, para cada k € N,
» g(M)Ng(X\ M) =0.
Esto finaliza la demostracion del lema. [

Ahora introducimos la siguiente nocion.

2.2.11 Definicion. Sea I' una clase de conjuntos, Z un espacio polaco y
X C Z. Decimos que X es I'-duro si para cada P € ['(C) existe una funcién
continua g : C — X tal que P = g~ 1(X). Decimos que X es I'-completo si X
es [-duroy X €T
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Note que, en el contexto de la definiciéon anterior, X es I'-duro, si y sélo
si, cualquier elemento de la clase I'(C) es una preimagen continua de X. La
nocion que introducimos a continuacién nos proporciona los ejemplos mas
comunes de conjuntos I'-completos.

2.2.12 Definicion. Sean X, Y espacios polacos y I' una clase de conjuntos.
Decimos que un conjunto U C Y x X es Y-universal para I'(X) si U €
'Y xX)y[(X)={U, : ye Y}, donde U, ={z € X : (y,z) € U}, para
caday €Y.

Observacion: Consideremos ahora Y un espacio polaco y I" una clase de
conjuntos. Observe que si existe U C Y x C que es Y-universal para I'(C),
entonces U es I'-completo. En efecto: U € I', por definiciéon de conjunto Y-
universal para ['(C). Por otra parte, debido a que I'(C) = {U, : y € Y},
obtenemos que para cada P € I'(C) existe y € Y tal que P = U,. Para
demostrar que U es I'-duro debemos exhibir una funciéon continua g : C —
Y x C tal que P =g ' (U). Sea g : C — Y x C dada por g(r) = (y,z), para
cadaz €C. Asi g (U)={z€C : (y,x) eU} =U, = P.

La observacion anterior y el hecho de que para cada n € N, existe un
conjunto C-universal para IIL(C) (Teorema A.6.10), implican el resultado
plasmado en el siguiente lema.

2.2.13 Lema. Para todo n € N\ {0}, existe un conjunto U C C x C que es
I} -completo.

Emplearemos el siguiente resultado sin dar una demostracion del mismo.
El lector interesado puede consultar [14, 26.11].

2.2.14 Lema. Sea ' una clase de conjuntos tal que 5 UTI) C T, cerrada
bajo preimdgenes continuas y uniones e intersecciones finitas. Si Z es polaco
y X C Z, entonces X es I'-duro, si y solo si, para cada P € T'(C) existe una
inmersion g : C — Z tal que P = g~ 1(X).

Utilizando el resultado anterior podemos demostrar lo siguiente:

2.2.15 Lema. Sea T una clase de conjuntos tal que BIUILY C T, cerrada bajo
preimdgenes continuas y uniones e intersecciones finitas. St Z es un espacio
polaco, X es un subconjunto cerrado de Z y X es I'-duro, entonces para cada

P e T(C) existe F' un subconjunto cerrado de X tal que F es homeomorfo a
P.
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Demostracion. Sea P € T'(C). Por el Lema 2.2.14, existe una inmersién g :
C — Z tal que P = g7*(X). Debido a que g es continua y a que X es
cerrado en Z, obtenemos que P es cerrado en C. Como g : C — ¢(C) es
un homeomorfismo, g(P) es cerrado en ¢g(C). Por otra parte, debido a que
C es un espacio compacto y a que Z es un espacio Hausdorff, sucede que
g : C = Z es una funcién cerrada. Asi, g(C) es cerrado en Z. Por lo tanto
g(P) es cerrado en Z. El hecho de que g(P) = g(¢~ (X)) C X implica que
g(P) = g(P)n X. Por lo tanto g(P) es cerrado en X. Finalmente, como P
es un subconjunto cerrado de C 'y g : C — ¢(C) es un homeomorfismo, sucede
que g [p: P — g(P) es también un homeomorfismo. O

2.2.16 Teorema. (a) Si X es un espacio Il{-completo ¢ bien I1}-completo,
entonces X se condensa sobre I x IN.

(b) Si X es un espacio II! -completo con n > 3, asumiendo el Azioma de

Determinancia Proyectiva podemos concluir que X se condensa sobre
IN x IV,

Demostracién. Haremos la construccién de la condensacién de X sobre I x
IN para ambos casos (inciso (a) e inciso (b)), haciendo énfasis en la aplicacién
del Axioma de Determinancia Proyectiva en el momento justo en que lo
hagamos. Fijemos n € N\ {0}. El Lema 2.2.13 y el hecho de que C x C
es homeomorfo a C garantizan la existencia de un conjunto ¥ C C que es
IT! -completo.

AFIRMACION 1: Existe una inmersién cerrada i : N x Y — X.

Demostracion de la afirmacion: Sabemos que el producto de una cantidad a
lo mas numerable de espacios polacos es un espacio polaco [14, Proposicién
3.3]. Recuerde que un espacio topoldgico es cero-dimensional si es Hausdorff
y tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos. El Corolario A.1.3
establece que el producto de una cantidad numerable de espacios discretos
es un espacio cero dimensional. Por lo tanto, N x C es un espacio polaco
y cero dimensional. Utilizando el Teorema A.4.10 obtenemos que N x C es
homemomorfo a un subespacio G5 de C. Por esta razén podemos asumir que
N x C es un subespacio de C.

Debido a que la clase I} es cerrada bajo imdgenes homeomorfas y uniones
numerables (Proposicién 2.2.2) obtenemos que N x Y = (J,.y({k} X Y) €
IT! (C) (recuerde que Nx Y C N x C CC).
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Como X es metrizable y separable, sucede que X es homeomorfo a un
subespacio del Cubo de Hilbert IN [14, Teorema 4.14]. Utilizando el Lema
2.2.14 y el hecho de que X es II'-completo, obtenemos que existe una inmer-
sion g: C — IMtal que Nx Y = g7 }(X). Asf, g(Nx Y) = g(¢g71(X)) C X.
Definimos ¢+ = g [nxy: N x Y — X. Como g es continua e inyectiva, suce-
de que i : N xY — (N x Y) es biyectiva y continua. Asi, para demostrar
que i : NxY — i(N x Y) es un homeomorfismo sélo falta verificar que
i:NxY — i(NxY) es una funcién cerrada. Con este objetivo tomamos W
un subconjunto cerrado de C. Por la inyectividad de g:

iWNNXY)) =gW)Ng(NxY)=g(W)niNxY).

Como C es un espacio compacto v I es un espacio Hausdorff, sucede que
g : C — IN es una funcién cerrada. Por lo tanto g(W) es cerrado en I y en
consecuencia g(W) Ni(N x Y') es cerrado en i(N x Y. Esto demuestra que
1:NXxY — X es una inmersion.

Ahora comprobaremos que ¢ : N X Y — X es una funcién cerrada. Para
esto verificaremos que (N xY') es un subespacio cerrado de X . Basta analizar
lo que sucede cuando i(N x Y) & X. Tomemos = € X \ i(N x V). Observe
que no es posible que = € ¢g(C). En efecto: si x € ¢(C), entonces x = g(s),
para un tnico s € C. Asi, s € g7'(X) = N x Y. Por lo tanto z € i(N x Y),
lo que contradice la eleccion de x. De esta forma,

r€ X\ ([(NxY)ug(C))=X\y(C).

Como g : C — IN es una funcién cerrada, g(C) es cerrado en I". Por lo
tanto X \ ¢g(C) es una vecindad del punto z en el espacio X, contenida en

X \ (N xY). Esto demuestra que i(N x Y') es cerrado en X.
De esta forma, si F' es un subconjunto cerrado de C, entonces:

(FN(NxY)=g(FN(NxY))=¢g(F)Ng(NxY)=g(F)NiNxY).
Por lo tanto 7 : N x Y — X es una funcién cerrada. X

Utilizando la inmersion cerrada ¢ : N x Y — X de la Afirmacion 1,
definimos, para cada k € N, Dy =i({k} x Y).

AFIRMACION 2: La coleccién {D) : k € N} es una familia discreta de
subconjuntos cerrados de X. Ademas, para todo k € N, Dj es un conjunto
IT! -completo.
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Demostracion de la afirmacion: Note que como i : NxY — X es una funcién
cerrada, cada Dy, es un subconjunto cerrado de X. Veamos que {Dy, : k € N}
es una familia discreta en X. Para esto elegimos =z € X.

Utilizando que (N X Y") es un subconjunto cerrado de X, obtenemos que
siz e X \i(NxY), entonces X \ i(N x Y) es una vecindad de z que no
intersecta a ningun elemento de la familia {Dj, : k € N}.

Por otra parte, si x € i(N xY) = [J,cyi({k} X Y), entonces existe
un unico £ € N tal que x € Dy. Como i : NxY — (N xY) es un
homeomorfismo, sucede que Dy, es abierto en i(NxY'). Asi, existe U € T*(X)
tal que Dy, = U Ni(N x Y). Veamos que U solo intersecta a un elemento de
la familia {Dj, : k € N}. Tomemos j € N\ {k}. Es cierto que U N D; C
UNi(NxY) = Dy Por lo tanto, si U N D; # (), entonces D; N Dy, # 0,
lo que es una contradiccién (por la inyectividad de 4, si j y k son elementos
distintos de N, entonces D; N Dy = ().

Ahora veremos que para todo k € N, Dy es un conjunto IT!-completo.
Sea k € N. Como II! es cerrada bajo imagenes homeomorfas (Proposicién
2.2.2), el hecho de que Y € I} (C) implica Dy = i({k} xY) e I} (X). KX

Recuerde que, dado [ un elemento fijo de N, denotamos mediante C} al

conjunto de sucesiones en [ que se estacionan en 14%1 Es decir,

Cr={z = (z,) € IN : existe nyg € N tal que z,, = l%l para todon > ng}.
Definamos ahora para cada k € N, By, = I" x (IN\ ., C)-

AFIRMACION 3: Para todo k € N, se tiene que By, = B U (IN x Ciy).
Demostracion de la afirmacion: Sea k € N. Como los elementos de la familia
{C; : 1 € N} son ajenos dos a dos, sucede que Cyq C I\ Uissep1 G- Por lo
tanto IN x Cyyq C IV x (1IN Uis ks C1) = Byt1. Ademés By, C By para
todo k € N. Esto dos hechos implican que By, U (IN x Cry1) C Biyr.

Ahora elegimos (z,y) € By = I x (IN\ Ujpsq C1). Observe que si
y € Chy1, entonces (x,y) € IN x Cyyq. Por otra parte, si y € IN \ Chy,
entonces y € I\ J,o,, Ci v en consecuencia (z,y) € By, X

AFIRMACION 4: (J, oy By = IV x I,

Demostracion de la afirmacion: Basta verificar que IN x IN C UkeN B;.
Sea (x,y) € IN x IN. Si y no es una sucesién estacionaria, entonces y €
I"\ U2 Gt = Mo (IN\ C)). Por lo tanto (z,y) € By. Ocurre lo mismo si y
se estaciona en un nimero que no pertenece al conjunto {7 : k € N, k > 2}.
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Ahora supongamos que y se estaciona en algin elemento del conjunto
{% . k€ N,k > 2}. Tomemos k € N, k > 2, tal que y se estaciona en el
nimero ;. Utilizando que los elementos de la familia {C; : | € N} son ajenos
dos a dos, obtenemos que: y € Cy_y C IN\ J;o,_, Ci, ¥ en consecuencia
({L‘ , y) € By. X

Sea {Fy : k € N} una cubierta cerrada de X, localmente finita y tal
que Dy € F \ ;4 F1- Definimos, para cada k € N, A, = U<, 7. Note
que {Ax : k € N} es una cubierta cerrada de X y que Ay C Ajyq, para
todo k € N. Nuestro objetivo es construir, de forma recursiva, una coleccion
{fr : k € N} de funciones tal que, para cada k € N:

(1) fx: Ax = IN x IN es continua e inyectiva,
(2) fiolAp) € (I % I7),

(3) fkt1 extiende a fy,
)

(4) Bi C fr41(Ars1) € Brgr vy fo(Ao) C B.

La unién de las funciones f; serd una condensacién de X sobre IN x IV,

Primer paso: Construyamos a la funcién fy. Como X es metrizable y
separable, existe una inmersién h : X — IN. Como Ay = Fy = D, es cerrado
en X, sucede que h [4,: A9 — IV es una inmersién. Sea e : Ag — IV la
funcién que a cada elemento de A le asocia la sucesién constante (1,1,...).
De esta forma, el producto diagonal fo = h [4, Ae : Ag — IN x IN es una
inmersién (Teorema 2.2.3). Debido a que la clase IT! es cerrada bajo imdgenes
homeomorfas y a que Ay € B(X) C II}(X) (Proposicién 2.2.2 y Teorema
A.5.5), obtenemos que fo(Ag) € ITL (1N x IN). Ademais

(].,].,) € [N\UCI = fo(A()) - IN X (IN\UCZ) = By.
>0 >0
Por lo tanto, f cumple las condiciones (1)-(4).

Segundo paso: Sea k € N. Supongamos que hemos construido una fun-
cién fr que cumple las condiciones (1)-(4). Sabemos que para cada [ € N, C}
es un subconjunto F, del producto I™ (Lema 2.2.9). Asi I"\|J,., Ci € B(I"Y).
Esto implica que

B, =1"x (I"\| J&) € BU" x I") C A{(IN x IY) € =), (1N x 1Y),

>k
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Ademsas, como la funcién f;, satisface la condicién (2), sucede que (IN x IN)\
fe(Ay) € ZLIN x IN). Por lo tanto By, \ fx(Ag) € EL(IN x V),

Caso (a): Si X es un espacio II}-completo ¢ II}-completo, utilizando el
Teorema 2.2.8 podemos concluir que existe P € II}(C) (6 P € II}(C)) y una
condensacién g : P — By \ fr(Ag).

Caso (b): Si X es un espacio II' -completo con n > 3, aplicando el Teore-
ma 2.2.7 (recuerde que en este caso asumimos el Axioma de Determinancia
Proyectiva), podemos concluir que existe P € IIL(C) y una condensacién

Utilizando el hecho de que Dy, es un conjunto ITI!-completo (Afirmacién
2) y el Lema 2.2.15, obtenemos que existe F' un subconjunto cerrado de Dyq
que es homeomorfo a P. Recuerde que Fy.q y Dgyq son subespacios cerrados
de X y que Dyy1 C Fjiq. Esto implica que Dy1 es un subespacio cerrado de
F11. Asi, podemos considerar a P como un subespacio cerrado de Fy,1. En
esta parte de la demostracion utilizaremos el Lema 2.2.10 para obtener una
extensién adecuada de la funcién fr. Debemos comprobar que se cumplen
todas las condiciones para aplicar dicho Lema. Note que:

= App1 = Uik Fi € B(X) CIIL(X),
= PC Dy C P \Up Fr = Frpn \ A = PN A, =0,
= P U A es un subconjunto cerrado de Agy1,

» g(P)Ufr(Ag) = By C INx (IN\Cry1) (recuerde que g : P — By \ fir.(Ax)
es una condensacién),

= g(P) N fi(Ar) =0,

= la funcién f, = gU fp : PUA, — IN x (IN\ Ciy1) es continua, inyectiva
y su imagen es un conjunto de Borel.

Aplicando el Lema 2.2.10 a la funcién f;, (tomando m = k1) obtenemos
ferr + Appr — IV x IV una extension continua e inyectiva de f,. De esta
forma, fi4; cumple las condiciones (1)-(3). Veamos que también cumple la
condicion (4):

fl:: = fi+1 [Pua, = Bir = fir1i(PUAL) = fi;(PU Ar) C frp1(Apgr).
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Por otra parte, el Lema 2.2.10 nos garantiza que fy+1(Axs1 \ (PUAR)) C
(IN x Cyy1). Ademds, fry1(P U Ay) = By. Utilizando la Afirmacién 3 obte-
nemos que:

Srr1(Aps1) = ferr (Apsr \ (P U AR)) U fioa (P U Ay)
C (1IN x Cyy1) U By, = Byy.

AFIRMACION 5: La funcién h = (J,oy fr es una condensaciéon de X sobre
N x M.
Demostracion de la Afirmacion: Veamos que el dominio de h es el espacio
X:

dom(h) = U dom(fi) = U A =X

keN keN

La sobreyectividad de h es consecuencia de la condicién (4) y de la afirmacién
4. En efecto:

M x 1" = fo(Ag) U (| Bx)
keN

C fo(Ap) U U Jrra( Ak+1)) = h(X).

keN

Finalmente, la inyectividad de h se debe a que Ay C Agi1, k € N, y a que
cada funcién f; es inyectiva. ]

Los siguientes resultados fueron establecidos por Andretta y Marcone en
[1]. Dichos resultados son una herramienta fundamental para demostrar el
Teorema de Michalewski.

2.2.17 Teorema. Si X es analitico, X no es o-compacto y D C X es denso
y numerable, entonces C,,(D|X) es un conjunto IIi-completo.

2.2.18 Teorema. (ADP) Si X es un conjunto proyectivo, X no es o-compacto,
D C X es denso numerable y n € N\ {0} es el minimo natural tal que
X e X! entonces Cp(D|X) y Cp(X) son conjuntos IL} -completos.

n’

Con todo lo anterior, estamos ya en posiciéon de demostrar el resultado
de H. Michalewski.

2.2.19 Teorema (Michalewski). Si X es un subconjunto proyectivo y no
o-compacto de un espacio polaco, entonces C,(X) se condensa sobre IN. A
menos de que X sea analitico, asumimos el Axioma de Determinancia Pro-
yectiva.



58 CAPITULO 2. TEOREMA DE H. MICHALEWSKI.

Demostracion. Sea X € P = J,,cx 0y 2, Definimos
n=mim{m e N\ {0} : X e} }.

Si n = 1, entonces X es analitico, mientras que si n > 1, entonces X €
YL\ X! . Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Utilizando el
Teorema 2.2.17 para X analitico 6 el Teorema 2.2.18 para X proyectivo
no analitico, obtenemos que C,(D|X) es un conjunto II}-completo. Por el
Teorema 2.2.16, C,(D|X) se condensa sobre IN. Finalmente notamos que el
mapeo restriccion wp @ Cp(X) — Cp(D|X) es una condensacion de C,(X)
sobre C,(D|X) (Proposicién 1.3.2). O

2.2.20 Teorema (Michalewski). Si X es un espacio analitico metrizable,
entonces Cp(X) admite una condensacion sobre un espacio compacto.

2.2.21 Teorema (Michalewski). C,(N) admite una topologia débil compac-
ta.

2.3. El ejemplo de W. Marciszewski.

En esta seccion presentamos un ejemplo de un espacio X metrizable y
separable tal que C,(X) no se condensa sobre ningin espacio o-compacto.
Esto demuestra que no es posible generalizar el Teorema 2.2.20 para todos
los espacios metrizables separables.

Recuerde que el preérden <* en N' = N se define como

f <" gsi f(n) < g(n) para todo n € N salvo una cantidad finita.

Un conjunto D C N es llamado cofinal en (N, <*) si para cada f € N existe
g € D tal que f <* g. Los subconjuntos de N que son cofinales en (N, <*)
son llamados dominantes. Asi, se define el niimero cardinal

0 =min{|D| : D es un subconjunto dominante de (N, <*)}.

El cardinal 0 es llamado el numero de dominacion. Asumiremos que la mini-
ma cardinalidad de un subconjunto dominante en AN es 2¥, esto es, asumi-
remos que 0 = 2¥. Esto significa que el espacio de Baire N no puede ser
cubierto con menos que 2* subconjuntos compactos [10, Teorema 8.2]. No
sera dificil para el lector verificar que esto es equivalente a que la intersec-
cién de menos que 2 subconjuntos de R que contienen a QQ tiene cardinalidad
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2“. Es sabido que el hecho de que 9 = 2% se sigue de la Hipétesis del Continuo
o de el Axioma de Martin y es independiente de los axiomas usuales de la
Teoria de Conjuntos.

Los resultados que exponemos a continuacién seran utiles para nuestros
propésitos.

2.3.1 Proposicion. Todo espacio Y que es una union numerable de com-
pactos metrizables se condensa sobre un espacio metrizable o-compacto.

Demostracion. SeaY = J -, K,, donde K, es un subespacio compacto me-
trizable de Y, para cada n € N. Debido a que la unién de dos compactos
metrizables es un compacto metrizable, podemos asumir que K, C K, 1,
n € N. Como K, es segundo numerable, existe una inmersién 4, : K, — IV,
para cada n € N. Por el Teorema de Extensién de Tietze [14, Teorema 1.3]
podemos fijar f,, : Y — IV una extensién continua de i,,. Entonces la funcién
F = Apenfn: Y — (IY)Y es continua. Esta funcién es inyectiva debido a que
cualquier par de elementos de Y pertenecen a algin K,, y f, es inyectiva en
K,. Por lo tanto, F'(Y') es un subespacio o-compacto del espacio metrizable
(IM)N Claramente F : Y — F(Y) es una condensacién. O

2.3.2 Corolario. Sea X un espacio metrizable y separable. Si C,(X) se
condensa sobre un espacio o-compacto, entonces existe una condensacion de
Cp(X) sobre un espacio metrizable o-compacto.

Demostracion. Sean {K,, : n € N} una colecciéon de espacios compactos
vy ¢ 1 Cp(X) = U,en Kn una condensacién. Para cada n € N, definimos
A, = ¢ Y(K,) C Cy(X) y consideramos ¢ [4,: A, = K,,. Veamos que K, es
metrizable, para todo n € N. Sea n € N. Como X es metrizable y separable,
d(X) = nw(X) = w. Por el Teorema 1.3.6, nw(X) = nw(C,(X)). Por la
monotonia de la funcién cardinal peso de red, obtenemos que nw(A4,) = w.
Debido a que el peso de red no se incrementa por imagenes continuas conclui-
mos que nw(K,) = w. La compacidad de K, implica w(K,) = nw(K,) = w.
Por lo tanto K,, es homeomorfo a un subespacio de I y en consecuencia K,
es metrizable. Finalmente, por la Proposicién 2.3.1, |J, oy K» se condensa
sobre un espacio metrizable o-compacto. ]

2.3.3 Proposicién. Sea D un subconjunto denso de un espacio metrizable
X. SiDCY G X, entonces Cp(D|X) G Cp(D]Y).
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Demostracion. La inclusion C,(D|X) C C,(D|Y') es inmediata. Fijemos una

métrica d compatible con la topologiade X y z € X\Y. Asi, d(y, z) # 0, para

todo y € Y. Definimos la funcién f : Y — R mediante f(y) = m. Como

la funcién d : X x X — R es continua, sucede que f también es continua.
Esto implica que f [p€ C,(D|Y). Veamos que f [p¢ C,(D|X). Supongamos
que existe g € C,(X) tal que f [p= g [p. Como D es un subconjunto denso
de X, existe (z,) € D una sucesién tal que lim, . d(z,,2) = 0. Por la
continuidad de la funcién g obtenemos que lim,, o, f [p (z,,) = 1lim, 400 g [p
(z,) = g(2) € R. Por otra parte, lim,,_,o.(f [p (zn)) = lim, o0 m = 00,
lo que es una contradiccién. O

Comenzamos ahora con la construccion de un espacio metrizable separa-
ble X tal que C,(X) no admite una topologia débil compacta.
Supongamos que 0 = 2“ y consideramos la siguiente familia de funciones:

F={p:B—RY: BeBR"”), QC DCR, |D| <w, pes continua}.

Debido a que el cardinal de esta familia de funciones es igual a 2, podemos
enumerarla de la siguiente forma:

F ={¢a: Bo = RY : o <2*}, donde B, esta contenido en R,
Mediante recursién transfinita construiremos, para cada o < 2“:
= puntos z,, Yo € R,
» subconjuntos A, € G5(R) que contengan a Q,
= funciones continuas f,, g, : Ao — R,
que satisfagan las siguientes condiciones (donde X, = QU {zg : 8 < a}):
(1) zo # zp, para § < «,
(i) (XoUfeal) N {ys : B<a} =0,
(i) T € MNgen As:
(iv) si D, € X,, entonces y, € Do,

(v) si Do € Xy Cp(DalXa) SZ B,, entonces X, C A,y fa [D.E RDQ\Ba,
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(vi) si Do € Xa, Cp(Da|Xa) € Ba ¥ @a [6,(Da|x.) 1O €s inyectiva, entonces
Xa C Aaa fa 7é ga 'y Spa(fa rDa) = (pa(ga rDa)'

Es muy importante sefialar que las condiciones (iv)-(vi) son mutuamente ex-
cluyentes. Durante la construccion, en diversas ocasiones requerimos obtener
una extension continua de una funcién dada. Esto lo lograremos utilizando
el Teorema de Lavrentiev, que a continuacion enunciamos. El lector encon-
trara en el Apéndice A una demostracién de este Teorema.

2.3.4 Teorema (Lavrentiev). Sean Y metrizable, Z completamente metri-
zable, H CY y A : H — Z una funcion continua. Entonces existen G un

conjunto Gs tal que H C G C ¢l(H) y una extension continua vy : G — Z de
A

Primer paso de la construccion: a = 0. En este paso de la cons-
truccién sucede que Xo = QU {zg : <0} =Qy mﬂSO Ag = Ap. Para
poder seleccionar a los puntos xg, yo € R, a los conjuntos Ay € Gs(R) que
contengan a Q y a las funciones continuas fy, go : A9 — R que cumplan las
condiciones requeridas, consideraremos tres casos mutuamente excluyentes,
estos casos corresponden a las condiciones (iv)-(vi).

Caso 1: Dy ¢ X, = Q. Tomamos yo € Dy \ Q y definimos A4y = R y
fo = go = 0. Finalmente elegimos zo € R\ {yo}. Es claro que los objetos que
hemos elegido cumplen las condiciones (i)-(iv).

Caso 2: Dy C X = Q y Cp(Do|Xo) € By. Por definicién de la familia
F, sucede que Q C Dy. Por lo tanto Q C Dy C Xy = Q. Esto implica que
Dy =Qy Cp(Dy|Xo) = Cp(Q). Como estamos suponiendo que Cy(Dy|Xy) =
C,(Q) € By, existe una funcién continua f : Q — R tal que f ¢ By. Por
el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4), existe un conjunto Ay € G4(R)
tal que Q C Ay y una funcién continua fy : A9 — R tal que f = fy [o.
Definimos gy = fo. Finalmente escogemos xy € Ag, yo € R\ (Q U {x0}).
Hacemos notar que fy [p,= fo lo= f € RP?\ By. De esta forma, los puntos
To, Yo, €l conjunto Aq y las funciones continuas fy, go cumplen las condiciones

(i), (i), (i) y (v).

Caso 3: Dy C Xy = Q y C,(Do|Xo) C By. En este caso también sucede
que Dy = Q y Cp(Dy|Xo) = Cp(Q). Ademas, debido a que gq es una funcién
de By C R” en RN, y a que estamos suponiendo que C,(Q) C By, tiene
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sentido considerar la restriccién de ¢ al conjunto C,(Q). Esto nos lleva a
analizar los siguientes dos subcasos.

Subcaso A: ¢y [¢,(q) no es inyectiva. Tomemos f, g € C,(Q) tales que
f# 9y @o(f) =¢o(g). Por el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4), existen
conjuntos B, C' € Gs(R) tales que Q C B, Q C C' y funciones continuas
f:B >R, g:C%RtaIesquef[@:fyg o= g¢. Definimos Ay = BN C,
fo=f 40 ¥ 9o = G [a,- Note que Ay € G5(R) porque es la interseccién
de dos elementos de elementos de esta clase. Ademas X, = Q € Ay. Como
Q C Ayy f # g, obtenemos que fy # go. Ademas

©o(fo Ipo) = wo(fo To) = wo(f Ta) = wo(f).

Analogamente o(g) = vo(g0 [p,)- Por lo tanto ¢vo(fo [p,) = ¢o(go0 [py)-
Esto muestra que el conjunto Ag y las funciones fy, go cumplen la condicién

(vi). Finalmente elegimos zo € Ay, yo € R\ (QU {z0}).

Subcaso B: ¢y [¢,(qg) es inyectiva. Este caso es sencillo: definimos Ag = R
y fo = go = 0. Escogemos g € Aoy yo € R\ (QU {z0}).

Segundo paso de la construccién: Supongamos que para cada § <
a < 2% hemos escogido puntos zg, ys € R, un conjunto Az € Gs(R) que
contiene a Q y funciones continuas fz, gs : Ag — R. Analizaremos los cuatro
casos expuestos anteriormente.

Caso 1: D, € X,,. Sea y, € D, \ X,. Definimos A, =Ry f, =go =0.
Debido a que asumimos que la interseccién de menos que 2“ subconjuntos
de R que contienen a Q tiene cardinalidad 2¥, sucede que (g, Ag € {Ya} U

{z5 : B<a}U{ys : B < a}. Elegimos

To € ﬂAg\({ya}U{x/g c B <alU{ys : B<al).

BLa

El hecho de que y, ¢ X, implica lo siguiente:
(Xa U{za}) 0 {ys = B <a} = (XaU{za}) N{ys : B <a}
=X,N{ys : B <a}.

Verifiquemos que X,N{ys : f < a} = 0: supongamos que existe z € X,N
{ys : B < a}. Ast z = yg,, para algun Sy < a. Dado que z € X,,, tenemos
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dos posibilidades: z € Q, o bien, z € {zg : [ < a}. Si z € Q, entonces
z€ Xg, © (Xﬁo U {xﬁo}>' Por lo tanto (Xﬁo U {xﬁo}) n {y’Y SRS 50} # 0, lo
que contradice la condicién (ii) y la hipétesis de induccion.

Por otra parte, si z € {zg : [ < a}, entonces z = wg,, para algin
f1 < a. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que Sy < ;. Por lo tanto
z € (Xg U{zg }) N{y, : v < B}, lo que contradice la condicién (i) y
la hipétesis de induccién. Esto muestra que los objetos que hemos elegido
cumplen las condiciones (i)-(iv).

Caso 2: D, C X, y Cp(Dy|X,) € B,. Sea f : X, — R una funcién
continua tal que f [p,¢ B,. Por el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4),
existen un conjunto A, € Gs(R) tal que X, C A, y una funcién continua
fa i Aa — R tal que f, [x,= f. Definimos g, = f,. De esta forma, f, [p, =
f Ip.¢ Ba. Esto muestra que el conjunto A, y la funcién f, cumplen la
condicién (v). Ahora elegiremos a los puntos x4 y ¥a.

Note que R € X, ya que | X,| = |QU{zs : S < a}| < |R| = 2“. Elegimos
Yo € R\ Xy

Ty € ﬂAg\({ya}U{x/g c B <alU{ys : B<al).

BLa

Mediante un razonamiento similar al que hicimos en el Caso 1, en este
paso de la construccién obtenemos que (X, U{z.}) N{ys : B < a}=10.

Caso 3: D, C X, y Cp(D,|X,) C B,.

Subcaso A: ¢, [c,(D.|x.) DO es inyectiva. Tomemos f, g : Xo — R

continuas, tales que f [p,# g [p, ¥ ¢a(f [p.) = ¥alg Ip,). Utilizando
el Teorema de Lavrentiev (Teorema 2.3.4) obtenemos que existen conjuntos

B,, Cy € G5(R) que contienen a X, y funciones continuas f, : B, = Ry
Jo : Cp — R tales que f; Ix.= [V 9o [x,= g. Definimos A, = B, N Cy,
fo = jz A, YV 9o = Ja [4a,. Note que f, ¥ g, son extensiones continuas de f y
g. Ademids X, C A, v A, € Gs(R) porque es la interseccién de dos elementos

de elementos de esta clase. Como D, C A,y f Ip.# ¢ Ip., obtenemos que
fa # go. Ademas:

Spa(fa rDa) = Soa(f rDa) = anz(g rDa> = Qpcx(gcx rDa>

Esto muestra que el conjunto A, y las funciones f,, g, cumplen la con-
dicién (vi). Elegimos a los puntos x,, y, como en el caso (2).
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Subcaso B: ¢, [c,(p.|x.) €8 inyectiva. Este caso es sencillo: definimos
Ay =Ry fo = ga = 0. Escogemos x, y y, como en el caso (2).

Para finalizar la construccién de X, definimos X = QU {z, : a < 2¥}
y lo equipamos con la topologia de subespacio de R. De esta forma, X es
un espacio metrizable y separable. Veamos que C,(X) no se condensa sobre
un espacio o-compacto. Supongamos que existen un espacio o-compacto Sy
1 : Cp(X) — S una condensacion. Por el Corolario 2.3.2 podemos asumir que
S es un espacio metrizable. Como S es un espacio o-compacto metrizable, S
es homeomorfo a un subespacio de RY. Asi, podemos considerar que S es un
subespacio de RY.

En esta etapa de la demostracién utilizaremos el siguiente resultado sobre
factorizacién [3, Teorema 6]. Recordemos que para un subconjunto D de un
espacio X, la funcién 7p : R¥ — R? es la proyeccién canénica.

2.3.5 Proposiciéon. Sea E un subconjunto denso numerable de un espacio Z
y sea  : Cp(Z) — RN una funcidn continua. Entonces existen un conjunto
numerable D C Z y una funcién continua 9 : C,(D|Z) — RN tales que

ECDyy=190(np [c,z)-

Regresando a la demostracién de que C,(X') no admite condensaciones so-
bre espacios g-compactos, note que la Proposicién 2.3.5 implica la existencia
de un conjunto numerable D C X y una funcién continua 9 : C,,(D]|X) — RN
tales que Q € D y ¢ = 9o (7mp [¢,(x)). Por el Teorema de Lavrentiev
(Teorema 2.3.4), existen un conjunto G € G(;(RD ) que contiene a C,(D|X)
y una funcién continua J: G — RY tal que J lc,(pjx)= ¥. Definamos
B =945 C Gy¢ =0 |p Debido a que S es un subespacio o-
compacto, sucede que S € F,(RY). Por la continuidad de 5, obtenemos que
B € F,(RP) C B(RP). Asi, por definicién de la familia F, sucede que ¢ € F,
es decir, p = p,, B= B,y D = D, para algin a < 2“.

Observe ahora que C,(D|X) € B. En efecto: tomemos f € C,(X). Como
U lc,(pix)= U, sucede que 19(f 'p) = ¥(f [p). Ademds, como ¥ = @ o
(7D Te,(2)), tenemos que I(f [p) = ¥(f) € S. Por lo tanto f [pe 91(S) =
B.

También es cierto que ¢(B) = Sy S C ¢(Cy(D|X)). En efecto: por
definicién de la funcién ¢ sucede que ¢(B) = 5(3) Ademas, por definicién
del conjunto B sucede que J(B) = J(9-1(S)) C S. Para demostrar la otra
contencién tomamos z € S. Por la sobreyectividad de ), existe f € C,(X)
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tal que 9(f) = 2. Entonces 9(f [p) = ¥(f) € S. Por lo tanto f [p€ J1(S)
y z € 9(971(9)). Finalmente, debido a que C,(D|X) C B, obtenemos que
z=o¢(f Ip)-

Observe también que ¢ [, (p|x) es inyectiva. En efecto: si f, g € Cp(X)

son tales que ¢(f [p) = ¢(g [p), entonces o(f [p) = I(f [p) = ¥(f).
Anélogamente ¢(g [p) = ©(g). Por la inyectividad de ¢ obtenemos que
f=y

Teniendo en cuenta las observaciones que acabamos de hacer, analizare-
mos los cuatro casos considerados durante la construccion del espacio X.

Caso 1: D, ,Q_ X, Por la condicién (iv): y, € D,. Ademds, por la
condicién (il): y, ¢ X. Entonces D, € X, lo que contradice la eleccién de
D,

Caso 2: D, C X, y Cp(Ds|Xa) € B,. Por la condicién (v): X, C A,.
La condicién (iii) implica que z3 € A, para todo 5 > «. Por lo tanto X =
XoU{zg€e A, : B> a} CAyy fa [x€ Cp(X). Utilizando nuevamente la
condicién (v) obtenemos que f, [p,€ Cp(Dy|X) \ Ba, lo que contradice el
hecho de que C,(D,|X) C B,.

Caso 3: D, C X,, Cp(Ds|Xa) C B,.

Subcaso A: ¢, [¢,(D.|x.) 1o es inyectiva. Por la condicién (vi): X, C A,.
La condicién (iii) implica que z3 € A, para todo 5 > «. Por lo tanto X =
XoU{zg € A, : B>a} C A, Asl f, [x ¥ 9o [x son elementos de C,(X).
Nuevamente por la condicién (vi) es cierto que ¢(fo [p.) = ©(ga [p,). Sin
embargo fo [p# ga [p, lo que contradice el hecho de que ¢ [¢,(p,|x) €s
inyectiva.

Subcaso B: ¢, [¢,(p.|x.) €s inyectiva. La condicién (i) implica que X, es
un subconjunto propio de X. Por la Proposicién 2.3.3, C},(D4|X) estd conte-
nido propiamente en Cy(D,|X,). Sea h € Cp(Dyo|Xa)\Cp(Dy|X). De esta for-
ma ¢(h) € p(Cp(Da]Xa)) € @(B,). Pero hemos visto antes que ¢(B,) = S.
Ademis ¢(h) ¢ p(Cp(Da|X)) porque estamos asumiendo que ¢ es inyectiva
en Cp(Dy|X,). Por lo tanto S\ ¢(Cy(D4a| X)) # 0, 1o que contradice el hecho
de que S C o(C,(D,]X)).

Todo lo anterior nos permite concluir que bajo la hipdtesis 0 = 2, el
subespacio de la recta real X = QU {z, : o < 2¥} tiene la propiedad de que
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su espacio de funciones C,(X) no admite una topologia débil o-compacta (en
particular, no admite topologias débiles compactas).



Capitulo 3

El teorema de V. V. Tkachuk.

3.1. Introduccion.

En el capitulo anterior desarrollamos toda la teoria necesaria para de-
mostrar el resultado de H. Michalewski que establece que si X es un espacio
metrizable analitico entonces C,(X) sf admite una topologia débil compacta.
En [6], Arhangel’skii y Pavlov, estudiaron sistematicamente cudndo el espa-
cio Cp(X) admite una topologia compacta 6 una topologia o-compacta. De
manera particular, plantearon las preguntas siguientes (cf. problemas 29 y

30 en [6]):

= Sea A, la compactacién de Alexandroff del espacio discreto de cardi-
nalidad 7, donde 7 > w. ;Existe una condensacién de C,(A,) sobre un
espacio g-compacto?

= Sea X un compacto de Corson (Eberlein) no metrizable. ;Puede ser
condensado C,(X) sobre un espacio o-compacto?

La finalidad del presente capitulo es exponer el resultado de V. V. Tka-
chuk que establece que si X es un compacto de Corson no metrizable entonces
Cp(X) no admite una topologia débil o-compacta. Dicho resultado responde
de manera negativa a las anteriores dos preguntas.

67
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3.2. Imagenes de subespacios de espacios pro-
ducto.

Consideremos una coleccién de espacios topoldgicos {Z; : t € T}, Z =
[licr 20y ACT. Entonces Zy = [[,c4 Ziesla A-carade Z ymy: Z — Zy
es la proyeccién natural definida mediante m4(f) = f [4, para cada f € Z.

Un conjunto F' C Z depende de A C T si 7T21<7TA(F>) = F. Note que
para cualquier F' C Z y cualquier A C T sucede que F' C WA?I(WA(F) ) En
efecto: siz € F, entonces ma(z) € T4(F) y en consecuenciaz € 7" (ma(F)).

Si F' depende de un conjunto de cardinalidad <  diremos que F' depende
de a lo mds k-coordenadas. Diremos que un conjunto £ C Z cubre una cara
Za de Z si ma(E) = Z4. El siguiente lema nos serd de mucha utilidad.

3.2.1 Lema. Sean {Z; : t € T} una coleccion de espacios topoldgicos, F C
Z=1lier 2t yA,BCT. Si F depende de A y A C B, entonces F' también
depende de B.

Demostracion. Sabemos (por la observacion realizada en el segundo parrafo
de esta seccién) que F C 7' (7wp(F)). Asi, sélo hace falta verificar que
75 (75(F)) C F. Tomemos z € ;' (7p(F) ). Entonces mp(x) € mp(F), es
decir, existe y € F tal que mg(x) = mg(y). De esta forma, z [p=y 5. Como
A C B, obtenemos que x [4= ¥y [4. Por lo tanto m4(z) € ma(F), es decir,
z € 7' (7a(F)). Pero por hipotesis m," (7a(F)) = F. O

Ahora supongamos que para cada t € T tenemos una familia R; de
subconjuntos de Z;. Sea R = {R; : t € T'}. Para cualesquier n € N\ {0},
A={t1,...,t,} CTtalquet;, #t;sii # jy R € Ry, ..., Ry € Ry,
definimos

[t1,.. s ty; Ry, ..., Ry ={zx € Z : x(t;) € R;paratodoi=1,...,n}.

Un conjunto H C Z es llamado R-estdndar (o simplemente estandar cuando
la definicién de la familia R es evidente) si H = [t1,...,t,; Ry, ..., R, para
algunos n € N\ {0}, A = {t1,...,t,} C T tal quet; # t;sii # jy
Ry € Ry, ..., R, € R;,. En este caso definimos supp(H) = Ay r(H) = n.
Consideraremos que Z es el inico subconjunto estandar de Z tal que r(H) =
0.



3.2. IMAGENES DE SUBESPACIOS DE ESPACIOS PRODUCTO. 69

Adicionalmente, dado cualquier punto x € Z y cualquier A C T definimos
(x, Ay ={y € Z : y(t) = z(t) para todo t € A}
={y€Z :yla=xa}.

3.2.2 Proposicién. Sean {Z; : t € T} una coleccidn de espacios topoldgicos,
v € Z =1ler Ze y ACT. El conjunto (x, A) es cerrado en Z, cuando Z
estd equipado con la topologia producto.

Demostracion. Tomemos y € Z \ (x, A). Existe ty € A tal que x(to) # y(to)-
Fijemos U y V abiertos ajenos en el espacio Z;, que contienen a los puntos

x(to) v y(ty), respectivamente. De esta forma, el conjunto [tg, V] = {2z €
Z : z(to) € V} es una vecindad de y en el espacio Z que estd contenida en
Z\ (x,A). O

Si A C T entonces la cara Z 4 es llamada k-residual si |T\ A| < k. Diremos
que un conjunto cerrado no vacio F' C Z es k-largo si, para cualquier x € F
y cualquier conjunto finito A C T, el conjunto (z, A) N F' cubre una cara
k-residual de Z.

Finalmente, recuerde que un espacio Y es una extension de X C Y si X
esdensoen Y. SiY es ademas un espacio compacto, entonces se dice que Y es
una extension compacta de X. Por ejemplo, la compactacién de Stone-Cech
[X es una extension compacta de X.

El siguiente lema establece una propiedad relevante de los conjuntos k-
largos.

3.2.3 Lema. Sea k un cardinal infinito, {N, : t € T} una coleccion de
espacios topoldgicos tal que nw(N;) < k para cadat € T yC C N =[],cr N
un subconjunto denso en N. Supongamos ademds que para cadat € T, K; es
una extension compacta del espacio Ny. Si ' C K =[], K es un conjunto
k-largo, entonces existe un conjunto G de tipo G, en el espacio K tal que
FCGyFNC=GNC. En particular, F N C es un subconjunto G, de C.

Demostracién. Si F = K definimos G = K. Supongamos que K \ F # (),
es decir, F' C K. Fijamos, para cada t € T', una red R; en el espacio Ny tal
que |R;| < k. Sean M, = {clg,(W) : W € Ry} y M ={M; :t € T}. Los
subconjuntos M-estandar de K seran llamados estdndar.

AFIRMACION 1: La familia H de todos los subconjuntos estdndar es una red
en K, para cada x € C, es decir, six € C'y V es un abierto de K conxz € V,
existe P € H tal quex € P C V.



70 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE V. V. TKACHUK.

Demostracion de la Afirmacion: Sea x € C. Fijamos n € N\ {0}, t1,...,t, €
TvyU € T(x(t), Ky,), para cada i = 1,...,n. Por la regularidad de Kj,,
existe V; € T (z(t;), Ky,) tal que clg, (Vi) € U;. Ademds, existe W; € Ry,
que cumple z(t;) € W; C V; N N;,. Sea L; = clg, (W;). Note que P =
[t1,. s tn; L1, Lyl € Hyquexr € PCV =[ty,... ty; Up, ..., Uyl X

Ahora sean P, P’ € H. Escribiremos P’ < Psi P = [ty,...,tn, M1,..., M,]
y existe un natural 0 < k£ < n tal que P = [t;,... , t;, M;,,..., M; | para
distintos i1, ...,ix € {1,...n}. Si k < n escribiremos P’ < P. Incluiremos el
caso cuando k = 0, asi K < P para todo P € H. Es importante sefialar que
si P, P' € H son tales que P’ < P, entonces P C P'.

Por otro lado, decimos que P € H es minimal si PNF =0y P'NE # 0,
para todo P’ € H tal que P’ < P.

Sea § = {P € H : P esminimal}. Por lo visto en la Afirmacién 1
tenemos que para cada z € C'\ F existe P € S tal que = € P.

AFIRMACION 2: [S| < k.

Demostracion de la afirmacion: Supongamos que |S| > k. Fijamos So C S
tal que |So| = kT y n € w tal que r(P) = n, para todo P € Sy. Se cumple la
siguiente propiedad:

(x)STACT,D C KyP e Hsontales que mpa(D) = Kpay PND =0,
entonces supp(P) N A # ).

En efecto: sea P = [ty,...,t,, My, ..., M,]. Supongamos que {t1,...,t,} C
T\ A. Sea z € P. Como z [na€ Kra = mra(D), existe x € D tal que
2z [ma= 2 [ma. Debido a que {t1,...,t,} ST\ Ay aquez [r\a= 2 [p\4,
sucede que z(t;) = x(t;) € M;, paracadai=1,...,n. Porlo tantoxz € PND,
lo que contradice el hecho de que PN D = .

Procediendo por recursion, construiremos un conjunto A,, € T y una sub-
coleccion S,, C Sy tales que |A,| < K, |Su| =Kk y [t1, ..., to; My, ..., M,] <
P, para cualquier P € S, y algunos ty,...,t, € A, y My € My,,..., M, €
M,,.

“Primer paso de la recursion”: Tomemos cualquier y € F'. Como el con-
junto F es k-largo, existe A; C T tal que |A;| < ky F = (x,0) N F cubre
la cara Kp\4,. Por la propiedad (x) tenemos que para cualquier P € Sy,
sucede que supp(P) N Ay # 0 . En efecto: sea P € Sy. Como Sy C S, P es
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minimal. Entonces PN F = (). También sabemos que 7wy 4, (F') = K\ 4,. Por
la propiedad (x) sucede que supp(P) N Ay # (.

Asi, podemos fijar t; € A; tal que el conjunto S = {P € Sy : t; €
supp(P)} tiene cardinalidad x*. Como |M,,| < k, la anterior implica que
existen §; C §) y M; € M,, tales que |Si| = & y [t1, M;] < P para
cualquier P € S;.

Asumamos ahora que 0 < k < n y tenemos A, C T y S, C Sy tales que
|Ax| < Ky |Sk| = k7. Supongamos ademds que para algunos tq,...,t; € Ay
y M; € My, coni=1,... k, se cumple [t1,...,tg; My,..., Mg] < P, para
todo P € S;,. De esta forma

P = [tl,...,tk,sl,...,Sn,k,Ml,...,Mk,El,...,En,k],

para todo P € ;.
Para cada P € Sk, denotaremos mediante Q(P) al elemento de H que se
obtiene al omitir s; y 4 de la definicién de P, es decir,

Q(P) = [tl,...,tk,SQ,...,Sn_k,Ml,...,Mk,EQ,...,En_k].

Evidentemente Q(P) =< P. Debido a que Sy C Sy C S, obtenemos que para
todo P € Sk, sucede que Q(P) N F # 0.

Fijemos Py € Sk. Sea F' = FNQ(F). Como F es k-largo, podemos hallar
ACT, |A| <k, tal que F’ cubre la cara K. Como T\ (AU A;) C T\ A,
tenemos que F” también cubre la cara K\ (aua,). Definimos Ay = AU Ay,
Observe que F' N P = (), para todo P € Si. Asi, por la propiedad (x)
tenemos que supp(P) N Agy1 # 0, para todo P € 8. Supongamos que P =
[tl,...,tk,Sl,...,Sn,k,Ml,...,Mk,El,...,En,k] y {81,...,8n,k} N Ak+1 =
(). Debido a que F’ cubre la cara K1\4,,,, podemos hallar un punto z €
F’ tal que z(s;) € E;, para todo i < n — k. Por otra parte, z € Q(F)
implica x(t;) € M;, para todo ¢ < k. Por lo tanto x € F' N P, lo que es
una contradiccién. Obtenemos entonces que {si,...,S,_x} N Agr1 # 0. Por
lo tanto (supp(P) \ {t1,...,tx}) N Ags1 # 0, para todo P € S \ {Fo}.

Asi, podemos escoger una familia Sy.; C S; de cardinalidad ', un
punto tp4y € Agyr \ {t1,..., %} y un conjunto My, € M, tales que
[t1, .« tgsr, My, ..., Miy1] = P para cualquier P € Siyq. Esto termina el
segundo paso de la recursion.

Mediante este proceso recursivo generamos una familia S,, C S, |S,| =
kT, tal que [ty,...,t,, My,..., M,] < P, para todo P € S,.
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Utilizando que r(P) = n para todo P € Sy, obtenemos que
P: [tla---atnaMla'--;Mn];
para todo P € S,. Esta contradiccién muestra que |S| < k. X

Finalmente note que G = K \ |JS§ es un subconjunto G, de K tal que
FCGyFnC=GnC. O

Recuerde que si ¢ es una funcion cardinal y X es un espacio topoldgico,
entonces ho(X) = sup{e(W) : W C X} es la version hereditaria de . Por
otra parte, si F' es un subconjunto cerrado de X, entonces el pseudocardcter de
F en X se define como ¢(F, X) = (min{ [U| : U CT(F,X)y NU=F})+
w. Si F' = {z} para algin € X, escribimos ¢(x, X) en vez de ¥({z}, X). El
pseudocardcter de X se define como (X)) = sup{¢(z, X) : x € X}. Ademds
se define ¥(X) = sup{y(F,X) : F es un subconjunto cerrado de X }. Evi-
dentemente ¥(X) < ¥(X).

Recuerde también que una familia celular en X es una colecciéon no vacia
de abiertos en X no vacios y ajenos por pares. La celularidad de X se define
como ¢(X) = (sup{|F| : F es una familia celular en X}) + w. Subrayamos
el hecho de que ¢(X) < nw(X) (ver la seccién 3 de [12]).

Finalmente, si V C 7T*(X) y « € X, decimos que V es w-base local de
x si para toda vecindad U de x existe V € V tal que V C U. Dado x €
X, el m-cardcter del punto x en el espacio X se define como myx(z,X) =
(min{[V| : Ves m-base local de z}) + w. El 7-cardcter del espacio X es
X (X) = sup{mx(z,X) : v € X}.

3.2.4 Teorema. Sea k un cardinal infinito, {N; : t € T} una coleccion de
espacios topoldgicos tal que nw(N;) < w para cadat € T, C € N = [[,cr M
un subconjunto denso en N, L un espacio compacto y ¢ : C' — L una funcion
continua (no necesariamente sobreyectiva). Sty € C' = p(C) y hrx(y, L) <
Kk, entonces Y(y,C") < k.

Demostracion. Sea y € C' = ¢(C) tal que hrx(y,L) < k. Tomando en
cuenta que C” es denso en ¢l (C") y que ¢l (C") es compacto, podemos asumir
que C" es denso en L. Fijemos, para cada t € T, una extensién compacta K;
del espacio V. Debido a que para cada t € T', V; es denso en K, obtenemos
que K = [],c; K; es una extensién compacta de N. Ademads, como C es
denso en N se tiene que K es también una extension compacta de C.
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Consideremos ® : fC' — L una extension continua de p y ¢ : fC — K
una extension continua de la funcién inclusion i : ¢ — K, donde C' es
la compactacién de Stone-Cech del espacio C. Utilizando que C' = ¢(C) es
denso en L y que ® es continua, obtenemos facilmente que ® es sobreyectiva.
Note que & también es sobreyectiva.

Para cada t € T, fijamos una red R; en el espacio N; tal que |R;| <
k. Definimos M; = {clg,(W) : W € Ry} y M = {M; :t € T}. Los
subconjuntos M-estandar de K seran llamados estdndar.

AFIRMACION: El conjunto F, = £(®7({y})) € K es r-largo.

Demostracion de la afirmacion: Fijemos v € F, y un subconjunto finito
ACT. Sea P = (z,A) = {2’ € K : 2/(t) = z(t), paratodot € A} y
Q=2(H(P)) C L.

Note que y € Q. En efecto:

x€F, = x=¢(2) para algtin z € 7 '(y)
= o = £(2) para algin z € 5C tal que ®(z) = y.

Ademds, z € P implica z € £ }(P). Por lo tanto y = ®(z), para algtin
z € E1(P), es decir, y € ®(¢71(P)) = Q.

Ahora observe que () es un espacio compacto. Efectivamente: por la Pro-
posicion 3.2.2, P cerrado en K. Como & : fC — K es una funcién continua,
¢71(P) es cerrado en BC. Por la compacidad de BC, §71(P) es también un
espacio compacto. Finalmente, por la continuidad de ® : SC' — L sucede que
Q = ®(£71(P)) es un espacio compacto.

Fijemos ahora una m-base B del espacio ) en el punto y tal que |B| < k.
Por la regularidad de ) podemos elegir, para cada B € B, un conjunto Op
abierto en L tal que ) # OpNQ C cl,(Op)NQ C B.

Debido a que ¢(K) < k obtenemos que

(%) para cualquier abierto U en L, el conjunto clx (¢ (U)) depende de a
lo més k-coordenadas y coincide con el conjunto &(clge(P1(U))).

Utilizando la propiedad (x) y el hecho de que |B| < k podemos encontrar
un conjunto S C T que cumple:

(i) S| <&,
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(i) AC S,
(iii) Dp = &(clse(@(Og))) depende de S, para todo B € B.

En efecto: por la propiedad (%), para cada B € B existe Ag C T tal que
|Ap| <k y ml (7a,(Dp)) = Dp. Definimos S = (Jpcp Ap) U A. Debido a
que para cada B € B se tiene que |Ag| < Kk y a que A es finito, obtenemos
que |S| < k. Finalmente, por la propiedad (), para cada B € B sucede que
Dpg depende de Ag. Como Ag C S, utilizando el Lema 3.2.1 obtenemos que
Dp depende de S. De esta forma, la cara Kp\g es s-residual.

Ahora veremos que WT\S(P N F,) = Kp\g. Por definicién de la funcién
proyeccion sucede que mp\s(P N Fy) C Kpg. Sélo hace falta verificar que
Kpg € mp\s(P N F,). Sea w un elemento arbitrario de K\ g. Definimos

E = W;\ls({w}) Nmg'(ms(P)) ={z € K : mns(z) = wy 7ms(2) € ms(P)}.

Como P depende de Ay A C S, se tiene que P depende de S (Lema 3.2.1).
Por lo tanto E = ﬂ;\ls({w}) N P. El hecho de que £ C P implica que
B(E(B) C (e (P)) = Q.

Note que ®(£71(F)) es un subconjunto cerrado de Q. En efecto: utilizando
la Proposicién 3.2.2 y el hecho de que la funcién proyeccion 7 g es continua
obtenemos que F = W;\ls({w}) N P es cerrado en K. Como & : fC — K es

una funcién continua, £(F) es cerrado en SC. Por la compacidad de 8C,
¢71(E) es también un espacio compacto y en consecuencia ®(£7(F)) es un
subespacio compacto de Q.

Es cierto que y € ®(¢71(F)). En efecto: como ®(£71(E)) es un subcon-
junto cerrado de ) y B es una m-base del punto y en el espacio @), basta
demostrar que ®(£71(F)) N B # 0, para todo B € B. Tomemos pues B un
elemento arbitrario de B. La condicién ) # OpN@Q = OgN®(£~1(P)) implica
que existe u € £H(P) tal que ®(u) € Op. Asiu € @ HOp) y {(u) € DgNP.
Definamos v € K mediante mn\s(u') = w y mg(u') = mg(§(u)). De esta
forma, v € wg'(7s(Dp)) = Dp. Como &(u) € Py A C S, tenemos que
uw' € P. Por lo tanto v’ € E. Note que v’ € Dp implica que v’ = £(z), para
algin z € clge(@1(0p)) € ©7(clL(Op)). Ademés, v € E implica que
z € TY(E). Por lo tanto ®(2) € cl,(Op) N ®(£71(F)). Esto muestra que

0 #®(E(E)NdL(Op) =2 (E)) N (Op)NQ C B(E(E)) N B.

Utilizando el hecho de que y € ®(£7!(F)) obtenemos que y = ®(z), para
algiin z € 1(E). Por lo tanto z € ¢H(E)N®~!({y}). En consecuencia

£(z) e ENF, = s({w}) nPNE,
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Asi, w = mn5(£(2)) € Tns(P N Fy).
Debido a que el punto w € K\ g fue escogido arbitrariamente, obtenemos
que Kpg € mp\s(P N Fy). Esto muestra que Fy es r-largo. X

Note ahora que por el Lema 3.2.3, existe una coleccién {U; : i € [} C
T*(K) tal que |I| < &, F; CNye; Uiy (N Ui) NC = F,NC. Por lo tanto

C\F,=J@\ty).

el

Sea F ={K \U; : i€ I}. De esta forma, F es una familia de subconjuntos
compactos de K tal que |F|<xky C\F,C|JF C K\ F,.

Ademds, para cualquier F' € F, el conjunto Wr = L\ ®({1(F)) es una
vecindad abierta de y en el espacio L. En efecto: supongamos que existe
F e Ftal quey € (¢ (F)). Asi, y = ®(x), para algtin z € £~ (F). Por lo
tanto £(z) € S(Q)_l({y})) NF = F,N F, lo que contradice el hecho de que

UFCK\FE,
Ast, H=(\{Wp : F € F} es un subconjunto G, en el espacio L tal que
H N C" = {y}. Por lo tanto, ¥(y,C") < k. O

Los principales resultados de este capitulo seran demostrados utilizando
los siguientes corolarios del Teorema 3.2.4. Recuerde que si X es un espacio
topoldgico, la estrechez de un punto x € X, denotada t(x, X), es el menor
cardinal k con la propiedad de que para todo W C X con x € cl(W) existe
Wy € W, con |Wy| < k tal que & € cl(Wy). La estrechez del espacio X,
denotada mediante ¢(X), es el nimero cardinal ¢(X) = (sup{t(z,X) : = €
X} +w.

3.2.5 Corolario. Sea k un cardinal infinito, {N; : t € T} una coleccion
de espacios topologicos tal que nw(N;) < k para cada t € T, C C N =
[I;cr Ne un subconjunto denso en N y ¢ : C — K wuna funcion continua
(no necesariamente sobreyectiva) de C en un espacio compacto K tal que
t(K) < k. Sea C" = ¢(C). Entonces todo subespacio cerrado de C' es un
conjunto de tipo G, es decir, V(C") < k. Particularmente ¢(C") < k.

Demostracion. Sea F' un cerrado no vacio en el espacio C' y F' = clg(F").
Consideramos el mapeo cociente p : K — Kp que se obtiene al contraer el
conjunto F' a un punto. Como p es un mapeo cociente, sucede que t(Kp) <
t(K) < k [7]. Definimos C” = p(C") y denotamos mediante y al punto del
espacio Kp representado por F. Entonces, hryx(y, Kr) < & (cf. [21]).
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Note que ¢(y,C") < k. En efecto: Kr es un espacio compacto porque p
es una funcién continua y sobreyectiva. Ademads, poy : C' — K es continua.
Fijemos cualquier z € F' C C" = ¢(C). Entonces existe z € C tal que
o(x) = 2. Como F' C F, (poy)(x) =p(z) =y. Por lo tanto y € (po )(C).
Aplicando el Teorema 3.2.4 a la funcién po ¢ (recuerde que hryx(y, Kr) < k)
obtenemos que (y, C") < k.

Sea ¢ = p [cr: C" — C”. Veamos que ¢~ '({y}) = F'. Efectivamente: por
definicién de la funcién ¢ y del conjunto F obtenemos que F' C ¢~ '({y}).
Para demostrar que ¢~ ({y}) C F’ observamos que existe H C K cerrado en
K tal que F' = C'NH. De esta forma, si x € C'\ F’, entonces K\H € T (z, K)
y (K\ H)YNF = 0. Por lo tanto « ¢ F y q(x) = {z} # y, es decir,
z e C"\q ' ({y})

Fijamos U C T (y,C") tal que U| < vk y (U = {y}. Entonces V =
{¢'(U) : U elU} CT(C) y V| <k Finalmente: YV =y q ' (U) =
(e V) =4 () = F. -

Ahora recordamos que el grado de Lindelof de un espacio topoldgico Z,
denotado I(Z), es el menor cardinal infinito &, tal que toda cubierta abierta
de Z tiene una subcubierta de cardinalidad menor o igual que k.

3.2.6 Corolario. Sea k un cardinal infinito, {N; : t € T} una coleccion
de espacios topoldgicos tal que nw(N;) < k para cadat € T, C C N =
[1,er N un subconjunto denso en N y o : C — K wuna funcion continua

(no necesariamente sobreyectiva) de C' en un espacio compacto K tal que
tK) <k. SiC'=¢(C) yl(C) <k, entonces hl(C") < k.

Demostracion. 1(C") < k debido a que el grado de Lindel6f no se incrementa
bajo imagenes continuas. Ademas, por el Corolario 3.2.5, todo subespacio
cerrado de C” es un conjunto G,. Concluimos que hl(C") < k. O

3.2.7 Corolario. Si C' es un subespacio denso de un producto de espacios
cosmicos y K es un espacio compacto, entonces para cualquier funcion con-
tinua ¢ : C' — K tenemos que V(p(C)) < t(K).

Demostracion. Aplicando el Corolario 3.2.5 a k = t(K') obtenemos el resul-
tado. O
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3.3. Aplicaciones a ()-teoria.

A continuacion utilizaremos el siguiente teorema, el lector interesado pue-
de encontrar una demostracién en [19].

3.3.1 Teorema (Birkhoff-Kakutani). Un grupo topolégico Hausdorff G es
metrizable si y solo st tiene una base numerable en el elemento identidad.

3.3.2 Proposicion. Si un grupo topolégico G se encaja en un espacio com-
pacto de estrechez numerable entonces G es metrizable. En particular, si
Cp(X) se encaja en un espacio compacto de estrechez numerable entonces
Cp(X) es seqgundo numerable y en consecuencia X es numerable.

Demostracion. Supongamos que K es un espacio compacto que contiene un
subespacio H homeomorfo a G y que t(K) = w. Debido a que la funcién
estrechez es mondtona, a que clx(H) es un espacio compacto y a que H es
denso en clx(H), podemos asumir que H es denso en K. Ademds, como G
es homeomorfo a H, podemos asumir que G es denso en K.

De esta forma x(g,G) = mx(g9,G) = 7x(9, K) = w, para cualquier g € G
[19]. Utilizando el Teorema 3.3.1 obtenemos que G es metrizable.

Ahora demostraremos la segunda afirmacion de la proposiciéon. Suponga-
mos que C,(X) se encaja en un espacio compacto de estrechez numerable.
Por la Proposicién 1.2.7, C,(X) es un grupo topolégico. Asi, utilizando lo
establecido en la primera parte de esta proposicién obtenemos que C,(X) es
metrizable. Por lo tanto x(C,(X)) = w. Para finalizar aplicamos el Teorema
1.1.1 de [5] que establece que x(Cp(X)) = w(Cy(X)) = |X]. O

3.3.3 Corolario. Para cualquier espacio X, el espacio Cy(X) se condensa
sobre un espacio encajable en un espacio compacto de estrechez numerable si
y solo si Cp(X) se condensa sobre un espacio sequndo numerable.

Demostracion. (=) Supongamos que existen un espacio Z y una conden-
sacién h : Cy(X) — Z. Supongamos ademds que existe una inmersién
i:Z — K, donde K es un espacio compacto tal que t(K) = w.

Sabemos que C,(X) es un subespacio denso de R¥ (Corolario 1.2.9).
Ademds i o h : Cy(X) — K es continua y (i o h)(Cy(X)) = i(Z). Por el
Corolario 3.2.7: \I/(Z(Z)) = w. Utilizando el Teorema 1.3.9 y el hecho de que
h es una condensacion obtenemos que

iw(Cy(X)) =0(Cp(X)) <U(Z) =4 (i(2)) < V(i(Z)) = w.



78 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE V. V. TKACHUK.

(<) Supongamos que existen un espacio segundo numerable Y y una con-
densacion g : Cp(X) — Y. Como Y es segundo numerable, Y se encaja en
IN. Ademss el espacio I es compacto y metrizable. El hecho de que IV es
metrizable implica que I es un espacio de Fréchet. (Recuerde que un espacio
topolégico Z es un espacio de Fréchet si para todo U C Z y todo z € clz(U)
existe una sucesién (z,) C U que converge a z.) Por lo tanto t(IN) =w. O

Es interesante determinar si cualquier imagen continua de C,(X) que se
sumerge en un espacio compacto de estrechez numerable tiene que ser un
espacio cosmico, o bien metrizable. Utilizando los Corolarios 1.2.9 y 3.2.5
obtenemos que una imagen con estas caracteristicas es un espacio perfecto
(recuerde que un espacio topolégico es perfecto si todos sus puntos son puntos
limite). En efecto: supongamos que Z es un espacio topolégico tal que existe
g : Cp(X) — Z continua y sobreyectiva. Supongamos también que existe
un espacio compacto K tal que t(K) = w y una inmersién h : 7 — K.
Sabemos que C,(X) es denso en R¥ (Corolario 1.2.9). Ademds la funcién
hog:CyX)— K es continua. Note que (ho g)(C,(X)) = h(Z). Tomando
k = w en el Corolario 3.2.5, obtenemos que V(h(Z)) = ¥(Z) = w. Esto
significa que todo subconjunto cerrado de Z es un conjunto G (por definicién
de la funcién cardinal ¥). Por lo tanto Z es un espacio perfecto [11, 1.5.H].

El teorema que enseguida demostramos (3.3.4) muestra que la conjetura
anterior es verdadera cuando C,(X) es un espacio Lindelof-3.

Considere un espacio topoldgico Z. Recuerde que un cardinal 7 es un
precalibre (respectivamente, un calibre) de Z si, para cualquier familia {U, :
a€ A} CT*(Z) tal que |A| = 7, existe B C A tal que |B| = 7 y la familia
{U, : a € B} tiene la propiedad de la interseccion finita (respectivamente,
|IBl =7y (U, : « € B} #0).

Por otra parte, si A es una familia de subconjuntos de Z, decimos que A
es una familia punto-numerable si todo elemento de Z estd contenido en una
cantidad a lo mas numerable de elementos de A.

Recuerde también que una coleccién V C T*(Z) es una w-base para Z si
para cada U abierto en Z existe V € V tal que V C U. El 7-peso del espacio
Z se define como mw(Z) = (min{|V| : V es una 7m-base para Z}) + w.

3.3.4 Teorema. Supongamos que ¢ : Cp(X) = K es una funcion continua
(no necesariamente sobreyectiva) y que K es un espacio compacto con t(K) =
w. Sea Y = o(Cy(X)). Entonces

(i) Y es un espacio perfecto de mw-peso numerable,
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(11) si Cp(X) es un espacio Lindeldf-X, entonces Y es cdsmico.

Demostracion. (i) Por el Corolario 3.2.5, Y es un espacio perfecto. Ademaés,
wy es un precalibre de C,(X) [5, 0.3.14]. Por la continuidad de ¢, tenemos
que wy es un precalibre de Y. Como Y es denso en ¢l(Y), w; es también un
precalibre de cl(Y'). Por la compacidad de ¢l(Y) se tiene que w; es un calibre
de cl(Y). Debido a que t(cl(Y')) = w obtenemos que cl(Y) tiene una 7-base
punto numerable (cf. [21]). Por lo tanto 7w (Y) < mw(cl(Y)) = w.

(ii) Supongamos que C,(X) es un espacio Lindel6f-X. Es cierto que Cp,(X & X)
es un espacio de Lindelof. En efecto: por el Corolario B.1.18, C,,(X) x C,(X)
es un espacio Lindelof-X. Particularmente, C,(X) x C,(X) es un espacio de
Lindelof (vea la Definicién B.1.15). Ademas, C,(X) x C,(X) es homeomorfo
aCy(X & X).

Sabemos que C,(X @ X) es un subespacio denso de R*®* (Corolario
1.2.9). Es cierto que K x K es un espacio compacto de estrechez numerable.
Como la funcién ¢ : C,(X) — K es continua, sucede que la funcién 7 :
Cp(X ® X) = K x K definida mediante n(f,g) = (¢(f),¢(g)) también es
continua. El hecho de que Y = ¢(C,(X)) implica que Y XY = n(C,(X & X)).

Utilizando el Corolario 3.2.6 (con Kk = w) obtenemos que Y X Y es here-
ditariamente Lindelof. Esto tltimo implica que Y es un espacio de Lindelof.
Por lo tanto, Y se condensa sobre un espacio segundo numerable [7]. Adicio-
nalmente, como Y es una imagen continua de un espacio Lindelof-3; sucede
que Y es también un espacio Lindel6f-X (Corolario B.1.18). Por lo tanto
nw(Y) = w, es decir, Y es césmico. O

Utilizaremos el siguiente lema de [?].

3.3.5 Lema. 5i C\(X) = ey F v todo F), es cerrado en Cy(X), entonces
existe n € N tal que Cp(X) se encaja en F,.

Recuerde que si « es un ordinal, una sucesién de puntos {z, : 7 < a} de
un espacio Z es llamada una sucesion libre de longitud o en Z, si para cada
f < a sucede que cl({z, : v < p})Necl({z, : v > B}) = 0. Es cierto que si
Z es un espacio de Lindelof, entonces

t(Z) = (sup{k : existe una sucesién libre de longitud x en Z}) + w.
(El lector encontrara una demostracién de este resultado en [12].)

3.3.6 Teorema. Supongamos que [(X*) = w para todo k € N\ {0} y que
Cp(X) es un espacio de Lindeldf. Si C,(X) se condensa sobre un espacio
o-compacto Y, entonces el espacio X es separable y (YY) = w.



80 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE V. V. TKACHUK.

Demostracion. Sea {K, : n € N} una familia de subespacios compactos de
Y tales que Y = J, oy Kn vy ¢ 1 Cp(X) — Y una condensacién. Senalamos
que, para cadan € N, F,, = ¢7!(K,) es un espacio de Lindelof con estrechez
numerable. En efecto: sea n un elemento arbitrario de N. Como K, es un
subconjunto cerrado de Y y ¢ : C,,(X) — Y es una funcién continua, sucede
que F,, es un subconjunto cerrado de C,(X). Debido a que C,(X) es un
espacio de Lindelof y a que dicha propiedad se hereda a subespacios cerrados,
obtenemos que F}, es también un espacio de Lindelof. Adicionalmente, por el
Teorema de Arhangel’skii-Pytkeev (Teorema C.1.4), sucede que t(C,(X)) =
w. La monotonia de la funcién estrechez implica que t(F,,) = w.

Ahora veremos que para cadan € N, t(K,,) = w. Sea n cualquier elemento
de N. Supongamos que t(K,) > w. Esto implica que existe un cardinal k > w
y {z, : 7 < Kk} una sucesién libre de longitud x en K,. Como ¢ es una
condensacion, sucede que {p~!(x,) : v < K} es una sucesion libre de longitud
k en F,, pero esto contradice el hecho de que F;, es un espacio de Lindelof
con estrechez numerable.

Observe que

CX) ="' (V) = (|J Ka) = ¢ () = Fu

neN neN neN

Por el Lema 3.3.5, existen n € Ny C' C F,, tales que C,(X) es homeomorfo
a C. Asi, podemos asumir que C' es un subespacio denso de un producto de
espacios césmicos (Corolario 1.2.9). Por definicién del conjunto F,,, sucede
que ¢(C) C p(F,) C K,. Aplicando el Corolario 3.2.7 a la funcién ¢ [¢:
C' — K,, obtenemos que ¥ (o(C)) < t(K,) = w.

Por otra parte, debido a que C,(X) es homeomorfo a C'y a que ¢ [¢:
C' — ¢(C) es una condensacién, sucede que

(Cp(X)) = ¥(C) < 9(p(C)) = w.

Por lo tanto d(X) = ¢(C,(X)) = w (Teorema 1.3.9). Esto muestra que X es
separable.

Ahora demostraremos para todo y € Y, Y\ {y} es un espacio de Lindeldf.
Sea y un elemento arbitrario de Y = ¢(C,(X)). Denotamos mediante f al
unico elemento de C,(X) tal que ¢(f) = y. El hecho de que ¥(C,(X)) = w
implica que {f} es un subconjunto G5 de C,(X). Por lo tanto, C,(X) \ {f}
es un subconjunto F, de C,(X). Como C,(X) es un espacio de Lindel6f, todo
subconjunto F, de C,(X) también es un espacio de Lindel6f [11, Teorema



3.3. APLICACIONES A Cp-TEORIA. 81

3.8.5]. Particularmente C,(X) \ {f} es un espacio de Lindeléf. Ahora bien,
debido a que la funcién ¢ [c,xngs: Cp(X) \ {f} = Y \ {y} es continua
sobreyectiva y a que el grado de Lindelof no se incrementa bajo iméagenes

continuas, obtenemos que Y\ {y} es un espacio de Lindel6f. Concluimos que
YY) =w. O

3.3.7 Corolario. Supongamos que X es un espacio w-monolitico tal que para
cualquier k € N\ {0}, X* es un espacio de Lindeldf, y que C,,(X) es también
un espacio de Lindelof. Si C,(X) se condensa sobre un espacio o-compacto
Y, entonces nw(X) = nw(Y) = w.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.6, d(X) = w. Debido a que X es w-
monolitico, sucede que nw(X) = w. En efecto: si D es un subconjunto denso

y a lo mas numerable de X, entonces nw(X) = nw(cl(D)) < w.
Utilizando el hecho de que el peso de red no se incrementa bajo funciones
continuas y el Teorema 1.3.6 obtenemos que nw(Y) < nw(C,(X)) = nw(X).
[

El siguiente corolario proporciona una respuesta completa a los problemas
29 y 30 del articulo [6].

3.3.8 Corolario. Sea X es un espacio w-monolitico y compacto tal que
Co(X) es Lindelof. Si C,(X) se condensa sobre un espacio o-compacto, en-
tonces X es metrizable. En particular, si X es un compacto de Corson no
metrizable, entonces C,(X) no se condensa sobre un espacio o-compacto.

Demostracion. Por el Corolario 3.3.7 y la compacidad de X,
w(X) =nw(X) = w.

Asi, X es metrizable.

Ahora demostraremos la segunda afirmacién del corolario. Sea X un com-
pacto de Corson. Entonces existe un cardinal 7 > w tal que X es homeomorfo
a un subespacio compacto de XR”, donde ¥R” es el ¥-producto de 7 copias
del espacio R (en la demostracién de la Proposicién 1.2.7 establecimos que
R”™ es un espacio homogéneo, asi, cualquier par de Y-productos basados en
puntos distintos de R” resultan ser homeomorfos, por lo tanto podemos decir
que existe unicamente un >-producto de 7 copias del espacio R).

Primero veremos que X es w-monolitico. Sabemos que cualquier Y-pro-
ducto de espacios con una base numerable es un espacio monolitico (Propo-
sicién 1.4.2). Por lo tanto ¥R” es un espacio monolitico. También sabemos



82 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE V. V. TKACHUK.

que para cualquier Kk > w, la propiedad de k-monoliticidad es heredada por
subespacios arbitrarios (Proposicién 1.4.7). Entonces X es w-monolitico.
Por otra parte, el Teorema 1.5.23 establece que si Z es un compacto de
Corson, entonces Cp(Z) es un espacio de Lindel6f. Por lo tanto C,(X) es un
espacio de Lindelof.
Utilizando la primera afirmacién de este corolario obtenemos que si C,(X)
se condensa sobre un espacio o-compacto, entonces X es metrizable. O



Apéndice A

Axioma de determinacion
proyectiva.

A.1. Arboles y conjuntos cerrados.

Sea A un conjunto no vacio y n € N. Denotamos mediante A™ al conjunto
de sucesiones finitas

s =(s(0), s(1),...,s(n—1)) = (S0, S1,--+,Sn_1)

de longitud n en A. Permitimos el caso n = 0, en el que A° = {(}, donde
() denota la sucesion vacia. La longitud de una sucesién finita se denota por
long(s). Asi long(0) = 0. Si s € A" y m < n, definimos s [,,= (S0, -, Sm_1)-
(Asi s [o=().) Si s, t son sucesiones finitas en A, decimos que s es un segmento
inicial de t y que t es una extension de s (en simbolos s C t) si long(s) <
long(t) y s =t liong(s)- Entonces ) C s, para todo s. Dos sucesiones finitas
son compatibles si una es un segmento inicial de la otra e incompatibles en
otro caso. Denotamos mediante

A<N _ U AP
neN

al conjunto de todas las sucesiones finitas en A. La concatenacion de s =
(S0, S15-++58m_1) y t = (to, t1,...,ts_1) es la sucesién

st = (Soa S1y-++ySm—1, to, L1, .. 7tn71)-

Si a € A, escribiremos s”a para denotar a la sucesién finita s~ (a). Sea AN el
conjunto de todas las sucesiones infinitas x = (z(n)) = (z,) en A. Si x € AN

33
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y n € N, definimos = [,= (xg,...,7,_1) € A" Decimos que s € A™ es un
segmento inicial de x € AN si s = x |,,. Escribimos s C z si s es un segmento
inicial de z.

A.1.1 Proposicién. La coleccion de todos los conjuntos de la forma
N,={rec AV : s Cx},

donde s € AN, es una base para la topologia producto de AN (el conjunto A
estd dotado de la topologia discreta).

Demostracion. Debido a que la coleccion {{a} : a € A} es una base para
el espacio A, obtenemos que un abierto canénico del producto AN es de la
forma

oy -y dmy{ao}s s {am}] = {z € AV 1 25, = a;, i =0,...m},

dondem € N, jo,...,Jm € Nyao,...,a, € A. Asumimos, sin pérdida de ge-
neralidad, que jo < ... < jm. Sea = € [jo, ..., Jm, {00}, .., {@m}]. Definimos
la funcién s : {0, 1,...,7,} — A mediante

a; si k=j; paraalgin i€ {0,...,m},
s, = s(k) = . ‘ . .
zr st ke {0, 1,...,9m} \{Jo,- -y Jm}
De esta forma, © € N5 C [jo,-- - Jm,{@0}s- -5 {am}]- O

A.1.2 Proposicion. Para cualesquieran € N y s € A, el conjunto Ny es
cerrado en el producto AN.

Demostracion. Note que

AN, = |J N
teAn\{s}

En efecto: si x € AN\ N,, entonces z [,# s. Asi t =z [,€ A"\ {s}. Por otra
parte, si z € AN y x |,,= ¢ para algtin t € A"\ {s}, entonces z [,# s. O]

Recuerde que un espacio topoldgico es cero-dimensional si es Hausdorff
y tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos.

A.1.3 Corolario. Para todo conjunto no vacio A, el espacio AN es cero
dimensional.



A.1. ARBOLES Y CONJUNTOS CERRADOS. 85

A.1.4 Definicién. Un drbol en un conjunto A es un subconjunto 7' C A<N
cerrado bajo segmentos iniciales, es decir, sit € T'y s C ¢, entonces s € T
(En particular, ) € T' si T es no vacio.) Llamamos a los elementos de T los
nodos de T. Una rama infinita de T es una sucesién z € AN tal que z [,€ T,
para todo n € N. El cuerpo de T, denotado mediante [T], es el conjunto de
todas las ramas infinitas de 7', es decir,

T ={zec AV :¥n (2 1,eT)}.

Decimos que un arbol T es bien podado si cada s € T tiene una extension
propia t 2 s, donde t € T

A.1.5 Proposicién. La funcion T — [T] es una biyeccion entre el conjunto
de los drboles bien podados en A y el conjunto de todos los subconjuntos
cerrados de AYN. Su inversa estd dada por

FTp={z],: v€F, neN}C AN

Demostracion. Sea T un érbol bien podado en A. Demostremos que [T es
un subconjunto cerrado de AY. Consideremos una sucesién (z%) C [T] que
converge a un punto z € AY. Sea n un elemento arbitrario de Ny s = z [,,.
Como N; es un abierto bésico que contiene a z, existe K € N tal que 2 € N;.
Por lo tanto

z =25 ,eT.

Ahora tomemos S y T drboles bien podados en A tales que S & T. Sea
s € S\ T. Como S es bien podado, existe x € [S] tal que & [jong(s)= 5. De
esta forma, ¢ [T7]. Por lo tanto [S] € [T7.

Para demostrar la segunda parte de la proposicion, consideramos F un
subconjunto cerrado de AYN. Veamos que T es un arbol bien podado en A.
SeatcTprys€ ANtal que s Ct. Asi, t = x |,, donde x € F, n € N.
Ademas:

long(S) <ny s=t [long(s): x rlong(s)E TF.

Tr es bien podado porque si x € F'yn € N, entonces x [,,1 es una extension
propia de z [,,. Sélo falta comprobar que [Tr] = F. Si z € AN\ F, entonces
existe s € A<N tal que z € Ny, C AN\ F (Proposicién A.1.1). Supongamos
que z € [Tr|. Entonces x l1ong(s)€ Tr. Por definicién de Tr, existe y € I tal
que T [iong(s)= Y liong(s)- Por lo tanto y € N, C AN \ F, lo que contradice la
eleccion de y. ]
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A.1.6 Definicién. Sean S, T arboles en conjuntos A y B, respectivamente.
Una funcién ¢ : S — T es llamada mondtona si s C ¢ implica p(s) C ¢(t).
Para tal ¢, definimos

D(p) = {a € [S] : lim long(p(x [,)) = oo},

n—oo

Para x € D(y), definimos

o*(x) = | wle 1) € [T,

neN
Decimos que ¢ es propia si D(p) = [S].

A.1.7 Proposicién. En el contexto de la definicion anterior, el conjunto
D(p) es un conjunto Gs en [S] y ¢* : D(¢) — [T] es una funcién continua,
donde [S] y D(p) tienen la topologia de subespacio respecto de AN vy [T tiene
la topologia de subespacio respecto de BY.

Demostracion. Para cada | € N, definimos
U ={x €[] : existen € Ntal que long(¢(z [,)) >}

Veamos que U, es un subconjunto abierto de [S]. Sea = € U; y n € N tal
que long(p(z [,)) > . Definimos s = x [,. Entonces € Ny N [S] C U;. En
efecto: si y € Ny N [S], entonces

long(¢(y n)) = long(p(z [n)) = L.

Evidentemente D(p) = () ,cy Ut-

Por la Proposicién A.1.1, los conjuntos V; = [T] N Ny, donde t € A<N,
forman una base para el espacio [T]. Note que (¢*)~1(V;) = U{Ns N D(yp) :
se S, ¢(s) Dt} O

A.1.8 Proposicién. Sean F C H dos subconjuntos cerrados no vacios de
AN, Entonces F es un retracto de H.

Demostracion. Por la Proposicién A.1.5, existen S y T' arboles bien podados
en A tales que [S] = F y [T] = H. Note que [S] C [T] implica S C T' (vea
el segundo parrafo de la demostracién de la Proposicién A.1.5). Mediante
recursion sobre la longitud de ¢ € T, definiremos una funcién monénota y
propia ¢ : T — S tal que ¢(s) = s, para todo s € S. Definimos primeramente
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©(0) = 0. Ahora supongamos que hemos definido ¢(t), para cualquier ¢t € T'.
Definimos ¢(t"a), para a € Ay t"a € T de la siguiente forma: si t"a € S5,
entonces p(t"a) =t"a. Sit"a ¢ S, definimos ¢(t"a) como cualquier p(t)~b €
S, que existe debido a que S es bien podado. Por la Proposiciéon A.1.7, la
funcién ¢* : [T] — [S] es una retraccién de [T en [S]. O

A.2. Extensiones de funciones continuas.

Sean X un espacio topoldgico, (Y, d) un espacio métrico, A C X y f :
A — Y una funcién acotada. Definimos la oscilacion de f en x € X mediante

oscy(z) = inf{diam(f(ANU)) : U e T(zx, X)}.

Definimos también diam(()) = 0. Notemos que para cualquier ¢ > 0, el
conjunto A, = {z € X : oscp(x) < €} es abierto en X. En efecto: si x € A,
entonces existe U € T(xz, X) tal que diam(f(ANU)) < e. Asi, para todo
yeU:

oscs(y) < diam(f(ANU)) <e.

A.2.1 Lema. Sea x € A. Entonces f es continua en x si y solo si oscp(x) =

0.

Demostracion. (<) Por definicién de oscilaciéon de una funcién en un punto,
para cualquier € > 0 existe U € T (z, X) tal que

diam(f(ANU)) = sup{d(f(y), f(2)) : y,z€ ANU} <e.

Por lo tanto, para todo y € ANU, se tiene que d(f(y), f(z)) < e.
(=) Como f es continua en x, para cualquier € > 0 existe W € T (z, X) tal
que f(ANW) C B(f(x), §). Asi, para cualesquier y, z € ANW,

d(f(y), f(2)) < d(f(y), [(x)) +d(f(x), f(2)) < 5.
Por lo tanto diam(f(ANW)) < § <e. O

Debido a que {x € X : oscp(x) = 0} = (), cn A1/(n+1), hemos demostrado
la siguiente proposicion.

A.2.2 Proposicion. Sean X un espacio topologico, Y un espacio metrizable
y f: X =Y una funcion. Entonces los puntos de continuidad de f forman
un conjunto Gs.
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El siguiente lema nos serd de bastante utilidad.

A.2.3 Lema. Si (X,d) es un espacio métrico y A C X, entonces cl(A) es
un conjunto Gy.

Demostracion. Consideremos la funcién b : X — R dada por h(z) = d(z, A).
Note que

A =n (o) =r( () 5= () D).

neN\{0} neN\{0}

Como h es continua, el conjunto A" ((—%, %)) es abierto en X, para todo

ne N\ {0}. O

A.2.4 Teorema (Lavrentiev). Sean X metrizable, Y completamente metri-
zable, AC X y f: A — Y wuna funcion continua. Entonces existen G un
conjunto Gs tal que A C G C cl(A) y una extension continua g : G —'Y de

f.

Demostracion. Sea G = cl(A)N{x € X : oscy(x) = 0}. G es la interseccién
de dos conjuntos Gy, por ello, G es un Gg. Por otro lado, si x € GG, entonces
existe una sucesién (x,) € A que converge a z. Ademds, para cada € > 0

existe U € T (x, X) tal que diam(f(U N A)) < e. Considere N € N tal que
x, € U, para todo n > N. Asi

n,mzN = Tp, ZL‘mGUmA = dY(f(xn)af(mm))<e

Por lo tanto (f(z,)) es una sucesién de Cauchy en (Y,dy). Definimos la

funcién ¢g : G — Y mediante g(x) = lim, . f(z,) para cada z € G.
Notemos primeramente que el valor de g no depende de la elecciéon de

(x,,). En efecto: sea (z,,) C A otra sucesién que converge a x. Considere

2 =iy oo f(Tn), E = limn oo f (), 0 = 252,

Supongamos que z # z. Fijemos W € T (z, X) tal que diam(f(W NA)) <§
y V, V vecindades ajenas de z y Z con didmetro menor que J. Existe N € N
que satisface

para todon > N : f(z,) €V, f(z,) € ‘7, Tn, Tn, € WNA.
De esta forma:

dy(z,2) < dy(z, f(zn)) + dy (f(en), f(2N) + dy (f(2n), 2) <30 <dy(z,2),
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lo que es una contradiccién.

Es claro ademas que g es una extension de f. Demostraremos ahora que
g es continua, para ello demostraremos que si U € T*(X), entonces se tiene
que diam(g(U N G)) < diam(f(U N A)). En efecto: sea x € U N G. Fijemos
una sucesion (z,) C A que converge a z. Existe N € N tal que x,, € U, para
todo n > N. De esta forma, la sucesion (yx) = (zn1r) estd contenida en
UnNA. Ademas

9(w) = limpgo0 f (Yr)-
Por lo tanto g(UNG) C cl(f(UN A)). Entonces

diam(g(U N Q)) < diam(cl(f(U N A))) = diam(f(U N A)).

Esto demuestra que para todo x € G, osc,(z) < oscs(x) = 0. Por lo tanto, g
es continua en . O

A.2.5 Teorema. Si X es metrizable yY C X es completamente metrizable,
entonces Y es un conjunto Gs en X. Reciprocamente, si X es completamente
metrizable y Y C X es un conjunto Gg, entonces Y es completamente me-
trizable.

En particular, un subespacio de un espacio polaco es polaco, si y solo si
es un Gs.

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacién, consideramos idy :
Y — Y. Por el Teorema A.2.4, existen G un conjunto Gy tal que Y C G C
c(Y)y g: G — Y una extensién continua de idy. Como Y es denso en G,
g=1dg. Asi, Y = G.

Demostraremos la segunda afirmacién en dos pasos: primero asumiremos
que Y es abierto en X, posteriormente abordaremos el caso en que Y es un
conjunto Gs en X.

PASO 1: Y es abierto en X.

Sea dx < 1 una métrica compatible con X. Definimos f : Y — R me-
diante .
VeeY: f(z)=(dx(z, X\Y)) .

Esta funcién es continua debido a que dy(xz, X\Y) =0, siysélosiz € X\Y.
Ahora definimos dy : Y xY — R mediante dy (z,y) = dx(z,y)+|f(z)—f(y)].
Note que dy es una métrica en Y. En efecto: si x, y, 2 € Y, entonces

dy (x,2) < dx(z,y)+dx(y, 2)+[f (@)= f W)+ ()= f ()] = dy (z,y)+dy (y, 2).
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Veamos que la topologia inducida en Y por la métrica dx [y coincide con la
topologia inducida en Y por la métrica dy. En efecto: elegimos cualesquiera
x €Y, r>0.Debido a que dx [y< dy, obtenemos

By, (z,7) € By (z,r)NY.
Por otra parte, por la continuidad de f, existe 6 > 0 tal que

VyeY (dela,y) <8 = |f@)— fy)l <3).

De esta forma, si s = min{d, 5}, entonces By, (z,5) Y C By, (z,7).
Finalmente, sea (z,) una sucesiéon de Cauchy en el espacio (Y, dy). Como

dx < dy, (x,) es una sucesiéon de Cauchy en (X, dyx). Sea x € X el limite de

(x,) en la métrica dy. La sucesién (f(z,)) es convergente debido a que

i1 (A (T, ) + | F(00) = F@)]) =0 = limsl £ (@) = F(@m)] = 0.
Sucede que x € Y, porque de lo contrario
dx(z, X \Y) =lim,eodx(zn, X \Y)=0 = (f(z,)) no es acotada,
lo que es una contradiccion.
PASO 2: Y es un conjunto Gs en X.

Sea Y = (,cn Ak, donde Ay, es abierto en X, k& € N. Consideramos dj, < 1
una métrica compatible con la métrica inducida en Ay, k& € N. Definimos
Y Y — IgenAg mediante ¢(y) = (v, y, v, . ..). Note que 9 es una isometria
entre Y y ¢(Y). En efecto: si y, ¥ € Y, entonces

AW (y), ¥@) = d(y. y,- ), (7 7,--) = T2 (27N di(y, ) = di(y, 9).

Por lo visto en el paso 1, cada A, es un espacio polaco. Como el producto a
lo mas numerable de espacios polacos es un espacio polaco [14, Proposicién
3.3], tenemos que IlxenAg es un espacio polaco. Si demostramos que ¥ (Y)
es cerrado en IlxenAg habremos terminado. Sea (y;) C Y tal que (¢(y))
converge puntualmente a z = (z;) € IlxenAg. Entonces, para todo k € N,
2 = limy_o0y;. Por lo tanto z € ¥(Y). O
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A.3. El espacio de Cantor.

A.3.1 Definicién. Llamaremos espacio de Cantor al espacio C = 2V de
todas las sucesiones de ceros y unos, donde consideramos a 2 como espacio
discreto y tomamos en 2V la topologia producto.

A.3.2 Definiciéon. Un esquema de Cantor en un conjunto X es una familia
{A, : s € 2<N} de subconjuntos de X tal que:

(i) AjgN Ay =0, para s € 2<N,
(i) A,~; C A, para s € 2<N i€ 2.

Recordemos que un espacio es perfecto si todos sus puntos son puntos
limite. Si P es un subconjunto de un espacio topolégico X, decimos que P
es perfecto en X si P es cerrado y perfecto en su topologia relativa.

A.3.3 Teorema. St X es un espacio no vacio, perfecto y polaco, entonces
existe una mmersion de C en X.

Demostracion. Note que existe un esquema de Cantor {U, : s € 2<N} en X
tal que

(i) Us es abierto no vacio,
(ii) diam(U,) < 27ton9(s),
(iii) cl(U,~;) C Uy, para s € 2<N 4 € 2.

En efecto: construimos U, mediante recursion sobre la longitud de s. Sea x
un elemento fijo de X. Definimos Uy = B(x,27!). De esta forma, Uy cumple
las condiciones (i) y (ii). Supongamos que para todo s € 2™ hemos construido
Us que cumple las condiciones (i) y (ii). Sea x € U,. Por la regularidad de
X, existe W € T(x,X) tal que cl(W) C U,. Como X es perfecto, existe
y € W\ {z}. Definimos

Us"O = B($7 27(n+2)) N W y Us”l = B(ya 27(n+2)) N W

De esta forma, diam(Uy~p) < diam(B(z,27"))) = 27+ Anglogamente,
diam(Uy~y) < 27+ Ademas cl(Uy~;) C cl(W) C U para cada i € 2. Esto
termina la construccion del esquema de Cantor.
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La condicién (iii) implica:

m Cl(ernH) - m Uzn-

neN neN

Por lo tanto (,cn Uzin = [pen €/(Usin). Debido a que {cl(U,},) : n € N}
es una coleccién decreciente de cerrados no vacios, obtenemos que para cada
x € 2V, el conjunto ),y cl(Uspy) consta de un sélo punto, digamos {f(z)}.
De esta forma tenemos definida a una funcién f : 2% — X. Veamos que f
es inyectiva y continua, y por lo tanto una inmersién. Sean z, y € 2" tales
que x # y. Utilizando la condicién (i) de la Definicién A.3.2 obtenemos que
si n* =min{n € N : z,, # y, }, entonces

Uaz{n*—i—l N Ux(n*—&—l = @

Por lo tanto f(z) # f(y). Ahora tomemos un punto y € 2 y una sucesién
(y7) C 2N tales que (y/) converge a y. Dado ¢ > 0, existe K € N tal que
27K < €. Por la Proposicién A.1.1, Ny, es un abierto canénico en 2" que
contiene a y. Asi, existe J € N tal que y/ [x= y |k, para todo j > J. De
esta forma, para todo j > J:

fy’) € Uyite = Uyre v ademas  f(y) € Uy,

Por la condicién (ii), diam(U,;,,) < 27%. Por lo tanto, para todo j > J,
d(f(y?), f(y)) < e. Por lo tanto, f es continua en 2. O

A.3.4 Corolario. 5i X es un espacio no vacio, perfecto y polaco, entonces
| X | = 2¥. Particularmente, un subconjunto no vacio y perfecto de un espacio
polaco tiene cardinalidad 2.

Demostracion. Como X es metrizable y separable, X es homeomorfo a un
subespacio de I [14, Teorema 4.14]. Asi, |X| < [IN] = 2¥. Ademés, por
el Teorema A.3.3, X contiene un subespacio homeomorfo a C. Entonces,
IC| =2¥ < |X]. m

Sea X un espacio topologico. Decimos que x € X es un punto de conden-
sacion si toda vecindad abierta de x es no numerable. Denotaremos mediante
X* al conjunto de todos los puntos de condensacion de X.

A.3.5 Proposicion. Si Y es un espacio polaco y perfecto, entonces Y* =Y.
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Demostracion. Sean y € Y y U € T(y,Y). Si demostramos que U satisface
las hipdtesis del Corolario A.3.4 obtendremos que |U| = 2¥.

Por el Teorema A.2.5, U es un espacio polaco no vacio. Veamos que U
es perfecto en si mismo. Tomemos z € U y W € T(z,U). Existe V abierto
en Y tal que W = U NV. Por lo tanto, W € T(z,Y). Como Y es perfecto,

W\ {2} £ 0. O

A.3.6 Teorema. Sea X un espacio polaco. Entonces X admite una unica
representacion de la forma X = PUC, donde P es un subconjunto perfecto
de X y C es un abierto a lo mds numerable.

Demostracion. Si X es perfecto, entonces definimos P = X y C = (. Si X
no es perfecto, entonces definimos P = X* y C' = X \ P. Fijemos una base
a lo mas numerable B para X. Note que

c=J{weB: W <w}

En efecto: es claro que si W € By |W| < w, entonces W C X\ X* = X\ P =
C'. Por otro lado, si x € C, por definicién de X*, existe U € T (z, X) tal que
U es a lo mas numerable. Como B es base para X, existe W € B tal que
x € W CU. Por lo tanto C C | J{W € B : |W| < w}. Esto muestra que C'
es un abierto a lo méds numerable. Asi, P es cerrado en X.

Ahora veamos que P es perfecto en su topologia relativa. Sea z € Py
V € T(z,X). Entonces:

(V] >w, [VAX\P)<w) = [VAP|>w = (VAP)\{z} £0.

Por lo tanto, P es perfecto en su topologia relativa.

Demostramos ahora que la descomposicién es tnica. Supongamos que
X = P, U4, donde P; es un subconjunto perfecto de X y C} es un abierto
a lo mas numerable. Debido a que P, es cerrado en X, obtenemos P, = Py
(utilizar el Teorema A.2.5 y la Proposicién A.3.5). Esto implica que P; C P.
En efecto: six € Py y U € T(x,X), entonces w < |U N Py| < |U].

Por otra parte, C; C C debido a que (' es un abierto numerable. Ademas

cC\Ci;CcCnP CCnNP=0 = CCC(.
Finalmente
P\PCPNC;=PNC=0) = PCP.
Por lo tanto P = P, y C' = C}. H
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A.3.7 Corolario. Cualquier espacio polaco no numerable contiene una copia
homeomorfa de C y en particular tiene cardinalidad 2%.

Demostracion. Por el Teorema A.3.6, X admite una tinica representacién de
la forma X = P U C, donde P es un subconjunto perfecto de X y C' es un
abierto a lo més numerable. Como X es no numerable, P # (). Ademds P es
un espacio polaco debido a que es cerrado en X (Teorema A.2.5). Utilizando

el Teorema A.3.3 obtenemos que P contiene una copia homeomorfa de C.
Asi, |C] = 2@ < |P| < |X|. Por el Teorema 4.14 de [14], | X| < [N =2*. O

A.4. El espacio de Baire.

A.4.1 Definicién. Llamaremos espacio de Baire al espacio N' = NN de
todas las sucesiones de niumeros naturales, donde consideramos a N como
espacio discreto y tomamos en NV la topologfa producto.

A.4.2 Definicién. Un esquema de Lusin en un conjunto X es una familia
{A, : s € NN} de subconjuntos de X tal que:

(i) Ag~yNAy; =0, parase NN i#£jenN,
(i) A,~; C A, para s € N<N 4§ € N,

Si (X, d) es un espacio métrico y {A, : s € NN} es un esquema de Lusin en
X, decimos que {A, : s € NN} tiene didmetro que se anula si

limp—soodiam(Agy,) = 0, para todo z € N.

En este caso, si D = {x € N : (,cyAein # 0}, definimos f : D — X

mediante
{f(@)} =) Aatn-

neN

Si {A, : s € NN} es un esquema de Lusin que tiene didmetro que se anula,
llamaremos a f : D — X la funcion asociada al esquema de Lusin.

A.4.3 Proposicién. Sean (X, d) un espacio métrico y {A, : s € NN} un
esquema de Lusin que tiene didmetro que se anula. Entonces st f : D — X
es la funcion asociada al esquema de Lusin, tenemos que

(i) f es inyectiva y continua.
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(i1) Si (X,d) es completo y cada As es cerrado, entonces D es cerrado.
(iii) Si Ag es abierto, entonces f es una inmersion.

Demostracion. (i) Para demostrar la inyectividad de f utilizamos la condi-
cién (i) de la Definicion A.4.2. Sean x, y € D tales que x # y. Si n* =
min{n € N : z,, # y,}, entonces

Ux[n*—f—l N Uz{n*—&—l = @

Por lo tanto f(z) # f(y).

Ahora veamos que f es continua. Sean y € D y una sucesién (') € D\{y}
tales que (y7) converge a y. Dado € > 0, existe K € N tal que diam(Ay;,.) < €.
Por la Proposicién A.1.1, DN Ny, es un abierto candnico en D que contiene
ay. Asi, existe J € N tal que 3/ [xk=1vy |k, para todo j > J. De esta forma,
para todo 5 > J:

f(yj> S ij Ik — Aer y ademds f(y) S Ayh{‘

Por lo tanto, para todo j > J, d(f(v?), f(y)) < €.

(ii) Consideremos z € Ny una sucesién (z7) C D tal que (27) converge
a z. Veamos que la sucesién (f(z7)) es de Cauchy en X. En efecto: Dado
e > 0, existe K € N tal que diam(A,,) < €. Debido a que D N Ny, es un
abierto canénico en D que contiene a z, existe J € N tal que v k=7 |k,
para todo 57 > J. De esta forma, para cualesquiera j, j > J:

f(@?) € Ay, = Agpye vy ademds f(xz) € AIF[K = Auy-

Asi, para todo j, 7 > J, se tiene que d(f(27), f(27)) < €. Seay = lim;_oo f (z7).
Como cada A, es cerrado, y € A, para todo n € N. Por lo tanto z € D y
flx)=y.

(iii) Veamos que f(N;ND) = f(D)N As, para todo s € N<N. En efecto: si
x € NyN D, entonces f(z) € Ayjiong(s) = As. Ahora tomamos z € f(D) N A,.
Como f es inyectiva, existe un tunico x € D tal que f(x) = z. Veamos que
x € N,. Supongamos que x [ long(s) # s. Si

k* =min{k € {0,1,...,long(s) — 1} : zx # Sk},
entonces x [ k* = s [ k*. Por la condicién (ii) de la Definicién A.4.2:

As g As[k*Jrl .
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Ademés, por definicién de la funcién asociada f(z) € Ay g+41. Por lo tanto
Agpes1 N Agpee41 # 0, lo que contradice la condicién (i) de la Definicién
A.4.2. ]

A.4.4 Lema. Si X es un espacio polaco, ¢ >0 yU € T*(X), entonces existe
una coleccion {U; : i € N} C T*(X) tal que diam(U;) < e y U = J,cn Ui =
Usen cl(Us).

Demostracion. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Definimos
Av={B(y,%) : + <5, yeD, d(B(y,+) CU, ieN}

Si z € U, entonces existe i € N tal que % < €y B(m,%) C U. Sea y €

DN B(x, 5-). Veamos que cl(B(y, 3-)) € B(x, 1):

zed(Bly,3) = dz,x) <d(zy) +dy,x) < 2 <

=

Ademss 3. < 5- < £. Por lo tanto B(y, 5;) € Ay y z € cl(B(y, 5;))- O

A.4.5 Corolario. Si X es un espacio polaco, F' es cerrado y U es abierto,
entonces F'NU es un conjunto F.

Demostracion. Asumiremos que F # () # U. Por el Lema A.4.4, existe una
coleccién {U; : i € N} C T*(X) tal que diam(U;) < 1y U = J;en cl(Us).
Asi FNU = U, en(F N el(U)). O

A.4.6 Teorema. Sea X un espacio polaco. Entonces existen un conjunto
cerrado F C Ny una condensacion f : F — X. En particular, si X es no
vacio, existe una funcién continua y sobreyectiva g : N — X que extiende a

f.

Demostracion. Fijemos d < 1 una métrica completa y compatible con la
topologia de X.

AFIRMACION: Si F' C X es un conjunto F, y € > 0, entonces F se des-
compone en una unién ajena F = J, .y F, donde F,, es un conjunto Fy,
diam(F,) < ey cl(F,) C F, para cada n € N.

Demostracion de la afirmacion: Sea F = UneN C,,, donde cada C), es cerrado.
En la demostracién del Lema A.4.4 exhibimos una base numerable para el
espacio X formada por bolas de didmetro menor que €. Las correspondientes
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bolas cerradas { B, : m € w} también tienen didmetro menor que € y cubren
al espacio X. Entonces

F= |J (C.nBy),

n,meN

donde cada conjunto C,, N B,, es cerrado y tiene diametro menor que €. De
esta forma, podemos asumir que cada C), tiene didmetro menor que e.

Si definimos G, = C, \ Uy, Ck, entonces F' = J, . Gn, pero ahora
la unién es ajena y cada G, tiene didmetro menor que €. Ademads, por el
Corolario A.4.5, cada GG, es un conjunto F,. Sea GG,, = UmeN DS,?), donde cada

Dy(ff ) es cerrado. Debido a que cualquier unién finita de conjuntos cerrados es
un conj d d i D™ cp™ D fi :
junto cerrado, podemos asumir que Dy,” C D, ;. De esta forma:

meN

con la convencion de que D" = 0. Los conjuntos DY \ DS;L son F, (de
nuevo aplique el Corolario A.4.5), ajenos dos a dos (para cualesquiera m y
n), de didmetro menor que € y ademés

d(DG\ DY) € DY C F

Definimos {F,, : n € N} como una ordenacién de {Dfﬁ) \Dgll : n, m e N}
X

Nuestro objetivo es construir un esquema de Lusin {F, : s € NN} que
nos permita utilizar las propiedades de la correspondiente funcién asocia-
da expresadas en la Proposicién A.4.3. Primero definimos Fy = X. Ahora
construimos a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de nimeros
naturales de longitud 1: la afirmacién anterior nos garantiza que es posible
expresar a Fj como una unién ajena, digamos Fy = |J,cy F(s), donde F;) es
un conjunto F,, diam(Fy)) < 271y cl(Fy)) C Fy, para cada i € N.

Para construir a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de niime-
ros naturales de longitud 2 utilizamos nuevamente la afirmacién anterior, es-
to es: descomponemos a cada F{; como una unién ajena, digamos, F(;
Ujen Fliy-j» donde Fy~; es un conjunto F, diam(Fyy~;) < 272y cl(Fy)-)
F), para cada j € N.

Asi, construimos un esquema de Lusin tal que para todo s € N”, los
conjuntos {F,~, : n € N} son los que resultan de aplicar la afirmacién

(Ml
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anterior al conjunto Fj, con € = 2-(on9()+1) E] esquema obtenido tiene las
siguientes propiedades:

(i

) F

(ii) Fs es un conjunto F;
i)
V)

(iii) Fy = UzEN s z_UzeNCl< ~i);
(i

Veamos que la funcién asociada f : D — X es una condensacién. Por la
condicion (i) de la Proposicién A.4.3, f es inyectiva y continua. Ademas f es
sobreyectiva. En efecto: dado p € X tomamos sy = ), de modo que p € Fy,.
Por la condicién (iii), existe s; 2 sg tal que p € Fy, y existe s D s7 tal que

€ F,,. Repitiendo este proceso obtenemos un z € N tal que p € ()
Ast f(z) =p.

Solo falta verificar que D es cerrado. Sea x € N\ D. Si probamos que
existe n € N tal que Fy, = 0, tendremos que € N, € N\ D y habremos
terminado. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que para cada
n € N existe p,, € Fypp,. Por las propiedades (iii) y (iv), la sucesién (p,,) es de
Cauchy en X y en consecuencia converge a p € cl(Fypi1) C Fypp, para todo
n € N. Por lo tanto p € [,,cy Fn, 10 que es una contradiccién.

La ultima afirmacién del teorema se sigue de la Proposiciéon A.1.8. n

diam(F,) < 27long(s),

nGN

A.4.7 Lema. Sea X un espacio polaco y cero-dimensional. Entonces para
cualquier € > 0, X posee una base numerable formada por conjuntos cerrado-
abiertos de didmetro menor que €.

Demostracion. En la demostracion del Lema A.4.4 exhibimos una base nu-
merable B para el espacio X formada por bolas de didmetro menor que €. Por
otra parte, como X es cero dimensional, existe una base VW para X formada
por conjuntos cerrado-abiertos. Como el espacio X es segundo numerable,
podemos extraer una subcoleccion W C W tal que W' es base para X y
IW'| < w. Asi, para cada B € B existe una subcoleciéon Vg C W' tal que
UVs = B. De esta forma, la coleccién |Jgz.5 Ve € W C W es una base nu-
merable para X formada por conjuntos cerrado-abiertos de diametro menor
que €. L]

A.4.8 Lema. Cy = {z € C : z se estaciona en 0} es un subconjunto F, del
espacio de Cantor C.
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Demostracion. Para cada l € N definimos
Ch={z=(z)€C : 2 =0paratodoi > [}.

Debido a que Cy = ey C}, basta demostrar que C} es un subconjunto
cerrado de C, para todo [ € N. Tomemos pues [ un elemento arbitrario de N
y 2z = (2;) € cl(C}). Ahora recordamos que C es un espacio metrizable debido
a que es el producto de una cantidad numerable de espacios discretos, y en
consecuencia, metrizables. Esto implica que existe una sucesiéon s = (2*) C C},
que converge a z en la métrica compatible con la topologia de C. Pero el
espacio C estd equipado con la topologia de la convergencia puntual (vea
la Definicién A.3.1 y la Proposicién 1.2.1). Por lo tanto, si utilizamos la
notacién 2% = (2F) = (2F, 25, ... 2F, . ..) para representar a cada término de
s, obtenemos que

lim zf = z;, para todo i € N.
k—o0

Como s C C), sucede que 2F = 0, para todo k € N y para todo i > . Esto
implica que si ¢ > [, entonces limy_, . zf = limy_, 0. Por lo tanto z; = 0,
para todo i > [. Esto demuestra que z € C} y en consecuencia C} es un
subconjunto cerrado de C. [

A.4.9 Lema. El espacio de Baire N es homeomorfo a un subespacio G del
espacio de Cantor C.

Demostracion. Para cada [ € N denotaremos mediante 0’ a la sucesién finita
formada por [ ceros. Por ejemplo, en el caso en que [ = 0 sucede que 0' = 0.
Utilizando esta notacién definimos una funcién f : A — C mediante

f(z) = f(z,) = 0771707170717 ...

Nuestro objetivo es demostrar que f es una inmersién y que f(N) es un
subespacio Gy del espacio de Cantor C.

AFIRMACION 1: La funcién f es inyectiva.
Demostracion de la afirmacion: Elegimos x, y dos elementos distintos de
N. Sea n* = min{n € N : =z, # y,}. Debido a que (xq,..., T 1) =

(Yo, - - -, Yn—1) Obtenemos que

0*"1” ..o 170" Tl =0T L T 10 T
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Supongamos, sin pérdida de generalidad que z,,+ < y,~. Asi, el bloque de ceros
0*»* es menos largo que el bloque de ceros 0%»*. Por lo tanto las sucesiones
finitas

(N |

tienen la misma longitud pero son diferentes. Esto a su véz implica que las
sucesiones finitas

s(z) = 0771771707 "1y s(y) = 00010 01000 T,

son diferentes. Como s(x) C f(z) y s(y) C f(y) obtenemos que f(z) # f(y).

X
AFIRMACION 2: f(N) =C\ Cp, donde Cy = {z € C : z se estaciona en 0}
(vea el lema A.4.8).

Demostracion de la afirmacién: Tomemos z € C \ Cyp. Nuestro objetivo es
construir x € N tal que f(z) = z. Como {k € N : 2, = 1} # (), comenzamos
nuestra construccién definiendo yy = min{k € N : z, = 1}. Asi, z,, =1
y ademas para todo k < yy sucede que zp = 0. Definimos entonces xy = .
Observe que 0771 = 2 [, 41

Note ahora que {k € N : k > yg, 2z = 1} # () porque de lo contrario
zr = 0 para todo k£ > 1o, lo que no es posible. Esto nos permite definir

y=min{k €N : k>yg, z =1}

Asi, para todo yy < k < y; sucede que z; = 0. Si definimos z1 = y; — (yo + 1)
obtenemos que
077170" 71 = 2 [(zo+1)+(@i1+1) -

Ahora supongamos que hemos determinado ¥, ...,y, € N y que a partir de
estos numeros hemos definido xy, ..., x, € N que cumplen la condicion

07717 .7 170" "1 = 2 [(ap41) 4+ (@nt1) -

Para determinar z,, 11 € N definimos y,,y1 = min{k € N : k> y,, z, =1}
(note que {k € N : k > y,, 2z =1} # 0 por laeleccién de z). De esta forma,
para todo y, < k < y,+1 sucede que z; = 0. Definiendo x,,11 = yps1— (yn+1)
obtenemos que

07717 ... 7 170" 1 = 2 [(wod 1)+ (@nsa+1) -
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Mediante este proceso obtenemos una sucesién x € A que cumple la con-
dicién f(z) = 2. Note que x es la sucesion que cuenta la longitud de cada
bloque de ceros consecutivos de z. X

Utilizando el lema A.4.8 obtenemos que f(N') es un subespacio G4 del
espacio de Cantor C.

AFIRMACION 3: La coleccién
B={N,nf(N) : se2ystermina en 1}
es una base para f(N).

Demostracion de la afirmacion: Por la proposicion A.1.1 sabemos que la
coleccién

B={N,Nnf(N) :sec2N}

es una base para f(N'). Asi, para demostrar esta afirmacién basta demostrar
que para cada B € By cada z € B existe B € B tal que z € B C B.
Tomemos pues B € By z € B. Asi, existen m € Ny s € 2™ tales que
B = N,N f(N). Analizaremos los dos casos posibles: s,,_1 =06 s,,1 = 1.
Si s,-1 = 1, entonces B € B. En este caso basta proponer B =B.

Veamos qué sucede si s, 1 = 0: como z € Ny N f(N) = N\ C, existe k € N
tal que m — 1 < ky 2z, = 1. Ademéas s = z [,,. Si definimos § = z [pq1
obtenemos que

z€ N;N f(N) €B.

Note que s C 5 implica que Nz C N,. Por lo tanto N3N f(N) C NyN f(N).
X
AFIRMACION 4: f: N — f(N) es continua.

Demostracion de la afirmacion: Por lo visto en la afirmacién 3, basta de-
mostrar que para cualesquier m € N y s € 2™ tales que s,,_1 = 1, sucede
que f7Y(N, N f(N)) es abierto en . Mediante el proceso efectuado en la
demostracién de la afirmacién 2, podemos construir t € N<N tal que ¢ es la
sucesion finita que cuenta la longitud de cada bloque de ceros consecutivos
de s. Esto significa que

S = (80,81, .., 8m_1) = 0071709717 . 2170 "1,
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para algtin k& € N. Veamos que f~1(N, N f(N)) = N;. Note que

reEN, = t=2 [

= (to,...,tk) = (xo,...,l’k)
= 5=00"1"...7170%"1=0""1"...7 170" "1 C f(zx)
= f(z) € Ns.

Por otra parte

ye [THUNNFN)) = fly) e N,
= §= f(y> [m
= 0071701717 2 1°0% "L = £(y) T -

Por la forma en que esta definida la funcién f, nos damos cuenta de que
la sucesion y cuenta la longitud de cada bloque de ceros consecutivos de la
sucesion f(y). Asi, la dltima condicién sélo es posible si t = y [11. Por lo
tanto y € N;. X

AFIRMACION 5: f: N — f(N) es abierta.

Demostracion de la afirmacion: Veamos que para cualesquiera [ € Ny ¢t € N
sucede que f(IV;) es abierto en f(N). Consideremos la sucesién

s=00"170""1"... 71704 "1,
Note que f(N,) = N, N f(N) € B. En efecto:

yeN, = t=yl
= (to,---,ti1) = (o, - Y1)
= s=0071".. 71708171 = %10 L0 100% 1L C f(y)
= f(y) € N.

Por otra parte, si y € N tal que f(y) € Ny, entonces
s=00"17.. 2170011 C f(y).

Pero esto s6lo puede suceder si y [;= t, es decir, si y € N;. Por lo tanto

fy) € f(IVy). O
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A.4.10 Teorema. Todo espacio polaco y cero-dimensional es homemomorfo
a un subespacio cerrado de Ny a un subespacio G de C.

Demostracion. Sea X un espacio polaco y cero-dimensional. Fijemos d < 1
una métrica completa y compatible con la topologia de X.

AFIRMACION: Para cualquier abierto no vacio U C X y cualquier € > 0,
existe una coleccién {V; : i € N} de conjuntos cerrado-abiertos, ajenos entre
si y de didmetro menor que € tal que U = (J,.y V.

Demostracion de la afirmacion: Por el Lema A.4.7, X posee una base nume-
rable formada por conjuntos cerrado-abiertos de didAmetro menor que €. Asi,
es posible expresar a U en la forma ;. U;, donde cada U; es cerrado-abierto
y tiene didmetro menor que e. Estableciendo V; = U; \ |,; Ui, obtenemos la
colecciéon requerida. X

Nuestro objetivo es construir un esquema de Lusin {C; : s € N<N} que
nos permita utilizar las propiedades de la correspondiente funcién asocia-
da expresadas en la Proposicién A.4.3. Primero definimos Cy = X. Ahora
construimos a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de nimeros
naturales de longitud 1: la afirmacién anterior nos garantiza que es posible
expresar a Cjj como una unién ajena, digamos Cy = (J,cy C(s), donde C;) es
cerrado-abierto y diam(C(;)) < 27!, para cada i € N.

Para construir a los conjuntos etiquetados con sucesiones finitas de niime-
ros naturales de longitud 2 utilizamos nuevamente la afirmacién anterior, es-
to es: descomponemos a cada C(; como una unién ajena, digamos, Cj;) =
Ujen Ciy~j» donde C;)~; es cerrado-abierto y diam(C~;) < 272, para cada
jeN.

De esta forma, construimos un esquema de Lusin tal que para todo s € N",
los conjuntos {Cy-~,, : n € N} son los que resultan de aplicar la afirmacién
anterior al conjunto Cj, con € = 2~(0m9()+1) E] esquema obtenido tiene las
siguientes propiedades:
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Sea f: D — X la funcién asociada. Utilizando las condiciones (ii) y (iii) de
la Proposicién A.4.3 obtenemos que D es un subespacio cerrado de Ny que
f es una inmersion. Verificamos que f es sobreyectiva mediante la técnica de
la demostracién anterior: dado p € X tomamos sq = (), de modo que p € Cy,.
Por la condicién (iii), existe s; 2 sq¢ tal que p € Cy, y existe s D s tal que
p € C,,. Repitiendo este proceso obtenemos un z € N tal que p € Nhen Cain
Ast f(x) = p.

La tltima afirmacién se debe a que N es homeomorfo a un subespacio
Gs de C (Lema A.4.9). O

Para obtener un homeomorfismo definido sobre todo N debemos imponer
una condicion que nos garantize que cada abierto de X se puede descomponer
en una union ajena de una cantidad numerable de conjuntos cerrado-abiertos
no vacios de diametro arbitrariamente pequeno.

A.4.11 Teorema. El espacio de Baire N es el iinico, salvo homeomorfismos,
espacio polaco cero-dimensional no vacio para el que todos los subconjuntos
compactos tienen interior vacio.

Demostracion. Notemos que N tiene estas propiedades. Supongamos que
existe K un subespacio compacto de N que tiene interior no vacio. De esta
forma, K contiene un abierto canénico Ny, donde s € N<N. Debido a que Nj
es un subconjunto cerrado de K obtenemos que N, también es compacto.
Pero esto no es posible, ya que la coleccién {N,~,, : n € N} es una familia
numerable de abiertos ajenos que cubre a /.

Ahora consideramos un espacio X con las propiedades mencionadas en
el enunciado del teorema. Fijemos d < 1 una métrica completa y compatible
con la topologia de X.

AFIRMACION: Para cualquier conjunto cerrado-abierto no vacio U C X y
cualquier € > 0, existe una coleccién {V; : ¢ € N} de conjuntos no vacios,
cerrado-abiertos, ajenos entre si y de diametro menor que € tal que U =

Uien Vi

Demostracion de la afirmacion: U no es compacto debido a que tiene interior
no vacio. Por lo tanto existe una cubierta abierta de U de la que no es posible
extraer una subcubierta finita. Por el Lema A.4.7, cada elemento de dicha
cubierta puede expresarse como una union de conjuntos cerrado-abiertos de
didmetro menor que € que pertenecen a una base numerable del espacio X.
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Asi, la coleccién de todos estos conjuntos cerrado-abiertos determinan una
cubierta numerable {U; : ¢ € N} del conjunto U de la que tampoco es
posible extraer una subcubierta finita. La coleccion {V; = U; \ U,.; Ui

i € N} también es una cubierta de U de la que no es posible extraer una
subcubierta finita. Eliminando a todos los V; que puedan ser vacios obtenemos
una coleccién numerable con las propiedades requeridas. X

Construimos un esquema de Lusin tal que para todo s € N”, los conjuntos
{Cs~, : n € N} son los que resultan de aplicar el resultado anterior al
conjunto Cy, con € = m (vea las demostraciones de los Teoremas A.4.6
y A.4.10). El esquema obtenido cumple lo siguiente:

(i = X, C, # () para todo s € N<N;

(ii) Cs es abierto y cerrado;

(i) Cs = U en Comni
(iv) diam(Cy) < 27lona(s),

) G
)
i)
)
Sea f: D — X la funcién asociada. Por la condicién (iii) de la Proposicién
A.4.3, f es una inmersién. Ademds, por las condiciones (i) y (iii), f es so-
breyectiva. Sélo falta verificar que D = N. Sea « € N. Por la condicién (i),
para cada n € N existe p, € Cy,. Por las propiedades (iii) y (iv) la sucesién
(pn) es de Cauchy en X y en consecuencia converge a p € cl(Cyint1) C Cyp,

para todo n € N. Por lo tanto p € [,y Ca [

A.5. Conjuntos de Borel.

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente teorema.

A.5.1 Teorema. Si (X,T) es un espacio polaco y A C X es un conjunto de
Borel, entonces eziste una topologia polaca Ty 2 T para X tal que B(Ta) =
B(T) y A es cerrado-abierto en Ta, donde B(Ta) y B(T) denotan a los
conjuntos de Borel de (X,Ta) y (X, T), respectivamente.

Necesitaremos los siguientes lemas.

A.5.2 Lema. Sea (X,T) un espacio polaco y F C X cerrado. Si Tr es la
topologia en X generada por la base

TU{UNF :UeT},
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entonces Tp es polaca, B(Tr) = B(T) y F' es cerrado-abierto en Tg.

Demostracion. Denotaremos mediante O y O alas topologfas relativas 7 [r
y T Ix\r, respectivamente. Por el Teorema A.2.5, (F, O) y (X\F, O) son sub-
espacios polacos de X. En consecuencia, (F,O)® (X \ F, (5) es una topologia
polaca en X. B

Veamos que (F,0) @& (X \ F,0) = (X, Tr). En efecto: todo U € T se
puede escribir en la forma U = (UNF)U(UN (X \ F)). Por lo tanto, la base
de Tr esta contenida en la suma directa mencionada anteriormente. Ademas,
siU, V€T, entonces (FNU)U((X\F)NV) € Tp.

Finalmente: 7 C Tr = B(T) C B(7r). Ademas TU{UNF : Ue T} C
B(T) = B(Tr) C B(T). -

A.5.3 Lema. Sea (X, T) un espacio polaco y sea {T, : n € N} una sucesion
de topologias polacas en X con T C T,, n € N. Entonces la topologia T
generada por |, .n Tn €s polaca. Ademas, si T, C B(T) entonces B(Ty) =
B(T7).

Demostracion. Para cada n € N, fijamos {U* : i € N} una base del espacio
(X, Tn). De esta forma, {U" : i € N, n € N} es una subbase de (X, 7).

Sea X,, = X, para n € N. Consideremos la funciéon ¢ : X — HneN X,
dada por p(x) = (z, z, z,...). El conjunto ¢(X) es cerrado en [ [, .y (Xn, Tn)-
En efecto: si 2 = (2,) € ([[,,en Xn) \ ¢(X), entonces existen 4, j € N, i # j,
tales que z; # z;. Elegimos U, V' abiertos ajenos en 7T tales que z; € U,
zj € V; y definimos

neN

U sin =1,
LVﬁ:: \%4 Sin/::ju
X, sii#n#j.
W, es abierto en [], .(Xn, Tn) ¥
A HWn - (HXH)\SO(X>

neN neN

De esta forma, J], oy

Por el Teorema A.2.5, ¢(X) es un subespacio polaco de [, cn(Xn, 7).

Veamos ahora que ¢ : (X, 7o) — ¢(X) es un homeomorfismo. Para todo
n € N, la composicién 7, o ¢ = Idx : (X,Ts) — (X, T.) es continua.
Ademas, para cualesquiera i, n € N:

pUF) = (([]X0) xUr) ne(x).
l#n
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Por lo tanto ¢ es una funcién abierta.

Finalmente, debido a que {U* : i € N, n € N} es una subbase para la
topologia T, si T, € B(T) entonces 7o, € B(T). Ademas T C 7, C Too =
B(T) € B(7T)- O

Demostracion del Teorema A.5.1. Definimos S como la coleccién de to-
dos los subconjuntos A C X para los que existe una topologia polaca T4, D T
tal que B(T4) = B(T) vy A es cerrado-abierto en T4. Note que S es una o-
algebra de subconjuntos de X. En efecto: para comprobar que X € § basta
tomar Tx = 7. Ademads, si A € S, estableciendo Tx\4 = T4, obtenemos que
X \ A € S. Finalmente consideremos A,, € S, n € N. Sea 7, la topologia
correspondiente al conjunto A,, que cumple las condiciones en la definicién de
S. Consideramos 75, la topologia generada por | J, .y 7. Por el Lema A.5.3,
To es polaca y ademés

T, € B(Tn) = B(T) = B(7x) = B(T).

Por el Lema A.5.2, |, oy An es cerrado en (X, 7). Ademas | J,cy An € Te
debido a que A, € T,, C T.

Una aplicaciéon mas del Lema A.5.2 muestra que si F es cerrado en (X, 7)),
entonces F' € S. Por lo tanto T C Sy B(T) C S. X

neN

A.5.4 Teorema (Del Conjunto Perfecto para Conjuntos de Borel). Sea
(X,T) un espacio polaco y A € B(T). Entonces A es numerable ¢ bien
el espacio (A, T [4) contiene una copia homeomorfa del espacio de Cantor.

Demostracion. Por el Teorema A.5.1 podemos extender la topologia 7 a una
nueva topologia polaca T4 para X, que posee los mismos conjuntos de Borel
y en la que A es un conjunto cerrado-abierto. Empleando el Teorema A.2.5
obtenemos que (A, T4 [4) es un espacio polaco. Por el Corolario A.3.7, si A
es no numerable, entonces existe una inmersién i : C — (A, T4 [4).

Ahora consideramos al conjunto A equipado con la topologia de subespa-
cio respecto de (X, 7). Veamos que la funcién i : C — (A, T [4) es también
una inmersién. En efecto: sea U € T; note que

TCTy = UNA€Tila = i Y(ANU) es abierto en C.

Por lo tanto i : C — (A, T [a) es continua. Debido a la compacidad del
espacio C y a que (i(C),T [ic)) es un espacio Hausdorff obtenemos que
i:C — (i(C), T lic)) es cerrada. Concluimos que (A,7 [4) contiene una
copia homeomorfa del espacio de Cantor. ]
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A.5.5 Teorema. Sea X un espacio polaco y A C X un conjunto de Borel.
FEzisten un conjunto cerrado F C N y una condensacion f : F — A. En
particular, si A # 0 existe ademds una funcion continua y sobreyectiva g :
N — A que extiende a f.

Demostracion. Sea T4 una topologia polaca para X tal que Ty 2 T y A es
cerrado-abierto en 7T4. Por el Teorema A.2.5, A es un subespacio polaco de
(X, Ta). Utilizando el Teorema A.4.6 obtenemos que existen F' un subcon-
junto cerrado de A y una condensacién f : F' — (A, Ta [a). Por lo tanto
f:F — (AT [4) también es una condensacién. La dltima afirmacion es
consecuencia de la Proposicion A.1.8. O]

A.6. Las clases proyectivas.

A.6.1 Definicién. Sean X un espacio polaco y A un subconjunto de X.
Decimos que A es analitico si existen un espacio polaco Y y una funcion
continua f : Y — X tales que f(Y) = A. Un conjunto B es coanalitico si
X \ B es analitico.

Denotamos a la clase de conjuntos analiticos (respectivamente, la clase
de conjuntos coanaliticos) contenidos en un espacio polaco X mediante el
simbolo X}(X) (respectivamente, II}(X)).

Observe que () es analitico tomando Y = (). Note también que por el
Teorema A.5.5: B(X) C X{(X).

A.6.2 Teorema. Sean X un espacio polaco y A C X. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) A €Xy(X),
(ii) existe f: N — X continua tal que f(N) = A,
(111) existe F C X x N cerrado tal que A = proyx(F),
() existe G C X x C un Gy tal que A = proyx(G),
(v) existen' Y polaco y B C X XY de Borel tales que A = proyx(B).

Demostracion. (i) = (ii) Recuerde que todo espacio polaco es imagen conti-
nua de N/ (Teorema A.4.6).
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(i) = (iii) Si f : N' = X es una funcién continua tal que f(N) = A, entonces
graf(f) es un subconjunto cerrado de N' x X. Definimos

F = (graf(f))' = {(.p) € X x N+ (p,7) € graf(f)}.
Veamos que proyx(F') = A:

r€proyx(F) & Ipe N : (x,p) € F
& IJpeN: (pa)egraf(f)
< peN: flp)==
& x e A

(i) = (iv) Sea FF C X x N cerrado tal que A = proyx(F). Por el Lema
A 4.9, existen H un subconjunto G de C y un homeomorfismo h : N — H.
Note que X x H es un subconjunto G5 de X x C. En efecto: existe una
coleccion {U; : | € N} de subconjuntos abiertos de C tales que H = [,y Ui
Ast:
X xH=[)(XxU).
leN

Definimos ¢ : X x N — X x H mediante ¢ (z,p) = (z,h(p)) y G = ¥ (F).
Como v es un homeomorfismo, G es un subconjunto cerrado de X x H. Por
el Lema A.2.3, existe una coleccién {W; : ¢ € N} de subconjuntos abiertos
de X x C tales que

G=[) (X xH)NW)=(XxHn([]W)
1eN leN
Esto muestra que G es un subconjunto Gs de X x C.

Finalmente veamos que proyx(G) = A. Si x € A, entonces existe p € N/
tal que (x,p) € F. Por lo tanto (x,h(p)) € G. Ahora tomemos (z,p) € F.
Por hipétesis proyx(z, h(p)) = = € A.

(iv) = (v) Es trivial.

(v) = (i) Sea Txxy la topologia producto en X x Y. Por el Teorema A.5.1,
existe Tg 2 Txxy una topologia polaca para X x Y tal que B es cerrado-
abierto en T y B(7T5) = B(Txxy). Como B es cerrado en (X x Y, Tg), B es
un subespacio polaco de (X x Y, 7p) (utilizamos el Lema A.2.3 y el Teorema
A2.5).

Finalmente, note que la funcién
proyx [p: (B, Ts [B) = X

es continua debido a que Tg O Txxy. O
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A.6.3 Proposicién. (i) Sean X un espacio polaco y {A, : n € N} C
Y1(X). Entonces U ey Ans Npen An € B1(X).

(11) Sean X Y espacios polacos y f : X — Y una funcién Borel medible. Si
A C X y B CY son analiticos, entonces f(A) y f~*(B) son analiticos.

Demostracion. (i) Por la Definicién A.6.1, existen {(Y,,7,) : n € N} una
coleccion de espacios polacos y {f, : ¥, = X : n € N} una coleccién de
funciones continuas tales que f,(Y,) = A,. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que si n # m entonces Y, NY,, = 0.

Primero demostraremos que |J,, .y An € £{(X). Por la Proposicién 3.3 de
[14], @ nen Yy, es un espacio polaco. Considere la funcién

f= U Jn: @pen Yy — X.

neN

SiU C X, entonces f~H(U) = U, ey fo ' (U). En efecto:
yefY(U) & AneN(yeY, fuly) eU) & AneN(ye f,'(U)).

Asi, f es continuay f(PnenYn) = U ey An- Por lo tanto J,, .y An € B1(X).
Para demostrar que [, .y An € L1(X) consideramos el conjunto

Z = {(yn) S H Y, : fn(yn) = fm(ym)a para cualesquiera n, mec N}

neN

Note que Z es cerrado en [[,.yYn. En efecto: si (yn) € ([L,enYn) \ Z,
entonces existen j, k € N tales que f;(y;) # fi(yx). Sean U, V vecindades
ajenas de f;(y;) v fe(yx). Definimos

fHU) sin=j,
W, =< fi' (V) sin=k,
Y, sij #n # k.

De esta forma (y,) € [[,,ex Wn € (Ien Yn) \ Z.

Por el Teorema A.2.5, Z es un espacio polaco. Sea ¢ = foo(m [2) : Z —
X, donde 7q : [[,,cn Yn — Y0 es la proyeccién en el primer factor del producto
[L,cn Yn- Asi, ¢ es continua. Debido a que f,,(Y,) = Ay, para todo n € N,
obtenemos que p(Z) = (,cn An- Esto demuestra que (1, . A € B1(X).
(ii) El conjunto Y x A es analitico. En efecto: sean Z un espacio polaco y
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g : Z — X una funcién continua tales que g(Z) = A. Definimos h : Y X Z —
Y x X mediante h(y, z) = (y,9(z)). Asi, h es continuay h(Y x Z) =Y x A.
Como f es Borel medible, {(y,z) € Y x X : f(z) =y} €e BY x X) C
Y1(Y x X). Utilizando el inciso (i) obtenemos que
F=A(y,z) eY x X : f(x) =y} N (Y x A)
={(y,2) €Y x X 1z €A, f(z) =y} € Z{(Y x X).

Debido a que la funcién proyy es continua, si demostramos que proyy (F) =
f(A) habremos terminado. Note que:

yeproyy(F) & e X ((yz)eF) & FJrecA(f(x)=y) & ye f(A).

Para demostrar que f~!(B) es analitico, observamos que X x B € L} (X xY).
Notamos que {(z,y) € X xY : f(z) =y} e B(X xY)CEX(X xY)y
definimos

G={(zr,y) € XXY : f(z) =y}nN(XxB)={(x,y) € XXY : f(z) =y € B}.
Por el inciso (i), G € B1(X x Y). Ademas proyx(G) = f~1(B). O

A continuacion introducimos a las clases proyectivas.

A.6.4 Definicién. Definimos las clases proyectivas X}, IIL Al de subcon-
juntos en espacios polacos de la siguiente manera:

(i) X1 es la clase de conjuntos analiticos contenidos en algin espacio po-
laco.

(i) ML ={X \ A : Xes polaco, A € BL(X)},
(i) X}, = {proyx(A4) : X es polaco, A € I} (X x N)},
(iv) Al = S! AL,
Las propiedades categoricas mas basicas de las clases anteriores estan

establecidas en la siguiente proposicion.

A.6.5 Proposicién. (i) Las clases X! son cerradas bajo preimdgenes con-
tinuas, uniones e intersecciones numerables.

(ii) Las clases IIL son cerradas bajo preimdgenes continuas, uniones e in-
tersecciones numerables.



112 APENDICE A. AXIOMA DE DETERMINACION PROYECTIVA.

(iii) Las clases AL son cerradas bajo preimdgenes continuas, complementos
y uniones numerables.

Demostracion. Haremos induccién sobre n. En la Proposicién A.6.3 se de-
mostré que el inciso (i) es vélido para n = 1. Utilizando la definicién de
las clases IT} y Al obtenemos que los incisos (ii) y (iii) también son vali-
dos para n = 1. Supongamos que las propiedades (i)-(iii) son validas para
n € N, n > 1. Demostraremos que la propiedad (i) es cierta para n+ 1. Note
que esto implica que las propiedades (ii) y (iii) también se cumplen para
n+ 1. Sean X un espacio polaco y {A; : i € N} C X} (X). Asi, para cada
i € N, existe B; € I}, (X x N) tal que proyx(B;) = A;.

Primero demostraremos que ¥, ; (X) es cerrada bajo uniones numerables.
Por hipdtesis de induccién, la clase II' (X x N) es cerrada bajo uniones
numerables. Esto implica que |J,oy B; € II,(X x N). Ademés

U A= U proyx(B;) = pTOyX(U By).

ieN 1€N 1€N

Por lo tanto J,oy 4i € &, 1 (X).
Ahora demostraremos que X}, ;(X) es cerrada bajo intersecciones nume-
rables. Note que

xEﬂAi < Vie Nz € proyx(B;)
ieN
& VieNdp, e N(z,p;) € B;
& Iy e NVVieN(z,y(i)) € B
& Jye NV (z,y) €U,

donde

U={(z,y) € X x NV : VieN(z,y(i)) € B;}
= ﬂ{(x,y) e X x NV : (z,9(i)) € B;}.

€N

Para cada i € N, consideramos la funcién I x m; : X x NN — X x N definida,
mediante

(I xm)(z,y) = (I x m)(x,y(0),y(1),y(2),...,y(0),...) = (z,y(4)).
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Utilizando la hipétesis de inducciéon obtenemos que

U=()Uxm) "(B) €I, (X x N').
ieN
Finalmente, fijemos un homeomorfismo ¢ : N' — NV, Definimos un homeo-
morfismo @ : X x " — X x NN mediante la férmula ®(z, p) = (z,1(p)) y de-
notamos mediante PROYx : X x NN — X a la proyeccién en el primer factor
del producto X x AN (recuerde que proyx : X x ' — X es la proyeccién en el

primer factor del producto X x N). Note que PROYx (U) = proyx(®~1(U)).
En efecto:

€ PROYx(U) & 3z NV (2,2) €U
& dpe N&(x,p) = (z,9(p) = (z,2) €U
& dpe N (x,p) e dH(U)
& 1 € proyx(@1(U)).

Utilizando nuevamente la hipétesis de induccién obtenemos que ®~1(U) €
II! (X x N). Finalmente

() Ai = PROYx(U) = proyx (&' (U)) € B, (X).

Demostraremos ahora que X, (X) es cerrada bajo preimédgenes continuas.
Para ello sean X, Y espacios polacos y f : X — Y una funciéon continua.
Elegimos C € X, ,(Y) y A € IIL(Y x N) tal que proyy(A) = C. Definimos
h: X XN =Y xN mediante h(z,p) = (f(z), p). Por hipdtesis de induccion:

B=h"1A) €eIL(X x N).
Note que proyx(B) = f~!(C). En efecto:

re f1(C) & flx)eC
s IpeN: (f(z),p eA
& dJpeN: (z,p)€B
& 1w € proyx(B).

Por lo tanto f~1(C) € X}, (X). O
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A.6.6 Teorema. Podemos representar a las clases proyectivas en el siguiente
esquema

% b %5
A A, A
I} I, I

donde toda clase estd contenida en cualquier clase a la derecha de ella.

Demostracién. En primer lugar demostraremos que £} C ¥} |, para cual-
quier n € N. Hacemos inducciéon sobre n. Por el Teorema A.6.2, si A €
¥1(X), entonces existe F© C X x N cerrado tal que A = proyx(F). Asi,
F e B(X x N) CII{(X x N). Por lo tanto A € ¥3(X). Ahora supongamos
que X}, C X!, paran € N, n > 1. Por definicién de las clases II}.:
2, C8 . = I CI .

Por lo tanto, si A € ¥ _,(X), entonces A = proyx(G), con G € II,(X xN) C
II} (X x N). Por la Definicién A.6.4, A € X} ,(X).

Ahora demostraremos que I}, C X!, para cualquier n € N. En efecto:
utilizando la Proposicién A.6.5 obtenemos que

Aelll(X) = AxN =proyy' (A) eI (X x N).

Por lo tanto, A = proyx(A x N) € ., (X).
Tomando complementos en las clases mencionadas en los parrafos ante-
riores obtenemos que I, CII}, v ¥, CII} ,, para cada n € N. O

A partir de ahora la expresién A es un conjunto L. significa que A per-
tenece a la clase X! (X), para algiin espacio polaco X. Las expresiones A es
un conjunto IIL v A es un conjunto Al tendran un significado andlogo.

A.6.7 Teorema. Las imdgenes de los conjuntos X} por funciones Borel me-

dibles (en particular, continuas) son conjuntos XL, mientras que las imdgenes
» 1 » 1

de los conjuntos II,, son los conjuntos ¥, ;.

Demostracion. Sean U, V' espacios polacos, h : U — V una funciéon Borel
medible y A € IT! (U). Sabemos que

graf(h) ={(u,v) €U xV :v="h(u)} €BU x V) CII} (U x V).
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Utilizando la Proposicion A.6.5 obtenemos que
AxV = proy;(A) e I (U x V).
Ademas
B={(u,h(u)) : ue A} = (AxV)Nngraf(h) eI, (U x V).

Por el Teorema A.4.6, existe g : NV — U continua y sobreyectiva. Defini-
mos
v:V XN = U x V mediante (v, p) = (9(p), v).

Asi, v es continua y sobreyectiva.
El conjunto C' = v }(B) € IIL(V x N) y en consecuencia proyy (C) €
211 (V). Note que proyy (C) = h(A). En efecto:

veh(A)e JueA: v=
& JuelU: (u,v)eB
& dJpeN: (¢(p),v) €B
& dpeN: (vp el
& v € proyy (C).

h(u)

Por lo tanto h(A) € B} (V).

Debido a lo que acabamos de demostrar, los conjuntos X} son las imdgenes
por funciones Borel medibles de los conjuntos I} ;. Por lo tanto, las imdgenes
de los conjuntos X! por funciones Borel medibles son también imdgenes de
conjuntos IT! | por funciones Borel medibles, luego son conjuntos X!. ]

A.6.8 Teorema. Si X CY son espacios polacos, entonces
LX) = ZLY) Ix= {AC X : ALV}
Similarmente para las clases I y Al

Demostracion. Utilizando la Proposicién A.6.5 y el hecho de que la funcién
inclusién ix : X — Y es continua, obtenemos que X! (V) [xC ¥} (X). Ha-
bremos terminado si demostramos la siguiente afirmacién.

AFIRMACION: Para cualquier par de espacios polacos X C Y se cumple

Z,(X) CE,(Y) vy IL(X) CIL(Y).
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Demostracion de la afirmacion: Mediante induccién sobre n. Por definicién
de conjunto analitico, £}(X) C Z1(Y). Veamos que II}(X) C I}(Y). Si
A € II{(X), entonces X \ A € £{(X) C X{(Y). Utilizando los Teoremas
A.2.5y A.6.6 obtenemos:

X € B(Y) C Al(Y) CIIi(Y).
Utilizando la Proposicion A.6.5:
Y\NA=Y\X)U(X\A) eZ{(Y) = AcIi(Y).

Supongamos que la afirmacién es valida para n € N, n > 1. Considere
A e X!, (X). Por hipétesis de induccién y definicién de la clase X}, ;:

IBeIl(X xN) CIL(Y x N) (A= proyx(B) = proyy(B)).

Por lo tanto A € ¥, (V).
La contencién I}, (X) C I}, (Y) se demuestra del mismo modo que la
contencién IT}HX) C IIH(Y). O

A.6.9 Definicién. Sean X, Y espacios polacos y I' una clase de conjun-
tos definida en diversos espacios (por ejemplo X!, II! Borelianos, etcéte-
ra). Denotamos mediante I'(X) a la coleccion de todos los subconjuntos
de X que pertenecen a I'. Decimos que un conjunto U C Y x X es Y-
unversal para I'(X) si U € I'(Y x X) y I'(X) = {U, : y € Y}, donde
Uy ={reX : (yx) e U}

A.6.10 Teorema. Para cada espacio polaco X existe un conjunto C-universal
para X1 (X) y un conjunto C-universal para IT} (X).

Demostracidn. Por el Teorema 2.8 de [13], existe un cerrado VC C x N x X
que es C-universal para II9 (N x X). Sea

U={(z,z) eCx X : Ipe N (z,p,x) € V} = proyexx (V).

Note que U es C-universal para £{(X). En efecto: U € X}(C x X) debido a
que es imagen continua de un conjunto cerrado (Teorema A.6.7). Ademads, si
A € ¥1(X), entonces existe un cerrado F' C N x X tal que A = proyx(F).
Como V es C-universal para IIY(NV x X), existe z € C tal que

F=V,={(p,x) e N xX : (z,p,x) e V}.
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Note que A =U, ={z € X : (z,z) € U}. En efecto:

reA < IpeN: (px)€eF
& dpeN : (z,p,x) €V
& (z,x)eU
s rel,.

Por otra parte, si V' C C x X es un conjunto C-universal para 3} (X),
entonces U = (C x X)\ V es C-universal para II' (X). Ademds, si V es C-
universal para IT} (X), entonces el conjunto U construido a partir de V' como
en el caso i es C-universal para X}, | (X) (para demostrar esto se efectia el
mismo razonamiento). O

A.6.11 Teorema. Si X es un espacio polaco no numerable, para cadan € N,
n > 1, se cumple que BL(X) # I} (X). Por consiguiente

ALCE, S AL eigualmente A ST S AL

n

Demostracion. Por el Corolario A.3.7, X contiene un subespacio homeomorfo
a C. Si X1(X) = I} (X), entonces X! (C) = II.(C) (utilizamos el Teorema
A.6.8). Veamos que esto no es posible. Por el Teorema A.6.10 existe U un
conjunto C-universal para X! (C). Definimos ¢ : C — C x C mediante ¢(y) =
(y,y). Por la Proposicién A.6.5,

A={yeC: (y,y) ¢Ut=¢ ((CxC)\U) € IL,(C) = Z,(C).
Entonces, debe existir y € C tal que
A=U,={zeC : (y,x) e U}. (1)

Pero esto ultimo no es posible. En efecto: si y € A, entonces, por definicion
del conjunto A, (y,y) ¢ U. Utilizando la ecuacion (i) obtenemos que (y,y) €
U, lo que es una contradiccién. Andlogamente, si y ¢ A obtenemos una
contradiccion.

Ahora supongamos que Al = X!, Por definicién de las clases Al
nemos que X! (X) C IT! (X). Ademds

Ael(X) = X\ Ae B (X) CH\(X) = Ae X (X)

obte-

Por lo tanto X! (X) = II! (X), lo que contradice la primera afirmacién del
teorema.
Andlogamente, Al ,; = X! implica IT},(X) = X} (X). O
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A.7. Axioma de Determinacién Proyectiva.

A.7.1. Juego de Choquet.

A.7.1 Definicién (Juego de Choquet). Sea X un espacio topolégico no
vacio. El juego de Choquet Gx de X se define de la siguiente manera: los
jugadores I y II toman turnos jugando subconjuntos abiertos no vacios de X

I U Uy
17 Vo Vi

de manera que Uy D Vo D U; D Vi D ... Decimos que el jugador II gana esta
partida del juego si (,cn Vi = Npen Un # 0. (En consecuencia, el jugador I
gana si (),cn Vo = Npen Un = 0.)

Una estrategia para el jugador I (en este juego) es una “regla” que le
dice cémo jugar su n-ésimo movimiento (para cada n) dados los movimientos
previos Vp, ..., V,,_1 del jugador II. Formalmente, esto ultimo se puede definir
de la siguiente manera: sea T el conjunto de todas las sucesiones finitas
(W, ..., W,), donde cada WW; es un abierto no vaciode X y Wy D W; O ... D
W,,. Note que T' es un érbol bien podado en 7*(X). El drbol T es llamado
drbol de posiciones legales en el juego de Choquet Gx. Una estrategia para |
en Gy es un subarbol o C T tal que:

(i) o es no vacio y bien podado,

(i) si (Uy, Vo,-..,U,) € o, entonces para todo abierto no vacio V,, C U,
(U07‘/07---aUn>Vn) € g,

(iii) si (Uo, Vo, ..., Un—1,Vy_1) € o, entonces para un unico U,

(U07VE)7 . -7Un—17Vn—17 Un) €o.

Esto se interpreta de la siguiente manera: el jugador I inicia con el inico Uy
tal que (Up) € o. El jugador II juega a continuacién cualquier abierto no vacio
Vo C Up. Por la condicién (ii), (Uy, Vo) € o. Entonces el jugador I responde
jugando el tnico abierto no vacio U; C Vj tal que tal que (Uy, Vo, Uy) € o,
etc.

Una posicién (Wy, ..., W,,) € T es compatible con o si (W, ..., W,) € o.
Una partida del juego (Up, Vo, Uy, V1, ...) es compatible con o si

(UO7%7U17‘/17 c ) € [J]
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La estrategia o es ganadora para I, si para toda partida (Up, Vj, . ..) com-
patible con o, sucede que [,y Un = 0. Anédlogamente establecemos las no-
ciones de estrategia y de estrategia ganadora para II.

Recordemos que un espacio topolégico X es un espacio de Baire si para
cada sucesion Gy, G, ... de subconjuntos densos y abiertos de X, la inter-
seccion [,y G €s un conjunto denso en X.

A.7.2 Teorema. Un espacio topologico no vacio X es un espacio de Baire,
st y solo si, I no tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet G x.

Demostracion. (<) Supongamos que X no es un espacio de Baire. Conside-
remos Uy € T*(X) y {G,, : n € N} una sucesién de abiertos densos en X
tales que (ﬂneN Gn) N Uy = . Establecemos una estrategia ganadora para I
en Gx de la siguiente manera: el jugador I comienza jugando Uy. Si Il juega
Vo C Uy, tenemos que Vo N Gy # 0. Asi I puede jugar U; = Vo NGy C V4.
A continuacién II juega Vi3 C Uy y I elige Uy = Vi NGy C Vi, ete. De esta
forma (), oy Un € (ﬂneN Gn) N Uy = 0.

(=) Supongamos que I tiene una estrategia ganadora o en Gx. Sea Uj el
primer movimiento de I de acuerdo con o. Demostraremos que Uy no es un
espacio de Baire. Para esto construiremos un subarbol bien podado no vacio
S C o tal que para cualquier p = (Up, Vi, ..., U,) € S, el conjunto

up - {Un—l-l : (U07 Vb) ceey Un) Vna Un—l—l) S S}

esta formado por conjuntos abiertos ajenos entre si y ademéds |J U, es denso
en U,. Suponga que ya hemos construido el subarbol mencionado. Si defini-
mos

Wn:U{Un : (U07%7"'7Un)es}7

sucede que W, es abierto y denso en Uy, para cada n € N. Note ahora que
Nhen Wa = 0. En efecto: si @ € (), .y Wh, entonces (por constrcuccién de las
colecciones U,) existe un tnico

neN

(Uo, Vo, Ur, Vi, ...) € [S]

tal que z € U,, para cada n € N. Asi (| .y Un # 0, lo que contradice el
hecho de que (Uy, Vo, Uz, Vi,...) € [0] y 0 es una estrategia ganadora para I.
En consecuencia (,cy Wn = 0. Observe ahora que esto muestra que Uy no
es un espacio de Baire. Resta entonces construir el subarbol S para terminar

la demostracion.
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Para construir el subarbol S, determinaremos de manera inductiva que
elementos de o colocaremos en S. Establecemos () € S. Si

(Uo, ‘/0, e Un—b Vn_1> € S,

entonces

(U07 ‘/07 sty Unfly anh Un) < S

para el unico U,, que cumple (Uy, Vo, ...,Up_1,Vs-1,U,) € 0. Ahora, si p =
(Uo, Vo, ..., Uy,) € S, sucede que para cualquier abierto no vacio V,, C U,
si V. = U,41 es el movimiento que la estrategia o requiere del jugador I,
entonces U, es un abierto no vacio de V,. Utilizando el Lema de Zorn
obtenemos V), una coleccién maximal de abiertos no vacios V,, C U, tal que
los elementos de {V.* : V,, € V,} son ajenos entre si. Colocamos en S o todos
los elementos de o de la forma

(Uo, Vo, ..., Uy, Vi, V), con V,, € V,.
Entonces
U, = {Uns1 : (U0, Voo, .., Up, Vi, Upin) € S =A{V> 1V, € Vp}

es una familia de abiertos ajenos entre si. Ademas, por la maximalidad de
Vo, U U, es denso en U,,. En efecto: si V,, C U, es un abierto no vacio que no

intersecta a | J U,, entonces V, U {V,,} contradice la maximalidad de V,. O

A.7.3 Definicion. Un espacio topolégico no vacio X es un espacio de Cho-
quet si el jugador II tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet

Gx.

Debido a que no es posible que ambos jugadores tengan una estrategia
ganadora en Gx, obtenemos que todo espacio de Choquet es un espacio de
Baire. Recuerde que utilizando el Axioma de Eleccién es posible demostrar
que existe un conjunto de Bernstein X C R, es decir, X tiene la propiedad de
que para todo P C R perfecto en R, PN X # () # P\ X [14, Ejemplo 8.24].
A continuacién veremos que si X C R es un conjunto de Bernstein, entonces
el jugador II no tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet Gx.

A.7.4 Teorema (Axioma de Eleccién). Eriste un espacio de Baire que no
es un espacio de Choquet.
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Demostracion. Sea X C R un conjunto de Bernstein.
AFIRMACION: X es un espacio de Baire.

Demostracion de la afirmacion: Sea {D,, : n € N} una familia de subcon-
juntos densos y abiertos en X. Considere {V,, : n € N} C T*(R) tal que
D, =V, N X. El conjunto V' = ﬂneN V., es no numerable. En efecto: si
V ={z, : n € N}, entonces

R\V=R\ (V) ={JR\V.) = R=(J®R\V)J(U{za}),

neN neN neN neN

lo que contradice el hecho de que R tiene la propiedad de Baire.

Utilizando los Teoremas A.2.5 y A.3.6 obtenemos que existe P un con-

junto perfecto contenido en V. Por lo tanto ) # X NP C XNV =, .y Dn.
X

Supongamos que II tiene una estrategia ganadora o en el juego G x. Cons-
truiremos un esquema de Cantor en X que determinara un conjunto perfecto
P en R contenido en X, lo que contradice el hecho de que X es un conjunto
de Bernstein.

Hacemos induccién sobre la longitud de s € 2<N. Definimos Ay = X.
Sean By, Cy € T(X) tales que By N Cy = 0 y diam(By), diam(Cy) < 1.
Definimos A() y A1) como los tinicos abiertos de X tales que (By, A()) € v
y (Co, Ay € 7.

Ahora consideramos By, B, € T*(X) tales que cl(B;) C Ay, diam(B;) <
% y B1 N By = (). Definimos A(0,0) Y A,1) como los tinicos abiertos de X tales
que (By, Aoy, B1, Aw0)) €7y (Bo, Ay, B2, Aq0,1)) € -

Andlogamente construimos A ) y A1)

Supongamos que hemos construido A,, para todo s € 2<N. Elegimos
a,b € R tales que (a,b)NX C A,. Fijamos ¢, d, s,t € R tales que [¢,d] C (a,b)
y [s,t] C (a,b). Como X es un conjunto de Bernstein, existen u € [¢,d] N X
yv€E[s,t]NX.Sean G € T(u,X)y H € T (v, X) tales que GN H = (). Por
la regularidad de X, existen By € T (u, X) y By € T (v, X) tales que

cd(B1) CGNB(u, 5i) NAs  y  cl(By) € HN B, 5i) N As.

Definimos A~y v y A,~; como las respuestas de la estrategia o a los movi-
mientos By y Bs.

Supongamos que hemos construido A, para todo s € 2<N. Definimos
Aoy As~; de manera que cumplan las siguientes propiedades:
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A.7.2. Juego fuerte de Choquet.

A continuacién definimos el juego fuerte de Choquet.

A.7.5 Definicién (Juego fuerte de Choquet). Dado X un espacio topolégico
no vacio, el juego fuerte de Choquet G% se define de la siguiente manera:

I xo, Uy z1, Uy
11 Vo Vi...

Los jugadores I y II toman turnos jugando subconjuntos abiertos no vacios
de X, como en el juego de Choquet, pero adicionalmente I debe jugar un
punto z,, € U, y II debe jugar V,, C U, con x, € V,. Asi, debe suceder que

El jugador II gana esta partida del juego si (,cy Vi = Npen Un # 0. (En
consecuencia, el jugador I gana si (,cy Vi = ey Un = 0.)

Un espacio no vacio X es un espacio fuerte de Choquet si el jugador II
tiene una estrategia ganadora en el juego G% (la nocién de estrategia se
define como en el juego anterior).

A.7.6 Teorema. Si X es un espacio no vacio completamente metrizable,
entonces es un espacio fuerte de Choquet.

Demostracion. Supongamos que el jugador I comienza jugando cualesquie-
ra Uy € T*(X) y g € Up. Por la regularidad del espacio X, existe Vj €
T (o, X) tal que cl(Vy) C Bz, 3) N Up. Asi, establecemos Vg como el pri-
mer movimiento de II. Supongamos que, a continuacion, I juega cualesquiera
Uy € T*(X) tal que Vo 2 Uy y 1 € U;. Elegimos V; € T (x1,X) tal que
cl(Vi) € B(z1, 1) NU;. Establecemos V; como el segundo movimiento de II,
y asi sucesivamente. Observe que [,y Vi = (Nnen (Va).
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Por construccién, la sucesion (z,,) es de Cauchy en X. Veamos que

T = iMoo Ty, € ﬂ V,.

neN

En efecto: supongamos lo contrario. Consideremos n* = min{n € N : z ¢
A(Vp)} y W e T(z,X) tal que W NV« = 0. Fijemos N € N tal que
x, € W, para todo n > N. De esta forma, si N* = max{n*, N}, entonces
rn+ € Ve N, lo que es una contradiccién. Por lo tanto x € ﬂneN V.
Note que con todo lo anterior hemos exhibido una estrategia ganadora
para el jugador II. O

A.7.3. Juegos infinitos.

A.7.7 Definicién. Sean A un conjunto no vacio y X C AN. Asociamos a X
el siguiente juego infinito:

I Qo Q9

II ay as . ..

El jugador I juega ag € A, entonces II juega a; € A, I juega a, € A, etcétera.
El jugador I gana si y sélo si (a,) € X. El conjunto X es llamado conjunto
de apuesta. Denotamos este juego por G(A, X). Una estrategia para I es
una funcién ¢ : AN — A con I jugando ag = ¢(0), ax = ¢((a1)), as =
©((a1, as)), cuando II juega aq, as, ...

Una estrategia para I puede ser vista como un arbol ¢ C A<N tal que

(i) o es no vacio y bien podado,
(11) (ao,al,...,@j) co = chgjﬂ cA ( (ao,...,agj,ang) EO’),
(111) (ao,al, . ,a2j71> co = d Qg € A ( (CLO, e ,agj,l,azj) co )

Esto se interpreta de la siguiente manera: I inicia con el Unico aq tal que
(ap) € o. Si a continuacién II juega ai, entonces (ag,a;) € o, asi hay un
unico ay tal que (ag, aq,as) € 0, y éste es el siguiente movimiento de I, etc.
Una estrategia para I es ganadora en G(A, X) si para toda partida del
juego (ag,ay,as,...), en la que I sigue esta estrategia, sucede que (a,) € X.
Anélogamente establecemos las nociones de estrategia y de estrategia ga-
nadora para II. Note que no es posible que ambos jugadores tengan una
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estrategia ganadora en G(A, X). Decimos que el juego G(A, X), o el conjun-
to X, estd determinado si alguno de los dos jugadores tiene una estrategia
ganadora.

Utilizando el Axioma de Eleccion se puede demostrar que hay conjuntos
no determinados (Teorema A.7.4).

A menudo es conveniente considerar juegos en que los jugadores I y II
no juegan elementos arbitrarios ag, ai, ... de un conjunto dado A, sino que
tienen que obedecer ciertas reglas. Esto significa que consideramos un arbol
no vacio y bien podado 7' C A<N, que determina las posiciones legales. Para
X C [T consideramos el juego G(T', X) desarrollado de la siguiente forma:

I Qo ag
11 ay as . ..
Los jugadores I y II toman turnos jugando ag, a1, ... de manera que

(ag,...,an) €T

para cada n € N. El jugador I gana si y sélo si (a,) € X.

De esta forma, si T = AN y X C AN entonces G(A<N, X) = G(A, X)
en la notacién que empleamos anteriormente.

Las nociones de estrategia, estrategia ganadora y determinacion se definen
como en los parrafos anteriores. Una estrategia ganadora para I es un arbol
no vacio y bien podado o C T que cumple la condicién (ii) mencionada
anteriormente, siempre que asj1 es tal que (ao, ..., as;,a241) € T, y que
cumple la condicién (iii). La estrategia o es ganadora si [0] C X.

A.7.8 Teorema (Gale-Stewart). Sea T' un drbol no vacio y bien podado en
A. Si X C [T] es cerrado o abierto en [T, entonces G(T, X) estd determi-
nado.

A.7.9 Teorema (Martin). Sea T un drbol no vacio y bien podado en A y
sea X C [T] un conjunto de Borel. Entonces G(T, X) estd determinado.

Axioma de determinacién proyectiva (ADP). Si X C NV es un con-
Junto proyectivo, entonces cualquier juego G(N, X) estd determinado.



Apéndice B
Espacios Lindelof->..

Antes de introducir la nocién de espacio Lindelof-X, introduciremos he-
chos bésicos acerca de funciones multivaluadas (o mapeos multivaluados).
Todos los espacios topoldgicos considerados en este Apéndice se suponen de
Tychonoff (a menos que se diga explicitamente lo contrario).

Sean X y Y espacios topologicos. Un mapeo multivaluado de X a Y
es un mapeo que asigna a cada punto x € X un subconjunto de Y (no
necesariamente diferente del vacio), es decir, un mapeo multivaluado es una
funcién p : X — P(Y). Es una préctica comin escribir p : X — Y para
denotar al mapeo multivaluado p: X — P(Y).

Observe que si f: X — Y es una funcién, entonces f puede identificarse
con el mapeo multivaluado p; : X — Y dado por: ps(x) = {f(x)} para
toda x € X. A partir de ahora identificaremos a py con f. Asimismo, toda
funcién f induce el mapeo multivaluado f~': Y — X definido por f~!(y) =
f~'({y}) para cada y € Y (observe que para este mapeo multivaluado puede
ocurrir que f~!(y) = (). Dicho mapeo es llamado la inversa de f.

Por otra parte, si p : X — Y es un mapeo multivaluado para el cual cada
subconjunto p(z) es finito, diremos p es finito-valuado. Un mapeo multiva-
luado p : X — Y es compacto-valuado (o compactamente-valuado) si p(x)
es siempre un subespacio compacto de Y.

Sip: X — Y es un mapeo multivaluado, y A C X, entonces definimos la
imagen de A bajo p como el conjunto

€A

Sip: X =Y yq:Y — Z son mapeos multivaluados, definimos la

125
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composicion de p con g como el mapeo multivaluado gop : X — Z dado por
(¢°p)(x) = q(p(x)) para toda z € X.

La siguiente definicién es de particular relevancia para nuestros proposi-
tos.

B.1.10 Definicién. Sean X y Y espacios topolégicos. Un mapeo multiva-
luado p : X — Y es superiormente semicontinuo (o semicontinuo por arriba)
si para todo subconjunto abierto V' de Y, el conjunto

p (V) ={zeX pa)CV}
es abierto en X.

B.1.11 Observacién. Es facil ver que toda funcién continua f : X — Y
es un mapeo compactamente-valuado superiormente semicontinuo. Ademas,
note que si f : X — Y es un mapeo perfecto (esto es, f es continua, sobre-
yectiva, cerrada y con fibras compactas) entonces la inversa de f es un mapeo
compactamente valuado y superiormente semicontinuo. Por otra parte, si X
es un espacio topoldgico, y F' C X es un subespacio cerrado de X, entonces
el mapeo multivaluado p : X — F' definido por medio de la férmula:

wo={y7 e

es compactamente valuado y superiormente semicontinuo. Observe que p es
la inversa del mapeo inclusiéon ip : F' — X.

B.1.12 Proposicion. La composicion de mapeos compactamente valuados
superiormente semicontinuos es un mapeo compactamente valuado superior-
mente semicontinuo.

Demostracion. Supongase que p: X — Y y ¢:Y — Z son mapeos compac-
tamente valuados semicontinuos superiormente.

Sea V' un subconjunto abierto de Z. Verifiquemos que (g Op)#(V) =
p? (¢ (V). Pero note que

z € (gop)*(V)

teod OO
S
M
<
<
m
O
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Con lo anterior y las hipotesis de nuestra proposion, obtenemos facil-
mente que (q op)#(V) es un subconjunto abierto de X. Con ello, el mapeo
composicion g o p es semicontinuo superiormente.

Demostraremos ahora que g o p es compactamente valuado. Para ello, su-
pongamos que z € X. Tomemos una cubierta abierta i en Z para (gop)(x) =
Uyep(x) q(y). Entonces, para toda y € p(z), la coleccién U es una cubierta
abierta de ¢(y). Como ¢(y) es compacto, existe una subcoleccién finita U, de
U tal que q(y) C |JU,. Como ¢ es semicontinuo superiormente, tenemos que
¢ (UU,) es abierto en Y y y € ¢*(JU,) para toda y € p(z). Entonces

V={#Ju,) : v € p(x)}

es una cubierta abierta de p(x). Como p(x) es compacto, existen yq,...,y, €
p(z) tales que p(z) C Ui, ¢*(UU,,). Entonces la coleccién ), U,, es una
subcoleccién finita de U que cubre a (g o p)(z). O

La siguiente proposicién nos proporciona caracterizaciones ttiles de los
mapeos compactamente valuados semicontinuos superiormente.

B.1.13 Proposiciéon. Seap: X — Y un mapeo multivaluado. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) el mapeo p: X — 'Y es compactamente valuado y semicontinuo supe-
riormente;

(i1) p es la composicion de la inversa de un mapeo perfecto definido en un
subespacio cerrado de X x K y una funcion continua;

(111) existen un espacio compacto K, un subconjunto cerrado F de X x K
y una funcion continua f : F — Y tales que p = foiz' oy, donde
mx : X X K — X es la proyeccion al primer factor eip : F — X es el
mapeo inclusion.

Demostracion. Probaremos la siguiente cadena de implicaciones: (i) = (iii),
Note primeramente que (i) = (i) es una consecuencia de la proposicién
B.1.12 y de la observacién B.1.11.
(7) = (7i7). Definamos K = BY y sea

F = Graf(p) = | ({} x p(@))

zeX
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la grafica del mapeo multivaluado p.
AFIRMACION. F es un subconjunto cerrado de X x K.

Demostracion de la Afirmacion: Sea (a,b) € (X x K) \ F. Entonces
¢ p(a). En consecuencia, existen abiertos ajenos A y B de K tales que
€ Ay pla) € B. Como p es semicontinua superiormente, tenemos que
= {z € X : p(zr) € B} es un subconjunto abierto de X que contiene a
Entonces (a,b) € C x A C (X x K) \ F. Verifiquemos esto ultimo. Sea
(¢,d) € C x A. Entonces ¢ € C'y d € A. Por definicién de C, tenemos que
p(c) € B. Como Ay B son ajenos, se tiene que d & p(c). Asi (¢,d) ¢ F. K

Consideremos ahora a la funcién f : FF' — Y definida por la siguiente
férmula: f(a,b) = b para toda (a,b) € F. Note que f = mx [k (note también
que g (F) CY). De esta manera f es continua. Ahora bien, sucede que si
x € X entonces

(foip omy')(@) = (foip)(my' (2))
(foir

I
~
NN

|

_ 1 -1
Lo cual muestra que p = foip omy .

(i11) = (41) Demostremos que p = foh™!, donde & es la funcién continua
wx [p: F'— X (recuerde que mx : X X K — X es la proyeccién al primer
factor; vea también la observacién B.1.11 para la definicién de h™!). Efectiva-
mente, por hipétesis tenemos que p = foin'omy'. Asi que bastara demostrar
que in' oy’ = h™L. Pero si x € F entonces

h™l (@) = (nx [p) (@) = (1x 0ip) () = ip (1x' (z)) = (ip o7my')(2).

Notemos ahora que como K es compacto, podemos aplicar el teorema de
Kuratowskii (vea [11, 3.1.16]) y concluir que 7x es una funcién cerrada. En
consecuencia, el mapeo mx es un mapeo perfecto. Siendo F' C X x K un
subespacio cerrado, se tiene que 7y [r es también un mapeo perfecto. Por lo
tanto p es la composicién de la inversa h~! de un mapeo perfecto y de una
funcion continua f. O
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Introduciremos ahora la nocién de red respecto a una cubierta. Dicha
nocion es importante para poder introducir la correspondiente nocién de
espacio 2.

B.1.14 Definicién. Sea X un espacio topolégico y D una cubierta para
X, se dice que una coleccién R C P(X) es una red para X respecto de la
cubierta D si

VD eDyVU C X abierto con D C U existe R€ R tal que D C R C U.

Estamos ya en posiciéon de introducir la nocién de espacio . A partir
de ahora, la frase D es una cubierta cerrada de X significard que D es una
cubierta de X formada por subconjuntos cerrados. Diremos también que la
cubierta D es una cubierta compacta si ésta estd formada por subespacios
compactos.

Por otro lado, recordemos que una coleccién U de subconjuntos de un
espacio topologico X es llamada familia discreta de subconjuntos de X si
para cada = € X, existe un abierto W de X que contiene a x tal que |{U €
U :UNW #0} <1.Y una coleccion R C P(X) es o-discreta si es la unién
numerable de familias discretas.

B.1.15 Definicion.

(i) Un espacio topolégico X es llamado espacio X si es T3 y existe una
cubierta cerrada D del espacio X formada por subespacios numerable-
mente compactos y una familia o-discreta R de subconjuntos de X, la
cual es una red para X respecto a la cubierta D.

(ii) Diremos que un espacio X es un espacio Lindel6f-Y si éste es un espacio
Y. que tiene la propiedad de Lindelof.

Utilizando la propiedad de Lindelof y los conceptos dados en la anterior

definicién, podemos demostrar la siguiente caracterizacién de los espacios
Lindelof-3.

B.1.16 Proposicién. Un espacio X es Lindelof-X si y solo si existe una
cubierta D de X, formada por subconjuntos compactos, y una familia nu-

merable R de subconjuntos de X tales que R es una red para X respecto a
D.
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Demostracion. Verifiquemos que la condicion es necesaria. Sea D una cubier-
ta para X constituida por subespacios numerablemente compactos, y sea R
una familia o-discreta de subconjuntos de X. Como los elementos de D son
subespacios cerrados de X, éstos heredan de X la propiedad de Lindelof. Pero
cualquier espacio Lindelof y numerablemente compacto es compacto; por lo
tanto cada uno de los elementos de la cubierta D es un subespacio compacto
de X. Ademsds, dado que en un espacio Lindelof toda familia discreta es a
lo més numerable, la familia R es numerable, siendo esta familia una union
numerable de familias discretas de subconjuntos de X.

Probemos ahora que la condicion es suficiente. Supongamos que existen
una cubierta D de X constituida por subespacios compactos de X, y una red
numerable R para X respecto a la cubierta D. Dado que R es una familia
o-discreta de subconjuntos de X (pues es numerable), para probar que X
es un espacio Lindelof Y, bastara demostrar que X tiene la propiedad de
Lindelof.

Para tal fin, consideremos una cubierta abierta U para X. Sea U/ la
familia de todas las uniones finitas de elementos de U. Evidentemente, para
demostrar que U tiene una subcubierta numerable, es suficiente mostrar que
U’ tiene una subcubierta numerable. Ahora bien, para probar esto, llamemos
aun R € R marcado si existe una familia finita V C U tal que R C |JV.
Si R € R es marcado elijamos un U € U/ de tal manera que R C Usg.
Consideremos ahora a la familia WW = {Ugr : R € R y R es marcado}.
Claramente, la familia VW es una subfamilia numerable de ¢/. Més atn, W
es una subcubierta de U/. En efecto, consideremos un elemento z € X. Dado
que D es una cubierta de X, existe C' € D tal que x € C. Como C' es
compacto y U es una cubierta abierta de X, podemos elegir un elemento
U € U’ de tal manera que C' C U. Ahora, dado que R es una red para X
respecto a D, existe R € R tal que C' C R C U. Entonces R es un elemento
marcado y por lo tanto Ug € W. Finalmente, observe que debido a la eleccion
del abierto Ug, se tiene que x € C' C R C Ug. Esto demuestra que WV es una
subcubierta numerable de U7 . O]

La siguiente proposicién resume algunas formas equivalentes de percibir
a los espacios Lindelof-3.

B.1.17 Proposicién. Sea X un espacio. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) X es un espacio Lindelof-3;
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(i1) existe una cubierta compacta C de X y una red numerable R para X
con respecto a D;

(111) existen un espacio sequndo numerable M y un mapeo compactamente
valuado semicontinuo superiormente p : M — X tales que p(M) = X ;

(v) eziste un espacio sequndo numerable M, un espacio L y funciones
g: L - Mwyf: L — X tales que g es perfecta y f es continua
sobreyectiva;

(v) existen un espacio sequndo numerable, un espacio compacto K, un sub-
espacio cerrado F de M x K y una funcion continua sobreyectiva f :
F— X.

Demostracion. La equivalencia (i) < (i) es la proposicién anterior.

(74i) = (iv) Aplicando la proposicién 2.4 (inciso (2)) podemos garantizar
la existencia de subespacio cerrado L de M, de un mapeo perfecto g : L — M
y de una funcién continua f : L — X tales que p = f o g~!. La ultima igual
implica que f es sobreyectiva.

(iv) = (v) Consideremos al mapeo p = f o g~'. Entonces p : M — X
es compactamente valuado, semicontinuo superiormente y p(M) = X. Por
2.4, existe un espacio compacto K, un subespacio cerrado F' de M x K
y una funcién continua h : F — X tales que p = h o' o m;,/, donde
7 : M X K — M esla proyeccion al primer factor. Obsérvese que h(F) = M.

(v) = (4ii) Considere el mapeo p : M — X dado por: p = f oip' o 7wy},
donde 7y : M x K — M es la proyeccion al primer factor e ip : F'— M x K
es la inclusién. Resulta que p es superiormente semicontinuo, compactamente
valuado y sobreyectivo.

(#4i) = (i7) Suponga que B es una base numerable para M. Entonces la
coleccién p(B) = {p(B) : B € B} es una red numerable para X respecto de
la cubierta compacta {p(m) : m € M} (demuéstrelo).

(74) = (i77) Consideremos en R a la topologia discreta. Sea

M={m: N>R :{m(i):ieN}={ReR : D C R} para alguna D € D}.

Obsérvese que si x € X entonces existe D € D tal que x € D. Defina
A={R € R : D C R}. Claramente A es a lo mds numerable. Entonces
existe una enumeracion (posiblemente con repeticiones) A = {R; : i € N}.
Entonces la funcion m : N — R dada por m(i) = R; pertenece a M. En
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consecuencia, () # M C RN. Ahora bien, dotando a M de la topologia de
subespacio, obtenemos un espacio metrizable separable.

Definamos ahora al mapeo multivaluado p : M — X de la siguiente
manera: p(m) = (){m(i) : ¢ € w}, para cada m € M.

AFIRMACION. p es un mapeo compactamente valuado, semicontinuo su-
periormente y sobreyectivo.

Demostracion de la Afirmacion: Como p(m) = (\{m(i) : i € N} = D
tenemos que p es compactamente valuado. Note que la verificacion que he-
mos hecho de que M es no vacio permite también argumentar que p es so-
breyectivo. Asi que sélo resta probar que p es semicontinuo superiormente.
Para ello, supongamos que V es abierto en X y que m € p# (V). Entonces
p(m) =D C V. Como R es una red para X respecto de D, existe R € R tal
que D C R C V. En consecuencia, existe una i € w tal que R = m(i). Sea
U= Mnz;*({R}), donde 7; : RN — R es la i-ésima proyeccién. Claramente
U es un subconjunto abierto de M tal que m € U C p# (V). Luego p# (V) es
abierto en M. Por lo tanto p es semicontinuo superiormente. O

El siguiente corolario nos presenta algunos aspectos de la clase de los
espacios Lindel6f-X que se han utilizado a través del trabajo de tesis.

B.1.18 Corolario.

(i) Cada espacio o-compacto (y por lo tanto, cada espacio compacto) es

Lindelof-3.

(i) Cada espacio que tiene red numerable es Lindelof-Y. En particular,
cualquier espacio sequndo numerable es Lindelof-X.

(117) Sip: X —Y es un mapeo compactamente valuado, semicontinuo supe-
riormente y sobreyectivo, y X es Lindelof-32, entonces Y es Lindelof-X.

(iv) La clase de los espacios Lindeldf-X es cerrada bajo imagenes continuas,
subespacios cerrados y preimagenes perfectas.

(v) Si X es Lindelof-X, K es compacto y Y C X x K es cerrado, entonces
Y es Lindelof-3.

(vi) Un espacio X es Lindeldf-3 si y solo si existe un espacio metrizable
separable M, un espacio compacto K y un subespacio cerrado Y de
M x K tal que X es imagen continua de Y .
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(vit) Un espacio X es Lindelof-¥ si y solo si existen espacios Y y M y
funciones f 1Y — X, g : Y — M tales que f es perfecta y g es
continua y sobreyectiva, y M es metrizable separable.

(viit) El producto de cualquier familia numerable de espacios Lindeldf-%. es
Lindelof-3.

(iz) Si X es la union numerable de una familia de subespacios Lindeldf-3,
entonces X también es Lindelof-3.

(r) Si X es la interseccion de una familia numerable de subespacios Lin-
delof-3 de un espacio Z, entonces X es Lindelof-3.

(zi) La clase de espacios Lindelof-> es la mds pequena de las clases de espa-
c10s topologicos que contienen a todos los espacios compactos y a todos
los espacios metrizables separables, y que es cerrada bajo la formacion
de productos finitos, imagenes continuas y subespacios cerrados.

Demostracion. Los incisos (i), (ii), (iii), (iv), (vi) y (vii) son consecuencia
sencilla de la proposicion 2.8.

Para demostrar (v), nétese que aplicando el teorema de Kuratowski [11,
3.1.16], podemos concluir que la proyeccién 7y : X x K — X es una funcién
perfecta. Aplicando ahora el inciso (iv), deducimos que X x K e Y son
espacios Lindelof-X.

Para demostrar (viii), podemos aplicar (vii) y notar que el producto nume-
rable de espacios metrizables separables es un espacio metrizable separable,
el producto de funciones continuas es una funciéon continua, y el producto de
una familia de funciones perfectas sigue siendo una funcion perfecta.

Para demostrar (ix), supéngase que {X,, : n € N} son subespacios Lin-
delof-3 de un espacio X tales que X = (J{X,, : n € N}. Dotando a N de
la topologia discreta, tenemos que este espacio es Lindelof->. Ademas, por
el inciso (vii), tenemos que ([],.nX») X N es un espacio Lindelsf-X. Note
ahora que (J{X, : n € N} es imagen continua de ([], .y Xn) X N.

Demostraciéon de (x). Si X, es subespacio Lindel6f-> de un espacio Z,
para toda n € N. Entonces [J{X,, : n € N} es homeomorfo al subespacio
K ={fs 2z € X}N]I],ex X del producto X¥, donde f, : N — X estd dada
por fz(n) = x ¥n € N. Como cada espacio X,, es Lindel6f-X, tenemos que
[1,en Xn es Lindelof-X. Por ello el subespacio K es Lindel6f-X (porque es
cerrado en [ [ .y Xn)

neN “+n
La verificacién de (xi) es sencilla. Dejamos al lector la tarea de hacerlo. [
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Apéndice C

C.1. El Teorema de Arhangel’skii-Pytkeev.

Dado un espacio topolégico X, el grado de Lindeléf I(X) del espacio X
es el mas pequeno de los cardinales infinitos 7 para los cuales se tiene la
propiedad que de toda cubierta abierta del espacio X, es posible extraer una
subcubierta cuya cardinalidad no excede a 7. Asimismo, se define al cardinal
I*(X) como la mas pequena de las cotas superiores del conjunto constituido
por los cardinales {(X™) donde n € N\ {0}, esto es,

I"(X) = sup{l(X™) : n e N\ {0}}.

En esta seccién demostraremos el clasico resultado debido a A. V. Arhan-
gel’skii y a E. G. Pytkeev, el cual establece que para cada espacio topoldgico
X, el invariante cardinal [*(X') coincide con la estrechez del espacio C,(X).

Para llevar a cabo la demostracion de este teorema, demostraremos pre-
viamente dos resultados que nos seran de gran utilidad. El primero de estos
resultados muestra la relacién que existe entre la propiedad de que I*(X) < 7
para algin cardinal 7, con el hecho de que de toda w-cubierta del espacio
Cp(X) es posible extraer una w-subcubierta cuya cardinalidad no excede a
7. Antes de enunciar formalmente este resultado, necesitamos recordar la no-
ciéon de w-cubierta y la forma en que se define a la estrechez de un espacio
topoldgico.

C.1.1 Definicion. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que una familia
U C T(X) es una w-cubierta de X si para cada conjunto finito F' C X existe
un elemento U € U tal que F' C U.

Recuérdese que dado un punto x de un espacio X, la estrechez t(z, X)
de X en el punto x es el mas pequeno de los nimeros cardinales 7 > w
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que poseen la siguiente propiedad: para cada A C X, con = € cl(A), existe
B C Atal que |B| < 7y a € c(B). De este modo podemos definir a
la estrechez de un espacio topoldgico X como el nimero cardinal infinito
t(X) = sup{t(z,X) :x € X}.

C.1.2 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Para todo cardinal T se
tiene que I*(X) < 7 si y solo si cada w-cubierta U del espacio X posee una
w-subcubierta V cuya cardinalidad no excede a T.

Demostracion. Supongamos que [*(X) < 7. Dada una w-cubierta & de X
definimos, para cada n € N\ {0}, al conjunto U,, = {U" : U € U}. Observe

que si (z1,...,x,) € X™ entonces para el conjunto F' = {xy,...,x,} existe
un elemento U € U tal que F' C U (puesto que U es una w-cubierta de X).
Entonces (z1,...,x,) € U". De esta forma hemos establecido que el conjun-

to U, es una cubierta de X", para toda n € N\ {0}. Aplicando el hecho de
que {(X™) < 7, podemos garantizar la existencia de una familia V,, C U tal
que U{U" : U € V,} = X"y |V,| < 7, para toda n € N\ {0}. Hagamos
V = J{V. : n € N\ {0}}. Entonces V es una w-cubierta de X, V C U y
|V| < 7. Con todo lo anterior hemos probado que la condicién dada en el
enunciado del teorema es necesaria.

Supongamos ahora que de cada w-cubierta U del espacio X es posible ex-
traer una w-subcubierta cuya cardinalidad no excede a 7. Fijemos un indice
n € N\ {0} y demostremos que I(X") < 7.

Para este propdsito, consideremos una cubierta abierta U del espacio
X". Diremos que una familia finita B C 7(X) es U-dominada, si para ca-
da Uy,...,U, € B (no necesariamente diferentes) existe un elemento U €
U tal que Uy x --- x U, C U. Consideremos a la familia V = {{JB :
B es una familia #-dominada}. Afirmamos que V es una w-cubierta de X.
En efecto, si F' = {x1,...,2,} C X entonces para cada conjunto { =
{i1,...,in} C{1,...,k} existen vecindades abiertas V;,,...,V; de los pun-
tos x;,,...,x;, tales que V;, x --- x V; C Ug para algin Us € U. Debido a
que hay un ntumero finito de tales puntos &, cada punto x; obtiene de esta
manera un nimero finito de vecindades. Intersectando para toda x; cada una
de estas vecindades, obtenemos abiertos W; para cada ¢ < k, tales que la
familia B = {W, : i < k} es U-dominada y ademdas F' = {xq,...,zx} C UB.
Esto demuestra que V es una w-cubierta de X.

Por hipétesis existe una w-subcubierta W de V de cardinalidad < 7. Aho-
ra bien, para cada U € W existe una familia By tal que By es U-dominada
y U = JBy. Entonces, para cada U € W, existe una familia finita Uy C U
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tal que para cualquier & = {Vi,...,V,,} C By se tiene que Vi X --- x V,, C G¢
para algin G¢ € Uy. Hagamos C = (J{Uy : U € W}. Entonces C C U y
IC| < 7. Ademas, es ficil verificar que C es una cubierta de X™. Por lo tanto,
X)) <. O

C.1.3 Teorema. Para cualquier espacio Tychonoff X, sucede que t(Cy(X)) <
T sty solo si cada w-cubierta U de X tiene una w-subcubierta V tal que
v <.

Demostracion. Supongamos que t(C,(X)) < 7. Dada una w-cubierta U de
X, consideramos

D={feCyX): f(R\{0}) CU para algin U € U}.

El conjunto D de esta forma definido es un subconjunto denso de C,(X).

Efectivamente, sea W = [x1,...,x,; Uy, ..., U, un abierto canénico no vacio
de C,(X). Fijemos un elemento h € W. Como U es una w-cubierta de X,
para el conjunto F' = {xy,...,x,} existe un elemento U € U tal que F' C U.

Como X es un espacio de Tychonoff, podemos elegir una funcién f € C,(X)
tal que f(z;) = h(x;) paracadai =1,...,ny f(X \U) C {0}. Entonces
f € WnD. Esto prueba que D es denso en C,(X).

Ahora bien, como ¢(1) € cl(D) y t(Cp(X)) < 7 (recuerde que para cada
r € R, los simbolos ¢(r) denotan a la funcién constante de valor  definida en
el espacio X), existe un conjunto B C D, con |B| < 7, tal que ¢(1) € cl(B).
Para cada f € B, fijemos un elemento Uy € U tal que f~H(R\ {0}) C Uy.
Entonces el conjunto V = {U; : f € B} es una w-subcubierta de U cuya car-
dinalidad no excede a 7. En efecto, es claro que |V| < |B| < 7. Asi que con-
sideremos un subconjunto finito F' = {y,...,2z,} de X. Como ¢(1) € cl(B),
existe un elemento f € B tal que f € [p(1);x1,...,Ty; %] Entonces para
tal funcién se tiene que F' C f~'(R\ {0}) C U;. Esto prueba que V es una
w-subcubierta de U.

Para probar que la condicion del teorema es suficiente, supongamos que
A C Cy(X) y que f € cl(A). Como Cp(X) es un espacio homogéneo (Pro-
posicién 1.2.7), sin pérdida de generalidad podemos suponer que f = ¢(0).
Afirmamos que para toda n € N\{0}, la familia 4, = {g7'((—2,1)) : g € A}
es una w-cubierta de X. En efecto, fijemos un indice m y consideremos
un subconjunto finito F' = {zy,...,2,} € X. Como ¢(0) € cl(A), existe
h € [p(0); @1, ..., a5 =] N A. Entonces F = {zy,...,2;} € h ' ((—5,5)).
De esta forma, U, es una w-cubierta de X.
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Por hipétesis, para cada n € N\ {0}, existe un conjunto B, C A tal
que la familia V,, = {g7*((—+,2)) : ¢ € By} es una w-subcubierta de U, y

V.| < 7. Hagamos B = | J{B,, : n € w\ {0}}. Entonces B C A, |B| <71y
©(0) € cl(B). Esto demuestra que ¢(C,(X)) < 7. O

Como corolario a los dos anteriores teoremas obtenemos el teorema de
Arhangel’skii-Pytkeev.

C.1.4 Teorema (Arhangel’skii, [?]; Pytkeev, [?]). Para cada espacio de Ty-
chonoff X, se tiene que I*(X) = t(Cp(X)).

C.2. La topologia de convergencia uniforme.

Recordemos que una sucesion de funciones (f,,) C C(X) converge unifor-
memente a una funcién f € C(X) (lo cual denotaremos mediante los simbolos
fn = f) si para cada € > 0 existe un indice N € N tal que |f,(z) — f(z)| < €
para cada x € X y cadan > N.

Utilizando esta nociéon podemos definir un operador sobre el conjunto
C(X) que nos permitira introducir una topologia en este conjunto. La forma
de hacer esto es definiendo, para cada subconjunto A de C'(X), al conjunto
[A] como aquel subconjunto de C'(X) constituido por todos aquellos elemen-
tos g € C(X) para los cuales existe una sucesién (g,,) de elementos de A que
converge uniformemente a g. El operador [-] que hemos definido tiene las
siguientes propiedades:

(i) [0] =0
(i) para todo A C C(X), se tiene que A C [A] v [[A]] = [4]; ademés,
(iii) para cualesquiera A, B C C(X), tenemos que [AU B] = [A] U [B].

Es facil comprobar, utilizando las propiedades (i), (ii) y (iii) antes descri-
tas, que la familia

7w = {C(X)\ F : F C C(X) es tal que F = [F]}

es una topologia en el conjunto C'(X). Tal topologia recibe el nombre de
topologia de convergencia uniforme y al espacio topoldgico de esta forma
generado se le denota con los simbolos C,(X).
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En esta seccién demostraremos tinicamente las propiedades de los espacios
C(X) que serdn de utilidad para el buen desarrollo de los resultados que
estableceremos en capitulos posteriores. El lector interesado en estudiar mas
profundamente a este tipo de espacios puede consultar [11].

Una importante propiedad de los espacios C,(X) es la metrizabilidad.

C.2.1 Proposicion. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces el espacio
Cu(X) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Consideremos a la funcién p : C(X) x C(X) — R dada por

p(f,9) = sup{d(f(2),g(2)) : v € X}

para cada (f, g) € C(X)xC(X), donde d(f(x), g(x)) = min{|f(z)—g(z)] 1}
para x € X. La funcion p de esta forma definida es una métrica en el conjun-
to C'(X) que induce la topologia de C,(X). Dejaremos al cuidado del lector
verificar que la funcién p es una métrica en C'(X) y nos dedicaremos a com-
probar que ella induce la topologia del espacio C,(X).

Primeramente notemos que debido a la forma en que se ha definido a la
topologia del espacio C,(X), para verificar que p induce a esta topologia sélo
necesitamos demostrar que si (f,,) € C(X) y f € C(X) entonces la sucesién
fn converge uniformemente a f si y sélo si lim, o, p(fr, f) = 0. Para demos-
trar esto dltimo, supongamos primero que (f,) converge uniformemente a f.
Entonces, dada una e > 0, existe un nimero N € N tal que |f,(z)— f(z)| < €
para toda z € X y toda n > N. Por la definicién de la métrica p, tenemos
que p(fn, f) < € para toda n > N. Dado que el niimero real € fue elegido en
forma arbitraria, podemos concluir que lim,, o, p(fn, f) = 0.

Para probar la implicacién contraria, supongamos que lim,, o, p(fn, f) =
0. Consideremos una € > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que € < 1. Como lim, o p(fn, f) = 0, para tal € existe una N € N tal
que p(fn, f) < € para toda n > N. Por la definicién de p, tenemos que
|fn(z) — f(x)] < € para toda € X y para toda n > N. Entonces (f,,) = f.

Con la finalidad de probar la completitud de la métrica p, consideremos
una sucesion de Cauchy (f,,) en el espacio C,(X). Entonces para todo € > 0,
existe un indice N € N tal que p(f,, fr) < € para cualquier par de indices
n,k > N. De aqui tenemos que |f,(z) — fr(x)| < € para todo z € X y para
cualesquiera n, k > N. De esta forma podemos concluir que para todo x € X,
la sucesién (f,(x)) es una sucesién de Cauchy en el espacio de los nimeros
reales R. Como R es un espacio métrico completo, la sucesién (f,(z)) conver-
ge a un numero real r,, para todo x € X. Definamos la funcién f : X — R
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como f(x) =r, para cada z € X.

Comprobaremos ahora que la sucesién (f,) converge uniformemente a
la funcién f. Para este propdsito, fijemos un indice N € w para el cual
p(fn, f) < 5 para todos los indices n,k > N. Entonces |f,(z) — fu(z)] < §
para cualquier x € X y para todo n,k > N. Tomando el limite cuando
k — oo, tenemos que |f,(r) — f(z)| < § para todo x € X y toda n > N.
Consecuentemente, la sucesién (f,,) converge uniformemente a f sobre el
espacio X. De esto ultimo se desprende que la funcién f es una funcion
continua. [

C.2.2 Proposicién. Para cada espacio de Tychonoff X, el espacio Cy(X)
Junto con la operacion ¢, : C(X) x C(X) — C(X) dada por ¢ (f,9) = f+g
para cada (f,g) € C(X) x C(X), es un grupo topoldgico.

Demostracion. Es suficiente demostrar que, al considerar en el conjunto
C(X) ala topologia de convergencia uniforme, la funcién ¢, es continua. Pa-
ra probar esto, consideremos un elemento arbitrario (f, g) € C,(X) x Cy(X).
Sea € > 0 cualquiera y consideremos un niimero 6 > 0 tal que 6 < min{e, 1}.
Como la topologia del espacio C,(X) es la inducida por la métrica p, los
conjuntos B,(f, g) y B,(g, g) son vecindades abiertas de f y g en el espacio
Cy(X), respectivamente (recuerde que en un espacio métrico (Z,d), si z € Z
y r > 0 entonces By(z,r) = {a € Z : d(a,z) < r}). Afirmamos que tales
vecindades tienen la siguiente propiedad: si h € B,(f, g) y k € B,(y, g),
entonces p(h + k, f +¢g) < e. En efecto, sea x € X un elemento arbitrario.
Entonces |(h-+k) (x)— (£+9) (@)| < [h(z) — f(2)] + k() —g(a)| < 3+ = o.
Como z es arbitraria, lo anterior implica que p(h + k, f + g) < 6. De esta
forma, podemos concluir que p(h+k, f + g) < €. Por lo tanto, la funcién ¢
es continua en el punto (f, g). O
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