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1. Códigos lineales y parámetros 3
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Introducci ón

Históricamente muchos matemáticos han participado en descifrar mensajes, ası́ como en detec-

tar y corregir errores en estos, pero el estudio de la teorı́ade códigos formalmente comienza con

un artculo publicado por C. Shannon en 1948 llamado “A mathematical theory of comunication”.

Desde entonces los códigos no sólo se han utilizado para ladetección y corrección de errores en los

mensajes, también han jugado un papel importante en muchasáreas de las matemáticas y las cien-

cias computacionales, como la teorı́a de grupos, combinatoria, criptografı́a, compresión de datos,

etcétera. Dentro de la combinatoria, E. Schulte utilizó códigos binarios para construir una familia

de politopos abstractos en un artı́culo publicado en 1988.

L. Danzer y E. Schulte comenzaron el estudio de los politoposabstractos a inicios de la década

de 1980 con la tesis de E. Schulte titulada “Regulare Inzidenzkomplexe”, y los artı́culos “Regulare

Inzidenzkomplexe II” y “Regulare Inzidenzkomplexe III”, donde introducen una clase especial de

estructuras combinatorias con un gran parecido a los politopos regulares tradicionales. Dicha teorı́a

despertó interés en la comunidad y pronto comienzan a aparecer trabajos de otros autores en este

tema. En 2002 se publica el tı́tulo “Abstract regular polytopes” de E. Schulte y P. McMullen, donde

se encuentra gran parte de la teorı́a desarrollada hasta esemomento.

A pesar de que los politopos abstractos son complejos de incidencia más restrictivos que sus

predecesores, aún es una labor compleja construir familias de ejemplos con propiedades represen-

tativas que guı́en hacia la solución de problemas del área.

En esta tesis se le dará continuidad a [10] donde E. Schulte construye una familia de politopos,

usando otra familia previamente descrita por L. Danzer en [1], y tomando el cociente por códigos

binarios apropiados. Generalizaremos estos resultados a cocientes por códigos sobreFp, para cual-

quier p primo. Implementaremos esa misma idea en una familia descrita por D. Pellicer en [8],

que generaliza a la construcción de L. Danzer y, usando técnicas nuevas y propias de la teorı́a de

politopos abstractos, logramos mejorar versiones de los resultados que obtiene E. Schulte en su

trabajo.

vii



INTRODUCCIÓN 1

El trabajo se divide en cinco capı́tulos. En el primer capı́tulo damos una breve introducción a la

teorı́a de códigos lineales. Definimos los conceptos que son necesarios en los capı́tulos posteriores

y damos algunos ejemplos que son usados al final de la tesis.

En el segundo capı́tulo introducimos los conceptos básicos de la teorı́a de politopos abstractos

tratando de motivarla mediante la teorı́a de politopos convexos. Damos algunos resultados que

facilitan su estudio y que nos son de mucha ayuda más adelante.

En el tercer capı́tulo describimos combinatoriamente las construcciones de L. Danzer y D.

Pellicer. Damos sus propiedades y mostramos cómo describir y cómo actúan sus grupos de auto-

morfismos.

En el cuarto capı́tulo construimos familias de politopos a partir de las descritas en el capı́tulo

3, como cocientes de estos por códigos lineales. Describimos algunas de sus propiedades, su grupo

de automorfismos y su acción de éste en el politopo.

En el quinto capı́tulo estudiamos a los politopos que se encuentran en el Atlas de M. Hartley

buscando a todos aquellos para los que es posible hacer las construcciones previamete descritas

tomando cociente por el código ternario de Golay extendido.

En esta tesis todas las funciones serán evaluadas por izquierda, y sin es un número natural, [n]

denotará al conjunto{0, 1, . . . , n− 1}. Por ejemplo, sij ∈ [m] y σ ∈ Sn, denotaremos por (j)σ a la

imagen dej bajo la permutaciónσ.





Capı́tulo 1

Conceptos b́asicos de ćodigos lineales

En este primer capı́tulo introduciremos los conceptos elementales de la teorı́a de códigos li-

neales y daremos dos ejemplos que nos serán especialmente ´utiles en los Capı́tulos 4 y 5. La teorı́a

aquı́ contenida puede ser encontrada con mayor detalle en los Capı́tulos 1 y 10 de [5].

1. Códigos lineales y paŕametros

En una situación de comunicación entre dos entidades, un emisor y un receptor, el emisor le

envı́a un mensaje al receptor mediante un canal de transmisión.

Con el inicio de las telecomunicaciones surgió un gran problema: los canales de transmisión

no transfieren de manera fiel los mensajes que son enviados a través de ellos, el ruido que hay en

dichos canales los altera. Aparte de las formas que se desarrollaron para, en algunos casos, reducir

la intensidad del ruido, también se tuvieron que desarrollar herramientas para que el receptor pueda

recuperar el mensaje original enviado por el emisor a través del canal, a pesar de los daños que

el ruido le pueda ocacionar al mensaje. Una solución es crear un proceso de codificación para

añadir redundancia al mensaje enviado, y otro proceso de decodificación para recuperar el mensaje

original.

Un código, como objeto matemático, es un subconjunto de unespacio vectorial de dimensión

finita sobre un campo finito, cuyos elementos, llamados palabras, están en correspondencia uno a

uno con los posibles mensajes que el emisor envı́a al receptor, por ejemplo, cadenas de caracteres

de determinada longitud.

La estructura de subconjunto de un espacio vectorial es pobre, pero cuando se trata de un subes-

pacio vectorial, tanto su estudio como sus procesos de codificación y decodificación se facilitan.

Definición.

Definición 1.1. Código lineal

SeaF un campo finito y sean n, k ∈ N, con k ≤ n. Un [n, k]-código linealsobreF es un

subespacio vectorialC de Fn de dimensión k. En este caso decimos que k es ladimensióndel

3



4 1. CONCEPTOS B́ASICOS DE ĆODIGOS LINEALES

código y n es sulongitud. SiF = F2, se dice queC es uncódigo binario; si F = F3, se dice que es

uncódigo ternario.

En esta tesis trabajaremos con códigos lineales, ası́ que cuando se utilice la palabra código nos

referiremos a códigos lineales a menos que se especifique locontrario. UnsubcódigoC′ deC es

un subespacio vectorialC′ ≤ C. A los elementos de un códigoC les llamaremospalabras. Dada

una palabraw = (w0,w1, . . . ,wn−1) ∈ C, el pesode w, denotado porWT(w), es la cantidad de

entradas dew distintas de cero. Elpeso mı́nimodeC, denotado porWT(C) es el mı́nimo de los

pesos de sus palabras distintas de cero. Parau,w ∈ Fn se define ladistancia de Hammingentreu y

w como el número de entradas en las que difieren, y se denota pord(u,w). La distancia mı́nimade

C es el mı́nimo de las distancias de Hamming entre palabras distintas del código. A continuación

presentaremos algunos resultados que relacionan la distancia mı́nima con el peso mı́nimo.

Observación 1.2. Seanu,w ∈ C. EntoncesWT(w) = d(w, 0̄) y d(u,w) = WT(w− u).

Proposición 1.3. SeaC un [n, k]-código sobre un campo finitoF. Entonces la distancia mı́nima

deC es igual a su peso mı́nimo.

Demostración. Seaw ∈ C una palabra de peso mı́nimo, entonces, dado qued(w, 0̄) = WT(w), la

distancia mı́nima deC es menor o igual aWT(w).

Ahora, seanu,w ∈ C tales qued(u,w) es mı́nimo. Entonces, dado qued(u,w) = WT(w − u),

tenemos queWT(C) es menor o igual ad(u,w).

Observación 1.4. SeaC un código lineal. Entonces para todoC′ ≤ C, se tiene queC′ es un

código lineal tal queWT(C′) ≥WT(C).

Como ya dijimos, cuando una palabra es recibida, ésta puedetener errores. Undecodificador

de distancia mı́nimatrata de “adivinar” el mensaje que fue enviado originalmente, encontrando las

palabras del código con mayor “parecido”, es decir, se supone que se cometió una cantidad mı́nima

de errores para poder recuperar el mensaje original. SiWT(C) es el peso mı́nimo del código, los

decodificadores pueden detectar la presencia de (WT(C) − 1) errores, y pueden corregir⌊WT(C)−1
2 ⌋

errores. Para la detección de errores en códigos binarioses útil lo siguiente.

Definición 1.5. SeaC un [n, k]-código binario. Decimos que una palabra w= (w0,w1, . . . ,

wn−1) ∈ C es unapalabra parsi WT(w) es par, yC será uncódigo parsi todas sus palabras son

pares.
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Si C es un [n, k]-código binario yw = (w0,w1, . . . ,wn−1) ∈ C, entoncesw es una palabra par si

y sólo si
∑

i∈[n] wi = 0. Este hecho motiva la siguiente definición.

Definición 1.6. SeaF un campo finito y seaC un [n, k]-código sobreF. Decimos que w=

(w0,w1, . . . ,wn−1) ∈ C es unapalabra de tipo parsi
∑

i∈[n] wi = 0, yC será uncódigo de tipo parsi

todas sus palabras son de tipo par.

En muchas estructuras, el concepto dedualidades muy importante y en muchas ocasiones se

estudian el objeto y su dual de manera conjunta.

Definición 1.7. SeaC un[n, k]-código sobre un campo finitoF. El código dualdeC es el espacio

vectorial

C⊥ :=















u = (u0, u1, . . . , un−1) ∈ F
n : para toda w∈ C,

∑

i∈[n]

uiwi = 0















.

A partir de la definición de código dual es fácil observar que para todo códigoC se tiene que

C = (C⊥)⊥.

Matriz generadora y matriz de paridad.

Los códigos lineales fueron inventados con el objetivo de ser implementados en situaciones

reales, como transmisiones de radio, comunicación satelital o entre computadoras. Es por esto que

es necesario presentarlos de una forma menos abstracta paraque las máquinas sean capaces de

interpretarlos.

Definición 1.8. Matriz generadora y matriz de paridad

SeaC un [n, k]-código sobre un campo finitoF. Unamatriz generadoradeC es una matriz G∈

Mk,n(F) cuyos renglones forman una base deC. Unamatriz de paridades una matriz H∈ Mn−k,n(F)

cuyos renglones forman una base deC⊥.

Hay una forma sencilla de obtener aC a partir de su matriz de paridad.

Observación 1.9. SeaF un campo finito, seaC un [n, k]-código sobreF y seaH una matriz de

paridad deC. Entonces

C =
{

w ∈ Fn : Hwt = 0
}

.

SiC es un [n, k]-código, entonces a cada mensaje se le están agregandon−k “grados de libertad”

o “grados de redundancia”. Intuitivamente, entre más grados de libertad tenga un código, más

preciso será éste, pero su eficiencia en tiempo será menor. A un conjunto dek columnas linealmente

independientes de una matriz generadora se le llamaconjunto de información, y a su complemento
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se le llamaconjunto de redundancia. Decimos que una matriz generadoraG está enforma estándar

si existe una matrizA ∈ Mn−k,k(F) tal que

G =
(

Ik A
)

.

Dado que la matriz generadora de un código es de rango máximo, todo código es generado por

alguna matriz en un forma estándar. El siguiente resultadoes el Teorema 1.2.1 de [5].

Proposición 1.10. SeaC un [n, k]-código sobre un campo finitoF. Si una matriz generadora

estándar deC es G=
(

Ik A
)

, entonces H=
(

−At In−k

)

es una matriz de paridad.

Ejemplo 1.11. Consideremos el [n, 1]-código sobre cualquier campo finitoF cuya matriz gene-

radora es

G =
(

1 1 · · · 1
)

.

Es claro que su peso mı́nimo esn. A este código se le llama elcódigo de repetición. Nótese queG

está en forma estandar, ası́ que una matriz de paridad del c´odigo de repetición es

H =



































































−1 1 0 0 0 · · · 0

−1 0 1 0 0 · · · 0

−1 0 0 1 0 · · · 0

−1 0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 0 0 · · · 1



































































.

De la matrizH podemos observar que el dual del código de repetición tiene peso mı́nimo 2. Es fácil

ver que el código dual está formado exactamente por todas las palabras de tipo par enFn, ası́ que

todo código de tipo par es subcódigo de éste. En el capı́tulo denotaremos porEPs a este código.

A partir de la matriz de paridad de un códigoC es posible encontrar su peso mı́nimo. El si-

guiente resultado es el Corolario 1.4.14 de [5].

Proposición 1.12.SeaC un[n, k]-código y sea H su matriz de paridad. Entonces el peso mı́nimo

deC es la cardinalidad del mı́nimo conjunto de columnas de H linealmente independientes tal que

no tiene subconjuntos propios linealmente independientes.

Grupos de automorfimos y ćodigos equivalentes.

Como ya mencionamos anteriormente, en un [n, k]-códigoC, un conjunto dek columnas lineal-

mente independientes forman un conjunto de información, yel resto es un conjunto de redundancia.

Intuitivamente la funcionalidad del código no depende de dónde está ubicada la redundancia ni en

qué orden está dada la información, siempre y cuando el decodificador pueda recuperar la palabra
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enviada, también puede recuperar el mensaje enviado. Estomotiva a la siguiente definición de

equivalencia en códigos.

Definición 1.13. SeanC,C′ dos[n, k]-códigos lineales sobre un campo finitoF. Decimos queC

yC′ sonequivalentes por permutacionessi existe una matriz de permutación A∈ GL(n, F) tal que

C′ = CA = {wA : w ∈ C}.

Notemos queA actúa enC permutando las entradas de sus elementos o, alternativamente, siG

es una matriz generadora paraC se puede pensar queA está permutando las columnas deG, de

forma queGAes una matriz generadora paraC′. Esta noción de equivalencia da lugar a la siguiente

definición de automorfismo.

Definición 1.14. Automorfismos por permutaciones.

SeaC un [n, k]-código lineal sobre un campo finitoF. Una permutaciónγ ∈ Sn es unautomor-

fismo por permutacionesdeC si para toda w= (w0,w1, . . . ,wn−1) ∈ C, el vector

(w)γ := (w(0)γ,w(1)γ, . . . ,w(n−1)γ)

es una palabra deC.

Es claro que el conjunto de automorfismos por permutación deC es un grupo isomorfo a

S tabΠ(C), el estabilizador deC bajo la acción del grupoΠ de matrices de permutación deGL(n, F).

Respetando la notación de [5], al grupo de automorfismos por permutación deC lo vamos a denotar

por PAut(C).

Observación 1.15. SeaC un [n, k]-código lineal sobre un campo finitoF. EntoncesPAut(C) =

PAut(C⊥).

Seaσ ∈ Sn y seaAσ la matriz de permutación definida por

Aσ[i, j] :=















1 si i = ( j)σ,

0 en otro caso.

Notemos quew = (w0,w1, . . . ,wn−1) ∈ C si y sólo si (w)σ = (w(0)σ,w(1)σ, . . . ,w(n−1)σ) ∈ CAσ.

La siguiente proposición nos dirá cómo se comparan los grupos de automorfismos por permu-

taciones deC y CAσ.

Proposición 1.16. SeaC un [n, k]-código lineal sobre un campo finitoF. Seaσ ∈ Sn. Entonces

PAut(CAσ) = σ−1PAut(C)σ.
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Demostración. Seaγ ∈ Sn. Entonces

γ ∈ PAut(C) ⇔ ∀w ∈ C, (w(0)γ,w(1)γ, . . . ,w(n−1)γ) ∈ C

⇔ ∀w ∈ C, (w(0)γσ,w(1)γσ, . . . ,w(n−1)γσ) ∈ CAσ

⇔ ∀w ∈ C, (w(0)σσ−1γσ,w(1)σσ−1γσ, . . . ,w(n−1)σσ−1γσ) ∈ CAσ

⇔ σ−1γσ ∈ PAut(CAσ).

La noción de grupo de automorfismo se generaliza a la acciónde un grupo más grande que el

de matrices de permutación. Unamatriz monomiales una matriz cuadradaM ∈ Mn(F) que tiene

exactamente una entrada distinta de 0 en cada renglón y en cada columna. El conjunto de matrices

monomiales den × n es un grupo, al cual denotaremos porMonn(F). Nótese que las matrices de

permutación son las matrices monomiales cuyas entradas distintas de 0 son todas iguales a 1.

Definición 1.17. SeaC un [n, k]-código lineal sobre un campo finitoF. Una matriz monomial

M ∈ Mn(F) es unautomorfismo monomialdeC si M ∈ S tabMonn(F)(C).

De aquı́ se desprende una noción generalizada de equivalencia, la cual estaremos usando por el

resto de esta tesis.

Definición 1.18. Códigos equivalentes

SeanC,C′ dos[n, k]-códigos lineales sobre un campo finitoF. Decimos queC yC′ sonequiva-

lentessi existe una matriz monomial M∈ Monn(F) tal queC′ = CM.

Vale la pena hacer notar que si dos códigos son equivalentespor permutaciones, no necesaria-

mente son equivalentes en el sentido de la definición anterior. Por ejemplo, tomemos el código cuya

matriz generadora es

G =
(

−1 1 1 · · · 1
)

.

Éste es equivalente al código de repetición, pero no son equivalentes por permutaciones.

En la teorı́a de códigos se extiende aún más la noción de equivalencia de códigos, permitiendo

que exista, además, un automorfismo del campo.

Definición 1.19. Códigos cı́clicos.

SeaC un [n, k]-código sobre un campo finitoF. Decimos queC escı́clico si la permutación

(0 1 2 . . . n− 1) ∈ PAut(C).
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Los códigos cı́clicos son de gran interés, dado que se han desarrollado herramientas que hacen

muy eficiente su proceso de decodificación.

2. Códigos de Hamming

En esta sección definiremos a los códigos de Hamming, que serán nuestros primeros ejemplos

de interés y serán utilizados en el Capı́tulo 4.

Sear ∈ N. SeaMr ∈ Mr,2r−1(F2) la matriz cuyai-ésima columna sea la representación binaria

de i. Es decir, para toda 1≤ j ≤ 2r − 1, si

j = a0(2
0) + a1(2

1) + . . . + ar−1(2
r−1),

entonces la entrada

Mr [i, j] := ai−1.

Definición 1.20. Sea r∈ N y sea Mr la matriz definida anteriormente. Elcódigo de Hamming

Hr es el[2r − 1, 2r − r − 1]-código cuya matriz de paridad es Mr .

Ejemplo 1.21. El código de HammingH3 es el [7, 4]-código cuya matriz de paridad es


























1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1



























.

Notemos que sus columnas son todos los posibles vectores distintos del vector cero deF3
2, por lo

tanto es equivalente al código con la siguiente matriz de paridad.


























1 0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 1



























Entonces, por la Proposición 1.10, el código de HammingH3 está generado por la matriz







































1 1 0 1 0 0 0

1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1







































Los siguientes resultados serán utilizados en el capı́tulo 4. La Proposición 1.22 es el Teorema

1.8.1 de [5], mientras que la Proposición 1.23 se deduce directamentede los resultados en 1.2.5 de

[6].
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Proposición 1.22. Sea r∈ N. Entonces el[2r − 1, 2r − r − 1]-código de HammingHr tiene peso

mı́nimo3. Más aún, todo[2r −1, 2r − r −1]-código binario con peso mı́nimo3 es equivalente aHr .

Proposición 1.23. Sea r ∈ N. Entonces existe un[2r − 1, 2r − r − 1]-código binario cı́clico

equivalente aHr .

3. Códigos ternarios de Golay

En esta sección definiremos a los códigos ternarios de Golay que utilizaremos en el Capı́tulo 5.

Dichos códigos tienen una gran importancia tanto teóricacomo práctica, dado que el cociente entre

su peso mı́nimo y su longitud es lo mayor posible, y sus gruposde automorfismos por permutacio-

nes están en términos de los grupos simples esporádicos de Mathieu. La teorı́a aquı́ presentada se

puede encontrar con mayor detalle en las secciones 1.8 y 10.4de [5] y en la Sección 7 del Capı́tulo

20 de [11].

Definición 1.24. El código ternario de GolayG11 es el [11, 6]-código ternario generado por la

matriz

G11 =

































































1 0 0 0 0 0 2 0 1 2 1

0 1 0 0 0 0 1 2 2 2 1

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1

0 0 0 1 0 0 1 1 0 2 2

0 0 0 0 1 0 2 1 2 2 0

0 0 0 0 0 1 0 2 1 2 2

































































.

El código ternario de Golay extendidoG12 es el [12, 6]-código ternario de tipo par generado por

la matriz

G12 =

































































1 0 0 0 0 0 2 0 1 2 1 2

0 1 0 0 0 0 1 2 2 2 1 0

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0 1 1 0 2 2 2

0 0 0 0 1 0 2 1 2 2 0 1

0 0 0 0 0 1 0 2 1 2 2 1

































































.

El códigoG12 se obtiene a partir deG11 agregando unacoordenada de paridad, es decir, agre-

gamos una coordenada a cada palabra del código para que éste sea de tipo par.

Proposición 1.25. El peso mı́nimo del código del GolayG11 es5, mientras que el peso mı́nimo

del código de GolayG12 es6.
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A partir de los parámetros conocidos hasta ahora podemos caracterizar a los códigos de Golay,

salvo equivalencia.

Teorema 1.26. Todo [11, 6]-código ternario de peso mı́nimo 5 es equivalente al código de

GolayG11, mientras que todo [12, 6]-código ternario de peso mı́nimo6 es equivalente al código

de GolayG12.

Los códigos de Golay han tenido una gran importancia teórica por las propiedades que tiene,

como su elevado peso mı́nimo con respecto al número de coordenadas de sus elementos y que

su grupo de automorfismos por permutaciones puede describirse en términos de un grupo bien

conocido (en el caso deG12).

Notemos que en el teorema pasado estamos hablando de equivalencia a través de matrices

monomiales. Dos códigos equivalentes no necesariamente tienen el mismo grupo de automorfismos

por permutaciones. A continuación daremos presentaciones por permutaciones de sus grupos de

automorfismos, calculadas usando SAGE.

Teorema 1.27.

El grupo de automorfismos por permutaciones del código de GolayG12 es el grupo

〈(5, 7)(6, 11)(8, 9)(10, 12), (4, 6)(5, 10)(7, 8)(9, 12), (3,4)(6, 8)(9,11)(10, 12),

(2, 3)(5, 7)(8, 10)(9, 12), (1, 2)(5, 12)(6, 11)(7, 10)〉,

y éste es isomorfo al grupo simple esporádico de MathieuM11.

El grupo de automorfismos por permutaciones del código de GolayG11 es el grupo

〈(3, 4)(5, 7)(6, 9)(8, 11), (3, 7)(4, 8)(5, 11)(9, 10), (2, 3)(4,6)(5, 8)(7,10), (1,2)(4, 11)(5, 8)(9,10)〉,

y éste es isomorfo a un subgrupo de ı́ndice12 deM11.





Capı́tulo 2

Politopos abstractos

En este capı́tulo daremos una introducción a lateorı́a de politopos abstractos. Haremos énfasis

en los temas que usaremos en los capı́tulos posteriores.

1. Definiciones y ejemplos

La idea depoliedroes una generalizacionón tridimensional natural del concepto de polı́gono,

pero podemos ir aún más lejos. Unpolitopo es una generalización de estos dos conceptos hacia

cualquier dimensión. Aunque han sido objeto de estudio desde hace ya mucho tiempo, es difı́cil

alcanzar un consenso acerca de lo que es y lo que no es un politopo, dado que hay una gran cantidad

de nociones y posibles generalizaciones que se tienen de polı́gono y poliedro.

Al igual que en la teorı́a de gráficas, la estructura deincidenciaque hay entre los vértices,

aristas, caras, etcétera, de un politopo, tiene propiedades combinatorias que determinan muchas

otras caracterı́sticas de éste. Un claro ejemplo es la posibilidad de demostrar que existen, a lo

más, 5 poliedros convexos regulares usando únicamente algunos teoremas de teorı́a de gráficas. Un

politopo abstractoes una estructura que satisface varias de las propiedades combinatorias básicas

que resultan de la relación de incidencia que hay en los politopos convexos. A esta relación la

representaremos como una relación de orden que, al mismo tiempo, reflejará la noción intuitiva de

que un vértice es más pequeño que una arista, de que ésta,a su vez, es más pequeña que una cara,

etcétera.

Conjuntos parcialmente ordenados.

Definición 2.1. Conjunto parcialmente ordenado.

Un conjunto parcialmente ordenado(abreviadocopo)es una parejaP := (P,≤), donde P es

un conjunto, llamado el conjunto de loselementosdeP, y “≤” es una relación deordenentre

elementos de P, es decir, una relación con las siguientes propiedades:

Reflexividad: para todof ∈ P, f ≤ f.

Antisimetrı́a: para todosf, g ∈ P, sif ≤ g y g ≤ f, entoncesf = g.

Transitividad: para todosf, g, h ∈ P, sif ≤ g y g ≤ h, entoncesf ≤ h.

13
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SeaP = (P,≤) un copo. Sif, g ∈ P son tales quef ≤ g, o g ≤ f, diremos quef y g son

comparableso incidentes. Un elementof ∈ P es llamadomaximalsi para todog ∈ P, g ≥ f implica

g = f; un elementof esmáximosi para todag ∈ P, g ≤ f. De manera análoga se define elemento

minimal y elementomı́nimo. Un conjuntoT ⊆ P es unacadenasi cualesquiera dos elementos

f, g ∈ T son comparables. SiP es una cadena diremos queP estotalmente ordenado. La longitud

de una cadena es el número de elementos de ésta. Si la longitud de una cadenaT esλ diremos que

T es unaλ-cadena. Una cadenaT ⊆ P serácadena maximalsi para toda cadenaT ′ ⊆ P, T ⊆ T ′

implica queT = T ′. Si T = {f0, f1, . . . , fλ−1} ⊆ P es una cadena dondef0 < f1 < . . . < fλ−1,

entonces la denotaremos con corchetes en ese orden, es decir, T = [f0, f1, . . . , fλ−1].

Definición 2.2. Decimos que un copo finito es uncopo graduadosi todas sus cadenas maximales

tienen el mismo tamaño.

Ejemplo 2.3.

El conjuntoN de los números naturales, con el orden usual, forma un copo.Más aún, es

totalmente ordenado.

Notemos que la relación de divisibilidad entre naturales es reflexiva, antisimétrica y transi-

tiva. Por lo tanto (N, | ) es un copo.

Dado un conjuntoA, el conjunto potencia deA, denotado por℘(A), es un copo con la

relación de contención. Es decir, paraB,C ∈ ℘(A) definimosB menor o igual queC si y

sólo siB ⊆ C. Si A es un conjunto finito entonces
(

℘(A),⊆
)

es un copo graduado.

Si X ⊂ P, denotaremos porP − X al copo cuyo conjunto de elementos esP \ X y con el orden

inducido por el orden deP. Param ∈ N, [m] denota al conjunto{0, 1, 2, . . . ,m− 1}.

Proposición 2.4. SeaP = (P,≤) un copo graduado y seaλ la longitud de sus cadenas maxima-

les. Entonces existe una función rnat : P → [λ] tal que sif < g, entonces(f)rnat < (g)rnat. A esta

función le llamaremos lafunción natural de rangodeP.

Demostración. Procederemos por inducción sobreλ. Si λ = 1 el resultado es obvio. Supongamos

queλ > 1 y seaM el conjunto de los elementos maximales deP. Es claro que toda cadena maximal

deP − M tiene exactamenteλ − 1 elementos (dado que de cada cadena maximal se eliminó su

elemento máximo). Entonces, por hipótesis de inducción, existe una función de rangor : P \

M → [λ − 1]. Podemos extender el dominio de esta función hacia todoP definiendo, paraf ∈ M,

(f)r = λ − 1.

Ahora probaremos que todo copo con elementos máximo y mı́nimo para el cual existe una

función de rango es un copo graduado.
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Proposición 2.5. SeaP = (P,≤) un copo con elemento máximo y elemento mı́nimo, y seaλ el

máximo de las longitudes de sus cadenas maximales. Supongamos queλ es finito y supongamos

que existe una función s: P → [λ] tal que para cualesquieraf, g ∈ P se tiene que sif ≤ g,

entonces(f)s≤ (g)s y, si no existeh ∈ P tal quef < h < g, entonces(f)s= (g)s− 1. Entonces se

tiene queP es un copo graduado.

Demostración. SeaT ⊆ P una cadena maximal y seaT ′ una cadena de longitudλ. Seanf0 y fλ−1

los elementos mı́nimo y máximo, respectivamente. Es claroquef0 y fλ−1 son elementos tanto de

T como deT ′. ComoT ′ tiene exactamenteλ elementos, para todai ∈ [λ] existeg ∈ T ′ tal que

(g)s= i, en particular podemos deducir que (f0)s= 0 y (fλ−1)s= λ− 1. Ahora, dado 0< i < λ− 1,

por serT un conjunto finito tenemos que existe un elementog máximo con la propiedad (g)s < i

y un elementoh mı́nimo con la propiedad (h)s > i. Comoh > g y (h)s , (g)s + 1, entonces

existef ∈ P tal queg < f < h, por lo tanto (f)s = i. Esto demuestra ques, restringida aT , es

suprayectiva. Por lo tantoT tiene exactamenteλ elementos.

Para nuestros propósitos, la función de rango asignada aP serár = rnat − 1. Por el resto

de esta tesis les llamaremoscaras a los elementos de un copo graduadoP y banderas a sus

cadenas maximales. Al conjunto de las banderas deP lo denotaremos porB(P). Si una cadena no

es maximal será llamadacadena propia. Si f es una cara maximal deP, diremos que (f)r es el

rangodeP. A las caras maximales y minimales de un copo les llamaremoscaras impropiasy a las

restantes les llamaremoscaras propias. A un intervalo de la forma [f, g] le llamaremossección

cerrada(o sólosección), si (g)r − (f)r = δ+ 1, le llamaremosδ-sección cerrada(o sóloδ-sección)

y, siguiendo la notación de [7], lo denotaremos porg/f. A un intervalo de la forma (f, g) se le

llamarásección abierta. Una sección serápropiasi está propiamente contenida enP.

Observación 2.6. En un copo graduado de rangod, toda cadena de longitudλ < d está contenida

en (al menos) una cadena de longitudλ + 1. También, todaδ-sección, conδ < d, está contenida en

(al menos) una (δ + 1)-sección.

En general se puede representar a un copo con el dibujo de una gráfica que muestre de manera

intuitiva cuándo dos elementosf y g son comparables y sif ≥ g o g ≥ f.

Definición 2.7. Diagrama de Hasse.

El diagrama de HasseH(P) de un copoP es la gráfica cuyos vértices son las caras deP, y hay

una arista entref y g si y sólo sif < g y (f)r = (g)r − 1.
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A partir del diagrama de Hasse de un copo graduadoP podemos recuperar toda la información

de éste si al dibujarlo dividimos a los vértices por rangos, ubicando de arriba a abajo a los elementos

en orden decreciente de rango.

Politopos abstractos.

A continuación daremos la definición de politopo abstracto, posteriormente daremos una noción

intuitiva de lo que representan los axiomas en el caso de los politopos convexos.

Definición 2.8. Conexidad.

Un copo graduado de rango d con una cara máxima y una cara mı́nima seráconexosi d ≤ 1, o

bien, si el diagrama de Hasse de éste, sin sus caras impropias, es conexo. Dicho copo seráfuerte-

mente conexosi para cadaδ ∈ {2, 3, . . . , d}, todaδ-sección (incluyendo al copo entero) es conexa.

Definición 2.9. Propiedad del diamante.

SeaP un copo graduado. Una1-seccióng/f deP será llamadadiamantesi consta de exacta-

mente 4 elementos: dos caras propias y dos caras impropias. Si g/f es un diamante yh, h′ son sus

caras propias, lo denotaremos como
〈

h
g

f
h′
〉

. Diremos queP tiene lapropiedad del diamantesi toda

1-sección es un diamante, es decir, si entre cualesquiera dos caras incidentes cuyo rango difiera en

dos existen exactamente otras dos caras.

Definición 2.10. Politopo abstracto.

Un copo graduadoP es llamadopolitopo abstractosi

tiene exactamente una cara máxima y una cara mı́nima,

es fuertemente conexo,

tiene la propiedad del diamante.

Si d es el rango deP se dice queP es und-politopo abstracto. Por el resto de la tesis omitiremos

la palabraabstractoy sólo le llamaremospolitopoo d-politopo.

Observación 2.11. Seaδ ∈ {−1, 0, 1, . . . , d}. Entonces todaδ-sección de un politopo es un poli-

topo de rangoδ.

Al inicio del capı́tulo mencionamos que los politopos abstractos son estructuras que satisfacen

las propiedades combinatorias dadas por la incidencia en los politopos convexos, donde el rango de

una cara en el copo corresponde con su dimensión. Pero observar que esto se refleja en los axiomas

previamente dados puede no resultar inmediato. Argumentaremos por qué esto generaliza al caso

convexo.
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Figura 1. n-ágono.

Figura 2. Copo asociado aln-ágono.

Comenzaremos ejemplificando a unn-ágono. Para esto tomamos, como conjunto de elementos

del copo, al conjunto

{v : v es vértice} ∪ {a : a es arista} ∪ {f−1} ∪ {f2} ,

dondef−1 y f2 son sı́mbolos auxiliares para representar las caras impropias, de rangos−1 y 2

respectivamente, del politopo abstracto. El orden en este conjunto estará dado por la relación de

incidencia y la “dimensión”, es decir, un vértice será menor únicamente que las aristas a las que

éste es incidente. El diagrama de Hasse del copo resultantees el siguiente.

Es fácil ver que, si eliminamos los vértices blancos de la gráfica anterior, la gráfica resultante

es conexa. Para ver que también cumple la propiedad del diamante, observemos que todas las 1-

secciones son diamantes de la forma
〈

v
a
f−1
v′
〉

, dondev y v′ son vértices adyacentes ya es la arista

que hay entre ellos; o de la forma
〈

a
f2
v a
′

〉

, dondea y a′ son aristas incidentes env.

Consideremos el cubo convexo cuyos vértices son los puntos(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0),

(0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1,1). Sus aristas son los segmentos de recta que unen dos puntosque
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Figura 3. Figura de vértice del cubo.

difieren en sólo una entrada, y sus caras son las porciones deplano (cuadrados) que unen cuartetas

de puntos que coinciden en una entrada. Si pensamos al cubo relleno, entonces es la intersección

de 6 semiespacios, la frontera de cada uno de estos semiespacios es un plano de dimensión dos.

Los vértices del cubo son los puntos que se encuentran en lasintersecciones no vacı́as de 3 de estos

planos. Las aristas son los segmentos que se encuentran dentro de las intersecciones no vacı́as de

dos planos y que, además, están uniendo a los vértices delcubo. La porción de un plano acotada

por las aristas contenidas en éste son las caras del cubo que, en este caso, son cuadrados. Dichos

cuadrados son politopos maximales contenidos en el cubo. A estos politopos se les llamafacetas

del politopo convexo.

Si tomamos un vérticev del cubo, podemos encontrar un plano que separe a este vértice de

los demás, precisamente por el hecho de que el politopo es convexo (ver Figura 3). Dentro de

este plano se encuentra una región acotada por las intersecciones de éste con los otros planos que

acotan al politopo y que pasan porv. En dicha región podemos encontrar vértices, aristas y una

cara (los cuales no son parte del cubo) que forman nuevamenteun politopo convexo, al cual se le

llama lafigura de vérticedev, en este caso es un triángulo. Estos se corresponden, en lospolitopos

abstractos, con los conjuntos que definiremos en el siguiente párrafo.

De ahora en adelante denotaremos a la cara mı́nima de un copo de rangod comof−1; mientras

que a su cara máxima la denotaremos comofd. Las caras de rango 0 serán llamadasvértices, y el

conjunto de vértices será denotadoU(P); las caras de rango 1 serán llamadasaristas, y el conjunto

de aristas será denotado porE(P); finalmente, las caras de rangod − 1 serán llamadasfacetas, y

el conjunto de facetas será denotadoF(P). Si f es una cara, extenderemos la notaciónU(f), E(f)

y F(f) para los conjuntos de vértices, aristas y facetas de la sección f/f−1. Si f ∈ F(P), diremos

quef/f−1 es unafacetadeP y la identificaremos conf. Si f = v ∈ U(P), le llamaremos lafigura

de vérticedev a la secciónfd/v y lo denotaremos porU(v). El objetivo de dar estas definiciones
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para copos en general es para poder usar los conceptos en el proceso de verificar si el copo es un

politopo o no.

El proceso de verificar si un copo es un politopo abstracto es largo y computacionalmente inefi-

ciente, dado que debemos verificar la propiedad del diamantey la conexidad de una gran cantidad

de gráficas. Sin embargo es posible simplificar dicho proceso cuando ya tenemos información adi-

cional acerca de éste, por ejemplo, cuando ya sabemos que sus figuras de vértice y sus facetas lo

son. Esto nos puede dar un proceso recursivo de verificación.

Lema 2.12. SeaP un copo graduado conexo de rango d≥ 2 con exactamente un elemento

máximo y un elemento mı́nimo. Si todas sus figuras de vértice y todas sus facetas son politopos

entoncesP es politopo.

Demostración. Por la Observación 2.6, toda sección propia está contenida en una figura de vértice

o una faceta del copo, por lo tanto es conexa.

La propiedad del diamante también se cumple, dado que toda 1-sección está contenida en una

sección propia.

Como se dijo en el capı́tulo anterior, la noción dedualidades muy recurrida en muchas áreas

de matemáticas, como teorı́a de códigos, álgebra lineal, teorı́a de gráficas, geometrı́a y politopos

convexos. También existe la noción de copo dual de un conjunto parcialmente ordenado.

Definición 2.13. Politopo dual.

SeaP = (P,≤) un copo. Un copoP∗ = (P∗,�) es elcopo dualdeP si P = P∗ y para todas

f, g ∈ P, f ≤ g si y sólo sig � f.

Notemos que los diagramas de HasseH(P∗) y H(P) son iguales, por lo tanto un copoP es

fuertemente conexo si y sólo siP∗ lo es. También es claro queP tiene la propiedad del diamante si

y sólo siP∗ la tiene.

Observación 2.14. SeaP und-politopo. Entonces su dualP∗ también es und-politopo.

En politopos convexos podemos observar que existe una gráfica formada por los segmentos

1-dimensionales que delimitan al politopo. En politopos abstractos podemos formar una gráfica

análoga.

Definición 2.15. SeaP un politopo. Decimos que dos vértices sonadyacentessi ambos son

incidentes a una misma arista. El1-esqueletodeP es la gráfica cuyos vértices son los vértices del

politopo y dos de estos están unidos por una arista si son adyacentes como elementos del politopo.
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Morfismos.

Al igual que en muchas otras estructuras, también entre conjuntos parcialmente ordenados po-

demos definir morfismos. Un morfismo generalmente (mas no formalmente) se trata de una función

entre dos objetos que respeta alguna estuctura.

Definición 2.16. Morfismo.

SeanP = (P,≤) y P′ = (P′,�) dos copos. Una funciónξ : P → P′ es unmorfismosi para

todosf, g ∈ P, f ≤ g implica que(f)ξ � (g)ξ, es unisomorfismosi es un morfismo biyectivo

cuya función inversa también es un morfismo, y es unautomorfismosi es un isomorfismo deP en

sı́ mismo.

Observación 2.17. SeanP = (P,≤), P′ = (P′,�) y P′′ = (P′′,E) tres copos. Siξ : P → P′ y

ξ′ : P′ → P′′ son dos morfismos, entoncesξξ′ también es un morfismo.

Proposición 2.18. SeaP = (P,≤) un copo finito. Siξ : P → P es un morfismo biyectivo,

entonces es un automorfismo.

Demostración. Tenemos queξ es una permutación de los elementos deP. Como elemento del

grupo simétrico enP, existem∈ N tal queξm = IdP. Entoncesξ−1 = ξm−1 también es un morfismo.

Por la Observación 2.17 y la proposición anterior, el conjunto de automorfismos de un politopo

P forma un grupo. Al grupo de automorfismos deP lo denotaremos porAut(P). DadoΓ ≤ Aut(P),

el estabilizadorde un elementof ∈ P en Γ es el subgrupoS tabΓ(f) ≤ Γ que consiste de los

elementosγ tales que (f)γ = f.

Definición 2.19. SeaP un d-politopo y seaΦ = [f−1, f0, f1, . . . , fd−1, fd] una bandera deP.

Sea−1 < i < d un entero. La bandera i-adyacentedeΦ es

Φi := [f−1, f0, f1, . . . , fi−1, g, fi+1, . . . , fd−1, fd],

donde
〈

fi
fi+1
fi−1
g

〉

es un diamante. Recursivamente defimos

Φi0i1...il−1 := (Φi0i1...il−2)l−1.

En general, dos banderas seránadyacentessi sólo difieren en una cara.

En la siguiente proposición demostraremos que todo automorfismo respeta la relación de adya-

cencia entre banderas.

Proposición 2.20. SeaP un d-politopo. Entonces, para todoξ ∈ Aut(P), para todo i∈ [d] y

para todaΦ ∈ B(P), (Φi)ξ =
(

(Φ)ξ
)i.
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Demostración. SeaΦ =
[

f−1, f0, f1, . . . , fd−1, fd
]

, y supongamos que
〈

fi
fi+1
fi−1
g

〉

es el diamante defi-

nido porfi−1 y fi+1. Comoξ es una biyección, tenemos quegξ , fiξ. Usando quefi+1/fi−1 es un

diamante se sigue que

(Φi)ξ =
(

[f−1, f0, f1, . . . , fi−1, g, fi+1 . . . , fd−1, fd]
)

ξ

=
[

(f−1)ξ, (f0)ξ, (f1)ξ, . . . , (fi−1)ξ, (g)ξ, (fi+1)ξ, . . . , (fd−1)ξ, (fd)ξ
]

=
[

(f−1)ξ, (f0)ξ, (f1)ξ, . . . , (fi−1)ξ, (fi)ξ, (fi+1)ξ, . . . , (fd−1)ξ, (fd)ξ
]i

=
(

(Φ)ξ
)i
.

Ya que tenemos adyacencias entre banderas, podemos definir la conexidad de un politopo en

términos de la conexidad de la gráfica cuyos vértices seanlas banderas y dos de éstas son adyacentes

en la gráfica si y sólo si son adyacentes en el politopo. Paraque ésto sea compatible con nuestras

nociones previas de conexidad, tendremos que agregarle unacondición más.

Definición 2.21. Conexidad fuerte por banderas

SeaP un d-politopo. Decimos queP esfuertemente conexo por banderassi, para cualesquiera

Φ,Ψ ∈ B(P), existenΦ1,Φ2, . . . ,Φl−1 ∈ B(P) tales que la sucesiónΦ0 = Φ,Φ1,Φ2, . . . , Φl−1,Φl =

Ψ cumple que, para todo j∈ [l], Φ ∩ Ψ ⊆ Φ j y, además,Φ j es adyacente aΦ j+1.

Los dos conceptos de conexidad parecen ser distintos. La siguiente definición establece una

equivalencia entre ellos.

Proposición 2.22. SeaP un copo graduado de rango d con exactamente una cara máxima y

una cara mı́nima que, además, tiene la propiedad del diamante. EntoncesP es fuertemente conexo

si y sólo si es fuertemente conexo por banderas.

Demostración. Supongamos queP es fuertemente conexo. Procederemos por inducción en el rango

deP para demostrar que éste es fuertemente conexo por banderas. Sid ≤ 1 se sigue de la definición.

Si d = 2, seanΦ = [f−1, f0, f1, fd] y Ψ = [f−1, g0, g1, fd] dos banderas deP. Si su intersección

es distinta de{f−1, fd}, entonces son adyacentes. Supongamos queΦ ∩ Ψ = {f−1, fd} y tomemos

un camino [f0, a0, v0, a1, v1, . . . , vl−1, al, g0] en el diagrama de HasseH
(

P − {f−1, fd}
)

donde, para

toda j ∈ [l +1], (a j)r = 1 y para todaj ∈ [l], (v j)r = 0. A partir de dicho camino podemos construir

la siguiente sucesión de banderas

[

[f−1, f0, f1, fd], [f−1, f0, a0, fd], [f−1, v0, a0, fd], [f−1, v0, a1, fd], [f−1, v1, a1, fd], . . . ,
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[f−1, vl−1, al , fd], [f−1, g0, al, fd], [f−1, g0, g1, fd]
]

,

la cual es una sucesión de banderas adyacentes deΦ aΨ.

Ahora supongamos qued > 2 y seanΦ = [f−1, f0, . . . , fd−1, fd] y Ψ = [f−1, g0, . . . , gd−1, fd]

dos banderas deP. Si Φ ∩ Ψ = {f−1 = fi0, fi1, fi2, . . . , fik−1, fik = fd} contiene al menos una cara

propia, entonces tenemos por hipótesis de inducción que,para cadaj ∈ [k] existe una sucesión de

banderas adyacentes de [fi j , fi j+1, fi j+2, . . . , fi j+1] a [fi j , gi j+1, gi j+2, . . . , fi j+2] en la secciónfi j+1/fi j

deC(P), la cual se puede extender a una sucesión de banderas deP. SiΦ∩Ψ = {f−1, fd}, tomemos

un camino [f0 = hi0, hi1, hi2, . . . , hil−1, hil = g0] enH
(

P − {f−1, fd}
)

, el cual existe por serP conexo.

Tenemos que para cadaj ∈ [l] existe una banderaΦ j que contiene a{hi j , Thi j+1}. SeaΦ−1 = Φ y

seaΦl = Ψ. Usando la parte anterior de la demostración tenemos que para cadaj ∈ [l + 1] existe

una sucesión de banderas adyacentes deΦ j−1 aΦ j, ya que éstas sı́ se intersectan en caras propias.

Concatenando estas sucesiones tenemos una sucesión de banderas adyacentes deΦ aΨ.

Para demostrar la otra implicación, supongamos queP es fuertemente conexo por banderas.

Seaδ ≥ 2 y seaS = g/f unaδ-sección deP. Seanh, h′ ∈ S dos caras impropias y consideremos

dos banderasΨ y Ψ′ deS tales queh ∈ Ψ y h′ ∈ Ψ′. Es claro que a dichas banderas las podemos

extender a dos banderasΦ y Φ′ deP tales que coinciden en todos sus elementos de rango menor al

rango def y en todos sus elementos de rango mayor al rango deg. Por lo tanto podemos considerar

una sucesión de banderas adyacentesΦ = Φ0,Φ1,Φ2, . . . ,Φl−2,Φl−1 = Φ
′ que conserve dicha

intersección. Para cadaj ∈ {1, 2, . . . , l−1} consideremos una carah j ∈ Φ j−1∩Φ j ∩S, y seanh0 = h

y hl = h
′. Entonces, para cadaj ∈ [l] hay un camino en el diagrama de Hasse deS que va deh j a

h j+1, siguiendo las caras que están entreh j y h j+1 en Phi j. Concatenando estos caminos tenemos

un camino deh ah′ enH(S).

Corolario 2.23. SeaP un d-politopo abstracto y seanΦ,Ψ ∈ B(P). Entonces existe una

sucesión i0, i1, . . . , i l−1 de elementos de[d] tal queΨ = Φi0i1...il−1.

Demostración. Consideremos una sucesiónΦ = Φ0,Φ1,Φ2, . . . ,Φl−1,Φl = Ψ de banderas adya-

centes deΦ aΨ, el cual existe por el teorema anterior. Entoncesn existe una sucesióni0, i1, . . . , i l−1

de elementos de [d] tal que, para todaj ∈ [l], Φ j+1 = Φ
i j

j . Ası́ queΨ = Φi0i1...il−1.

El teorema anterior lo presentamos con el objetivo de facilitarnos observar el siguiente resulta-

do, el cual permite estudiar más facilmente el grupo de automorfismos de un politopo.

Teorema 2.24. SeaP un politopo abstracto. Siξ, ξ′ ∈ Aut(P) y Φ ∈ B(P) son tales que

(Φ)ξ = (Φ)ξ′, entoncesξ = ξ′.
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Figura 4. n-ágono y sus banderas.

Demostración. SeanΦ,Ψ ∈ B(P) y seaξ ∈ Aut(P). Por el corolario anterior existe una sucesión

i0, i1, . . . , i l−1 de elementos de [d] tal queΨ = Φi0i1...il−1 y, por la Proposición 2.20, tenemos que

(Ψ)ξ = (Φi0i1...il−1)ξ =
(

(Φ)ξ
)i0i1...il−1 =

(

(Φ)ξ′
)i0i1...il−1 = (Ψ)ξ′.

Por lo tanto, para todaΨ ∈ B(P) tenemos que (Ψ)ξ = (Ψ)ξ′, y por lo tantoξ = ξ′.

Corolario 2.25. SeaP un politopo finito. Entonces|Aut(P)| ≤ |B(P)|.

2. Politopos regulares

Los casos más sencillos de estudiar son aquellos que cuentan con más estructura. Esto es difı́cil

de definir, por lo que se recurre a las raı́ces geométricas. Para los politopos convexos se puede

definir regularidad de forma recursiva: un politopo es regular si todas sus facetas son congruentes

y regulares, y lo mismo para las figuras de vértice. Esto nos ubica, nuevamente, en el caso de

dimensión 2 donde un polı́gono es regular si todos sus ladosson iguales y sus ángulos internos son

iguales. En particular, su grupo de isometrı́as está generado por las dos reflexiones marcadas por

las lı́neas punteadas rojas de la Figura 4.

Los triángulos dibujados son la versión geométrica de las banderas que hemos estado estudian-

do, cada uno de estos es incidente a un vértice y a una arista del polı́gono. Usando composiciones

de dichas reflexiones es fácil ver que podemos llevar cualquier bandera del polı́gono en cualquier

otra. Esto nos da una idea de cómo definir cuándo un politopoes regular.

Definición 2.26. Politopos regulares.

Decimos que un politopoP esregularsi su grupo de automorfismos es transitivo en su conjunto

de banderas.
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Es cierto que el copo asociado a un politopo convexo regular es un politopo abstracto regular.

Bajo esta definición, los sólidos platónicos son los únicos poliedros convexos regulares.

Observación 2.27. SiP es un politopo regular, entonces para todai ∈ [d] el grupo de automor-

fismos deP actúa transitivamente en el conjunto de susi-caras.

La siguiente observación se deriva directamente del Teorema 2.24 y de la definición de regula-

ridad.Ésta es de suma utilidad, tanto en los capı́tulos sucesivos como en todo el estudio de la teorı́a

de politopos.

Observación 2.28.

Un politopo finitoP es regular si y sólo si|Aut(P)| = |B(P)|.

Toda sección de un politopo regular también es un politoporegular.

Podemos notar que cada una de las reflexiones que generan al grupo de simetrı́as de la figura 4

mandan a la bandera verde en alguna de las dos banderas amarillas, que son las banderas adyacentes

a ésta en el sentido de los politopos abstractos. A continuación definiremos automorfismos análogos

a dichas reflexiones para politopos abstractos regulares.

Definición 2.29. Generadores distinguidos.

SeaP un d-politopo, seaΦ ∈ B(P) y sea i∈ [d]. Seaρi el único automorfismo tal que(Φ)ρi =

Φi. A éste automorfismo lo llamaremos el i-ésimo generador distinguidode Aut(P) con respecto a

Φ.

Notemos que dichos automorfismos dependen de la elección deΦ, ası́ que muchas veces es

conveniente tomar una bandera de referencia en el politopo.A esta bandera le llamamos labandera

base.

Como corolario del Teorema 2.24 tenemos lo siguiente.

Observación 2.30. Para todai ∈ [d], ρi es una involución.

Proposición 2.31. SeaP un politopo, seaΦ su bandera base y sean i0, i1, . . . , i l−1 ∈ [d]. Enton-

ces(Φ)ρil−1ρil−2 . . . ρi1ρi0 = Φ
i0i1...il−1.



2. POLITOPOS REGULARES 25

Demostración. Procederemos por inducción sobrel. Si l = 0, el resultado es directo de la definición

deρi0. Seal ≥ 0. Entonces

(Φ)ρil−1ρil−2 . . . ρi1ρi0 = (Φil−1)ρil−2 . . . ρi1ρi0

=
(

(Φ0)ρil−2 . . . ρi1ρi0

)il−1

= (Φi0i1...il−2)il−1

= Φi0i1...il−1.

Corolario 2.32. SeaP un politopo. Su grupo de automorfismos Aut(P) está generado por

ρ0, ρ1, . . . , ρn−1.

El siguiente resultado nos da una caracterización muy útil de regularidad en términos de la

existencia de un conjunto de generadores distinguidos.

Lema 2.33. SeaP un d-politopo y seaΦ ∈ B(P). EntoncesP es regular si y sólo si para toda

i ∈ [d], existeρi ∈ Aut(P) tal que(Φ)ρi = Φ
i.

Demostración. Es claro que siP es regular, entonces para cadai ∈ [d], existe dicho morfismoρi tal

que (Φ)ρi = Φ
i.

Ahora supongamos que existe un conjunto de generadores distinguidos. SeaΨ ∈ B(P). Por el

Corolario 2.23, existe una sucesióni0, i1, . . . , i l−1 de elementos de [d] tal queΨ = Φi0i1...il−1. Se sigue

de la proposición anterior queΨ = (Φ0)ρl−1ρl−2 . . . ρ1ρ0.

A partir de ciertas propiedades de los politopos es posible saber cómo son sus grupos de auto-

morfismos, y quedarán descritos con la siguiente definición.

Definición 2.34. SeaΓ un grupo generado por un conjunto de involuciones

InvΓ = {σ0, σ1, . . . , σd−1},

tales que para todas i, j ∈ [d] que satisface que|i − j| ≥ 2, se tiene(σiσ j)2 = IdΓ. Decimos queΓ

tiene lapropiedad de la intersecciónsi para todos I, J ⊂ [d] se tiene que

〈σi : i ∈ I〉 ∩ 〈σ j : j ∈ J〉 = 〈σi : i ∈ I ∩ J〉.

En este caso diremos queΓ es unC-grupo con diagrama de lı́nea, y que d es elrangodeΓ
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La letraC proviene de Coxeter, dado que todoC-grupo con diagrama de lı́nea es un cociente

de ungrupo de Coxeter, el cual es un grupo generado por involuciones{σ0, σ1, . . . , σd−1}, tales que

para todasi, j ∈ [d] que satisface que|i − j| ≥ 2, se tiene (σiσ j)2 = Id. En general se supone que

el orden del producto de dos generadores consecutivos es mayor que dos, de no ser ası́ es posible

separar el grupo en un producto directo y estudiar cada componente.

Es cierto que el grupo de automorfismos de todo politopo regular es unC-grupo con diagrama

de lı́nea. El regreso también es cierto. Más aún, a partirde cada uno de estos grupos es posible

construir un politopo regular con éste como su grupo de automorfismos de modo que los generado-

res jueguen el papel de los morfismos distinguidos. La pruebade los siguientes teoremas se puede

encontrar en la Sección 2E de [7].

Teorema 2.35. SeaP un politopo regular. Entonces Aut(P) es un C-grupo con diagrama de

lı́nea, donde InvAut(P) = {ρ0, ρ1, . . . , ρd−1}.

De aquı́ se deriva el siguiente concepto muy conocido en la literatura usado para estudiar local-

mente a los politopos.

Definición 2.36. Sı́mbolo de Schläfli

SeaΓ un C-grupo con diagrama de lı́nea y sea InvΓ = {ρ0, ρ1, . . . , ρd−1}. El sı́mbolo de Schläfli

deΓ es la(d − 1)-ada{p1, p2, . . . , pd−1}, donde para toda i∈ {1, 2, . . . , d − 1}, se tiene que pi es el

orden deρi−1ρi.

Si P es un politopo regular, todas las 2-seccionesg/f, con (f)r = i − 1, son isomorfas a un

polı́gono. La (i + 1)-ésima entrada del sı́mbolo de Schläfli nos dice la longitud de dicho polı́gono.

De esta forma también podemos definir el sı́mbolo de Schläfli para el politopo.

A continuación haremos la construcción del copo que seráel politopo abstracto derivado de un

C-grupo. Vale la pena hacer notar que el orden en el que están dados los generadores del grupo es

determinante en la construcción de su politopo asociado.

Definición 2.37. SeaΓ un C-grupo con diagrama de lı́nea de rango d. Para cada i∈ [d] sea

Λi el grupo〈σ0, σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σd−1〉. El copo de clasesdeΓ es el copo cuyo conjunto de

elementos es{γΛi : i ∈ [d], γ ∈ Γ} y cuyo orden está dado porγΛi ≤ γ′Λ j si y sólo si i≤ j y

γΛi ∩ γ
′Λ j , ∅.

Teorema 2.38. SeaΓ un C-grupo con diagrama de lı́nea de rango d y conjunto de generadores

InvΓ = {ρ0, ρ1, . . . , ρd−1}. Consideremos el copo de clases deΓ y agreguemos a los elementosf−1 y

fd al copo, definiendo af−1 como mı́nimo y afd como máximo. Entonces dicho copo es el único

politopo regular cuyo grupo de automorfismos esΓ con generadores distinguidosρ0, ρ1, . . . , ρd−1.
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3. Politopos de dośorbitas

En la sección anterior vimos algunas caracterı́sticas de los politopos regulares, los cuales re-

sultan ser de gran interés dada su relación con cierta clase de grupos y su estructura tan rica. El

siguiente paso en la escala de simetrı́a es estudiar a los politopos tales que la acción de su grupo

de automorfismos tiene dos órbitas en las banderas. En esta sección daremos algunos resultados

que nos ayudarán a clasificarlos para su estudio. En [4] I. Hubard hace un amplio estudio acerca de

estos politopos.

Definición 2.39. SeaP un politopo. Decimos queP es unpolitopo de dos órbitassi la acción

de su grupo de automorfismos enB(P) tiene dos órbitas.

Proposición 2.40. SeaP un d-politopo. SeaΦ ∈ B(P) y seaΨ ∈
(

Φ
)

Aut(P). Entonces, para

toda i ∈ [d], Φi ∈
(

Φ
)

Aut(P) si y sólo siΨi ∈
(

Φ
)

Aut(P).

Demostración. Tenemos queΨ ∈ Aut(P) si y sólo si existeξ ∈ Aut(P) tal queΨ = (Φ)ξ. Ahora

Φi ∈
(

Φ
)

Aut(P) ⇔ ∃γ ∈ Aut(P) tal queΦi = (Φ)γ

⇔ ∃γ ∈ Aut(P) tal que
(

(Ψ)ξ−1)i = (Φ)γ

⇔ ∃γ ∈ Aut(P) tal que (Ψi)ξ−1 = (Φ)γ

⇔ ∃γ ∈ Aut(P) tal queΨi = (Φ)γξ

⇔ Ψi ∈
(

Φ
)

Aut(P).

Corolario 2.41. SeaP un d-politopo de dos órbitas. SeanΦ,Ψ ∈ B(P). Entonces, para toda

i ∈ [d], Φi ∈
(

Φ
)

Aut(P) si y sólo siΨi ∈
(

Ψ
)

Aut(P).

A partir del corolario anterior podemos clasificar a los politopos de dos órbitas como sigue.

Definición 2.42. SeaP un d-politopo de dos órbitas y seaΦ ∈ B(P). Sea I= {i0, i1, . . . , i l} (

[d]. Decimos queP está en laclase 2I si para toda i ∈ [d] se satisface que i∈ I si y sólo si

Φi ∈ ΦAut(P).

Corolario 2.43. SeaP un d-politopo de dos órbitas y sean I, J ⊆ [d]. SiP está en las clases

2I y 2J entonces I= J.

Entre los politopos de 2 órbitas, despiertan particular interés aquellos en la clase 2∅, a los que

se les llamapolitopos quirales.
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4. Cocientes

Es común ver en otras estructuras distintas técnicas pararelacionar y construir objetos a partir de

otros. En teorı́a de grupos, por ejemplo, podemos construirun grupo a partir de otro si tomamos su

cociente por un subgrupo normal. Al hacerlo estamos dividiendo al grupo en clases de equivalencia

para considerar a cada una como un elemento de un nuevo grupo que “heredará” la operación del

grupo original. Es natural que para los politopos abstractos se defina un concepto similar con la

intención de construir nuevos ejemplos a partir de otros yaexistentes.

Dado que hay una correspondencia biunı́voca entre politopos regulares yC-grupos con diagra-

ma de lı́nea, se podrı́a pensar en el cociente de un politopo regular como un cociente de su grupo

de automorfismos, pero en esta tesis consideraremos una definición distinta que es más explı́cita y

más natural desde un punto de vista constructivo.

Definición 2.44. SeaP un politopo y seaΓ ≤ Aut(P). Definimos el cocienteP/Γ deP por Γ

como el copo cuyo conjunto de elementos es el conjunto de órbitas deΓ

{fΓ : f ∈ P},

y el orden está dado por

fΓ ≤ gΓ⇔ existenγ, γ′ ∈ Γ tales que(f)γ ≤ (g)γ′.

La definición anterior es natural y nos da una idea general decómo está dado el orden en el

politopo cociente. Sin embargo, es computacionalmente muyineficiente, dado que es necesario

verificar las relaciones entre cada elemento enfΓ y cada elemento engΓ para poder asegurar

que estas dos clases son comparables como elementos del copocociente. A continuación daremos

algunos resultados que nos darán una mejor idea de cómo se hereda el orden hacia el cociente y, a su

vez, harán más eficiente el proceso de verificar cuando dos clases de equivalencia son comparables.

Proposición 2.45. Seanf, g ∈ P. Entoncesf ≤ g si y sólo si para todoΓ ≤ Aut(P) se tiene que

fΓ ≤ gΓ.

Demostración. Si f ≤ g, entonces (f)IdP ≤ (g)IdP y, por lo tanto, para todoΓ ≤ Aut(P) se tiene

quefΓ ≤ gΓ.

Si para todoΓ ≤ Aut(P) se tiene quefΓ ≤ gΓ, en particular paraΓ = {IdP}.

Lema 2.46. SeaP un politopo y seaΓ ≤ Aut(P). Seanf, g ∈ P tales quefΓ ≤ gΓ y seah ∈ fΓ.

Entonces existeγ ∈ Γ tal queh ≤ (g)γ.
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Demostración. Si h ∈ fΓ entonces existeγ′ ∈ Γ tal queh = (f)γ′. Ahora, tenemos que

fΓ ≤ gΓ.⇔ Existenγ′′, γ′′′ ∈ Γ tales que (f)γ′′ ≤ (g)γ′′′.

Por lo tantoh ≤ (g)γ′′′(γ′′)−1γ′.

Por último probaremos un resultado que nos será muy útil posteriormente para, a partir del

cociente, poder recuperar parte de la estructura del politopo original.

Lema 2.47. Sea[fiΓ, fi+1Γ, . . . , fi+λ−1Γ] unaλ-cadena deP/Γ. Entonces existe unaλ-cadena

[gi , gi+1, . . . , gi+λ−1] deP tal que[fiΓ, fi+1Γ, . . . , fi+λ−1Γ] = [gi , gi+1, . . . , gi+λ−1]Γ.

Demostración. Construiremos a [gi , gi+1, . . . , gi+λ−1] recursivamente. Tomemos agi comofi. Ha-

biendo definido ag j ∈ (f j)Γ tenemos que, por el Lema anterior, (f j)Γ < (f j+1)Γ implica que existe

γ ∈ Γ tal queg j < (f j+1)γ. Ası́ que podemos tomar a (f j+1)γ como la (j + 1)-cara.

Corolario 2.48. SeaΦ = [∅, f0Γ, f1Γ, . . . , fd−1Γ, fdΓ] ∈ B(P/Γ). Entonces existe una bandera

ϕ ∈ B(P) tal queΦ = ϕΓ.

El siguiente corolario nos dice que en el copo resultante de tomar el cociente, todas las cadenas

maximales tienen también la misma longitud.

Corolario 2.49. SeaP un politopo y seaΓ ≤ Aut(P). EntoncesP/Γ es un copo graduado.





Capı́tulo 3

Los politopos2K y 2 · sK−1

En la Observación 2.11 mencionamos que todas las seccionesde un politopo abstracto también

son politopos abstractos. Dado und-politopo regularP, un problema de interés es saber cuándo

existe un (d+1)-politopo regular tal que todas sus facetas (o de manera dual, sus figuras de vértice)

sean isomorfas aP. En este capı́tulo daremos dos construcciones que resuelven parcialmente esta

pregunta. Ambas construcciones están relacionadas entresı́ y tienen propiedades combinatorias

que son de gran interés.

1. Latices

Las latices son una clase de conjuntos parcialmente ordenados que despiertan gran interés por

la gran cantidad de propiedades que tienen. En esta seccióndaremos una breve introducción y

mencionaremos algunas propiedades de los politopos que sonlatices como copos.

Definición 3.1. SeaP = (P,≤) un copo y seaX ⊆ P. Unacota superiordeX es un elemento

f ∈ P tal que para todog ∈ X, f ≥ g. Decimos quef es elsupremodeX si es el mı́nimo del

conjunto de cotas superiores deX. Análogamente se definecota inferiore ı́nfimo.

Definición 3.2. SeaP = (P,≤) un copo. Decimos queP es unalatiz si para cualesquiera dos

elementosf, g ∈ P, el conjunto{f, g} tiene supremo e ı́nfimo .

Las latices tienen una estructura algebraica implı́cita, ya que obtener el supremo (y similarmente

obtener el ı́nfimo) es una operaciónconmutativay asociativa. Dicha estructura no será utilizada a

los largo de esta tesis, pero es muy importante en algunas áreas de la combinatoria y el álgebra.

Por definición, cualesquiera dos elementos en una latiz tienen supremo e ı́nfimo, pero es fácil

demostrar por inducción que lo mismo es cierto para cualquier conjunto finito de elementos.

Observación 3.3. SiP = (P,≤) es una latiz finita, entonces para todoX ⊆ P existe una mı́nima

cota superior (supremo) y una máxima cota inferior (ı́nfimo).

Por el resto de esta tesis,K va a denotar un politopo que, además, es una latiz y lo llamaremos

politopo latiz. La letraK es para ser consistente con la notación en [7] y [8]. SiK tienen vértices,

31
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Figura 1. Hemicubo

entonces supondremos que el conjunto de vérticesU(K) = [n], es decir, estamos asignando una

numeración a los vértices del politopo, lo cual será muy importante en los capı́tulos 4 y 5.

En los politopos convexos, las aristas, las caras, etcétera, están determinadas completamente por

el conjunto de vértices a los que son incidentes. Esto no pasa en general en los politopos abstractos.

Por ejemplo, consideremos el copo asociado a la figura 1.

Aquı́ se representa alhemicubo, el cual resulta de identificar los puntos antı́podas de un cubo. Los

vértices del politopo (caras de rango 0) son los vértices de la figura: 0, 1, 2, 3; sus aristas (caras de

rango 1) son las aristas de la figura:a0, a1, . . . , a5; sus caras de rango 2 son las caras de la figura:

f0, f1 y f2. Es sencillo ver que el dicho copo es un politopo abstracto y que todas sus caras de

rango 2 son incidentes a todos los vértices. Esto motiva a dar la siguiente definición para distinguir

a aquellos politopos donde las caras distintas tienen conjuntos de vértices incidentes distintos.

Definición 3.4. SeaP un politopo. Diremos queP esvértice-descriptiblesi, para cualesquiera

f, g ∈ P conf , g, tenemos queU(f) , U(g).

Como ya vimos, no todos los politopos son vértice-descriptibles, pero es fácil ver que los po-

litopos latices regulares sı́ lo son. En esta tesis todos loscopos tendrán una cantidad finita de

elementos.

Proposición 3.5. SeaK un politopo latiz regular. EntoncesK es vértice descriptible.

Demostración. Seaf ∈ K y seag el supremo del conjuntoU(f), el cual existe por la Observación

3.3. EntoncesU(f) ⊆ U(g) y |U(f)| ≤ |U(g)|. Si f , g, entonces (f)r > (g)r. Por la propiedad del

diamante existe al menos otra carag′ < f del mismo rango queg pero distinta a ésta. Es claro que

U(g′) ⊆ U(f), y por lo tanto|U(g′)| ≤ |U(f)|. Por serK regular tenemos quef/f−1 también es un

politopo regular y, por lo tanto, por la Observación 2.27 existeγ ∈ Aut(f/f−1) tal que (g)γ = g′.
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Entonces|U(g′)| = |U(g)|. Por lo tantoU(g′) = U(f) = U(g), lo que contradice queg sea un supremo

paraU(f).

Nótemos que no requerimos la condición de regularidad completamente, sólo que cualesquiera

dos caras del mismo rango tuvieran la misma cantidad de vértices incidentes.

A partir de la demostración de la proposición anterior tenemos el siguiente resultado, el cual nos

dice que no sólo podemos distinguir dos caras a partir de su conjunto de vértices incidentes, sino

que también podemos recuperar el orden del copo comparandolos conjuntos de vértices incidentes

a dos caras distintas.

Lema 3.6. SeaK un politopo latiz regular. Seanf, g ∈ K . Entonces

f ≤ g⇔ U(f) ⊆ U(g).

Demostración. Es claro que sif ≤ g, entoncesU(f) ⊆ U(g) (por la propiedad de transitividad deK

como copo.) Ahora supongamos queU(f) ⊆ U(g). Por la proposición anterior,f es el supremo del

conjuntoU(f), es decir, es el mı́nimo de los elementos que son cota superior deU(f). Comog es

cota superior de todos los subconjuntos de su conjunto de vértices incidentes, tenemos queg ≥ f.

Con el resultado anterior tenemos que la relación de orden en un politopo latiz regular es la

inducida por la contención de los conjuntos de vértices incidentes a cada cara. Es por esto que

tiene sentido considerar a la cara mı́nima de uno de estos politopos como el conjunto vacı́o, ası́ que

estaremos usando indistintamentef−1 y ∅ para denotar a la cara mı́nima.

El siguiente lema nos permite definir automorfismos de ciertaclase de politopos mediante per-

mutaciones de sus vértices que induzcan biyecciones en lascaras del politopo.

Lema 3.7. SeaP un politopo tal que para todasf, g ∈ P tenemos quef ≤ g si y sólo si

U(f) ⊆ U(g). Seaφ : U(P) → U(P) una biyección entre los vértices tal que deja invariante al

conjunto
{

U(f) : f ∈ P
}

. Entoncesφ induce un automorfismôφ deP.

Demostración. Seanf, g ∈ P tales quef ≤ g. Seav ∈ U(P). Entonces

v ∈ U
(

(f)φ̂) ⇔ ∃v′ ∈ U(f) tal quev = (v′)φ̂

⇒ ∃v′ ∈ U(g) tal quev = (v′)φ̂

⇔ v ∈ U
(

(g)φ̂′).

Por lo tantoU
(

(f)φ̂′big) ⊆ U
(

(g)φ̂
)

, lo que implica (f)φ̂ ≤ (g)φ̂.
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(0,1,0,0)

(1,0,0,0)

(0,0,0,0)

(1,1,1,0)

Figura 2. 4-cubo.

2. El politopo 2K

Es fácil ver que los puntos (0, 0), (0, 1), (1, 0) y (1, 1) enR2 son los vértices de un cuadrado; sus

aristas son los segmentos de recta definidos por los pares de puntos de los conjuntos{(0, 0), (0, 1)},

{(1, 0), (1, 1)}, {(1, 1), (0, 1)} y {(1, 0), (0, 0)}. Podemos subir una dimensión y observar que los pun-

tos (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0), (0,0,1), (1,0, 1), (0, 1,1) y (1, 1, 1) enR3 son los vértices de

un cubo; sus aristas son los segmentos de recta que contienena las parejas de puntos que difieren

en una sola entrada; sus caras son porciones de plano y cada una está determinada por conjuntos de

4 puntos tales que todos coinciden en una misma entrada.

Dado n un número natural, en teorı́a de gráficas se define aln-cubocomo la gráfica cuyos

vértices son los vectores en{0, 1}n, y dos de estos son adyacentes si difieren en una sola entrada,o

alternativamente, si coinciden enn−1 entradas (ver [2], Ejercicio 2 del Capı́tulo 1.) Esto se extiende

a politopos convexos, definiendo como carai-dimensional deln-cubo al mı́nimo conjunto convexo

que contiene a los vectores que coinciden enn − i entradas. La figura 2 es una representación

bidimensional de un 4-cubo.

Podemos ver que consta de 16 vértices, 32 aristas, 24 cuadrados y 8 cubos (celdas) formados

como se describió anteriormente.

En la teorı́a de politopos abstractos, el politopo 2K es una generalización deln-cubo, pero tal

que todas sus facetas son isomorfas aK , de la misma forma como las figuras de vértice deln-cubo

son isomorfas al (n− 1)-simplejo. En esta sección daremos una construcción y probaremos que su

grupo de automorfismos se describe de manera natural a partirdel grupo de automorfismos deK .

Construcción.
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Recordemos que, paraf ∈ K , U(f) denota al conjunto de vértices incidentes a la caraf. Nótese

que sif = ∅, entonces no existen vértices en la sección∅/∅, es decirU(f) = ∅.

A continuación definiremos los conjuntos que posteriormente serán las caras del copo 2K .

Definición 3.8. SeaK un politopo latiz regular con n vértices. Para cadaf ∈ K , y cada

α = (α0, α1, . . . , αn−1) ∈ Fn
2 definimos el conjunto

f(α) :=
{

ε = (ε0, ε1, . . . , εn−1) ∈ F
n
2 : para todav ∈

(

U(K) \ U(f)
)

, αv = εv
}

.

Ejemplo 3.9. Seaα = (α0, α1, . . . , αn−1) ∈ Fn
2. Si f = ∅, entonces∅(α) = {α}. Si f = v ∈ U(K),

entoncesf(α) = {(α0, α1, . . . , αv−1, 0, αv+1, . . . , αn−1), (α0, α1, . . . , αv−1, 1, αv+1, . . . , αn−1)}.

A continuación definiremos el copo 2K , para posteriormente demostrar que es un politopo abs-

tracto.

Definición 3.10. SeaK un politopo latiz regular con n vértices. Al conjunto

{∅} ∪ {f(α) : f ∈ K , α ∈ Fn
2}

le asignaremos el orden dado por la contención, es decir, para f, g ∈ K y α, β ∈ Fn
2 definimos

f(α) ≤ g(β) si, y sólo sif(α) ⊆ g(β), y definimos el copo

2K :=
(

{∅} ∪ {f(α) : f ∈ K , α ∈ Fn
2},≤

)

.

Notemos que los vértices de 2K son los conjuntos de la forma∅(α) = {α}, ası́ que, por simplici-

dad, los identificaremos con los elementosα ∈ Fn
2. La siguiente observación es muy sencilla, pero

a su vez es muy útil, ya que gracias a ella podemos recuperar alos elementos deU(f) a partir de

los vectores enf(α).

Observación 3.11. SeaK un politopo latiz regular conn vértices y seaf ∈ K .

Para todoε ∈ f(α), f(ε) = f(α).

Para todov ∈ U(K), v ∈ U(f) si y sólo si para todoα ∈ Fn
2 existeε ∈ f(α) tal queεv , αv.

Si f , g entonces, para todaα ∈ Fn
2, f(α) , g(α).

Los siguientes resultados se siguen fácilmente a partir dela observación anterior. Nos explican

con gran detalle cómo se relaciona el orden deK con el orden de 2K .

Lema 3.12.SeaK un politopo latiz regular y seanf, g ∈ K yα, β ∈ Fn
2. Sif(α) ≤ g(β) entonces

g(α) = g(β).
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Demostración. Por la Observación 3.11 sólo resta observar queα ∈ g(β) para tener el resultado.

Corolario 3.13. SeaK un politopo latiz regular con n vértices. Siα, β ∈ Fn
2 y f, g ∈ K son

tales quef(α) = g(β), entoncesf = g.

Lema 3.14. SeaK un politopo latiz regular y seanf, g ∈ K y α ∈ Fn
2. Entoncesf(α) ≤ g(α) si,

y sólo sif ≤ g.

Demostración. Por el Lema 3.6,f ≤ g si, y sólo siU(f) ⊆ U(g), pero por la Observación 3.11 se

tiene queU(f) ⊆ U(g) si, y sólo sif(α) ⊆ g(α). Como el orden en 2K está dado por la contención,

tenemos queU(f) ≤ U(g) si, y sólo sif(α) ⊆ g(α)

Seaα ∈ Fn
2. Se sigue de los lemas anteriores que la figura de vértice deα está compuesta por las

caras de la formaf(α), conf ∈ K . También es fácil ver, a partir del lema anterior, que el orden en

las caras de la figura de vértice deα está dado por el orden deK . Nótese que esto no necesariamente

es cierto siK no fuera latiz.

Dadosf ∈ K y α, β ∈ Fn
2, es fácil demostrar, a partir de la definición del conjuntof(α), que

sumarβ al conjuntof(α) nos llevará a otra cara del copo. Esto nos será de mucha utilidad más

adelante.

Lema 3.15. SeaK un d-politopo latiz regular. Seaf ∈ K y seanα = (α0, α1, . . . , αn−1), β =

(β0, β1, . . . , βn−1) ∈ Fn
2. Entoncesβ + f(α) = f(β + α).

Demostración. Seaε = (ε0, ε1, . . . , εn−1) ∈ Fn
2, entonces

ε ∈
(

β + f(α)
)

⇔ (ε − β) ∈ f(α)

⇔ ∀v ∈ U(K) \ U(f), (ε − β)v = αv

⇔ ∀v ∈ U(K) \ U(f), εv − βv = αv

⇔ ∀v ∈ U(K) \ U(f), εv = βv + αv

⇔ ∀v ∈ U(K) \ U(f), εv = (β + α)v

⇔ ε ∈ f(β + α).

Recordemos que, dado un politopoP y f, g ∈ P con f ≤ g, denotamos porg/f al politopo

formado por las caras menores o iguales ag y mayores o iguales af. Es fácil notar que siK es
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un politopo latiz regular, cualquier secciónS propia de éste también será un politopo latiz regular,

ası́ que es posible definir al politopo 2S. El siguiente lema es un resultado inmediato a partir de los

resultados dados previamente.

Lema 3.16. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaf ∈ K . Entonces para toda

α ∈ Fn
2, la secciónf(α)/∅ de2K es isomorfa2f/∅.

Demostración. SeaU(f) = {i0, i1, . . . , im−1} ⊆ U(K) = [n]. Para seguir la construcción de 2f/∅

asignaremos una nueva numeración a los vértices incidentes af de forma natural, es decir,i j 7→ j.

Esta nueva numeración induce una biyección entre los vértices def(α)/∅ y los vértices de 2f/∅,

eliminando de cada vértice def(α)/∅ a todas las entradas que no corresponden a vértices incidentes

a f. A partir de los Lemas 3.12 y 3.14 es fácil ver que esta biyección induce un isomorfismo de

copos.

Hasta el momento hemos dado muchas propiedades del copo 2K y probablemente ya se tenga

una fuerte intuición de por qué dicho copo es un politopo. En la siguiente proposición englobaremos

los detalles importantes que relacionan aK con 2K , previo a demostrar que éste es un politopo.

Proposición 3.17. SeaK un politopo latiz regular.

El copo2K es un copo graduado. Si r′ y r son las funciones de rango deK y 2K , respecti-

vamente, entonces

(F)r =















(f)r ′ + 1 si existenf ∈ K y α ∈ Fn
2 tales queF = f(α),

−1 en otro caso.

El conjunto de vértices de2K es
{

{α} : α ∈ Fn
2

}

.

SiU(α) es la figura de vértice deα, entoncesU(α) = {f(α) : f ∈ K}, y ésta es isomorfa a

K .

Corolario 3.18. Seaδ ≥ 0 y seaG/F unaδ-sección de2K , con(F)r ≥ 0. Entonces existeα ∈ Fn
2

y g/f unaδ-sección deK tal queG/F = g(α)/f(α).

Demostración. Todaδ-sección de esta forma está contenida en una figura de vértice de 2K . El resto

se sigue la proposición anterior y de la Observación 3.11.

Corolario 3.19. SeaΦ̂ =
[

∅, F0, F1, . . . , Fd, Fd+1
]

una bandera de2K . Entonces existeα ∈ Fn
2 y

Φ =
[

∅, f0, f1, . . . , fd
]

una bandera deK tal queΦ̂ =
[

∅, ∅(α), f0(α), f1(α), . . . , fd(α)
]

.
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Recordemos que el 1-esqueleto de un politopo es la gráfica cuyos vértices son los vértices del

politopo y dos de éstos son adyacentes si son incidentes a una misma arista en el politopo (es decir,

sus aristas son las aristas del politopo.) Es fácil ver que,para todo politopo latizK , el 1-esqueleto

de 2K es isomorfo aln-cubo definido al inicio de la sección.

En el siguiente lema demostraremos que el copo es un copo conexo. La conexidad fuerte se

deriva de manera sencilla a partir de la conexidad por el Lema3.16 y de la Proposición 3.17.

Lema 3.20. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. Entonces2K es conexo.

Demostración. Seanf, g ∈ K dos caras propias y seanα, β ∈ Fn
2. Comof(α) y g(β) son elementos

de la figura de vértice deα y β, respectivamente, y éstas son isomorfas, ambas, aK , entonces existe

un camino def(α) aα y un camino deg(β) a β, respectivamente, en el diagrama de Hasse de 2K .

Ahora, como el esqueleto de 2K es isomorfo al cubon-dimensional, existe un camino deα a β,

también en el diagrama de Hasse de 2K . Concatenando estos caminos tenemos un camino def(α)

ag(β) enH(2K ).

Proposición 3.21.SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces el copo2K es un(d+1)-politopo.

Demostración. Seam la cara máxima deK . Es claro que∅ es la única cara de rango−1, y que

m(α) = U(2K ) es la única cara de rangod + 1.

Seanf, g ∈ K tales que (f)r = (g)r − 2. Sif(α) ≤ g(β), por el Lema 3.12,g(β) = g(α). Sean

h, h′ ∈ K tales que
〈

h
f
gh
′

〉

es un diamante. Entonces es claro que,
〈

h(α)
f(α)
g(α)h

′(α)
〉

es un diamante de 2K ,

ya que estas caras pertenecen aU(α). Resta verificar que, para todof ∈ U(K), sólo existen dos

elementos enU
(

f(α)
)

, pero esto es, exactamente, lo descrito en el Ejemplo 3.9.

SeaS una sección de 2K . Si el rango de la cara mı́nima deS es mayor o igual a 0, entonces es

conexa por el Corolario 3.18, dado que las figuras de vérticede 2K son isomorfas aK . Si ∅ ∈ S, la

conexidad deS se sigue de los Lemas 3.16 y 3.20.

Siα, β ∈ U(2K ) y f ∈ K , tenemos queα ≤ f(β) si y sólo siα ∈ f(β), por lo tantoU
(

f(β)
)

= f(β).

A partir de esto tenemos la siguiente observación.

Observación 3.22. SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces 2K es un politopo vértice-

descriptible.

Grupo de automorfismos y propiedades.



2. EL POLITOPO 2K 39

Dado queK y 2K son politopos vértice-descriptibles, todos sus automorfismos están comple-

tamente determinados por la imagen de sus vértices. Por el resto de esta sección denotaremos por

Aut(K)U al grupo de permutaciones inducidas enU(K) por los automorfismos deK , y demostrare-

mos que el grupo de automorfismos de 2K está descrito como un producto semidirecto deAut(K)

porFn
2. La definición formal de este producto puede ser encontradaen el Apéndice 2.

Lema 3.23. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. Seaf ∈ K y seaγ ∈ Aut(K)U.

Entonces la función̂γ : Fn
2→ F

n
2 definida para cadaα = (α0, α1, . . . , αn−1) ∈ Fn

2 por

(α)γ̂ := (α(0)γ−1, α(1)γ−1, . . . , α(n−1)γ−1)

induce un automorfismo del politopo2K .

Demostración. Definimos (F)γ̂ = {(α)γ̂ : α ∈ F}. Primero probaremos que ˆγ manda caras en caras.

SeaF ∈ 2K . Si F = ∅ entonces (F)γ̂ = (∅)γ̂ = ∅. Si F > ∅ entonce existenf ∈ K y α ∈ Fn
2 tales que

F = f(α). Seaε = (ε0, ε1, . . . , εn−1) ∈ Fn
2 y seaγ̄ el automorfismo deK asociado aγ, entonces

ε ∈
(

f(α)
)

γ̂ ⇔ ∃β ∈ f(α) tal queε = (β)γ̂

⇔ ∃β ∈ Fn
2 tal que

(

∀v ∈ U(K) \ U(f)
)(

αv = βv
)

y ε = (β)γ̂

⇔ ∃β ∈ Fn
2 tal que

(

∀v ∈ U(K) \ U
(

(f)γ
))(

α(v)γ−1 = β(v)γ−1
)

y ε = (β)γ̂

⇔
(

∀v ∈ U(K) \ U
(

(f)γ
))(

α(v)γ−1 = ε(v)γ−1
)

⇔ ε ∈
(

(f)γ̄
)(

(α)γ̂
)

Tenemos que ˆγ induce una función biyectiva del politopo en sı́ mismo dadoque 2K es finito,

a la cual también llamaremos ˆγ. Resta demostrar que es un morfismo de copos. Intuitivamentees

claro, dado que al permutar a los vértices deK estamos permutando las entradas de los vértices

de 2K , y al saber en cuáles entradas hay “libertad” de movernos, podemos determinar cuándo una

cara es menor que otra. Formalmente, seanF, G ∈ 2K tales queF ≤ G. Si F = ∅, es inmediato que

(∅)γ̂ = ∅ ≤ (G)γ̂. Si F > ∅, entonces existenf, g ∈ K y α = (α0, α1, . . . , αn−1) ∈ Fn
2 tales que
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F = f(α) y G = g(α). Seaε = (ε0ε1, . . . , εn−1) ∈ Fn
2, entonces

ε ∈
(

f(α)
)

γ̂ ⇔ ∃ε′ = (ε′0, ε
′
1, . . . , ε

′
n−1) ∈ f(α) tal queε = (ε′(0)γ−1, ε

′

(1)γ−1, . . . , ε
′

(n−1)γ−1)

⇔ ∃ε′ = (ε′0, ε
′
1, . . . , ε

′
n−1) ∈ F

n
2 tal que

ε = (ε′(0)γ−1, ε
′

(1)γ−1, . . . , ε
′

(n−1)γ−1) y ∀v ∈ U(K) \ U(f), ε′v = αv

⇒ ∃ε′ = (ε′0, ε
′
1, . . . , ε

′
n−1) ∈ F

n
2 tal que

ε = (ε′(0)γ−1, ε
′

(1)γ−1, . . . , ε
′

(n−1)γ−1) y ∀v ∈ U(K) \ U(g), ε′v = αv

⇔ ∃ε′ = (ε′0, ε
′
1, . . . , ε

′
n−1) ∈ g(α) tal queε = (ε′(0)γ−1, ε

′

(1)γ−1, . . . , ε
′

(n−1)γ−1)

⇔ ε ∈
(

g(α)
)

γ̂.

Lo que nos dice que
(

f(α))γ̂ ≤
(

g(α)
)

.

Tenemos queγ es una permutación de [n], y es fácil verificar que siMγ es la matriz de permu-

tación asociada aγ, entonces (α)γ̂ = αMα, donde estamos viendo aα como una matriz de 1× n.

Por lo tanto ˆγ es una función lineal enU(2K ).

Lema 3.24. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaβ = (β0, β1, . . . , βn−1) ∈ Fn
2.

La función Tβ : Fn
2→ F

n
2 definida por

(ε)Tβ := ε + β

induce un automorfismo del politopo2K .

Demostración. Definimos (F)Tβ = {(α)Tβ : α ∈ F}. Es claro queTβ induce una función biyectiva

del politopo en sı́ mismodado que 2K es vértice descriptible. A esta función también llamaremos

Tβ. Resta demostrar que es un automorfismo de copos, para lo cualprocederemos de manera similar

a la demostración anterior. Intuitivamente podemos pensar que las entradas que tienen en común

los vértices de una cara se alteran de la misma forma. Formalmente, seanF, G ∈ 2K tales queF ≤ G.

Si F = ∅, es inmediato que (∅)Tβ = ∅ ≤ (G)Tβ. Si F > ∅, entonces existenf, g ∈ K y existe

α = (α0, α1, . . . , αn−1) ∈ Fn
2 tales queF = f(α) y G = g(α). Entonces, por el Lema 3.14,

f(α) ≤ g(α) ⇔ f ≤ g

⇔ f(α + β) ≤ f(α + β)

⇔
(

f(α)
)

Tβ ≤
(

g(α)
)

Tβ.
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Lo que nos dice que
(

f(α)
)

Tβ ≤
(

g(α)
)

Tβ.

Lema 3.25. SeaK un d-politopo latiz regular. Seaγ ∈ Aut(K) y seaβ = (β0, β1, . . . , βn−1) ∈ Fn
2.

Entonceŝγ−1Tβγ̂ = T(β)γ̂.

Demostración. Seaε = (ε0, ε1, . . . , εn−1) ∈ Fn
2. Entonces

(ε)γ̂−1Tβγ̂ =
(

ε(0)γ, ε(1)γ, . . . , ε(n−1)γ

)

Tβγ̂

=
(

ε(0)γ + β0, ε(1)γ + β1, . . . , ε(n−1)γ + βn−1

)

γ̂

=
(

ε(0)γγ−1 + β(0)γ−1, ε(1)γγ−1 + β(1)γ−1, . . . , ε(n−1)γγ−1 + β(n−1)γ−1

)

=
(

ε0 + β(0)γ−1, ε1 + β(1)γ−1, . . . , εn−1 + β(n−1)γ−1

)

= (ε)T(β)γ̂.

A partir del análisis hecho en los Lemas 3.23 y 3.24, podemosdeducir que los grupos〈γ̂ :

γ ∈ Aut(K)U〉 y 〈Tβ : β ∈ Fn
2〉 tienen intersección trivial, dado que todos los elementosde

〈γ̂ : γ ∈ Aut(K)U〉 dejan fijo al punto (0, 0, . . . , 0), mientras que para todaβ ∈ U(2 · sK−1) distinta de

(0, 0, . . . , 0) se tiene que
(

(0, 0, . . . , 0)
)

Tβ = β. Estos grupos tienen|Aut(K)| y 2n elementos, respec-

tivamente. Además, el lema anterior nos dice que〈γ̂ : γ ∈ Aut(K)U〉 normaliza a〈Tβ : β ∈ Fn
2〉, por

lo tanto éste es un subgrupo normal en el grupo que generan ambos. Ahora, podemos observar que

toda bandera de 2K es de la forma [∅, ∅(α) = α, f0(α), f1(α), . . . , fd(α)], donde [∅, f0, f1, . . . , fd] es

una bandera deK y α ∈ Fn
2, por lo tanto existen exactamente|Aut(K)| · 2n = |B(K)|2n banderas en

2K . De esto tenemos que, por el Corolario 2.25, el grupo de automorfismos de 2K es isomorfo al

producto semidirectoFn
2 ⋊ Aut(K). Lo anterior queda resumido en la siguiente proposición.

Proposición 3.26. SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces el grupo de automorfismos de

2K es isomorfo al producto semidirectoFn
2 ⋊ Aut(K).

Esto nos dice que los automorfismos del politopo 2K se obtienen a partir de sumar sus vértices

y permutar las coordenadas de estos.

Corolario 3.27. SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces2K es un politopo regular.

Ya que dimos la acción de〈γ̂ : γ ∈ Aut(K)U〉 y de 〈Tβ : β ∈ Fn
2〉 en los vértices de 2K hay una

forma de dar una acción deFn
2 ⋊ Aut(K) en sus caras que sea consistente con la de cada factor. Sea
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F ∈ 2K y sea (β, γ) ∈ Fn
2⋊Aut(K). SiF = ∅ entonces

(

∅
)

(β, γ) = ∅. SiF > ∅, entonces existenf ∈ K

y α ∈ Fn
2 tales queF = f(α), entonces

(

f(α)
)

(β, γ) =
(

(f)γ
)

(

(α)γ̂ + β
)

.

3. El politopo 2 · sK−1

En la sección anterior construimos, a partir de un politopolatiz regularK conn vértices, otro

politopo cuyo 1-esqueleto es isomorfo aln-cubo tal que todas sus figuras de vértice son isomorfas

aK . También mostramos que su grupo de automorfismos es un producto semidirecto del grupo

de automorfismos deK con 2-grupo elemental abeliano. En esta sección generalizaremos dicha

construcción. Para cadas ∈ N, con s ≥ 2, tendremos como resultado un politopo regular que

también tiene aK como sus figuras de vértice, pero cuyo grupo de automorfismoscontiene un

Zs-módulo. Las técnicas que estaremos usando y las pruebas serán muy parecidas a las dadas en la

sección anterior.

Construcción.

Seas, n ∈ N cons≥ 2. SeaEPs núcleo del morfismo de aumentaciónǫ : Zn
s→ Zs definido por

ǫ : (α0, α1, . . . , αn−1) 7→
∑

i∈[n] αi. El nombreEPs proviene deespacio par, dado que es el mı́nimo

espacio que contiene a todos los códigos de tipo par, cuandoses un número primo y dicho espacio

es un espacio vectorial. SeaWs := EPs × F2. Este será el conjunto de vértices de nuestro politopo.

Si ᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

∈ Ws, a la coordenadacᾱ le llamaremos elcolor deᾱ. A continuación

definiremos un conjunto de funciones que nos indicarán cuándo dos vértices serán adyacentes en

el 1-esqueleto de nuestro politopo.

Definición 3.28. Sean s, n ∈ N con s≥ 2 y seaᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

∈ Ws. Para cada

0 ≤ v < n− 1 sea

(ᾱ)ηv =















[

(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 1
]

si cᾱ = 0
[

(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 0
]

si cᾱ = 1
,

y parav = n− 1

(ᾱ)ηn−1 =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ + 1
]

.

Observación 3.29. Para todav ∈ [n], el color deᾱ es distinto al color de (¯α)ηv.

Notemos que siv , u, entoncesηv y ηu cambian entradas distintas, de esto podemos deducir la

siguiente observación.

Observación 3.30.
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Para todo (I ) ⊆ [n], el conjunto{ηv : v ∈ (I )} es un conjunto minimal de generadores para

〈ηv : v ∈ (I )〉.

Para cadav ∈ [n], la funciónηv es una involución.

Las caras del politopo estarán definidas esta vez, como un subconjunto del conjunto de vértices,

al igual que en el caso de 2K .

Definición 3.31.Sea s∈ N con s≥ 2. SeaK un politopo latiz regular con n vértices. Seaf ∈ K

y seaᾱ ∈ Ws. Definimos al conjuntof(ᾱ) como

f(ᾱ) := {(ᾱ)χ : χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉} .

Al igual que en la sección anterior, definiremos el copo cuyoconjunto de elementos es{f(ᾱ) :

f ∈ K , ᾱ ∈ Ws} ∪ {∅} con el orden dado por la contención.

Definición 3.32. Sea s∈ N, con s≥ 2. SeaK un politopo latiz regular con n vértices. Al

conjunto

{∅} ∪ {f(ᾱ) : f ∈ K , ᾱ ∈ Ws}

le asignaremos el orden dado por la contención, es decir, para f, g ∈ K y ᾱ, β̄ ∈ Ws, definimos

f(ᾱ) ≤ g(β̄) si y sólo sif(ᾱ) ⊆ g(β̄), y definimos el copo

2 · sK−1 := ({∅} ∪ {f(ᾱ) : f ∈ K , ᾱ ∈ Ws},≤).

En la Observación 3.30 dijimos que, para cadav ∈ [n], la funciónηv es una involución, ası́ que

dadosv ∈ U(K) y ᾱ ∈ Ws tenemos quev(ᾱ) tiene exactamente dos elementos, por lo que po-

demos considerar la gráfica cuyos vértices son los elementos deWs, y dos de estos son adya-

centes si existev ∈ Ws tal queηv manda uno al otro.́Esta será el 1-esqueleto del copo. Por la

Observación 3.29 tenemos que dicha gráfica es bipartita (2-coloreable,) ası́ que los ciclos del 1-

esqueleto serán de longitud par.

Ahora probaremos que las caras del copo que recién definimostienen propiedades similares a

las que tienen las caras de 2K . De esta forma nos será sencillo probar que el copo que forman es un

politopo abstracto regular cuyas figuras de vértice son todas isomorfas al politopoK .

Proposición 3.33. Sea s∈ N con s≥ 2. SeaK un politopo latiz regular y seanf ∈ K y ᾱ ∈ Ws.

Seaβ̄ ∈ f(ᾱ). Entoncesf(ᾱ) = f(β̄).
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Demostración. Si β̄ ∈ f(ᾱ), entonces existeψ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉 tal queβ̄ = (ᾱ)ψ, pero tenemos que

f(β̄) = {(β̄)χ : χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉}

= {(ᾱ)ψχ : χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉}

= {(ᾱ)ψψ−1χ : ψ−1χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉}

= {(ᾱ)χ : χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉}

= f(ᾱ).

Corolario 3.34. Sea s∈ N con s≥ 2. SeaK un politopo latiz regular. Seanf, g ∈ K y sean

ᾱ, β̄ ∈ Ws. Sif(ᾱ) ≤ g(β̄), entoncesg(β̄) = g(ᾱ).

Demostración. A partir de la proposición anterior sólo resta notar que ¯α ∈ g(β̄).

El siguiente lema es un resultado análogo a la Observación3.11 para el politopo 2K que nos

ayudará a caracterizar a los vértices incidentes a una cara f en términos de las entradas de los

vértices en cualquier conjunto de la formaf(α). Antes de esto daremos una pequeña definición.

Definición 3.35. SeaK un politopo latiz regular con n vértices y sea s≥ 3. Seaf ∈ K

y seaᾱ ∈ Ws. Decimos quev ∈ [n] tiene libertad en f(ᾱ) si para cada i ∈ Zs existe β̄ =
[

(β0, β1, . . . , βn−1), cβ̄
]

∈ f(ᾱ) tal queβv = i.

Lema 3.36. SeaK un politopo latiz regular con n vértices y sea s≥ 3. Seaf ∈ K una cara de

rango mayor que 0 y seāα =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cα
]

∈ Ws. Entonces, para todov ∈ U(K) se tiene

quev ∈ U(f) si, y sólo siv tiene libertad enf(ᾱ).

Demostración. Dado que (f)r > 0, entoncesU(f) ≥ 2. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1.Supongamos quen− 1 ∈ U(f). Seav ∈ Ws tal quev , n− 1. Observemos que

(ᾱ)ηvηn−1 =















[

(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 0
]

si cα = 0,
[

(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 1
]

si cα = 1,

es decir, sólo cambia las entradasv y n− 1, dejando inmovil a las otras entradas y al color de ¯α. Se

sigue que siv ∈ U(f) entonces existeu ∈ U(F) \ {v} tal que para todai ∈ Zs, (ηvηn−1)i ∈ 〈ηw : w ∈

U(f)〉, y en este caso se alcanzan todos los valores para las entradas v y n− 1 en los elementos de

f(ᾱ). El inverso es claro, dado que sóloηv cambia la entradav para todos los elementos deWs.
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Caso 2.Supongamos quen − 1 < U(f) y seanu, v ∈ U(f) tales queu , v. Sin pérdida de

generalidad,u ≤ v. Observemos que

(ᾱ)ηuηv =















[

(α0, . . . , αu−1, αu + 1, αu+1, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1), 0
]

si cα = 0,
[

(α0, . . . , αu−1, αu − 1, αu+1, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1), 1
]

si cα = 1,

es decir, sólo cambia las entradas deu y v, dejando fijas a las otras entradas y al color de ¯α.

Se sigue que siu, v ∈ U(f) entonces para todai ∈ Zs, (ηuηv)i ∈ 〈ηw : w ∈ U(f)〉, y en este caso

se alcanzan todos los valores para las entradasv y u en los elementos def(ᾱ). Inversamente, si

v , n− 1 es claro que sóloηv cambia la entradav de los elementos deWs, y siv = n− 1, podemos

agrupar toda palabraηv0ηv1 . . . ηvl en parejas (ηviηvi+1) que, como ya vimos, no cambian la entrada

n − 1, ası́ que en este caso, la entradan − 1 puede alcanzar sólo dos valores (es por eso que el

resultado es cierto sólo cuandos≥ 3).

A partir del lema anterior se puede decir de forma sencilla elsiguiente resultado, que es funda-

mental para demostrar que las figuras de vértice son isomorfas aK . Note que sólo tratamos el caso

paras≥ 3, más adelante trataremos el casos= 2 y demostraremos que 2· 2K−1 es isomorfo a 2K .

Corolario 3.37. SeaK un politopo latiz regular y sea s≥ 3. Seaᾱ ∈ Ws y seanf, g ∈ K .

Entoncesf(ᾱ) ⊆ g(ᾱ) si y sólo siU(f) ⊆ U(g).

El siguiente resultado es un corolario del Lema 3.36, el cualnos dice que el politopo 2· sK−1 es

vértice-descriptible.

Proposición 3.38. Para todoᾱ, β̄ ∈ Ws y f, g ∈ K , si f , g entoncesf(ᾱ) , g(β̄).

Lema 3.39. SeaK un politopo latiz regular y sea s≥ 3. Seanf, g ∈ C(K) y seaα ∈ Ws.

Entoncesf(α) ≤ g(α) si y sólo sif ≤ g.

Demostración. Por el Lema 3.6 tenemos quef ≤ g si y sólo siU(f) ⊆ U(g), pero por el Corolario

3.37 tenemos quef(ᾱ) ⊆ g(ᾱ) si y sólo siU(f) ⊆ U(g).

Es claro que el copo 2· sK−1 es un copo graduado. Podemos observar que sir ′ es la función de

rango asignada aK , entonces la función de rango asignada a 2· sK−1 es

(F)r =















(f)r ′ + 1 si existenf ∈ K y ᾱ ∈ Ws tales queF = f(ᾱ),

−1 en otro caso.

y queWs es su conjunto de vértices (de elementos de rango 0). Ası́ que tenemos derecho de hablar

de las figuras de vértice de dicho copo que, por el Corolario 3.34 y lema anterior, son isomorfas a

K .
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Corolario 3.40. SeaK un politopo latiz regular y sea s≥ 3. Entonces para todāα ∈ Ws, la

figura de vértice en̄α es isomorfa aK .

Corolario 3.41. SeaK un politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaG/F unaδ-sección de2 · sK−1,

conδ, (F)r ≥ 0. Entonces existēα ∈ Ws y g/f unaδ-sección deK tal queG/F = g(ᾱ)/f(ᾱ).

Demostración. Todaδ-secciónG/F, con (F)r ≥ 0 está contenida en una figura de vértice. El resto

se sigue del corolario anterior y de la Observación 2.6.

Lema 3.42. SeaK un politopo latiz regular y sea s∈ N. Entonces el1-esqueleto del copo

2 · sK−1 es una gráfica conexa.

Demostración. Sean el número de vértices deK . Sean ¯α =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

y β̄ =
[

(β0, β1,

. . . , βn−1), cβ̄
]

dos vértices del copo. Sabemos que (¯α)ηn−1 =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ + 1
]

, es decir,

ambos vértices son adyacentes. Ası́ que podemos asumir, sin pérdida de generalidad, quecᾱ = 0.

Observamos antes, en la demostración del Lema 3.36, que

(ᾱ)ηvηn−1 =
(

α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 0
]

por lo tanto podemos iterarlo tantas veces como sea necesario para cambiar cada entrada de ¯α, y

ajustar el color al final en caso de ser necesario. Al hacer esto nos estamos moviendo por vértices

adyacentes en la gráfica. A partir de esto es fácil observarque

β̄ =















(

ᾱ
)

(ηn−1η0)β0−α0(ηn−1η1)β1−α1 · · · (ηn−1ηn−2)βn−2−αn−2 si cβ̄ = 0,
(

ᾱ
)

(ηn−1η0)β0−α0(ηn−1η1)β1−α1 · · · (ηn−1ηn−2)βn−2−αn−2ηn−1 si cβ̄ = 1.

Lema 3.43. SeaK un politopo latiz regular y sea s∈ N. Entonces el copo2 · sK−1 es conexo.

Demostración. SeanF, G ∈ 2 · sK−1 dos caras propias y, sin pérdida de generalidad supongamosque

(G)r ≥ (F)r. Tenemos queF > ∅, entonces seanf, g ∈ K y seaᾱ, β̄ ∈ Ws tales queF = f(ᾱ) y

G = g(β̄). Entonces podemos encontrar un camino def(ᾱ) a ᾱ tomando una cadena que contenga a

ambos, y de igual forma podemos encontrar un camino deg(β̄) a β̄. Ahora, usando el lema anterior,

podemos encontrar un camino en el 1-esqueleto (que es subgr´afica del diagrama de Hasse de 2·sK−1)

deᾱ a β̄. Concatenando estos caminos obtenemos un camino enH(2 · sK−1) deF aG.

Lema 3.44. SeaK un politopo latiz regular con n vértices y seaf ∈ K . Sea s≥ 3. Entonces

para todoᾱ ∈ Ws, el copo2 · s(f/∅)−1 es un copo isomorfo a la secciónf(ᾱ)/∅.
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Demostración. SeaU(f) = {i0, i1, . . . , im−1} ⊆ P = [n]. Para seguir la construcción de 2· sf/∅

asignaremos una nueva numeración a los vértices incidentes af de forma natural, es decir,i j 7→ j.

Esta nueva numeración induce una biyección entre los vértices def(ᾱ)/∅ y los vértices de 2·sf/∅,

eliminando de cada vértice def(ᾱ)/∅ a todas las entradas que no corresponden a vértices incidentes

af y reetiquetando en [m]. A partir de los Lemas 3.12 y 3.39 es fácil ver que esta biyección induce

un isomorfismo de copos.

Proposición 3.45.SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces el copo2·sK−1 es(d+1)-politopo.

Demostración. Seam la cara maximal deK . Es claro que∅ es la única cara de rango−1, y que

m(ᾱ) = U(2 · sK−1) es la única cara de rangod + 1.

SeanF, G ∈ 2 · sK−1 dos caras cuyo rango difiere en 2 y, sin pérdida de generalidad podemos

suponer que (G)r = (F)r + 2. Supongamos primero queF > ∅, entonces seanf, g ∈ K y sean

ᾱ, β̄ ∈ Ws tales queF = f(ᾱ) y G = g(β̄). Si f(ᾱ) ≤ g(β̄), por el Lema 3.34,g(β) = g(α). Sean

h, h′ ∈ K tales que
〈

h
f
gh
′

〉

es un diamante. Entonces se sigue del Corolario 3.40 que
〈

h(ᾱ)
f(ᾱ)
g(ᾱ)h

′(ᾱ)
〉

es

un diamante, ya que estas caras pertenecen aU(ᾱ). Resta verificar que, para todof ∈ U(K), sólo

existen dos elementos enU
(

f(α)
)

, pero esto lo tenemos dado que, para cadav ∈ [d], ηv es una

involución. esto...

SeaS una sección de 2· sK−1. Si el rango de la cara mı́nima deS es mayor o igual a 0, entonces

es conexa por el Corolario 3.41. Si∅ ∈ S, la conexidad deS se sigue de los Lemas 3.43 y 3.44.

Para terminar esta sección probaremos que el copo 2· 2K−1 es isomorfo al politopo 2K .

Proposición 3.46. SeaK un politopo latiz regular. Entonces el copo2 · 2K−1 es isomorfo al

politopo2K .

Demostración. Seaϕ : U(2K )→ U(2 · 2K−1) definida por

(α)ϕ =
(

(α0, α1, . . . , αn−1)
)

ϕ :=
[

(α0, α1, . . . , αn−2,

n−2
∑

v=0

αv),
n−1
∑

v=0

αv
]

.
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Es claro queφ es una biyección entreU(2K ) y U(2 · 2K−1). Seav ∈ [n] y seaα ∈ Fn
2. Si v < n− 1,

entonces

(

(α)ϕ
)

ηv =
(

[

(α0, α1, . . . , αn−2,

n−2
∑

v=0

αv),
n−1
∑

v=0

αv
]

)

ηv

=
[

(α0, α1, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−2,

n−2
∑

v=0

αv + 1),
n−1
∑

v=0

αv + 1
]

=
(

(α0, α1, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1)
)

φ.

Si v = n− 1, entonces

(

(α)ϕ
)

ηv =
(

[

(α0, α1, . . . , αn−2,

n−2
∑

v=0

αv),
n−1
∑

v=0

αv
]

)

ηv

=
[

(α0, α1, . . . , αn−2,

n−2
∑

v=0

αv),
n−1
∑

v=0

αv + 1
]

=
(

(α0, α1, . . . , αn−1 + 1)
)

φ.

Seaf ∈ K y seaε ∈ f(α). Entonces, por la definición def(α), el conjunto de ı́ndices en los

que ε y α difieren es un conjuntoI ⊆ U(f) y, por lo demostrado anteriormente tenemos que

(ε)ϕ = (α)
(∏

v∈I ηv
)

∈ f
(

(α)ϕ
)

. Como ambos conjuntos,f(α) y f
(

(α)ϕ
)

tienen 2|U(f)| elementos,

tenemos queε ∈ f(α) si y sólo si (ε)ϕ ∈ f
(

(α)ϕ
)

, por lo tantoϕ manda caras en caras, y como el

orden en ambos copos está dado por la contención de conjuntos, entonces es un isomorfismo de

copos.

Grupo de automorfismos y propiedades.

El conjunto de vértices del politopo 2K forma un espacio vectorial. Es importante hacer notar

que, en este caso, será un poco distinto al caso anterior. Suconjunto de vértices no formará un

Zs-módulo, pero naturalmente tiene una estructura de producto semidirecto de uno de estos conF2.

Recordemos queWs es el producto cartesiano deEPs y F2.

Recordemos queEPs es un submódulo deZn
s, en el cual se tiene definida la siguiente suma. Si

α = (α0, α1, . . . , αn−1), β = (β0, β1, . . . , βn−1) ∈ EPs, entonces

β + α := (α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1).

Ahora definiremos un homomorfismo del grupo aditivo deF2 en Aut(EPs) (dondeAut(EPs)

denota al grupo de automorfismos deEPs como grupo, no cofundir con el grupoPAut(EPs) de sus
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automorfismos por permutaciones como código, definido en elCapı́tulo 1 cuandos es primo). Sea

α = (α0, α1, . . . , αn−1) ∈ EPs y seac ∈ F2. Definimos

α ⊙ c :=















(−α0,−α1, . . . ,−αn−1) si c = 1,

(α0, α1, . . . , αn−1) si c = 0.

Es claro que esta operación define un homomorfismo enAut(EPs), es decir, para cada valor dec

se tiene un automorfismo deEPs. Esto induce una estructura de producto semidirecto enWs. Si

ᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

, β̄ =
[

(β0, β1, . . . , βn−1), cβ̄
]

∈ Ws, definimos

ᾱ · β̄ =
[

(

(α0, α1, . . . , αn−1) ⊙ cβ̄
)

+ (β0, β1, . . . , βn−1), cᾱ + cβ̄
]

.

Proposición 3.47.SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), 0
]

∈ Ws. Entonces

[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

· ᾱ ·
[

(0, 0, . . . , 0
)

, 1
]

=
[

(−α0,−α1, . . . ,−αn−1), 0
]

.

Demostración.

[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

·
(

[

(α0, α1, . . . , αn−1), 0
]

·
[

(0, 0, . . . , 0
)

, 1
]

)

=
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

·
[

(−α0,−α1, . . . ,−αn−1), 1
]

=
[

(−α0,−α1, . . . ,−αn−1), 0
]

.

Observación 3.48. SeaK un d-politopo latiz regular conn vértices y consideremos a ¯α =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

, β̄ =
[

(β0, β1, . . . , βn−1), 0
]

∈ Ws. Entonces

ᾱ · β̄ =
[

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1), cᾱ
]

.

Ahora probaremos que multiplicar por elementos de color 0 por derecha conmuta, para cada

v ∈ [n], con la funciónηv. Esto nos permitirá demostrar que deja invariante al conjunto de caras de

2 · sK−1.

Lema 3.49.SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. Seanᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

, β̄ =
[

(β0, β1, . . . , βn−1), 0
]

∈ Ws. Entonces para todov ∈ [n], (ᾱ · β̄)ηv = (ᾱ)ηv · β̄.

Demostración. Dividiremos la prueba en dos casos.
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Caso 1.Si 0≤ v < n− 1 entonces

(ᾱ · β̄)ηv =
(

[

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1), cᾱ
]

)

ηv

=







































[

(α0 + β0, . . . , αv−1 + βv−1, αv + βv + 1, αv+1 + βv+1, . . . , αn−1 + βn−1 − 1), 1
]

si cᾱ = 0,
[

(α0 + β0, . . . , αv−1 + βv−1, αv + βv − 1, αv+1 + βv+1, . . . , αn−1 + βn−1 + 1), 0
]

si cᾱ = 1.

=















[(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 1] · β̄ si cᾱ = 0,

[(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 0] · β̄ si cᾱ = 1.

= (ᾱ)ηv · β̄.

Caso 2. Si v = n− 1 entonces

(ᾱ · β̄)ηv =
(

[

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1), cᾱ
]

)

ηv

=
[

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1), cᾱ + 1
]

=
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ + 1
]

· β̄

= (ᾱ)ηv · β̄.

Corolario 3.50.SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. Seanᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

,

β̄ =
[

(β0, β1, . . . , βn−1), 0
]

∈ Ws. Entoncesf(ᾱ) · β̄ = f(ᾱ · β̄).

Demostración. Sea ¯ε =
[

(ε0, ε1, . . . , εn−1), cε̄
]

∈ Ws. Entonces

ε̄ ∈
(

f(ᾱ)
)

· β̄ ⇔ ∃χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉 tal queε̄ =
(

(ᾱ)χ
)

· β̄

⇔ ∃χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉 tal queε̄ = (ᾱ · β̄)χ

⇔ ε̄ ∈ f(ᾱ · β̄).

Para demostrar que la multiplicación por elementos deWs = EPs⋊ F2 induce una biyección en

las caras de 2· sK−1 resta demostrar que la multiplicación por elementos de color 1 también deja

invariante a este conjunto. Para esto es suficiente con probarlo para el elemento
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

.

Lema 3.51. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. Entonces para toda v ∈ [n]

y para todaᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

∈ Ws tenemos que
(

ᾱ ·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

)

ηv =
(

(ᾱ)ηv
)

·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

.
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Demostración. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1.Si 0≤ v < n− 1 entonces

(

ᾱ ·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

)

ηv =
(

[

(−α0,−α1, . . . ,−αn−1), cᾱ + 1
]

)

ηv

=















[

(−α0, . . . ,−αv−1,−αv − 1,−αv+1, . . . ,−αn−1 + 1), 0
]

si cᾱ = 0,
[

(−α0, . . . ,−αv−1,−αv + 1,−αv+1, . . . ,−αn−1 − 1), 1
]

si cᾱ = 1.

=







































[

(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 1
]

·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

si cᾱ = 0,
[

(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 0
]

·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

si cᾱ = 1.

=
(

(ᾱ)ηv
)

·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

.

Caso 2.Si v = n− 1 entonces

(

ᾱ ·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

)

ηn−1 =
(

[

(−α0,−α1, . . . ,−αn−1), cᾱ + 1
]

)

ηn−1

=
(

[

(−α0,−α1, . . . ,−αn−1), cᾱ + 1+ 1
]

)

=
(

[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ + 1
]

)

·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

=
(

(ᾱ)ηn−1
)

·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

.

Corolario 3.52.SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. Seaᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

∈

Ws. Entoncesf(ᾱ) ·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

= f(ᾱ ·
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

).

Demostración. La prueba es análoga a la del Corolario 3.50.

Usando el lema anterior y el Corolario 3.50 podemos definir, para cadaβ̄ ∈ Ws, la función

Tβ̄ : Ws→Ws dada por

(ε̄)Tβ̄ = ε̄ · β̄,

y paraF ∈ 2 · sK−1 definimos (F)Tβ̄ = {(ᾱ)Tβ̄ : ᾱ ∈ F}. Es claro queTᾱTβ̄ = Tᾱ·β̄, entonces para toda

ᾱ ∈ Ws la funciónTᾱ induce una biyección en las caras de 2· sK−1, dado que ya probamos que lo

hace cuando su color es cero y cuando ¯α =
[

(0, 0, . . . , 0), 1
]

. Ahora, también es claro que si ¯α , β̄,

entoncesTᾱ , Tβ̄. Esto demuestra el siguiente lema.
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Lema 3.53. SeaK un politopo latiz regular y sea s≥ 3. Entonces para cadāβ ∈ Ws, la función

Tβ̄ es un automorfismo de2 · sK−1. Más aún, la función T: Ws → Aut(2 · sK−1) definida por

(β̄)T = Tβ̄ es un morfismo inyectivo.

Ahora demostraremos queAut(2· sK−1) tiene un subgrupo isomorfo aAut(K). Recordemos que

Aut(K)U denota al grupo de permutaciones inducidas porAut(K) enU(K). El siguiente lema es un

resultado análogo al Lema 3.23, y nos dice que el grupo de automorfismos deK es un subgrupo

del grupo de automorfismos de 2· sK−1 de manera natural. En este caso, la noción intuitiva no es

tan clara, dado que la acción del grupo en los vértices de 2· sK−1 dependerá del color en el vértice

en el que esté actuando.

SeaK un d-politopo latiz regular conn vértices. SeaΦ = [f−1, f0, f1, . . . , fd] la bandera base

deK y supongamos, sin pérdida de generalidad, quef0 = n−1 y quef1 = {0, n−1}. Consideremos

el conjunto de automorfismos distinguidos{ρi : i ∈ [d]}, y sea ˆρi : Ws → Ws la función definida

para cada ¯α =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

y cadai ∈ {1, 2, . . . , d− 1} por

(3.1) (ᾱ)ρ̂i :=
[

(α(0)ρi , α(1)ρi , . . . , α(n−1)ρi ), cᾱ
]

,

y parai = 0 definimos

(3.2) (ᾱ)ρ̂0 :=















[

(α(0)ρ0, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0), cᾱ
]

si cᾱ = 0,
[

(α(0)ρ0 + 1, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 − 1), cᾱ
]

si cᾱ = 1.

A partir de esto tenemos una acción deAut(K) enWs definiendo, para cadaγ =
∏

i ρi ∈ Aut(K)

(3.3) (ᾱ)γ̂ := (ᾱ)















∏

i

ρ̂i















.

Lema 3.54. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. SeaΦ = [f−1, f0, f1, . . . , fd] la

bandera base deK , dondef0 = n − 1 y f1 = {0, n− 1}. Entonces para cada i∈ [d] y para cada

v ∈ [n], tenemos queηvρ̂i = ρ̂iηu, donde(v)ρi = u.

Demostración. Seaᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

∈ Ws. Notemos que parai > 0, tenemos que (n −

1)ρi = n − 1, dado quen − 1 está en todas las caras deΦ mayores que∅. También notemos que

(n− 1)ρ̂0 = 0. Dividiremos la prueba en 4 casos.
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Caso 1. Si v < n− 1 e i = 0 tenemos que

(ᾱ)ηvρ̂0 =















[

(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 1
]

ρ̂0 si cᾱ = 0,
[

(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 0
]

ρ̂0 si cᾱ = 1,

=















[

(αn−1 − 1+ 1, . . . , α(u−1)ρ0, α(u)ρ0 + 1, α(u+1)ρ0, . . . , α0 − 1), 1
]

si cᾱ = 0,
[

(αn−1 + 1, . . . , α(u−1)ρ0, α(u)ρ0 − 1, α(u+1)ρ0, . . . , α0), 0
]

si cᾱ = 1,

=















[

(αn−1, . . . , α(u−1)ρ0, α(u)ρ0, α(u+1)ρ0, . . . , α0), 0
]

ηu si cᾱ = 0,
[

(αn−1 + 1, . . . , α(u−1)ρ0, α(u)ρ0, α(u+1)ρ0, . . . , α0 − 1), 1
]

ηu si cᾱ = 1,

= (ᾱ)ρ0ηu.

Nótese que el ı́ndice de las entradas se encuentra en los argumentos deρ0 en la segunda y

tercera expresiones.

Caso 2.Si v = n− 1 e i = 0, tenemos que

(ᾱ)ηn−1ρ0 =
(

[

(α0, α1, . . . , αn−1), cα + 1
]

)

ρ0

=















[

(α(0)ρ0 + 1, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 − 1), 1
]

si cᾱ = 0,
[

(α(0)ρ0, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0), 0
]

si cᾱ = 1,

=















[

(α(0)ρ0, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0), 0
]

η0 si cᾱ = 0,
[

(α(0)ρ0 + 1, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 − 1), 1
]

η0 si cᾱ = 1,

= (ᾱ)ρ0η0.

Caso 3. Si v < n− 1 e i > 0, tenemos que

(ᾱ)ηvρi =















[

(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 1
]

ρ̂i si cᾱ = 0,
[

(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 0
]

ρ̂i si cᾱ = 1,

=















[

(α(0)ρi , . . . , α(u−1)ρi , α(u)ρi + 1, α(u+1)ρi , . . . , αn−1 − 1), 1
]

si cᾱ = 0,
[

(α(0)ρi , . . . , α(u−1)ρi , α(u)ρi − 1, α(u+1)ρi , . . . , αn−1 + 1), 0
]

si cᾱ = 1,

=
(

[

(α(0)ρi , . . . , α(u−1)ρi , α(u)ρi , α(u+1)ρi , . . . , αn−1), cᾱ
]

)

ηu

= (ᾱ)ρiηu.

Caso 4. Si v = n− 1 e i > 0, tenemos que

(ᾱ)ηn−1ρi =
(

[

(α0, α1, . . . , αn−1), cα + 1
]

)

ρi

=
[

(α(0)ρi , α(1)ρi , . . . , α(n−1)ρi ), cᾱ + 1
]

=
(

[

(α(0)ρi , α(1)ρi , . . . , α(n−1)ρi ), cᾱ
]

)

ηn−1

= (ᾱ)ρiηn−1.
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Corolario 3.55. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices. SeaΦ = [∅, f0, f1, . . . , fd]

la bandera base deK , dondef0 = n− 1 y f1 = {0, n− 1}. Entonces para cada i∈ [d], la funciónρ̂i

induce un automorfismo de2 · sK−1.

Demostración. ParaF ∈ 2 · sK−1 definimos (F)ρ̂i := {(ᾱ)ρ̂i : ᾱ ∈ F}. Dado que el orden en 2· sK−1

está dado por la contención y ˆρi es una permutación de vértices, resta demostrar que ˆρi induce una

biyección en el conjunto de las caras de 2· sK−1. SeaF ∈ 2 · sK−1. Si F = ∅ entonces, para toda

i ∈ [d], se tiene que (∅)ρ̂i = ∅. Si F > ∅ entonces existenf ∈ K y ᾱ =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

∈ Ws

tales queF = f(ᾱ), entonces
(

f(ᾱ)
)

ρ̂i =
(

{

(ᾱ)χ : χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉
}

)

ρ̂i

=
{

(ᾱ)χρ̂i : χ ∈ 〈ηv : v ∈ U(f)〉
}

=
{

(ᾱ)ρ̂iφ : φ ∈ 〈ηu : u ∈ U
(

(f)ρi
)

〉
}

=
(

(f)ρi

)

(

(ᾱ)ρ̂i
)

.

Corolario 3.56. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. Seaγ ∈ Aut(K)U. Entonces la

funciónγ̂ definida en 3.3 induce un automorfismo del politopo2 · sK−1.

Para demostrar queAut(2 · sK−1) es isomorfo a (EPs ⋊ F2) ⋊ Aut(2 · sK−1) probaremos que el

grupo{γ̂ : γ ∈ Aut(K)} normaliza al grupo{Tᾱ : ᾱ ∈ Ws}. Primero mostraremos que para toda

i ∈ [d], la funciónρ̂i es un automorfismo del grupoWs = EPs ⋊ F2.

Lema 3.57.SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. Entonces para toda i∈ [d], la función

ρ̂i es un automorfismo del grupoWs = EPs ⋊ F2.

Demostración. Sean ¯α =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

, β̄ =
[

(β0, β1, . . . , βn−1), cβ̄
]

∈ Ws. Si i > 0 entonces

(ᾱ · β̄)ρ̂i =
[

(

(α0, α1, . . . , αn−1) ⊙ cβ̄
)

+ (β0, β1, . . . , βn−1), cᾱ + cβ̄
]

ρ̂i

=
[

(

(α(0)ρi , α(1)ρi , . . . , α(n−1)ρi ) ⊙ cβ̄
)

+ (β(0)ρi , β(1)ρi , . . . , β(n−1)ρi ), cᾱ + cβ̄
]

=
[

(α(0)ρi , α(1)ρi , . . . , α(n−1)ρi ), cᾱ
]

·
[

(β(0)ρi , β(1)ρi , . . . , β(n−1)ρi ), cβ̄
]

= (ᾱ)ρi · (β̄)ρi.

Si i = 0 dividiremos la prueba en 4 casos.
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Caso 1.Si cᾱ = cβ̄ = 0, entonces.

(ᾱ · β̄)ρ̂0 =
(

[

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1), 0
]

)

ρ̂0

=
[

(α(0)ρ0 + β(0)ρ0, α(1)ρ0 + β(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 + β(n−1)ρ0), 0
]

=
[

(α(0)ρ0, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0, 0
]

·
[

β(0)ρ0, β(1)ρ0, . . . , β(n−1)ρ0), 0
]

= (ᾱ)ρ̂0 · (β̄)ρ̂0.

Caso 2.Si cᾱ = 1 y cβ̄ = 0, entonces.

(ᾱ · β̄)ρ̂0 =
(

[

(α0 + β0, α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1), 1
]

)

ρ̂0

=
[

(α(0)ρ0 + β(0)ρ0 + 1, α(1)ρ0 + β(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 + β(n−1)ρ0 − 1), 1
]

=
[

(α(0)ρ0 + 1, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 − 1), 1
]

·
[

β(0)ρ0, β(1)ρ0, . . . , β(n−1)ρ0), 0
]

= (ᾱ)ρ̂0 · (β̄)ρ̂0.

Caso 3.Si cᾱ = 0 y cβ̄ = 1, entonces.

(ᾱ · β̄)ρ̂0 =
(

[

(−α0 + β0,−α1 + β1, . . . ,−αn−1 + βn−1), 1
]

)

ρ̂0

=
[

(−α(0)ρ0 + β(0)ρ0 + 1,−α(1)ρ0 + β(1)ρ0, . . . ,−α(n−1)ρ0 + β(n−1)ρ0 − 1), 1
]

=
[

(α(0)ρ0, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0), 0
]

·
[

β(0)ρ0 + 1, β(1)ρ0, . . . , β(n−1)ρ0 − 1), 1
]

= (ᾱ)ρ̂0 · (β̄)ρ̂0.

Caso 4.Si cᾱ = cβ̄ = 1, entonces.

(ᾱ · β̄)ρ̂0 =
(

[

(−α0 + β0,−α1 + β1, . . . ,−αn−1 + βn−1), 0
]

)

ρ̂0

=
[

(−α(0)ρ0 + β(0)ρ0,−α(1)ρ0 + β(1)ρ0, . . . ,−α(n−1)ρ0 + β(n−1)ρ0), 1
]

=
[

(α(0)ρ0, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0), 1
]

·
[

β(0)ρ0, β(1)ρ0, . . . , β(n−1)ρ0), 1
]

=
[

(α(0)ρ0 + 1, α(1)ρ0, . . . , α(n−1)ρ0 − 1), 1
]

·
[

β(0)ρ0 + 1, β(1)ρ0, . . . , β(n−1)ρ0 − 1), 1
]

= (ᾱ)ρ̂0 · (β̄)ρ̂0.

Corolario 3.58.SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. Entonces para todaγ ∈ Aut(K),

la funciónγ̂ es un automorfismo del grupoWs = EPs ⋊ F2.

Teniendo esto es sencillo demostrar que el grupo{γ̂ : γ ∈ Aut(K)} normaliza al grupo{Tᾱ : ᾱ ∈

Ws}.
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Corolario 3.59. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. Entonces para todaγ ∈ Aut(K)

y para todaβ̄ ∈ Ws tenemos quêγ−1Tᾱγ̂ = T(ᾱ)γ̂.

Demostración. Seaε ∈ Ws. Entonces

(ε)γ̂−1Tᾱγ̂ =
(

(ε)γ̂−1 · ᾱ
)

γ̂

=
(

(ε)γ̂−1)γ̂ · (ᾱ)γ̂

= (ε) · (ᾱ)γ̂

= (ε)T(ᾱ)γ̂.

A partir del análisis hecho en el Lema 3.53 y el Corolario 3.56, podemos deducir que los grupos

〈γ̂ : γ ∈ Aut(K)U〉 y 〈Tᾱ : ᾱ ∈ Ws〉 tienen intersección trivial y que tienen|Aut(K)| y 2sn−1 ele-

mentos, respectivamente. Además, el corolario anterior nos dice que〈γ̂ : γ ∈ Aut(K)U〉 normaliza

a 〈Tα : ᾱ ∈ Ws〉, por lo tanto éste es un subgrupo normal en el grupo que generan ambos. Ahora,

podemos observar que toda bandera de 2· sK−1 es de la forma [∅, ∅(ᾱ) = ᾱ, f0(ᾱ), f1(ᾱ), . . . , fd(ᾱ)],

donde [∅, f0, f1, . . . , fd] es una bandera deK , por lo tanto existen exactamente|Aut(K)| ·2sn−1 ban-

deras en 2· sK−1. De esto tenemos que, por el Corolario 2.25, el grupo de automorfismos deT sk

es isomorfo al producto semidirectoWs ⋊ Aut(K) =
(

EPs ⋊ F2
)

⋊ Aut(K).

Teorema 3.60.SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces el grupo de automorfismos de2·sK−1

es isomorfo al producto semidirecto
(

EPs ⋊ F2
)

⋊ Aut(K).

Corolario 3.61. SeaK un d-politopo latiz regular. Entonces2 · sK−1 es un politopo regular.

Ya que dimos la acción de〈γ̂ : γ ∈ Aut(K)U〉 y 〈Tᾱ : ᾱ ∈ Ws〉 en los vértices de 2· sK−1 hay una

forma de dar una acción deWs ⋊ Aut(K) =
(

EPs ⋊ F2
)

⋊ Aut(K) en sus caras que sea consistente

con la de cada factor. SeaF ∈ 2· sK−1 y sea (̄β, γ) ∈ Ws⋊Aut(K). SiF = ∅ entonces
(

∅
)

(β̄, γ) = ∅. Si

F > ∅, entonces existenf ∈ K y ᾱ ∈ Ws tales queF = f(ᾱ), entonces
(

f(ᾱ)
)

(β̄, γ) =
(

(f)γ
)

(

(ᾱ)γ̂ · β̄
)

.



Capı́tulo 4

Politopos abstractos construidos a partir de ćodigos lineales

En el Capı́tulo 2 hablamos del cociente de un politopo.Éste es el copo formado por las órbitas

de la acción de un subgrupo de automorfismos del politopo. Dicho copo no siempre es un politopo.

Por ejemplo si tomamos un prisma hexagonal y la reflexión quelleva un hexágono a otro (como

en la Figura 1), el cociente no es un politopo, ya que los vértices incidentes a una arista vertical

se identifican, haciendo que esos elementos de rango 1 (los v´ertices) del cociente sean incidentes

a exactamente un elemento de rango 0, y por lo tanto el cociente no cumple la propiedad del

diamante.

En este capı́tulo demostraremos que al tomar un código lineal contenido en el grupo de au-

tomorfismos del politopo 2K , o del politopo 2· sK−1, casi siempre tendremos que el cociente

será nuevamente un politopo. Además describiremos a su grupo de automorfismos en términos

de los automorfismos deK y los automorfismos del código.

1. Cocientes de2K

En [10], Schulte estudió los cocientes del politopo 2K por un código binarioC, dondeK es un

politopo latiz regular. Usando técnicas que aparecen en [12], demostró que el cociente es un polito-

po cuando el pesoWT(C) del código es mayor estrictamente que el número de vértices incidentes

Figura 1. Cociente de un prisma que no es politopo.

57
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a una faceta. En esta sección utilizaremos técnicas propias de la teorı́a de politopos abstractos para

demostrar que el cociente siempre es un politopo, cuando se hace cociente por un código cuyo peso

mı́nimo es mayor o igual a 2.

SeaK un d-politopo latiz regular conn vértices. Recordemos queU(2K ) = Fn
2 y Aut(2K ) �

Fn
2 ⋊Aut(K), dondeFn

2 actúa sumando entrada por entrada yAut(K) actúa permutando las entradas

de los vértices deK . SiC ≤ Fn
2 es un código binario, denotaremos porC̄ aC ⋊ {IdK }. Abusando de

la notación, también diremos quēC es un código.

Para demostrar que el copo cociente es un politopo usaremos el Lema 2.12, que asegura que un

copo graduado conexo es politopo cuando todas sus figuras de vértice y facetas lo son. En este caso

demostraremos que las figuras de vértice son isomorfas aK , y usaremos el Lema 3.16 para demos-

trar por inducción que las facetas también son politopos.Antes mostraremos algunos resultados

preliminares.

Observación 4.1. SeaK un d-politopo latiz regular conn vértices y seaC ≤ Fn
2 un código

binario. SeaM la cara máxima deK . EntoncesMC̄ es la cara máxima de 2K/C̄ y ∅C̄ = ∅ es la cara

mı́nima.

Lema 4.2. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ Fn
2 un código binario.

Seanf, g ∈ K y seanα, β ∈ Fn
2. Si
(

f(α)
)

C̄ ≤
(

g(β)
)

C̄, entoncesf ≤ g.

Demostración. Si
(

f(α)
)

C̄ ≤
(

g(β)
)

C̄ entonces existe ¯w ∈ C̄ tal que
(

f(α)
)

w̄ ≤ g(β), pero por el

Lema 3.15,
(

f(α)
)

w̄ = f
(

(α) · w̄
)

. Por lo tanto, por los Lemas 3.14 y 3.12, tenemos quef ≤ g.

Lema 4.3. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ Fn
2 un código binario.

Seanf, g ∈ K y seanα, β ∈ Fn
2. Sif , g entonces

(

f(α)
)

C̄ ,
(

g(β)
)

C̄.

Demostración. Supongamos que
(

f(α)
)

C̄ =
(

g(β)
)

C̄. Entonces existe ¯w ∈ C̄ tal que
(

f(α)
)

w̄ = g(β),

pero al igual que en la demostración anterior, por el Lema 3.15 tenemos quef
(

(α)w̄
)

=
(

f(α)
)

w̄ =

g(β). Por lo tanto, por la Observación 3.11,f = g.

Proposición 4.4. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ Fn
2 un código

binario. Entonces, para todaα ∈ Fn
2, la figura de vérticeU(αC̄) del vérticeαC̄ de2K es isomorfa

aK .

Demostración. Seaια : K → 2K definida por (f)ια = f(α), y seaπC : 2K → 2K/C̄ definida

por (F)πC = FC̄. Es claro que ambos son morfismos de copos, queια es inyecivo y queπC̄ es
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suprayectivo. Ahora, notemos que la imagen deια es la figura de vértice deα en 2K , y πC restringido

a este conjunto es inyectiva por el lema anterior, por lo tanto ιαπC es un isomorfismo de copos de

K a la figura de vértice deαC̄.

Ya tenemos que las figuras de vértice del copo cociente son isomorfas aK , resta demostrar que

las secciones facetales también son politopos y que el copoes conexo. La segunda parte es directa.

Lema 4.5. SeaK un d-politopo latiz regular y seaC ≤ Fn
2 un código binario. Entonces el copo

2K/C̄ es conexo.

Demostración. SeaM la cara máxima de 2K . SeanF, G ∈ 2K dos caras propias y consideremos un

camino (F0 = F, F1, F2, . . . , Fl−1, Fl = G) deF aG en el diagrama de HasseH
(

2K − {∅, M}
)

. Entonces

(F0C̄ = FC̄, F1C̄, F2C̄, . . . , Fl−1C̄, FlC̄ = GC̄) es un camino deFC̄ a GC̄ en el diagrama de Hasse

H
(

2K/C̄ − {∅, MC̄}
)

.

Notemos que esta prueba sirve para demostrar que la conexidad se mantiene al tomar cualquier

cociente de cualquier politopo.

En teorı́a de códigos, son mejores aquellos que tengan pesomı́nimo mayor. Los códigos de peso

mı́nimo 1 no son de interés, dado que estos no ayudan a detectar ni corregir errores. A continuación

demostraremos que los cocientes del politopo 2K por un código cuyo peso mı́nimo sea mayor o

igual a dos también son politopos.

Teorema 4.6. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ Fn
2 un código de peso

mı́nimo mayor o igual a2. Entonces2K/C̄ es politopo.

Demostración. En la Observación 4.1 mencionamos que 2K/C̄ tiene elemento máximo y elemento

mı́nimo.

Por el Lema 4.5, el cociente es conexo, y por la Proposición 4.4, todas las figuras de vértice

también son politopos.

SeaGC̄/FC̄ una 1-sección de 2K/C̄. Si (FC̄)r ≥ 0 entonces dicha sección está contenida en

alguna figura de vértice. Por lo tanto es un diamante dado quelas figuras de vértice son politopos.

Si (FC̄)r = −1 (es decir,F = ∅,) entoncesGC̄/FC̄ tiene al menos dos vértices, dado que el código

no identifica a vértices adyacentes de 2K puesto que su peso es mayor o igual a 2. No puede tener

más de dos vértices, ya queG contiene sólo dos vértices, y siHC̄ es un vértice deGC̄/∅, entonces

existew̄ ∈ C̄ tal que∅ < (H)w̄ < G. Esto prueba que 2K/C̄ tiene la propiedad del diamante.
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Ahora, seaGC̄/FC̄ una sección propia de 2K/C̄. Si (FC̄)r ≥ 0 entonces dicha sección está conte-

nida en alguna figura de vértice, por lo tanto es conexa dado que las figuras de vértice son politopos.

Si (FC̄)r = −1 (es decir,F = ∅,) seanHC̄, H′C̄ ∈ GC̄/FC̄, entonces existen ¯w, w̄′ ∈ C̄ tales que∅ <

(H)w̄ < G y ∅ < (H′)w̄′ < G. Por lo tanto existe un camino
(

H0 = (H)w̄, H1, H2, . . . , Hl−1, Hl = (H′)w̄′
)

deH a H′ en el diagrama de Hasse de la sección abierta (∅, G) = (H/∅) − {∅, H}. De ahı́ se sige que

(H0C̄ = HC̄, H1C̄, H2C̄, . . . , Hl−1C̄, HlC̄ = H
′C̄) es un camino deHC̄ a H′C̄ en el diagrama de Hasse

(∅, GC̄) = (HC̄/∅)− {∅, HC̄}. Por lo tanto el copo es fuertemente conexo y esto era lo que nos faltaba

demostrar.

Recordemos que el grupo de automorfismos de 2K es isomorfo aFn
2 ⋊ Aut(K) y que, para

α, β ∈ Fn
2, γ ∈ AutU(K) y f ∈ K , la acción del elemento (β, γ) enf(α) es

(

(f)γ
)

(

(α)γ̂ + β
)

, donde

γ̂ se define como en el Lema 3.23. A continuación describiremosal grupo de automorfismos del

cociente 2K/C̄ en términos del grupo de automorfismos deK y el grupo de automorfismos por

permutaciones deC.

Teorema 4.7. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ Fn
2 un código lineal.

Entonces el grupo de automorfismos de2K/C̄ es isomorfo a
(

Fn
2/C
)

⋊
(

AutU(K) ∩ PAut(C)
)

.

Demostración. Para esto daremos una acción de
(

Fn
2/C
)

⋊
(

AutU(K) ∩ PAut(C)
)

en 2K/C̄. Veremos

que cada elemento actúa como un automorfismo de 2K/C̄, que dicha acción es fiel y que todo

automorfismo de 2K/C̄ se puede representar como un elemento de
(

Fn
2/C
)

⋊
(

Aut(K) ∩ PAut(C)
)

.

Sea (α + C, γ) ∈
(

Fn
2/C
)

⋊
(

AutU(K) ∩ PAut(C)
)

y definamos, para cadaf(β)C̄ ∈ 2K/C̄

(

f(β)C̄
)

(α + C, γ) :=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

)

C̄.

Primero probaremos que la asignación está bien definida. Sea
(

f(β)
)

w̄ ∈ f(β)C̄, entonces

(

(

f(β)
)

w̄C̄
)

(α + C, γ) =
(

(

f(β) + w
)

C̄
)

(α + C, γ)

=
(

(

f(β + w)
)

C̄
)

(α + C, γ)

=
(

(

(f)γ
)(

(β + w)γ̂ + α
)

)

C̄

=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + (w)γ̂ + α
)

)

C̄

=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

)

(w)γ̂C̄

=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

)

C̄

=
(

f(β)C̄
)

(α + C, γ).
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Por lo tanto la asignación está bien definida en las caras de2K/C̄. Verifiquemos ahora que está bien

definida para los elementos deFn
2/C. Seaα + w ∈ αC, entonces

(

f(β)C̄
)

(α + w+ C, γ) =
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + w+ α
)

)

C̄

=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

)

w̄C̄

=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

)

C̄

=
(

f(β)C̄
)

(α + C, γ).

Ahora probaremos que esto es una acción. Sean (α + C, γ), (α′ + C, γ′) ∈
(

Fn
2/C
)

⋊
(

AutU(K) ∩

PAut(C)
)

y seaf(β)C̄ ∈ 2K/C̄. Entonces

(

f(β)C̄
)

(

(α + C, γ)(α′ + C, γ′)
)

=
(

f(β)C̄
)

(

(

(α)γ̂′ + C
)

+
(

α′ + C
)

, γγ′
)

=
(

f(β)C̄
)

(

(

(α)γ̂′ + α′
)

+ C, γγ′
)

=
(

(f)γγ′
)

(

(β)γ̂γ̂′ + (α)γ̂′ + α′
)

C̄

=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α, γ
)

C̄
)

(α′ + C, γ′)

=
(

(

f(β)C̄
)

(α + C, γ)
)

(α′ + C, γ′).

No es suficiente observar que cada elemento de
(

Fn
2/C
)

⋊
(

AutU(K)∩PAut(C)
)

actúa como una

biyección de las caras para demostrar que lo hace como un automorfismo del politopo, como lo

hemos hecho antes. Esto es porque el cociente no siempre cumple con las hipótesis del Lema 3.7.

Entonces tendremos que probarlo directamente. Seanf(β)C̄, g(β′)C̄ ∈ 2 · sK−1/C̄ tales quef(β)C̄ ≤

g(β′)C̄, y sea (α + C, γ) ∈
(

Fn
2/C
)

⋊
(

AutU(K) ∩ PAut(C)
)

. Sabemos que existew ∈ C tal que

f(β)w̄ = f(β + w) ≤ g(β′), y por lo tantof ≤ g.

f(β + w) ≤ g(β′)

⇒
(

(f)γ
)(

(β + w)γ̂
)

≤
(

(g)γ
)(

(β′)γ̂
)

⇒
(

(f)γ
)(

(β + w)γ̂ + α
)

≤
(

(g)γ
)(

(β′)γ̂ + α
)

⇒
(

(f)γ
)(

(β + w)γ̂ + α
)

C̄ ≤
(

(g)γ
)(

(β′)γ̂ + α
)

C̄

⇒
(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

(w)γ̂C̄ ≤
(

(g)γ
)(

(β′)γ̂ + α
)

C̄

⇒
(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

C̄ ≤
(

(g)γ
)(

(β′)γ̂ + α
)

C̄

⇒
(

f(β)
)

(α + C, γ) ≤
(

g(β′)
)

(α + C, γ).

Para ver que la acción es fiel, veremos que la intersección de los estabilizadores es trivial y de

esta forma el único elemento que fija simultáneamente a todos los elementos del politopo será el
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elemento trivial. Seaf(β)C̄ ∈ 2K/C̄ y sea (α + C, γ) un elemento en su estabilizador. Entonces
(

f(β)C̄
)

(α + C, γ) = f(β)C̄ ⇔
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α
)

)

C̄ = f(β)C̄

⇔ ∃w ∈ C tal que
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + γ
)

)

w̄ = f(β)

⇔ ∃w ∈ C tal que
(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α + w
)

= f(β)

Si (α + C, γ) está en la intersección de los estabilizadores de las caras de 2K/C̄ entonces, por la

última igualdad y la Observación 3.11 tenemos que para todaf ∈ K se tiene que (f)γ = f, por lo

tantoγ = Id[n] . Ası́ que

∀f ∈ K , ∃w ∈ C tal que
(

(f)γ
)(

(β)γ̂ + α + w
)

= f(β)

⇔ γ = Id[n] y ∀f ∈ K , ∃w ∈ C tal quef
(

β + α + w
)

= f(β)

Entonces, sif = ∅ tenemos queβ + α + w = β, de aquı́ concluı́mos queα = −w ∈ C, y por lo

tanto (α + C, γ) es el neutro de (Fn
2/C) ⋊

(

Aut(K) ∩ PAut(C)
)

.

Seaζ ∈ Aut(2K/C̄) y seaε = (0, 0, . . . , 0). Sea

Φ̂C̄ =
[

∅C̄, ∅(ε)C̄ = εC̄, f0(ε)C̄, f1(ε)C̄, . . . , fd(ε)C̄
]

la bandera base de 2K/C̄ dondeΦ̂ =
[

∅, ∅(ε) = ε, f0(ε), f1(ε), . . . , fd(ε)
]

es la bandera base de 2K .

Sea (̂ΦC̄)ζ =
[

∅C̄, ∅(α)C̄ = αC̄, g0(α)C̄, g1(α)C̄, . . . , gd(α)C̄
]

. Por el Lema 2.48, podemos suponer,

sin pérdida de generalidad, queΨ̂ =
[

∅, ∅(α) = α, g0(α), g1(α), . . . , gd(α)
]

es una bandera de 2K .

Ahora, por el Corolario 3.19, tenemos queΦ = [∅, f0, f1, . . . , fd] y Ψ = [∅, g0, g1, . . . , gd] son

banderas deK . Por serK regular tenemos que existeγ ∈ AutU(K) tal que (Φ)γ = Ψ. Por lo tanto

tenemos quêΨ = (Φ̂)
(

α, γ
)

, es decir, para cadai ∈ [d] se tiene que
(

(fi)γ
)(

(ε)γ̂ + α
)

= gi(α).

Entonces
(

fi(ε)C̄
)

(α + C, γ) =
(

(f)γ
)(

(ε)γ̂ + α
)

C̄

= gi(α)C̄.

Ası́ que
(

Φ̂C̄
)

(α + C, γ) = Ψ̂C̄, concluyendo que todo automorfismo de 2K/C̄ es de la forma (α +

C, γ).

Ejemplo 4.8. SeaK un politopo latiz regular connvértices. SeaEP2 el [n, n−1]-código formado

por todas las palabras de tipo par deFn
2. Es claro que su grupo de automorfismos por permutaciones

esSn. El politopo 2K/EP2 tiene sólo dos vértices, y sus figuras de vértice son ambasisomorfas a

K . Además

Aut(2K/EPs) � (Fn
2/EPs) ⋊ (Sn ∩ AutU(K) � F2 ⋊ Aut(K).
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Recordemos que el código de HammingHr es un [2r − 1, 2r − r − 1] código binario, el cual

definimos en el Capı́tulo 1 en términos de su matriz de paridad. En la Proposición 1.23 decimos

que para todar existe un código equivalente (por permutaciones) aHr que es cı́clico, es decir, que

la permutación (0, 1, 2, . . . , 2r −1) es un automorfismo (por permutaciones) del código. El siguiente

ejemplo fue estudiado por E. Schulte en [10].

Ejemplo 4.9. Sean = 2r − 1 y seaK el n-ágono. Es fácil ver queK es un politopo latiz regular.

Supongamos que cualquier pareja de vértices adyacentes esde la forma
(

i, i+1(modn)
)

. El politopo

2K es un poliedro (politopo de rango 3) cuyas caras son cuadrados y hayn de estos incidentes a cada

vértice. Notemos que el número de vértices de este politopo es 2n = 22r−1. El politopo 2K/H̄r tiene
22r−1

22r−r−1 = 2r vértices. Sus figuras de vértice son, también,n-ágonos regulares como lo demostramos

previamente, ası́ que todo vértice es adyacente a losn vértices restantes. Como el peso mı́nimo de

Hr es 3, ninguna pareja de vértices en una misma sección facetal es identificada, ası́ que las caras

del poliedro cociente también son cuadrados.

SeaC un código cı́clico equivalente aHr . Como (0, 1, 2, . . . , n−1) también es un automorfismo

deK , tenemos que〈(0, 1, 2, . . . , n− 1)〉 ≤ AutU(K)∩ PAut(Hr). Para ver que son iguales, observe-

mos queAutU(K)∩PAut(Hr) � D2n, el grupo diédrico de orden 2n. Como el peso mı́nimo deC es

3, podemos considerar una palabraw = (w0,w1, . . . ,wn−1) de peso 3 y, sin pérdida de generalidad

podemos suponer quew0 = w1 = wr = 1 (ver 1.2.5 de [6]). Si r ≥ 3 y D2n ≤ PAut(C) podrı́amos

encontrar una reflexión que intercambie a 0 yr, pero ésta no dejarı́a fijo a 1, ası́ que la distancia

entrew y su imagen serı́a 2, lo que contradice el hecho de que el peso mı́nimo deC es 3. Por lo

tanto no existe código equivalente aHr que haga regular al cociente.

2. Cocientes de2 · sK−1

En esta sección demostraremos que los cocientes del politopo 2 · sK−1 sobre códigos lineales

siempre son politopos; no pondremos condiciones en el peso mı́nimo. A partir del trabajo hecho

en la sección anterior, este resultado puede parecer intuitivo, dado que la condición en el peso la

usamos para demostrar que las 1-seccionesG/F, con (F)r = −1, son diamantes. Es decir, que no

identifica vértices adyacentes del politopo. En este caso podremos asegurarlo sin imponer restric-

ciones en el peso mı́nimo del código, dado que los vérticesadyacentes en 2· sK−1 son de colores

distintos.

En esta sección,sserá un número primo, para queC ≤ EPs sea un código lineal, (en este caso,

Zs es un campo). Denotaremos porC̄ a (C ⋊ {0}) ⋊ {idK } ≤ (EPs ⋊ F2) ⋊ Aut(K). Iniciamos con un

par de observaciones sencillas.
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Observación 4.10. SeaK un d-politopo latiz regular y seas≥ 3. Para todo códigoC ≤ EPs, el

copo cociente 2· sK−1/C̄ es un copo graduado.

Recordemos que los vértices de 2· sK−1 son de la forma ¯α =
[

(α0, α1, . . . , αn−1), cᾱ
]

, dondecᾱ
es el color de ¯α.

Observación 4.11. SeaK un d-politopo latiz regular, seas ≥ 3 y seaC ≤ EPs un código. Para

todaw̄ ∈ C̄ y para toda ¯α ∈ U(2 · sK−1), se tiene quecᾱ = c(ᾱ)·w̄.

De la misma forma que en la sección anterior vamos a demostrar que las figuras de vértice del

cociente son isomorfas aK , factorizando el isomorfismo a través de 2· sK−1.

Definición 4.12. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. Seaᾱ ∈ EPs y seaC ≤ EPs un

código lineal. Seaιᾱ : K → 2 · sK−1 definida por(f)ιᾱ = f(ᾱ) y seaπC : 2 · sK−1 → 2 · sK−1/C

definida por(F)π = FC. Les llamaremos lainmersión naturaldeK en2·sK−1 por ᾱ, y laproyección

naturalde2 · sK−1 en2 · sK−1/C, respectivamente.

Observación 4.13. Las funcionesιᾱ y πC definidas previamente son morfismos de copos. Más

aún,ια es un morfismo inyectivo yπC es un morfismo suprayecivo.

Por la observación anterior sólo resta demostrar queπC es inyectivo en la imagen deια. Para

esto daremos algunos resultados.

Proposición 4.14. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y sea s≥ 3. Seaf ∈ K , y

seanᾱ = [(α0, α1, . . . , αn−1), cα] ∈ U
(

2 · sK−1) y w̄ =
(

[(w0,w1, . . . , wn−1), 0], idK
)

∈ C̄. Entonces
(

f(ᾱ)
)

w̄ = f
(

(ᾱ) · w̄
)

.

Demostración. Por la definición def(ᾱ) basta probar que, para cada 0≤ v < n − 1,
(

(ᾱ)ηv
)

w̄ =
(

(ᾱ) · w̄
)

ηv. Parav < n− 1 tenemos

(

(ᾱ) · w̄
)

ηv =
(

(

[(α0, α1, . . . , αn−1), cα]
)

·
(

[(w0,w1, . . . ,wn−1), 0] , idK
)

)

ηv

=







































[(α0 + w0, . . . , αv−1 + wv−1, αv + wv + 1, αv+1 + wv+1, . . . , αn−1 + wn−1 − 1), 1]

si cα = 0

[(α0 + w0, . . . , αv−1 + wv−1, αv + wv − 1, αv+1 + wv+1, . . . , αn−1 + wn−1 + 1), 0]

si cα = 1
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=







































(

[(α0, . . . , αv−1, αv + 1, αv+1, . . . , αn−1 − 1), 1]
)

·
(

[(w0,w1, . . . ,wn−1), 0] , idK
)

si cα = 0
(

[(α0, . . . , αv−1, αv − 1, αv+1, . . . , αn−1 + 1), 0]
)

·
(

[(w0,w1, . . . ,wn−1), 0] , idK
)

si cα = 1

=
(

(

[(α0, α1, . . . , αn−1), cα]
)

ηv

)(

[

(w0,w1, . . . ,wn−1), 0
]

, idK
)

=
(

(ᾱ)ηv
)

w̄.

Parav = n− 1 tenemos

(

(ᾱ)w̄
)

ηn−1 =
(

(

[(α0, α1, . . . , αn−1), cα]
)(

[(w0,w1, . . . ,wn−1), 0] , idK
)

)

ηn−1

=
[

(α0 + w0, α1 + w1, . . . , αn−1 + wn−1), cα + 1
]

=
(

(

[(α0, α1, . . . , αn−1), cα]
)

ηn−1

)(

[

(w0,w1, . . . ,wn−1), 0
]

, idK
)

=
(

(ᾱ)ηn−1
)

w̄.

Corolario 4.15. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un código lineal.

Sif(ᾱ), g(β̄) ∈ 2 · sK−1 son tales que existēw ∈ C̄, para el cual
(

f(ᾱ)
)

w̄ = g(β̄), entoncesf = g.

Demostración. Por la Proposición anterior,g(β̄) =
(

f(ᾱ)
)

w̄ = f
(

(ᾱ) · w̄
)

. Por el Corolario 3.38,

f = g.

Corolario 4.16. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un código lineal

y seanf , g dos caras deK . Entonces, para todāα, β̄ ∈ U(2 · sK−1), se tiene quef(ᾱ)C̄ , g(β̄)C̄.

Demostración. Seanf, g ∈ K y sean ¯α, β̄ ∈ U(2 · sK−1). Entonces

f(ᾱ)C̄ = g(β̄)C̄ ⇔ f(ᾱ) ∈ g(β̄)C̄

⇔ ∃w̄ ∈ C̄ tal quef(ᾱ) =
(

g(β̄)
)

w̄,

ası́ que, por el corolario anterior,f = g.

Lema 4.17. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un código lineal.

Entonces las figuras de vértice de2 · sK−1/C̄ son isomorfas aK .
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Demostración. Seaᾱ ∈ EPs y consideremosιᾱπC : K → 2 · sK−1/C̄. Por el Corolario anterior, la

restricción deπC a la imagen deιᾱ es inyectiva. Por los Lemas 2.47 y 3.41,ιᾱπC es suprayectiva

restringiendo el dominio a la figura de vértice. Por lo tanto, es un isomorfismo deK en la figura de

vérticeF (ᾱC̄).

A partir del lema anterior será muy sencillo demostrar que el cociente de 2· sK−1 por un código

lineal es politopo, dado que ahora sólo es necesario verificar que las secciones facetales también lo

son. La conexidad del cociente y la propiedad del diamante serán consecuencias de que para toda

v ∈ [n] y para toda ¯α ∈ Ws, el color de (¯α)v es distinto al color de ¯α.

Lema 4.18. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un código lineal.

Entonces2 · sK−1/C̄ es un copo con la propiedad del diamante.

Demostración. SeanF < G ∈ 2 · sK−1 tales quer(F) = r(G) − 2 y seanH, H′ ∈ 2 · sK−1 tales

que
〈

H
F
G
H′
〉

es un diamante. Por el Lema anterior, todas las 1-secciones [FC̄, GC̄], donder(F) ≥ 0

tienen exactamente dos elementos propios (porque las figuras de vértice cumplen la propiedad del

diamante). El caso faltante es cuandor(F) = −1. Por la observación 4.11, no existe ¯w ∈ C̄ tal

que (H)w̄ = (H′), y por lo tantoHC̄ , H′C̄. Ahora supongamos que existeH′′ ∈ 2 · sK−1 tal que

FC̄ < H′′C̄ < GC̄, entonces por definición existen ¯w, w̄′ ∈ C̄ tales que (F)w̄ < H′′ y (H′′)w̄′ < G,

pero esto implica que (∅)w̄ = (F)w̄ = F < (H′′)w̄′ < G. Por lo tanto la 1-sección [FC̄, GC̄] tiene,

exactamente, dos elementos de rango 0.

Lema 4.19. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un código lineal.

Entonces2 · sK−1/C̄ es un copo conexo.

Demostración. SeanFC̄, GC̄ ∈ 2 · sK−1/C̄ dos caras propias. Por ser 2· sK−1 un copo conexo, existe

un camino deF a G,
(

F, H0, H1, . . . , Hl, G
)

en el diagrama de HasseH(2 · sK−1 − {∅, Fd+1}. Por la

Proposición 2.45 si dos caras son incidentes en el diagramade HasseH(P), entonces también lo

serán sus imagenes al tomar el cociente enH(P/C̄), por lo tanto
(

FC̄, H0C̄, H1C̄, . . . , HlC̄, GC̄
)

es un

camino deFC̄ aGC̄ enH(2 · sK−1/C̄ − {∅C̄, Fd+1C̄}.

Lema 4.20. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un

código lineal. Entonces2 · sK−1/C̄ es un copo fuertemente conexo.

Demostración. SeaGC̄/FC̄ una sección de 2·sK−1/C̄. Si (F)r ≥ 0, entonces la sección está contenida

en alguna figura de vértice, y por lo tanto es conexa, dado quelas figuras de vértice son politopos.
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Si (F)r = −1 (es decir,F = ∅) seanHC̄, H′C̄ ∈ G/∅, entonces existen ¯w, w̄′ ∈ C̄ tales que∅ <

(H)w̄ < G y ∅ < (H′)w̄′ < G. Por lo tanto existe un camino
(

H0 = (H)w̄, H1, H2, . . . , Hl−1, Hl = (H′)w̄
)

de H a H′ en el diagrama de Hasse de la sección abierta (∅, G) = H/∅ − {∅, H}. Entonces (H0C̄ =

HC̄, H1C̄, H2C̄, . . . , Hl−1C̄, HlC̄ = H
′C̄) es un camino deHC̄ aH′C̄ en el diagrama de Hasse de (∅, GC̄) =

HC̄/∅ − {∅, HC̄}. Por lo tanto el copo es fuertemente conexo.

Como corolario de los resultados previos tenemos que el cociente de 2· sK−1 sobre un código

linealC ≤ EPs también es politopo.

Teorema 4.21. SeaK un d-politopo latiz regular y sea s≥ 3. SeaC ≤ EPs un código lineal.

Entonces el cociente2 · sK−1/C̄ es politopo.

De la misma forma que en la sección anterior, podemos describir al grupo de automorfismos

del cociente 2· sK−1/C̄ en términos del grupo de automorfismos deK y del grupo de automorfismos

por permutaciones deC. La prueba es análoga a la del Teorema 4.7.

Teorema 4.22.SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ EPs un código lineal.

Entonces el grupo de automorfismos de2·sK−1/C̄ es isomorfo a
(

EPs/C⋊F2
)

⋊
(

Aut(K)∩PAut(C)
)

.

Proposición 4.23. SeaK un politpo latiz regular con n vértices y seaC ≤ EPs un código lineal.

SeaΦ̂C̄ =
[

∅C̄, ∅(ε̄)C̄ = ε̄C̄, f0(ε̄)C̄, f1(ε̄)C̄, . . . , fd(ε̄)C̄
]

una bandera de2 · sK−1/C̄. EntoncesΦ̂C̄

y (Φ̂C̄)0 =
[

∅C̄, ∅(ε̄′)C̄ = ε̄′C̄, f0(ε̄′)C̄, f1(ε̄′)C̄, . . . , fd(ε̄′)C̄
]

, dondeε̄′ es el otro vértice enf0(ε̄),

están en la misma órbita bajo la acción del grupo de Aut(2 · sK−1).

Demostración. Recordemos que el grupo de automorfismos del cociente esWs ⋊ Aut(K). Seaβ̄ =

ε̄−1 · ε̄′. Notemos que el color dēβ es 1, dado que los colores de ¯ε y ε̄′ son distintos, por lo tantōβC̄

es un elemento no trivial. Tenemos que
(

∅(ε̄)C̄
)

(β̄C̄, IdK ) =
(

(

(∅)IdK
)(

(ε̄)IdK · β̄
)

)

C̄

=
(

∅(ε̄ · ε̄−1 · ε̄′)
)

C̄

= ε̄′C̄.

Ahora, parai ≥ 0 tenemos que
(

fi(ε̄)C̄
)

(βC̄, IdK ) =
(

(

(fi)IdK
)(

(ε̄)IdK · β̄
)

)

C̄

=
(

fi(ε̄ · ε̄
−1 · ε̄′)

)

C̄

= fi(ε̄
′)C̄

= fi(ε̄)C̄.
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La última igualdad es dado que parai ≥ 0 se tiene que ¯ε ∈ fi(ε̄)C̄.

Ahora daremos algunos resultados que nos ayudarán con el estudio de algunos ejemplos en el

capı́tulo siguiente. En general, el politopo cociente no esel mismo para dos códigos equivalentes

por permutaciones, pero es intuitivo que para que el cociente entre dos códigos equivalentes por

permutaciones sean iguales podemos reenumerar a los vértices del politopo. El siguiente lema nos

dice cómo encontrar los códigos que nos dan cocientes con la mayor cantidad de automorfismos

posibles.

Lema 4.24. SeaK un d-politopo latiz regular con n vértices y seaC ≤ EPs un código lineal.

SeaΓ ≤ AutU(K) máximo con la propiedad de ser conjungado en Sn de un subgrupo de PAut(C).

Entonces existeC′ un código equivalente por permutaciones aC tal que Aut(2sK−1/C̄′) � (EPs/C
′⋊

F2) ⋊ Γ.

Demostración. SeaΓ′ ≤ PAut(C) dicho subgrupo conjugado aΓ en Sn. Seaσ ∈ Sn tal queΓ =

σ−1Γ′σ. SeaAσ la matriz tal que

A[i, j] :=















1 si i = ( j)σ,

0 en otro caso.

Por la Proposición 1.16 tenemos que el grupo de automorfismos por permutaciones deCAσ es

σ−1PAut(C)σ. EntoncesAutU(K) ∩ PAut(CAσ) = Γ por la maximalidad deΓ. Ası́ que, por el

teorema anterior

Aut(2sK−1/CAσ) � (EPs/CAσ ⋊ F2) ⋊
(

AutU(K) ∩ PAut(CAσ)
)

= (EPs/CAσ ⋊ F2) ⋊ Γ.

El siguiente corolario aborda el caso en el que el cociente esregular.

Corolario 4.25. SeaK un politopo latiz regular y seaC un [n, k]-código lineal sobreFs, donde

n es el número de vértices deK . Existe un códigoC′ equivalente por permutaciones aC, tal

que2sK−1/C̄′ es regular, si y sólo si existe un subgrupoΓ de PAut(C) tal queΓ y AutU(K) son

conjugados como subgrupos de Sn.

Lema 4.26. SeaK un d-politopo latiz regular y seaC un [n, k]-código lineal sobreFs, donde

n es el número de vértices deK . Si [AutU(K) : AutU(K) ∩ Aut(C)] = 2, entonces2 · sK−1/C̄ es un

politopo de dos órbitas.



2. COCIENTES DE 2· sK−1 69

Demostración. Por los Teoremas 2.24 y 3.60 es suficiente demostrar que el n´umero de banderas del

cociente es 2×sn−k−1×|B(K)|. SeaΦ = ϕ(α) ∈ B(2·sK−1) para alguna banderaφ deK . Es claro que

C̄ actúa fielmente en el conjunto de banderas de 2· sK−1 (dado que actúa fielmente en el conjunto

de vértices). Por lo tanto el paso al cociente es una función sk a 1 (en banderas). Además, tenemos

que toda bandera de 2· sK−1/C̄ puede levantarse a una bandera de 2· sK−1 por el Teorema 2.48.

Como el número de banderas de 2· sK−1 es 2× sn−1 × |B(K)|, entonces el número de banderas de

2 · sK−1/C̄ es 2× sn−k−1 × |B(K)|.





Capı́tulo 5

Ejemplos a partir del código ternario de Golay

El Ejemplo 4.9 que aparece en el capı́tulo anterior fue presentado en [10], donde E. Schulte

sugiere estudiar los cocientes del complejo de incidencia 3K con el código ternario de Golay. En

el presente capı́tulo haremos uso de lo estudiado en el capı́tulo anterior para describir los ejemplos

de cocientes con dicho código que es posible obtener a partir del Atlas de politopos regulares

abstractos de Michael Hartley [3].

1. Politopos del Atlas de Michael Hartley

El código ternario de de Golay extendido (denotado porG12) es de longitud 12, como se vio en

el Capı́tulo 1. Para poder definir el cociente 2· 3K−1/G12 requerimos queK sea latiz, regular y que

tenga exactamente 12 vértices. Utilizamos el atlas de M. Hartley para encontrar ejemplos de dichos

politopos. En éste se describen todos los politopos regulares cuyo grupo de automorfismos tenga

orden menor o igual a 2000 y sea distinto de 1024 y 1536.

Los politopos en dicho atlas están clasificados de acuerdo asu sı́mbolo de Schläfli. Recordemos

que el sı́mbolo de Schläfli de unC-grupo con diagrama de lı́nea es la (d− 1)-ada{p1, p2, . . . , pd−1},

dondepi es el orden deρi−1ρi. Equivalentemente es la longitud de los polı́gonos de la formag/f,

donde (f)r = i − 2.

Para encontrar de manera eficiente a los politopos que nos servirán para construir los ejemplos,

utilizamos los siguientes lemas. Recordemos que siK es un politopo latiz regular, en particular es

vértice descriptible.

Lema 5.1. Sea d≥ 2 y seaK un d-politopo vértice-descriptible regular con sı́mbolode Schläfli

{p1, p2, . . . , pd−1}. EntoncesK tiene, al menos, p1 − 2+ d vértices.

Demostración. Pocederemos por inducción. Parad = 2 el resultado es inmediato. SeaK un polito-

po de dimensiónd > 2 y seaF la sección de una faceta deK . Tenemos queU(F ) ( U(K), por lo

tanto|U(K)| ≥ |U(F )| + 1 ≥
(

p1 − 2+ (d − 1)
)

+ 1 = p1 − 2+ d.

71
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Lema 5.2. Sea d≥ 3 y seaK un d-politopo vértice-descriptible regular con sı́mbolode Schläfli

{p1, p2, . . . , pd−1}. EntoncesK tiene, al menos, p2 − 2+ d vértices.

Demostración. Procederemos por inducción. Parad = 3 tenemos quep2 es el grado de un vértice

en el 1-esqueleto, el cual no puede ser mayor queU(K)−1 dado que, por serK vértice-descriptible,

no tiene aristas múltiples. Por lo tantoU(K) ≥ p2−1 = p2+d−2. El resto del argumento es análogo

al dado en la prueba del lema anterior.

Corolario 5.3. El número de Schläfli p1 de un politopo vértice-decriptibleK con exactamente

doce vértices es menor o igual a 12, el número de Schläfli p2 no puede ser mayor que 11, yK no

puede ser de rango mayor que 11.

A partir del corolario anterior se recopiló la primera lista de candidatos a partir del atlas de

Michael Hartley que consta de:

Un politopo de rango 2.

29 politopos de rango 3.

74 politopos de rango 4.

3 politopos de rango 5.

Es suficiente verificar que las caras del mismo rango no tienenel mismo conjunto de vértices

incidentes para asegurar que el politopo es vértice-descriptible. Para esto se implementó el siguiente

algoritmo en SAGE. La implementación del algorimo es el Código 6.6 y la lista resultante es la

Lista 6.10 (ver Apéndice 1). En el siguiente algoritmo, siX es una lista yj ∈ N, X[ j] denota la

j-ésima entrada deX.

1. Crear una lista V con las clases laterales de 〈ρ1, ρ2, . . . , ρd−1〉 (será la lista de los vérti-

ces del politopo).

2. Para cada 1 ≤ i ≤ d − 1 hacer lo siguiente: (recorreremos a las caras del politopo por

niveles (rangos))

a) Crear una lista vacı́a llamada Ii .

b) Para cada j, si V[ j] intersecta al grupo 〈ρ0, ρ1, . . . , ρi−1, ρi+1, . . . , ρd−1〉, agrega j a Ii.

c) Para cada clase lateral ∆ no trivial de 〈ρ0, ρ1, . . . , ρi−1, ρi+1, . . . , ρd−1〉 hacer lo siguien-

te:

1) Para cada l, si V[Ii[l]] intersecta a ∆, continuar con el siguiente paso, si no,

continuar con la siguiente clase.

2) Si l era la última entrada de Ii , regresa Falso (termina aquı́).
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3. Regresa Verdadero(termina aquı́).

Aquı́ estamos eligiendo a la cadena de elementos de la forma〈ρ0, ρ1, . . . , ρi−1, ρi+1, . . . , ρd−1〉

como la bandera base. El algoritmo recorre cada cara del politopo por niveles (rangos), compa-

rando su conjunto de vértices incidentes con el conjunto devértices incidentes a la cara del rango

correspondiente en la bandera base.

Computacionalmente es más eficiente revisar si un politopoes vértice-descriptible que revisar

si es latiz, es por eso que sólo revisamos si es latiz para los17 politopos resultantes del algoritmo

anterior. Para esto construimos el copo de clases asociado alosC-grupos con diagrama de lı́nea y

utilizamos el métodois lattice de Python. Obtuvimos que los siguientes politopos son latices.

{12} (Dodecágono),

{3, 5}∗120 (Icosaedro),

{3, 6}∗144 ({3, 6}(2,2)),

{3, 8}∗192,

{4, 5}∗120,

{3, 3, 6}∗1296.

A partir de aquı́, el propósito es encontrar ejemplos de politoposK tales que 2· 3K−1/G12 sea

un politopo con muchas simetrı́as.

No existe un politopoK en la lista anterior tal que 2·3K−1/G12 es un politopo regular. Para esto

usamos el Corolario 4.25.

El siguiente paso es encontrar a los politoposK para los que el cociente 2· 3K−1/G12 sea

un politopo de dos órbitas. Para esto usamos los Lemas 4.24 y4.26. En estos lemas usamos la

descripción del grupo de automorfismos del politopo como laacción que tiene en los vértices de

éste. Para describirlo ası́, construı́mos a los vérticesdel copo de clase y describimos la acción que

tiene el grupo en estos. Cabe mencionar que la descripción dada por Michael Hartley en su atlas sólo

cambia para el politopo{4, 5}∗120. Comparando cada grupo de ı́ndice dos con los representantes

de las clases de conjugación deM11 llegamos a lo siguiente.

Afirmación 5.4. El único politopoK en el Atlas de Michael Hartley para el cual 2· 3K−1/G12

es un politopo de dos órbitas es el dodecágono.

Notemos que el grupo de automorfismos del dodecágono tiene dos subgrupos de ı́ndice dos

isomorfos al grupo diédricoD2·6, los cuales son

(1.1) Γ1 := 〈(1 12)(2 11)(3 10)(4 9)(5 8)(6 7), (1 2)(3 12)(4 11)(5 10)(6 9)(7 8)〉,
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(1.2) Γ2 := 〈(12 2)(11 3)(10 4)(9 5)(8 6), (1, 11)(2 10)(3 9)(4 8)(5 7)〉.

Las banderas 0-adyacentes caen en la misma órbita bajo la acción deΓ1, y las banderas 1-

adyacentes caen en la misma órbita bajo la acción deΓ2. Usando SAGE verificamos que sóloΓ1 es

conjugado a un subgrupo deM11, el cual daremos en el siguiente ejemplo.

Recordemos que el grupo de automorfismos del cociente está dado por
(

EPs/C⋊F2
)

⋊
(

Aut(K)∩

PAut(C)
)

de acuerdo al Teorema 4.22. La acción de este grupo en el cociente está descrita por
(

f(β)C̄
)

(α · C, γ) :=
(

(

(f)γ
)(

(β)γ̂ · α
)

)

C̄,

de manera análoga a lo hecho en el Teorema 4.7. Por último, recordemos también que los automor-

fismos distinguidos de 2· sK−1 están dados por las ecuaciones 3,1 y 3,2.

Ejemplo 5.5. SeaK el dodecágono. El grupo de MathieuM11 contiene una clase de conjuga-

ción de grupos diédricosD2·6, que es un subgrupo deAut(K) de ı́ndice 2. El politopo 2· sK−1 es

un poliedro cuyas caras son hexágonos con 2· 311 = 354294 vértices,12·2·311

2 = 2125764 aristas y
12·2·311

6 = 708588 caras de rango 2. Como el peso mı́nimo del código de Golay extendido es 6 y el

número de vértices en una faceta (arista) del dodecágonoes dos, al tomar el cociente de 2· sK−1 por

G12, no se identifican vértices en una cara. Ası́ que las caras de2 · sK−1/G12 son hexágonos y sus

figuras de vértice son dodecágonos, al igual que en 2· sK−1. Tiene2·311

35 = 1458 vértices. También es

gracias a que el peso mı́nimo deG12 es 6 que si dos aristas se identifican, los conjuntos de vértices

incidentes a éstas son disjuntos, y lo mismo para las caras de rango 2. Ası́ que el número de aristas

del cociente es12·2·35

2·35 = 8748, y su número de caras de rango dos es12·2·311

6·35 = 2916. Su grupo auto-

morfismos es isomorfo a (F6
3 ⋊F2)⋊D2·6. Por la Proposición 4.23, dos banderas 0-adyacentes están

en la misma órbita y, usando SAGE verificamos que sóloΓ1 descrito previamente en la ecuación

1.1 es conjungado al siguiente subgrupo deM11

〈(1 11)(2 7)(3 9)(4 10)(5 8)(6 12), (1 9)(2 10)(3 12)(4 8)(5 11)(6 7)〉,

el cual, como ya observamos previamente, deja a las banderas0-adyacentes del dodecágono en la

msima órbita, entonces usando la descripción del grupo deautomorfismos dada en el Teorema 4.22,

tenemos que deja a las banderas 1-adyacentes del cociente enla misma órbita. Por lo tanto el

cociente está en la clase 2{0,1}.
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En este apéndice daremos las funciones de SAGE que usamos para encontrar a los politopos

latices regulares en el Atlas de Michael Hartley, ası́ como la lista de los politopos con 12 vértices

regulares vértice-descriptibles.

Código 6.6. El siguiente código de SAGE verifica cuando unC-grupo con diagrama de lı́nea

representado por permutaciones determina un politopo vértice descriptible.

def is VertexDescribable (permutationGenerators, name):

G = PermutationGroup(permutationGenerators)

d = len(permutationGenerators)

lastGenerators = permutationGenerators[1:d]

baseGenerators = []

for i in range(d-1):

baseGenerators.append(G(lastGenerators[i]))

baseVertex = G.subgroup(baseGenerators)

setBaseVertex = Set(baseVertex)

vertices = G.cosets(baseVertex, side=’right’)

v = len(vertices)

setVertices = []

for j in range(v):

currentSetVertex = set(vertices[j])

setVertices.append(currentSetVertex)

for i in range(d-1):

currentGeneratorsList = deepcopy(permutationGenerators)

del currentGeneratorsList[i+1]

currentListInside = []

for s in range(len(currentGeneratorsList)):

currentListInside.append(G(currentGeneratorsList[s]))

currentBaseFace = G.subgroup(currentListInside)

setCurrentBaseFace = set(currentBaseFace)
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currentFaces = G.cosets(currentBaseFace, side=’right’)

baseIncidenceList = []

for j in range(v):

if not setVertices[j].isdisjoint(setCurrentBaseFace):

baseIncidenceList.append(j)

del currentFaces[0]

for face in currentFaces:

faceIncidenceList = []

setFace = Set(face)

for j in range(v):

if not setVertices[j].isdisjoint(setFace) and j in

baseIncidenceList:

faceIncidenceList.append(j)

if not setVertices[j].isdisjoint(setFace) and not j in

baseIncidenceList:

break

if setVertices[j].isdisjoint(setFace) and j in

baseIncidenceList:

break

if len(faceIncidenceList) == len(baseIncidenceList):

print ’The polytope ’ + name + ’ is not vertex describable’

print ’It fails at rank ’ + str(i+1)

return(False)

print ’The polytope ’ + name + ’ is vertex describable’

file = open(’VDPolytopes12Vertices.txt’, ’a’)

file.write (’The polytope ’ + name + ’ is vertex describablen n ’)

file.write (’Generators ’ + str(permutationGenerators) + ’n n’)

file.close()

return(True)

Código 6.7. El siguiente código construye al copo de clases de unC-grupo con diagrama de

lı́nea.

def subjacent poset (generators):

subjacentGroup = PermutationGroup(generators)

posetDimension = len(generators)
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cosetLevelsList = [[’emptySet’]]

for rankCounter in range(posetDimension):

currentGens = deepcopy(generators)

del currentGens[rankCounter]

currentSubgroup = subjacentGroup.subgroup(currentGens)

currentCosets = subjacentGroup.cosets(currentSubgroup,

side = ’right’)

cosetLevelsList.append(currentCosets)

cosetLevelsList.append([’entirePolytope’])

posetElementsList = [(0, -1)]

for currentRank in range(posetDimension):

for currentFace in range(len(cosetLevelsList[currentRank+1])):

posetElementsList.append((currentFace, currentRank))

posetElementsList.append((0,posetDimension))

globalLeq = lambda f, g : (not f[1]>g[1] and

are incident stringC(cosetLevelsList[f[1]+1][f[0]],

cosetLevelsList[g[1]+1][g[0]]))

subjacentPoset = Poset((set(posetElementsList), globalLeq))

if not has diamond condition(subjacentPoset):

raise TypeError (’Poset has not diamond condition’)

else:

print ’Has diamond!’

if not is strongly connected(subjacentPoset,

checkDiamondCondition = True):

raise TypeError (’Poset is not strongly connected’)

else:

print ’Is strongly connected’

return subjacentPoset

Código 6.8. El siguiente código es para verificar si un copo graduado tiene la propiedad del

diamante.

def has diamond condition (candidatePoset):

for lowerRank in range(candidatePoset.rank()-2):

for currentLowerFace in candidatePoset.level sets()[lowerRank]:

for currentUpperFace in candidatePoset.level sets()[lowerRank+2]:

if not currentLowerFace <= currentUpperFace:
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continue

elif len(candidatePoset.open interval(currentLowerFace,

currentUpperFace))!=2:

return False

return True

Código 6.9. El siguiente código es para verificar si un copo graduado con la propiedad del

diamante es fuertemente conexo.

def is strongly connected (candidatePoset, checkDiamondCondition=False):

if checkDiamondCondition == False and

has diamond condition(candidatePoset)==False:

raise AttributeError (’Given Poset fails at Diamond Condition’)

else:

possibleHeights = [h + 3 for h in range(candidatePoset.rank()-1)]

for currentHeight in possibleHeights:

currentPossibleLowerRanks =

range(candidatePoset.rank()-currentHeight)

for currentLowerRank in currentPossibleLowerRanks:

currentUpperRank = currentLowerRank + currentHeight

for currentLowerFace in

candidatePoset.level sets()[currentLowerRank]:

for currentUpperFace in

candidatePoset.level sets()[currentUpperRank]:

if not currentLowerFace <= currentUpperFace:

continue

else:

currentOpenIntervalSet =

candidatePoset.open interval (currentLowerFace, currentUpperFace)

currentOpenInterval =

candidatePoset.subposet(currentOpenIntervalSet)

currentHasseDiagram =

currentOpenInterval.hasse diagram()

if not currentHasseDiagram.is connected():

return False
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return True

Lista 6.10. La siguiente lista es de todos los politopos vértice-descriptibles con 12 vértices en

el atlas de Michael Hartley.

{3,5}*120.

Generadores [((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8)), ((1, 2), (3, 4), (5, 11), (8, 10)), ((1, 3), (2,

6), (8, 9), (10, 11))]

{3,6}*144.

Generadores [((3, 4), (5, 9), (6, 10), (7, 12), (8, 11)), ((1,5), (2, 7), (3, 6), (4, 8), (10,

11)), ((1, 2), (5, 6), (9, 10))]

{3,8}*192.

Generadores [((1, 9), (2, 10), (3, 11), (4, 12)), ((5, 9), (6,10), (7, 12), (8, 11)), ((1, 3),

(2, 4), (5, 6), (9, 11), (10, 12))]

{4,5}*120.

Generadores [(4, 5), ((2, 4), (3, 5)), ((1, 2), (4, 5))](Presentación original en el Atlas

de Michael Hartley)

Generadores en 12 vértices [((0, 1), (2, 4), (3, 5), (6, 7), (8, 9), (10,11)), ((1, 6), (2,10),

(3, 9), (4,11)), ((2, 5), (3, 4), (6, 10), (7, 11))](Presentación en 12 vértices calculada usando

SAGE)

{4,6}*144.

Generadores [((4, 7), (5, 8), (6, 9), (13, 16), (14, 17), (15,18), (22, 25), (23, 26), (24,

27), (31, 34), (32, 35), (33, 36), (37, 46), (38, 47), (39, 48), (40, 52), (41, 53), (42, 54), (43,

49), (44, 50), (45, 51), (55, 64), (56, 65), (57, 66), (58, 70), (59, 71), (60, 72), (61, 67), (62,

68), (63, 69)), ((1, 37), (2, 40), (3, 43), (4, 38), (5, 41), (6, 44), (7, 39), (8, 42), (9, 45), (10,

46), (11, 49), (12, 52), (13, 47), (14, 50), (15, 53), (16, 48), (17, 51), (18, 54), (19, 55), (20,

58), (21, 61), (22, 56), (23, 59), (24, 62), (25, 57), (26, 60), (27, 63), (28, 64), (29, 67), (30,

70), (31, 65), (32, 68), (33, 71), (34, 66), (35, 69), (36, 72)), ((1, 29), (2, 28), (3, 30), (4,

35), (5, 34), (6, 36), (7, 32), (8, 31), (9, 33), (10, 20), (11,19), (12, 21), (13, 26), (14, 25),

(15, 27), (16, 23), (17, 22), (18, 24), (37, 65), (38, 64), (39, 66), (40, 71), (41, 70), (42, 72),

(43, 68), (44, 67), (45, 69), (46, 56), (47, 55), (48, 57), (49, 62), (50, 61), (51, 63), (52, 59),

(53, 58), (54, 60))]

{6,4}*96

Generadores [((8, 9), (11, 12), (13, 14), (15, 16)), ((1, 2),(3, 5), (4, 11), (6, 8), (7, 15),

(9, 12), (10, 13), (14, 16)), ((1, 7), (2, 10), (3, 4), (5, 6), (8, 14), (9, 13), (11, 16), (12, 15))]

{6,5}*120a
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Generadores [(4, 5), ((1, 2), (3, 4)), ((2, 3), (4, 5))]

{6,5}*120b

Generadores [((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8)), ((1, 5), (2, 8), (3, 9), (4, 10), (6, 11), (7,

12)), ((1, 3), (2, 8), (4, 12), (5, 7), (6, 9), (10, 11))]

{6,5}*120c

Generadores [((1, 3), (2, 8), (4, 12), (5, 7), (6, 9), (10, 11)), ((2, 3), (4, 6), (5, 9), (8,

11)), ((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8))]

{6,8}*192a

Generadores [((1, 9), (2, 10), (3, 11), (4, 12)), ((3, 4), (5,9), (6, 10), (7, 11), (8, 12)),

((1, 3), (2, 4), (5, 6), (9, 11), (10, 12))]

{10,5}*120a

Generadores [((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8)), ((1, 2), (3, 11), (4, 5), (6, 12), (7, 9), (8,

10)), ((1, 11), (2, 9), (3, 10), (4, 5), (6, 8), (7, 12))]

{10,5}*120b

Generadores [((1, 3), (2, 8), (4, 12), (5, 7), (6, 9), (10, 11)), ((3, 5), (4, 11), (6, 12), (7,

9)), ((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8))]

{3,3,6}*1296

Generadores [((4, 10), (5, 12), (6, 11)), ((7, 10), (8, 11), (9, 12)), ((1, 7), (2, 9), (3, 8)),

((2, 3), (4, 6), (7, 8), (10, 11))]

{3,4,3}*576

Generadores [((2, 3), (7, 8), (10, 12)), ((2, 4), (6, 7), (11,12)), ((5, 11), (6, 9), (7, 10),

(8, 12)), ((1, 9), (2, 12), (3, 10), (4, 11))]

{3,4,4}*768a

Generadores [((3, 4), (7, 8), (9, 13), (10, 14), (11, 16), (12, 15), (17, 33), (18, 34), (19,

36), (20, 35), (21, 37), (22, 38), (23, 40), (24, 39), (25, 45), (26, 46), (27, 48), (28, 47), (29,

41), (30, 42), (31, 44), (32, 43), (51, 52), (55, 56), (57, 61), (58, 62), (59, 64), (60, 63), (65,

81), (66, 82), (67, 84), (68, 83), (69, 85), (70, 86), (71, 88), (72, 87), (73, 93), (74, 94), (75,

96), (76, 95), (77, 89), (78, 90), (79, 92), (80, 91), (99, 100), (103, 104), (105, 109), (106,

110), (107, 112), (108, 111), (113, 129), (114, 130), (115, 132), (116, 131), (117, 133),

(118, 134), (119, 136), (120, 135), (121, 141), (122, 142), (123, 144), (124, 143), (125,

137), (126, 138), (127, 140), (128, 139), (147, 148), (151, 152), (153, 157), (154, 158),

(155, 160), (156, 159), (161, 177), (162, 178), (163, 180), (164, 179), (165, 181), (166,

182), (167, 184), (168, 183), (169, 189), (170, 190), (171, 192), (172, 191), (173, 185),

(174, 186), (175, 188), (176, 187)), ((1, 33), (2, 35), (3, 34), (4, 36), (5, 41), ( 6, 43), (7,

42), (8, 44), (9, 37), (10, 39), (11, 38), (12, 40), (13, 45), (14, 47), (15, 46), (16, 48), (18,

19), (21, 25), (22, 27), (23, 26), (24, 28), (30, 31), (49, 81), (50, 83), (51, 82), (52, 84), (53,



APÉNDICE 1 81

89), (54, 91), (55, 90), (56, 92), (57, 85), (58, 87), (59, 86), (60, 88), (61, 93), (62, 95), (63,

94), (64, 96), (66, 67), (69, 73), (70, 75), (71, 74), (72, 76), (78, 79), (97, 129), (98, 131),

(99, 130), (100, 132), (101, 137), (102, 139), (103, 138), (104, 140), (105, 133), (106, 135),

(107, 134), (108, 136), (109, 141), (110, 143), (111, 142), (112, 144), (114, 115), (117,

121), (118, 123), (119, 122), (120, 124), (126, 127), (145, 177), (146, 179), (147, 178),

(148, 180), (149, 185), (150, 187), (151, 186), (152, 188), (153, 181), (154, 183), (155,

182), (156, 184), (157, 189), (158, 191), (159, 190), (160, 192), (162, 163), (165, 169),

(166, 171), (167, 170), (168, 172), (174, 175)), ((1, 5), (2,6), (3, 7), (4, 8), (9, 13), (10, 14),

(11, 15), (12, 16), (17, 21), (18, 22), (19, 23), (20, 24), ( 25, 29), (26, 30), (27, 31), (28,

32), (33, 37), (34, 38), (35, 39), (36, 40), (41, 45), (42, 46), (43, 47), (44, 48), (49, 53), (50,

54), (51, 55), (52, 56), (57, 61), (58, 62), (59, 63), (60, 64), (65, 69), (66, 70), (67, 71), (68,

72), (73, 77), (74, 78), (75, 79), (76, 80), (81, 85), (82, 86), (83, 87), (84, 88), (89, 93), (90,

94), (91, 95), (92, 96), (97, 149), (98, 150), (99, 151), (100, 152), (101, 145), (102, 146),

(103, 147), (104, 148), (105, 157), (106, 158), (107, 159), (108, 160), (109, 153), (110,

154), (111, 155), (112, 156), (113, 165), (114, 166), (115, 167), (116, 168), (117, 161),

(118, 162), (119, 163), (120, 164), (121, 173), (122, 174), (123, 175), (124, 176), (125,

169), (126, 170), (127, 171), (128, 172), (129, 181), (130, 182), (131, 183), (132, 184),

(133, 177), (134, 178), (135, 179), (136, 180), (137, 189), (138, 190), (139, 191), (140,

192), (141, 185), (142, 186), (143, 187), (144, 188)), ((1, 97), (2, 98), (3, 99), (4, 100), (5,

102), (6, 101), (7, 104), (8, 103), (9, 107), ( 10, 108), (11, 105), (12, 106), (13, 112), (14,

111), (15, 110), (16, 109), (17, 113), (18, 114), (19, 115), (20, 116), (21, 118), (22, 117),

(23, 120), (24, 119), (25, 123), (26, 124), (27, 121), (28, 122), (29, 128), (30, 127), (31,

126), (32, 125), (33, 129), (34, 130), (35, 131), (36, 132), (37, 134), (38, 133), (39, 136),

(40, 135), (41, 139), (42, 140), (43, 137), (44, 138), (45, 144), (46, 143), (47, 142), (48,

141), (49, 145), (50, 146), (51, 147), (52, 148), (53, 150), (54, 149), (55, 152), (56, 151),

(57, 155), (58, 156), (59, 153), (60, 154), (61, 160), (62, 159), (63, 158), (64, 157), (65,

161), (66, 162), (67, 163), (68, 164), (69, 166), (70, 165), (71, 168), (72, 167), (73, 171),

(74, 172), (75, 169), (76, 170), (77, 176), (78, 175), (79, 174), (80, 173), (81, 177), (82,

178), (83, 179), (84, 180), (85, 182), (86, 181), (87, 184), (88, 183), (89, 187), (90, 188),

(91, 185), (92, 186), (93, 192), (94, 191), (95, 190), (96, 189))]

{6,3,3,3}*1440

Generadores [(3, 5), ((5, 6), (7, 8)), ((4, 6), (7, 8)), ((2, 4), (7, 8)), ((1, 2), (7, 8))]





Apéndice 2

En este apéndice presentaremos la definición de producto semidirecto (externo e interno) y

daremos algunas equivalencias. Los detalles se pueden encontrar en el Capı́tulo 10 de [9].

Definición 7.11. Sean G,H dos grupos y seaφ : H → Aut(G) una acción. Consideremos el

producto cartesiano G× H y definamos en éste la operación

(g, h) · (g′, h′) :=
(

(

(g)(h′)φ
)

g′, hh′
)

.

A la pareja(G × H, ·) le llamamos elproducto semidirecto externode G y H con respecto deφ,

usualmente denotado por G⋊φ H.

Definición 7.12. Sea S un grupo y sean H un subgrupo y G un subgrupo normal de S . Si

S = HN y la intersección de H y N es trivial (consta de la identidad unicamente), decimos que S

es producto semidirecto interno G⋊ H.

Notemos que, por serG un subgrupo normal,H actúa en éste por conjugación.

Lema 7.13. Sean G,H dos grupos. Son aquivalentes:

S es el producto semidirecto interno G⋊ H.

Todo elemento de S se escribe como producto de elementos de G yH de manera única, y

G es un subgrupo normal de S .

S es isomorfo a G⋊φ H, dondeφ es la acción de H en G por conjugación.
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Glosario de notacíon

EPs (El espacio formado por el conjunto{(α0, α1, . . . , αn−1 :
∑n−1

i=0 αi = 0})

C (Código lineal)

C̄ (Inmersión deC en el grupo de automorfismos de 2K o 2 · sK−1)

K (Politopo latiz regular)

P (Politopo abstracto)

F (Sección facetal)

U(f) (Figura verticial def)

f/g (Sección, intervalo cerrado [g, f])
〈

h
g

f
h′
〉

(Diamante conf y g como caras impropias)

V (Espacio vectorial)

T (Cadena)

S (Sección)

h (Cara, elemento de un politopo)

f (Cara, elemento de un politopo)

g (Cara, elemento de un politopo)

a (Arista, elemento de rango 1 de un politopo)

v (Vértice, elemento de rango 0 de un politopo)

u (Vértice, elemento de rango 0 de un politopo)

F (Cara de 2K o 2 · sK−1)

G (Cara de 2K o 2 · sK−1)

H (Cara de 2K o 2 · sK−1)

ηv (Función que define las adyacencias de vértices de 2· sK−1)

ηu (Función que define las adyacencias de vértices de 2· sK−1)

ᾱ (Elemento deEPs× F2, vértice de 2· sK−1)

β̄ (Elemento deEPs× F2, vértice de 2· sK−1)

ε̄ (Elemento deEPs× F2, vértice de 2· sK−1)

U(P) (Conjunto de vértices del politopoP)

E(P) (Conjunto de aristas del politopoP)

B(P) (Conjunto de banderas del politopoP)

87



88 GLOSARIO DE NOTACIÓN

F(P) (Conjunto de facetas del politopoP)

Ws (El producto cartesianoEPs× F2, el producto semidirectoEPs ⋊ F2)

ρi (Función que asigna a una bandera sui-adyacente)

M11 (El grupo simple de Mathieu 4-simplemente transitivo en 11 elementos)
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4-cubo, 34

2 · sK−1, 43

2K , 35

ρ, 24

n-cubo, 34
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Código ternario, 3
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Cadena, 14
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Caras impropias, 15

Caras propias, 15

Color, 42
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Funcionesη, 42
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Incidente, 14
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Latiz, 31

Libertad, 44
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Mı́nimo, 14

Matriz de paridad., 5

Matriz Generadora, 5

Matriz monomial, 8

Morfismo, 20, 22
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Poliedro, 13

Politopo, 13

Politopo abstracto, 16

Politopo dual, 19

Politopo regular, 23

Propiedad del diamante, 16

Rango, 15

Sección, 15, 16

Subcódigo, 4

Supremo, 31

Vértice-descriptible, 32
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Vértices adyacentes, 19
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