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Introducci on

Histéricamente muchos matematicos han participado scifta mensajes, asi como en detec-
tar y corregir errores en estos, pero el estudio de la teleri@ddigos formalmente comienza con
un artculo publicado por C. Shannon en 1948 llamado “A matteal theory of comunication”.
Desde entonces los codigos no solo se han utilizado pdegdacion y correccion de errores en los
mensajes, también han jugado un papel importante en maockas de las matematicas y las cien-
cias computacionales, como la teoria de grupos, combriaatwiptografia, compresion de datos,
etcétera. Dentro de la combinatoria, E. Schulte utili@digos binarios para construir una familia
de politopos abstractos en un articulo publicado en 1988.

L. Danzery E. Schulte comenzaron el estudio de los politapstractos a inicios de la década
de 1980 con la tesis de E. Schulte titulada “Regulare Inzkimmplexe”, y los articulos “Regulare
Inzidenzkomplexe 11" y “Regulare Inzidenzkomplexe IlI"pdde introducen una clase especial de
estructuras combinatorias con un gran parecido a los pokteegulares tradicionales. Dicha teoria
desperto interés en la comunidad y pronto comienzan a&egatrabajos de otros autores en este
tema. En 2002 se publica el titulo “Abstract regular pghgs’ de E. Schulte y P. McMullen, donde
se encuentra gran parte de la teoria desarrollada hasteoesento.

A pesar de que los politopos abstractos son complejos daeimcia mas restrictivos que sus
predecesores, alin es una labor compleja construir fandiéiajemplos con propiedades represen-
tativas que guien hacia la solucion de problemas del area

En esta tesis se le dara continuidad @ donde E. Schulte construye una familia de politopos,
usando otra familia previamente descrita por L. Danzeflgry[tomando el cociente por codigos
binarios apropiados. Generalizaremos estos resultadwsentes por codigos soblfg, para cual-
quier p primo. Implementaremos esa misma idea en una familia degzor D. Pellicer end],
gue generaliza a la construccion de L. Danzer y, usanduicks nuevas y propias de la teoria de
politopos abstractos, logramos mejorar versiones de kdtaglos que obtiene E. Schulte en su
trabajo.

viI



INTRODUCCION 1

El trabajo se divide en cinco capitulos. En el primer adpittamos una breve introduccion a la
teoria de codigos lineales. Definimos los conceptos guéeocesarios en los capitulos posteriores
y damos algunos ejemplos que son usados al final de la tesis.

En el segundo capitulo introducimos los conceptos basieda teoria de politopos abstractos
tratando de motivarla mediante la teoria de politopos exos. Damos algunos resultados que
facilitan su estudio y que nos son de mucha ayuda mas adelant

En el tercer capitulo describimos combinatoriamente tassitucciones de L. Danzer y D.
Pellicer. Damos sus propiedades y mostramos como desgridimo actlian sus grupos de auto-
morfismos.

En el cuarto capitulo construimos familias de politoposdipde las descritas en el capitulo
3, como cocientes de estos por codigos lineales. Des@tbailgunas de sus propiedades, su grupo
de automorfismos y su accion de éste en el politopo.

En el quinto capitulo estudiamos a los politopos que seeanrican en el Atlas de M. Hartley
buscando a todos aquellos para los que es posible hacersisuoziones previamete descritas
tomando cociente por el codigo ternario de Golay extendido

En esta tesis todas las funciones seran evaluadas poglidguy sin es un nUmero natural]
denotara al conjuntf®, 1,...,n— 1}. Por ejemplo, sj € [Mm]y o € S,, denotaremos potj)o a la
imagen dej bajo la permutacionr.






Capitulo 1
Conceptos lasicos de 6digos lineales

En este primer capitulo introduciremos los conceptos eftates de la teoria de codigos li-
neales y daremos dos ejemplos que nos seran especialmitggen los Capitulos 4 y 5. La teoria
aqui contenida puede ser encontrada con mayor detalles &ajoitulos 1y 10 dé5].

1. Codigos lineales y paametros

En una situacion de comunicacion entre dos entidadesmisoey un receptor, el emisor le
envia un mensaje al receptor mediante un canal de tra@smisi

Con el inicio de las telecomunicaciones surgio un granlproh: los canales de transmision
no transfieren de manera fiel los mensajes que son enviadaga tie ellos, el ruido que hay en
dichos canales los altera. Aparte de las formas que se diésamn para, en algunos casos, reducir
la intensidad del ruido, también se tuvieron que desamrbirramientas para que el receptor pueda
recuperar el mensaje original enviado por el emisor a sral canal, a pesar de los dafos que
el ruido le pueda ocacionar al mensaje. Una solucion es are@roceso de codificacion para
afadir redundancia al mensaje enviado, y otro procesoamldieacion para recuperar el mensaje
original.

Un codigo, como objeto matematico, es un subconjunto despacio vectorial de dimension
finita sobre un campo finito, cuyos elementos, llamados padalestan en correspondencia uno a
uno con los posibles mensajes que el emisor envia al regpptoejemplo, cadenas de caracteres
de determinada longitud.

La estructura de subconjunto de un espacio vectorial egppéro cuando se trata de un subes-
pacio vectorial, tanto su estudio como sus procesos de cadifin y decodificacion se facilitan.

Definicion.

Dernicion 1.1. Codigo lineal

SeaF un campo finito y sean,k € N, con k < n. Un [n,k]-codigo linealsobreF es un
subespacio vectorial’ de F" de dimension k. En este caso decimos que k eBnteensiondel
3



4 1. CONCEPTOS BSICOS DE ®DIGOS LINEALES

codigo y n es sibngitud SiF = F,, se dice que& es uncbddigo binarig si F = F3, se dice que es
un codigo ternario

En esta tesis trabajaremos con codigos lineales, asiugumlo se utilice la palabra cédigo nos
referiremos a codigos lineales a menos que se especifiqrantoario. UnsubcodigaC’ deC es
un subespacio vectorigl' < C. A los elementos de un codigdles llamaremopalabras Dada
una palabrav = (W, Wy,...,W,_1) € C, el pesodew, denotado poWT(w), es la cantidad de
entradas dev distintas de cero. Bbeso minimale C, denotado poW T(C) es el minimo de los
pesos de sus palabras distintas de cero. Rava& F" se define lalistancia de Hammingntreu y
w como el nUmero de entradas en las que difieren, y se denotiiipar). La distancia minimale
C es el minimo de las distancias de Hamming entre palabrastdsdel codigo. A continuacion
presentaremos algunos resultados que relacionan ladetamima con el peso minimo.

OBsErvACION 1.2. Seany,w € C. EntoncesVT(w) = d(w, 0) y d(u, w) = WT(w — u).

Proposicion 1.3. SeaC un[n, k]-codigo sobre un campo finii&@ Entonces la distancia minima
deC es igual a su peso minimo.

DemosTrRACION. Seaw € C una palabra de peso minimo, entonces, dadod@mec_)) = WT(w), la
distancia minima d€ es menor o igual 8/ T(w).

Ahora, seanu,w € C tales qued(u, w) es minimo. Entonces, dado qd@i, w) = WT(w — u),
tenemos queVT(C) es menor o igual d(u, w).

-

OsservaciON 1.4. SeaC un codigo lineal. Entonces para tod6 < C, se tiene qu&’ es un
codigo lineal tal qu&VT(C’) > WT(C).

Como ya dijimos, cuando una palabra es recibida, ésta peeée errores. Udecodificador
de distancia minimé&ata de “adivinar” el mensaje que fue enviado originalragencontrando las
palabras del codigo con mayor “parecido”, es decir, serselpoe se cometido una cantidad minima
de errores para poder recuperar el mensaje origind BC) es el peso minimo del codigo, los
decodificadores pueden detectar la presencid\dE() — 1) errores, y pueden correqﬁ%J
errores. Para la deteccion de errores en codigos binesiasl lo siguiente.

Dermvicion 1.5. SeaC un [n, k]-codigo binario. Decimos que una palabra w (Wo, W, ...,
W,_1) € C es unapalabra pasi WT(w) es par, yC sera uncodigo parsi todas sus palabras son
pares.
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SiC es un p, k]-codigo binario yw = (Wg, W1, ..., W,_1) € C, entoncesv es una palabra par si
y solo s}y W = 0. Este hecho motiva la siguiente definicion.

DernicionN 1.6. SeaF un campo finito y se&@ un [n, k]-codigo sobreF. Decimos que w=
(Wo, Wi, ..., Wn-1) € C €s unapalabra de tipo pasi iy Wi = 0, y C sera uncodigo de tipo pasi
todas sus palabras son de tipo par.

En muchas estructuras, el conceptaddalidades muy importante y en muchas ocasiones se
estudian el objeto y su dual de manera conjunta.

Dermnicion 1.7. SeaC un[n, k]-codigo sobre un campo finit El codigo duabeC es el espacio
vectorial
Ct = {u = (Up, Uy, ..., Un_1) € F" : paratodawe C, Z uw = O}.
ie[n]
A partir de la definicibn de cédigo dual es facil observae gpara todo codig@ se tiene que
C=(CH)*.

Matriz generadora y matriz de paridad.

Los codigos lineales fueron inventados con el objetivo eleimplementados en situaciones
reales, como transmisiones de radio, comunicacion sdtelentre computadoras. Es por esto que
es necesario presentarlos de una forma menos abstractgysalas maquinas sean capaces de
interpretarlos.

Dernicion 1.8. Matriz generadora y matriz de paridad

SeaC un|[n, k]-codigo sobre un campo finif@ Unamatriz generadordeC es una matriz G
M n(F) cuyos renglones forman una base®@dJnamatriz de paridaés una matriz He M,_y n(F)
cuyos renglones forman una basefe

Hay una forma sencilla de obtene€an partir de su matriz de paridad.

OsservacioN 1.9. SedF un campo finito, se@ un [n, k]-codigo sobreF y seaH una matriz de
paridad deC. Entonces
C={weF":Hw =0}.

SiC es un p, k]-codigo, entonces a cada mensaje se le estan agregakdgrados de libertad”
o “grados de redundancia”. Intuitivamente, entre mas ggatk libertad tenga un cbédigo, mas
preciso sera éste, pero su eficiencia en tiempo sera mfennrconjunto dé& columnas linealmente
independientes de una matriz generadora se le ll@mpnto de informaciary a su complemento
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se le llamaconjunto de redundanci®ecimos que una matriz generad@asta erforma estandar
si existe una matria € M,_(F) tal que

G=(I|A).
Dado que la matriz generadora de un cbdigo es de rango roakto codigo es generado por

alguna matriz en un forma estandar. El siguiente resuktads Teorema 1.2.1 dg|[

Proposicion 1.10. SeaC un [n, k]-codigo sobre un campo finif®. Si una matriz generadora
estandar de es G= ( I ‘ A ), entonces H= ( -A ‘ In ) €S una matriz de paridad.

EsemprLo 1.11. Consideremos ah[1]-codigo sobre cualquier campo finifocuya matriz gene-
radora es
G=(1 1 - 1).
Es claro que su peso minimomsA este codigo se le llama ebdigo de repeticionNotese qués
esta en forma estandar, asi que una matriz de paridaddiglocde repeticion es

-11000--0

-1 0100 0

H -10010---0
|-1 0001 0|
-10000-.--- 1

De la matrizH podemos observar que el dual del codigo de repeticioe fleso minimo 2. Es facil
ver que el codigo dual esta formado exactamente por tedgsdlabras de tipo par &R, asi que
todo codigo de tipo par es subcbdigo de éste. En el daplnotaremos p&#s a este codigo.

A partir de la matriz de paridad de un codigoes posible encontrar su peso minimo. El si-
guiente resultado es el Corolario 1.4.148 [

Proposicion 1.12. SeaC un[n, k]-codigo y sea H su matriz de paridad. Entonces el peso minim
deC es la cardinalidad del minimo conjunto de columnas de Hdimznte independientes tal que
no tiene subconjuntos propios linealmente independientes

Grupos de automorfimos y @digos equivalentes.

Como ya mencionamos anteriormente, ennyiJfcodigoC, un conjunto d& columnas lineal-
mente independientes forman un conjunto de informaciehtgsto es un conjunto de redundancia.
Intuitivamente la funcionalidad del codigo no depende @led# esta ubicada la redundancia ni en
qué orden esta dada la informacion, siempre y cuandoceldifiecador pueda recuperar la palabra
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enviada, también puede recuperar el mensaje enviado.nisiva a la siguiente definicion de
equivalencia en codigos.

Dernicion 1.13. SeanC, C’ dos[n, k]-codigos lineales sobre un campo finkoDecimos qu&
y C’ sonequivalentes por permutaciongsxiste una matriz de permutacioneAGL(n, F) tal que

C'=CA={wA:weC(C}

Notemos queA actlia erC permutando las entradas de sus elementos o, alternatit@ngh
es una matriz generadora parase puede pensar guieesta permutando las columnas@ede
forma queGA es una matriz generadora pa@raEsta nocion de equivalencia da lugar a la siguiente
definicion de automorfismo.

Dernicion 1.14. Automorfismos por permutaciones.
SeaC un[n, k]-codigo lineal sobre un campo finitd Una permutaciéry € S,, es unautomor-
fismo por permutacionede C si para toda w= (Wo, W1, ..., W,_1) € C, el vector
W)y == (Woyy» Wayys - - - » Win-1)y)

es una palabra de.

Es claro que el conjunto de automorfismos por permutacio@ @s un grupo isomorfo a
Staly(C), el estabilizador dé€ bajo la accion del grupd de matrices de permutacion @d.(n, F).
Respetando la notacion ds][al grupo de automorfismos por permutaciérgde vamos a denotar
por PAUtC).

Osservacion 1.15. Sea un [n, K]-codigo lineal sobre un campo finif&é@ EntoncePAui(C) =
PAUC").

Seao € S, y seaA,, la matriz de permutacion definida por

. 1 sii=(j)o,
Al ] :={ 0 )
en otro caso.

Notemos quev = (W, Wi, . .., Wh_1) € C Si y sOlo si W)o = (Wo)r, Wiayss - - - » Win-1)r) € CA,.

La siguiente proposicion nos dira como se comparan lopag de automorfismos por permu-
taciones de€ y CA,.

Proposicion 1.16. SeaC un[n, k]-cédigo lineal sobre un campo finite Seao € S,,. Entonces
PAU{CA,) = o PAUlC)o-.
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DeMOSTRACION. Seay € Sy,. Entonces

Y € PAUt(C) S YweC, (W(o)y, Wy - - W(n—l)y) eC
& Ywe C, (W(o)ya-, W(l)yo', ceey W(n—l)ya-) (S CAJ
& YweC, (W(O)o'a"lyo" W)ro1yos - - W(n—l)o'a"lya') € CA-

& o lyo e PAU(CA,).

[

La nocion de grupo de automorfismo se generaliza a la acgam grupo mas grande que el
de matrices de permutacion. Uneatriz monomiaks una matriz cuadradd € M,(F) que tiene
exactamente una entrada distinta de 0 en cada renglon ydarcolumna. El conjunto de matrices
monomiales de& x n es un grupo, al cual denotaremos pon,(F). Notese que las matrices de
permutacion son las matrices monomiales cuyas entrasiastds de 0 son todas iguales a 1.

Dermnicion 1.17. SeaC un[n, k]-codigo lineal sobre un campo finit®@ Una matriz monomial
M € M, (F) es unautomorfismo monomialeC si M € S takyon, g (C).

De aqui se desprende una nociébn generalizada de equiMgliencual estaremos usando por el
resto de esta tesis.
Derinicion 1.18. Codigos equivalentes

SeanC, C’ dos[n, k]-codigos lineales sobre un campo finitoDecimos qu€& y C’ sonequiva-
lentessi existe una matriz monomial M Mon,(F) tal queC’ = CM.

Vale la pena hacer notar que si dos codigos son equivalpatggermutaciones, no necesaria-
mente son equivalentes en el sentido de la definicion ant®ar ejemplo, tomemos el codigo cuya
matriz generadora es

G=(-111 .- 1).
Este es equivalente al codigo de repeticion, pero no soivagntes por permutaciones.

En la teoria de codigos se extiende aun mas la nocioguigaencia de codigos, permitiendo
que exista, ademas, un automorfismo del campo.

Dernicion 1.19. Codigos ciclicos.

SeaC un [n, k]-codigo sobre un campo finif®. Decimos queé esciclico si la permutacion
(012... n-1) e PAULQ).
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Los codigos ciclicos son de gran interés, dado que se dgarmllado herramientas que hacen
muy eficiente su proceso de decodificacion.

2. Codigos de Hamming

En esta seccion definiremos a los codigos de Hamming, gae seestros primeros ejemplos
de interés y seran utilizados en el Capitulo 4.

Sear € N. SeaM, € M, »_1(F;) la matriz cuya-ésima columna sea la representacion binaria
dei. Es decir, paratodag j <2 -1, si

j=a(@) +a(2) +... +a (27,
entonces la entrada
M([i, j] := &-1.
Dernicion 1.20. Sea re Ny sea M la matriz definida anteriormente. Ebdigo de Hamming

‘H, esell2" —1,2" —r — 1]-cbdigo cuya matriz de paridad es;M

Esempro 1.21. El codigo de Hammingt; es el [7 4]-codigo cuya matriz de paridad es

101010
011001
000111

Notemos que sus columnas son todos los posibles vectotagatisiel vector cero diS, por lo
tanto es equivalente al codigo con la siguiente matriz dielgd.

100110
010101
001011

Entonces, por Ia Proposicion 1.10, el codigo de Hamrtigsta generado por la matriz

N = T =
N =R
R R RO
O 0O o R
O O r o
O r OO

Los siguientes resultados seran utilizados en el capftuLalProposicion 1.22 es el Teorema
1.8.1 del§], mientras que Ia Proposicion 1.P3 se deduce directanuenies resultados en 1.2.5 de

[6].
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ProposicionN 1.22. Sea re N. Entonces €2" — 1, 2" — r — 1]-c6digo de Hamming@H, tiene peso
minimo3. Mas adn, tod¢2" — 1, 2" —r — 1]-codigo binario con peso minin®es equivalente &,.

Proprosicion 1.23. Sea r € N. Entonces existe uj2" — 1,2" — r — 1]-codigo binario ciclico
equivalente &H..

3. Codigos ternarios de Golay

En esta seccion definiremos a los codigos ternarios dey@Gakautilizaremos en el Capitulo 5.
Dichos codigos tienen una gran importancia tanto te@adecao practica, dado que el cociente entre
su peso minimo y su longitud es lo mayor posible, y sus grdpautomorfismos por permutacio-
nes estan en términos de los grupos simples esporadicekathieu. La teoria aqui presentada se
puede encontrar con mayor detalle en las secciones 1.8 yi@(Bfty en la Seccion 7 del Capitulo
20 de [L7].

Derinicion 1.24. El codigo ternario de Golag; es el [11, 6]-codigo ternario generado por la
matriz

10000020121
01000012221
Gy = 0010001110 1.
00010011022
000010212220
00000102122

El cédigo ternario de Golay extendida, es el [12, 6]-cbdigo ternario de tipo par generado por
la matriz

O oOor oo o
Or OO0 oo
m OO OO0 o
N R R PN O
NN ONN
2PN EeEoN

O OO0 OO0
O OO0 OoOr o
O 0O or oo
O N PR R EN
P NO RPN PR
N ON PR B

El cbdigoGi, se obtiene a partir dg;; agregando uneoordenada de paridaas decir, agre-
gamos una coordenada a cada palabra del codigo para guseaste tipo par.

Proposicion 1.25. El peso minimo del codigo del Golg4, es5, mientras que el peso minimo
del codigo de Golag, es6.
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A partir de los parametros conocidos hasta ahora podemasteezar a los codigos de Golay,
salvo equivalencia.

Teorema 1.26. Todo [11, 6]-codigo ternario de peso minimo 5 es equivieal codigo de
Golay G11, mientras que todo [12, 6]-codigo ternario de peso minnes equivalente al codigo
de GolayG».

Los codigos de Golay han tenido una gran importanciadayor las propiedades que tiene,
como su elevado peso minimo con respecto al nUmero de exadds de sus elementos y que
su grupo de automorfismos por permutaciones puede deseribir terminos de un grupo bien
conocido (en el caso dg;,).

Notemos que en el teorema pasado estamos hablando de encigah través de matrices
monomiales. Dos codigos equivalentes no necesariamenéatel mismo grupo de automorfismos
por permutaciones. A continuacion daremos presentagipaepermutaciones de sus grupos de
automorfismos, calculadas usando SAGE.

TeoremaA 1.27.

= El grupo de automorfismos por permutaciones del codigo dey@s, es el grupo
((5,7)(6,11)(8 9)(10,12), (4, 6)(5, 10)(7, 8)(9, 12). (3,4)(6, 8)(9,11)(1Q 12),

(2,3)(5,7)(8 10)(9 12), (1, 2)(5,12)(6 11)(7, 10)),
y éste es isomorfo al grupo simple esporadico de Mathigu
= El grupo de automorfismos por permutaciones del codigo dey@s; es el grupo

((3.4)(5.7)(6,9)(8 11). (3, 7)(4.8)(5,11)(9 10). (2. 3)(4,6)(5, 8)(7. 10). (1, 2)(4, 11)(3 8)(9, 10)),

y éste es isomorfo a un subgrupo de indi2ale M.






Capitulo 2
Politopos abstractos

En este capitulo daremos una introducciontadaia de politopos abstractoslaremos énfasis
en los temas que usaremos en los capitulos posteriores.

1. Definiciones y ejemplos

La idea depoliedroes una generalizacionon tridimensional natural del gotocde poligono,
pero podemos ir aln mas lejos. olitopoes una generalizacion de estos dos conceptos hacia
cualquier dimension. Aunque han sido objeto de estudidalbace ya mucho tiempo, es dificil
alcanzar un consenso acerca de lo que es y lo que no es umppptismlo que hay una gran cantidad
de nociones y posibles generalizaciones que se tienen id@poly poliedro.

Al igual que en la teoria de gréficas, la estructurdardédenciaque hay entre los vértices,
aristas, caras, etcétera, de un politopo, tiene propedadmbinatorias que determinan muchas
otras caracteristicas de éste. Un claro ejemplo es l&ipdad de demostrar que existen, a lo
mas, 5 poliedros convexos regulares usando Unicamentead teoremas de teoria de graficas. Un
politopo abstract@es una estructura que satisface varias de las propiedaasnatorias basicas
que resultan de la relacion de incidencia que hay en losopols convexos. A esta relacion la
representaremos como una relacion de orden que, al mismpai reflejara la nocion intuitiva de
gue un vértice es mas pequefo que una arista, de qua&staez, es mas pequeia que una cara,
etcétera.

Conjuntos parcialmente ordenados.

Derinicion 2.1. Conjunto parcialmente ordenado.

Un conjunto parcialmente ordenad@breviadocopo)es una parejgd = (P, <), donde P es
un conjunto, llamado el conjunto de lesementosle £, y “<” es una relacion deordenentre
elementos de P, es decir, una relacion con las siguientgsg@dades:

= Reflexividad paratodof € P, f < £.
= Antisimetria para todosf,g € P, sif <gyg < £, entonces = g.
» Transitividad para todosf,g,h € P, sif < gyg < h, entonce< < h.

13
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Sea® = (P, <) un copo. Sif,g € P son tales quef < g, 0g < £, diremos quef y g son
comparable® incidentesUn elementd € P es llamadanaximalsi paratodg € P, g > f implica
g = f; un elementdf esmaximosi para today € P, g < £. De manera analoga se define elemento
minimaly elementominima Un conjunto7” € P es unacadenasi cualesquiera dos elementos
f,g € 7 son comparables. & es una cadena diremos g@esstotalmente ordenadd.a longitud
de una cadena es el numero de elementos de ésta. Si laitbdgitina caderna esA diremos que
7 es unal-cadenaUna cadend C # seracadena maximadi para toda caderd’ C P, 7 C 7~
implicaque7 = 7. SIT = {fo,f1,...,f,.1} C Pesuna cadena dondg < f; < ... < f,_4,
entonces la denotaremos con corchetes en ese orden, egdedify, f1,..., £f1_1].

DerinicioN 2.2. Decimos que un copo finito es aopo graduadsei todas sus cadenas maximales
tienen el mismo tamanio.

EsempLo 2.3.

= El conjuntoN de los nUmeros naturales, con el orden usual, forma un ddé@s.aun, es
totalmente ordenado.

= Notemos que la relacion de divisibilidad entre naturateefiexiva, antisimétrica y transi-
tiva. Por lo tantol{, | ) es un copo.

= Dado un conjunt@, el conjunto potencia dé, denotado pog(A), es un copo con la
relacion de contencion. Es decir, pBaC € p(A) definimosB menor o igual quUE si 'y
s6lo siB c C. Si A es un conjunto finito entoncég(A), C ) es un copo graduado.

Si X c P, denotaremos pd? — X al copo cuyo conjunto de elementoskes X y con el orden
inducido por el orden d®. Param € N, [m] denota al conjunt¢0, 1,2,..., m— 1}.

Proposicion 2.4. SeaP = (P, <) un copo graduado y seala longitud de sus cadenas maxima-
les. Entonces existe una funcigg. P — [1] tal que sif < g, entoncegf)rna < (9)rnat. A esta
funcion le llamaremos lfuncion natural de rangde .

DemosTrACION. Procederemos por induccion solreSi A = 1 el resultado es obvio. Supongamos
qued > 1y sealt el conjunto de los elementos maximales®dds claro que toda cadena maximal
de # — M tiene exactamente — 1 elementos (dado que de cada cadena maximal se elimind su
elemento maximo). Entonces, por hipotesis de inducadiste una funcion de rango: P\

M — [4 - 1]. Podemos extender el dominio de esta funcién hacia Bodefiniendo, pard € I,
(H)r=a2-1.

[
Ahora probaremos que todo copo con elementos maximo ymmoipiara el cual existe una
funcion de rango es un copo graduado.
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Proposicion 2.5. Sea® = (P, <) un copo con elemento maximo y elemento minimo, Vi &ta
maximo de las longitudes de sus cadenas maximales. Suposgguel es finito y supongamos
gue existe una funcion sP — [A4] tal que para cualesquierd,g € P se tiene que st < g,
entoncegf)s < (g)sy, si no existh € P tal quef < h < g, entoncegf)s = (g)s— 1. Entonces se
tiene queP es un copo graduado.

DemosTrACION. Sea/” C P una cadena maximal y s@d una cadena de longitutd Seanfy y £,_1
los elementos minimo y maximo, respectivamente. Es clasxf, y £, ; son elementos tanto de
7 como de7’. Como7”’ tiene exactament@ elementos, para todae [1] existeg € 7 tal que
(g)s =1, en particular podemos deducir qug)s =0y (f,_1)s= 21— 1. Ahora,dado i < 1-1,
por ser7” un conjunto finito tenemos que existe un elemaninaximo con la propiedadys < i

y un elementch minimo con la propiedadhfs > i. Comoh > gy (h)s # (g)s+ 1, entonces
existef € P tal queg < £ < h, por lo tanto f)s = i. Esto demuestra qug restringida &, es
suprayectiva. Por lo tantd tiene exactamentéelementos.

(ol

Para nuestros propositos, la funcion de rango asigna@aserar = rpy — 1. Por el resto
de esta tesis les llamaremoaras a los elementos de un copo gradugy banderas a sus
cadenas maximales. Al conjunto de las banderg8 iledenotaremos poB(#). Si una cadena no
es maximal sera llamadaadena propiaSi £ es una cara maximal de, diremos quef)r es el
rangode®. A las caras maximales y minimales de un copo les llamarea@s impropiay a las
restantes les llamaremeoaras propias A un intervalo de la formaf], g] le llamaremosseccion
cerrada(o sbéloseccion, si (@)r — (£)r = 6 + 1, le llamaremog-seccion cerrad#o solog-seccion)
y, siguiendo la notacion d&, lo denotaremos pog/£f. A un intervalo de la formaf] g) se le
llamaraseccion abiertaUna seccion senaropiasi esta propiamente contenida®en

OsservAcION 2.6. En un copo graduado de rarydoda cadena de longitud< d esta contenida
en (al menos) una cadena de longifiid 1. También, toda-seccion, co < d, esta contenida en
(al menos) una)+ 1)-seccion.

En general se puede representar a un copo con el dibujo deafiague muestre de manera
intuitiva cuando dos elementds/ g son comparablesy $i> gog > f.

Dernicion 2.7. Diagrama de Hasse.

El diagrama de HassH (?) de un copdP es la grafica cuyos vértices son las caras®je hay
una arista entref y g siy solo sif < gy (£)r = (g)r — 1.
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A partir del diagrama de Hasse de un copo grad#agodemos recuperar toda la informacion
de éste si al dibujarlo dividimos a los vértices por rangbgcando de arriba a abajo a los elementos
en orden decreciente de rango.

Politopos abstractos.

A continuacion daremos la definicion de politopo abstrgebsteriormente daremos una nocion
intuitiva de lo que representan los axiomas en el caso deoldspos convexos.

Dermvicion 2.8. Conexidad.

Un copo graduado de rango d con una cara maximay una caramaiseraconexosid< 1,0
bien, si el diagrama de Hasse de éste, sin sus caras imm@pgsaconexo. Dicho copo sdiierte-
mente conexagi para cadas € {2,3,...,d}, todas-seccion (incluyendo al copo entero) es conexa.

Derinicion 2.9. Propiedad del diamante.

SeaP un copo graduado. Una-seccibng/ £ de® seréa llamadadiamantesi consta de exacta-
mente 4 elementos: dos caras propias y dos caras impropigg£®s un diamante i, h’ son sus
caras propias, lo denotaremos corfnﬁw). Diremos queP tiene lapropiedad del diamanta toda
1-seccion es un diamante, es decir, si entre cualesquiesadi@s incidentes cuyo rango difiera en
dos existen exactamente otras dos caras.

Dernicion 2.10. Politopo abstracto.

Un copo graduade@ es llamad@olitopo abstractasi

= tiene exactamente una cara maximay una cara minima,
= eg fuertemente conexo,
= tiene la propiedad del diamante.

Sid es efTangp d® se dice qué® es und-politopo abstractoPor el resto de la tesis omitiremos
la palabraabstractoy solo le llamaremogpolitopoo d-politopa.

Osservacion 2.11. Sea € {—1,0,1,...,d}. Entonces toda-seccion de un politopo es un poli-
topo de ranga@.

Al inicio del capitulo mencionamos que los politopos adsivs son estructuras que satisfacen
las propiedades combinatorias dadas por la incidenciasgroldopos convexos, donde el rango de
una cara en el copo corresponde con su dimension. Perovabgee esto se refleja en los axiomas
previamente dados puede no resultar inmediato. Argunmemtzs por qué esto generaliza al caso
convexo.



1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 17

Aristas

Vértices

Ficura 2. Copo asociado a-agono.

Comenzaremos ejemplificando anksdgono. Para esto tomamos, como conjunto de elementos
del copo, al conjunto

{v:vesverticg Ula:aesaristg U{f_1}U{fs},

dondef_; y £, son simbolos auxiliares para representar las caras ingsrope rangos-1y 2
respectivamente, del politopo abstracto. El orden en estgicto estara dado por la relacion de
incidencia y la “dimension”, es decir, un vértice seranmelnicamente que las aristas a las que
éste es incidente. El diagrama de Hasse del copo resudtaedesiguiente.

Es facil ver que, si eliminamos los vértices blancos derddicp anterior, la grafica resultante
es conexa. Para ver que también cumple la propiedad debdiapobservemos que todas las 1-
secciones son diamantes de la forfm@y), dondev y v’ son vértices adyacentesayes la arista
que hay entre ellos; o de la forn(ui,%v), dondea y a’ son aristas incidentes en

Consideremos el cubo convexo cuyos vértices son los p(t@L), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0),
(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1). Sus aristas son los segmentos de recta que unen dos guetos
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Ficura 3. Figura de vértice del cubo.

difieren en sbélo una entrada, y sus caras son las porcion#are(cuadrados) que unen cuartetas
de puntos que coinciden en una entrada. Si pensamos al didmrentonces es la interseccion
de 6 semiespacios, la frontera de cada uno de estos semisspaan plano de dimension dos.
Los veértices del cubo son los puntos que se encuentran gndesecciones no vacias de 3 de estos
planos. Las aristas son los segmentos que se encuentrao dertas intersecciones no vacias de
dos planos y que, ademas, estan uniendo a los vérticesibe! La porcion de un plano acotada
por las aristas contenidas en éste son las caras del cupergaste caso, son cuadrados. Dichos
cuadrados son politopos maximales contenidos en el cubstos eolitopos se les llanfacetas
del politopo convexo.

Si tomamos un veértice del cubo, podemos encontrar un plano que separe a esteevéeti
los demas, precisamente por el hecho de que el politoporeexo (ver| Figura 3). Dentro de
este plano se encuentra una regibn acotada por las irtenses de éste con los otros planos que
acotan al politopo y que pasan parEn dicha regibn podemos encontrar vertices, aristasay un
cara (los cuales no son parte del cubo) que forman nuevamemelitopo convexo, al cual se le
llama lafigura de vérticalev, en este caso es un triangulo. Estos se corresponden, golitopos
abstractos, con los conjuntos que definiremos en el sigupErtafo.

De ahora en adelante denotaremos a la cara minima de un espogbd como£_;; mientras
gue a su cara maxima la denotaremos cdipd.as caras de rango 0 seran llamadadicesy el
conjunto de vértices sera denotad(@); las caras de rango 1 seran llamadastas y el conjunto
de aristas sera denotado f&{P); finalmente, las caras de randoe- 1 seran llamadafacetasy
el conjunto de facetas sera denot&i®). Si £ es una cara, extenderemos la notadigf), €(f)

y &(£) para los conjuntos de veértices, aristas y facetas de @@et/f_;. Si f € F(P), diremos
quef/f_; es undacetade® y la identificaremos coti. Si £ = v € U(P), le llamaremos ldigura
de vérticede v a la secciorfy/v y lo denotaremos pot{(v). El objetivo de dar estas definiciones
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para copos en general es para poder usar los conceptos eted@de verificar si el copo es un
politopo o no.

El proceso de verificar si un copo es un politopo abstractarge y computacionalmente inefi-
ciente, dado que debemaos verificar la propiedad del dianydateonexidad de una gran cantidad
de graficas. Sin embargo es posible simplificar dicho pmcaando ya tenemos informacion adi-
cional acerca de éste, por ejemplo, cuando ya sabemos gtigstas de vértice y sus facetas lo
son. Esto nos puede dar un proceso recursivo de verificacion

Lema 2.12. Sea® un copo graduado conexo de rango>d2 con exactamente un elemento
maximo y un elemento minimo. Si todas sus figuras de gérttodas sus facetas son politopos
entonce$” es politopo.

DemostrAciON. Por Il Observacion 2.5, toda seccion propia esta cataem una figura de vértice
o una faceta del copo, por lo tanto es conexa.

La propiedad del diamante también se cumple, dado que tsdacion esta contenida en una
seccibn propia.

(ol
Como se dijo en el capitulo anterior, la nociondiglidades muy recurrida en muchas areas
de matematicas, como teoria de codigos, algebra |ite@iia de graficas, geometria y politopos
convexos. También existe la nocion de copo dual de un otmjparcialmente ordenado.

Dernicion 2.13. Politopo dual.

Sea® = (P, <) un copo. Un cop®* = (P*, <) es elcopo dualde® si P = P* y para todas
f,ge P, f <gsiysoblosig < f.

Notemos que los diagramas de Ha$$€6”*) y H(#) son iguales, por lo tanto un cogdes
fuertemente conexo siy sOlo®Bi lo es. También es claro gd#etiene la propiedad del diamante si
y solo siP* la tiene.

OsservaciON 2.14. Sed und-politopo. Entonces su du&l* también es uid-politopo.

En politopos convexos podemos observar que existe unagrafimada por los segmentos
1-dimensionales que delimitan al politopo. En politopostadztos podemos formar una grafica
analoga.

Dermnicion 2.15. Sea® un politopo. Decimos que dos vértices salyacentesi ambos son
incidentes a una misma arista. Elesqueletae® es la grafica cuyos vértices son los vértices del
politopo y dos de estos estan unidos por una arista si soa@hes como elementos del politopo.
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Morfismos.

Al igual que en muchas otras estructuras, también entrj@cims parcialmente ordenados po-
demos definir morfismos. Un morfismo generalmente (mas nadlanente) se trata de una funcion
entre dos objetos que respeta alguna estuctura.

Dermnicion 2.16. Morfismo.

SeanP = (P.<)y# = (P, <) dos copos. Una funcioa : P — P’ es unmorfismosi para
todosf,g € P, £ < g implica que(f)¢ < (g)é, es unisomorfismosi es un morfismo biyectivo
cuya funcion inversa también es un morfismo, y eautomorfismasi es un isomorfismo de en
si mismo.

Osservacion 2.17. Sear? = (P, <), = (P, )y P’ = (P”",<) trescopos. S§ : P - Py
& PP — P” son dos morfismos, entoncg&s también es un morfismo.

Proposicion 2.18. Sea® = (P, <) un copo finito. S¢€ : P — P es un morfismo biyectivo,
entonces es un automorfismo.

DemMosTRACION. Tenemos que& es una permutacion de los elementosRleComo elemento del
grupo simétrico e, existem € N tal ques™ = Idp. Entonceg ! = £&™1 también es un morfismo.

(ol
Por laObservacion 2.17 y la proposicion anterior, el ooty de automorfismos de un politopo
% forma un grupo. Al grupo de automorfismos#éo denotaremos pokut(®). Dadol” < Aut(P),
el estabilizadorde un elementd € £ enTI es el subgrup&tal(f) < I' que consiste de los
elementoy tales quef)y = £.

DerinicioN 2.19. Sea® un d-politopo y sea = [f_1, fo, f1,..., f41, f4] unalbanderh deP.
Sea-1 < i < d un entero. La banderaadyacent@&e ® es

(Di = [f—l’ fO’ fl’ cees fi—l? g, fi+l? cees fd—l’ fd]?
donde(s{ ") es un diamante. Recursivamente defimos
(Di0i1-~-i|—1 — (q)ioil...i|_2)|—l'
En general, dos banderas seradyacentesi solo difieren en una cara.

En la siguiente proposicion demostraremos que todo aufmmm respeta la relacion de adya-
cencia entre banderas.

Proprosicion 2.20. Sea® un d-politopo. Entonces, para todoe Aut(#), para todoie [d] y
para toda® € B(P), (P')é = ((P)&)'.
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DemosTRACION. Sead = [f_y, fo, f1, ..., f4_1, £4], Y SUpONgamos quéséj?) es el diamante defi-
nido porfi_; y fi,;. Como¢& es una biyeccibn, tenemos que # f;£. Usando quefi,1/fi_; es un

diamante se sigue que

(@')¢

([f-1, fo, f1,. .., fic1, 9, fisa ..., £4oa, £4])E

[(F-0)é, (Fo)é. (FE. ... (Fi-2)é, (@), (£inaé. ... (£a-2)é, (£q)é]
[(F-0)é. (£)é. (£1)E. . ... (Fin)é. (£)E. (£inndée. . ... (Fa-1)é, (£o)é]
(@)

[

Ya que tenemos adyacencias entre banderas, podemos definindxidad de un politopo en
términos de la conexidad de la grafica cuyos vérticeslasdranderas y dos de éstas son adyacentes
en la grafica si y so6lo si son adyacentes en el politopo. faeassto sea compatible con nuestras
nociones previas de conexidad, tendremos que agregartmuad&ion mas.

Dernicion 2.21. Conexidad fuerte por banderas

SeaP un d-politopo. Decimos que esfuertemente conexo por bandesigpara cualesquiera
D,V € B(P), existendy, Dy, ..., D_; € B(P) tales que la sucesiohg = O, Py, Oy, ..., D1, D =
Y cumple que, para todog [I], ® N'¥ C @; y, ademasp; es adyacente @, ;.

Los dos conceptos de conexidad parecen ser distintos. Ligestg definicion establece una
equivalencia entre ellos.

Proposicion 2.22. Sea® un copo graduado de rango d con exactamente una cara maximay
una cara minima que, ademas, tiene la propiedad del digen&ntonce® es fuertemente conexo
si y solo si es fuertemente conexo por banderas.

DemMosTRACION. Supongamos que es fuertemente conexo. Procederemos por induccion engs ra
de® para demostrar que éste es fuertemente conexo por barfdietasl se sigue de la definicion.
Sid = 2,sean®d = [f_q, fo, f1, f4] Y ¥ = [£_1, 9o, 91, £4] dOS banderas d€. Si su interseccion
es distinta d¢f_;, £4}, entonces son adyacentes. Supongamosiqoel = {f_;, f5} y tomemos
un camino o, ag, vo, a1, V1, . .., Vi_1, aj, go] €n el diagrama de Hasgé(P — {f_1, £4}) donde, para
todaj € [| + 1], (aj)r = 1y paratodg € [l], (v;)r = 0. A partir de dicho camino podemos construir
la siguiente sucesion de banderas

[[£-1, fo, £1, £al, [£-1, fo, @0, £al, [£-1, Vo, a0, £a, [£-1, Vo, @1, £4], [£-1, V1, a1, £d], - - -,
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[f—l’ Vi_1, 4|, fd]’ [f—l’ 90, aj, fd]’ [f—l’ 90, gl? fd]]’
la cual es una sucesion de banderas adyacentesadé

Ahora supongamos qui > 2y seand = [f_4, fo,...,fo1, fa] Y ¥ = [f.1,d0, ..., dd-1, £d]
dos banderas d8. SidonV¥ = {f_; = £, £, fi,,..., £, fi, = f4} contiene al menos una cara
propia, entonces tenemos por hipotesis de induccionggra,cadg < [k] existe una sucesion de
banderas adyacentes d& [fi .1, fi,+2,. .., fi,,] @ [fi;, Gi;+1. Gij+2. . . ., £i;,,] €n la seccionf; ,, /£;,
de€(P), la cual se puede extender a una sucesion de bandefasSi® N = {f_;, £4}, tomemos
un camino fo = hi, hi, hi,, ..., hj_, b = go] en H(P — {£_1, £4}), el cual existe por s&? conexo.
Tenemos que para cade [l] existe una bander@; que contiene gh;;, Th,,,}. Sea®d_; = vy
sea®, = VY. Usando la parte anterior de la demostracion tenemos qaecpdaj € [ + 1] existe
una sucesion de banderas adyacenteB;dea ®;, ya que éstas si se intersectan en caras propias.
Concatenando estas sucesiones tenemos una sucesiorddeasadyacentes dea V.

i1

Para demostrar la otra implicacion, supongamosf#ues fuertemente conexo por banderas.
Seas > 2y seaS = g/f unas-seccion deP. Seanh,h’ € S dos caras impropias y consideremos
dos bandera¥ y ¥’ de S tales queh € ¥ y h’ € V. Es claro que a dichas banderas las podemos
extender a dos banderdsy @’ de® tales que coinciden en todos sus elementos de rango menor al
rango def y en todos sus elementos de rango mayor al rangp Ber lo tanto podemos considerar
una sucesion de banderas adyacedies ®g, @1, O,,..., Do, _; = ¥’ que conserve dicha
interseccion. Para cadgee {1,2,...,| -1} consideremos una calige ®;_;1NP®;NS,ysearhy =h
y hy = h'. Entonces, para cadae [I] hay un camino en el diagrama de HasseSdgue va déh; a
hj.1, siguiendo las caras que estan ehirg hj,, en Phi;. Concatenando estos caminos tenemos
un camino déh ah’ enH(S).

[

Cororario 2.23. Sea® un d-politopo abstracto y sead, ¥ € B(#). Entonces existe una
sucesiong, is, . . ., ij_1 de elementos del] tal que¥ = @'oir-i-1,

DemostrACION. Consideremos una sucesidn= @, ©,, @, ..., D_1, ®, = ¥ de banderas adya-

centes deb a'?, el cual existe por el teorema anterior. Entoncesn exisaesunesiony, i1, . . ., ij_1
de elementos del] tal que, para todg € [I], ®j,1 = (I)'jj. Asi que¥ = @loiz-ii-1,

-
El teorema anterior lo presentamos con el objetivo de fanilos observar el siguiente resulta-
do, el cual permite estudiar mas facilmente el grupo dematfismos de un politopo.

TeoremA 2.24. Sea® un politopo abstracto. Sf,& € Aut(P) y @ € B(P) son tales que
(D)¢ = (D)¢, entoncesg = £'.
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Ficura 4. n-agono y sus banderas.

DemMosTRACION. Sean®, ¥ € B(P) y sea&é € Au(P). Por el corolario anterior existe una sucesion
ig,i1,...,11_1 de elementos del] tal que¥ = @1y por lafProposicion 2.20, tenemos que

(P)¢ = (@12 = (@)&) " = ((@)¢) " = (P)¢'.

Por lo tanto, para tod# € B(#) tenemos que¥)¢ = (¥)¢’, y por lo tantaé = £'.

Cororario 2.25. SeaP un politopo finito. Entoncg@ut(P)| < |B(P)|.

2. Politopos regulares

Los casos mas sencillos de estudiar son aquellos que aumntanas estructura. Esto es dificil
de definir, por lo que se recurre a las raices geométrias. IBs politopos convexos se puede
definir regularidad de forma recursiva: un politopo es ragsi todas sus facetas son congruentes
y regulares, y lo mismo para las figuras de veértice. Esto micapynuevamente, en el caso de
dimension 2 donde un poligono es regular si todos sus Emogyuales y sus angulos internos son
iguales. En particular, su grupo de isometrias esta gdoguor las dos reflexiones marcadas por

las lineas punteadas rojas dg¢ la Figufa 4.

Los triangulos dibujados son la version geométrica ddnderas que hemos estado estudian-
do, cada uno de estos es incidente a un vértice y a una agighaltgono. Usando composiciones
de dichas reflexiones es facil ver que podemos llevar cialtpandera del poligono en cualquier
otra. Esto nos da una idea de como definir cuando un poléspegular.

DerinicioN 2.26. Politopos regulares.

Decimos que un politopB esregularsi su grupo de automorfismos es transitivo en su conjunto
de banderas.
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Es cierto que el copo asociado a un politopo convexo regalangolitopo abstracto regular.
Bajo esta definicion, los solidos platbnicos son loxasipoliedros convexos regulares.

OsservaciON 2.27. SiP es un politopo regular, entonces para toddd] el grupo de automor-
fismos deP actlia transitivamente en el conjunto de isaaras.

La siguiente observacion se deriva directamenté del iem224 y de la definicion de regula-
ridad.Esta es de suma utilidad, tanto en los capitulos sucesivos en todo el estudio de la teoria
de politopos.

OBSERVACION 2.28.

= Un politopo finito® es regular siy solo $Aut(®P)| = |B(P)|.
= Toda seccion de un politopo regular también es un politegalar.

Podemos notar que cada una de las reflexiones que generapaldgr simetrias de la figura 4
mandan a la bandera verde en alguna de las dos banderadaanguie son las banderas adyacentes
a ésta en el sentido de los politopos abstractos. A cortibnaefiniremos automorfismos analogos
a dichas reflexiones para politopos abstractos regulares.

DernicioN 2.29. Generadores distinguidos.

Sea® un d-politopo, sea € B(P) y sea i€ [d]. Sego; el Unico automorfismo tal qu®)p; =
®@'. A éste automorfismo lo llamaremos @simo generador distinguidi® Au{#) con respecto a
O,

Notemos que dichos automorfismos dependen de la elecci@n dsi que muchas veces es
conveniente tomar una bandera de referencia en el polifopsta bandera le lamamoshandera
base

Como corolario dé[ Teorema 2124 tenemos lo siguiente.
Osservacion 2.30. Para todae [d], pi es una involucion.

Prorosicion 2.31. Sea® un politopo, seab su bandera base y seagii, ..., ij_1 € [d]. Enton-
ces(P)pi_,0i, - - - PiPi = Pioit-i-1
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DemostrACION. Procederemos por induccion sohr8il = 0, el resultado es directo de la definicion
dep;,. Sed > 0. Entonces

(q))ph_lph_z -+ - PiyPig (q)il_l)ph_z -+« PiyPig

i1

((Do)pi_, - - - PiLPIo)
— (q)ioil---il—z)il—l
Qo1

[

CoroLario 2.32. Sea® un politopo. Su grupo de automorfismos @)testa generado por
L0, P15 - -5 Pn-1-

El siguiente resultado nos da una caracterizacion muydéatregularidad en términos de la
existencia de un conjunto de generadores distinguidos.

Lema 2.33. Sea® un d-politopo y sea € B(P). EntoncesP es regular si y solo si para toda
i € [d], existep; € Aut(P) tal que(P)p; = @'

DemosTrACION. ES claro que $P es regular, entonces para cada[d], existe dicho morfismp; tal
que @)p; = ',
Ahora supongamos que existe un conjunto de generadoregydisios. Seadl € B(P). Por el

Corolario 2.23, existe una sucesigns, . . ., i._1 de elementos del] tal que¥ = d'o'+--1, Se sigue
de la proposicion anterior qu = (®p)pi_101-2 - - - P100-

-
A partir de ciertas propiedades de los politopos es pos#tierscomo son sus grupos de auto-
morfismos, y quedaran descritos con la siguiente defimicid

Dernicion 2.34. Seal” un grupo generado por un conjunto de involuciones
|nVF = {O-O’ 01,..., O-d—l}’

tales que para todas j € [d] que satisface quig— j| > 2, se tiengoioj)? = Idr. Decimos qué
tiene lapropiedad de la intersecci@npara todos JJ c [d] se tiene que

<O'i:i€|>ﬂ<0'j:j€\]>:<0'i:i€|ﬂ\]>.

En este caso diremos qiliees unC-grupo con diagrama de lingaque d es elangodeTl’
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La letraC proviene de Coxeter, dado que to@egrupo con diagrama de linea es un cociente
de ungrupo de Coxeterel cual es un grupo generado por involuciofieg o, . .., 04_1}, tales que
para todas, j € [d] que satisface quig— j| > 2, se tiened;o;)? = Id. En general se supone que
el orden del producto de dos generadores consecutivos ew opag dos, de no ser asi es posible
separar el grupo en un producto directo y estudiar cada coempe.

Es cierto que el grupo de automorfismos de todo politopo aegd urnC-grupo con diagrama
de linea. El regreso también es cierto. Mas aln, a pdeticada uno de estos grupos es posible
construir un politopo regular con éste como su grupo demaoitismos de modo que los generado-
res jueguen el papel de los morfismos distinguidos. La prdebas siguientes teoremas se puede
encontrar en la Seccion 2E d4.[

Teorema 2.35. Sea® un politopo regular. Entonces A@) es un C-grupo con diagrama de
linea, donde InNue) = {00, 1, - - - » Pa-1}-

De aqui se deriva el siguiente concepto muy conocido etelatura usado para estudiar local-
mente a los politopos.

Dermnvicion 2.36. Simbolo de Schlafli

Seal un C-grupo con diagrama de linea y sea{nv{pg, p1, ..., pq4-1}. El simbolo de Schlafli
del" es la(d — 1)-ada{p;, po, .- ., p¢_1}, donde paratoda € {1,2,...,d — 1}, se tiene que s el
orden dep;_1p;.

Si £ es un politopo regular, todas las 2-seccioggs, con E)r = i — 1, son isomorfas a un
poligono. La ( + 1)-ésima entrada del simbolo de Schlafli nos dice la togie dicho poligono.
De esta forma también podemos definir el simbolo de Schkath el politopo.

A continuacion haremos la construccion del copo que algpalitopo abstracto derivado de un
C-grupo. Vale la pena hacer notar que el orden en el que eatlosdos generadores del grupo es
determinante en la construccion de su politopo asociado.

Derinicion 2.37. Seal” un C-grupo con diagrama de linea de rango d. Para cada[d] sea
Aj el grupo{og,01,...,09_1,0,1,...,04-1). El copo de clasedeTI es el copo cuyo conjunto de
elementos egyA; : i € [d],y € '} y cuyo orden esta dado potA; < y’Ajsiysolosii< jy
YA Ny Aj # 0.

Teorema 2.38. Seal” un C-grupo con diagrama de linea de rango d y conjunto de igeluees
Invr = {pg, p1,...,pd-1}. Consideremos el copo de clasedtgagreguemos a los elementfs y
f4 al copo, definiendo &_; como minimo y &4 como maximo. Entonces dicho copo es el Gnico
politopo regular cuyo grupo de automorfismodeson generadores distinguidps, o1, . . ., 0d_1-
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3. Politopos de dorbitas

En la seccion anterior vimos algunas caracteristica®si@dlitopos regulares, los cuales re-
sultan ser de gran interés dada su relacion con cierta dagrupos y su estructura tan rica. El
siguiente paso en la escala de simetria es estudiar a libgpoal tales que la accion de su grupo
de automorfismos tiene dos orbitas en las banderas. Enezstiérs daremos algunos resultados
gue nos ayudaran a clasificarlos para su estudicgdHnHubard hace un amplio estudio acerca de
estos politopos.

Dermvicion 2.39. Sea® un politopo. Decimos quf es unpolitopo de dos oOrbitasi la accion
de su grupo de automorfismos 8(/) tiene dos orbitas.

Proposicion 2.40. Sea® un d-politopo. Se@ < B(P) y sea¥ € (®)Aut(®P). Entonces, para
todaic [d], @' € (DP)Aut(P) siy sblo si¥' € (O)AUL(P).

DemMosTrACION. Tenemos qu& € Aut(P) siy solo si exist& € Aut(P) tal que¥ = (®@)¢. Ahora
O e (DAUP) < Ty e Aut(P)tal qued' = (O)y
& Fy € Aut(P) tal que((P)¢ L) = (0)y
& Ty e Aut(P) tal que )¢t = (D)y
& Ty e Aut(P) tal que’ = (®)yé
& Ve (D)AUtP).

-
CoroLario 2.41. Sea® un d-politopo de dos oOrbitas. Sedn¥ € B(P). Entonces, para toda
i € [d], @ € (D)AuUL(P) siy solo si¥' € (¥)Aut(P).

A partir del corolario anterior podemos clasificar a los fo@os de dos orbitas como sigue.

DeriNicioN 2.42. Sea® un d-politopo de dos orbitas y sdae B(P). Sea |= {ig,i1,...,i1} €
[d]. Decimos queP esta en laclase 2 si para toda i€ [d] se satisface que € | si y solo si
O' € DAUL(P).

CoroLario 2.43. Sea® un d-politopo de dos 6rbitas y seanlIC [d]. SiP esta en las clases
2,y 2; entonces kE J.

Entre los politopos de 2 6rbitas, despiertan particularés aquellos en la clasg, 2 los que
se les llamapolitopos quirales
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4. Cocientes

Es comln ver en otras estructuras distintas tecnicasg@ar@onar y construir objetos a partir de
otros. En teoria de grupos, por ejemplo, podemos constnugrupo a partir de otro si tomamos su
cociente por un subgrupo normal. Al hacerlo estamos dinabeal grupo en clases de equivalencia
para considerar a cada una como un elemento de un nuevo grapbearedara” la operacion del
grupo original. Es natural que para los politopos absteastodefina un concepto similar con la
intencidn de construir nuevos ejemplos a partir de otrosxystentes.

Dado que hay una correspondencia biunivoca entre pofit@gulares ¥>-grupos con diagra-
ma de linea, se podria pensar en el cociente de un poliegadar como un cociente de su grupo
de automorfismos, pero en esta tesis consideraremos unigidefiistinta que es mas explicita'y
mas natural desde un punto de vista constructivo.

DeriniciON 2.44. Sea® un politopo y sed” < Aut(P). Definimos el cocient®/T" de® porT’
como el copo cuyo conjunto de elementos es el conjunto d@$del’

{fT" . £ € P},
y el orden esta dado por

fI' < gI' & existeny,y’ € I" tales qugf)y < (g9)y'.

La definicion anterior es natural y nos da una idea generabde esta dado el orden en el
politopo cociente. Sin embargo, es computacionalmente imeficiente, dado que es necesario
verificar las relaciones entre cada elementofEry cada elemento epl’ para poder asegurar
gue estas dos clases son comparables como elementos deboigrte. A continuacion daremos
algunos resultados que nos daran una mejor idea de coneoestalel orden hacia el cociente 'y, a su
vez, haran mas eficiente el proceso de verificar cuandol@esscde equivalencia son comparables.

Proposicion 2.45. Seanf, g € £. Entonces < g siy solo si para todd < Aut(#) se tiene que
fI' < gl

DemostrACION. Si f < g, entoncesf)ldy < (g)lde y, por lo tanto, para todb < Aut(#) se tiene
quefl’ < gI.

Si para todd” < Aut(P) se tiene qudl < gI', en particular par&l = {Idp}.

[

Lema 2.46. SeaP un politopo y sed” < Aut(P). Seantf, g € P tales quefl’ < gI' y seah € fT.
Entonces existg € I tal queh < (g)y.
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DemosTrACION. Sih € fT" entonces existg’ € I' tal queh = (£)y’. Ahora, tenemos que
fI' < gI'. & Existeny”,y” e T tales quef)y” < (g)y"”.

Por lo tantch < (g)y”’ (") Yy'.
[l

Por (ltimo probaremos un resultado que nos sera muy dsilgpiormente para, a partir del
cociente, poder recuperar parte de la estructura del poliaginal.

Lema 2.47. Sea[fiI, fi.1I, ..., fi.,.1I] unad-cadena deP/I'. Entonces existe un&cadena
[gi3 9i+1s - - - gi+/l—l] dep tal que[flr’ fi+1r’ ey fi+/l—1r] = [gi3 Oi+1s .- -> gi+/l—l]r'

DemostrACION. Construiremos ag|, gi.1, - - - » gi+1-1] recursivamente. Tomemosgacomo f;. Ha-
biendo definido a&; € (£;)I" tenemos que, por el Lema anteridf;){" < (£j.1)I" implica que existe
y e I'tal queg; < (£j.1)y. Asi que podemos tomar &;(1)y como la ( + 1)-cara.

[

CoroLario 2.48. Sea® = [0, foI, £1T,..., £4.1I, £4I'] € B(P/I'). Entonces existe una bandera
@ € B(P) tal qued = ¢I.

El siguiente corolario nos dice que en el copo resultantemar el cociente, todas las cadenas
maximales tienen también la misma longitud.

CoroLarIO 2.49. SeaP un politopo y sed” < Aut(P). Entonces?/I" es un copo graduado.






Capitulo 3

Los politopos2Xy 2. k-1

En la[Observacion 2,11 mencionamos que todas las secaenespolitopo abstracto también
son politopos abstractos. Dado d#politopo regulai®, un problema de interés es saber cuando
existe un @+ 1)-politopo regular tal que todas sus facetas (o de manealagits figuras de vértice)
sean isomorfas ®. En este capitulo daremos dos construcciones que resymveialmente esta
pregunta. Ambas construcciones estan relacionadas gEngréienen propiedades combinatorias
gue son de gran interés.

1. Latices

Las latices son una clase de conjuntos parcialmente ordemae despiertan gran interés por
la gran cantidad de propiedades que tienen. En esta sedaiémos una breve introduccion y
mencionaremos algunas propiedades de los politopos quatsm@s como copos.

Dermnicion 3.1. Sea®P = (P, <) un copo y se& C P. Unacota superiode X es un elemento
f € P tal que para todg € X, £ > g. Decimos quef es elsupremode X si es el minimo del
conjunto de cotas superiores deAnalogamente se defigeta inferiore infimo.

Dermnicion 3.2. Sea®P = (P, <) un copo. Decimos qug es unalatiz si para cualesquiera dos
elementod, g € P, el conjunto(f, g} tiene supremo e infimo .

Las latices tienen una estructura algebraica implicégue obtener el supremo (y similarmente
obtener el infimo) es una operaciéonmutativay asociativa Dicha estructura no sera utilizada a
los largo de esta tesis, pero es muy importante en alguaas ée la combinatoria y el algebra.

Por definicion, cualesquiera dos elementos en una latiznisupremo e infimo, pero es facil
demostrar por induccion que lo mismo es cierto para cuateguainjunto finito de elementos.

OsservacioN 3.3. SiP = (P, <) es una latiz finita, entonces para tad@ P existe una minima
cota superior (supremo) y una maxima cota inferior (injimo

Por el resto de esta tesi&, va a denotar un politopo que, ademas, es una latiz y lo lieimas
politopo latiz La letra’X” es para ser consistente con la notacion/w [[8]. Si K tienen vértices,
31
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Ficura 1. Hemicubo

entonces supondremos que el conjunto de véniggs) = [n], es decir, estamos asignando una
numeracion a los vértices del politopo, lo cual sera nmgartante en los capitulos 4y 5.

En los politopos convexos, las aristas, las caras, et;@stan determinadas completamente por
el conjunto de vértices a los que son incidentes. Esto rgrageneral en los politopos abstractos.
Por ejemplo, consideremos el copo asociado a la fl[dura 1.

Aqui se representa Aemicubogel cual resulta de identificar los puntos antipodas de bo.duos
vértices del politopo (caras de rango 0) son los vertieelmdigura: 01, 2, 3; sus aristas (caras de
rango 1) son las aristas de la figuag; a;, . . ., as; sus caras de rango 2 son las caras de la figura:
fo, f1 Y £,. Es sencillo ver que el dicho copo es un politopo abstractaeytqdas sus caras de
rango 2 son incidentes a todos los vértices. Esto motiva e déguiente definicion para distinguir

a aquellos politopos donde las caras distintas tienen otogule vértices incidentes distintos.

Dermvicion 3.4. Sea® un politopo. Diremos qu® esvértice-descriptiblei, para cualesquiera
f,g €  conf # g, tenemos quiE(f) # U(g).

Como ya vimos, no todos los politopos son vértice-desbigs, pero es facil ver que los po-
litopos latices regulares si lo son. En esta tesis todosdpes tendran una cantidad finita de
elementos.

Proposicion 3.5. Seak un politopo latiz regular. Entoncek” es vértice descriptible.

DemosTrACION. Seaf € Ky seag el supremo del conjuntt(f), el cual existe por Ia-Observacion
[3.3. EntoncesdI(£f) C U(g) y NU(£)| < |U(g)|. Si £ # g, entoncesf)r > (g)r. Por la propiedad del
diamante existe al menos otra cgfa< £ del mismo rango qug pero distinta a ésta. Es claro que
U(g’) € U(E), y por lo tanto(g")| < U(£)]. Por serK regular tenemos qu&/f_; también es un
politopo regular y, por lo tanto, por [a Observacion 2.27s&xy € Aut(f/f_;) tal que @)y = g’.
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Entoncefl(g’)| = [U(g)|. Por lo tantal(g’) = U(£) = U(g), lo que contradice qugsea un supremo
parall(f).

(ol

Notemos que no requerimos la condicion de regularidadotetamente, solo que cualesquiera
dos caras del mismo rango tuvieran la misma cantidad dieeg&ihcidentes.

A partir de la demostracion de la proposicion anterioeteas el siguiente resultado, el cual nos
dice que no solo podemos distinguir dos caras a partir desjurmto de vértices incidentes, sino
gue también podemos recuperar el orden del copo compal@hdonjuntos de vértices incidentes
a dos caras distintas.

Lema 3.6. Seak un politopo latiz regular. Seaf, g € K. Entonces

f <geU(f) cUg).

DemosTrACION. ES claro que st < g, entoncesI(f) C U(g) (por la propiedad de transitividad @€
como copo.) Ahora supongamos quigf) C 2(g). Por la proposicion anteriof, es el supremo del
conjuntol(£f), es decir, es el minimo de los elementos que son cota suaperil(f). Comog es
cota superior de todos los subconjuntos de su conjuntortieagincidentes, tenemos que f.

(ol
Con el resultado anterior tenemos que la relacion de ordamepolitopo latiz regular es la
inducida por la contencion de los conjuntos de vérticeglantes a cada cara. Es por esto que
tiene sentido considerar a la cara minima de uno de estidsgas como el conjunto vacio, asi que
estaremos usando indistintamefite y ¢ para denotar a la cara minima.

El siguiente lema nos permite definir automorfismos de c@ase de politopos mediante per-
mutaciones de sus vértices que induzcan biyecciones eatas del politopo.

Lema 3.7. Sea® un politopo tal que para todas,g €  tenemos que& < g si y solo si
U((£) C U(g). Seag : U(P) — U(P) una biyeccion entre los vertices tal que deja invariante a
conjunto{2((£) : f € P}. Entonces induce un automorfismpdeP.

DemosSTRACION. Seanf, g € P tales quef < g. Seav € U(P). Entonces
vel((f)p) e IV elU(f)tal quev = (V)¢
= v’ € U(g) tal quev = (V')
& vel((g)e).
Por lo tantoll((£)¢’big) C 2((g)$), lo que implica £)é < (g)é.
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Ficura 2. 4-cubo.

2. Elpolitopo 2%

Es facil ver que los puntos (0), (0, 1), (1,0) y (1, 1) enR? son los vértices de un cuadrado; sus
aristas son los segmentos de recta definidos por los paresmtEsmle los conjuntdg0, 0), (0, 1)},
{(1,0), (1, 1)}, {(2,2),(0,1)} y {(1,0), (O, 0)}. Podemos subir una dimension y observar que los pun-
tos (Q0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(0,1,1) y (1, 1,1) enR3 son los vértices de
un cubo; sus aristas son los segmentos de recta que coniéagparejas de puntos que difieren
en una sola entrada; sus caras son porciones de plano y Gadatameterminada por conjuntos de
4 puntos tales que todos coinciden en una misma entrada.

Dadon un numero natural, en teoria de graficas se defime@lbocomo la grafica cuyos
vértices son los vectores ¢0y 1}", y dos de estos son adyacentes si difieren en una sola erdrada,
alternativamente, si coinciden er 1 entradas (veld], Ejercicio 2 del Capitulo 1.) Esto se extiende
a politopos convexos, definiendo como catimensional deh-cubo al minimo conjunto convexo
que contiene a los vectores que coincidermeni entradas. La figurhl 2 es una representacion
bidimensional de un 4-cubo.

Podemos ver que consta de 16 vértices, 32 aristas, 24 daeasdya8 cubos (celdas) formados
como se describio anteriormente.

En la teoria de politopos abstractos, el politofoez una generalizacion delcubo, pero tal
que todas sus facetas son isomorfds,ae la misma forma como las figuras de vérticerdetibo
son isomorfas aln(— 1)-simplejo. En esta seccion daremos una construcciagnlygpemos que su
grupo de automorfismos se describe de manera natural agergrupo de automorfismos @é.

Construccion.
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Recordemos que, pafee K, U(f) denota al conjunto de vértices incidentes a la dafdbtese
que sif = 0, entonces no existen vértices en la secéih es decinl(£f) = 0.

A continuacion definiremos los conjuntos que posteriotimenaran las caras del cop®.2

Dermvicion 3.8. Sea’ un politopo latiz regular con n vértices. Para cadae K, y cada
a = (@o, @1, ..., an-1) € F; definimos el conjunto

f(@) :={e = (e0, €1, ..., &n1) € F5 : paratodav € (U(K) \ U(f)), ay = &} .
Erempro 3.9. Sear = (o, a1, ..., an-1) € F). Sif = 0, entonced(a) = {a}. Sif = v € U(K),

entoncei(a’) = {(CVO, ag,...,Qy-1, O’ Ayi1y -« - an—l), (a,O’ ag, ..., Q&y-1, 13 Ayils - - a’n—l)}-

A continuacion definiremos el copd 2para posteriormente demostrar que es un politopo abs-
tracto.

Dermvicion 3.10. SeaX un politopo latiz regular con n vértices. Al conjunto
U {f(a): feK,acF))

le asignaremos el orden dado por la contencion, es deciafdag € K y a,8 € F definimos
f(@) < g(B) si, y solo sif(a) C g(B), y definimos el copo

2% = ({0} U {f(a): fe K, @ e F},<).

Notemos que los vértices dé& 2on los conjuntos de la fornfde) = {a}, asi que, por simplici-
dad, los identificaremos con los elementos F. La siguiente observacion es muy sencilla, pero
a su vez es muy util, ya que gracias a ella podemos recupéraredementos d&l(£) a partir de
los vectores et (a).

Osservacion 3.11. SedK un politopo latiz regular con vértices y sed € K.

» Paratode € f(), £(g) = £(a).
» Paratodor € U(K), v € U(f) siy solo si para tode € F) existes € f(a) tal ques, # ay.
= Si f # g entonces, para todac F, f(a) # g(a).

Los siguientes resultados se siguen facilmente a parta dieservacion anterior. Nos explican
con gran detalle como se relaciona el orderkteon el orden de’.

Lema 3.12. Seak un politopo latiz regular y seaf, g € Ky a, 8 € F. Sif(a) < g(8) entonces
9(@) = 9(B).
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DemostrAcION. Por la Observacion 3.11 solo resta observarqaey(B) para tener el resultado.
[l

CoroLario 3.13. SeaX un politopo latiz regular con n vértices. i € FJ y f,g € K son
tales quef(a) = g(B), entonces = g.

Lema 3.14. SeaX un politopo latiz regular y seafi, g € Ky a € F;. Entoncest(a) < g() si,
y solo sif < g.

DemostracION. Por e[Lema 3.6f < g si, y solo sill(f) ¢ 2(g), pero por la Observacidn 3[11 se
tiene quel(f) c U(g) si, y solo sif(e) < g(a). Como el orden en’2esta dado por la contencion,
tenemos quél(f) < U(g) si, y solo sif(a) C g(a)

-
Seaa € ). Se sigue de los lemas anteriores que la figura de vértieeedth compuesta por las
caras de la formd(a), conf € K. También es facil ver, a partir del lema anterior, que dearen
las caras de la figura de vértice@esta dado por el orden dé. Notese que esto no necesariamente
es cierto siK no fuera latiz.

Dadosf € Ky a,B8 € F), es facil demostrar, a partir de la definicion del conjufif®), que
sumarg al conjuntof(a) nos llevara a otra cara del copo. Esto nos sera de mudigadtmas
adelante.

Lema 3.15. Sea’X un d-politopo latiz regular. Sed € Ky seana = (ag, @1,...,an-1), B =
(Bo, B1, - - -, Pn-1) € Fy. Entonces + f(a) = £(8 + a).

DEMOSTRACION. Seae = (&o, €1, - - ., €n-1) € ), entonces
cee(B+1£(a) © (e-p) €f(a)
e Vv e l(K)\ UE), (e - B)y = av
Vv e W(K) \ U(E), ey — By = ay
Vv e U(K) \ U(f), &y =By + ay
Vv e U(K) \ U(f), e, = (B + @)y
ee€ f(B+a).

¢t ¢ 0 ¢

[
Recordemos que, dado un politopoy f,g € # con £ < g, denotamos pog/f al politopo
formado por las caras menores o igualesyamayores o iguales & Es facil notar que sK es
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un politopo latiz regular, cualquier secci®mypropia de éste también sera un politopo latiz regular,
asi que es posible definir al politopd.ZEl siguiente lema es un resultado inmediato a partir de los
resultados dados previamente.

Lema 3.16. SeaX un d-politopo latiz regular con n vértices y séa K. Entonces para toda
a € F, la seccionf(a)/0 de 2X es isomorfe2f/?.

DemosTrRACION. Seall(f) = {ig,i1,...,im1} € U(K) = [n]. Para seguir la construccion dé/®
asignaremos una nueva numeracion a los vértices inesleditde forma natural, es decif,— .
Esta nueva numeracion induce una biyeccion entre Iasceérdef(a)/0 y los vertices de 29,
eliminando de cada vértice déx)/0 a todas las entradas que no corresponden a vértices itesden
a f. A partir de los Lemak 3.12[y 3.14 es facil ver que esta bigecmduce un isomorfismo de
COpoS.

[
Hasta el momento hemos dado muchas propiedades del Eoppbablemente ya se tenga
una fuerte intuicion de por qué dicho copo es un politopdaksiguiente proposicion englobaremos
los detalles importantes que relacionak @on 2, previo a demostrar que éste es un politopo.

Proposicion 3.17. SeaX un politopo latiz regular.

= El copo2¥ es un copo graduado. Siy r son las funciones de rango aéy 2%, respecti-
vamente, entonces

’ . . n B
(F)r = (f)r' +1 siexistenf € Kya € F) tales queF = f(a),
-1 enotro caso.

= El conjunto de vertices d& es{{e} : a € Fj}.
= SiU(a) es la figura de vértice de, entoncedd (@) = {f(a) : £ € K}, y ésta es isomorfa a
K.

CoroLario 3.18. Seas > 0y seaG/F unas-seccion d&*, con(F)r > 0. Entonces existe € F)
y g/f unaés-seccion de¥ tal queG/F = g(a)/f(a).

DemosTrACION. Todasd-seccion de esta forma esta contenida en una figura deev@et . El resto
se sigue la proposicion anterior y de Ia Observacion3.11.

[

CoroLario 3.19. Sead = [0,Fo,F1,...,Fqg,Fg,1] una bandera d&%. Entonces existe € F)y
® = [0, fo, 1, . . ., £4] una bandera d&< tal qued = [0, 0(a), fo(a), £1(), . . ., fa(a)].
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Recordemos que el 1-esqueleto de un politopo es la grafices aértices son los vértices del
politopo y dos de éstos son adyacentes si son incidentesmisma arista en el politopo (es decir,
sus aristas son las aristas del politopo.) Es facil ver ga todo politopo latiZ, el 1-esqueleto
de Z* es isomorfo ah-cubo definido al inicio de la seccion.

En el siguiente lema demostraremos que el copo es uncopa@dree conexidad fuerte se
deriva de manera sencilla a partir de la conexidad por el L2A®ly de |a Proposicion 3.17.

Lema 3.20. SeaX un d-politopo latiz regular con n vértices. Enton@ses conexo.

DemosTrACION. Seanf, g € K dos caras propias y seat)s € F,. Comof(a) y g(8) son elementos
de la figura de vértice dey 3, respectivamente, y éstas son isomorfas, ambks emtonces existe
un camino def(e) aa y un camino dey(8) aB, respectivamente, en el diagrama de Hassede 2
Ahora, como el esqueleto dé& 2s isomorfo al cubm-dimensional, existe un camino dea g,
también en el diagrama de Hasse de Qoncatenando estos caminos tenemos un camitf¢ade
ag(B) enH(2%).

[

Proposicion 3.21. Seak un d-politopo latiz regular. Entonces el copt es un(d+1)-politopo.

DemosTtrACION. Seam la cara maxima déC. Es claro qué) es la Gnica cara de rangdl, y que
m(e) = A(2%) es la Ginica cara de rangpo+ 1.

Seanf, g € K tales que f)r = (g)r — 2. Sif(a) < g(B), por el[Lema 3.129(B) = g(@). Sean
h,h’ € K tales qugnir) es un diamante. Entonces es claro quey ")) es un diamante de2

ya que estas caras pertenecetf@). Resta verificar que, para todoe U(K), sblo existen dos
elementos erl(£(w)), pero esto es, exactamente, lo descrito 3.9.

SeasS una seccion de” Si el rango de la cara minima dees mayor o igual a 0, entonces es
conexa por gl Corolario 3.18, dado que las figuras de vatec& son isomorfas &. Si0 € S, la
conexidad deS se sigue de los Lemas 3116y 3.20.

-
Sia, B € U(2X)y f € K, tenemos que < f(B) siy solo six € £(B), por lo tantQ(£(8)) = £(B).
A partir de esto tenemos la siguiente observacion.

OsservaciON 3.22. Seak un d-politopo latiz regular. Entonces®2es un politopo veértice-
descriptible.

Grupo de automorfismos y propiedades.
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Dado queK y 2% son politopos vértice-descriptibles, todos sus autosmds estan comple-
tamente determinados por la imagen de sus vértices. Pestel de esta seccion denotaremos por
AUt(K)y al grupo de permutaciones inducidasték) por los automorfismos d&, y demostrare-
mos que el grupo de automorfismos deexsta descrito como un producto semidirectoAug(%)
porF). La definicion formal de este producto puede ser encongads Apéndice 2.

Lema 3.23. Sea’ un d-politopo latiz regular con n vértices. S€ae K y seay € Aut(K)y.
Entonces la funciof : F) — F) definida para cada = (ao, @1, . .., @n-1) € F} por

(CZ)”)\/ = ((Z(O)y—l, Qryy1s-- s Cl(n_l)y—l)

induce un automorfismo del politopd .

DemostrACION. Definimos §)y = {(a)¥y : @ € F}. Primero probaremos gqyemanda caras en caras.
SeaF € 2%, SiF = 0 entoncesK)y = (0)y = 0. SiF > 0 entonce existeti € Ky a € F} tales que
F = f(@). Seas = (€0, &1, . . ., &n-1) € F y seay el automorfismo dé& asociado &, entonces

e € (f(a))y o 3B e f(o)tal ques = (B)y

3B € F3 tal que(Yv € W(K) \ U(£)) (v = o) Y & = (B)Y

3B € F3 tal que(¥v € W(K) \ U((£)y))(awy,+ = Bup1) Y € = (B)Y
(Vv € W)\ W)y 1 = euy)

& € (£)7)(@)y)

Tenemos que induce una funcion biyectiva del politopo en si mismo dgde 2¢ es finito,
a la cual también llamaremgs Resta demostrar que es un morfismo de copos. Intuitivanesnte
claro, dado que al permutar a los vérticesideestamos permutando las entradas de los vértices
de Z¢, y al saber en cuales entradas hay “libertad” de movermmgmos determinar cuando una
cara es menor que otra. Formalmente, seane 2% tales queF < G. SiF = 0, es inmediato que
@)y = 0 < (G)y. SiF > 0, entonces existefi,g € Ky @ = (@, as,...,an-1) € F) tales que
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F=f(a)yG=g(a). Seas = (g¢1,...,en-1) € F, entonces

ce(f(@)y o ' =(g,€L-..,6,1) € () tal quee = (€12 E@yy1 - - -2 En1yy-1)
& 3¢ =(gp, €y, ...,€, 1) € F)tal que
€= (820)),—1’ 821)7—1’ cee Szﬂ—l)'y’l) y vv € H(W) \ u(f)’ 8:/ = aV
= &’ = (e, &), ...,6n1) € Fytal que
& = (Bl 1+ Sy 10+ S gy 1) Y Y € UKD \ Ulg) 5, = o

& 3¢ = (eheh....hq) € 9@) tal quee = (g, 1,00y 1v-evrEly 1y 1)

o &€ (9(@))y.

Lo que nos dice qUE(a))y < (g(a)).
(ol

Tenemos que es una permutacion da][ y es facil verificar que sM, es la matriz de permu-
tacibn asociada @, entoncesd)y = aM,, donde estamos viendoaacomo una matriz de % n.
Por lo tantoy"es una funcion lineal er(2%).

Lema 3.24. SeaX un d-politopo latiz regular con n vértices y sga= (8o, S1, . . ., Bn-1) € F5.
La funcion T; : F) — F7 definida por

@Ts=¢e+p

induce un automorfismo del politopd .

DemostrAciON. Definimos €)T; = {(«)T; : @ € F}. Es claro quél, induce una funcion biyectiva
del politopo en si mismodado qué& 2s vértice descriptible. A esta funcion también llamaoe

T;. Resta demostrar que es un automorfismo de copos, para loronatieremos de manera similar
a la demostracion anterior. Intuitivamente podemos pemsa las entradas que tienen en comun
los vértices de una cara se alteran de la misma forma. Fovenad, seaf, G € 2% tales queF < G.
SiF = 0, es inmediato quedfT; = 0 < (G)Tz. SiF > 0, entonces existefi,g € K y existe

a = (o, 1, . .., an1) € F) tales queF = £(@) y G = g(a). Entonces, por ¢l Lema 3.14,

fla) <gl@) © f<g
o fla+p) <fla+p)
& (£f(a)Ts < (9())Ts.
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Lo que nos dice quéf(e))T; < (g(a))T.
[
Lema 3.25. Seak un d-politopo latiz regular. Sep € Aut(K) y seaB = (8o, S1, - - -, Bn-1) € F3.
Entonces Ty = Tps.

DEMOSTRACION. Seas = (o, &1, . . ., &n-1) € F). Entonces

()7 T4y

(£0p- 2y - - - E0-17) Te¥

(S(O}y +Bo, €y + P+ Em-1)y Bn—l) y

(8(0}),771 +Boy1> E@yyt T By s+ -5 Em-1)yy1 + B(n_l}y—l)

(80 + Byt €1+ By ts---rEn1t ,B(n—l)y‘l)
(&) T(y-

-

A partir del analisis hecho en los Lenfas 3.2B8'y B.24, podedeaticir que los grupo& :
y € Aul(K)w) y (Tp : B € F)) tienen interseccion trivial, dado que todos los elemeuni®s
(¥ .y € Aut(K)y) dejan fijo al punto (00, . .., 0), mientras que para togae (2 s¥~1) distinta de
(0,0,...,0) setiene qug¢(0,0,...,0))T; = B. Estos grupos tiendAut(X)| y 2" elementos, respec-
tivamente. Ademas, el lema anterior nos dice uey € Aut(K)y) normaliza T4 : 8 € F7), por
lo tanto éste es un subgrupo normal en el grupo que genetamsakhora, podemos observar que
toda bandera de’2es de la formaf], 0(e) = a, fo(a), f1(), . .., f4(a)], donde P, fo, 1, ..., f4] es
una bandera d& y a € F), por lo tanto existen exactamenfaut(X)| - 2" = |B(K)|2" banderas en
2. De esto tenemos que, por el Corolario 2.25, el grupo de arfamos de ¥ es isomorfo al
producto semidirectd’ = Aut(X). Lo anterior queda resumido en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.26. Sea’’ un d-politopo latiz regular. Entonces el grupo de automanbs de
2% es isomorfo al producto semidirect = Aut().

[

Esto nos dice que los automorfismos del politopcs2 obtienen a partir de sumar sus vértices
y permutar las coordenadas de estos.

CoroLarIo 3.27. Seak un d-politopo latiz regular. EntonceX es un politopo regular.

Ya que dimos la accion dg : y € Aut(K)y) y de(T; : g € F5) en los vertices de”2hay una
forma de dar una accion @ = Aut(X) en sus caras que sea consistente con la de cada factor. Sea
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F € 2%y seap,y) € Fy=Au(K). SiF = 0 entonces0)(8,y) = 0. SiF > 0, entonces existefie K
y a € Fj tales queF = £(a), entonces£(e))(8.7) = (£)y)((@)7 + B).

3. Elpolitopo 2- g1

En la seccidn anterior construimos, a partir de un politepia regularK conn vértices, otro
politopo cuyo 1-esqueleto es isomorfanatubo tal que todas sus figuras de vértice son isomorfas
a K. También mostramos que su grupo de automorfismos es ungboosiemidirecto del grupo
de automorfismos d& con 2-grupo elemental abeliano. En esta seccion genamatiios dicha
construccion. Para cadae N, cons > 2, tendremos como resultado un politopo regular que
también tiene & como sus figuras de vértice, pero cuyo grupo de automorfismosene un
Zs-mobdulo. Las técnicas que estaremos usando y las pruetiasrauy parecidas a las dadas en la
seccibn anterior.

Construccion.

Seas,n e N cons > 2. SeaSPs nucleo del morfismo de aumentaciénZ] — Zs definido por
€. (a0, @1,...,an-1) = Yien @i- EI nombreEPs proviene deespacio paydado que es el minimo
espacio que contiene a todos(los cddigos de fipo par, cuaesian numero primo y dicho espacio
es un espacio vectorial. S8 := EP x F,. Este sera el conjunto de vértices de nuestro politopo.
Sia = [(ag, @1, . .., @n 1), Cz] € Ws, a la coordenade; le llamaremos atolor dea. A continuacion
definiremos un conjunto de funciones que nos indicarandw@os vértices seran adyacentes en
el 1-esqueleto de nuestro politopo.

Dermnicion 3.28. Sean sn € N con s> 2y seaa = [(ap, @1, ..., 1), C;] € Ws. Para cada
O<v<n-1sea

(&)7] — [(Q’O, ceey Qv—l, av + 1, av+1, c ey (}'n_l —_ 1), l] SI C(? - O
v [(ao,-..,a/v—l,a'v_1,a{v+1,...,a'n_1+1),0] SlC(;::L )

yparav=n-1

(&)Un—l = [(QO, A1y .00y all’l—l)’ C(? + 1]

OsservacioN 3.29. Para toda € [n], el color dea es distinto al color dea()r, .

Notemos que st # u, entonceg, y n, cambian entradas distintas, de esto podemos deducir la
siguiente observacion.

OBsERvACION 3.30.
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= Para todol() C [n], el conjunto{n, : v € (1)} es un conjunto minimal de generadores para

(ny v e(l)).
= Para cada € [n], la funciénn, es una involucion.

Las caras del politopo estaran definidas esta vez, comdasosjunto del conjunto de vértices,
al igual que en el caso dé2

Dermvicion 3.31. Sea = N con s> 2. SeaK un politopo latiz regular con n vértices. Sé& K
y seaa € Ws. Definimos al conjuntd(a) como

f(a) == {(ax ' x € (v : v e U(E))}.

Al igual que en la seccion anterior, definiremos el copo agrunto de elementos ¢§(a) :
f e K,a € W} U {0} con el orden dado por la contencion.

Dermvicion 3.32. Sea se N, con s> 2. SeaX un politopo latiz regular con n vértices. Al
conjunto

{OyU{f(a): feK, acec W}

le asignaremos el orden dado por la contencion, es deciaffag € K y @, 8 € s, definimos
£(@) < 9(B) siy solo sif(a)  g(B), y definimos el copo

2. = ({0 U {f(a): feK,ae W, <).

En lalObservacion 3.30 dijimos que, para cada[n], la funcionn, es una involucion, asi que
dadosv € U(K) y a € W, tenemos que(a) tiene exactamente dos elementos, por lo que po-
demos considerar la grafica cuyos vértices son los elemalgl, y dos de estos son adya-
centes si existe € W, tal quen, manda uno al otroEsta sera el 1-esqueleto del copo. Por la
Observacion 3.2P tenemos que dicha grafica es bipartital(eable,) asi que los ciclos del 1-
esqueleto seran de longitud par.

Ahora probaremos que las caras del copo que recién defirtiemen propiedades similares a
las que tienen las caras d&.De esta forma nos sera sencillo probar que el copo que foesian
politopo abstracto regular cuyas figuras de vértice soastgbmorfas al politop&.

Prorosicion 3.33. Sea s N con s> 2. Seak un politopo latiz regulary seafie Ky a € Ws.
Seas € £(@). Entoncest(a) = £(B).
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DemosTrACION. SiS € £(@), entonces existg € (1, : v € U(£)) tal ques = (@), pero tenemos que
£8) = (B :x € :vel(s)

@y 2 x € (v 1 v € U(E))}

@y~ x 1y~ x € (v 1 v € U(E))

(@ x € (v 1 veU(E)))

= f(a).

{
{
{
{

[

Cororario 3.34. Sea se N con s> 2. Seak un politopo latiz regular. Seafi,g € K y sean
a,B € W. Si£(a) < g(B), entoncegy(B) = 9(a).

DemosTrACION. A partir de la proposicion anterior solo resta notar gueg(p).

(ol
El siguiente lema es un resultado analogo [aTa_Observ&cidmpara el politopo” que nos
ayudara a caracterizar a los vértices incidentes a ursafcan términos de las entradas de los
vértices en cualquier conjunto de la forfi@). Antes de esto daremos una pequefa definicion.

Dermnicion 3.35. Sea’X’ un politopo latiz regular con n vértices y sea>s 3. Seaf € K
y seaa € Ws. Decimos quev € [n] tienelibertad en f(a) si para cada i€ Zs existeg =

[(Bo. B4, - - -, Bn-1), C5] € £() tal queps, = .

Lema 3.36. Sea’ un politopo latiz regular con n vértices y sea 3. Seaf € K una cara de
rango mayor que 0y sea = [(ao, @1,...,@n 1), C,] € Ws. Entonces, para todo € U(K) se tiene
guev € U(f) si, y solo siv tiene libertad enf(a).

DemostrAciON. Dado que f)r > 0, entonces!((f) > 2. Dividiremos la prueba en dos casos.
Caso 1.Supongamos que— 1 € U(f). Seav € W, tal quev # n— 1. Observemos que

[(@0, ... ay-1, 0y + Layy1, ..., a1 — 1),0]  sic, =0,
[(Cko, e U1, @y — Loy, .., a1 + 1), 1] Si c, =1,

(@1 = {

es decir, sblo cambia las entradagn — 1, dejando inmovil a las otras entradas y al colowd8e
sigue que s € U(f) entonces existe € AU(F) \ {v} tal que para todac Zs, (7y17n-1)' € (I : W €
U(£)), y en este caso se alcanzan todos los valores para las entnadia- 1 en los elementos de
f(a). Elinverso es claro, dado que s@pcambia la entrada para todos los elementos W&,
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Caso 2.Supongamos que — 1 ¢ U(f) y seanu,v € U(f) tales queu # v. Sin pérdida de
generalidadu < v. Observemos que

[(CVO, < y-1, y + 13 Qytls -0 Ay-1, Ay — 1’ [0 273 PRPENN aﬂ—l)a O] SI Ca = O’
(@)nuny =

[(CVO, e, -1, Ay — 13 Qu+ls - v Ay-1, Ay + 1’ Ayils - aﬂ—l)a 1] SIC, = 1’

es decir, sblo cambia las entradasudev, dejando fijas a las otras entradas y al colowvde

Se sigue que si, v € U(f) entonces para todee Zs, (nuny)' € (. : w € U(£)), y en este caso
se alcanzan todos los valores para las entradas en los elementos d€(a). Inversamente, si
v # n—1 es claro que sb6lg, cambia la entrada de los elementos dBs, y siv = n— 1, podemos
agrupar toda palabra,ny, . ..ny €n parejasry,ny,,,) que, Como ya vimos, no cambian la entrada
n— 1, asi que en este caso, la entrada 1 puede alcanzar s6lo dos valores (es por eso que el
resultado es cierto s6lo cuande 3).

[
A partir del lema anterior se puede decir de forma sencil&geliente resultado, que es funda-
mental para demostrar que las figuras de vértice son isasak. Note que solo tratamos el caso
paras > 3, mas adelante trataremos el caso2 y demostraremos que 2%-1 es isomorfo a %.

CoroLarI0 3.37. Seak un politopo latiz regular y sea & 3. Seaa € Wsy seanf,g € K.
Entoncest(a) C g() siy sblo sitl(f) C U(g).

El siguiente resultado es un corolario [delLema 3.36, el sasldice que el politopo-Z*-1 es
vértice-descriptible.

Proposicion 3.38. Para todoa, 8 € W, Y £, g € K, si £ # g entonces(a) # g(B).

Lema 3.39. SeaX un politopo latiz regular y sea & 3. Seanf,g € €(K) y seaa € W..
Entoncest(a) < g(a) siy solo sif < g.

DemostrAcION. Por e[Lema 3.6 tenemos qtie< g si y solo sill(f) ¢ (g), pero por e[ Carolario
[3.37 tenemos qu&(a) C g(a) si y solo sil(f) C U(g).
[l

Es claro que el copo 2*~1 es un copo graduado. Podemos observar guieesila funcion de
rango asignada#(, entonces la funcion de rango asignada a2 es

(F)r = { (f)r +1 siexistenf € Ky a € W tales queF = £(a),
-1  enotro caso.

y quei; es su conjunto de vértices (de elementos de rango 0). Adiesqpemos derecho de hablar

de las figuras de vértice de dicho copo que, por el CorolaBél@ lema anterior, son isomorfas a

K.
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CoroLario 3.40. SeaX un politopo latiz regular y sea 3 3. Entonces para toda € 1, la
figura de vértice e es isomorfa &K.

CoroLarIo 3.41. Seak un politopo latiz regular y sea s 3. SeaG/F unags-seccion de2- s<-1,

cond, (F)r > 0. Entonces existe € Wy g/ £ unas-seccion deX tal queG/F = g(a)/£(a).

DemosTrACION. TOodad-seccionG/F, con F)r > O esta contenida en una figura de vértice. El resto
se sigue del corolario anterior y de Ja Observacion 2.6.

-

Lema 3.42. Sea X un politopo latiz regular y sea & N. Entonces ell-esqueleto del copo
2 - %1 es una grafica conexa.

DemosTrACION. Sean el nUmero de vértices d&. Seana = [(ao, a1, ..., @n-1), Ci] y,B_: [(Bo, B1,
..., PBn-1), Cz] dos vertices del copo. Sabemos quf-1 = [(ao, @1, ...,an1),C7 + 1], s decir,
ambos vértices son adyacentes. Asi que podemos asunpgrsiida de generalidad, qag= 0.

Observamos antes, en la demostracion del Lemal 3.36, que

(&)nvnﬂ—l = (QOs ey Uy-1, Oy + 13 Ayi1s -+ s Un-1 — 1), O]

por lo tanto podemos iterarlo tantas veces como sea nezgesad cambiar cada entradaaey
ajustar el color al final en caso de ser necesario. Al hacemest estamos moviendo por vértices
adyacentes en la grafica. A partir de esto es facil obsguear

— { (@) n-1170)70 " (-1 )P - - - (Pn_atpn)2 72 sicg =0,

(&)(77n—1770)ﬂo_a(J (nn—lﬂl)ﬂl_al e (ﬂn—lﬂn—z)ﬂn‘z_“”‘znn_l Si Cs = 1.

[

Lema 3.43. SeaX un politopo latiz regular y sea s N. Entonces el cop@ - s~ es conexo.

DEMOSTRACION. SearF, G € 2- sX~1 dos caras propias y, sin pérdida de generalidad supongguaos
(G)r > (F)r. Tenemos qué& > 0, entonces seafi g € K y seaa, 3 € W, tales queF = £(a) y

G = g(B). Entonces podemos encontrar un camind@ aa tomando una cadena que contenga a
ambos, y de igual forma podemos encontrar un camirgf@)ea 3. Ahora, usando el lema anterior,
podemos encontrar un camino en el 1-esqueleto (que essdighgtél diagrama de Hasse dg/2?t)
dea_a,g. Concatenando estos caminos obtenemos un camiff(2ns*-1) deF aG.

[

Lema 3.44. Sea’k un politopo latiz regular con n vértices y séae K. Sea s> 3. Entonces
para todoa € W, el copo2 - s¥/9-1 es un copo isomorfo a la seccidiw)/0.
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DemosTrRACION. Seall(f) = {ig,i1,...,im1} € P = [n]. Para seguir la construccion de 2f/°
asignaremos una nueva numeracion a los vertices ineisletitde forma natural, es decif,— j.

Esta nueva numeracion induce una biyeccion entre lasesdef(a)/0 y los vértices de &/°,
eliminando de cada vértice déx)/0 a todas las entradas que no corresponden a vértices itesden
afy reetiquetando emf]. A partir de los Lemas 3.12[y 3.B9 es facil ver que esta lwiyetinduce
un isomorfismo de copos.

[

Prorosicion 3.45. Seak un d-politopo latiz regular. Entonces el copa™~* es(d+1)-politopo.

DemosTrACION. Seam la cara maximal dé(€. Es claro qué) es la Unica cara de rangd, y que
m(a) = U(2- s¥1) es la Unica cara de rangio+ 1.

SeanF, G € 2- s¥~1 dos caras cuyo rango difiere en 2y, sin pérdida de genedgliddemos
suponer qued)r = (F)r + 2. Supongamos primero que> (, entonces seafi,g € K y sean
a,B € W tales queF = £(@) y G = g(B). Si £(a) < g(B), por el[Lema 3.3%g(B) = g(a). Sean
h,h’ € K tales que<h§h'> es un diamante. Entonces se sigud_del Corolario 3.4({@1&‘31{@) es
un diamante, ya que estas caras pertened(uq. Resta verificar que, para todos (%K), solo
existen dos elementos @r{f(a)), pero esto lo tenemos dado que, para cada[d], r, s una
involucion. esto...

SeasS una seccion de-Z*-1, Si el rango de la cara minima dees mayor o igual a 0, entonces
es conexa por e[ Corolario 3.41. &€ S, la conexidad deS se sigue de los Lemas 3148y 3.44.

-

Para terminar esta seccion probaremos que el cop§2 es isomorfo al politopo’.

ProposicionN 3.46. Sea S un politopo latiz regular. Entonces el cof 2%-1 es isomorfo al
politopo 2%,

DEMOSTRACION. Seap : U(2%) — (2 - 2%-1) definida por

n-2 n-1
(@) = (20,1, ., an 1)) = (@0, 01, @ ) ), D]
v=0 v=0
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Es claro quep es una biyeccion ent(2%) y (2 - 2%1). Seav € [n] y seaex € F}. Siv < n—-1,
entonces

n-2 n-1

(@, a1, ... an2 Y @), > el

v=0 v=0

((@)¢)ny

n-2 n-1
[(alo’ a].’ ceey av—l, a/v + 1’ av+1, ] all’]—z’ Z av + 1)7 Z a/v + 1]
v=0 v=0

= (((10, ag,...,Qy-1,Qy + 13 Aysls - - an—l))¢-
Siv=n-1, entonces
n-2 n-1
(@@ = ([(@0 1, ..., 02, Z @v), Z ay] )y
v=0 v=0

n-2 n-1

= [(Q/O? al’ LB Cyn—27 Z a/V)? Z av + 1]
v=0 v=0

= ((CYo, a1, ...,Qn-1 + 1))¢

Seaf € Ky seas € f(a). Entonces, por la definicion df«), el conjunto de indices en los
guee y a difieren es un conjuntd < U(f) y, por lo demostrado anteriormente tenemos que
(©)¢ = (@) ([Tver v) € £((@)p). Como ambos conjuntog(e) y £f((a)e) tienen 2@ elementos,
tenemos que € f(a) siy sblo si €)¢ € £((@)y), por lo tantop manda caras en caras, y como el
orden en ambos copos esta dado por la contencion de cosjwerttonces es un isomorfismo de
COpos.

[

Grupo de automorfismos y propiedades.

El conjunto de vértices del politopdZorma un espacio vectorial. Es importante hacer notar
qgue, en este caso, sera un poco distinto al caso anterimorgunto de vértices no formara un
Zs-modulo, pero naturalmente tiene una estructura de ptodgeidirecto de uno de estos dén
Recordemos qu#s; es el producto cartesiano 8y Fs.

Recordemos qué®s es un submodulo dg&f, en el cual se tiene definida la siguiente suma. Si
a = (ag,aq,...,an-1), 8= (Bo,B1,...,Bn1) € EPs, ENtONCES

ﬁ +a = (a'O +ﬁ0’ (04} +ﬁl’ NN +,Bn—l)-

Ahora definiremos un homomorfismo del grupo aditivofdeesn Aut(EPs) (donde Aut(EP)
denota al grupo de automorfismos&ies como grupo, no cofundir con el grupAut(EPs) de sus
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automorfismos por permutaciones como codigo, definido @apltulo 1 cuands es primo). Sea
a = (g, ay, ...,an1) € EPsY seac € F,. Definimos

-y, —Q1, . .., —Up sic=1,
a®C = ( 0 1 nl) -
(o, a1, ..., an1) sic=0.

Es claro que esta operacion define un homomorfismagfEs;), es decir, para cada valor de
se tiene un automorfismo &Ps. Esto induce una estructura de producto semidirectiBerSi

@ = [(@o, @1, - - -» 1) €51, B = [(Bos B, - - - » Bn-1), C5] € W, definimos
@-B=|((eo, @1, ..., 1) © Cg) + (Bo. B, - - - Bn-1), Ca + G-

Prorosicion 3.47. Seak un d-politopo latiz regular con n vértices y sea [(ao, @1, . . ., @n-1), 0]
€ W,. Entonces

[(0,0,...,0),1]-a-[(0,0,...,0),1] = [(-ao, —a1, ..., —an-1),0].

DEMOSTRACION.

[(0.0.....0).1] - ([0, @1, .. .. -1). O] - [(0. 0. ..., 0), 1])
[(0,0,...,0),1] - [(~a0, a1, . . .., —an-1), 1]

[(_a,o’ —ai,..., _a'n—l), O]

[

OsservacioN 3.48. Seak un d-politopo latiz regular com vértices y consideremos @ =
[(@o, @1, - .., an1),Cz], B = [(Bo,B1, - - -, Bn-1), 0] € W,. Entonces

@B = [(@o+Bo a1+, ... an-1+Bn1), Cal.

Ahora probaremos que multiplicar por elementos de colorrOdeoecha conmuta, para cada
v € [n], con la funciéry,. Esto nos permitira demostrar que deja invariante al cdajde caras de
2. gk,

Lema 3.49. Seak un d-politopo latiz regular con n vértices. Seas [(ao, a1, .. ., an-1), c[;],,B_:
[(Bo, B, . - ., Bn-1), O] € Ws. Entonces para tode € [n], (@ - B)ny = (@)1, - B-

DemosTrAcION. Dividiremos la prueba en dos casos.
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Caso1.Si0< v <n-1entonces

(@B = ([(040 + B0, @1+ B1, .. s U1+ Pro1)s Ca])ﬂv
[(o +Bo, ... -1+ By-1,ay + By + Lays1 + Bys1, - - ., o1 + Bno1 — 1), 1]
sic; =0,
) (@0 + o s tves + Bt @y + Bu = Layes + Busts - @t + B +1).0]
sic; =1
{ [(ao,...,av1,ay + 1 avst,...,an1—1),1]-B sics =0,
[(ao,...,@y_1, 0y — L ays1,...,an-1+1),0]- B sic; =1
= (&) B.
Caso 2.Siv = n— 1 entonces
(@B = ([(0!0 + B0, @1+ B1, ..., Un1 + Pro1)s Ca])ﬂv
= [(@o+Bo, a1+ B1,..., 01+ PBn1),Cq + 1]
= [(ag,@1,...,an1),Cs+1]-B
= (@) B.
[l

Cororario 3.50. Seak un d-politopo latiz regular con n vértices. Seae [(ao, @1, . . ., @n-1), Cz],
B =[(Bo, 1, - - -»Bn-1), 0] € Ws. Entonced () - 8 = £(a - B).

DEMOSTRACION. Seae = [(&o, €1, . - ., €n-1), C5] € Ws. Entonces

ge(f(@) B & Iyve:vel(f) talques= (@) B
& Ay e (ny 1 v e U(f)) tal ques = (@ - By
& zef(@-p).
(ol
Para demostrar que la multiplicacion por elemento®de- EP = F, induce una biyeccion en

las caras de 25! resta demostrar que la multiplicacion por elementos dercbtambién deja
invariante a este conjunto. Para esto es suficiente conrfogizaa el elementf(0,0, ..., 0), 1].

Lema 3.51. Sea’X un d-politopo latiz regular con n vértices. Entonces pavdav € [n]
y para todaa = [(ao, @1,. ... @n-1).Cs] € W, tenemos quéa - [(0,0,...,0). 1])p = ((@)my) -
[(0,0,...,0),1].
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DemostrACION. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1Si0< v <n-1entonces

(5' [(0,0,...,0), 1])77v = ([(—ao, -ay,...,—n-1),Cq + 1])nv
_ [(—a’o, o=y, =y — 1, —@yi1, ..., —Qnoy + 1), 0] Si c; =0,
B [(—ag,...,—ay_1,—ay + 1, —ayy1,...,—an 1 —1),1] sicg=1
[(ao,...,¢v-1, 0y + L yy1, ..., an 1 —1),1] - [(0,0,...,0),1]
B sic; =0,
[(@0s .- ay-1, 0y — L ayy1, ..., an1 + 1),0] - [(0,0,...,0),1]
sic; = 1.

((@)ny) -1(0,0,...,0), 1.

Caso 2Siv = n-1 entonces

(5- [(0,0,...,0), 1])77n_1 ([(—ozo, -a1,...,—@n_1),Cq + 1])77n—1

([(—a’o, —d1y ..., —an_l), Cy + 1+ 1])
(@0, @, @n-1), C5 + 1]) - [(0.0...., 0). 1]
((@)mn-1) - [(0,0,...,0),1].

-

Cororario 3.52. Seak un d-politopo latiz regular con n vértices. Sea [(ao, a1, ..., an-1),Cs] €
Ws. Entonces(a) - [(0,0,...,0),1] = £f(a - [(0,0,...,0), 1]).

DemosTrACION. La prueba es analoga a la el Corolario 3.50.

-

Usando el lema anterior y E['Corolario 3150 podemos defimiragada? € Ws, la funcion
Tz : W — Ws dada por

@T5=2-8,

y paraF € 2- "~ definimos §)T; = {(a)T; : @ € F}. Es claro quei; T; = Tz, entonces para toda
a € Ws la funcion Tz induce una biyeccion en las caras des? 1, dado que ya probamos que lo
hace cuando su color es cero y cuande [(0,0,...,0), 1]. Ahora, también es claro queasi;é_ﬁ_,
entonced; # T;. Esto demuestra el siguiente lema.
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Lema 3.53. SeaX un politopo latiz regular y seas 3. Entonces para cada € s, la funcion
Tz es un automorfismo d2- s*~1. Mas adn, la funcion T: W, — Aut(2 - §“*1) definida por

(B)T = Tz es un morfismo inyectivo.

Ahora demostraremos qéeat(2- s“-1) tiene un subgrupo isomorfo&ut(%’). Recordemos que
Aut(K), denota al grupo de permutaciones inducidasfqd(X) enll(K). El siguiente lema es un
resultado analogo al Lema 3.P3, y nos dice que el grupo dereufismos deX es un subgrupo
del grupo de automorfismos de &-! de manera natural. En este caso, la nocion intuitiva no es
tan clara, dado que la accion del grupo en los vértices-a&& 2 dependera del color en el vértice
en el que esté actuando.

SeaXk und-politopo latiz regular com vértices. Se@ = [f_,, fo, f1, ..., f4] la bandera base
deX y supongamos, sin pérdida de generalidad,fgue n— 1y quef; = {0,n—1}. Consideremos
el conjunto de automorfismos distinguidps : i € [d]}, y seao; : Ws — W, la funcion definida
para cada = [(ag, @1,...,an1),C5] y cadai € {1,2,...,d - 1} por

(3.1) @)pi = [(@©p» ¥@ypis - - > A1) ) Ca s

y parai = 0 definimos

(3.2) @0 = [(@()0> X(1)o0s - - - > X(n-1)00)> €] sicz =0,
[(a(o)po +1, Q(L)pgs + + - » Xn=-1)pg — l), Ca] Si c; =1

A partir de esto tenemos una accionAlg(K) en2 definiendo, para cada= []; pi € Aut(K)

(3.3) @7 := (@) []_‘[ﬁi].

Lema 3.54. Sea’ X un d-politopo latiz regular con n vértices. Séa= [f_i, fo, f1,..., 4] la
bandera base d&’, dondef, = n— 1y f; = {O,n - 1}. Entonces para cadad [d] y para cada
v € [n], tenemos que,pi = pin., donde(v)p; = u.

DemMOSTRACION. Seaa = [(@o, @y, ..., an 1), C5] € Ws. Notemos que para> 0, tenemos quen(—
1)oi = n—1, dado quer — 1 esta en todas las caras @demayores qu&. También notemos que
(n—1)pg = 0. Dividiremos la prueba en 4 casos.
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Caso1.Siv<n-1ei=0tenemos que

. [(ao,...,av-1, 0y + L ayy1,...,an1—1),1]0p SiCc; =0,
(&)vao

[(aO3 cees Uy, Ay — 13 Qy+ls .-, An-1 T 1)’ O]ﬁo Si Cey = 13

{ [(a/n_l -1+1,..., Q(u-1)pg> X(u)pp T 1, Qu+l)pgs - - - » X0 — 1), 1] Si c; =0,

[(ozn_l +1,..., Q(u-1)pg> X(u)oo — 1, Q(u+l)pgs - - - » ao), 0] sic; =1,
[(an—l, <o Au-1)pg> X(u)pg> X(u+l)pgs - - - » Q,O)’ O]nu Si Ca = 09
[(Ckn_l +1,..., Q(u-1)pg> X(u)pgs X(u+l)pgs - - - » X0 — 1), 1]7]u Si c; =1,
= (@Poﬂu-

Noétese que el indice de las entradas se encuentra en lanemtps depy en la segunda y
tercera expresiones.

Caso 2.Siv=n-1ei =0, tenemos que

(&)Un—lpo = ([(alo’ a,..., an—l)’ Co + 1])p0
_ [(a(o)po +1, Q(L)pgs -+ + > X(n-1)pg — l), 1] Si Cy = O,
[(@©p0 X(wypos - - - > Xn-1)00): O sicz =1,
[(@©00: X(wypos - - - > Xn-1)00)- Ol sic; =0,
[(a/(o)po +1, QLypgs - -+ » F(n-1)pg — 1), 1]7]0 Si c;=1,
= (@)pono.

Caso03.Siv<n-1ei>0,tenemos que

(a,O’ ces Qyo1, y t+ 1’ Ayils .5 An-1 — 1)a 1]ﬁl Si Cy = Oa
(&)vai

Il
—N—

(a’(o)pi s+ oo Qu-1)ps ) T 1, Qu+l)ps - - - » An-1 — 1), 1] Si Cy = 0,

|

[(a,o’ cee, Uy, Ay — 1’ Qyil, ..., An1 + 1)a O]ﬁl Si Cy = 15

[

[(a'(O)pi s oo Au-1)pi> Xu)p; — 19 Qu+l)pis - - - > An-1 T 1)’ 0] Si Cq = l,

([(@(O)pi, coos Qu-1)pis E(u)pis X(u+l)pis - -+ n-1), C&])Tiu

(@)pinu.

Caso4.Siv=n-1ei>0,tenemos que

(@101 = ([(CVO, ai,...,n-1), Ca+1])pi

[(@©pi> @@y - - - » Xn-1))> €& + 1]

([(Q(O)pi s A(L)pjs ++ - s a’(n—l)pi)7 C&])Un—l
(@)pinn-1-
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-

CoroLario 3.55. Sea’ un d-politopo latiz regular con n vértices. Séa= [0, fo, f1,. .., f4]
la bandera base d&’, dondef, = n— 1y f; = {0,n- 1}. Entonces para cadad [d], la funcionp;
induce un automorfismo d& s,

DEMosTRACION. ParaF € 2 - s¥-1 definimos £)p; := {(@)p; : a € F}. Dado que el orden en-ZX!
esta dado por la contenciérpy€s una permutacion de vértices, resta demostrapguadtce una
biyeccion en el conjunto de las caras des?*. SeaF € 2- s¥1. SiF = 0 entonces, para toda
i € [d], se tiene quel)p; = 0. SiF > 0 entonces existefie Ky a = [(@o, a1, ..., an-1), C;] € Ws
tales queF = f(a), entonces

(£(@))pi

(@ x € e s v € WEN D,
{(@xpi  x € (v 2 v € U(E)))
{(@pio: ¢ € (- ue W(H)p)))
((B)er)(@)5).

[

Cororario 3.56. SeaX un d-politopo latiz regular y seas 3. Seay € Aut(K)y. Entonces la
funciony definida e 313 induce un automorfismo del polit@pa™.

Para demostrar quéut(2 - s¥-1) es isomorfo a&Ps = F,) =< Aut(2 - s¥~1) probaremos que el
grupo{y : y € Aut(X)} normaliza al grupdT; : a € W}. Primero mostraremos que para toda
i € [d], la funcidbng; es un automorfismo del grup8s = EPg > Fo.

Lema 3.57. Seak un d-politopo latiz regular y seas 3. Entonces para todad [d], la funciéon
0i €s un automorfismo del grugs = EPs < Fo.

DeMOSTRACION. Seany = [(ao, @1, . . ., @n_1), c;],[}: [(Bo,B1, - - -, Bn-1), Cz] € We. Sii > 0 entonces

(&B_)ﬁl = [((Q/O’ ag, ..., an—l) © C,E) + (ﬁ@ﬁl’ cee ’ﬁl’l—l)’ Cy + C,E]ﬁl

= | (@0 @@ps - - ¥a-130) @ G3) + Boyss Bays - - - Bia-1y)s € + G
= [(@©p: @y - - - @o-)0)s Cal - [Boyor> Bayors - - - » Bin-1)1)- Gl
= (a)pi - B)pi-

Sii = 0 dividiremos la prueba en 4 casos.
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Caso 1.Sicz = ¢z = 0, entonces.

(@ B)po ([(ao +Bo, a1+ B, ..., a1+ Bn-1)s 0])/50

[(@©po + B> Xtyo + Bityos - - - » Xn-1)0 + B(n-1)p0)- O

[(@©p0> X(1)0s - - - » Xn-1)005 Ol * [B(0)o0s Biayos - - - s Btn-1)00)s O
(@)po - (B)po-

Caso 2Sic; = 1yc; =0, entonces.
(@-Bpo = ([(@o+Po a1 +pu,....an1+Bn1). 1])p
= (@@ *+ Bowo + L @0 + Bwypos - - - » Xn-1yp0 + Bin-1)po — 1), 1]
= [(@opo + L @yps - - - » ¥n-1300 = 1) 1] - [Bioyoos Bayos - - - » Bin-1)00)- O
= (@)po - (B)po.
Caso3Sic; =0y Cz = 1, entonces.

(07'3_)/30 = ([(—010 +Bo, —a1 + P1, ...y —n-1 + Pn-1), 1])[3
(—©)po + Boyo + L —@ypo + Biayos - - - » —An-1)pp + Bn-1)00 — 1), 1]

[
= [(@©)p0> ¥(t)p0s - - - » Xn-1)00)s O] * [Boyo + L. Bayos - - - » Bin-1)p0 — 1)5 1]
= (@)po - (B)po.
Caso 4Sic; = ¢z = 1, entonces.

(55)[30 ([(_QO +ﬁ0’ —Q +B1’ ceey —n-1 +ﬁ|’l—1)’ 0])[30

= [(~a)o + By ~Xypo + Bypos - - - » ~¥(n-1)0 + Bin-1)p0)» 1]

= [(@©pos @Wypos - - - » Xn-1)00)> 1] * [Boyos Bwyos - - - » Btn-1x00)» 1]
= [(@op + L @@ypps - - -» X100 = 1), 1] - [Boyo + L Bwypos - - - » Bin-1p0 — 1), 1]
= (a)po - (B)po-

[

CoroLarIo 3.58. Seak un d-politopo latiz regular y seas 3. Entonces paratoda € Auf(X),
la funciony es un automorfismo del grufs = EPs < Fo.

Teniendo esto es sencillo demostrar que el gftipoy € Aut(K)} normaliza al grupdT; : « €
W3},
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Cororario 3.59. Seak un d-politopo latiz regular y seas 3. Entonces para toda € Aut(‘K)
y para todas € W, tenemos que—1T;y = T@y-

DEeEMOSTRACION. Seas € W.. Entonces

((e)77-a)y
(&7 ™7 - (@)
(&) - (@)y

) T@ys-

()7 Tay

[

A partir del analisis hecho enlelLema 3153 ¥ el Corolarié3@mdemos deducir que los grupos
@y e Aut(F)w y (Ts : a € W) tienen interseccion trivial y que tiengAut(K)| y 251 ele-
mentos, respectivamente. Ademas, el corolario anteasidice quey : y € Aut(K)y) normaliza
a(T, : a € W), por lo tanto éste es un subgrupo normal en el grupo que geaenbos. Ahora,
podemos observar que toda bandera &&?2' es de la forma(, 0(a) = @, fo(@), f1(a),. .., f4(@)],
donde ), fo, f1,.. ., f4] €s una bandera dk, por lo tanto existen exactamenmtat(x)| - 2s** ban-
deras en 2 -, De esto tenemos que, por el Corolario 2.25, el grupo de arfamos de T sk
es isomorfo al producto semidirecids < Aul(K) = (EPs = Fz) =< Aul(K).

Teorema 3.60. Seak un d-politopo latiz regular. Entonces el grupo de automanfis de-s*-1
es isomorfo al producto semidireai&Ps < F,) = Aut(K).

CoroLario 3.61. SeaX un d-politopo latiz regular. Entonces: s“~ es un politopo regular.

Ya que dimos la accion dg : y € Aut(K)y) y (T5 : a € W) en los vertices de XX~ hay una
forma de dar una accion d8s < Aut(K) = (EPs = F,) < Aut(K) en sus caras que sea consistente
con la de cada factor. S€a 2- K-y sea B, y) € W= AUL(K). SiF = 0 entonceg0)(3,y) = 0. Si
F > 0, entonces existefic 'y @ € W tales que = £(a), entonces£(@))(8,y) = (F)y)((@)7-B)-



Capitulo 4

Politopos abstractos construidos a partir de o6digos lineales

En el Capitulo 2 hablamos del cociente de un politdi‘;:sie es el copo formado por las orbitas
de la accion de un subgrupo de automorfismos del politophdXopo no siempre es un politopo.
Por ejemplo si tomamos un prisma hexagonal y la reflexionllgua un hexagono a otro (como
en la Figurd1l), el cociente no es un politopo, ya que losogstincidentes a una arista vertical
se identifican, haciendo que esos elementos de rango l€ttises) del cociente sean incidentes
a exactamente un elemento de rango 0, y por lo tanto el cecremtcumple la propiedad del
diamante.

En este capitulo demostraremos que al tomar un codigal lcentenido en el grupo de au-
tomorfismos del politopo’?, o del politopo 2- s*-1, casi siempre tendremos que el cociente
sera nuevamente un politopo. Ademas describiremos aupogte automorfismos en términos
de los automorfismos d& y los automorfismos del codigo.

1. Cocientes d&”

En [10], Schulte estudio los cocientes del politopb f2or un codigo binari@, dondeX es un
politopo latiz regular. Usando técnicas que aparecefiZndemostr6 que el cociente es un polito-
po cuando el pesd/T(C) del cbdigo es mayor estrictamente que el nUmero decesrtncidentes

Ficura 1. Cociente de un prisma que no es politopo.

57
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a una faceta. En esta seccion utilizaremos técnicasgsalg la teoria de politopos abstractos para
demostrar que el cociente siempre es un politopo, cuandacsedociente por un codigo cuyo peso
minimo es mayor o igual a 2.

SeaX un d-politopo latiz regular com vértices. Recordemos qug2%) = F) y Aut(2¥) =
5 = Aut(‘X), dondeF] actia sumando entrada por entradsuy(K) actia permutando las entradas
de los vértices d&. SiC < F} es un codigo binario, denotaremos pfxac = {ldg}. Abusando de
la notacion, también diremos qa?_ees un codigo.

Para demostrar que el copo cociente es un politopo usardiibesa 2.17, que asegura que un
copo graduado conexo es politopo cuando todas sus figura@stitew facetas lo son. En este caso
demostraremos que las figuras de vértice son isomofkgs/aisaremos ¢l Lema 3.16 para demos-
trar por induccién que las facetas también son politopogses mostraremos algunos resultados
preliminares.

Osservacion 4.1. SeaXK un d-politopo latiz regular com vértices y se& < F) un codigo
binario. Sea& la cara maxima d&’. EntoncesIC es la cara maxima d€“2C y 0C = 0 es la cara
minima.

Lema 4.2. SeaX un d-politopo latiz regular con n vértices y s€a< F, un codigo binario.
Seanf,g € K'y searw, 8 € F,. Si(£(a))C < (9(8))C, entonces < g.

DemostrACION. Si (£(2))C < (g(B))C entonces exister € C tal que(£(a))W < g(B), pero por el
[Cema 3.15(f(a))W = £((@) - W). Por lo tanto, por los Lemas 3114y 3.12, tenemos figey.

[

Lema 4.3. Sea un d-politopo latiz regular con n vértices y s€a< F] un codigo binario.
Seanf, g € K'y seam, 8 € F). Sif # g entoncegf(a))C # (9(8))C.

DEMOSTRACION. SUpongamos que(e))C = (g(8))C. Entonces existe € C tal que(£(e))W = g(B),
pero al igual que en la demostracion anterior, por e[ Lem&l&nemos qué((a)w) = (f(a))w =
g(B). Por lo tanto, por Ia Observacion 3.ifl= g.

(ol
Prorosicion 4.4. Sea’X un d-politopo latiz regular con n veértices y s€a< F) un codigo
binario. Entonces, para toda € F, la figura de verticel{(«C) del véerticeaC de 2% es isomorfa
aK.

DemosTRACION. Sear, : K — 2% definida por €)., = f(a), y seanc : 2¥ — 2%/C definida
por (F)rc = FC. Es claro que ambos son morfismos de copos, (s inyecivo y quer; es
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suprayectivo. Ahora, notemos que la imagen,dss la figura de vértice deen 2¢, y n; restringido
a este conjunto es inyectiva por el lema anterior, por lotaat: es un isomorfismo de copos de
K ala figura de vértice deC.

(ol
Ya tenemos que las figuras de vértice del copo cociente sproisas akK, resta demostrar que
las secciones facetales también son politopos y que ele®ponexo. La segunda parte es directa.

Lema 4.5. SeaX un d-politopo latiz regular y se@ < F] un codigo binario. Entonces el copo
2% /C es conexo.

DemosTrRACION. SeaM la cara maxima de’? SeanF, G € 2% dos caras propias y consideremos un
camino € = F,F1,Fa,...,Fi_1,F| = G) deF aG en el diagrama de Has$é(2” — {0, M}). Entonces
(FoC = FC,F1C,FoC,...,FI.1C,FIC = GC) es un camino d&C a GC en el diagrama de Hasse
H(2K/C - {0,MC})).

[l
Notemos que esta prueba sirve para demostrar que la codesdamantiene al tomar cualquier
cociente de cualquier politopo.

En teoria de codigos, son mejores aquellos que tengamgagno mayor. Los cédigos de peso
minimo 1 no son de interés, dado que estos no ayudan aatatecorregir errores. A continuacion
demostraremos que los cocientes del politofjgp@r un codigo cuyo peso minimo sea mayor o
igual a dos también son politopos.

Teorema 4.6. Seak’ un d-politopo latiz regular con n vértices y s€a< F} un codigo de peso
minimo mayor o igual 2. Entonce2”/C es politopo.

DemostrACION. En lafOBservacion 411 mencionamos qffé@ tiene elemento maximo y elemento
minimo.

Por el[Lema 4.5, el cociente es conexo, y pdr la Proposicdntddas las figuras de vértice
también son politopos.

SeaGC/FC una 1-seccion de’?/C. Si (F(,T)r > 0 entonces dicha seccion esta contenida en
alguna figura de vértice. Por lo tanto es un diamante daddéegueuras de vértice son politopos.
Si (F(,T)r = -1 (es decirF = 0,) entoncesC/FC tiene al menos dos vértices, dado gue el codigo
no identifica a véertices adyacentes defiesto que su peso es mayor o igual a 2. No puede tener
mas de dos veértices, ya qaecontiene solo dos vertices, yBC es un vértice d6C/0, entonces
existew € C tal qued < (H)w < G. Esto prueba que"‘Z/(?tiene la propiedad del diamante.
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Ahora, se&C/FC una seccion propia dé¥2C. Si (FC)r > 0 entonces dicha seccibn esta conte-
nida en alguna figura de vértice, por lo tanto es conexa da€ltag figuras de vértice son politopos.
Si (FC)r = -1 (es decirF = 0,) seariC,H'C € GC/FC, entonces existew, W € C tales que) <
(Hw < Gy 0 < (H)W < G. Por lo tanto existe un camin@y = (H)w,Hy, Ho, ..., H_1,H = (H)W)
deH aH’ en el diagrama de Hasse de la seccion abi@rta) (= (H/0) — {0, H}. De ahi se sige que
(HoC = HC,H:C,H,C, ..., H_1C,HC = H'C) es un camino d&C aH'C en el diagrama de Hasse
(0, GCT) = (H5/®) — {0, HC}. Por lo tanto el copo es fuertemente conexo y esto era lo cuialiaba
demostrar.

(ol
Recordemos que el grupo de automorfismos tlee isomorfo &) < Aut(X) y que, para
. € F3, v € Auiy(K) y £ € K, la accion del element@(y) en £(e) es((£)y)((a)7 + B), donde
¥ se define como en e[ Lema 323. A continuacion describiremhgsupo de automorfismos del
cociente X/C en términos del grupo de automorfismos#ey el grupo de automorfismos por
permutaciones dé.

Teorema 4.7. SeaX un d-politopo latiz regular con n vértices y s€a< F] un codigo lineal.
Entonces el grupo de automorfismos#¢C es isomorfo &F3/C) = (Auty(K) N PAULC)).

DemosTrACION. Para esto daremos una accion(#y C) = (Auty(K) N PAUL(C)) en 2¢ /C. Veremos
que cada elemento acta como un automorfismo’de 2que dicha accion es fiel y que todo
automorfismo de’?/C se puede representar como un element@FgaC) = (Aut(K) N PAUtC)).

Sea { + C,v) € (F}/C) = (Auty(K) N PAuU{(C)) y definamos, para cad4p)C € 2X/C

(£B)C)(@ + C.y) = (E(B)7 + @))C.
Primero probaremos que la asignacion esta bien define=£§))w f(,B)CT, entonces

((F@WC) (@ +C.7) = ((£(8)+W)C)(a+C.»)
(£(8 + W)C)(a +C.7)
(B +W)y +))C

(
(
(M@ + Wy +@))C
(
(

(OB + o) WHC
(OB +o)C
(£BC)(@ +C,7).
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Por lo tanto la asignacion esta bien definida en las cara¥ e Verifiguemos ahora que esta bien
definida para los elementos Hg/C. Seax + w € aC, entonces

(EM@F +w+a))C
((EM@) +a))WC
(EM@F +a))C
(£(B)C)(a +C. ).

(£(B)C)(@ + W+ C,7)

Ahora probaremos que esto es una accion. Seand, y), (¢’ + C,¥’) € (F3/C) = (Auty (%K) N
PAUKC)) y seaf(B)C € 2¥/C. Entonces

(E(B)C)((@ +C.7)(@ +C.Y))

(EB)O)(((@)7 +0) + (@ +C).yY)
(EBO) (@) + ) +C.yY)
((DYY)(B)FY + (@F +a')C
((EM@) + @.y)C) @ +C.Y)
(EBO) @ + C. )@ +C. 7).

No es suficiente observar que cada elemeni@%gie) = (Auty (%K) N PAut(C)) actia como una
biyeccion de las caras para demostrar que lo hace como amariismo del politopo, como lo
hemos hecho antes. Esto es porque el cociente no siemprdeccomgas hipotesis del Lema 3.7.
Entonces tendremos que probarlo directamente. 8@, g(3)C € 2- ¥-1/C tales quef(8)C <
9(B)C, y sea & + C,y) € (F5/C) = (Auty(K) n PAUC)). Sabemos que existe € C tal que
f(B)w = £(8 +w) < g(8), y por lo tantof < g.

£(B +w)

IA

9(8")

= (E@+wW) < (9(B)7)
= (ON@B+wWi+a) < (@NE)+a)
= (EME+Wy+a)C < (@B +a)C
= (NGB +WIC < (@(B)7 +a)C
= (ONEF+aC = (B +)C
= EB)@+C.y) < (9B))(a+C.7).

Para ver que la accion es fiel, veremos que la intersecednstestabilizadores es trivial y de
esta forma el Gnico elemento que fija simultaneamente @stlm$ elementos del politopo sera el
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elemento trivial. Sed(B)C € 2X/C y sea { + C,y) un elemento en su estabilizador. Entonces
(£(B)C)a+C.y) = £AC & ((EM(BF +))C = £(B)C

& 3we Ctal que((y)(B)7 +7))W = £(8)
o dwe Ctal que(()y)((B)y + a +w) = £(B)

Si (@ + C,y) esta en la interseccion de los estabilizadores de |las cr ¥ /C entonces, por la
Gltima igualdad y & Observacion 3.111 tenemos que parafod K se tiene quef)y = £, por lo
tantoy = Idyy. Asi que

Vf e K, dw e C tal que((£)y)((B)y + a + w) = £(B)
& y=IdyyVfeXK, IweCtal quef(B + « +w) = £(B)

Entonces, sf = 0 tenemos qug + a + w = 3, de aqui concluimos que= -w € C, y por lo
tanto @ + C,y) es el neutro deif/C) > (Aut(?() N PAul(C)).

Seal € Aut(2X/C) y seas = (0,0,...,0). Sea
dC = [0C, 0(e)C = £C, £o(e)C, £1()C, . . ., £4(£)C]

la bandera base dé&2C donded = [0, 0(c) = &, fo(e), £1(s), . . ., fa(€)] es la bandera base d& .2
Sea (BC)¢ = [0C, 0()C = aC, go(@)C, 91(@)C, . . ., ga()C]. Por e[Lema 2.48, podemos suponer,
sin perdida de generalidad, qie= [0,0(a) = a, go(@), g1(), ..., gda(e)] es una bandera dé2
Ahora, por el Corolario 3.19, tenemos gde= [0, fo, f1,...,f5] Y ¥ = [0, 9o, 91,.-.,9qg] SON
banderas d&. Por serK regular tenemos que exisyes Auty(K) tal que @)y = V. Por lo tanto
tenemos quél = (d)(e,y), es decir, para cadac [d] se tiene qud(£)y)((€)y + @) = gi(a).
Entonces

(E)y)((e)y +@)C
= gi(e)C.

Asi que(&)C_)(oz +C,y) = ¥C, concluyendo que todo automorfismo de/2 es de la formad +
C.7).

(£(£)C)(a +C,7)

[

EsemrLo 4.8. SedK un politopo latiz regular convértices. Se&%; el [n, n—1]-codigo formado
por todas las palabras de tipo pafJeEs claro que su grupo de automorfismos por permutaciones
esS,. El politopo Z/EP, tiene solo dos vertices, y sus figuras de vértice son amsbasorfas a
K. Ademas
Aut(2X /EPS) = (F5/EPs) = (Sn N Auty(K) = Fy = Aut(K).
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Recordemos que el cédigo de HammiAg es un [2 — 1,2" — r — 1] codigo binario, el cual
definimos en el Capitulo 1 en términos de su matriz de pariBa la/ Proposicion 1.23 decimos
gue para toda existe un codigo equivalente (por permutacionesl aue es ciclico, es decir, que
la permutacion (01, 2, ..., 2" — 1) es un automorfismo (por permutaciones) del cédigo. Hisige
ejemplo fue estudiado por E. Schulte &g]|

EiempLo 4.9. Sean = 2" — 1y seak el n-agono. Es facil ver qu& es un politopo latiz regular.
Supongamos que cualquier pareja de vértices adyacerdesarmgi, i + 1(modn). El politopo
2% es un poliedro (politopo de rango 3) cuyas caras son cuasiyaaayn de estos incidentes a cada
vértice. Notemos que el nimero de vértices de este poligs 2 = 22 1. El politopo Z‘/ﬁr tiene
% = 2" vértices. Sus figuras de vértice son, tambreagonos regulares como lo demostramos
previamente, asi que todo vértice es adyacente aVéstices restantes. Como el peso minimo de
‘H, es 3, ninguna pareja de vértices en una misma seccioraf@aseidentificada, asi que las caras

del poliedro cociente también son cuadrados.

SeaC un cbdigo ciclico equivalented,. Como (Q1, 2,...,n-1) también es un automorfismo
de’, tenemos qu¢(0, 1, 2,...,n—1)) < Auty(K) N PAUl(H;). Para ver que son iguales, observe-
mos queAuty (K) N PAUt(‘H;) < D, el grupo diédrico de ordem2Como el peso minimo dé es
3, podemos considerar una palatara: (W, W, ..., W,_1) de peso 3y, sin pérdida de generalidad
podemos suponer qua = w; = w, = 1 (ver 1.2.5 del@]). Sir > 3y D,, < PAu{C) podriamos
encontrar una reflexibn que intercambie a 0 pero ésta no dejaria fijo a 1, asi que la distancia
entrew y su imagen seria 2, lo que contradice el hecho de que el pesmondeC es 3. Por lo
tanto no existe codigo equivalentgf que haga regular al cociente.

2. Cocientes de - k-1

En esta seccion demostraremos que los cocientes delgmBRtos®~—! sobre codigos lineales
siempre son politopos; no pondremos condiciones en el pasonm A partir del trabajo hecho
en la seccion anterior, este resultado puede parecetivotudado que la condicion en el peso la
usamos para demostrar que las 1-secci@riigscon F)r = —1, son diamantes. Es decir, que no
identifica vértices adyacentes del politopo. En este cadogmos asegurarlo sin imponer restric-
ciones en el peso minimo del codigo, dado que los vértidgacentes en -2%~! son de colores
distintos.

En esta secciorg sera un numero primo, para gde< EPs sea un codigo lineal, (en este caso,
Zs es un campo). Denotaremos [oa (C > {0}) < {idy} < (EPs > Fy) =< Aut(K). Iniciamos con un
par de observaciones sencillas.
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OsservacioN 4.10. SedK und-politopo latiz regular y sea> 3. Para todo codig@ < EPs, el
copo cociente 2s¥~1/C es un copo graduado.

Recordemos que los vértices de<¥~! son de la formar = [(ao, a1, . . ., @n-1), C5], dondec;
es el color dev.

OsservacioN 4.11. SedK und-politopo latiz regular, sea> 3y seaC < EPs un codigo. Para
todaw € C y para todar € U(2 - s*71), se tiene que; = ce)w.

De la misma forma que en la seccion anterior vamos a demagtedas figuras de vértice del
cociente son isomorfas7d, factorizando el isomorfismo a travées de¥ .

DernicioN 4.12. SeaX un d-politopo latiz regular y seas 3. Seax € EPsy seaC < EPs un
codigo lineal. Sea; : K — 2- s/ definida por(f)i; = f(a) y seang : 2- 51 - 2.1/ C
definida por(F)r = FC. Les llamaremos lanmersion naturale X en2-s¥-1 por a, y laproyeccion
naturalde2 - s~ en2. sX-1/C, respectivamente.

OsservacioN 4.13. Las funciones; y nc definidas previamente son morfismos de copos. Mas
aln,., es un morfismo inyectivo ¥, es un morfismo suprayecivo.

Por la observacion anterior s6lo resta demostrarrgues inyectivo en la imagen dg. Para
esto daremos algunos resultados.

Proposicion 4.14. Seak un d-politopo latiz regular con n vértices y seas3. Seaf € K,y
seana = [(ag, @1, ...,@n-1),Co] € U(2- K yw = ([(Wo, W4, ..., Wy1),0],idyx) € C. Entonces

(E(@)w = £((a) - W).

DemosTrACION. Por la definicion def(a) basta probar que, para cadaOv < n - 1, (@) )w =
((@) - w)n,. Parav < n— 1 tenemos

((&) : VTI)T]V = (([(alo’ (02 PR CZn—l)’ Ca/]) : ( [(WO’ Wl’ ey Wn—l)’ O] 5 |d7())77v
[(CYO + WO, e eey av_l + WV_]_, av + W\/ + 1, av+1 + WV+13 ceey an_l + Wn_l - 1), 1]
_ sic, =0
[(ao +Wo,...,av-1 + W1, @y + Wy — 1, @1 + Wsa, . . ., @t + Wiog + 1), 0]

sic, =1
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( [(QO, cee, Oy, Qy T 1’ Ayily oo An-1 — 1)’ 1] ) . ( [(WO’ Wi, ..., Wn—l), O] s Id(K)

_ sic, =0
Bl ( [(a’o, e, Qy—1, Oy — 1, Qysls -« An-1 T 1), 0] ) . ( [(Wo, Wq,..., Wn—l), O] s |dq()
sic,=1
= ((I(ao, @1, ., 1), )y )([(Wo, W, . .., Wn-1), O], ic)
= ((@)m)w.
Parav = n— 1 tenemos
(@W)pn-1 = (([(ao, i, ..., @n-1), C)([(Wo, Wy, . . ., Wh-1), O], id’K))nn—l
= [(@o+Wo, @1 + Wy, ...,an 1+ Wy1),Cp + 1]
= (([(040, a1, ..., Qn-1), Ca])ﬂn—l)([(Wo, Wi, ..., Wh1), 0], idq()
= ((@)77n-2)W.
[l

CoroLario 4.15. SeaX un d-politopo latiz regular y seas 3. SeaC < EP5 un codigo lineal.
Sif(a), g(B) € 2- sK~* son tales que exist& € C, para el cual(£(a))w = g(8), entonces = g.

DemosTrACION. Por la Proposicion anteriog(8) = (£(a))w = £((a) - W). Por el[Corolario 3.38,
f=gq.

[

CoroLariO 4.16. SeaX un d-politopo latiz regular y sea s 3. SeaC < EPs un codigo lineal
y seanf # g dos caras d&€. Entonces, para toda, 5 € (2 - s¥-1), se tiene qué(@)C # g(B)C.

DEMOSTRACION. Seanf, g € Ky sean, B € (2 - s¥-1). Entonces
f(@)C=9(B)C & f£(a)egB)C
& Awe Ctal quef(@) = (g(B))W,

asi que, por el corolario anteridf,= g.

[

Lema 4.17. Sea’X un d-politopo latiz regular y sea & 3. SeaC < EPs un codigo lineal.
Entonces las figuras de veértice 8es¥~1/C son isomorfas & .
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DEMOSTRACION. Seax € EPs y consideremogre : K — 2- sK-1/C. Por el Corolario anterior, la
restriccion derc a la imagen de; es inyectiva. Por los Lemas 21471y 3.435. es suprayectiva
restringiendo el dominio a la figura de vértice. Por lo taetun isomorfismo d& en la figura de
verticeF (aC).

[

A partir del lema anterior sera muy sencillo demostrar queeente de 2s¥* por un codigo
lineal es politopo, dado que ahora solo es necesario \&@rdite las secciones facetales también lo
son. La conexidad del cociente y la propiedad del diamaménsmnsecuencias de que para toda
v € [n] y para todax € W, el color de &)v es distinto al color de.

Lema 4.18. SeaX un d-politopo latiz regular y sea & 3. SeaC < EPs un cbdigo lineal.
EntonceL - s“~1/C es un copo con la propiedad del diamante.

DEMOSTRACION. SeanF < G € 2 - s%! tales quer(F) = r(G) — 2 y seanH,H’ € 2- 5! tales
que<H§H'> es un diamante. Por el Lema anterior, todas las 1-secci<§ﬁ?e§([7], donder(F) > O
tienen exactamente dos elementos propios (porque lasdigeraértice cumplen la propiedad del
diamante). El caso faltante es cuarchE) —1. Por la observacion Z.11, no existee C tal
que @w = (¥), y por lo tantoHC # H'C. Ahora supongamos que exigte € 2- s¥-1 tal que
FC < H'C < GC, entonces por definicion existenw € C tales quef)w < 'y (H")W < G,
pero esto implica quedjw = (F)W = F < (H")W < G. Por lo tanto la 1-secciorf{, GC] tiene,
exactamente, dos elementos de rango 0.

-

Lema 4.19. SeaX un d-politopo latiz regular y sea & 3. SeaC < EPs un codigo lineal.
Entonce< - s“~1/C es un copo conexo.

DEMOSTRACION. SearFC, GC € 2- sK-1/C dos caras propias. Por ser<-1 un copo conexo, existe
un camino deF a G, (F,Hy, Hy,...,H,G) en el diagrama de Hasgd(2 - s~ — {0, F4,41}. Por la
[Proposicion 2.45 si dos caras son incidentes en el diagdmlrdﬁssg{(P) entonces también lo
seran sus |magenes al tomar el comentér@i?/C) por lo tanto(FC HOC ch H|C_, GC_) es un
camino deFC aGC enH(2 - s¥-1/C — {0C, F4.1C}.

[

Lema 4.20. Sea’ un d-politopo latiz regular con n vértices y sea>s3. SeaC < EPs un
codigo lineal. Entonce&- s~1/C es un copo fuertemente conexo.

DemosTRACION. SeaGC/FC una seccion de-2<-1/C. Si (F)r > 0, entonces la seccion esta contenida
en alguna figura de vértice, y por lo tanto es conexa, daddegieguras de véertice son politopos.
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Si (F)r = -1 (es decirF = 0) seanHC,H'C € G/0, entonces existew, W ¢ C tales qued <
Hw < Gy 0 < (H)W < G. Por lo tanto existe un camin@y = (H)w,Hy, Hp, ..., H_1, H = (H)w)
deH aH en el diagrama de Hasse de la seccion abiét@) (= H/0 — {0, H}. Entonces}(ocT =
HC,H:C,H,C, ..., H_1C, H,C = H'C) es un camino dBC aH'C en el diagrama de Hasse @e¢C) =
H@@ - {0, HCT}. Por lo tanto el copo es fuertemente conexo.

[

Como corolario de los resultados previos tenemos que etetecte 2 s¥~! sobre un codigo
lineal C < &P también es politopo.

Teorema 4.21. SeaX un d-politopo latiz regular y sea s 3. SeaC < EPs un codigo lineal.
Entonces el cocient2- s*-1/C es politopo.

De la misma forma que en la seccion anterior, podemos @é&satigrupo de automorfismos
del cociente 2s%-1/C en términos del grupo de automorfismos/dg del grupo de automorfismos
por permutaciones de. La prueba es analoga a la del Teoremd 4.7.

Teorema 4.22. Seak un d-politopo latiz regular con n vértices y s€a< EPs un codigo lineal.
Entonces el grupo de automorfismo2ds~1/C es isomorfo dEPs/CF,) > (Aut(%) NPAULC)).

Proposicion 4.23. Seak un politpo latiz regular con n vértices y s€a< EPs un codigo lineal.
SeadC = [0C,0(2)C = &C, £o(2)C, £1(5)C., . . ., £4(€)C] una bandera d& - s¥-1/C. EntoncesbC
y (DC)° = [0C,0(g)C = &C, £o(€)C, £1(£)C, . .., £4()C], donde’ es el otro vértice erfy(s),
estan en la misma orbita bajo la accion del grupo de(Bus®1).

DemosTrACION. Recordemos que el grupo de automorfismos del cocienig esAut(K). Seaﬁ_:

&1.2. Notemos que el color dges 1, dado que los colores dg & son distintos, por lo tantéC
es un elemento no trivial. Tenemos que

(@(£)C)(BC, 1dx)

((@)1dx)((&)1dxc - B))C
= (0¢E-gL-&)e
= &C.
Ahora, para > 0 tenemos que
(£(@E)C)BC, 1dx) = ((E)Idx)(&)ldsc - B))C
= (fie-et-&)C
= £(&)C
= fi(e)C.
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La Gltima igualdad es dado que para O se tiene que € £;(¢)C.

[

Ahora daremos algunos resultados que nos ayudaran cotueicede algunos ejemplos en el
capitulo siguiente. En general, el politopo cociente nelesismo para dos codigos equivalentes
por permutaciones, pero es intuitivo que para que el cazientre dos codigos equivalentes por
permutaciones sean iguales podemos reenumerar a lasegédtl politopo. El siguiente lema nos
dice como encontrar los codigos que nos dan cocientesacorayor cantidad de automorfismos
posibles.

Lema 4.24. Sea un d-politopo latiz regular con n vértices y s€a< EPs un codigo lineal.
Seal” < Auty(K) maximo con la propiedad de ser conjungado g8 un subgrupo de PA(d?).
Entonces existg’ un codigo equivalente por permutaciones tal que Au(2s¥-1/C’) = (EPs/C’'~
Fz) T

DemostrACION. Seal” < PAutC) dicho subgrupo conjugadolaensS,. Seao € S, tal quel’ =
o T"o. SeaA, la matriz tal que

AL ] ::{ 1 sii = (j)o,

0 enotro caso.

Por la[Proposicion 1.16 tenemos que el grupo de automordigop permutaciones deA,. es
o PAUC)o. EntoncesAuty(K) N PAU{CA,) = T por la maximalidad dé". Asi que, por el
teorema anterior

Aut(2s"1/CA,) = (EPs/CA, = ) > (Auty(K) N PAUCA,)) = (EPs/CA, = F,) = T.

[

El siguiente corolario aborda el caso en el que el cocientegesar.

CoroLario 4.25. Seak un politopo latiz regular y se& un[n, k]-codigo lineal sobré&, donde
n es el numero de vértices dé€. Existe un codiga’’ equivalente por permutaciones@ tal
queZS“‘l/CT’ es regular, si y solo si existe un subgrupale PAU(C) tal queTl y Aut(K) son
conjugados como subgrupos dg S

Lema 4.26. Sea’X un d-politopo latiz regular y se@ un [n, k]-codigo lineal sobre,, donde
n es el nimero de veértices @& Si[Auty(K) : Auty(K) N Aut(C)] = 2, entonceL - s*-1/C es un
politopo de dos orbitas.
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DemosTrACION. Por los Teoremds 2.P4 y 3160 es suficiente demostrar queradno’de banderas del
cociente es 2 7K1 x|B(K)|. Sead = ¢(a) € B(2-sK 1) para alguna bandegade K. Es claro que

C act(ia fielmente en el conjunto de banderas dg’2! (dado que acta fielmente en el conjunto
de veértices). Por lo tanto el paso al cociente es una fargia 1 (en banderas). Ademas, tenemos
que toda bandera de-2¥-1/C puede levantarse a una bandera dess* por el[Teorema 2.48.
Como el nimero de banderas deF! es 2x s x |B(%K)|, entonces el nUmero de banderas de
2. K1/C es 2x 7K1 x |B(K).

[






Capitulo 5

Ejemplos a partir del codigo ternario de Golay

El que aparece en el capitulo anterior fue ptage enl10], donde E. Schulte
sugiere estudiar los cocientes del complejo de incideritiad® el codigo ternario de Golay. En
el presente capitulo haremos uso de lo estudiado en eltcaphterior para describir los ejemplos
de cocientes con dicho cbédigo que es posible obtener a paitiAtlas de politopos regulares
abstractos de Michael Hartleg][

1. Politopos del Atlas de Michael Hartley

El codigo ternario de de Golay extendido (denotado@g) es de longitud 12, como se vio en
el Capitulo 1. Para poder definir el cociente3¥~1/G;, requerimos qué sea latiz, regular y que
tenga exactamente 12 vértices. Utilizamos el atlas de Mldygara encontrar ejemplos de dichos
politopos. En éste se describen todos los politopos reggilzuyo grupo de automorfismos tenga
orden menor o igual a 2000 y sea distinto de 1024 y 1536.

Los politopos en dicho atlas estan clasificados de acuesdei#gnbolo de Schiafli. Recordemos
que el simbolo de Schlafli de @ygrupo con diagrama de linea esda«(1)-ada{ps, P2, . . ., Pa-1}»
dondep; es el orden de;_1p;. Equivalentemente es la longitud de los poligonos de laday/ £,
donde €)r =i - 2.

Para encontrar de manera eficiente a los politopos que nosasgpara construir los ejemplos,
utilizamos los siguientes lemas. Recordemos qué€ es un politopo latiz regular, en particular es
vértice descriptible.

Lema 5.1. Sea d> 2y seak un d-politopo vértice-descriptible regular con simbdk Schiafli
{p1, P2, - .., Pa-1}. EntoncesK tiene, al menos, p- 2 + d vértices.

DemosTrACION. POcederemos por induccion. Pdra 2 el resultado es inmediato. S&aun polito-
po de dimensionl > 2 y seaF la seccion de una faceta @& Tenemos quél(¥) ¢ U(K), por lo
tanto|W(K)| > N(F) +1>(p1—2+(d-1))+1=p; —2+d.

[

71
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Lema 5.2. Sea d> 3y seak un d-politopo vértice-descriptible regular con simbdk Schiafli
{p1, P2, - .., Pa_1}- ENntoncesK tiene, al menos, p- 2 + d vértices.

DemosTtrACION. Procederemos por induccion. Para 3 tenemos qu, es el grado de un vértice
en el 1-esqueleto, el cual no puede ser mayor{dé€) — 1 dado que, por sék vértice-descriptible,
no tiene aristas maltiples. Por lo tant¢X) > p,—1 = p,+d-2. El resto del argumento es analogo
al dado en la prueba del lema anterior.

-

Cororario 5.3. El nmero de Schlaflijpde un politopo vértice-decriptibl& con exactamente
doce vértices es menor o igual a 12, el nUmero de Schiafioppuede ser mayor que 11%§¢ no
puede ser de rango mayor que 11.

A partir del corolario anterior se recopil6 la primeradiste candidatos a partir del atlas de
Michael Hartley que consta de:

Un politopo de rango 2.
29 politopos de rango 3.
74 politopos de rango 4.
3 politopos de rango 5.

Es suficiente verificar que las caras del mismo rango no tieherismo conjunto de vértices
incidentes para asegurar que el politopo es vértice-qitibde. Para esto se implemento el siguiente
algoritmo en SAGE. La implementacion del algorimo ef efli§o 6.6 y la lista resultante es la
[Cista 6.10 (ver Apéndice 1). En el siguiente algoritmoXsés una lista yj € N, X[j] denota la
j-€sima entrada dX.

1. Crear una lista V con las clases laterales de {01, 0>, ..., pq4-1) (Sera la lista de los vérti-
ces del politopo).
2. Paracada 1l <i < d- 1 hacer lo siguiente: (recorreremos a las caras del politopo por
niveles (rangos))
a) Crear una lista vacia llamada 7;.
b) Paracada |, si V[]] intersecta al grupo {pg, p1, - - . » Pi—1, Pi+1, - - - » Pd—1), @Qrega j a 1.
c) Para cada clase lateral A no trivial de (oo, p1, . - ., Pi-1, Pi+1, - - - » Pd—1) hacer lo siguien-
te:
1) Para cada |, si V[Jj[l]] intersecta a A, continuar con el siguiente paso, si no,
continuar con la siguiente clase.
2) Sil erala Gltima entrada de 7;, regresa Falso (termina aqui).
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3. Regresa Verdadero(termina aqui).

Aqui estamos eligiendo a la cadena de elementos de la fgrney, . . ., pi_1, Pis1, - - - » Pd-1)
como la bandera base. El algoritmo recorre cada cara deébpolpor niveles (rangos), compa-
rando su conjunto de vértices incidentes con el conjunteédiices incidentes a la cara del rango
correspondiente en la bandera base.

Computacionalmente es mas eficiente revisar si un poliéspeertice-descriptible que revisar
si es latiz, es por eso que sOlo revisamos si es latiz parb/Ipslitopos resultantes del algoritmo
anterior. Para esto construimos el copo de clases asociad@agrupos con diagrama de linea 'y
utilizamos el métodas_lattice de Python. Obtuvimos que los siguientes politopos sordstic

12} (Dodecagono),
}*120 (Icosaedro),
144 (3,6} 22),
1¥192,

1¥120,

, 6}°1296.

w A www
W U oo O

A partir de aqui, el proposito es encontrar ejemplos déqpuisK tales que 2 3%-1/G1, sea
un politopo con muchas simetrias.

No existe un politopd( en la lista anterior tal que-3%-1/G1, es un politopo regular. Para esto
usamos &l Corolario 4.45.

El siguiente paso es encontrar a los politogégara los que el cociente-B%-1/G,, sea
un politopo de dos orbitas. Para esto usamos los Lémak 44228y En estos lemas usamos la
descripcion del grupo de automorfismos del politopo comactadn que tiene en los veértices de
éste. Para describirlo asi, construimos a los vérte#sopo de clase y describimos la accion que
tiene el grupo en estos. Cabe mencionar que la descripadmmbr Michael Hartley en su atlas s6lo
cambia para el politop®, 51*120. Comparando cada grupo de indice dos con los represesita
de las clases de conjugacion A€ llegamos a lo siguiente.

ArrMAcION 5.4. El Gnico politopdK en el Atlas de Michael Hartley para el cual -1/G1,
es un politopo de dos orbitas es el dodecagono.

Notemos que el grupo de automorfismos del dodecagono temnsubgrupos de indice dos
isomorfos al grupo diédricD,, los cuales son

(1.1) Ty = (1 12)(2 11)(3 10)(4 9)(5 8)(6 701 2)(3 12)(4 11)(5 10)(6 9)(7 8)
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(1.2) T, = ((12 2)(11 3)(10 4)(9 5)(8 6)L, 11)(2 10)(3 9)(4 8)(5 %)

Las banderas 0-adyacentes caen en la misma oOrbita bajeaifmatel’;, y las banderas 1-
adyacentes caen en la misma orbita bajo la accidry ddsando SAGE verificamos que sdlpes
conjugado a un subgrupo @, el cual daremos en el siguiente ejemplo.

Recordemos que el grupo de automorfismos del cociente@adtgpad EPs/C <Fo) < (Aut(K)N
PAuUtC)) de acuerdo &l Teorema 4.P2. La accion de este grupo en ehteasta descrita por

(£@B)O)(a - C.7) = ((EV(B)7 - a))C.
de manera analoga a lo hecho en el Teorema 4.7. Por Uléoar,demos también que los automor-
fismos distinguidos de 2*-1 estan dados por las ecuaciopeB33.2.

EsempLo 5.5. SedK el dodecagono. El grupo de Mathiéd,; contiene una clase de conjuga-
cion de grupos diédricoB,.s, que es un subgrupo d&aut(X) de indice 2. El politopo 2s** es
un poliedro cuyas caras son hexagonos cof'2 = 354294 v'ertices%‘311 = 2125764 aristas y
12237 _ 708588 caras de rango 2. Como el peso minimo del codigo tey@grtendido es 6 y el
nUmero de vértices en una faceta (arista) del dodecagmdos, al tomar el cociente de*~ por
G1», NO se identifican vértices en una cara. Asi que las caras d&1/G,, son hexagonos y sus
figuras de vértice son dodecagonos, al igual que-afi 2. Tiene%11 = 1458 vértices. También es
gracias a que el peso minimo ge es 6 que si dos aristas se identifican, los conjuntos decgérti
incidentes a éstas son disjuntos, y lo mismo para las careendo 2. Asi que el nUmero de aristas
del cociente eé%‘f’ = 8748, y su nimero de caras de rango do%%%él—l = 2916. Su grupo auto-
morfismos es isomorfo @‘i = ;) = Dyg. Por Id Proposicion 4.23, dos banderas 0-adyacenteas esta
en la misma orbita y, usando SAGE verificamos que §gldescrito previamente en la ecuacion

[1.1 es conjungado al siguiente subgrupdvie
((111)(2 7)(39)(4 10)(58)(6 1211 9)(2 10)(312)(4 8)(511)(6 Y)

el cual, como ya observamos previamente, deja a las bar@ladgcentes del dodecagono en la
msima Orbita, entonces usando la descripcion del grupoitenorfismos dada enel Teorema 4.22,
tenemos que deja a las banderas 1-adyacentes del cociel@argsma Orbita. Por lo tanto el
cociente esta en la clasg 2.



Apéndice 1

En este apéndice daremos las funciones de SAGE que usanaosngantrar a los politopos
latices regulares en el Atlas de Michael Hartley, asi coanltsta de los politopos con 12 vértices
regulares vértice-descriptibles.

Cobico 6.6. El siguiente codigo de SAGE verifica cuando@uxgrupo con diagrama de linea
representado por permutaciones determina un politogicg&tescriptible.

def is_VertexDescribable (permutationGenerators, name):
G = PermutationGroup(permutationGenerators)
d = len(permutationGenerators)
lastGenerators = permutationGenerators[1:d]
baseGenerators = []
for i in range(d-1):
baseGenerators.append(G(lastGenerators[i]))
baseVertex = G.subgroup(baseGenerators)
setBaseVertex = Set(baseVertex)
vertices = G.cosets(baseVertex, side=’'right’)
v = len(vertices)
setVertices = []
for j in range(v):
currentSetVertex = set(vertices[j])
setVertices.append(currentSetVertex)
for i in range(d-1):
currentGeneratorsList = deepcopy(permutationGenerators)
del currentGeneratorsList[i+1]
currentListInside = []
for s in range(len(currentGeneratorsList)):
currentListInside.append(G(currentGeneratorsList[s]))
currentBaseFace = G.subgroup(currentListInside)
setCurrentBaseFace = set(currentBaseFace)
75
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currentFaces = G.cosets(currentBaseFace, side='right’)
baseIncidencelist = []
for j in range(v):
if not setVertices[j].isdisjoint(setCurrentBaseFace):
baseIncidencelList.append(j)
del currentFaces[0]
for face in currentFaces:
faceIncidencelist = []
setFace = Set(face)
for j in range(v):
if not setVertices[j].isdisjoint(setFace) and j in
baseIncidencelist:
faceIncidencelist.append(j)
if not setVertices[j].isdisjoint(setFace) and not j in
baseIncidencelist:
break
if setVertices[j].isdisjoint(setFace) and j in
baseIncidencelist:
break
if len(faceIncidencelist) == len(baseIncidencelist):

print 'The polytope ’ + name + ’ is not vertex describable’

print It fails at rank ’ + str(i+l)
return(False)

print ’'The polytope ' + name + ’ is vertex describable’

file = open(’VDPolytopesl2Vertices.txt’, ’a’)

file.write (’The polytope ' + name + is vertex describablen n ’)

file.write (’Generators '’
file.close()

return(True)

+ str(permutationGenerators) + 'nn’)

Conico 6.7. El siguiente codigo construye al copo de clases dé-grupo con diagrama de
linea.

def subjacent_poset (generators):
subjacentGroup = PermutationGroup(generators)
posetDimension = len(generators)
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cosetlLevelsList = [[’emptySet’]]
for rankCounter in range(posetDimension) :
currentGens = deepcopy(generators)
del currentGens[rankCounter]
currentSubgroup = subjacentGroup.subgroup(currentGens)
currentCosets = subjacentGroup.cosets(currentSubgroup,
side = 'right’)
cosetLevelsList.append(currentCosets)

cosetlLevelsList.append([’entirePolytope’])
posetElementsList = [(0, -1)]

for currentRank in range(posetDimension) :
for currentFace in range(len(cosetLevelsList[currentRank+1])):
posetElementsList.append((currentFace, currentRank))

posetElementsList.append((0,posetDimension))

globallLeq = lambda f, g : (not f[1]>g[1l] and
are_incident_stringC(cosetLevelsList[£f[1]+1][f[0]],
cosetLevelsList[g[1]+1]1[g[011))

subjacentPoset = Poset((set(posetElementsList), globallLeq))

if not has_diamond_condition(subjacentPoset):

raise TypeError (’Poset has not diamond condition’)
else:

print ’'Has diamond!’

if not is_strongly_connected(subjacentPoset,
checkDiamondCondition = True):

raise TypeError (’Poset is not strongly connected’)
else:

print 'Is strongly connected’
return subjacentPoset

Cobico 6.8. El siguiente codigo es para verificar si un copo graduemhe la propiedad del
diamante.

def has_diamond_condition (candidatePoset):
for lowerRank in range(candidatePoset.rank()-2):
for currentLowerFace in candidatePoset.level_sets()[lowerRank]:

for currentUpperFace in candidatePoset.level_sets()[lowerRank+2]:
if not currentLowerFace <= currentUpperFace:
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continue
elif len(candidatePoset.open_interval (currentLowerFace,
currentUpperFace)) !=2:
return False
return True

Conico 6.9. El siguiente codigo es para verificar si un copo gradwzmh la propiedad del
diamante es fuertemente conexo.

def is_strongly_connected (candidatePoset, checkDiamondCondition=False):
if checkDiamondCondition == False and
has diamond condition(candidatePoset)==False:
raise AttributeError (’Given Poset fails at Diamond Condition’)
else:
possibleHeights = [h + 3 for h in range(candidatePoset.rank()-1)]
for currentHeight in possibleHeights:
currentPossibleLowerRanks =
range(candidatePoset.rank() -currentHeight)
for currentLowerRank in currentPossiblelLowerRanks:
currentUpperRank = currentLowerRank + currentHeight
for currentlLowerFace in
candidatePoset.level_sets() [currentLowerRank]:
for currentUpperFace in
candidatePoset.level _sets() [currentUpperRank] :
if not currentLowerFace <= currentUpperFace:
continue
else:
currentOpenIntervalSet =
candidatePoset.open_interval (currentLowerFace, currentUpperFace)
currentOpenInterval =
candidatePoset.subposet (currentOpenIntervalSet)
currentHasseDiagram =
currentOpenInterval.hasse_diagram()
if not currentHasseDiagram.is_connected():
return False
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return True

Lista 6.10. La siguiente lista es de todos los politopos vérdieseriptibles con 12 vértices en
el atlas de Michael Hartley.

= {3,5*120.

Generadores [((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8)), ((1, 2), (3,(8) 11), (8, 10)), ((1, 3), (2,

6), (8, 9), (10, 11))]
= {3,6/*144.

Generadores [((3, 4), (5, 9), (6, 10), (7, 12), (8, 11)), &1.(2, 7), (3, 6), (4, 8), (10,

11)), ((1, 2), (5, 6), (9, 10))]
= {3,8*192.

Generadores [((1, 9), (2, 10), (3, 11), (4, 12)), ((5, 9),1®), (7, 12), (8, 11)), ((1, 3),

(2, 4), (5, 6), (9, 11), (10, 12))]
» {4,5*120.

Generadores [(4, 5), ((2, 4), (3, 5)), ((1, 2), (4, §Presentacion original en el Atlas
de Michael Hartley)

Generadores en 12 vértices [((0, 1), (2, 4), (3, 5), (6,8)9], (10,11)), ((1, 6), (2,10),
(3,9), (4,12)), ((2,5), (3, 4), (6, 10), (7, L1)resentacion en 12 vértices calculada usando
SAGE)

= {4,6/*144.

Generadores [((4, 7), (5, 8), (6, 9), (13, 16), (14, 17), @®, (22, 25), (23, 26), (24,
27), (31, 34), (32, 35), (33, 36), (37, 46), (38, 47), (39,48D, 52), (41, 53), (42, 54), (43,
49), (44, 50), (45, 51), (55, 64), (56, 65), (57, 66), (58, 189, 71), (60, 72), (61, 67), (62,
68), (63, 69)), ((1, 37), (2, 40), (3, 43), (4, 38), (5, 41),48), (7, 39), (8, 42), (9, 45), (10,
46), (11, 49), (12, 52), (13, 47), (14, 50), (15, 53), (16,,48Y, 51), (18, 54), (19, 55), (20,
58), (21, 61), (22, 56), (23, 59), (24, 62), (25, 57), (26,607, 63), (28, 64), (29, 67), (30,
70), (31, 65), (32, 68), (33, 71), (34, 66), (35, 69), (36,)741, 29), (2, 28), (3, 30), (4,
35), (5, 34), (6, 36), (7, 32), (8, 31), (9, 33), (10, 20), (19), (12, 21), (13, 26), (14, 25),
(15, 27), (16, 23), (17, 22), (18, 24), (37, 65), (38, 64),,&9), (40, 71), (41, 70), (42, 72),
(43, 68), (44, 67), (45, 69), (46, 56), (47, 55), (48, 57),,@3), (50, 61), (51, 63), (52, 59),
(53, 58), (54, 60))]

= {6,4}*96

Generadores [((8, 9), (11, 12), (13, 14), (15, 16)), ((1(2)5), (4, 11), (6, 8), (7, 15),
(9, 12), (10, 13), (14, 16)), (1, 7), (2, 10), (3, 4), (5, B, 14), (9, 13), (11, 16), (12, 15))]

= {6,5*120a



80

APENDICE 1

Generadores [(4, 5), ((1, 2), (3, 4)), ((2, 3), (4, 5))]

= {6,5*120b

Generadores [((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8)), ((1, 5), (2,(8) 9), (4, 10), (6, 11), (7,
12)), (1, 3), (2, 8), (4, 12), (5, 7), (6, 9), (10, 11))]
{6,5*120c

Generadores [((1, 3), (2, 8), (4, 12), (5, 7), (6, 9), (10)14R, 3), (4, 6), (5, 9), (8,
11)), ((2,9). (4,12), (5, 7), (6, 8))]
{6,8*192a

Generadores [((1, 9), (2, 10), (3, 11), (4, 12)), ((3, 4),9%K.(6, 10), (7, 11), (8, 12)),
((1,3), (2,4, (5, 6), (9, 11), (10, 12))]
{10,5*120a

Generadores [((2, 9), (4, 12), (5, 7), (6, 8)), ((1, 2), (3,14, 5), (6, 12), (7, 9), (8,
10)), (1, 11), (2, 9), (3, 10), (4, 5), (6, 8), (7, 12))]
{10,5*120b

Generadores [((1, 3), (2, 8), (4, 12), (5, 7), (6, 9), (10)13, 5), (4, 11), (6, 12), (7,
9)), ((2,9), (4,12), (5, 7), (6, 8))]
{3,3,8*1296

Generadores [((4, 10), (5, 12), (6, 11)), ((7, 10), (8, 19),12)), ((1, 7), (2, 9), (3, 8)),
(2, 3),(4,6),(7,8), (10, 11))]
{3,4,3*576

Generadores [((2, 3), (7, 8), (10, 12)), ((2, 4), (6, 7), (A)), ((5, 11), (6, 9), (7, 10),
(8,12)), ((1,9). (2,12), (3, 10), (4, 11))]
{3,4,4*768a

Generadores [((3, 4), (7, 8), (9, 13), (10, 14), (11, 16), (B, (17, 33), (18, 34), (19,
36), (20, 35), (21, 37), (22, 38), (23, 40), (24, 39), (25,48, 46), (27, 48), (28, 47), (29,
41), (30, 42), (31, 44), (32, 43), (51, 52), (55, 56), (57,638, 62), (59, 64), (60, 63), (65,
81), (66, 82), (67, 84), (68, 83), (69, 85), (70, 86), (71,882, 87), (73, 93), (74, 94), (75,
96), (76, 95), (77, 89), (78, 90), (79, 92), (80, 91), (99, 1Q003, 104), (105, 109), (106,
110), (107, 112), (108, 111), (113, 129), (114, 130), (1132)1(116, 131), (117, 133),
(118, 134), (119, 136), (120, 135), (121, 141), (122, 14223( 144), (124, 143), (125,
137), (126, 138), (127, 140), (128, 139), (147, 148), (182)1(153, 157), (154, 158),
(155, 160), (156, 159), (161, 177), (162, 178), (163, 18Dp4( 179), (165, 181), (166,
182), (167, 184), (168, 183), (169, 189), (170, 190), (1™2)1(172, 191), (173, 185),
(174, 186), (175, 188), (176, 187)), ((1, 33), (2, 35), (3),34, 36), (5, 41), ( 6, 43), (7,
42), (8, 44), (9, 37), (10, 39), (11, 38), (12, 40), (13, 48%,(47), (15, 46), (16, 48), (18,
19), (21, 25), (22, 27), (23, 26), (24, 28), (30, 31), (49,,83), 83), (51, 82), (52, 84), (53,
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89), (54, 91), (55, 90), (56, 92), (57, 85), (58, 87), (59, 86D, 88), (61, 93), (62, 95), (63,
94), (64, 96), (66, 67), (69, 73), (70, 75), (71, 74), (72, 188, 79), (97, 129), (98, 131),
(99, 130), (100, 132), (101, 137), (102, 139), (103, 138)4(1.40), (105, 133), (106, 135),
(107, 134), (108, 136), (109, 141), (110, 143), (111, 142)2( 144), (114, 115), (117,
121), (118, 123), (119, 122), (120, 124), (126, 127), (148)1(146, 179), (147, 178),
(148, 180), (149, 185), (150, 187), (151, 186), (152, 18833( 181), (154, 183), (155,
182), (156, 184), (157, 189), (158, 191), (159, 190), (16R)1(162, 163), (165, 169),
(166, 171), (167, 170), (168, 172), (174, 175)), (1, 5)802(3, 7), (4, 8), (9, 13), (10, 14),
(11, 15), (12, 16), (17, 21), (18, 22), (19, 23), (20, 24), ( 29), (26, 30), (27, 31), (28,
32), (33, 37), (34, 38), (35, 39), (36, 40), (41, 45), (42,463, 47), (44, 48), (49, 53), (50,
54), (51, 55), (52, 56), (57, 61), (58, 62), (59, 63), (60, 8%, 69), (66, 70), (67, 71), (68,
72), (73, 77), (74, 78), (75, 79), (76, 80), (81, 85), (82, 883, 87), (84, 88), (89, 93), (90,
94), (91, 95), (92, 96), (97, 149), (98, 150), (99, 151), (1T&R), (101, 145), (102, 146),
(103, 147), (104, 148), (105, 157), (106, 158), (107, 15808( 160), (109, 153), (110,
154), (111, 155), (112, 156), (113, 165), (114, 166), (L¥¥)1(116, 168), (117, 161),
(118, 162), (119, 163), (120, 164), (121, 173), (122, 17833( 175), (124, 176), (125,
169), (126, 170), (127, 171), (128, 172), (129, 181), (1BR)1(131, 183), (132, 184),
(133, 177), (134, 178), (135, 179), (136, 180), (137, 18938( 190), (139, 191), (140,
192), (141, 185), (142, 186), (143, 187), (144, 188)), (@, &, 98), (3, 99), (4, 100), (5,
102), (6, 101), (7, 104), (8, 103), (9, 107), ( 10, 108), (1A5)1 (12, 106), (13, 112), (14,
111), (15, 110), (16, 109), (17, 113), (18, 114), (19, 118), L 16), (21, 118), (22, 117),
(23, 120), (24, 119), (25, 123), (26, 124), (27, 121), (28)1229, 128), (30, 127), (31,
126), (32, 125), (33, 129), (34, 130), (35, 131), (36, 133J, (134), (38, 133), (39, 136),
(40, 135), (41, 139), (42, 140), (43, 137), (44, 138), (454)1446, 143), (47, 142), (48,
141), (49, 145), (50, 146), (51, 147), (52, 148), (53, 1584, (149), (55, 152), (56, 151),
(57, 155), (58, 156), (59, 153), (60, 154), (61, 160), (62)1863, 158), (64, 157), (65,
161), (66, 162), (67, 163), (68, 164), (69, 166), (70, 168}, (L68), (72, 167), (73, 171),
(74, 172), (75, 169), (76, 170), (77, 176), (78, 175), (7H)1780, 173), (81, 177), (82,
178), (83, 179), (84, 180), (85, 182), (86, 181), (87, 1883, (183), (89, 187), (90, 188),
(91, 185), (92, 186), (93, 192), (94, 191), (95, 190), (9&))18
= {6,3,3,3*1440
Generadores [(3, 5), ((5, 6), (7, 8)), (4, 6), (7, 8)), ((.(, 8)), (1, 2), (7, 8))]






Apéndice 2

En este apéndice presentaremos la definicion de prodeatasecto (externo e interno) y
daremos algunas equivalencias. Los detalles se puedentearaen el Capitulo 10 d&).

Dernicion 7.11. Sean GH dos grupos y sea : H — Aut(G) una accion. Consideremos el
producto cartesiano & H y definamos en éste la operacion

(8.0 - (@, 1) = ((@(HM)g)g’, hh).

A la pareja(G x H, ) le llamamos eproducto semidirecto exterrae G y H con respecto dg
usualmente denotado por¥ H.

DernicioN 7.12. Sea S un grupo y sean H un subgrupo y G un subgrupo normal de S. Si
S = HN y lainterseccion de H y N es trivial (consta de la idenddmicamente), decimos que S
es producto semidirecto internoxsH.

Notemos que, por s& un subgrupo normakl actia en éste por conjugacion.
Lema 7.13. Sean GH dos grupos. Son aquivalentes:

= S es el producto semidirecto interno-GH.

= Todo elemento de S se escribe como producto de elementos Hed@ ynanera Unica, y
G es un subgrupo normal de S.

= S esisomorfo a &, H, dondeg es la accion de H en G por conjugacion.
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Glosario de notacbn

EPs (El espacio formado por el conjunt@yo, aq, . .., an1 : Yy @i = 0})

C (Codigo lineal)

C (Inmersion deC en el grupo de automorfismos d& @ 2. s¥-1)
K (Politopo latiz regular)

% (Politopo abstracto)

¥ (Seccibn facetal)

U(£) (Figura verticial def)

£/g (Seccion, intervalo cerradg,[£])

<h§hf> (Diamanté corf y g como caras impropias)

V (Espacio vectorial)

7 (Cadena)

S (Seccion)

h (Cara, elemento de un politopo)

f (Cara, elemento de un politopo)

g (Cara, elemento de un politopo)

a (Arista, elemento de rango 1 de un politopo)

v (Vértice, elemento de rango 0 de un politopo)

u (Veértice, elemento de rango 0 de un politopo)

F (Carade ¥ 02- 1)

G(Carade ¥ 0 2.k

H(Carade ¥ 0 2. sk-1)

Ty que define las adyacencias de vértices-a&2)
1. (Euncion que define las adyacencias de vértices-d&2)
a (Elemento d&Ps x F,, vértice de 2 s<1)

B (Elemento de&&P x F,, vértice de 2 s¥-1)

£ (Elemento d&SPs x Fs, vértice de 2 s¥1)

U(P) (Conjunto de vértices del polito[)

E(P) (Conjunto de aristas del politofy)

B(P) (Conjunto de banderas del politof)
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F(P) (Conjunto de facetas del polito#®)

W, (El producto cartesian8Ps x FF,, el producto semidirect8Ps = [F,)

pi (Euncion que asigna a una bandera-adyacente)

11 (El grupo simple de Mathieu 4-simplemente transitivo en 11 elementos)
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Caras[ 1b
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Caras propia, 15

Color,[42
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Conexidad 211
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Conexidad fuerté, 21

Conexidad fuerte por banderhs] 21
Conexidad [ 16

Copo[13

Copo graduad@, 14

Cota inferior[31

Cota superiof,_31

Diagrama de Hasse, 115
Dimension[B
Distancia minimd.14

Facetad, 18
Figura de vérticd, 18
Funciones;,[42

Generadores distinguidds,]24
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Isomorfismo[ 2D
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Minimo,[14
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Matriz Generadora]5
Matriz monomial[8

Morfismo [Z0[ 2P
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