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Resumen

Esta tesis tiene como objetivo estudiar algunas de las transiciones de fase y
los diagramas de fase, presión-temperatura, y temperatura-densidad molecular
superficial, de un conjunto de moléculas anfifílicas depositadas sobre una mono-
capa. El modelo molecular considera interacciones de corto alcance que emulan
las fuerzas de van der Waals e interacciones de largo alcance debidas a la exis-
tencia de: (i) cabezas moleculares iónicas o (ii) cabezas polares en las moléculas
que forman la monocapa. Para ello se realizaron extensas simulaciones de Monte
Carlo en el ensamble -NPT- de un modelo molecular de “Coraza Granulada”,
(CG) de moléculas anfifílicas –depositadas sobre una monocapa– . Las colas hi-
drofóbicas están formadas por los grupos carbonados, CH2, y se representan como
cadenas constituidas por, l = N/n, monómeros. Aquí, N representa el grado de
polimerización de la molécula y n es el “grado de granulación”, que es número
de carboxilos, CH2, representados por un monómero. Tomando en cuenta que el
grado de polimerización de la mayoría de las moléculas anfifílicas de interés está
entre, 12 ≤ N ≤ 22, y que el grado de granulación del modelo esta entre, 2 ≤ n ≤ 3,
entonces, el MCG a simular tiene un grado de polimerización de aproximada-
mente, l = 7. De estos siete monómeros se elige uno, la cabeza hidrofílica de la
molécula, con una carga iónica, o bien un dipolo eléctrico, y con un tamaño que
es ligeramente más grande comparado con los demás. Por lo tanto, es necesario
incluir en las simulaciones las interacciones de largo alcance usando el método de
las sumas de Ewald.

Mediante un análisis exhaustivo del comportamiento de diversos parámetros
de orden como función de la temperatura y presión superficial, se obtuvieron
diferentes fases. En el caso de moléculas con cabezas iónicas se obtuvieron las
fases: Líquido Expandido y Gas (LE–Gas), Liquido Expandido (LE), Líquido
condensado (LC) con las moléculas inclinadas hacia los primeros vecinos (NN),
LC con las moléculas inclinadas hacia los segundos vecinos (NNN), Convivencia
entre primeros y segundos vecinos (NN(N)), LC con las moléculas verticales –no-
inclinadas– (U). Cuando las moléculas tienen cabezas polares se obtuvieron las
fases: líquido expandido conviviendo con líquido condensado (LE-LC), Líquido
condensado (LC) con las moléculas inclinadas hacia los primeros vecinos, LC con
las moléculas inclinadas hacia los segundos vecinos, LC con las moléculas ver-
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ticales –no-inclinadas en convivencia con la fase de líquido condensado con las
moléculas inclinadas hacia sus segundos vecinos.

Sorprendentemente, en ambos sistemas se encontraron transiciones de fase
novedosas en la región de bajas temperaturas al aumentar la presión superficial.
Se obtuvieron diferentes patrones de ordenamiento en donde una fracción de
las moléculas de la monocapa apuntan hacia sus primeros vecinos más cercanos
mientras que la otra fracción apunta hacia sus segundos vecinos más cercanos.
También se observaron patrones de ordenamiento local y de corto alcance. Estas
transiciones de fase no se observan cuando el modelo molecular considera a las
cabezas sin carga iónica o sin dipolo eléctrico por lo que la estructura topológica de
sus diagramas de fase es más rica al tener cabezas moleculares iónicas o polares.
A pesar de la relativa simplicidad del modelo éste reproduce cualitativamente
varias características de los diagramas de fase que se observan en los sistemas
experimentales.
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CAPÍTULO1
Introducción

1.1. Una perspectiva histórica breve

M
uchos fenómenos naturales han atraído el interés del hombre, uno de tales
fenómenos es la presencia de líquidos inmiscibles o aceites sobre una superfi-

cie de agua. Una forma de adivinación del que hacían uso los antiguos Babilonios
consistía en la difusión de aceite en un tazón con agua. Los antiguos Egipcios
eran conocidos por haber observado que el aceite reducía la fricción y sosegaba el
movimiento de las olas [4], así también, la técnica de pintura Japonesa que data
de hace más de 1000 años llamada sumi–nagashi [5].

Benjamin Franklin (1706-1790), fue el primero en observar este fenómeno des-
de un enfoque científico. Observando, que si una gota de aceite se colocaba sobre
un cristal horizontal o una superficie de mármol, esta se mantenía en su lugar.
Más aún, cuando la gota era vertida en un superficie de agua se extendía de
inmediato en una fina capa invisible. Este efecto fue demostrado en su famoso
experimento en el estanque del parque Clapham Common en Inglaterra, donde
demostró que una cucharadita de aceite se esparcía en más de la mitad de un
acre de la laguna, ademas de atenuar el movimiento superficial del agua [6, 7].
Desde su primera observación de este fenómeno, Franklin comienza a llevar un
pequeña cantidad de aceite con sigo a todas partes y sistemáticamente repitiendo
este experimento cada vez que podía, observando siempre el mismo resultado [8].

Todos sus experimentos y observaciones fueron documentados en cartas a
sus colegas científicos, comunicándoles así, que pueden aplicarse los principios de
observación, experimentación y deducción teórica, a una nueva área de la cien-
cia. [6, 7]

Otras personalidades que aportaron observaciones importantes en este campo,
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fueron entre otros, Shields, quien por medio de instrumentos muy rudimentarios,
se percato que al derramar un poco de aceite vegetal sobre la superficie de un
estanque, aún cuando el viento soplara con vigor, provocaba que el estanque
permaneciera en calma. En 1891 Agnes Pockels obtuvo en su cocina la primera
isoterma experimental de ácido esteárico (ácido octadecanoico, C17H35⋅COOH)
usando un tazón como contenedor de agua y un botón para medir la presión
superficial [9]. Inspirado en estos experimentos caseros, Lord Rayleigh realizó sus
propios experimentos, de los que concluyó que, el estrato del sedimento tenía un
grosor igual a la longitud de una molécula. Así mismo, descubrió que se podían
conseguir las isotermas disminuyendo la tensión superficial o bien, modificando
el área superficial [10].

No obstante, la aportación más relevante a esta rama de la ciencia fue de Ir-
ving Langmuir (1881–1957), quién hizo de destacadas aportaciones a la Química
de superficies, valiéndole el premio Nobel de Química en 1932. Fue el primero
en proponer una perspectiva molecular, es decir, que las fuerzas que actúan en
la monocapa son de corto alcance y que la interacción se produce solo cuando
están en contacto entre sí. Así mismo, se apoyo en los resultados de Hardy, para
proponer que un grupo funcional polar esta relacionado con la orientación prefe-
rencial de las moléculas en el sustrato [11]. Langmuir y Harkins observaron que
tanto la formación de la monocapa, como su estructura, estaban relacionadas con
el carácter anfifílico de las moléculas [12].

Hoy en día se tienen técnicas experimentales sofisticadas que permiten estu-
diar con detalle la estructura y comportamiento de las monocapas. Entre ellas
están la dispersión de rayos–X, la microscopía de fluorescencia, la microscopía de
ángulo de Brewster, la dispersión de neutrones. Gracias a esto se han caracteri-
zado un gran número de sustancias, algunas con estructuras análogas, como los
ácidos grasos, los ésteres y los alcoholes [13].

1.2. Monocapas de Langmuir

Una monocapa de Langmuir es un recubrimiento monomolecular que esta
formado por un grupo de moléculas anfifílicas o surfactantes que se extiende
sobre una intercara aire–agua y se caracteriza por tener una estructura asime-
trica (Figura 1.1). Las moléculas tienen un extremo hidrofílico –compatible al
agua–, comúnmente algún grupo funcional –neutro, anión, catión o dipolo–, que
frecuentemente se le denomina “cabeza”, por ejemplo, grupos funcionales de tipo
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ácido, alcohol o amina [14, 15]. Por otra parte, el extremo opuesto consiste de
un –complejo lineal carbonado–hidrofóbico, –incompatible al agua–, comúnmen-
te denominado “cola”. Este antagonismo entre la solubilidad de la “cabeza”y la
insolubilidad de la “cola”, hacen que en una monocapa la parte hidrofílica se
encuentre sumergida en el agua mientras que las cadenas anfifílicas o alifáticas,
se mantengan en el aire formando un sistema cuasi–bidimensional [16]. Es decir,
una monocapa de Langmuir se forma en el balance apropiado entre la solubilidad
del grupo hidrofílico (cabezas) y la cadena hidrofóbica (cola) de las moléculas
anfifílicas. Por ejemplo, para substancias como los ácidos grasos, este balance se
obtiene con moléculas cuya longitud se encuentra entre los 12 y 30 carbonos.

Figura (1.1) Esquema representativo de las principales características de una molé-
cula con carácter anfifílico.

La formación de monocapas de Langmuir en la intercara aire–agua se estudia
experimentalmente empleando una palangana de Langmuir. La preparación de
una monocapa consiste en que el componente anfifílico se mezcle con un disol-
vente volátil 1. Al evaporarse el disolvente las moléculas anfifílicas ocupan toda la
superficie disponible dando lugar a la formación espontánea de la monocapa. Con
la palangana de Langmuir es posible controlar la temperatura de la superficie así
como el área superficial [18].

1En este proceso, la elección del disolvente, o mezcla de disolventes, es fundamental, ya que
debe favorecer la dispersión máxima de las moléculas anfifílicas en el agua [17]
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1.3. Descripción de las Isotermas y Transiciones

de Fase.

La fuente principal de datos termodinámicos relacionados con las monocapas
es la medición de isotermas presión superficial, Π, Vs. área por molécula, Ã =
A/N . El comportamiento termodinámico de una monocapa, está descrito por la
ecuación de estado, Π = Π (Ã, T ), donde T es la temperatura y Ã es el área por
molécula. La presión superficial Π, se define como la diferencia entre la tensión
superficial del agua pura y la tensión superficial del agua con la monocapa, es
decir, Π = γo − γ [19].

Figura (1.2) Diagrama esquemático de una isoterma Π–Ã, donde se muestran las di-
ferentes fases de un tensoactivo. Las secciones horizontales de la isoterma representan

la coexistencia de fases con transiciones de primer orden [20].

La Figura.1.2, muestra una isoterma característica de una monocapa de Lang-
muir formada por un ácido graso. La monocapa más diluida que se puede obtener
tiene un área por molécula del orden de cientos de angstroms cuadrados y puede
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ser representada con buena aproximación como un gas bidimensional, es decir,
se puede considerar como una fase gaseosa (G), debido a que la interacción entre
moléculas es insignificante. Conforme aumenta la presión superficial y en conse-
cuencia disminuye el área por molécula la monocapa cambia a un fase fluida muy
comprensible, en la que las moléculas comienzan a experimentar fuerzas de atrac-
ción, formándose una estructura más compacta, que da lugar a la fase de líquido
expandido (LE). Al comprimir aún más la monocapa se llega a un estado menos
comprensible y más ordenado, conocida como, fase de Líquido Condensado (LC),
esta transición de fase está representada como una línea horizontal en la isoterma,
indicando una transición de fase de primer orden. En la fase LC las colas de las
moléculas anfifílicas están más ordenadas, es decir, tienen en promedio el mismo
ángulo de inclinación. Al aumentar más la presión –densidades aún mayores–, y
antes de llegar al colapso, el grupo de las colas se ordena completamente dando
lugar a una configuración molecular análoga a un sólido tridimensional, [1].

Si se continua aumentando la presión, después de haber llegado a la fase só-
lida, la monocapa se reorganizara en estructuras tridimensionales produciendo el
colapso de la monocapa. Este colapso se manifiesta en el diagrama de fases Π
versus Ã en una disminución rápida de la presión lo que da lugar a un cambio
abrupto en la pendiente de la isoterma.

Investigaciones experimentales han revelado que las fases condensadas presen-
tan estructuras similares a las de las fases esmécticas de los cristales líquidos [21],
las cuales se pueden categorizar con cuatro parámetros de orden:

※ Orden posicional en el grupo de las cabezas.

※ Inclinación azimutal del grupo de las colas.

※ Orden de enlace del grupo de las cabezas.

※ Orden de “espina–pez” (del inglés herringbone).

Muchos sistemas experimentales presentan diagramas de fase presión Vs tempe-
ratura con una topología genérica semejante a la que se muestra en la Fig. 1.4.

Se observa que en la región de bajas presiones, hay diversas fases en las que
las colas muestran inclinación pero con simetrías diferentes. La fase L2 muestra
una inclinación colectiva de las colas hacia el primer vecino (NN). Las fases L

′

2

y Ov corresponden a una inclinación colectiva de las colas hacía los segundos
vecinos más cercanos (NNN). Así mismo, en la región de altas presiones existen
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Figura (1.3) Grados de Libertad de las moléculas y ordenamiento, (a)–(c) Grados
de libertad de las moléculas individuales, (d) Orden Hexagonal del grupo de las
cabezas, (e) Inclinación, (f) Orden paralelo de las colas en conformación trans, (g)

Cristalización en una dirección de la estructura “espina–pez” [20].

dos fases que no muestran inclinación alguna, la fase nombrada super líquida,
(SL) y la fase sólida (S). En las fases L

′′

2 y CS, la conformación es análoga a un
cristal bidimensional, no obstante, en la primera las colas se encuentran inclinadas
hacia el vecino más cercano (NN), mientras que en la segunda las colas están
completamente erguidas (U) [1].

1.4. Dependencia de la longitud de la cadena

alifática o hidrocarbonada.

Las temperaturas a las que ocurren las transiciones de las diferentes fases
depende en gran medida de la longitud del grupo de cadenas hidrocarbonadas,
las colas. Cadenas cortas de moléculas orgánicas con una cabeza polar tienden a
ser solubles en solventes polares como el agua. No obstante, cuando aumenta la
longitud del hidrocarbono no-polar, la cadena no-polar eventualmente será mayor

16
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HIDROCARBONADA.

Figura (1.4) Esquema de las fases Presión Superficial–Temperatura de una monocapa
de ácido heneicosanoico (CH3(CH2)19 ⋅COOH) [1].

que la “cabeza” polar y la molécula será insoluble en solventes polares, mientras
que será soluble en solventes no-polares [22]. Debido a lo anterior se tiene que si
las cadenas hidrocarbonadas son de mayor tamaño, las transiciones se observan
a temperaturas más altas. En cadenas con longitudes entre C16 y C22, se ha ob-
servado que al aumentar cada vez en dos grupos de metilenos (CH2), las líneas
de coexistencia de las transiciones de fase (SL –Ov–L2), se apartan en aproxima-
damente 5 ℃ [23].

Comparaciones cuantitativas entre diferentes tipos de monocapas con molé-
culas de diferentes longitudes indican la existencia de “estados correspondientes”

de las monocapas. En las fases condensadas de cadenas anfifílicas largas, las mo-
léculas se agrupan o empacan en un arreglo característico, de forma tal que si
dos sustancias poseen diferentes grupos de cabezas y sus monocapas están loca-
lizadas en ambientes diferentes, sus estructuras son totalmente equivalentes. Es
decir, en estos estados moléculas anfifílicas con diferentes longitudes presentan la
misma orientación del grupo de las colas y el mismo empaquetamiento cuando se
encuentran en la misma subfase a la misma temperatura, sin importar si tienen
diferentes grupos de cabezas. [24].
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Por otra parte, se sabe que un soluto polar o cargado se disolverá en un
solvente polar o cargado, mientras que un soluto no polar será insoluble en un
solvente polar o cargado. Lo anterior significa que las sustancias iónicas se di-
solverán generalmente en solventes polares –como agua– y moléculas no–polares
son generalmente solubles en solventes no-polares. Debido a lo anterior se tiene
que otra característica importante del grupo de cadenas hidrocarbonadas es su
capacidad de formar agregados. Ésto se debe a que la energía de transferencia
entre una molécula no polar dentro de un ambiente acuosos produce un aumento
en la entropía. Para contrarrestar éste incremento entrópico se forman agregados
moleculares, es decir, monocapas, micelas, vesículas, etc.

1.5. Dependencia del grupo polar

Muchas otras sustancias que son ligeramente diferentes de los ácidos grasos
en la estructura química de las cabezas, tales como los alcoholes, los ésteres, y los
acetatos, también forman monocapas de Langmuir estables. Una forma de alterar
el comportamiento termodinámico y de fases de las monocapas es modificando la
interacción entre las cabezas ésto se logra modificando el PH de la fase líquida.
Por ejemplo, en el caso delos ácidos grasos, la disminución del PH, da lugar a que
las transiciones de fase en el diagrama Π–T se trasladen hacia la región de bajas
presiones.

1.6. Aplicaciones de las monocapas.

El estudio de las monocapas es fundamental en diversas ramas de la Ciencia
y la Tecnología. Las monocapas pueden servir como modelo para estudiar diver-
sos sistemas biológicos como proteínas y biomembranas, éstas ultimas, se puede
considerar como la unión de dos monocapas de fosfolípidos, y su investigación
catalítica de enzimas [25, 26]. Igualmente en el estudio y síntesis de tensoactivos
pulmonares, películas lagrimales, entre otros [27].

En sistemas de aplicación tecnológica, sirven como dispositivos electrónicos
moleculares, capacitores y sensores, por mencionar algunos [28]. En óptica no
lineal, para procesar señales ópticas [29], así mismo, para la detección de gases,
especialmente aquellos que tiene un carácter ya sea oxidante, reductor, ácido o
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básico. Así también, tienen aplicaciones como geles “inteligentes”, explotando las
propiedades de estímulo–respuesta que se observan en los geles micelares ante
cambios en factores del ambiente [30]. Los campos de aplicación de estos geles
comprenden la hidrometalurgia, procesamiento de alimentos [31], transporte y
liberación de medicamentos, cosméticos [32], entre otros.
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CAPÍTULO2
Simulaciones Moleculares.

2.1. Introducción

E
l desarrollo de las computadoras digitales a partir de la década de los
1950’s, y su aplicación a la resolución de problemas tecnológicos y científicos,

ha introducido una tercera metodología en la investigación científica: la simula-
ción computacional [33]. Este método, de carácter complementario y/o alterna-
tivo a los modos convencionales de hacer ciencia, ha tenido un fuerte impacto en
prácticamente todos los campos del conocimiento. El objetivo de una simulación
computacional es resolver numéricamente las ecuaciones de los modelos teóricos,
haciendo uso intensivo y extensivo de las computadoras.

La simulación computacional se introdujo en la física como una herramien-
ta para estudiar sistemas de muchos cuerpos en los años 1950′s, con el trabajo
de [34]. Posteriormente, resultados relevantes obtenidos en el estudio de propieda-
des de los líquidos con simulaciones de dinámica molecular dieron más credibilidad
al método de simulación computacional. Su uso se extendió rápidamente a temas
tan diversos como la física del estado sólido, la física de fluidos, la cromodiná-
mica cuántica, la relatividad general, la física de plasmas, la física de la materia
condensada, la física nuclear y la ciencia de materiales, entre muchas otras más.

Actualmente, gracias al desarrollo tecnológico vertiginoso de los procesadores
la simulación computacional se ha constituido como una herramienta científica
esencial, tanto en el área experimental como en la teórica. Mediante un “mode-

lo computacional razonable” no solo se pueden reproducir resultados obtenidos
en experimentos de laboratorio, sino que además, permite hacer predicciones en
intervalos de parámetros que son muchas veces imposibles de alcanzar experi-
mentalmente. Adicionalmente, la visualización de los resultados obtenidos tiene
actualmente un papel fundamental debido a que también se obtienen imágenes
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gráficas aún a nivel molecular [35].

Experimento Teoría

Simulación

Fenómeno
Natural

Figura (2.1) Relación esquemática entre teoría, experimento y simulación compu-
tacional.

En los últimos años, se han desarrollado algoritmos eficientes, estructuras de
datos, herramientas de visualización y comunicación con el objetivo de “modelar
computacionalmente” los sistemas biológicos, lo que se ha denominado, “experi-
mentos in silico” [36, 37]. La bioinformática es una rama de las ciencias biológicas
que trata con el estudio de los métodos para categorizar, analizar y almacenar
datos biológicos tales como el ADN/ARN, secuenciamiento de proteínas y estruc-
tura, interacciones genéticas, etc. [38, 39].

2.2. Algoritmos de simulación molecular

En esta tesis se usa una vertiente de las simulaciones computacionales que en
las últimas dos décadas se le ha dado el nombre de “simulaciones moleculares”.
El nombre se relaciona con el hecho que en la computadora se simulan las fuerzas
o potenciales de interacciones entre moléculas que constituyen el sistema bajo
ciertas condiciones termodinámicas de interés [40, 41, 35]. Existen dos algorit-
mos básicos para realizar simulaciones moleculares: (i) Dinámica molecular y, (ii)
Monte Carlo. Con el algoritmo de dinámica molecular se resuelven las ecuaciones
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de movimiento de Newton de cada una de las moléculas del sistema introducien-
do un “modelo de fuerzas de interacción inter-molecular”. Resolviendo numéri-
camente las ecuaciones de movimiento acopladas junto con las correspondientes
restricciones impuestas por las condiciones termodinámicas de interés se obtienen
las posiciones y momentos lineales de las moléculas como función del tiempo a
partir de los cuales se calculan las propiedades termodinámicas de equilibrio y no
equilibrio del sistema [42]. No obstante, existe una dificultad relacionada con la
escala de tiempo que se puede simular, usualmente ésta escala es mucho menor
que la escala de tiempo de evolución real de una molécula con muchos átomos [41].

Por otra parte, el algoritmo de Monte Carlo es un procedimiento estocásti-
co iterativo que muestrea el espacio de configuración de un modelo determinista
usando conjuntos de números pseudo-aleatorios y una distribución de probabi-
lidad para producir una “nueva configuración” del sistema a partir de la “con-
figuración anterior”, generando así una cadena de Markov [43]. Una cadena de
Markov es una secuencia finita de eventos aleatorios que ocurren en un sistema
en la que el estado presente que caracteriza al sistema de interés depende sola-
mente del estado inmediato anterior que caracterizó al sistema. En la siguiente
subsección se hace una presentación breve de este algoritmo.

2.2.1. Algoritmo de Monte Carlo

En esta tesis se usa explícitamente el algoritmo de Metropolis, que consiste en
generar una caminata aleatoria en el espacio de configuración [43]. La caminata
se realiza de tal forma que las coordenadas de las N partículas, r⃗i, con 1 ≤ i ≤ N ,
se distribuyen de acuerdo con la función de probabilidad apropiada. Usualmente
ésta función de probabilidad es la distribución de Boltzmann,

P(r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N) ≃ exp(−U(r⃗1, r⃗2, . . . , r⃗N)/kBT ), (2.1)

donde U(r⃗1, r⃗2, ....., r⃗N) representa la energía potencial del sistema y es una fun-
ción de las coordenadas de todas las partículas, kB es la constante de Boltzmann
y T es la temperatura. El valor promedio de una observable física, A que depende
explícitamente de las coordenadas de las partículas se escribe como:

⟨A⟩ = ∑N
i=1A(r⃗i) exp(−U(r⃗i)/kBT )
∑N

i=1 exp(−U(r⃗i)/kBT ) . (2.2)

La implementación práctica de este algoritmo para un sistema de N partículas
contenidas en un volumen V a la temperatura T es de acuerdo con los siguientes
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pasos:

1. Se calcula la energía potencial de interacción Uinicial(r⃗1, . . . , r⃗N) de la confi-
guración inicial del sistema.

2. Se selecciona aleatoriamente una partícula y se desplaza la cantidad ∆r⃗.
La magnitud y dirección del desplazamiento se efectúan aleatoriamente,
obteniendo la nueva posición, r⃗′ = r⃗ +∆r⃗. Con la nueva configuración se
calcula la nueva energía del sistema, Ufinal(r⃗1, . . . , r⃗

′
, . . . r⃗N).

3. i Si ∆U = Ufinal −Uinicial < 0, entonces se acepta el desplazamiento de la
partícula elegida. Después se elige al azar otra partícula del sistema y
se realiza el desplazamiento aleatorio correspondiente. Se verifica si se
cumple la condición de aceptación de la movida.

ii Si ∆U = Ufinal − Uinicial > 0, esto es, la energía del sistema aumentó al
realizar el desplazamiento de la partícula, entonces se elige un número
aleatorio α, distribuido uniformemente en el intervalo (0,1) y se realiza
el siguiente procedimiento:

● Si α < exp (−β∆U) entonces, se acepta el desplazamiento y se
vuelve al paso inicial.

● Si α > exp (−β∆U) entonces, se rechaza el desplazamiento, regre-
sando la partícula a su posición original y se vuelve al paso inicial.

4. Después de repetir iterativamente el procedimiento anterior un número,
M = M0N , de veces con M0 un entero, se miden las observables físicas
de interés, Ak(r⃗1, . . . , r⃗N). Con la finalidad de minimizar las correlaciones
entre configuraciones sucesivas del sistema, las mediciones se realizan ca-
da N desplazamientos de Monte Carlo aceptados. A este conjunto de N
desplazamientos de Monte Carlo, le llamaremos un ciclo de Monte Carlo.
Además, para minimizar posibles correlaciones entre el conjunto de valores
de la observable A, se construyen M ′

0 bloques de tamaño M0 y se obtiene
el promedio parcial para cada uno de ellos,

Ā =
1
M0

M0∑
l=1
Al. (2.3)

De esta forma se obtiene un conjunto de M ′
0 resultados estadísticamente

independientes para la observable A con los que se obtiene finalmente el
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valor promedio de la observable,

⟨A⟩ = 1
M ′

0

M ′
0∑

l=1
Al. (2.4)

Las fluctuaciones estadísticas se obtienen calculando la desviación estándar
definida como.

∆A =
< A >2 − < A2 >√

M ′
0 − 1

(2.5)

En los párrafos anteriores se describió el algoritmo de MC cuando el sistema
de interés se estudia en el ensamble N,V,T . No obstante, cuando las simulaciones
se realizan en el ensamble isotérmico-isobárico (N,Π, T ), el número de moléculas,
la temperatura y la presión superficial son constantes, mientras que el volumen
fluctúa de tal forma que Π sea constante. Por tal razón en las simulaciones se
realizan tres movimientos adicionales que manipulan las dimensiones del área de
la base de la caja de simulación: dos que cambian los lados del paralelogramo en
el plano x−y, y una deformación de cizalla que permite modificar el ángulo de las
esquinas de la base de la caja de simulación. Esta deformación facilita el rearreglo
de las moléculas permitiendo alcanzar eficientemente estados de equilibrio que de
otra forma no serían accesibles. Las simulaciones moleculares requieren de un
número de iteraciones que típicamente es del orden de centenas de millar [2, 35].

2.2.2. Cadena de Markov.

En esta subsección se introduce brevemente el concepto de cadena o proceso
de Markov que es un concepto básico para realizar simulaciones moleculares de
Monte Carlo. Para ello se denota por Xt el valor de una variable aleatoria X

al tiempo t y definimos el “espacio de estados” al conjunto discreto o continuo
de valores que puede tener la variable X. Se define un proceso de Markov como
aquél en el que las probabilidades de transición entre los diferentes valores de X
que forman el “espacio de estados” dependen solamente del valor de la variable
aleatoria en el estado actual, es decir,

P(Xt+1 = sj ∣X0 = sk,⋯,Xt = si) = P(Xt+1 = sj, ∣Xt = si). (2.6)

Por lo anterior, se dice que una variable aleatoria X representa un proceso de
Markov si para predecir su valor futuro solamente se requiere su valor presente, es
decir, la transición de probabilidad para ir de un estado Xt0

→Xt0+δt es indepen-
diente de de los estados anteriores Xt<t0

. Así pues,un proceso de Markov es aquél
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que genera una secuencia o conjunto de variables aleatorias, Xtk
, k = 0,1,2,3, ....

que constituyen una cadena de Markov.

Un proceso de Markov específico se define por una transición de probabilidad
o kernel de transición, ℘(i, j) = ℘(j → i) y representa la probabilidad de que el
proceso en el estado si se mueva al estado sj en un solo paso o transición, por lo
que el factor de control en una cadena de Markov es la probabilidad de transi-
ción. Sean ̺j(t) la probabilidad de que la cadena este en el estado j al tiempo t
y ̺(t) el vector renglón de probabilidades al tiempo t en el “espacio de estados”.
Al tiempo inicial, t = 0 en proceso inicia usualmente desde un estado particular
por lo que la cadena se especifica por el vector, ̺(0), que tiene solamente una
componente que es igual con la unidad y todas las demás componentes son cero.
Conforme el proceso evoluciona en el tiempo los valores de las probabilidades
también evolucionan de acuerdo con las transiciones que ocurren en el “espacio
de estados”.

La probabilidad de que la cadena tenga un valor sj al tiempo t+1 esta descrita
por la ecuación de Chapman–Kolmogorov que es la suma sobre todas las proba-
bilidades de que en el paso actual el proceso se encuentre en un estado particular
y de la probabilidad de transición del estado actual a uno nuevo, es decir,

̺i(t + 1) =∑
k

℘(k → i)̺k(t) =∑
k

℘(k, i)Πk(t). (2.7)

Las iteraciones sucesivas de ésta ecuación describen la evolución de la cadena
asociada al proceso. En el contexto de simulaciones moleculares de sistemas en
equilibrio térmico, la probabilidad de transición está dada por la distribución de
probabilidad de Maxwell-Boltzmann,

Pi ∝ e−Ei/kBT , (2.8)

donde Ei representa la energía del sistema en el estado i, T es la temperatura del
sistema y kB es la constate de Boltzmann.

Una condición necesaria para que la distribución de Maxwell-Boltzmann re-
presente una probabilidad de transición en un sistema e equilibrio térmico es que
ésta sea una distribución estacionaria, es decir, si el sistema alcanza el equilibrio
en un tiempo, teq. entonces el sistema permanecerá en equilibrio a un tiempo,
t > teq. lo que lleva al concepto de “balanceo detallado”, es decir,

℘(k → i)̺eq.
k = ℘(i→ k)̺eq.

i . (2.9)
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entonces,

℘(i→ k)
℘(k → i) = exp(−Ek −Ei

kBT
) . (2.10)

Es importante observar que la condición de balanceo detallado solamente deter-
mina la razón de las probabilidades de transición, por lo que muchas posibles
elecciones de ℘(k → i) satisfacen la condición anterior [44].

2.2.3. Generador de Números Aleatorios.

Para realizar una simulación de Monte Carlo es necesario disponer de un algo-
ritmo generador de números aleatorios que sea eficiente. En esta tesis el término
número aleatorio se refiere a un elemento de una sucesión de números seudo-

aleatorios generados en una computadora. Se usa el término seudo-aleatorio de-
bido a que la generación de una sucesión de números aleatorios esta totalmente
determinada por la la condición inicial –semilla inicial–, que es necesaria para
iniciar el proceso iterativo que da lugar a la sucesión. Por otra parte, un algoritmo
eficiente para generar sucesiones de números aleatorios debe tener una longitud
de correlación pequeña y un ciclo de repetición suficientemente grande. Debido a
lo anterior se han hecho esfuerzos importantes en desarrollar algoritmos eficientes
que generen sucesiones de números aleatorios eficientes.

En ésta tesis se usó el algoritmo generador de números aleatorios desarrollado
por Makoto Matsumoto y Takuji Nishimura, (1996/1997), denominado Mer-

senne Twister [45]. Se trata de un generador de números aleatorios basado en
la implementación de un autómata celular lineal en una y dos dimensiones que
tiene las siguientes ventajas: (i) No requiere de la búsqueda de polinomios primi-
tivos como en otros algoritmos y produce sucesiones con periodos de 2m − 1, con
m = 2 ,3 ,5 ,89 ,9689 ,2170 , y 859433. (ii) No requiere de construcciones híbridas
y es una modificación del algoritmo “Rule-90” de Wolfram. Este algoritmo cum-
ple satisfactoriamente diferentes pruebas estadísticas como son, DieHard [46] y
TestU01 [47].

2.2.4. Condiciones de Frontera.

En una simulación numérica es imposible simular el universo del sistema de
interés. Usualmente se elige una región del sistema de interés para realizar la si-
mulación. Esta región tiene ciertas fronteras con el ambiente que rodea al sistema
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y en muchos casos es necesario considerar los procesos físicos que tienen lugar
en la frontera o en regiones cercanas a ésta. Condiciones de frontera distintas
puede conducir a resultados diferentes, así también una elección incorrecta de las
condiciones de frontera puede producir resultados sin sentido físico.

Existen varios tipos de condiciones de frontera que se eligen dependiendo del
sistema de interés y de las cantidades físicas que se deseen calcular. Por ejemplo,
las más comunes son las condiciones de frontera mixtas, en las que pueden ser
libres o rígidas en ciertas direcciones y periódicas en otras, o bien, condiciones de
frontera estocásticas en las que los átomos o moléculas localizados más lejos que
una distancia característica se sustituyen por un baño térmico.

La introducción de condiciones de frontera periódicas en una simulación per-
mite analizar sistemas de tamaño grande –por ejemplo, un mol de un gas, 1023

moléculas– simulando una región pequeña –unas decenas o centenas de miles
de moléculas en al caso de un gas– que se localiza lejos de las fronteras físicas.
En éstas circunstancias se define una “celda computacional” o “celda unitaria”
que contiene un cierto número de moléculas que es usualmente significativamente
menor que el número de Avogadro. En el caso de interacciones electrostáticas,
es necesario que la “celda computacional” se replica por todo el espacio hasta
formar una “red o cristal” infinito. Es decir, si en la “celda computacional” las
moléculas tienen posiciones r⃗i, con i = 1,2,3, .....N , entonces, las condiciones de
frontera a lo largo de cada uno de los ejes coordenados producen imágenes espejo
de las moléculas en las posiciones definidas por,

r⃗
imag
i = r⃗i + la⃗ +mb⃗ + nc⃗, (2.11)

donde los vectores a⃗, b⃗, y c⃗ definen los lados de la “celda computacional” y l,m,n

son números enteros que varían en el intervalo [−∞,+∞]. De esta forma cada mo-
lécula en la “celda computacional” interacciona no solamente con aquéllas que
se localizan en la celda misma sino que también interacciona con las moléculas
imagen localizadas en las “celdas computacionales” adyacentes, como se muestra
en la figura (2.2). De ésta forma la elección de la “celda computacional” no tiene
efecto alguno que altere las fuerzas o el comportamiento del sistema. Usualmente
se elige una “celda computacional” cúbica, no obstante, es posible elegir otras
geometrías, tales como, dodecaedros rómbicos u octaedros truncados. El uso de
geometrías diferentes para la “celda computacional” permite verificar la influen-
cia de las simetrías de una geometría específica en el comportamiento del sistema.
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rc

L

L

Figura (2.2) Celda computacional o unitaria y sus imágenes adyacentes.

Algunas limitaciones que introducen las condiciones de frontera periódicas
son: (1) El tamaño de la “celda computacional” deber ser mayor que 2Rcorte,
donde Rcorte es el radio de corte y representa la distancia a la que el potencial
de interacción se define como diferente de cero. La molécula i interacciona con
la molécula j localizada a una distancia menor que el radio de corte así como
con moléculas en las celdas imagen contiguas que se localicen dentro del radio
de corte. Esta última condición se denomina “criterio de imagen mínima” [35].
(2) El tamaño específico de cualquier característica estructural en el sistema de
interés o la escala de longitud característica de cualquier efecto relevante debe
ser menor que el tamaño de la “celda computacional”. (3) Con la finalidad de
minimizar los efectos del tamaño del sistema en las cantidades que se calculan
es necesario realizar simulaciones con sistemas de tamaño diferente, –variar el
número de moléculas que se localizan en la “celda computacional”– para ver que
los resultados son independientes del tamaño del sistema.

2.3. Unidades Reducidas
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Para realizar simulaciones moleculares es siempre conveniente expresar las
cantidades básicas: distancia, tiempo, densidad y de energía en unidades reduci-
das para expresar en términos de éstas otras cantidades y propiedades físicas que
se calculan en las simulaciones. Lo anterior facilita su evaluación y comparación
con respecto a un sistema de referencia específico. Por ejemplo cuando se usa el
potencial de Lennard–Jones (Sec. 3.3.3), usualmente se seleccionan las unidades
básicas a saber: como unidad de longitud el diámetro de la molécula, σ, como
unidad de energía la profundidad del pozo de potencial, ǫ, y la masa de la molécu-
la, m. A partir de estas cantidades de referencia se escriben todas las demás, por
ejemplo, la distancia reducida, x∗, el tiempo reducido, t∗, la temperatura reduci-
da, T ∗, la energía reducida, u∗, la presión reducida, P ∗, y la densidad reducida,
ρ∗ se expresan de la siguiente forma, respectivamente,

x∗ = x
σ
, t∗ = t

σ
√

m
ǫ

, T ∗ = kBT
ǫ
,

E∗ = E
ǫ
, P ∗ = P σ3

ǫ
, ρ∗ = ρσ3.

Donde las unidades reducidas se denotan con el asterisco en la parte superior
de la letra que representa la cantidad.

Otra ventaja de introducir unidades reducidas es que de acuerdo con el prin-
cipio de estados correspondientes todos los fluidos tienen aproximadamente el
mismo factor de compresibilidad y todos se desvían del comportamiento del gas
ideal por aproximadamente la misma cantidad cuando se comparan a la misma
temperatura y presión reducidas. Por ejemplo, los siguientes valores de la densi-
dad y temperatura reducidos, ρ∗ = 0.5 y T ∗ = 0.5 corresponde al mismo estado
de Ar a (60K, y ρ=840Kg/m3) y de Xe a (112K y ρ=1617Kg/m3).

Otra razón práctica para usar unidades reducidas es que usualmente las can-
tidades básicas tiene valores numéricos que pueden diferir en varios ordenes de
magnitud lo que dificulta su manipulación en las simulaciones y conduce a errores
y/o pérdida de precisión en las operaciones de punto flotante.

2.4. Parámetros de la Simulación

En esta sección se describen las cantidades básicas y los parámetros que carac-
terizan a la monocapa de Langmuir que se estudia en esta tesis. Las simulaciones
moleculares de Monte Carlo se realizaron en el ensamble NPT y el código corres-
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pondiente se desarrollo y escribió en lenguaje de programación –ansi C–, en la
plataforma UNIX–MacOSX.

Los valores de las cantidades y paraḿetros relevantes las simulaciones mole-
culares que reportan en esta tesis, se presentan en la tabla siguiente:

Cuadro (2.1) Parámetros del ensamble de la simulación.

N = 144 Número de moléculas anfifílicas

l = 7 Número de monómeros por molécula

MCs = 105 − 106 Ciclos de Monte Carlo
L∗x
L∗y
= 2/√3 Dimensiones de la base de la caja de simulación

0 ≤ ϕb < π ángulo del paralelogramo base

0.10 < T ∗ ≤ 4.0 Intervalo de temperaturas

1 ≤ Π∗ ≤ 40 Presión Superficial

2.5. Cantidades termodinámicas

En el ensamble canónico el número de partículas, la temperatura y el volu-
men son constantes. La función de partición correspondiente a este ensamble se
representa en la forma

ZNV T =
1

Λ3NN
∫ drN exp [−βHNV T ]

donde Λ es la onda de de Broglie y β = 1
kBT

. En este ensamble la función Hamil-
toniana es

HNV T = V (r) +ΠA,

dado que podemos obtener la función de partición, por medio de una transfor-
mación de Laplace de ZN,V,T . De esta forma se obtiene la función Hamiltoniana
efectiva H, que define al sistema de interés,

HNΠT = V (r) +ΠA −NkBT log (A) ,
donde V (r) representa la energía interna, Π es la presión superficial aplicada, N
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es el numero de partículas en el modelo y A = LxLy sin(α) es el área de la base
de la caja de simulación, con α el ángulo que forman los vectores unitarios a lo
largo de los lados de la base de la caja de simulación. La función de partición
correspondiente se escribe como,

ZN,Π,T = ∫
∞

0
∫ exp{−β [V (r) +ΠAA] −Nβ−1 log (A)}dr⃗dA.

El valor promedio de una observable X en este ensamble esta dado por la
siguiente relación

⟨X ⟩ = 1
ZNΠaT

∫
∞

0
X (s) exp{−β [V (s) +ΠAA] +N log (A)}ds dA.

En las simulaciones el tensor de presiones se calcula usando la siguiente ex-
presión,

Πint
α,β =

1
A
⟨ N

∑
i=1
riαFiβ⟩ + NkBT

A
δα,β

en esta ecuación, Fi denota la fuerza sobre la partícula i-ésima.

2.6. Parámetros de Orden.

Para caracterizar las transiciones orden–desorden es necesario estudiar el com-
portamiento de los parámetros de orden asociados con las simetrías y los grados
de libertad que caracterizan las fases presentes en el sistema. Se define como pa-
rámetro de orden a una cantidad física relacionada con la simetría de interés en
el sistema. Esta cantidad es distinta de cero en la fase ordenada y es cero en la
fase desordenada. En la sección 1.3 se describieron los diferentes tipos de orden
que se presentan en una monocapa, no obstante, en nuestro análisis estudiaremos
también el orden orientacional caracterizado por la inclinación de los ángulos di-
rectores de las moléculas con respecto a la vertical sin considerar las orientaciones
azimutales específicamente. Esto facilita la caracterización de las fases inclinadas
en el sistema. Existen parámetros de orden para caracterizar el orden posicional
o bien el orden orientacional. En lo que sigue, introduciremos las definiciones de
los parámetros de orden que se analizaron.

2.6.1. Parámetro de Orden Hexagonal ψ6
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El parámetro de orden hexagonal, ψ6, está relacionado con el fenómeno de
“derretimiento” en dos dimensiones propuesto por Kosterlitz y Thouless [48, 49,
50, 51] y se calcula para caracterizar el orden posicional de corto alcance así
como el orden orientacional de cuasi-largo alcance. Éste parámetro se define por
la siguiente ecuación:

ψ6 = ⟨ ∣ 1
6N

N

∑
j=1

6

∑
k=1

e6 ıφjk ∣2⟩ . (2.12)

j k1

k2

k4

k5 k6

θj1

Figura (2.3) La figura muestra el arreglo hexagonal de las cabezas moleculares
en la fase hexática.

La primer suma corre sobre el índice j que numera las cabezas moleculares
mientras que el índice k numera los seis vecinos más cercanos. El ángulo φjk se
mide entre el vector que conecta la cabeza central y sus cabezas contiguas y que
son primeras vecinas, y el eje y positivo en un sistema de referencia localizado
en el plano z = 3, tal como se muestra en la figura (2.3). Éste parámetro da
información relacionada con el orden orientacional de cuasi-largo alcance de las
direcciones entre monómeros primeros vecinos en la fase hexática. Esta cantidad
es igual a la unidad cuando las cabezas moleculares se ordenan formando un arre-
glo hexagonal perfecto que se denomina fase hexática. En la medida en que la
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configuración de las cabezas moleculares se desvía del ordenamiento hexagonal el
valor de ψ6 disminuye hasta que decae a cero cuando la configuración de la cabe-
zas moleculares es aleatoria. La fase de Líquido Condensado se caracteriza por el
ordenamiento hexagonal de las cabezas moleculares así como del ordenamiento
orientacional de las colas de las moléculas. Por lo anterior, φjk, es de utilidad para
identificar la frontera de fases entre el líquido expandido y líquido condensado.

2.6.2. Correlación de las inclinaciones moleculares.

El parámetro Knn es una medida de la correlación orientacional entre mo-
léculas primeros vecinos, es decir, aquéllas seis moléculas que se localizan a la
distancia más corta de la molécula de referencia,

Knn = ⟨ 1
6N

N

∑
j=1

6

∑
k=1

3
2

cos2(θjk) − 1
2
.⟩ (2.13)

En ésta expresión la suma sobre el índice k corresponde a las seis moléculas
que son primeros vecinos y la suma sobre el índice j corresponde a las N molé-
culas anfifílicas del sistema. El ángulo θjk es el ángulo que forman los vectores
directores de las moléculas j y k. El vector director, D⃗i, de una molécula se define
como aquél que va del centro de la cabeza molecular al centro del último monó-
mero de la misma molécula, como se observa en la figura (2.4).

En la fase de LC KNN es relativamente grande mientras que en la fase de LE
es aproximadamente cero.

2.6.3. Parámetro de la Inclinación Promedio de las Molé-

culas

Para medir el orden orientacional se calcula el promedio del coseno de los
ángulos de inclinación, θi, de las moléculas, ⟨cos(θi)⟩. Los ángulos θi, miden la
inclinación de los vectores, D⃗i, –con respecto a la vertical–, que van del centro
de la cabeza de las moléculas al centro del último monómero de cada una de las
moléculas, como se indica en la figura (2.4). El promedio se calcula mediante la
expresión,
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⟨cos θi⟩ = ⟨⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ð⇀
Di ⋅Ð⇀ez∣Ð⇀Di∣

⎤⎥⎥⎥⎥⎦⟩ (2.14)

donde, Ð⇀ez es un vector unitario en la dirección que el eje z. La notación [⋅], indica
promedio sobre el ensamble de moléculas, mientras que ⟨⋅⟩, representa el promedio
estadístico que se obtiene una vez que ha finalizado la simulación. Por lo tanto,
cuando θi es cercano a cero, el grupo de moléculas anfifílicas esta en promedio
casi vertical, lo que corresponde al tipo de conformación molecular de la fase
LC–U. En estas circunstancias, ⟨cos θi⟩ ≃ 1. Por otra parte, si θi, es suficiente-
mente grande, entonces, ⟨cos θi⟩ ≃ 0, y las moléculas se encuentran en alguna de
las siguientes fases inclinadas: LC–NN o LC–NNN, o bien en la fase desordenada
con valores de θ tanto grandes como pequeños, pero que en promedio resulta en
un valor de ⟨cos θi⟩ minúsculo.

θ i

Di

Z

Y

XX

Rxy

c
o
s
θ
i

Figura (2.4) Vectores directores del parámetro de orden de inclinación colectiva

No obstante, esta cantidad por sí sola no proporciona información completa
en relación a si en las moléculas existe una correlación en las inclinaciones o
bien si hay una inclinación efectiva. Es decir, si los enlaces de los monómeros en
cada molécula tienden a orientarse en la misma dirección o bien si el último o
penúltimo enlace de la cola forman un ángulo mayor que cero con el resto de la
molécula. Por lo tanto, para completar la información sobre las inclinaciones de
las moléculas, es necesario considerar la longitud de la proyección, R⃗xy, sobre el
plano x − y, del vector R⃗i, esto es,
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Rxy =
√⟨[x]2 + [y]2⟩ (2.15)

donde x, y es la proyección del vector
Ð⇀
Di sobre el plano z = 3, como se muestra

en la figura (2.4). El parámetro Rxy es muy cercano a cero cuando las moléculas
están orientadas verticalmente en la fase ordenada no inclinada (LC-U). Por otra
parte, cuando Rxy es mayor que cero, se tiene la fase inclinada hacia los vecinos
más cercanos (LC-NN) y su valor aumenta aún más cuando la inclinación es hacia
los segundos vecinos cercanos (LC-NNN). Sin embargo, cuando están en la fase
de líquido expandido (LE), Rxy, también decrece en forma importante debido al
desorden conformacional de las moléculas.

Por otro lado, el parámetro ⟨cos θi⟩ tiene valor de uno, cuando las moléculas
están ordenadas verticalmente (LC–U), y decrece cuando las moléculas tienen
una inclinación hacia sus primeros vecinos más cercanos, (LC–NN) o bien hacia
sus segundos vecinos más cercanos (LC–NNN).
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CAPÍTULO3
Potenciales Intermoleculares

3.1. Introducción

L
a interacción entre moléculas es el resultado de considerar la combinación
de fuerzas de atracción y/o de repulsión, así como el alcance que éstas tienen,

es decir, fuerzas de corto y/o de largo alcance. Teóricamente es posible calcular
las fuerzas de interacción molecular a partir de primeros principios, es decir, a
partir de la mecánica cuántica, cálculos ab initio como se acostumbra nombrarlos.
No obstante, en la práctica éstos se pueden realizar solamente para un numero
pequeño de sistemas relativamente simples. Debido a lo anterior las interacciones
intermoleculares comúnmente se expresan o representan mediante un “potencial
de interacción efectiva” con una justificación empírica.

Las interacciones de corto alcance se caracterizan por un decaimiento ex-
ponencial en la energía de interacción con respecto a la separación molecular.
Cuando ésta separación intermolecular es corta las funciones de onda molecula-
res se traslapan significativamente dando lugar a una interacción repulsiva. No
obstante, a distancias más grandes, unos cuantos diámetros moleculares, las fuer-
zas de dispersión producen una interacción efectiva del tipo atractiva que están
relacionadas con las fluctuaciones instantáneas de la energía potencial debidas a
la redistribución y/o movimiento de los electrones. Por otra parte, las interaccio-
nes de más largo alcance, por ejemplo, interacciones electrostáticas, y en algunos
casos interacciones de dispersión, que usualmente se representan con un potencial
que varia con la distancia como una potencia algebraica de orden menor o igual
que tres. Las interacciones electrostáticas resultan de la distribución de carga
estática entre moléculas, o bien debidas a una redistribución de cargas estáticas
y pueden ser del tipo atractivo o repulsivo. Estas últimas son el resultado de
los reacomodos de carga causadas por los campos moleculares de las moléculas
vecinas.
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Históricamente se ha usado un enfoque empírico para asignar valores a los
parámetros de los potenciales. Éstos se pueden obtener de datos experimentales
tales como el segundo coeficiente del virial, las secciones transversales de disper-
sión molecular, algunas propiedades de transporte, etc. Una forma de verificar
si el potencial describe apropiadamente las interacciones moleculares es la com-
paración de las propiedades que se pueden calcular con el uso del potencial con
resultados experimentales. Los potenciales moleculares que se han usado exten-
sivamente en simulaciones moleculares son: (i) el potencial de esferas duras, (ii)
el potencial de Lennard-Jones, y (iii) el potencial atractivo que varia con la dis-
tancia como una potencia algebraica de orden seis.

En la práctica es necesario definir el tamaño o escala de longitud de las mo-
léculas que constituyen el sistema de interés para realizar simulaciones mole-
culares. En general uno puede definir tres escalas de longitud a partir de las
cuales se definen los potenciales de interacción inter-moleculares: (i) La atomís-
tica cuántica, (ii) la atomística clásica, y (iii) la mesoscópica. En la primera se
considera que el sistema está formado por núcleos, electrones, átomos y algunas
moléculas pequeñas, la escala de longitud relevante se encuentra en el intervalo,
0.1nm ≤ L ≤ 1.0nm, por lo que será necesario realizar cálculos ab-initio, es de-
cir, simulaciones de primeros principios resolviendo la ecuación de Schroedinger.
En la segunda escala, cuando el sistema de interés esta constituido por átomos y
moléculas de tamaño intermedio, la escala de longitud relevante se localiza en el
intervalo, 1.0nm << 100.0nm, por lo que requiere de la definición de potenciales
moleculares efectivos y del uso de dinámica molecular clásica para describir al
sistema. Por otra parte, en la escala mesoscópica, el sistema esta formado por
materia suave y el tamaño de las macro–moléculas se localiza en la escala de lon-
gitud entre, 100 nm < L < 1000 nm, lo que requerirá de un modelo de potencial

molecular de coraza granulada (CG).

La aproximación de coraza granulada (CG) consiste en la reducción sistemáti-

ca de los grados de libertad moleculares que son poco relevantes para la descripción

de las propiedades del sistema que son de interés particular. Es decir, el modelo
de potencial molecular se escribirá solamente en función de los grados de libertad
relevantes para la descripción de las cantidades macroscópicas de interés. En esta
tesis se consideran moléculas anfifílicas cuya escala de longitud está en la tercera
escala molecular.
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3.2. Modelo de Coraza Granulada

La implementación del modelo de CG, se puede dividir en dos fases, la primera
consiste en identificar los grados de libertad moleculares que son irrelevantes para
la descripción de las propiedades del sistema que son de interés, reduciendo así
la complejidad del sistema. La segunda fase consiste en seleccionar el potencial
molecular efectivo que describa en forma simplificada las interacciones molecula-
res en términos de las coordenadas de los grados de libertad relevantes para la
descripción de las propiedades de interés [52, 53].

Un ejemplo típico del modelo de “Coraza–Granulada” lo constituye el poten-
cial de interacción básico en la simulación de polímeros, el collar de perlas que
usaron Kremer–Grest [54], y el de Dinámica Molecular Disipativa que usó Groot
a finales de la década de los 1990 [55]. En ambos casos, han sido suficientes los
potenciales de interacción molecular sencillos, para reproducir cualitativamente
el comportamiento del sistema a estudiar. Sin embargo, los resultados de estas
simulaciones no describen en detalle el comportamiento del sistema [26, 56]. En
esta tesis hace uso del modelo de CG para simular moléculas anfifílicas deposita-
das sobre una capa de agua.

Figura (3.1) Diagrama esquemático del modelo de CG de una molécula de ácido
graso en la intercara aire–agua [2], donde se representan n≈ 3 grupos de CH2 como

un monómero efectivo.

En la figura (Fig.3.1), se muestra un diagrama esquemático del modelo de CG,
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de una molécula de ácido graso en la intercara aire–agua. Cada unidad estructu-
ral del modelo de CG esta constituida por grupos sucesivos de aproximadamente
tres metilenos (CH2), y éstos se encuentran conectados por un potencial efectivo
de enlace duro. Ésta interacción se revisará con detalle en la sección (3.3.1 t ..........

.
❞).

Una característica importante del potencial de CG, es que la cadena pueda
articularse, lo que es posible con un potencial que es función de los ángulos, θi

entre los enlaces moleculares (Fig 3.1). Este potencial se definirá explícitamente
en la sección 3.3.2). Otra ventaja adicional de este modelo molecular es la posi-
bilidad de asignarle a la molécula un grado de polimerización. Si la molécula real
tiene un grado de polimerización igual a N, entonces el modelo molecular de CG

tendrá un grado de polimerización de l =
N

n
, donde n es el número de carbonos

representados por un monómero.

Considerando que el grado de polimerización de la mayoría de las moléculas
anfifílicas de interés se encuentra en el intervalo de entre 12≤N≤22, entonces, de
acuerdo con el modelo molecular que se muestra en la figura 3.1, el modelo de
“Coraza–Granulada” tendría un número de monómeros entre 5 ≤ l ≤ 8. Por lo
tanto, un valor típico del grado de polimerización de una molécula anfifílica en
el modelo de CG sería de al menos l = 7, lo que representaría aproximadamente
a un ácido graso con 20 grupos de CH2. Es importante notar que debido a que
la estructura molecular de las moléculas hidrofílicas es distinta de las moléculas
hidrofóbicas en el modelo molecular de anfifílos simulado en esta tesis el diámetro
de las primeras es ligeramente mayor que la de las segundas. Es decir, las cabezas
son ligeramente mayores que los monómeros que constituyen las colas.

3.3. Potenciales

En esta sección se presentan cada uno de los potenciales intermoleculares in-
volucrados en el modelo de “Coraza–Granulada” de las moléculas anfifílicas así
como el potencial de interacción entre las cabezas de las moléculas y la monocapa.

3.3.1. Potencial entre monómeros

Este potencial describe la interacción que mantiene unidos a los monómeros
del modelo de “Coraza–Granulada” de una molécula anfifílica que supondremos
es solamente función de la distancia entre monómeros contiguos. Para ello se
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propone un potencial –elástico no lineal de extensión finita– (FENE por sus siglas
en inglés) y se define por la siguiente función,

US(d) = − κS

2
d2

S ln [1 − (d − do

dS

)2] donde ∣d − do∣ < dS (3.1)
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Figura (3.2) Gráfica del Potencial FENE (elástico no lineal de extensión finita)

Figura (3.3) Diagrama esquemáti-
co de la cola de una molécula anfifí-
lica que muestra las características

del potencial de enlace

Éste es un potencial que es armónico alre-
dedor de la posición de equilibrio do, mientras
que cuando ∣d − do∣ ≈ dS, con dS la distancia
de separación máxima, la interacción es fuer-
temente repulsiva y diverge como ĺım

z→0
[− ln z].

Esta última característica mantiene a los mo-
nómeros fuertemente ligados dentro de una dis-
tancia máxima dS. En la figura 3.2 se muestra
el comportamiento de este potencial como fun-
ción de la distancia. En la figura 3.3 se muestra
un diagrama esquemático de una configuración
de los monómeros que constituyen la cola de
una molécula anfifílica.
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3.3.2. Potencial de flexión de los enlaces

En esta subsección se presenta el potencial de flexión de los enlaces de valencia
entre monómeros adyacentes. Este es un potencial que depende del ángulo θijk

entre enlaces y se define por la ecuación,

Uθ(θijk) = κθ (1 + cos θijk) (3.2)
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Figura (3.4) Gráfica del potencial angular correspondiente a los ángulos de valencia

El primer índice i en la variable angular numera la molécula, mientras que
los otros dos, j, k numera dos enlaces contiguos. La constante de rigidez de los
enlaces se denota con la letra κθ. En la figura 3.4 se muestra el potencial como
una función del ángulo de flexión, θijk. Éste se puede interpretar como el trabajo
o energía requeridos para “doblar” a la molécula alrededor de un monómero. El
mínimo del potencial se localiza en θijk = π mientras que el máximo ocurre cuando
θijk = 0,2π. En el primer caso la configuración de la molécula es tal que dos enlaces
están alineados, no obstante, en las otras dos posiciones angulares, que son poco
probables de ocurrir, los enlaces estarían doblados completamente. Para pequeños
desplazamientos angulares alrededor del mínimo el potencial corresponde al de
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un oscilador armónico.

Figura (3.5) Diagrama esquemático que muestra el doblamiento de los enlaces conti-
guos alrededor de un monómero en una molécula anfifílica.

3.3.3. Potencial de Lennard–Jones

El potencial de Lennard-Jones (LJ) es uno de los potenciales de interacción
molecular más comunes que se usan para describir interacciones de tipo van der

Waals entre dos átomos o moléculas, i y j neutras debido a que es fácil de evaluar.
La expresión matemática que define el potencial de LJ es,

ULJ = ǫLJ

⎡⎢⎢⎢⎢⎣(
σij

rij

)12

− 2(σij

rij

)6⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.3)

donde, ǫLJ representa la profundidad del pozo del potencial y σij, representa el
diámetro de un átomo o molécula esférica. El primer termino esta relacionado
con la repulsión debida al traslapamiento de las funciones de onda electrónicas
de los átomos que constituyen las moléculas. El segundo termino representa la
interacción atractiva de largo alcance debida fundamentalmente a las fuerzas de
dispersión.

Para simplificar la evaluación de las interacciones moleculares en la práctica,
es común introducir una variante del potencial de Lennard–Jones que se denomina
“potencial de Lennard–Jones truncado” de acuerdo con la siguiente expresión,
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Figura (3.6) Diagrama que muestra el comportamiento del potencial LJ como función
de la distancia intermolecular. Los triángulos rojos corresponden a la interacción
entre monomers del grupo de la cola, los círculos verdes corresponden al potencial
de esfera suave entre las cabezas de las moléculas y la interacción entre las cabezas

y los monómeros de las colas, los cuadros amarillos.

U
trunc
LJ (r) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ULJ(r) −ULJ(rcut) si r < rcut

0 si r ≥ rcut

(3.4)

En esta variante, el alcance del potencial se corta hasta una distancia r = rcut,
haciendo que el potencial tenga un alcance finito, no obstante, cuando rcut ≥ 2σ,
el potencial truncado aproxima muy bien al potencial de LJ no truncado, Por
otra parte, cuando rcut = 1σ, el potencial preserva únicamente su parte repulsiva,(σij/r)12 por lo que se le da el nombre de potencial de esfera suave.

El potencial de LJ truncado también se usa para simular las interacciones entre
moléculas de dos especies distintas, es decir, para simular sistemas binarios. En
esta caso las interacciones entre partículas de diferente especie se pueden calcular
usando la regla de mezclado propuesta por Lorentz y Berthelot [42].

ǫij =
√
ǫii ⋅ ǫjj (3.5)
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σij =
1
2
(σii + σjj) (3.6)

donde, ǫii y σii son los parámetros de LJ para interacciones entre moléculas del
mismo tipo i.

Figura (3.7) Diagrama que muestra el arreglo molecular de las moléculas anfifílicas
depositadas sobre la monocapa.

En esta tesis se usa el potencial de LJ para simular las interacciones entre
monómeros en una misma molécula anfifílica –cola– así como entre monómeros
en moléculas diferentes. La interacción entre monómeros en la misma molécula se
considera a segundos vecinos, por lo que el radio de corte tiene el siguiente valor,
rcut = 2σT T , lo que incluye las partes repulsiva y atractiva, con σT T el diámetro
de los monómeros que constituyen la cola de las moléculas anfifílicas. La inter-
acción entre monómeros a primeros vecinos en la misma molécula esta definida
por el potenciales FENE, que depende de la separación de los monómeros y del
potencial de flexión entre enlaces que depende de los ángulos que éstos forman.
La interacción entre monómeros en moléculas anfifílicas contiguas se considera a
primeros vecinos, con rcut = 2σT T lo que también incluye las partes repulsiva y
atractiva del potencial.

Las interacciones entre cabeza–cabeza y cabeza–cola también se simulan con
el potencial de LJ y en estos casos los parámetros del potencial están definidos
por, σH−H = 1.2σT T y rH−H

cut = 1.2σT T , y σH−T = 1.1σT T , rH−T
cut = 1.1σT T , respectiva-
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mente. De acuerdo con lo anterior las interacciones en éstos casos corresponden
a potenciales de esfera suave.(ver Fig. 3.6). Los arreglos moleculares de un con-
junto de moléculas anfifílicas depositadas sobre una monocapa se muestran en la
figura 3.7.

3.3.4. Potenciales Hidrofóbico e Hidrofílico

Debido a que en esta tesis se realizan extensas simulaciones moleculares de
moléculas anfifílicas –que están formadas por una cabeza polar hidrofílica y una
cola no-polar hidrofóbica– depositadas sobre una monocapa de agua, en esta
subsección se hace una presentación breve relacionada con las interacciones hi-
drofóbicas e hidrofílicas.

Cuando se introducen moléculas en en un fluido se pueden presentar dos tipos
de interacciones moleculares que involucran una respuesta energética y estructu-
ral del fluido, en particular agua. Las interacciones hidrofóbicas se presentan al
introducir moléculas no-polares en un fluido polar encontrándose que las primeras
no se mezclan con las moléculas del fluido, es decir, las evitan. Las interacciones
hidrofílicas ocurren al introducir moléculas polares que son solubles y se mez-
clan con las moléculas del fluido polar. Ejemplos de estos sistemas lo constituyen
algunas proteínas, surfactantes, bicapas, así como otras estructuras biológicas
complejas.

Las interacciones hidrofóbicas son debidas principalmente a un efecto entró-
pico que tiene lugar debido a la destrucción de los enlaces de hidrógeno de las
moléculas de agua líquida por las moléculas no polares. Por ejemplo, una cadena
hidrocarbonada o bien una molécula grande no tienen la capacidad de formar
enlaces de hidrógeno con las moléculas de agua dando lugar al rompimiento de
la red tridimensional de enlaces de hidrógeno en el agua. Para minimizar ésta
pérdida de enlaces de hidrógeno éstos se reorientan en una dirección tangencial
a la superficie de la molécula lo que produce “cascarón de solvatación” alrededor
de la superficie de las moléculas no-polares. Las moléculas de agua que forman
el cascarón tienen una movilidad restringida, por ejemplo, en el cascarón de sol-
vatación de moléculas no-polares pequeñas la restricción en la movilidad de las
moléculas de agua es del orden del 10 %, mientras que en moléculas no-polares
largas los movimientos de traslación y de reorientación de las moléculas de agua
en el cascarón de solvatación se pueden restringir por un factor entre dos y cuatro.
Para minimizar el efecto destructivo de los enlaces de hidrógeno en las moléculas
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de agua las moléculas no-polares reducen su superficie expuesta al agua forman-
do agregados entre ellas. Por otra parte, las interacciones hidrofílicas tienen la
capacidad de formar enlaces de hidrógeno que favorecen la interacción de las mo-
léculas polares con las moléculas de agua u otras sustancias polares y se disuelven
con facilidad en ellas.

Como ya se explicó en la subsección 3.2 para realizar las simulaciones mole-
culares se usarán potenciales de interacción que simulen las características más
relevantes de las interacciones. En este contexto, el solvente, –agua– se simula
en forma implícita [41], es decir, no se introduce un modelo molecular explícito
para el agua, en su lugar se introducen potenciales moleculares que restringen a
las cabezas hidrofílicas de las moléculas a moverse sobre la monocapa así como
desplazamientos pequeños en la dirección perpendicular a la monocapa. Por otra
parte las colas hidrofílicas estarán restringidas por un potencial molecular repul-
sivo que les permita una conformación molecular tal que permanezcan arriba de
la monocapa.
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Figura (3.8) Potencial hidrofóbico e hidrofílico de tipo FENE.

Específicamente, para modelar el carácter hidrofóbico, el grupo de las cabezas
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estas se restringen a moverse en en el intervalo z ∈ (−∞,2.5), para tal circuns-
tancia se introduce el siguiente potencial intermolecular,

UH(z) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
− κS

2
z2

S ln [1 − (z−2.5
1
)2] si 2.5 ≤ z ≤ 3.5

0 si z < 2.5

(3.7)

de esta forma, las cabezas hidrofílicas tienen completa libertad de introducirse
en el solvente en el intervalo de desplazamientos verticales ∣z∣ < 2.5, no obstante,
si el movimiento es tal que las cabezas están por encima de la superficie del sol-
vente (Fig. 3.8) éstas sentirán un potencial intenso definido por la ecuación 3.7.
La forma del potencial se muestra en la Fig. 3.8).

UT (z) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
− κS

2
z2

S ln [1 − (3.5−z
1
)2] si 2.5 ≤ z ≤ 3.5

0 si z > 3.5

(3.8)

En el caso de las colas o cadenas hidrofóbicas el potencial intermolecular es
la imagen espejo con respecto al plano z = 3 del grupo hidrofílico, y se se define
en la ecuación 3.8. En este caso, las colas tienen la libertad de adquirir una con-
formación casi arbitraria por encima de la monocapa. No obstante, cuando las
moléculas de la cola se aproximan al solvente éstas sienten un potencial repulsivo
intenso que emula su carácter hidrofóbico. En la figura 3.8 se muestra la forma
del potencial.

La introducción de los potenciales hidrofóbico e hidrofílico garantiza que las
colas de las moléculas anfifílicas siempre se encuentren posicionadas por arriba del
plano z = 3, que define la monocapa, salvo algunas fluctuaciones, con el grupo de
las cabezas en contacto con el solvente, es decir “hidratadas”. Es importante ob-
servar que las colas pueden tocar eventualmente la superficie del “solvente”,(z = 3)
pero sin introducirse en él.

En la tabla 3.1 se presenta un resumen de los valores de los parámetros de
los potenciales intermoleculares. La mayoría de los valores que se indican se ob-
tuvieron de trabajos previos, no obstante, en éstos trabajos no consideraron el
carácter iónico o polar de las cabezas moleculares [57, 58, 59, 41, 60].
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Cuadro (3.1) Parámetros de los Potenciales Moleculares

ǫT T = 1 , σT T = 1 Interacción cola-cola

ǫHH = 1 , σHH = 1 Interacción cabeza-cabeza

ǫHT =
√
ǫHHǫT T Interacción cabeza-cola

σHT =
1
2
(σHH + σT T ) Interacción cabeza-cola

do = 0.7σ Distancia de equilibrio, potencial FENE

∆d = 0.2σ Máxima elongación del potencial FENE

ǫF ENE = 100ǫ Cte. de elasticidad de potencial FENE

ǫang = 10ǫ Cte. de elasticidad potencial de flexión

q = −1.0 Cabezas iónicas (CH2COO)
µ = 1.7 Cabezas polares (CH2COO)
αE ∼ L/5 Parámetro de convergencia potencial electrostático

kcut = 7 Imágenes periódicas en el espacio de Fourier

3.3.5. Potencial Electrostático

Existe una gran cantidad de sistemas de materia condensada blanda donde
ocurren interacciones de largo alcance y en los que se puede aplicar el método de
las Sumas de Ewald [42]. El método de las Sumas de Ewald fue desarrollado a
principios de los 1920’s, como una técnica para sumar las energías de interacción
entre muchas partículas en sistemas periódicos, por ejemplo, cristales iónicos, y
en particular, para calcular la energía de sistemas electrostáticos.

El método de sumas de Ewald se puede considerar como un caso particular de
la fórmula de suma de Poisson. Éste reemplaza la suma de energías de interacción
de largo alcance en el espacio real por una suma equivalente en el espacio recipro-
co o de Fourier, en el que la convergencia de las sumas es más rápida comparada
con su equivalente en el espacio real, más un término de corrección [61, 62, 63].
Las Sumas de Ewald presenta su potencialidad máxima cuando se calcula la ener-
gía de interacción de sistemas de partículas con carga eléctrica que requiere de la
aplicación el método de imágenes lo que conduce a la evaluación de la energía de
un sistema periódico infinito [64, 65]. Ver figura ??.

El número de operaciones de punto flotante que se deben realizar al aplicar el
algoritmo de Sumas de Ewald escala como O(N2) donde N es el número de par-
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tículas en el sistema [40]. Por lo anterior, la aplicación del método de las sumas
de Ewald siempre requiere de una cantidad importante de recursos de cómputo.

Figura (3.9) La figura muestra la red periódica que se debe considerar al aplicar
el método de imágenes a un sistema de partículas que interactúan a través de un

potencial electrostático.

En ésta tesis se considera un sistema de Nm partículas, cada una con una
carga o un dipolo eléctricos puntuales con vector de posición ri, contenidas en
un cubo de lado L. Tomando en cuenta el conjunto de cargas imagen la energía
electrostática del sistema se expresa como,

Uqq =
1
2
∑⃗
n

Nm

∑
i=1

Nm

∑
j=1

qiqj∣r⃗ij +Ln⃗∣ (3.9)

La primer suma se realiza sobre todas las imágenes localizadas dentro volumen
central –celda de simulación básica–. Omitiendo la interacción de cada partícu-
la consigo misma, el término i = j no se considera en la suma, no obstante, la
interacción de la partícula con sus partículas imagen si se toma en cuenta en el
calculo de la energía de interacción.

Debido a que esta suma converge condicionalmente, el valor de la energía,
no estas bien definido, a menos que uno especifique en forma precisa cómo es
que interactúan las cajas de la simulación. En el apéndice (A.1), se presenta
un desarrollo más detallado de cómo el potencial de la ecuación (3.9), se puede
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expresar como la suma de dos series que son convergentes, una en el espacio real
y la otra en el espacio de Fourier o recíproco, a saber,

Uqq = ∑
i≤i<j≤Nm

qiqj [erfc(α∣r⃗ij

r⃗ij

] − α√
π

Nm

∑
j=1
q2

j

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Parte Real

+ 1
2πL

∑⃗
n≠0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1
n2

exp(−π2n2

L2α2
) ∣Nm

∑
j=1
qj exp(2πı

L
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Parte Compleja

(3.10)

donde rij = ∣ri − rj ∣ y erfc(x) = 1 − erfc(x), y erfc(x) es la función de error,
con α = 1/√2σ y σ la desviación estándar de la función de distribución Gaus-
siana que representa la correspondiente distribución de carga en el espacio de
Fourier. El parámetro α determina la razón de convergencia entre la parte real
y la parte compleja. El término en el espacio real es de corto alcance, es decir,
el alcance de la interacción puede acotarse hasta por un radio de corte, rcut tal
que rcut <

L
2
, por lo que es suficiente aplicar condiciones de frontera periódicas

de imagen mínima. Esto se presentará con más detalle en la sección (2.2.4). El
vector, n⃗ = (nx, ny, nz) ∈ Z3, está acotado por el radio de corte en el espacio de

Fourier, ncut =
α2rc

Lπ
. En el caso de sistemas formados por dipolos puntuales el

desarrollo es similar al de cargas puntuales. A pesar de que la energía de interac-
ción de un par de dipolos disminuye como ∣ri − rj ∣−3), el alcance de la interacción
es lo suficientemente largo para que sea necesario considerar la contribución de
las sumas de Ewald en el espacio de Fourier. Por lo anterior, la energía de inter-
acción dipolar se obtiene mediante la ecuación (3.11).

La interacción entre pares de dipolos de magnitud µ esta descrita por la
ecuación,

Udd = −∑
i,j

µ2(s⃗i ⋅ ∇)(s⃗j ⋅ ∇)( 1
r⃗ij

) (3.11)

donde la suma se realiza sobre todos los pares de dipolos y s⃗i es un vector unitario
que define la dirección en la que apunta el dipolo i. El operador diferencial se
puede aplicar a la ecuación 3.10 y así se obtiene la siguiente expresión para la
energía potencial,
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Udd = µ2 ∑
1≤i<j≤Nm

[(erfc(αrij)
r3

ij

+ 2α exp(−α2r2
ij)√

πr2
ij

)(s⃗i ⋅ s⃗j)
− (3 erfc(αrij)

r5
ij

+ (2α2 + 3
r2

ij

) 2α exp(−α2r2
ij)√

πr2
ij

)(s⃗i ⋅ r⃗ij)(s⃗j ⋅ r⃗ij)]
+ 2πµ2

L3
∑⃗
n≠0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1
n2

exp(−π2n2

L2α2
) ∣Nm

∑
j=1
(n⃗ ⋅ s⃗j) exp(2πı

L
n⃗ ⋅ r⃗j)∣2⎤⎥⎥⎥⎥⎦

− 2α3µ2Nm

3
√
π
+ 2πµ2

3L3
∣Nm

∑
j=1
s⃗j∣2 .

(3.12)

donde α = 1/√2σ con σ la desviación estándar de la función Gaussiana que
representa la distribución de carga en el espacio de Fourier. En el límite cuando
α → 0, la relación (3.12) se reduce a la expresión clásica de interacción dipolar,

Udd = µ2∑
i<j

1
r3

ij

[s⃗i ⋅ s⃗j − 3
r2

ij

(s⃗i ⋅ r⃗ij)(s⃗j ⋅ r⃗ij)] (3.13)

3.4. Criterio de convergencia de las Sumas de

Ewald

Al realizar simulaciones moleculares de sistemas con potenciales de interac-
ción de largo alcance se ha encontrado que la evaluación de las interacciones
moleculares por lo general requieren de más recursos de cómputo que con siste-
mas con potenciales de corto alcance. Existen diferentes métodos para realizar
simulaciones con potenciales de interacción de largo alcance sujetos a condicio-
nes de frontera periódicas entre los que se tiene al de las sumas de Ewald que
se considera como uno de los algoritmos más apropiados para la evaluación de
interacciones electrostáticas.

El método de las sumas de Ewald, –ver sección 3.3.5–, separa la evaluación
de los potenciales de interacción en una parte de corto alcance y una de largo
alcance. La evaluación de las interacciones de corto alcance se realiza en el espacio
real mientras que la correspondiente a la de largo alcance –en espacio complejo–
se realiza en el espacio de Fourier o espacio recíproco en donde distancias largas
corresponden a números de onda pequeños. Cada una de estas partes depende de
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parámetros que controlan la convergencia de las sumas y su valor numérico es de
relevancia para un balance apropiado de la energía, así como, para optimizar el
tiempo de CPU para evaluar las interacciones.

3.4.1. Estimación de los Parámetros de Convergencia

De acuerdo con las ecuaciones (3.10, 3.12), el resultado de las sumas de Ewald
en la evaluación de potenciales de largo alcance están determinadas por tres pará-
metros que controlan la convergencia en el espacio real y en el espacio de Fourier.
El primero que corresponde al radio de corte de la interacción por pares de par-
tículas en el espacio real, rE

cut, el radio de corte en el espacio de Fourier, kE
cut,

que usualmente es un entero que define el número de celdas imagen que se deben
considerar, y el parámetro de convergencia αE, que en cierta forma determina
la razón de convergencia entre las sumatorias en el espacio real y el espacio de
Fourier.

Cuando αE es grande la distribución de carga en el espacio de Fourier es
angosta, y en tal caso la sumatoria correspondiente al espacio real converge rá-
pidamente, de tal forma que cuando, αE →∞, la función, erfc(αEx) → 0, lo que
indica que un número pequeño de imágenes, kEwald

cut , es suficiente para una conver-
gencia rápida. Considerando que cuando el valor del parámetro de convergencia
es muy pequeño, el error en la energía que depende de la parte real era muy
grande. Por otro lado un valor pequeño de αE, conduce a una convergencia más
rápida de la sumatoria en el espacio de Fourier, de esta forma, cuando α → 0,
entonces, exp(−x/αE) → 0. Por otra parte, cuando αE es grande kE

cut aumenta y
el potencial producirá resultados más precisos, sin embargo, el tiempo de CPU
aumenta significativamente haciendo que el cálculo sea prohibitivo. Por último, la
sumatoria del espacio real es la que más tiempo de CPU consume en los cálculos,
en este sentido, es que se escoge un valor pequeño de rE

cut, y se deja la mejor
elección entre el número de imágenes en el espacio de Fourier y el parámetro de
convergencia, para obtener el mejor equilibrio entre precisión y rapidez.

Sin embargo, al realizar una revisión bibliográfica se encuentra que hay toda
una variedad valores para los tres valores de convergencia.

Para definir los valores de los radios de corte en los espacios real y de Fourier
así como el parámetro α que determina el radio de convergencia de las sumas de
Ewald esta tesis se trabajó conforme al siguiente esquema: Se establece inicial-
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Cuadro (3.2) Parámetros de convergencia de las Sumas de Ewaldpara interacciones
iónicas y dipolares.

Referencia rE
cut αE kE

cut

[41] L
2

5
L

(αE)2rE
cutL

π
= 25

2π
≃ 4

[66] L
2

0.35 5

[67] L
2

0.3 9

[68] L
2

0.210 4

[62] L
2

4.60
L

4
5.74

L
5

6.70
L

6
7.54

L
7

8.32
L

8
9.02

L
9

[69]
rij

6
√

ζ

rE
cut√
− ln ζ

−L ln( ζ

πrE
cut

)
ζ = exp [−(παkmax

L
)2]

[70] L/2 8.3/L 12

[71] L/2 5.929 5

mente el radio de corte en el espacio real, rE
cut = L/2, donde L es el lado de la

celda básica de simulación y se elige este valor debido a que se deben considerar
las interacciones con las moléculas imagen localizadas en las celdas de simulación
adyacentes. Por otra parte, el radio de corte en el espacio de Fourier, kcut = 5, está
definido por el número de imágenes de la celda básica de simulación. Lo anterior
de acuerdo con lo establecido en las referencias [41, 66, 62, 71]. Considerando
lo anterior, y con la finalidad de encontrar un valor óptimo de αE que defina la
convergencia de las sumas de Ewald tanto en el espacio real como en el espacio de
Fourier –el cual depende del modelo específico de interés– se realizaron pruebas
variando el parámetro αE en el intervalo 0 < αE ≤ 1 .

En la figura 3.10, se muestra el comportamiento de la entalpía y de la densi-
dad superficial como función del número de ciclos de Monte Carlo para diferentes
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Figura (3.10) Comportamiento de la entalpía (cuadrados) y de la densidad superficial
(círculos) como función del número de ciclos de Monte Carlo para diferentes valores

del parámetro de convergencia αE .
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valores del parámetro αE. Se observa que una vez que el sistema alcanza el equi-
librio las fluctuaciones de la entalpía y de la densidad superficial del sistema se
minimizan cuando αE = 0.35. Esto es una indicación de que al evaluar el poten-
cial electrostático las sumas de Ewald convergen razonablemente bien tanto en
el espacio real como en el espacio de Fourier, ademas de que los valores de la
entalpía corresponden con el modelo en estudio.
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CAPÍTULO4
Pruebas de consistencia y
análisis de tamaño finito

E
ste capítulo inicia con dos análisis de consistencia de los resultados de
las extensas simulaciones de Monte Carlo que se realizaron en el ensam-

ble isotérmico-isobárico. Debido a ello, la cantidad termodinámica intrínseca que
se analiza es la entalpía del sistema. El primer análisis de consistencia esta re-
lacionado con el comportamiento de la entalpía como función de la temperatura
cuando las cabezas moleculares tienen la carga eléctrica o dipolo eléctrico muy
pequeños. En este límite deben reproducirse los resultados del comportamiento de
la entalpía muy cercanos a los que se obtienen cuando las cabezas moleculares no
tienen carga eléctrica o dipolo eléctrico. Se demuestra que en éste límite el com-
portamiento de la entalpía del sistema converge continuamente a los resultados
esperados. Esta prueba de consistencia es una indicación de que el algoritmo y el
código de las sumas de Ewald para evaluar el potencial de interacción electros-
tático funciona correctamente. Por otra parte, también se presenta un análisis
de tamaño finito del sistema de interés, es decir, se analiza cómo cambian los
resultados de las cantidades físicas que se calculan como función del número de
moléculas anfifílicas.

4.1. Comportamiento de la entalpía en el límite

en que las cargas o dipolos eléctricos de las

cabezas moleculares es pequeño

Con la finalidad de verificar la validez de los resultados de las simulaciones
cuando las cabezas moleculares tienen una carga o un dipolo eléctricos en esta
subsección se estudia el comportamiento de la entalpía como función de la tem-
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FINITO

peratura en el límite en que la carga q → 0 o el momento dipolar µ → 0 para
diferentes valores de la presión superficial. Se demuestra que en este límite los re-
sultados de las simulaciones convergen a los resultados que se obtienen al simular
monocapas en las que las cabezas moleculares no tienen carga o dipolo eléctricos.

0.0 1.0 3.0

-4

-2

0

2

ε
−

H

Figura (4.1) Comportamiento de la Entalpía como función de la temperatura para
sistemas en los que las cabezas moleculares no tienen carga o dipolo eléctrico, (trián-
gulos amarillos), cuando tienen una carga, q = 0.001, (círculos rojos), y cuando tienen
un dipolo eléctrico, µ = 0.001 (cuadros azules). En los tres casos sistema está a la

presión superficial, Π = 0.1, en unidades reducidas.

En las figuras 4.1-4.4, se presenta el comportamiento de la Entalpía como
una función de la temperatura para un sistema en el que las cabezas molecula-
res tienen carga y/o dipolo eléctricos muy pequeños, q = 0.001 (círculos rojos)
o µ = 0.001 (cuadros azules) y el sistema esta sometido a las presiones superfi-
ciales, Π = 0.1,3.0,10 y 25 figuras (4.1- 4.3). En las mismas figuras se muestran
los resultados para la entalpía (triángulos amarillos) de un sistema en el que las
cabezas moleculares no tienen carga ni dipolo eléctrico.

Se observa que en el caso de bajas presiones superficiales, figura (4.1) el com-
portamiento de la entalpía en la región de bajas temperaturas, cuando las cabezas
moleculares no tienen cargo o dipolo eléctricos, difiere un poco del comportamien-
to cuando el sistema tiene cabezas iónicas o polares. Específicamente, la entalpía
es ligeramente mayor cuando hay interacciones electrostáticas. No obstante, a
altas temperaturas, T > 2.0, los resultados parecen converger a una misma curva.
Esta diferencia en comportamiento se puede entender debido a que en las fases
condensadas las interacciones de largo alcance son más grandes que en la fase de
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4.1. COMPORTAMIENTO DE LA ENTALPÍA EN EL LÍMITE EN QUE LAS
CARGAS O DIPOLOS ELÉCTRICOS DE LAS CABEZAS MOLECULARES ES
PEQUEÑO

0.0 1.0 3.0

-4

-2

0

2

ε
−

H

Figura (4.2) Lo mismo que en la figura 4.1 excepto que la presión superficial del
sistema es Π = 3.0.

altas temperaturas en la que la distancia entre moléculas es mayor. Este compor-
tamiento se observa también para valores más grandes de la presión, sin embargo,
la separación de las curvas en la región de bajas temperaturas es menor conforme
aumenta la presión superficial.
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Figura (4.3) Lo mismo que en la figura 4.1 excepto que la presión superficial del
sistema es Π = 10.0.

Los resultados anteriores se interpretan como una indicación de que la parte
del código que evalúa las interacciones electrostáticas en las simulaciones produ-
ce resultados confiables debido a que se recuperan los resultados esperados en el
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límite cuando q → 0 o µ→ 0.
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−

Figura (4.4) Lo mismo que en la figura 4.1 excepto que la presión superficial del
sistema es Π = 25.0.

4.2. Comportamiento de los resultados de las si-

mulaciones como función el número de mo-

léculas anfifílicas en el sistema

Con la finalidad de estudiar los posibles cambios de los valores de la entalpía
al variar el número total de moléculas anfifílicas en la monocapa, se realizaron
simulaciones con tres valores diferentes del total de moléculas anfifílicas en el
sistema, a saber: 12 × 12, 16 × 16, y 20 × 20 moléculas. Además, para facilitar las
simulaciones la celda computacional básica inicial toma la forma geométrica de
un prisma cuya base es un paralelogramo para que la configuración inicial de las
moléculas sea la de un arreglo hexagonal.

En cada una de las las figuras (4.5-4.7), se muestra el comportamiento de la
entalpía del sistema cuando las cabezas moleculares tienen una carga eléctrica,
–cabezas iónicas–, como función del número de ciclos de Monte Carlo para tres
valores diferentes de la presión, Π = 1.0,5.0,10.0. La primera figura corresponde
a la temperatura reducida, T = 0.40, la segunda figura a la temperatura reducida,
T = 1.6, y la tercera figura a la temperatura reducida, T = 3.0.
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4.2. COMPORTAMIENTO DE LOS RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES
COMO FUNCIÓN EL NÚMERO DE MOLÉCULAS ANFIFÍLICAS EN EL
SISTEMA
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Figura (4.5) Entalpía del sistema para una monocapa formada por 12×12 (círculos),
16 × 16 (cuadrados), y 20 × 20 (triángulos), moléculas anfifílicas con cabezas iónicas
a la temperatura T = 0.40 para tres presiones diferentes: (a) Π = 1.0 , (b) Π = 5.0, y

(c) Π = 10.0.

Se observa que una vez que el sistema alcanza el equilibrio las fluctuaciones de
la entalpía son ligeramente más grandes para los sistemas a baja presión, Π = 1.0,
y a altas temperaturas, T = 3.0, comparadas con las del sistema a presiones ma-
yores, Π = 5.0, 10.0, y temperaturas menores, T = 1.6, 0.40. No obstante, se puede
concluir de los resultados que se muestran en las gráficas que para los tres ta-
maños del sistema el comportamiento de la entalpía es esencialmente el mismo
dentro de las fluctuaciones estadísticas del sistema.

En forma análoga se realizaron simulaciones para sistemas con cabezas polares
y los resultados obtenidos para el comportamiento de la entalpía como función
del número de ciclos de Monte Carlo se muestran en cada una de las las figu-
ras 4.8, 4.9, 4.10, para tres valores diferentes de la presión, Π = 1.0,5.0,10.0. La
primera corresponde a la temperatura reducida, T = 0.40, la segunda a la tempe-
ratura reducida, T = 1.6, y la tercera a la temperatura reducida, T = 3.0.

Se observa nuevamente que una vez que el sistema alcanza el equilibrio las
fluctuaciones de la entalpía son ligeramente más grandes para los sistemas a baja
presión, Π = 1.0, y a altas temperaturas, T = 3.0, comparadas con las del sistema
a presiones mayores, Π = 5.0, 10.0, y menores temperaturas, T = 1.6, 0.40. Se
puede concluir de éstos resultados que para los tres tamaños del sistema el com-
portamiento de la entalpía es esencialmente el mismo dentro de las fluctuaciones
estadísticas del sistema.

Por lo anterior, y con la finalidad de racionalizar el uso de los recursos de
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Figura (4.6) Entalpía del sistema para una monocapa formada por 12×12 (círculos),
16 × 16 (cuadrados), y 20 × 20 (triángulos), moléculas anfifílicas con cabezas iónicas
a la temperatura T = 1.60 para tres presiones diferentes: (a)Π = 1.0 , (b) Π = 5.0, y

(c) Π = 10.0.

cómputo la mayoría de los resultados que se presentan en ésta tesis se obtuvie-
ron realizando simulaciones de Monte Carlo en sistemas formados por 12 × 12
moléculas anfifílicas.

4.3. Detalles de las simulaciones

Los resultados que se presentan y describen en las siguientes secciones se
obtuvieron a partir de extensas simulaciones de Monte Carlo en el ensamble
isotérmico–isobárico, (N,Π,T) en sistemas con N = 12 × 12 = 144 moléculas anfi-
fílicas con colas formadas por siete monómeros efectivos. El intervalo de tem-
peraturas –en unidades reducidas– en que se realizaron las simulaciones fue,
0.1 ≤ T ∗ ≤ 4.0, mientras que el intervalo de presiones fue, 1 ≤ Π∗ ≤ 40. Los
parámetros relevantes de las simulaciones y de los potenciales se indican en las
tablas 2.1 y 3.1, en los capítulos 2 y 3. Con la finalidad de obtener una buena
estadística en le región de bajas temperaturas se aumento el número de ciclos de
Monte Carlo además de cuidar que la razón de aceptación de los movimientos
fuera la misma que en la región de altas temperaturas.

Para facilitar la implementación de las simulaciones la celda computacional
básica inicial se eligió con una forma geométrica de prisma con base de para-
lelogramo. Con esta elección de la celda la configuración inicial de las cabezas
moleculares corresponde a un arreglo hexagonal. Para equilibrar el sistema es ne-
cesario realizar del orden de 106 ciclos de Monte Carlo, a la temperatura más alta
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Figura (4.7) Entalpía del sistema para una monocapa formada por 12×12 (círculos),
16 × 16 (cuadrados), y 20 × 20 (triángulos), moléculas anfifílicas con cabezas iónicas
a la temperatura T = 3.0 para tres presiones diferentes: (a) Π = 1.0 , (b) Π = 5.0, y

(c) Π = 10.0.

y la presión mas baja, desde una configuración ordenada de las colas, LC–U. Una
vez equilibrado el sistema, se uso esta configuración desordenada para cada pre-
sión es estudio, y se fue disminuyendo la temperatura en cada corrida hasta llegar
a la minima. Cada simulación consistió típicamente de 3 × 105 ciclos de Monte
Carlo en la región de altas temperaturas y bajas presiones, y de 5 × 105 ciclos de
Monte Carlo en la región bajas temperaturas y altas presiones. Los promedios
termodinámicos de las observables físicas de interés se calcularon formando 600
bloques en la región de altas temperaturas y bajas presiones y 1000 bloques en
la región bajas temperaturas y altas presiones. En todos los casos cada bloque
esta formado por 500 valores de las observables medidas en cada ciclo de Monte
Carlo. Se obtuvo el promedio de las observables en cada uno de los bloques. Esto
último ayuda a reducir posibles correlaciones entre los valores de las mediciones
lo que mejora la estadística de las simulaciones. Las fluctuaciones estadísticas de
las observables se obtuvieron calculando la desviación estándar de los promedios
de cada uno de los bloques.
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Figura (4.8) Entalpía del sistema para una monocapa formada por 12×12 (círculos),
16 × 16 (cuadrados), y 20 × 20 (triángulos), moléculas anfifílicas con cabezas polares
a la temperatura T = 0.40 para tres presiones diferentes: (a)Π = 1.0 , (b) Π = 5.0, y

(c) Π = 10.0.
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Figura (4.9) Entalpía del sistema para una monocapa formada por 12×12 (círculos),
16 × 16 (cuadrados), y 20 × 20 (triángulos), moléculas anfifílicas con cabezas polares
a la temperatura T = 1.6 para tres presiones diferentes: (a)Π = 1.0, (b) Π = 5.0, y (c)

Π = 10.0.
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Figura (4.10) Entalpía del sistema para una monocapa formada por 12×12 (círculos),
16 × 16 (cuadrados), y 20 × 20 (triángulos), moléculas anfifílicas con cabezas polares
a la temperatura T = 3.0 para tres presiones diferentes: (a) Π = 1.0 , (b) Π = 5.0, y

(c) Π = 10.0.
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CAPÍTULO5
Resultados obtenidos para la

monocapa formada por
moléculas con cabezas iónicas

D
escribiremos el comportamiento de la monocapa en términos de los pa-
rámetros de orden: (a) orden posicional, (b) orden orientacional de enlace,

y (c) orden de inclinación. Mediante un análisis exhaustivo del comportamiento
de los diferentes parámetros definidos en el capítulo 3 como función de la tem-
peratura, presión superficial y área por molécula se calcularon los diagramas de
fases de la presión superficial versus la temperatura (Π–T ) y el de la temperatura
versus el área por molécula (T–A). Con la finalidad de hacer una presentación
intuitiva de las fases primero se presenta una fotografía instantánea de una con-
figuración molecular típica en cada una de las fases. En éstas configuraciones
las cabezas moleculares están representadas con un circulo de color rojo mientras
que la conformación de las colas moleculares se representa con líneas de color azul.

5.1. Comportamiento de Fases

5.1.1. Fase de Coexistencia Líquido Expandido-Gas

En la región de temperaturas, 2.35 ≤ T ∗ ≤ 2.50, y presión, Π∗ = 1.0, se obtiene
la fase de coexistencia Líquido Expandido–Gas. Ésta se caracteriza por tener un
área promedio por molécula en el intervalo 2σ2

H ≤ A/N ≤ 5σ2
H que corresponde

a areas por molécula entre 34.6 Å2 y 188.76 Å2 dependiendo del valor de σ y
ǫ, del potencial de Lennard–Jones, y que dependen de la molécula específica en
consideración (etano, etileno, propano o propileno). En la Figura 2 de la referen-
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cia [19], que corresponde a la figura 1.2 de esta tesis, se sugiere que esta fase se
caracteriza por un área por molécula entre 200 y 400 Å2 para ácidos grasos (n–
alcanos). En la figura (5.1) se muestra la proyección sobre el plano X −Y de una
fotografía instantánea de un arreglo molecular característico de esta fase obtenido
de las simulaciones de Monte Carlo. Se observa que las cabezas moleculares están
distribuidas no homogéneamente sugiriendo la ausencia de orden posicional.Así
también, se observa que las colas de las moléculas apuntan en todas direcciones
indicando la ausencia de un orden orientacional. Lo anterior confirma que la co-
existencia de fases entre la fase de líquido expandido y la fase de gas.

-25 -20 -15

30

35

Figura (5.1) Proyección en el plano X–Y de una configuración molecular de la fase
LE-Gas. La temperatura y la presión son: T ∗ = 3.85 y a la presión, Π∗=1.

5.1.2. Fase de Líquido Expandido

Conforme uno se desplaza gradualmente hacia la región de bajas temperaturas
y manteniendo la misma presión se encuentra con la fase de Líquido expandido.
En esta fase, el área por molécula disminuye gradualmente de tal forma que la
densidad molecular aumenta en forma importante, es decir, las moléculas se en-
cuentran más cercanas unas de otras. En la figura (5.2) se muestra la proyección
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sobre el plano x−y de una fotografía instantánea del arreglo molecular caracterís-
tico de esta fase. Se observa que las cabezas moleculares están distribuidas en el
plano de forma heterogénea sugiriendo la ausencia de orden posicional. También
se observa que la colas de las moléculas apuntan en todas direcciones indicando
la ausencia de un orden orientacional.

0 5 10

0

5

10

Figura (5.2) Proyección en el plano x–y de una configuración molecular típica de la
fase de líquido expandido. La temperatura y la presión son: T ∗ = 2.65 y a la presión,

Π∗=1.

5.1.3. Fase de Líquido Condensado

Si la temperatura del sistema disminuye aún más en todas las presiones se
obtiene la fase de Líquido Condensado (LC). En esta fase las cabezas moleculares
tienden a arreglarse posicionalmente y se localizan en los vértices de un hexágono
mientras que las colas tienden a orientarse localmente formando ciertos “patro-
nes”, cuando se obtiene la proyección del arreglo molecular sobre el plano X −Y .
Estos “patrones” se forman debido a que las colas tienden a orientarse hacia sus
moléculas que son primeros vecinos (NN). Algunos autores denominan a esta fase
la fase esméctica I (S-I), en analogía con las fases de los cristales líquidos. En la
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figura (5.3(a)) se muestra la proyección sobre el plano X − Y de una fotografía
instantánea de un “patrón” molecular característico de esta fase. Otro tipo de
arreglo o patrón molecular que se observa es aquél en el que las colas de las mo-
léculas se orientan hacia las moléculas que son sus segundos vecinos (NNN). En
analogía con las fases de los cristales líquidos esta fase la denominan esméctica F
(S-F). En la figura (5.3(b)) se muestra la proyección sobre el plano X −Y de una
fotografía instantánea que corresponde a un “patrón” molecular característico de
esta fase. Las características anteriores sugieren la existencia de orden posicional
de las cabezas así como orden orientacional de las colas moleculares.
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(a) T = 1.15, Π=5.
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(b) T = 0.70, Π=30.

Figura (5.3) Proyección en el plano X–Y de una configuración molecular típica de las
fases (a) LC–NN y (b) LC–NNN.

En la región de bajas temperaturas, T ≲ 0.7 y presiones medias, Π ≈ 10 se
pueden observar diferentes patrones de inclinación de las colas. Por ejemplo, en
la figura (5.3(a)) además de la inclinación de las colas hacia sus primeros vecinos
se observa un “patrón” que sugiere un ordenamiento de tipo esméctico, es decir,
se observa orden orientacional de largo alcance y al mismo tiempo el centro de
masa de las moléculas se distribuye en capas a lo largo de una dimensión. Es
decir, las moléculas están empaquetadas hexagonalmente y las colas tienen una
cierta inclinación. Estos tipos de ordenamiento se muestran en la figura 5.4(a).

Más aún, es posible observar patrones moleculares de inclinación no unifor-
me [72], debidos a diferentes estados de conformación de las colas moleculares
–cadenas carbonadas– lo que permite observar diferentes “patrones de orienta-
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(a) T = 0.70, Π=10
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(b) T = 0.10, Π=40.

Figura (5.4) Proyección en el plano x–y de una configuración molecular típica de las
fases (a) Patrón de ordenamiento molecular y (b) LC-U.

ción” moleculares de corto alcance como se muestra en la figura 5.4(a).

5.1.4. Fase de Líquido Condensado no-inclinado

En la región de temperaturas bajas, T ∗ ≲ 0.2 y presiones altas, Π∗ ⪆ 40, en uni-
dades reducidas la densidad de la monocapa aumenta significativamente y debido
al gran empaquetamiento que resulta de las altas presiones las colas moleculares
se ordenan verticalmente dando origen a una conformación de las moléculas an-
fifílicas desprovista de inclinación con respecto a la dirección vertical, –dirección
perpendicular al plano interfacial–, es decir, se obtiene una fase condensada equi-
valente a la de un cristal, como se muestra en la figura (5.4(b)).

5.2. Parámetros de orden y transiciones de fase

Con la finalidad de localizar las fronteras de las diferentes fases y así construir
los diagramas de fases correspondientes se calcularon los siguientes parámetros de
orden: Ψ6, < cos θ >, Knn, y Rxy, el promedio del ángulo de inclinación molecular,
< θ >, y la densidad superficial, A = A/N . Éstas cantidades se calcularon como
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funciones de la temperatura en el intervalo, 0.0 < T ∗ ≤ 4.0, para los valores de la
presión superficial reducida, Π∗ = 1,5,10,15,20,25,30 y 40. No obstante, en ésta
sección solamente se presenta el análisis del comportamiento de éstos parámetros
para los siguientes cuatro valores de la presión superficial, Π = 1,10,20, y 30. Para
facilitar la localización de las regiones de temperatura en donde ocurren cambios
en el comportamiento de los parámetros de orden en las gráficas de resultados se
incluyeron al menos dos franjas verticales que identifican posibles regiones donde
ocurren transiciones de fase.
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Figura (5.5) Parámetros de orden como función del la temperatura a la presión Π=1

En la figura (5.5) se muestra el comportamiento de los diferentes parámetros
de orden cuando Π = 1. Recordando que < θ >, mide el promedio del ángulo
de inclinación del vector director que une cada cabeza molecular con el último
monómero de la molécula, que < cos(θ) >, mide el promedio de la proyección de
las colas moleculares sobre el eje vertical, y que Knn mide la correlación de las
inclinaciones, iniciamos el análisis en la región de altas temperaturas, T = 4.0,
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donde se tiene la fase de coexistencia entre las fases LE–Gas. Al disminuir la
temperatura, –lado derecho de la franja azul–, tanto Ψ6 como Rxy son muy pe-
queñas mientras que < θ > y el área por molécula, A, decrecen monotónicamente,
la segunda disminuyendo con mayor rapidez que la primera, como una indicación
de que el sistema se esta condensando. Por el contrario, Knn y < cos θ > aumen-
tan monotónicamente, la primera aumentando con mayor rapidez que la segunda.
Comportamientos que confirman que está ocurriendo un proceso de condensación,
el sistema pasa de la fase de LE-Gas a la fase de LE. Esta transición es debida
principalmente al area por molécula ya que en las dos fases nos encontramos con
desorden de corto y lago alcance de las moléculas anfifílicas.

Desplazándose hacia la región de menores temperaturas y llegar la región de-
finida por la franja gris se observa un aumento significativo de los parámetros de
orden Ψ6 y Rxy. El primero aumenta desde un valor casi cero hasta un valor de
aproximadamente Ψ6 ≈ 0.55, mientras que el segundo se incrementa desde cero
hasta Rxy ≈ 0.7. Estos cambios significativos en los parámetros de orden sugieren
la existencia de una transición desorden-orden en las posiciones de las cabezas
moleculares en un arreglo hexagonal que es típico de la fase de LC, así como
de una transición orientacional (inclinación molecular) de las moléculas hacia sus
primeros (NN) o segundos vecinos más cercanos (NNN), tal que el promedio de su
proyección sobre el plano XY aumenta en forma importante. Este aumento en la
inclinación molecular da lugar a que Knn aumente en forma importante al dismi-
nuir la temperatura sugiriendo una correlación de largo alcance en la inclinación
de las moléculas. Por otra parte, también se observa que el área por molécula
decrece en forma importante al disminuir la temperatura, lo que es consistente
con el ordenamiento de las moléculas al pasar de la fase de LE a las fases de
LC(NN) y LC(NNN). En la región de temperaturas intermedias entre las franjas
verde y gris, 0.55 < T ∗ < 1.15, se observa que el parámetro de orden. Rxy disminu-
ye ligeramente seguido de un ligero aumento y después vuelve a disminuir hasta
llegar a la franja verde en donde disminuye significativamente. Así también, Ψ6

disminuye ligeramente seguido de un incremento alcanzando la parte media de
la franja verde. A partir de éste punto vuelve a decaer hasta un valor pequeño
en el límite inferior de la franja verde, lo que sugiere un reareglo por parte de
las cabezas moleculares, es decir, las cabezas pasan de un desorden molecular a
un orden hexagonal, para pasar después a una deformación del arreglo hexagonal.

Disminuyendo aún más la temperatura hasta llegar a la región, T ∗ ≤ 0.55, a
la izquierda de la franja color verde, se observa un decrecimiento importante de
Rxy y una disminución del promedio del ángulo de inclinación, < θ >, sugirien-
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do una menor inclinación de la moléculas y el inicio del establecimiento de la
fase con orden orientacional de corto alcance y un mayor empaquetamiento por
parte de la monocapa. Así también, se observa un ligero aumento en < cos θ >
indicando un aumento de la proyección vertical de la molécula. Sin embargo, es
importante notar que el comportamiento del parámetro, < ψ6 >, es tal que una
vez alcanzado su valor máximo, < ψ6 >≈ 0.5, al disminuir T ∗ y llegar a la franja
verde, esta cantidad aumenta y vuelve a disminuir sugiriendo la existencia de una
transición desorden–orden–deformación posicional de las cabezas moleculares. Es
decir, al disminuir la temperatura las cabezas moleculares están inicialmente des-
ordenadas, luego se ordenan hexáticamente para que al disminuir la temperatura
las cabezas se localicen en un hexágono deformado –fase “deformada” con me-
nor simetría hexagonal–. Lo anterior es consistente con el comportamiento de
los parámetros de orden, < cos θ > y Knn y sugiere que las moléculas se orientan
primero hacia sus segundos vecinos y luego se reorientan hacia sus primeros ve-
cinos a más bajas temperaturas. Es decir, alrededor de la franja verde ocurre la
siguiente transición: NN(N)→ NN . En la región de muy bajas temperaturas el
comportamiento de < θ > y < cos θ > confirman el establecimiento de una fase con
menor inclinación.

Al aumentar la presión superficial de la monocapa hasta el valor Π∗ = 10,
se observan transiciones de fase similares a las descritas en el párrafo anterior
aunque en regiones de temperatura diferentes. En la figura (5.6) se muestra el
comportamiento de los diferentes parámetros de orden. En la región de altas
temperaturas, 1.75 ≤ T ∗ < 4.0 se observa que los parámetros de orden, Ψ6 y Rxy

varían en el intervalo (0,0.20) indicando la existencia de cierto desorden tanto en
las posiciones de las cabezas moleculares como en la inclinación de las colas mo-
leculares. Además se observa que la densidad superficial molecular que disminuye
monotónicamente conforme la temperatura disminuye y [< cos θ >] aumenta muy
ligeramente, sin embargo, Knn aumenta más rápidamente sugiriendo cierto orden
orientacional de las colas moleculares lo que es consistente con el comportamiento
de Rxy. Las características descritas sugieren la un orden típico de la fase LE.

Por otra parte, en la región de temperaturas, 1.45 ≤ T ∗ ≤ 1.75 indicada por
la franja gris se observa un aumento súbito de Ψ6 hasta un valor aproximado
de 0.7 lo que lo que sugiere un cierto ordenamiento en las posiciones de las ca-
bezas moleculares, así también, Rxy aumenta pero en una proporción menor, no
obstante, este incremento en Rxy es una indicación de que las colas molecula-
res empiezan a inclinarse, probablemente hacia sus primeros vecinos. Consistente
con este escenario es el comportamiento de la densidad superficial molecular, A,
que decrece monotónicamente en este intervalo de temperaturas y los comporta-
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Figura (5.6) Parámetros de orden como función del la temperatura a la presión Π=10

mientos de < θ > que disminuye y < cos θ > que aumenta, así también, Knn. Lo
anterior apunta al establecimiento de la fase de LC. A más bajas temperaturas,
en la región entre las franjas púrpura y gris, 1. ≤ T ≤ 1.45, se observa un aumento
continuo tanto de Ψ6 como de Rxy, así también de < θ >, aunque en menor pro-
porción. Lo anterior confirma el establecimiento de la fase ordenada hexagonal
de las cabezas moleculares así como el establecimiento de la fase inclinada de
las colas moleculares, en este caso la orientación molecular es hacia sus segundos
vecinos. En el intervalo de temperaturas definido por la franja púrpura Ψ6 su-
fre una disminución ligera mientras que Rxy disminuye súbitamente de un valor
aproximado de 0.70 hasta 0.35, como una indicación de que las colas moleculares
se reorientaron disminuyendo el valor de < cos θ > sugiriendo el inicio de una fase
con menor inclinación del grupo carbonado. Lo anterior es consistente con el com-
portamiento de A y de Knn, ambas disminuyendo muy ligeramente. En la región
de muy bajas temperaturas el comportamiento de < θ > y < cos θ > confirman el
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establecimiento de la fase no-inclinada LU. No obstante, el decaimiento súbito de
Ψ6 en el intervalo de temperaturas, 0.4 ≤ T ∗ ≤ 0.5, parece sugerir un nuevo orden

o deformación de la red hexagonal formada por las cabezas moleculares.En este
punto es importante notar que los intervalos de temperatura en los que ocurren
las transiciones de fase que se describen para las presiones superficiales Π = 1 y
Π = 10 se desplazan hacia la región de altas temperaturas conforme la presión
superficial aumenta. Ésto se confirma al analizar el comportamiento de los pará-
metros de orden cuando Π = 20 y Π = 30, como se muestra en las figuras (5.7)
y (5.8 ).
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Figura (5.7) Parámetros de orden como función del la temperatura a la presión Π∗=20

Para el valor de la presión superficial, Π = 20 básicamente se obtienen las
transiciones de fase descritas en párrafos anteriores. Es decir, en la región de al-
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tas temperaturas, 1.8 ≤ T ≤ 4, a la derecha de la franja gris se tiene la fase de LE.
Por otra parte, Ψ6 presenta tres máximos que son mayores o iguales que 0.20 a
las temperaturas, T ∗ ≈ 3.75, 1.6 y 0.85 y un máximo, Ψ6 ≈ 0.75 a la temperatura
T ∗ = 0.40. Los primeros tres están relacionados con el reacomodo de las cabezas
moleculares debido al inicio del establecimiento de las fases inclinadas de las colas
moleculares. Esto se confirma al observar el comportamiento de Rxy, que aumen-
ta ligeramente en la región de altas temperaturas mientras que < θ > disminuye
ligeramente hasta llegar a la franja gris en donde Rxy aumenta súbitamente y así
también < θ >, indicando el establecimiento de las fases inclinadas de las colas
moleculares. Éste escenario es consistente con el comportamiento de A que dis-
minuye monotónicamente hasta que se establecen las fases inclinadas de las colas
moleculares así como el comportamiento de Knn que aumenta monotónicamente
hasta la temperatura T ≈ 0.4 donde inicia el decrecimiento súbito de Rxy y el
inicio de una fase con menor inclinación molecular. Nuevamente, este escenario
de bajas temperaturas sugiere la existencia de una transición NN(N) → NN

o U. Sin embargo, el decaimiento súbito de Ψ6 en el intervalo de temperaturas,
T ≤ 0.4, parece sugerir una deformación de la red hexagonal formada por las ca-

bezas moleculares.

Cuando se aumenta aún más la presión superficial hasta el valor Π = 30, en la
región de altas temperaturas, 2.35 ≤ T ∗ ≤ 4.0, a la derecha de la franja gris se tiene
nuevamente la fase de LE. Por otra parte, Ψ6 presenta tres máximos que son del
orden de 0.10 a las temperaturas, T ∗ ≈ 3.5, 3.1 y 2.8 y dos máximo, Ψ6 ≈ 0.75 en
la región de bajas temperaturas, T ∗ ≈ 1.7 y T ∗ ≈ 0.7. Los primeros tres máximos
están relacionados con el reacomodo de las cabezas moleculares debido al inicio
del establecimiento de las fases inclinadas de las colas moleculares. Lo anterior se
confirma al observar el comportamiento de Rxy, que aumenta ligeramente en la
región de temperaturas intermedias, 0.9 ≤ T ∗ ≤ 2.35, mientras que < θ > disminu-
ye ligeramente hasta llegar a T ∗ ≈ 0.9 donde Rxy aumenta hasta alcanzar su valor
máximo de aproximadamente 0.4 a la temperatura T ≈ 0.45, inicio de la franja
rosa, y así también < θ >, indicando el establecimiento de las fases inclinadas de
las colas moleculares.

El comportamiento de A que disminuye monotónicamente hasta que se esta-
blecen las fases inclinadas de las colas moleculares así como el comportamiento de
Knn que aumenta monotónicamente hasta la temperatura T ∗ ≈ 0.55 donde inicia
el decrecimiento de Rxy y el inicio de la fase no-inclinada, LU. Nuevamente, este
escenario de bajas temperaturas sugiere la existencia de una transición reentrante
LE → NN(N)→ U . Sin embargo, el decaimiento súbito de Ψ6 en el intervalo de
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Figura (5.8) Parámetros de orden como función del la temperatura a la presión Π=30

temperaturas, 0.4 ≤ T ∗ ≤ 0.55, concuerda con la deformación de la red hexagonal

formada por las cabezas moleculares.

5.3. Diagramas de Fase

En esta sección se presentan los diagramas de fase Π∗ versus T ∗ y T ∗ versus
A que se obtuvieron a partir del análisis del comportamiento de los diferentes
parámetros de orden de la sección anterior. Con la finalidad de comparar los dia-
gramas de fases obtenidos con interacciones de largo alcance también se incluyen
los diagramas de fases obtenidos de simulaciones moleculares previas en las que
no se consideran la interacciones de largo alcance debidas a la interacción iónica
de las cabezas moleculares.

En la figura 5.9 se muestra el diagrama de fases presión superficial versus
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Figura (5.9) Diagrama de fases Π∗ versus T ∗, de una monocapa de Langmuir con
interacción iónica en el grupo hidrofílico.

temperatura donde se observa la coexistencia de la fase de gas con la fase de
líquido expandido el la región de altas temperaturas y bajas presiones. Cuando
las cabezas moleculares carecen de carga iónica ésta región de coexistencia se
observa a muy altas temperaturas. Al aumentar la presión superficial en la re-
gión de altas temperaturas se obtiene la fase de líquido expandido. Desplazándose
hacia la región de menores temperaturas se tiene la fase de líquido condensado
con inclinación de las colas moleculares hacia sus primeros vecinos. Manteniéndo-
se en la misma región de temperaturas intermedias pero aumentando la presión
superficial se observa la fase de líquido condensado con inclinación de las colas
moleculares hacia sus segundos vecinos. En la región de bajas temperaturas y
bajas presiones se obtiene la fase de líquido condensado con inclinación de las
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colas moleculares hacia sus primeros vecinos. Además, al aumentar la presión y
mantener la temperatura baja se obtiene la fase de líquido condensado con las
colas moleculares manteniéndose en una dirección perpendicular a la monocapa.
Al comparar el diagrama de fases obtenido cuando se tienen interacciones de lar-
go alcance con el que corresponde a una monocapa con solamente interacciones
de corto alcance 5.11(a) se observa que el primero tiene más estructura que el
segundo.
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Figura (5.10) Diagramas de fases T versus A, de una monocapa de Langmuir con
interacción iónica en el grupo hidrofílico.

Por otra parte, en la figura 5.10 se muestra el diagrama de fases temperatura
versus área por molécula. La fase de líquido expandido se encuentra a altas tem-
peraturas y área por molécula grandes, conforme la temperatura disminuye se
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obtiene la fase de líquido condensado con las colas moleculares inclinadas hacia
su primeros vecinos, pero con un área por molécula menor. Si se continua dis-
minuyendo la temperatura se obtiene la fase de líquido condensado colas colas
moleculares orientadas en una dirección perpendicular a la monocapa. La estruc-
tura del diagrama de fases es similar a la que se obtiene en el caso cuando no
hay interacción de largo alcance en las cabezas moleculares como se muestra en
la figura 5.11(b).

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

3 4
T  [εkB

−1
]

Π
  
[ε
σ
−

2

]

(a) Diagrama de fases Π∗–T ∗

| |

| |

| |
| |

| |

| |

| |

| |

LE

| |

| |

| |
| |

| |

| |

| |

| |

LC-NN(N)

| |

|

| |

0.8 1.0 1.2 1.4

1

2

3

A/n  [σ
�
]

T
  
[ε

k
B−
1
]

(b) Diagrama de fases T ∗–A

Figura (5.11) Diagramas de fases para una monocapa sin interacciones de largo al-
cance [3].
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CAPÍTULO6
Resultados obtenidos para la

monocapa formada por
moléculas con cabezas polares

E
n este capítulo se presentan los resultados de las simulaciones moleculares
de las monocapas de Langmuir en las que las cabezas de las moléculas anfifí-

licas tienen un dipolo eléctrico puntual en su centro. El valor del momento dipolar
que se usó es, µ = 1.7 ± 0.03 Debyes que corresponde a el momento dipolar de
una molécula de Ácido Acético (C2H4O2) [73]. La expresión del momento dipolar
en unidades reducidas es, µ∗2 = µ2

ǫσ3
HH

, de tal forma que µ∗ = 1.47. Por otra parte,
el tamaño de las cabezas moleculares, σHH se consideró 10 % mayor que el de los
monómeros que forman la cadena carbonada. La orientación inicial de los dipolos
es tal que todos apuntan en la dirección vertical hacia abajo de acuerdo con la
referencia [73].

En la primera sección de este capítulo se presentan los resultados del com-
portamiento de fases del sistema, en la segunda sección se presenta el análisis del
comportamiento de los diferentes parámetros de orden que se calcularon como
función de la temperatura reducida en el intervalo, 0 < T ≤ 4.0, para los siguien-
tes ocho valores de la presión superficial, Π = 1,5,10,20,25,30 y 40. A partir de
este análisis se estimaron las temperaturas de transición de las diferentes fases del
sistema para cada valor de la presión superficial y así construir los diagramas de
fase: (i) Presión Superficial versus Temperatura y (ii) Temperatura versus área
por molécula que se presentan en la tercera sección.

6.1. Comportamiento de Fases
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La fase de vapor no se obtuvo en las simulaciones moleculares de ésta sistema
debido a que ésta se presenta a temperaturas reducidas mayores, T > 4.0, que
fue la temperatura más alta que se simuló en ésta tesis. No obstante, las fases
que se obtuvieron en el intervalo de temperaturas considerado, 0 < T ≤ 4.0 son:
(i) Fase de altas temperaturas en la que las cabezas moleculares están ordenadas
hexáticamente y las colas moleculares muestran una conformación isotrópica, es
decir, están orientadas aleatoriamente, fase que se denota por las siglas LE-LC
(ii) Fase de líquido Condensado en la que las cabezas moleculares están orde-
nadas hexáticamente y las colas moleculares presentan una inclinación hacia sus
primeros vecinos más cercanos que se denota por las siglas LC-NN. (iii) Líquido
Condensado en la que las cabezas moleculares están ordenadas hexáticamente y
las colas moleculares presentan una inclinación hacia sus segundos vecinos más
cercanos y se denota por las siglas LC-NNN. Por otra parte, la fase de Líquido
Condensado con las colas moleculares orientadas en una dirección perpendicular
a la monocapa no se obtuvo debido a que se requieren presiones superficiales
reducidas mayores que, Π = 40, que es el valor más alto considerado en ésta tesis.
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(a) LE-LC, T∗=3.10 y Π∗=5.0
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(b) LC-NNN, T∗=1.15 y Π∗=30.

Figura (6.1) Proyección en el plano X−Y de configuraciones moleculares típicas en la
fase LE-LC en la que las cabezas moleculares están ordenadas mientras que las colas
moleculares se orientan isotrópicamente 6.1(a). En el cuadro 6.1(b) se muestra una
configuración molecular de LC en la que las cabezas moleculares están ordenadas
hexáticamente mientras que las colas moleculares se orientan hacia sus segundos

vecinos más cercanos.

En la figura 6.1 se muestran dos configuraciones moleculares típicas, la pri-
mera corresponde a la fase de LE-LC en la que las cabezas moleculares están
ordenadas hexáticamente y las colas moleculares muestran desorden orientacio-
nal y se presenta a temperaturas altas, T = 3.10 y bajas presiones superficiales,
Π = 5. En la segunda figura 6.1(b) se presenta una configuración típica de la fase
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de líquido condensado en la que las cabezas moleculares están ordenadas hexáti-
camente mientras que las colas moleculares están orientadas hacia sus segundos
vecinos más cercanos, LC-NNN. Ésta configuración ocurre a altas presiones su-
perficiales, Π = 30 y temperaturas intermedias, T = 1.15.
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(a) LC–NN, T∗=0.85 y Π∗=5.0
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(b) LC–NNN, T∗=0.55 y Π∗=10.

Figura (6.2) Proyección en el plano X−Y de configuraciones moleculares típicas en la
fase de LC en la que las cabezas moleculares se ordenan formando una fase hexática
mientras que las colas moleculares se orientan hacia sus primeros (NN) 6.2(a) o bien

hacia una dirección intermedia entre las fases NN y NNN 6.2(b) más cercanos.

Por otra parte, en la figura 6.2 se muestran dos configuraciones moleculares
típicas de la fase de LC con diferentes ordenamientos de las colas moleculares.
En éstas configuraciones las cabezas moleculares se ordenan hexáticamente y de-
pendiendo de la temperatura y la presión superficial las colas moleculares pueden
ordenarse en una fase inclinada hacia sus primeros o segundos vecinos más cer-
canos como se muestra en la figura 6.2(a). Otra posible configuración es aquélla
en la que una fracción de las colas moleculares se orientan hacia sus primeros
vecinos y otra fracción se orienta hacia sus segundos vecinos, como se muestra en
la figura 6.2(b).

En las figuras (6.3) se muestran dos configuraciones moleculares en las que el
ordenamiento de las colas es de corto alcance, es decir, se presentan “patrones
de ordenamiento” análogos a vórtices –figura 6.3(b)– y/o “fronteras de dominio”
–figura 6.3(a)–.

6.2. Parámetros de orden y transiciones de fase
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(a) T∗=0.10, Π∗=15.0
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(b) T∗=0.10, Π∗=30.0

Figura (6.3) Proyección en el plano X − Y de dos configuraciones moleculares con
diferentes patrones de ordenamiento de las colas –distintos de NN y NNN– con orden

de corto alcance. En ambos casos las cabezas moleculares están ordenadas.

Este ésta sección se presenta el análisis del comportamiento de los diferentes
parámetros de orden como funciones de la temperatura en el intervalo, 0 < T ≤ 4.0
para tres valores representativos de la presión superficial, Π = 5,20 y 30. No
obstante, se realizaron simulaciones moleculares para otros cinco valores de la
presión, Π = 1,10,15,25 y 40. De éste análisis se estimaron las fronteras de las
diferentes fases para así construir los diagramas de fases correspondientes.

En la figura (6.4(a)) se muestra el comportamiento de los diferentes paráme-
tros de orden cuando Π = 5. Se encontró que a la temperatura más alta, T = 4.0 el
parámetro de orden hexático tiene un valor aproximado, ψ6 ≈ 0.4, sugiriendo que
se ha establecido cierto orden posicional de las cabezas moleculares. Al disminuir
la temperatura ésta cantidad oscila ligeramente alrededor de su valor inicial hasta
alcanzar la franja gris donde aumenta su valor hasta ψ6 ≈ 0.7 a la temperatura
T ≈ 1.3 indicando un ordenamiento con mayor simetría –ordenamiento hexático–
de las cabezas moleculares. Al disminuir la temperatura –entre las franjas gris y
verde– Ψ6 disminuye monotónicamente hasta alcanzar un valor de aproximada-
mente 0.5 a la temperatura, T = 1.0. Al disminuir más la temperatura, Ψ6 oscila
pero con una tendencia a aumentar hasta alcanzar otro valor máximo en T ≈ 0.4.
Éste comportamiento oscilante sugiere fluctuaciones importantes en las posicio-
nes de las cabezas moleculares que dan lugar a la deformación de la red hexagonal
característica de la fase condensada. Por lo que respecta al parámetro Rxy que
mide la inclinación de las colas moleculares se observa que éste se mantiene con un
valor pequeño de aproximadamente 0.1 hasta la franja gris, como una indicación
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de que en el intervalo de temperaturas, 1.6 ≤ T ≤ 4.0 hay una inclinación muy
pequeña de las colas moleculares. El comportamiento del parámetro Knn en éste
intervalo de temperaturas sugiere que hay cierta correlación de largo alcance en
las inclinaciones pequeñas de las colas moleculares. Por otra parte, el promedio
del ángulo de inclinación, < θ > y la proyección de las colas moleculares sobre el
eje vertical, < cos θ >, permanecen casi constantes, lo que es consistente con el
comportamiento tanto de Rxy como de Knn. La densidad superficial molecular, A,
también permanece casi constante en este intervalo de altas temperaturas. Dismi-
nuyendo la temperatura, en el intervalo 1.3 ≤ T ≤ 1.6 definido por la franja gris,
se observa un aumento significativo Rxy indicando que hay una mayor inclinación
de las colas moleculares. Éste aumento en la inclinación de las colas moleculares
está acoplado con el mayor ordenamiento de las cabezas moleculares descrito an-
teriormente. Los comportamientos de < θ > y de < cos θ >, son consistentes con
el escenario anterior, el primero aumenta mientras que el segundo disminuye, es
decir, aumenta la inclinación de las moléculas mientras que la proyección de las
colas moleculares sobre la vertical disminuye. La correlación de las inclinaciones
también aumenta en éste intervalo de temperaturas y la densidad superficial mo-
lecular permanece casi constante. A más bajas temperaturas y en el intervalo,
1.3 ≤ T ≤ 1.0, se observa que tanto ψ6 como Rxy y < θ > tienen su valor máximo
en T ≈ 1.0, sugiriendo que se ha establecido la fase de inclinación máxima de las
colas moleculares, lo que da lugar a un incremento ligero de la densidad super-
ficial y de la correlación de las inclinaciones en este intervalo de temperaturas.
En la figura (6.5(c)) se muestra la configuración de las colas moleculares que co-
rresponden a éstos valores máximos de los parámetros. Disminuyendo aún más
la temperatura y pasar a la región indicada por la franja verde, 0.7 ≤ T ≤ 1.0,
se observa que tanto ψ6 como Rxy y < θ > disminuyen indicando un cambio de
fase. En el mismo intervalo se observa que tanto < θ > como < cos θ > también
aumentan ligeramente, no obstante, las correlaciones de las inclinaciones, Knn así
como la densidad superficial, A, disminuyen ligeramente. En la figura (6.5(b)) se
muestra la configuración de las colas moleculares que corresponden a éstos valores
máximos de los parámetros. Disminuyendo aún más la temperatura y pasar a la
región de bajas temperaturas a la izquierda de la franja verde, 0 < T ≤ 0.70, se
tiene que tanto ψ6 como Rxy y < θ > aumentan y luego disminuyen sugiriendo una

transición desorden-orden-desorden de bajas temperaturas tanto en las posiciones

de las cabezas moleculares como en la inclinación de las moléculas. Es importan-
te notar que el desorden de “altas temperaturas” es diferente del “desorden de
bajas temperaturas”, en el primer caso las colas moleculares se orientan en todas
direcciones mientras que en el segundo una fracción de la monocapa se ordena
localmente y la otra fracción muestra otro tipo de orden orientacional.
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En la figura (6.5(a)) se muestra el comportamiento de los diferentes paráme-
tros de orden para un valor intermedio de la presión, Π = 15. En el intervalo de
temperaturas, 1.45 ≤ T ≤ 3.5 el parámetro de orden hexático, Ψ6, es casi cons-
tante con pequeñas fluctuaciones alrededor de Ψ6 ≈ 0.45, lo que sugiere cierto
ordenamiento de las cabezas moleculares. Al disminuir la temperatura a partir
de T = 1.45, –franja gris–, ψ6 aumenta hasta alcanzar un máximo, ψ6 ≈ 0.55 en
T ≈ 1.15 luego disminuye ligeramente y alcanza un segundo máximo, ψ6 ≈ 0.60 en
T ≈ 0.85, franja púrpura,. Éste comportamiento sugiere un re-ordenamiento de las
cabezas moleculares en arreglos hexáticos con mayor simetría cuando Ψ6 alcanza
sus valores máximos. A más bajas temperaturas, T ≤ 0.25 Ψ6 muestra un aumen-
to súbito desde Ψ6 ≈ 0.5 hasta un valor ligeramente mayor a Ψ6 = 0.80 lo que
indica que a muy bajas temperaturas las cabezas moleculares se ordenan en un
hexágono casi perfecto. Por otra parte, el parámetro, Rxy, que mide la inclinación
promedio de las colas moleculares, fluctúa ligeramente alrededor de Rxy ≈ 0.10 en
la región de altas temperaturas, 2.0 ≤ T ≤ 4.0. A temperaturas menores aumenta
hasta alcanzar el valor máximo, Rxy ≈ 0.5 en T = 1.13, franja gris, sugiriendo la
existencia de una fase inclinada de las colas moleculares. Disminuyendo más la
temperatura, intervalo 0.6 ≤ T ≤ 1.13, Rxy disminuye monotónicamente alcanzan-
do un mínimo Rxy ≈ 0.15 en T = 0.6. En la región de bajas temperaturas, T < 0.6
Rxy aumenta monotónicamente hasta Rxy ≈ 0.45 en T = 0.1 sugiriendo el esta-
blecimiento de una fase inclinada en las colas moleculares. Se encuentra que el
comportamiento del promedio del ángulo de inclinación < θ >≈ 0.25 es casi cons-
tante en la región de altas temperaturas, 2.5 ≤ T ≤ 4.0. A temperaturas menores
< θ > aumenta ligeramente hasta llegar a la región de la franja gris en donde
aumente con más rapidez hasta alcanzar un máximo en T ≈ 0.6 para después
disminuir, luego aumentar y finalmente a muy bajas temperaturas decrecer. Adi-
cionalmente, se encuentra que el comportamiento del promedio de la proyección
vertical de las colas moleculares, < cos θ > es consistente con el comportamiento
de Rxy y de < θ >. El parámetro que mide la correlación de la inclinación de las
colas moleculares, Knn, se mantiene con un valor de aproximadamente 0.5 en la
región de temperaturas, 1.45 ≤ T ≤ 4.0 aumentando su valor en la región definida
por la franja gris, 1.13 ≤ T ≤ 1.45, permaneciendo casi constante a más bajas
temperaturas, Knn ≈ 0.7 para aumentar ligeramente a muy bajas temperaturas.
Estos cambios en el comportamiento de Knn son consistentes con las transiciones
de inclinación de las colas moleculares descritas por los parámetros, Rxy, < θ > y
< cos θ >. El comportamiento de la densidad superficial es casi constante, A ≈ 1.35
a altas temperaturas, 1.45 ≤ T ≤ 4.0, y decrece muy ligeramente a menores tem-
peraturas. El comportamiento de los diferentes parámetros es consistente con un
escenario en donde se tiene la fase de LC con fases de inclinación de las colas
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moleculares hacia sus primeros vecinos más cercanos o hacia sus segundos veci-
nos más cercanos. En las figuras (6.4(b),6.5(c)) se muestran dos configuraciones
moleculares que se obtienen a la presión superficial, Π = 15 y a las temperaturas,
T = 0.85 y T = 1.0. Se observa que a la primer temperatura las colas moleculares
se orientan hacia sus primeros vecinos mientras que a la segunda temperatura
éstas se orientan hacia sus segundos vecinos.

En la figura (6.6) se muestra el comportamiento de los diferentes parámetros
de orden para un valor relativamente alto de la presión, Π = 30. Recorriendo la
gráfica de la región de altas hacia bajas temperaturas se encuentra que el pa-
rámetro de orden hexático es casi constante, Ψ6 ≈ 0.5 hasta por unas ligeras
fluctuaciones en el intervalo de temperaturas, 1.75 ≤ T ≤ 4.0. Éste aumenta su
valor en el intervalo de temperaturas definido por la franja gris, 1.45 ≤ T ≤ 1.75
donde alcanza su valor máximo, Ψ ≈ 0.9 en T = 1.45 sugiriendo que las cabe-
zas moleculares se re-ordenaron formando una red cristalina con mayor simetría
que la que tenia a altas temperaturas. A menores temperaturas, –izquierda de
la franja gris–, Ψ6 decae súbitamente alcanzando un valor Ψ6 ≈ 0.65 en donde
se mantiene casi constante formando un escalón en el intervalo de temperaturas,
0.90 ≤ T ≤ 1.35 dentro de la franja púrpura. Al disminuir aún más la tempera-
tura, disminuye para formar otro escalón con un valor aproximado de Ψ ≈ 0.6 y
fluctuar ligeramente a menores temperaturas. Éstos cambios en el parámetro Ψ6

están relacionados con la deformación o pérdida de simetría de la celda hexagonal
característica de la fase hexática. Sin embargo, en la región de muy bajas tem-
peraturas, 0.1 < T ≤ 0.25 aumenta súbitamente hasta alcanzar el valor Ψ ≈ 0.9
sugiriendo se establece un orden hexático de las cabezas moleculares.

Por otra parte, el comportamiento del parámetro Rxy es tal que en la región
de altas temperaturas tiene un valor pequeño con ligeras fluctuaciones y al llegar
a la temperatura T ≈ 1.75 –franja gris– aumenta súbitamente su valor hasta al-
canzar su máximo Rxy = 1 en T ≈ 1.25 sugiriendo una transición de inclinación de
las colas moleculares lo que produce un máximo en el parámetro, Knn que mide la
correlación de las inclinaciones de las colas moleculares. Se encuentra también que
a ésta temperatura < θ > también tienen un máximo mientras que < cos θ > tiene
un valor mínimo. A temperaturas menores, alrededor de T = 1.12, en la región
indicada por la franja púrpura hay una disminución importante de Rxy sugirien-
do una disminución en la inclinación de las colas moleculares, así también, < θ >
disminuye mientras que < cos θ > aumenta ligeramente, comportamientos que son
consistentes con la pérdida de inclinación de las colas moleculares. Disminuyendo
aún más la temperatura, izquierda de la franja púrpura, Rxy disminuye aún más
hasta alcanzar un mínimo en T = 0.55, inicio de la franja verde, y luego aumenta
nuevamente sugiriendo que las colas moleculares vuelven a inclinarse para des-
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pués a muy bajas temperaturas disminuir otra vez. Con relación a la densidad
superficial A se encuentra que esta cantidad permanece casi constante en la ma-
yor parte del intervalo de temperaturas considerado excepto que a temperaturas
bajas, T < 0.4 –izquierda de la franja verde– A aumenta su valor ligeramente.
En las figuras (6.6-6.5(c)) se muestran algunas fotografías instantáneas de los
arreglos moleculares a las temperaturas, T = 0.40, 0.55, 0.85 y 1.15.

6.3. Diagramas de Fase

En esta sección se presentan los diagramas de fase Π versus T y T versus
A que se obtuvieron a partir del análisis del comportamiento de los diferentes
parámetros de orden de la sección anterior. Con la finalidad de comparar la es-
tructura de los diagramas de fases obtenidos con interacciones de largo alcance
con aquéllos en los que solamente se tienen interacciones de corto alcance aquí se
presentan ambos y se comentan sus diferencias.

En la figura 6.8 se muestra el diagrama de fases presión superficial versus tem-
peratura donde se observa la coexistencia de la fase de líquido expandido con la
fase de líquido condensado el la región de altas temperaturas. A la izquierda del
diagrama de fases se encuentran las fases de inclinación de las colas moleculares
hacia sus primeros vecinos más cercanos o hacia sus segundos vecinos más cerca-
nos. En la región de bajas temperaturas y bajas presiones se encuentra la línea
de coexistencia de las fases de líquido condensado con inclinación de las colas
moleculares hacia sus primeros y segundos vecinos más cercanos. En la región de
presiones intermedias, 19 < Π < 32, se observa una región donde coexisten la fase
de líquido condensado con inclinación hacia sus segundos vecinos más cercanos
y la fase de líquido condensado no inclinado. Es importante notar que las fases
de gas y de líquido expandido no se han incluido en el diagrama debido a que se
localizan a temperaturas más altas de las que se consideraron en las simulaciones
moleculares de ésta tesis.

En la figura (6.9) se muestra el diagrama de fases Temperatura versus área
por molécula, A donde se localizan las fases de líquido expandido en la parte su-
perior derecha, altas temperaturas y bajas densidades superficiales. Al disminuir
la temperatura se encuentra la fase de líquido condensado con inclinación de las
colas moleculares hacia los segundos vecinos más cercanos. En la región de tem-
peraturas intermedias y para densidades superficiales en el intervalo, 1.0 < T < 1.2
se encuentran las fases de líquido condensado con inclinación de las colas mole-
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culares hacia sus segundos vecinos.

Comparando la estructura de los diagramas de fases obtenidos para sistemas
con interacciones de largo alcance con aquéllos en los que solamente se tienen
interacciones de corto alcance – figura 6.10– se concluye que los primeros tienen
más estructura.
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(a) Parámetros de orden como función del la temperatura a la pre-
sión Π=5
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Figura (6.4) Proyección de los anfifílos con cabeza dipolar en el plano x–y, corres-
pondientes a la transición de orden relacionada con un cambio de orden direccional

del grupo de las colas.
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Figura (6.5) Proyección de las colas moleculares con cabeza dipolar en el plano X–Y,
correspondientes a la transición de orden relacionada con un cambio en la inclinación

de las colas moleculares.

93



CAPÍTULO 6. RESULTADOS OBTENIDOS PARA LA MONOCAPA FORMADA
POR MOLÉCULAS CON CABEZAS POLARES

θ

Rxy

Ψ6

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

A/n

cos(θ)

nn

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.0

1.25

1.5

1.75

2.0

T  [εkB
−1

]

P
a

ra
m

e
tr

o
s

 d
e

 O
rd

e
n

A
/n

Figura (6.6) Parámetros de orden como función del la temperatura a la presión Π∗=30
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Figura (6.7) Proyección de las colas moleculares con cabeza dipolar sobre el plano X–
Y, que ilustran las transiciones de orden relacionadas con un cambio en la inclinación

de las colas moleculares.
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Figura (6.8) Diagrama de fases Π versus T , de una monocapa con interacciones di-
polares puntuales en las cabezas hidrofóbicas.
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Figura (6.10) Diagramas de fases para una monocapa sin interacciones de largo al-
cance [3].
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CAPÍTULO7
Conclusiones

E
n esta tesis se realizó un estudio detallado de las transiciones de fase que
ocurren en una monocapa de Langmuir mediante extensas simulaciones de

Monte Carlo usando un modelo molecular que incorpora tanto los potenciales
de corto alcance debidos a las fuerzas de van der Waals como los potenciales de
largo alcance relacionados con la carga eléctrica o el dipolo eléctrico que tienen
asociadas las cabezas de las moléculas anfifílicas. Las simulaciones se realizaron
en un cluster de 16 procesadores Xserve-G5 a 2.3 Ghz de Apple, y requirieron de
aproximadamente 5000 horas de CPU.

Los resultados de las simulaciones sugieren que cuando se introducen interac-
ciones de largo alcance la estructura topológica del diagrama de fases Π versus
T , es más complicada que cuando solamente se consideran interacciones de cor-
to alcance. En el caso de moléculas anfifílicas con cabezas iónicas, el potencial
de largo alcance es puramente repulsivo, dando lugar a una densidad superficial
promedio mayor comparada con el caso en que solamente se tienen interacciones
de corto alcance lo que le permite a las colas moleculares adquirir diversas con-
formaciones que facilitan la formación de las diversas fases inclinadas así como de
algunos otros patrones de ordenamiento como los que se presentaron en el capítu-
lo 6. Se obtuvo la fase de líquido expandido en la región de altas temperaturas y
en el intervalo de presiones superficiales considerado, la coexistencia gas-líquido
expandido en la región de altas temperaturas y bajas presiones superficiales. Tam-
bién se obtuvo la línea de coexistencia de las fases de líquido expandido con la
de líquido condensado en la región de temperaturas intermedias para todos los
valores de la presión superficial considerados. Se obtuvieron las fases de líquido
condensado con inclinación de las colas moleculares hacia sus primeros vecinos
en la región de temperaturas bajas e intermedias y la fase de líquido condensado
con inclinación de las colas moleculares hacia sus segundos vecinos más cercanos
a temperaturas intermedias y altas presiones superficiales. Finalmente, se obtu-
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vo la fase de líquido condensado sin inclinación de las colas moleculares en la
región de bajas temperaturas y altas presiones superficiales. También se calculó
el diagrama de fases Temperatura versus Densidad Superficial Molecular donde
se obtuvieron la fase de líquido expandido en la región de altas temperaturas y
altas densidades superficiales así como las diferentes fases líquido condensado con
inclinación de las colas moleculares hacia sus primeros y segundos vecinos a más
bajas temperaturas.

Por otra parte cuando se consideran moléculas anfifílicas con cabezas dipo-
lares, los diagramas de fases muestran diferente estructura debido a que en la
interacción de largo alcance no solamente es repulsiva sino que también puede
ser atractiva dependiendo de la orientación de los dipolos de las cabezas molecu-
lares. Debido a que las fases de gas y líquido expandido en este sistema ocurren
a muy altas temperaturas –mayores de las que se consideraron en esta tesis– en
el diagrama de fases presión superficial versus temperatura no se presentan éstas
dos fases. Además, la fase de líquido condensado de muy bajas temperaturas sin
inclinación de las colas moleculares que usualmente se observa a muy bajas tem-
peraturas y altas presiones no se obtuvo en la monocapa con cabezas moleculares
polares debido a que no se consideraron presiones superficiales suficientemente al-
tas. No obstante, si se obtuvo ésta fase no inclinada pero coexistiendo con la fase
de líquido condensado con inclinación de las colas moleculares hacia sus segun-
dos vecinos más cercanos. Adicionalmente, en la región de altas temperaturas se
obtuvo la fase LE-LC que consiste de arreglos moleculares en los que las cabezas
moleculares presentan orden posicional hexático mientras que las colas molecu-
lares no presentan orden orientacional. Se calculó la frontera de fases entre la
fase LE-LC y la fase de líquido condensado en la que las colas se orientan hacia
sus primeros vecinos más cercanos o hacia sus segundos vecinos más cercanos.
Otros posibles patrones de ordenamiento de las colas moleculares son aquellos
en los que una fracción de las moléculas se orientan hacia sus primeros vecinos
y la fracción restante se orientan hacia sus segundos vecinos o bien cuando se
tiene orden orientacional local o de muy corto alcance como se demostró en el
capítulo 6. Con relación al diagrama de fases Temperatura versus Densidad Su-
perficial se obtuvo la fase LE-LC en la región de altas temperaturas y las fases
de líquido condensado con inclinaciones hacia sus primeros vecinos o hacia sus
segundos vecinos a temperaturas intermedias.
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APÉNDICEA
Método de Ewald para

interacciones Coulombianas y
dipolares

E
n este apéndice se revisan con cierto detalle el formalismo y los aspectos
matemáticos del procedimiento de sumas de Ewald para un sistema formado

de N cargas puntuales o bien de N dipolos puntales. Se han seguido muy de cerca
las formulaciones de las referencias [74] y [75].

A.1. Planteamiento del Problema

Consideremos N partículas, cada una con carga eléctrica, q1, q2, q3,⋯, qN , y
vectores de posición, r⃗1, r⃗2, r⃗3,⋯, r⃗N , respectivamente. La energía de interacción
electrostática entre las partículas es de tipo Coulombiana, y se expresa por la
ecuación,

E =
1

4πǫ0

∑
i,j

qiqj

r⃗ij

, (A.1)

donde, rij = ∣r⃗i − r⃗j ∣, ǫ0 = 8.854× 10−12C2N−1m−2 es la permitividad en el vacío (o
constante eléctrica), y la suma se realiza sobre todos los pares de cargas (i, j).
Nótese que hay un total de N(N − 1)/2 pares.

En las simulaciones de Monte Carlo el sistema es finito por lo que se intro-
ducen condiciones de frontera periódicas, es decir, las simulaciones se realizan
considerando una celda básica que esta definida por tres vectores unitarios, c⃗1, c⃗2

y c⃗3. Esto significa que cualquier carga i dentro de la celda básica de simulación
tiene una carga imagen. Es decir, siempre que se tiene una partícula con carga
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qi con vector de posición, r⃗i, deben considerarse sus partículas imagen con carga
qi en las posiciones, r⃗i + n1c⃗1 + n2c⃗2 + n3c⃗3, donde n1, n2, n3 son números enteros.
Para simplificar la notación se introduce un vector n⃗ = (n1, n2, n3) de tal forma
que el vector n⃗L, se localiza en las celdas vecinas que rodean la celda básica de
simulación. Se ha supuesto que L representa la distancia lineal característica de
la celda básica de simulación.

Con la notación definida en el párrafo anterior, la energía total de interacción
Coulombiana incluyendo a las interacciones con las cargas imagen como conse-
cuencia de las condiciones de frontera periódicas se escribe como,

E =
1

4πǫ0

∑
n

∑
i,j

qiqj∣r⃗ij + n⃗L∣ (A.2)

La suma anterior que se calcula sobre todos las interacciones entre pares de
partículas, se puede reescribir sumando sobre todas las cargas escribiendo el factor
de 1/2 que compensa el conteo doble de pares, es decir,

E =
1

4πǫ0

1
2
∑
n

N

∑
i=1

N

∑
j=1

′ qiqj∣ r⃗ij + n⃗L ∣ (A.3)

donde la coma indica que cuando n⃗ = 0 se excluyen el término j = i. La suma
infinita en la ecuación (A.3) converge muy lentamente y es condicionalmente con-
vergente, lo que significa que el resultado de la suma depende del orden en que
ésta se realice. El método de Sumas de Ewald evalúa E haciendo una separación
de las sumas: Aquéllas que contienen interacciones de corto alcance en espacio
real, más las otras que contienen términos de largo alcance en el espacio real
las convierte en interacciones de corto alcance en el espacio de Fourier. De esta
forma las sumas para evaluar la energía de interacción convergen rápidamente y
en forma no condicional.

Para una mejor comprensión del formalismo, consideremos el potencial eléctri-
co generado por las partículas cargadas. El potencial generado por una partícula
con carga qi localizada en r⃗i es

φi(r⃗) = 1
4πǫ0

qi∣r⃗ − r⃗i∣ (A.4)

El potencial generado por las N partículas cargadas junto con sus imágenes
debidas a las condiciones de frontera periódicas es
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φ(r⃗) = 1
4πǫ0

∑
n

N

∑
j=1

qj∣r⃗ − r⃗j + n⃗L∣ (A.5)

Definimos la cantidad, φ[i](r) como el potencial generado por todas las par-
tículas cargadas más sus imágenes, excluyendo la partícula i, como

φ[i](r⃗) ≡ φ(r⃗) − φi(⃗r) = 1
4πǫ0

∑
n

N

∑
j=1

′ qj∣r⃗ − r⃗j + n⃗L∣ (A.6)

Nuevamente la coma indica que el término cuando n⃗ = 0 se excluye de la suma el
término, j = 1. Comparando las ecuaciones (A.3) y (A.6), vemos que,

E =
1
2

N

∑
i=1
qiφ[i](r⃗i) (A.7)

A.2. Función de Distribución de Carga

En esta sección expresaremos el conjunto de cargas discretas como si fuera una
distribución de carga usando la función delta de Dirac. Esto permitirá plantear el
problema en forma más general. La densidad de carga para un sistema de cargas
puntuales se puede escribir como,

ρ(r) = N

∑
[=1
qiδ(r⃗ − r⃗i) (A.8)

Considerando el caso más general, en el que la carga eléctrica esta distribuida en
el espacio. En tal situación el potencial generado por esta distribución de carga
es la solución de la ecuación de Poisson.

▽2 φi(r⃗) = −ρi(r⃗)
ǫ0

(A.9)

cuya solución general se escribe como

φi(r⃗) = 1
4πǫ0

∫ ρi(r⃗′)∣r⃗ − r⃗′ ∣d3r⃗
′

(A.10)

La energía de interacción Coulombiana total es,

E =
1

4πǫ0

1
2
∑
n

N

∑
i=1

N

∑
j=1

′ ∫ ∫ ρi(r⃗′)ρj(r⃗′)∣r⃗ − r⃗′ + n⃗L∣d3r⃗
′

d3r⃗ (A.11)
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y el potencial generado por todas las distribuciones de cargas excluyendo la
i−esima, es

φ[i](r⃗) = 1
4πǫ0

∑
n

N

∑
j=1

′ ρj(r⃗′)∣r⃗ − r⃗′ + n⃗L∣d3r⃗
′

. (A.12)

Cuando la densidad de carga esta descrita por la ecuación (A.8), las ecuaciones
(A.11) y (A.12), se reducen a las ecuaciones (A.3) y (A.6).

A.2.1. Reformulando la Distribución de Carga

En esta sección se reescribe la distribución de carga de N partículas en forma
tal que eventualmente sea posible escribir los potenciales de interacción como la
suma de dos términos, uno que en el que las interacciones sean de corto alcance
y el otro en el que las interacciones sean de largo alcance.

Para ello reescribimos la distribución de carga de N partículas, ρi(r⃗) en tér-
minos de las distribuciones de carga ρS

i (r⃗) y ρL
i (r⃗) de la siguiente forma,

ρi(r⃗) = ρS
i (r⃗) + ρL

i (r⃗)
ρS

i (r⃗) = qiδ(r⃗ − r⃗i) − qiGσ(r⃗ − r⃗i)
ρL

i (r⃗) = qiGσ(r⃗ − r⃗i),
(A.13)

donde Gσ(r⃗) se define como,

Gσ(r⃗) = 1(2πσ2)3/2 e− ∣r⃗∣
2

2σ2 (A.14)

en la expresión anterior σ representa la desviación estándar de la distribución
gaussiana. Introducimos un parámetro que se usa extensamente en la literatura
y que se usamos también en esta tesis, α ≡ 1/(√2σ). Recordando que la función
delta se puede definir como el limite de la distribución gaussiana cuando σ → 0,
es decir,

ĺım
σ→0

Gσ(r⃗) = δ(r⃗) (A.15)

De acuerdo con la distribución de carga definida en ecuación (A.13), el potencial
φi(r) se expresa como la suma de dos términos, a saber,
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φi(r⃗) = φS
i (r⃗) + φL

i (r⃗)
φS

i (r⃗) = qi

4πǫ0 ∫ δ(r⃗−r⃗
′)−Gσ(r⃗−r⃗

′)
∣r⃗−r⃗

′ ∣ d3r⃗
′

φL
i (r⃗) = qi

4πǫ0 ∫ Gσ(r⃗−r⃗
′)

∣r⃗−r⃗
′ ∣ d

3r⃗
′

(A.16)

El potencial generado por todas las cargas excluyendo la partícula i, también
se puede reescribir como la suma de dos términos,

φ[i](r⃗) = φS
[i](r⃗) + φL

[i](r⃗) (A.17)

Esto permite que la energía de tipo Coulomb también sea escrita como la suma
de dos términos,

E =
1
2

N

∑
i=1
qiφ

S
[i](r⃗i) + 1

2

N

∑
i=1
qiφ

L
[i](r⃗i) (A.18)

Podemos reescribir la energía E en una forma más conveniente sumando y
restando el término de auto-interacción de la carga i−esima,

E =
1
2

N

∑
i=1
qiφ

S
[i](r⃗i) + 1

2

N

∑
i=1
qiφ

L(r⃗i) − 1
2

L

∑
i=1
qiφ

L
i (r⃗i) ≡ ES +EL −Eauto. (A.19)

Escribiendo explícitamente las tres energías,

ES ≡
1
2

N

∑
i=1
qiφ

S
[i](r⃗i) (A.20)

EL ≡
1
2

N

∑
i=1
qiφ

L(r⃗i) (A.21)

Eauto ≡
1
2

N

∑
i=1
qiφ

L
i (r⃗i) (A.22)

Es importante notar que en la expresión para EL, el potencial φL(r⃗i) representa
el potencial de todas las cargas, incluyendo a la i−esima carga.
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A.3. Potencial de una Distribución de Carga

Gaussiana

En esta sección calcularemos el potencial generado por la distribución de carga
gaussiana resolviendo la ecuación de Poisson.

▽2 φσ(r) = −Gσ(r)
ǫ0

(A.23)

Por simetría, sabemos que φσ(r) solo depende de la magnitud r = ∣r∣ introdu-
ciendo simetría esférica al problema. Por tanto, la parte radial de la ecuación de
Poisson coordenadas esféricas, se escribe como,

1
r

∂2

∂r2 [rφσ(r)] = −Gσ(r)
ǫ0

∂
∂r
[rφσ(r)] = ∫ ∞r rGσ(r)

ǫ0
dr = σ2

ǫ0
Gσ(r)

rφσ(r) = σ2

ǫ0 ∫
r

0
Gσ(r)dr = σ2

ǫ0

1

(2πσ2)3/2
√

π
2
σ erf ( r√

2σ
) .

(A.24)

Por lo anterior, la solución de la ecuación de Poisson resulta,

φσ(r) = 1
4πǫ0r

erf ( r√
2σ
)

donde la función error se define como, erf(z) ≡ 2√
π ∫ z

0
e−t2

dt. Entonces

φS
i (r) = 1

4πǫ0

qi

∣r−ri∣erfc ( ∣r−ri∣√
2σ
)

φL
i (r) = 1

4πǫ0

qi

∣r−ri∣erf ( ∣r−ri∣√
2σ
) (A.25)

donde erfc(z) ≡ 1 − erf(z). Debido a que ĺımz→∞ erfc(z) = 1, podemos concluir
que φL

i (r) es un potencial no-singular de largo alcance mientras que φS
i (r) es un

potencial singular de corto alcance. Este resultado contrasta con el potencial de
una carga puntual que es singular y de largo alcance. De los resultados anteriores
se tiene,

φS
[i](r⃗) = 1

4πǫ0

∑
n

N

∑
j=1

′ qj∣r⃗ − r⃗j + n⃗L∣erfc(∣r⃗ − r⃗j + n⃗L∣√
2σ

) (A.26)

y la parte correspondiente de corto alcance al total de la energía de interacción
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ES ≡
1
2

N

∑
i=1
qiφ

S
[i](ri) = 1

4πǫ0

1
2
∑
n

N

∑
i=1

N

∑
j=1

′ qiqj∣ri − rj + nL∣erfc(∣ri − rj + nL∣√
2σ

) (A.27)

Esta expresión es similar a la energía total de interacción Coulombiana excepto
por el término erfc que trunca a la función de energía potencial como función de
la distancia por lo que se considera una interacción de corto alcance. Debido a
ello, ES se puede calcular realizando la suma en el espacio real. Como ya se tiene
una expresión analítica para el potencial de largo alcance es posible escribir el
término de auto-energía como sigue,

ĺımz→0 erf(z) = 2√
π
z

φL
i (ri) =

qi

4πǫ0

√
2
π

1
σ

Eself = 1
4πǫ0

1√
2πǫ
∑N

i=1 q
2
i

(A.28)

A.4. Representación del Potencial de Largo Al-

cance en el Espacio de Fourier.

La interacción de largo alcance, EL definida en la ecuación (A.19) no se pue-
de calcular directamente como una suma en el espacio real. La idea básica de
las sumas de Ewald es expresar la suma en el espacio de Fourier en el que las
distancias grandes corresponden a números de onda pequeños.

Considerando la contribución de los iones localizados en la celda básica de
simulación así como sus imágenes se obtiene un arreglo periódico de iones. La
densidad de carga de tal arreglo periódico es una función periódica que se escribe
como,

ρL(r⃗) = ∑⃗
n

N

∑
i=1
ρL

i (r⃗ + n⃗L) (A.29)

En consecuencia, el potencial, φL(r), debido a este arreglo es también periódico.
Por lo tanto, podemos expresar φL(r) en el espacio de Fourier. Sean φ̂L(k) y
φ̂L(k) las transformadas de Fourier de φL(r) y φL(r), respectivamente, entonces,
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φ̂L(k⃗) = ∫
V
φL(r⃗)e−ık⃗⋅r⃗d3r⃗, ρ̂L(k⃗) = ∫

V
ρL(r⃗)e−ık⃗⋅r⃗d3r⃗,

donde V es el volumen de la supercelda formada por la celda básica de simulación
y sus imágenes. La transformada de Fourier inversa es,

φL(r⃗) = 1
V
∑⃗
k

φ̂L(k⃗)eık⃗⋅r⃗d3r⃗, ρL(r⃗) = 1
V
∑⃗
k

ρ̂L(k⃗)e−ık⃗⋅r⃗d3r⃗.

La suma se realiza sobre toda la malla en el espacio de Fourier –la supercelda
en el espacio recíproco– que esta definido por la translación de vectores c⃗1, c⃗2

y c⃗3. El potencial y la distribución de carga están relacionadas unas con otras
mediante la ecuación de Poisson.

∇2φL(r⃗) = −ρL(r⃗)
ǫ0

(A.30)

cuya transformada de Fourier se escribe como,

k⃗2φ̂L(k⃗) = ρ̂L(k⃗)
ǫ0

(A.31)

Una vez definida la notación la estrategia para calcular EL es la siguiente.
Primero, se calcula la transformada de Fourier de la densidad de carga y se divide
el resultado por k2 obteniendo así la transformada de Fourier del potencial de
largo alcance. El potencial de largo alcance en el espacio real se obtiene calculando
la transformada de Fourier inversa lo que finalmente conduce a EL.

ρL(r⃗) = ∑n∑N
j=1 qjGσ(r⃗ − r⃗j + n⃗L)

ρ̂L(k⃗) = ∫V ∑N
j=1 qjGσ(r⃗ − r⃗j + n⃗L)e−ık⃗⋅r⃗d3r⃗

= ∑N
j=1 qj ∫R3 Gσ(r⃗ − r⃗j)e−ık⃗⋅rd3r⃗

= ∑N
j=1 qje−ık⃗⋅r⃗je−σ2k⃗2/2

(A.32)

donde k = ∣k⃗∣ y ∫R3 indica que la integración se realiza sobre todo el espacio
tridimensional. En la derivación anterior se hizo uso que k⃗ es el vector de onda o
vector recíproco y que exp−ık⃗ ⋅ n⃗L = 1. Además se tiene que,

ρ̂L(k⃗) = qje
−

σ2k⃗2

2 (A.33)

es la transformada de Fourier de ρL
i (r⃗) y que
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ρ̂L(k⃗) = N

∑
i=1
ρ̂L

i (k⃗) (A.34)

Entonces el potencial en el espacio de Fourier se expresa como,

φ̂L(k⃗) = 1
ǫ0

N

∑
j=1
qje
−ık⃗⋅r⃗j

e−σ2k⃗2/2

k⃗2
(A.35)

Regresando al espacio real mediante la aplicación de la transformada de Fourier
resulta en,

φL(r⃗) = 1
V ∑k⃗≠0 φ̂

L(k⃗)eık⃗⋅r⃗

= 1
V ǫ0
∑k⃗≠0∑N

j=1
qj

k⃗2
eık⃗⋅(r⃗−r⃗j)e−σ2k⃗2/2 (A.36)

La contribución del término k⃗ = 0 se anula si la supercelda tiene carga total
cero, es decir, ∑N

i=1 qi = 0. Por tanto, la energía de interacción de largo alcance, es

EL =
1
2

N

∑
i=1
qiφ

L(r⃗i) = 1
2V ǫ0

∑⃗
k≠0

N

∑
i=1

N

∑
j=1

qiqj

k⃗2
eık⃗⋅(r⃗i−r⃗j)e−

σ2k⃗2

2

Se define el factor de estructura, S(k⃗), de la distribución de carga como,

S(k⃗) ≡ N

∑
i=1
qie

ık⃗⋅r⃗i (A.37)

Entonces la la energía debida a las interacciones de largo alcance se expresa como,

EL =
1

2V ǫ0

∑⃗
k≠0

e−σ2k⃗2/2

k⃗2
∣S(k⃗)∣2 (A.38)

Combinando las ecuaciones A.27, A.28, A.38, la energía total de interacción de
Coulomb se escribe como,

E = ES +EL −Eauto

=
1
2

1
4πǫ0

∑
n

N

∑
j=1

N

∑
i=1

′ qjqi∣r⃗i − r⃗j + n⃗L∣erfc(∣r⃗i − r⃗j + n⃗L∣√
2σ

)
+ 1

2V ǫ0

∑⃗
k≠0

e−σ2k⃗2/2

k⃗2
∣S(k⃗)∣2

− 1
4πǫ0

1√
2πσ

N

∑
i=1
qi

(A.39)
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la suma de ES en el espacio real es de corto alcance –como consecuencia del
factor erfc ( ∣r⃗i−r⃗j+n⃗L∣√

2σ
), que “apantalla” estos términos– más la suma representada

por EL que corresponde a la energía de largo alcance en el espacio real que en el
espacio de Fourier se transforma en una de corto alcance –“apantallada” por el
factor e−σ2k2/2– .

A.5. Partículas Dipolares

En esta sección se hace una breve reformulación del método de las sumas de
Ewald que se planteó con detalle en las secciones previas para el caso de N dipolos
puntuales, µ⃗i = µs⃗i, con s⃗i un vector unitario en la dirección en que apunta el
dipolo correspondiente. La energía de interacción entre un par de dipolos cada
uno con momento dipolar µ⃗ y vector de posición, r⃗i y r⃗j es,

Edip(r⃗ij, µ⃗i, µ⃗j) = −µ⃗2(s⃗i ⋅ ∇)(s⃗j ⋅ ∇)( 1∣r⃗ij ∣ )
=

µ⃗i ⋅ µ⃗j∣r⃗ij ∣3 − 3
(µi ⋅ r⃗ij)(µ⃗j ⋅ r⃗ij)∣r⃗ij ∣5 ,

donde ∣r⃗ij ∣ = ∣r⃗i − r⃗j ∣. Considerando como en el caso de cargas puntuales la repli-
cación periódica de la celda básica de simulación, la energía total del sistema de
N dipolos se escribe como,

Et =
1
2
∑

i

∑
j

′

∑⃗
n

Edip(r⃗ij + n⃗, µ⃗i, µ⃗j) (A.40)

La forma más inmediata de obtener la expresión de la suma de Ewald de la
ecuación (A.40) es seguir un procedimiento análogo al que se realizó para el caso
de cargas puntuales. Considerando que,

Edip(r⃗ij, µ⃗i, µ⃗j) = (µ⃗i ⋅ ∇i)(µ⃗j ⋅ ∇j)Ψ(∣r⃗ij ∣), (A.41)

donde Ψ(∣r⃗ij ∣) = 1
∣r⃗ij ∣ , es el potencial electrostático de una carga positiva unitaria.

Por lo anterior y desde un punto de vista formal, la energía de interacción entre
un par de dipolos se puede derivar de la energía de interacción Coulombiana entre
un par de cargas, ECoul(∣r⃗ij ∣) = qiqj∣r⃗ij ∣ , mediante la transformación siguiente:

qi → (µ⃗i ⋅ ∇i), qj → (µ⃗j ⋅ ∇j) (A.42)
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Haciendo las sustituciones correspondientes en la ecuación (A.39) se obtiene
la energía potencial electrostática de un sistema formado de N dipolos,

Et = µ
2 ∑⃗

n

N

∑
j=1

N

∑
i=1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(
erfc(α∣Ñrij∣)∣r⃗ij ∣3 + 2α exp(−α∣r⃗ij ∣2)√

π∣r⃗ij ∣2 )(s⃗i ⋅ s⃗j)
− (3 erfc(α∣Ñrij∣)∣r⃗ij ∣5 + (2 α2 + 3∣r⃗ij ∣2)

2 α exp(−α2∣r⃗ij ∣2)√
π∣r⃗ij ∣2 )(s⃗i ⋅ r⃗ij)(s⃗j ⋅ r⃗ij)⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

− 2α3 µ2N

3
√
π
+ 2π µ2

3L3

RRRRRRRRRRR
N

∑
j=1
s⃗j

RRRRRRRRRRR
2

+ 2π µ2

L3
∑⃗
n≠0

1∣n∣2 exp(−π2∣n⃗∣2
L2α2

) RRRRRRRRRRR
N

∑
j=1
(n⃗ ⋅ s⃗j) exp(2π ı

L
n⃗ ⋅ r⃗j) RRRRRRRRRRR

2

(A.43)

para obtener esta expresión se usó la siguiente relación

d

dx
erfc(α,x) = −2α exp(−α2, x2)√

π
(A.44)

y ∇(s⃗ ⋅ r⃗) = s⃗. Términos de orden exp(−α2L2) se pueden despreciar ya que α

tendrá valores pequeños menores que la unidad, y dado que “hemos supuesto

nuevamente que el sistema esta rodeado de un medio conductor” la suma al cua-
drado sobre los sj también es pequeña y se desprecia.

Finalmente, la expresión para un sistema con partículas dipolares se describe
con la ecuación,

Et = µ
2 ∑⃗

n

N

∑
j=1

N

∑
i=1

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(
erfc(α∣Ñrij∣)∣r⃗ij ∣3 + 2α exp(−α∣r⃗ij ∣2)√

π∣r⃗ij ∣2 )(s⃗i ⋅ s⃗j)
− (3 erfc(α∣Ñrij∣)∣r⃗ij ∣5 + (2 α2 + 3∣r⃗ij ∣2)

2α exp(−α2∣r⃗ij ∣2)√
π∣r⃗ij ∣2 )(s⃗i ⋅ r⃗ij)(s⃗j ⋅ r⃗ij)⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

+ 2π µ2

L3
∑⃗
n≠0

1∣n⃗∣2 exp(−π2∣n⃗∣2
L2α2

) RRRRRRRRRRR
N

∑
j=1
(n⃗ ⋅ s⃗j) exp(2π ı

L
n⃗ ⋅ r⃗j) RRRRRRRRRRR

2

− 2α3µ2N

3
√
π

(A.45)
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