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Resumen

En este trabajo se presenta una primera descripcion teédrica del flujo de un fluido
electricamente conductor producido en un agitador electromagnético con geometria
cilindrica debido a una fuerza de Lorentz azimutal. Esta fuerza se genera a partir
de la interaccion de una corriente eléctrica radial, que se inyecta directamente en el
fluido, y un campo magnético producido por un imén permanente. Este flujo ha sido
estudiado de manera experimental en el IER encontrandose una inestabilidad tipo
Kelvin-Helmholtz que consiste en vértices anticiclénicos que no han sido previamente
reportados en la literatura. Al considerar que el flujo del fluido es completamente bidi-
mensional y tiene lugar iinicamente en la direccién azimutal, se obtiene una solucién
analitica de las ecuaciones que gobiernan el fenémeno. A partir de esta solucién se
plantea una explicaciéon cualitativa de la regién en la cual pueden existir los vortices
anticiclénicos asi como de su largo tiempo de vida. Con el fin de estudiar comporta-
mientos que se encuentran fuera del alcance del modelo analitico, se realizé un cédigo
numérico bidimensional para resolver las ecuaciones de balance y poder observar lo
que sucede durante el flujo transitorio asi como también el efecto que provoca un
campo magnético aplicado no uniforme. De manera general, se encontré que la no
uniformidad del campo magnético aplicado resulta en perfiles de velocidad azimutal
muy asimétricos en comparacién con la soluciéon analitica. Asimismo, al inicio del
movimiento se encontré que el flujo presenta un perfil de velocidad similar a un flu-
jo Kepleriano regularizado, el cual ha sido utilizado en la simulacién de fenémenos
astrofisicos que dan lugar a la formacion de vértices anticiclonicos parecidos a los
observados en el laboratorio. De esta forma se establecieron las similitudes y diferen-
cias entre los fenémenos experimentales a escala de laboratorio observados en el IER
y los reportados a nivel astrofisico en la literatura especializada. Asimismo, se pro-
gramé una herramienta numérica utilizando una aproximacion cuasi-bidimensional
que incorpora la friccién existente con la pared del fondo del agitador, lo que tiene
un efecto de frenado en el flujo global estudiado.



Introduccion

La magnetohidrodindmica (MHD) es el area de la fisica que conjunta los conceptos
de la mecdanica de fluidos y el electromagnetismo para estudiar el comportamien-
to de los fluidos eléctricamente conductores cuando estos interaccionan con campos
magnéticos. Como resultado de la interaccién entre fluidos y campos, en los fenéme-
nos MHD se presentan interesantes patrones de flujo que no se observan en los casos
meramente hidrodinamicos.

En la naturaleza, los flujos MHD ocurren en procesos tales como el efecto dinamo, el
cual explica que la existencia del campo magnético terrestre se debe a las corrientes
eléctricas que se inducen en el nicleo liquido de la Tierra por el movimiento del mis-
mo. La MHD también se aplica en el estudio de la inestabilidad magnetorotacional, 1a
cual es un fenémeno astrofisico que esté relacionado con la formacion de las galaxias.

Dada la naturaleza inherente de los fluidos conductores de electricidad, tales co-
mo los electrolitos, los metales liquidos y los plasmas, estos son susceptibles de ser
afectados por la acciéon de fuerzas de cuerpo electromagnéticas. En aplicaciones tec-
nolégicas, este hecho trae consigo la ventaja de poder prescindir de la intrusion de
partes mecanicas para, por ejemplo, hacer que estos fluidos se agiten, mezclen o sean
transportados de un lugar a otro. Debido a lo anterior, en las tultimas décadas se
han desarrollado diversos procesos industriales en los que la magnetohidrodindmica
tiene particular importancia [Asai (2012)]. Dichos procesos se utilizan en aplicaciones
tales como la metalurgia, la ingenieria nuclear y el procesamiento electromagnético
de materiales (EPM, por sus siglas en inglés), por citar algunas. Por ejemplo, en el
método Czochralski, empleado para la elaboracién de silicio cristalino, se siembra un
cristal en el seno del material fundido (silicio liquido) para que después de un cierto
proceso, al enfriarse, se produzca un cristal de mayor tamano con una concentracién
homogénea de aditivos denominados dopantes. Debido a que el silicio cristalino se
emplea en dispositivos electronicos, la estructura cristalina y distribucion de los do-
pantes afectan de manera importante sus propiedades eléctricas, por ello se requiere
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que los procesos de cristalizaciéon y dopaje se lleven a cabo con mucha precision. Al
igual que otros autores, Hjellming y Walker (1986) han sugerido la aplicacién de cam-
pos magnéticos para controlar el movimiento del silicio liquido y con ello producir
cristales con mejores propiedades eléctricas.

Existen diversas aplicaciones de los dispositivos MHD tales como las bombas MHD,
empleadas para llevar un fluido conductor de un lugar a otro o los agitadores MHD,
los cuales se utilizan para mezclar y/o agitar fluidos. Los agitadores MHD se utilizan
tanto para estudios basicos como para aplicaciones relacionadas al procesamiento de
materiales en donde se aprovechan las fuerzas electromagnéticas para agitar el mate-
rial tratando de preservar su pureza. En el presente trabajo se describe la modelacién
numérica de un agitador MHD con geometria cilindrica bajo diversas condiciones de
operacién, las cuales incluyen tanto la imposicién de un campo magnético uniforme,
como de uno no uniforme y localizado.

En el Instituto de Energfas Renovables (IER) de la UNAM (antes Centro de Investi-
gacion en Energia) se cuenta con el antecedente de estudios sobre el comportamiento
de delgadas capas de electrolitos o de metales liquidos sujetas a la accién de fuerzas
electromagnéticas [Figueroa (2010), Beltran (2010), Rivero (2012)]. Recientemente,
se han llevado a cabo en el IER experimentos en un agitador MHD con geometria
cilindrica donde se crea una fuerza azimutal para agitar un electrolito [Pérez-Espinoza
(2012)]. La presente tesis tiene por objetivo iniciar la descripcion tedrica de los flujos
observados en este sistema y tratar de profundizar en su analisis.

El agitador MHD consiste en una pieza rectangular de acrilico con una cavidad
cilindrica de 8.75 cm de didmetro y un barreno circular de 2.54 cm en el centro de
la cavidad. Una lamina delgada de cobre, que cubre la pared interna de la cavidad
cilindrica, y una pieza del mismo material, embebida en el barreno circular, sirven
como electrodos por los cuales se puede inyectar una corriente eléctrica que es esen-
cialmente radial. El agitador cuenta con un dispositivo electréonico de control que
permite invertir la direcciéon de la corriente o bien inyectarla de manera alternante
(ver Fig. 1a).

En la cavidad cilindrica se vierte una solucién salina de bicarbonato de sodio al 8 %
m/v. Debajo del agitador se coloca un iman rectangular permanente, de tal forma
que el campo magnético aplicado es aproximadamente uniforme y actia de manera
perpendicular a la seccion circular del agitador con una intensidad promedio de 0.4
T. Al interactuar el campo magnético del imén y la corriente eléctrica aplicada, se
produce una fuerza de cuerpo denominada fuerza de Lorentz, la cual se expresa en la
forma jxBg, donde j es la densidad de corriente eléctrica y By es el campo magnético
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(b)

Figura 1: a) Agitador MHD con geometria cilindrica [Pérez-Espinoza (2012)]. Se
muestra el agitador junto con el sistema de control para la corriente que se inyecta
en el equipo. b) La interaccién de la corriente eléctrica radial (flechas negras) y el
campo magnético aplicado que sale del plano de la pagina (puntos amarillos) produce
una fuerza de Lorentz en la direccién azimutal en sentido antohirario (flecha azul).

aplicado. Dadas las direcciones de j y By, la fuerza de Lorentz provoca el movimiento
del electrolito en la direccién azimutal (ver Fig. 1b).

Dada la naturaleza del experimento resulta complicado, mediante métodos 6pticos
tradicionales tales como la Velocimetria por Imagenes de Particulas (PIV, por sus
siglas en inglés), realizar mediciones cuantitativas del flujo dentro del dispositivo,
asi que para visualizar los patrones de flujo se utiliza tinta vegetal como trazador del
movimiento del electrolito. En una segunda version del experimento se espera contar
con la posibilidad de realizar mediciones utilizando el método PIV. Se ha observado
que para ciertos valores de la corriente inyectada, el flujo sufre una inestabilidad
tipo Kelvin-Helmholtz, lo cual produce la formacién de estructuras vorticosas deno-
minadas vortices anticiclonicos cuyo sentido de giro es contrario al sentido del flujo
global (es decir, si el fluido se mueve netamente en sentido horario, los vértices giran
en sentido antihorario). En la Figura 2 se muestran ocho vértices observados en el
agitador MHD cuando la corriente inyectada es de 260 mA. La corriente eléctrica
para este caso se inyecta de manera radial hacia afuera y ya que el campo magnético
sale del plano de la péagina, el flujo neto se da en el sentido de las manecillas del
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reloj. Inyectar la corriente en forma radial hacia adentro produce un flujo en sentido
anti-horario en el cual, para ciertos valores de la corriente también se observan los
vortices surgidos de la inestabilidad.

Figura 2: Vértices anticiclonicos observados en el agitador MHD para una corriente
de 260 mA [Pérez-Espinoza (2012)].

Se han realizado diversos estudios sobre el comportamiento y estabilidad de elec-
trolitos en contenedores cilindricos. Qin y Bau (2012) analizan numéricamente la
estabilidad de un electrolito sometido a una fuerza de Lorentz azimutal en un agita-
dor similar al analizado en el IER. Sin embargo, en vez del electrodo central embebido
en el fondo del contenedor, estos autores consideraron que el electrodo central es otro
cilindro concéntrico. Esta es una configuracion que ha sido més estudiada que la uti-
lizada inicialmente en el IER. En su estudio, estos autores consideran una ecuacién
electroquimica que describe el campo de concentracion de las especies constituyen-
tes del electrolito empleado y llegan a la conclusién de que la variacién radial de
la concentracion de los iones provoca efectos que estabilizan el flujo cuando la co-
rriente se dirige en direccion radial hacia adentro, y lo desestabilizan cuando es en
direccion radial hacia afuera. Este resultado aparentemente contradice el resultado
experimental observado en el laboratorio del IER, pues las inestabilidades se obser-
van independientemente del sentido en el que se inyecta la corriente [Pérez-Espinoza
(2012)]. Recientemente se han realizado nuevos experimentos en el IER que muestran
que cuando se utilizan dos cilindros concéntricos como electrodos, la inestabilidad
también aparece.

A pesar de que Qin y Bau reportan la aparicién de inestabilidades en sus resultados,
las inestabilidades descritas ocurren en el plano meriodional (rz) y consisten en celdas
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convectivas debidas a los gradientes de concentracién (Fig. 3). Sin embargo, no se
reporta la aparicion de vortices anticiclonicos en el plano 78 como los observados en
los experimentos del IER.

Max: 1.03

1.02

1.01

10.99

r10.98

Min: 0.97

Figura 3: Inestabilidad reportada por Qin y Bau (2012) en el plano rz para un
agitador MHD. El mapa de colores muestra la concentracién de uno de los iones
constituyentes del electrolito binario empleado.

Digilov (2007) hizo experimentos en los cuales utilizé una solucién acuosa de CuSO,
al 2%, la cual confiné entre dos electrodos cilindricos concéntricos de aluminio se-
parados por una distancia de ~ 22.5 mm (Fig 4). En todos los casos reportados por
el autor unicamente se observa un flujo en la direcciéon azimutal. Este autor ademas
ofrece una solucion analitica al problema suponiendo que los cilindros concéntricos
son infinitos. Sin embargo, esta solucién es incompleta pues se realiza una sobre sim-
plificaciéon en la cual la velocidad del fluido no influye en la distribucion del potencial
eléctrico, cuando en realidad dicha distribucién si depende de la velocidad. En el
Capitulo 2 del presente trabajo se obtiene una solucién analitica que describre mejor
el flujo en cuestién. Un antecedente del enfoque seguido aqui es el fluyjo MHD en
espiral entre ductos anulares presentado por Nunez (2008).

Debido a las discrepancias anteriormente mostradas y al entendimiento parcial del
fenémeno, resulta prudente complementar los estudios experimentales realizados en
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Figura 4: a) Dispositivo experimental utilizado en los experimentos de Digilov (2007)
que consta de (1) un iman rectangular permanente, (2) contenedor cilindrico, (3) elec-
trodos cilindricos de aluminio y (4) solucién de CuSQOy. b) Flujo azimutal observado
por el autor.

el IER mediante estudios tedrico-numéricos para el caso de un agitador MHD con
geometria cilindrica con el fin de lograr una mejor comprensién de lo que ocurre en
este tipo de dispositivos.

Resulta interesante observar que los vértices anticiclonicos, andlogos a los encontra-
dos experimentalmente en el IER, son “estructuras coherentes” que se han observado
en simulaciones numéricas durante la formacién de objetos protoplanetarios [Bracco
et al. (1999), Lissauer (1993)]. Cuando una estrella nace, se encuentra rodeada de
polvo interstelar que gira con una gran cantidad de momento angular, presentandose
un balance entre la fuerza de gravedad y la fuerza en la direccion radial de tal manera
que se genera un “disco protoplanetario”. Conforme el polvo interstelar se aproxima
al plano medio del disco, se comienzan a formar agregados de particulas debido a
inestabilidades gravitacionales. Lo anterior resulta en perturbaciones del flujo que,
si son lo suficientemente grandes, se convierten en vértices anticiclénicos que pro-
mueven el agregado de particulas que eventualmente se convierten en cuerpos sélidos
como planetas [Bracco et al. (1999)]. Para estudiar cémo los vértices anticiclénicos
se generan a partir del disco protoplanetario, Bracco et al. (1999) realizaron simula-
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ciones numéricas utilizando un método pesudo-espectral con condiciones periédicas
y un perfil de velocidad dado de un “flujo Kepleriano regularizado” como condicién
inicial (Fig. 5). Como resultado de sus simulaciones, lo autores reportaron la existen-
cia de vértices anticiclénicos que tienen una gran simulitud con aquellos observados
a nivel laboratorio en el IER (Fig. 6).

6

velocity

0 T | T | I I
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

distance

Figura 5: Flujo Kepleriano utilizado en las simulaciones de Bracco et al. (1999).
La linea punteada representa un perfil Kepleriano clasico. La linea soélida es el perfil
Kepleriano regularizado.

A pesar de la gran similitud, se pueden observar diferencias entre ambos fenémenos
como lo son el nimero de vortices, la posicion radial y el tamano de los mismos.
Resulta interesante que los fendémenos sean tan parecidos ya que las escalas de tiempo
y longitud son muy diversas, ademas de que las fuerzas involucradas son de origen
distinto. Para el caso del experimento del IER, las escalas de tiempo corresponden
a segundos y las longitudes caracteristicas son de unos pocos centimentros, en tanto
que en la simulacién Bracco et al. (1999) se emplean escalas de tiempo de miles de
anos y de longitud del orden de miles de kilometros.

El resto de la tesis estd conformada de la siguiente manera. El Capitulo 1 describe
la formulaciéon matematica del problema en estudio, iniciando con las ecuaciones de
balance de la mecanica de fluidos y las ecuaciones del electromagnetismo, sintetizando



Introduccién 15

Figura 6: Similitud entre vértices anticiclonicos observados en el IER y los obtenidos
mediante cdlculos numéricos por Bracco et al. (1999). a)Vértices observados en el
agitador MHD del TER mediante una tinta vegetal trazadora. b) Distribucién de
particulas trazadoras computadas por Bracco et al. (1999)

las ecuaciones basicas de la MHD. Posteriormente se describe la adimensionalizacién
del fenémeno y las consideraciones realizadas para la modelacién de un agitador MHD
con geometria cilindrica. En el Capitulo 2 se resuelven analiticamente las ecuaciones
de balance bajo ciertas consideraciones utilizando una aproximacién bidimensional
del flujo entre cilindros concéntricos infinitos bajo un campo magnético uniforme. En
el Capitulo 3 se resuelven de manera numeérica las ecuaciones de balance completas
en las aproximaciones bidimensional y cuasi-bidimensional y se estudian los casos
de campo magnético uniforme asi como no uniforme, en donde se incluye el caso
de campos magnéticos localizados. Se muestran los resultados obtenidos mediante
la técnica de volumen finito aplicada al problema bajo estudio. Finalmente, en el
ultimo capitulo se resumen las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Formulacién del problema

En el presente capitulo se describe la formulacién matematica del problema en es-
tudio. Se comienza con una breve descripcion de las ecuaciones de balance de la
mecanica de fluidos para un fluido Newtoniano incompresible. En seguida se abordan
las ecuaciones del electromagnetismo y se conjuntan ambas para obtener las ecua-
ciones de balance de un fluido conductor en un campo magnético en la denominada
aproximaciéon MHD. Por ltimo, se adimensionalizan las ecuaciones y se expresan en
la llamada formulacion ¢, es decir, la formulacién que utiliza el potencial eléctrico
como variable dependiente, ademas de la presion y el campo de velocidad.

1.1. Ecuaciones de la mecanica de fluidos

En mecanica de fluidos se busca describir el comportamiento de los fluidos cuando
estos son sometidos a ciertas condiciones externas que incluyen, por ejemplo, gra-
dientes de presion, temperatura o movimiento de partes mecanicas. Desde un punto
de vista macroscépico se acepta que la hipotesis del continuo es valida, esto es, se
pueden definir todas las propiedades del fluido (por ejemplo presién, densidad, velo-
cidad) en cualquier punto del espacio y en cualquier instante de tiempo sin importar
el comportamiento especifico a nivel molecular. Bajo esta 6ptica se pueden emplear la
ley de conservacion de la masa, la Segunda Ley de movimiento Newton y la Primera
Ley de la Termodinamica, en unién con relaciones constitutivas y ecuaciones termo-
dinamicas de equilibrio local, para obtener un conjunto de ecuaciones que describen
el comportamiento espacio-temporal de los fluidos [Currie (2007)].
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En muchas aplicaciones précticas, los liquidos, y atin los gases, pueden considerarse
incompresibles, esto es, su volumen no cambia debido a la accién de fuerzas compre-
sionales y por ende su densidad es constante. Al aplicar la ley de conservacién de la
masa a un fluido incompresible se obtiene la denominada ecuacion de continuidad

V-u=0, (1.1)

donde u es el campo de velocidad del fluido que en general depende del espacio y del
tiempo. De lo anterior podemos interpretar que, en el seno de un fluido, la cantidad
de masa que entra en cualquier elemento de volumen es la misma que la que sale del
mismo.

En muchas aplicaciones practicas, como en el caso de los problemas tratados en
el presente estudio, el fluido de trabajo se puede considerar Newtoniano. Tal es el
caso de los fluidos conductores méas comunes, es decir, los electrolitos y los metales
liquidos. Para un fluido Newtoniano, la aplicacién de la Segunda Ley de Newton lleva
a las denominadas ecuaciones de Navier-Stokes que se pueden expresar en la forma

p (g—ltl + (u~V)u) = —Vp +nV*u+ pf, (1.2)

donde p y 7 representan la densidad y viscosidad dinamica del fluido; p es el campo
de presiéon y f denota una fuerza de cuerpo que actia sobre el fluido.

1.2. Ecuaciones del campo electromagnético

En la MHD nos interesa describir los flujos de fluidos eléctricamente conductores
cuando interaccionan con campos magnéticos. El comportamiento de los campos
eléctricos y magnéticos se describe, de manera general, mediante ecuaciones relati-
vistas, sin embargo en los fenémenos MHD a escala de laboratorio, las velocidades
son pequenas cuando se comparan con la velocidad de la luz. Como resultado, las
ecuaciones electromagnéticas empleadas en estudios de laboratorio corresponden a la
electrodinamica clésica en la aproximaciéon no relativista. Entre estas ecuaciones se
incluyen las ecuaciones de Mazwell, la fuerza de Lorentz y una relacion constitutiva
conocida como la ley de Ohm.
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1.2.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales par-
ciales que describen el comportamiento espacio-temporal de los campos eléctricos
y magnéticos y son consideradas entre las ecuaciones con mayor influencia en to-
da la ciencia [Fleisch (2008)]. De manera local para un medio material homogéneo,
isotrépico y lineal, estas ecuaciones se expresan como

V-E-= %, (1.3)
V.B =0, (1.4)
0B
E--2 1.
V x 5 (1.5)
E
VXB—uj—i-ue%—t. (1.6)

La Ecuacién 1.3 es la Ley de Gauss para el campo eléctrico, donde E es el campo
eléctrico, p. es la densidad de carga eléctrica total en el punto donde se evalia la
misma y € representa la permitividad del medio material. Esta ecuacién muestra que
las cargas eléctricas producen campos eléctricos, de tal forma que podemos considerar
a las cargas positiva como “fuentes” de campo eléctrico y a las cargas negativas como
“sumideros” de dichos campos. La Ecuacion 1.4 establece que no existen cargas
magnéticas aisladas, es decir, que los imanes siempre poseen dos polos opuestos,
donde B es el campo vectorial de inducciéon magnética. La Ecuacion 1.5 se conoce
como la Ley de induccion de Faraday y, en sintesis, expresa que la variacién temporal
de un campo magnético es capaz de producir un campo eléctrico. Finalmente, la
Ecuacion 1.6 se denomina Ley de Ampere-Mazwell y de ella podemos interpretar que
un campo magnético puede ser producido por una densidad de corriente estacionaria
y un campo eléctrico variable en el tiempo, donde p es la permeabilidad magnética
del medio. Para materiales no magnetizables, como los estudiados en el presente
trabajo, se logra una buena aproximacién considerando que pu = pg, donde g es
la permeabilidad magnética del vacio [Davidson (2001)]. Cabe hacer notar que el
término dependiente del tiempo de la Ecuacion 1.6 es un término relativista, donde
1/(pe) = %, siendo c la velocidad de la luz.
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Notemos que si se toma la divergencia de la Ecuacién 1.6 y se utiliza la ley de Gauss
para el campo eléctrico (Ec. 1.3), obtenemos la siguiente ecuacién:

0pe
ot

V-j+ =0. (1.7)
Esta ecuacién manifiesta la conservacion de la carga eléctrica, es decir, que la carga
eléctrica no se crea ni se destruye.

1.2.2. Ley de Ohm

La ley de Omh es una ecuacién constitutiva que establece que la densidad de corriente
eléctrica dentro de un conductor en reposo es proporcional a la fuerza ejercida sobre
sus cargas libres [Davidson (2001)], y por tanto es proporcional al campo eléctrico
aplicado, es decir,

j=oF, (1.8)

donde la constante de proporcionalidad ¢ es una propiedad material del conductor
conocida como conductividad eléctrica y E’ es el campo eléctrico en el sistema en
reposo. Cuando el conductor se mueve con una velocidad u respecto al sistema de
laboratorio, la ley de Ohm se modifica considerando el campo efectivo medido desde
dicho sistema, esto es,

j=c(E+uxB)+p.u, (1.9)

donde el término entre paréntesis se denomina campo eléctrico efectivo y también
se ha incluido en el segundo término del lado derecho la denominada corriente de
conveccién [Cuevas (2004)].

1.2.3. La fuerza de Lorentz

En un medio material con una densidad de carga eléctrica p. y una densidad de
corriente j, la fuerza electromagnética por unidad de volumen estd dada por

f=p.E+jxB. (1.10)

Dicha fuerza de cuerpo se conoce como la fuerza de Lorentz.



Aproximacion MHD 20

1.3. Aproximaciéon MHD

Para estudiar fendmenos MHD es necesario acoplar las ecuaciones de la mecanica de
fluidos con las ecuaciones del electromagnetismo. En la mecanica de fluidos ordina-
ria estamos interesados en fenémenos que ocurren a velocidades bajas comparadas
con la de la luz y las ecuaciones de balance son invariantes ante tranformaciones
galileanas. Por su parte, las ecuaciones de Maxwell son relativistas e invariantes an-
te transformaciones de Lorentz. Para lograr el acoplamiento de ambos conjuntos de
ecuaciones se hace uso de la denominada aprozimacion MHD, la cual echa mano de
las siguientes consideraciones:

= Los fendmenos MHD son no relativistas, esto es, la velocidad caracteristica del
fluido es mucho menor que la velocidad de la luz (Ju] < ¢?).

= Solamente ocurren variaciones a bajas frecuencias, es decir, los fenémenos es-
tudiados son cuasi-estacionarios.

= La magnitud de los campos eléctricos es del orden de la fuerza electromotriz
inducida por el movimiento del fluido, es decir, ux B.

Tomando en cuenta las suposiciones anteriores es posible simplificar el conjunto de
ecuaciones de modo que se obtenga un sistema consistente que es invariante ante
transformaciones galileanas y en el que se pueden despreciar la corriente de despla-
zamiento de Maxwell, el término p.E de la fuerza de Lorentz (Ec. 1.10) asi como la
corriente de conveccién en la ley de Ohm [Cuevas (2004)].

Considerando las aproximaciones anteriores, las ecuaciones que gobiernan el mo-
vimiento de un fluido eléctricamente conductor en un campo electromagnético se
expresan mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

V-B=0 , VXE:—%—]?, (1.11)
VxB=puyj , j=ocE+uxB), (1.12)
V-u=0, (1.13)

p ((2—1: + (u-V)u) = —Vp +nV?u+ jxB. (1.14)

Las Ecuaciones 1.11 y 1.12 corresponden a la ley de Gauss para campos magnéticos,
la ley de induccion de Faraday, la ley de Ampere y la ley de Ohm. La Ecuacién 1.14
es la ecuacién de Navier-Stokes con el término fuente de la fuerza de Lorentz. Nétese
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que al aplicar el operador de divergencia a la ley de Ampere (Ec. 1.12a) se obtiene
que
V-j=0, (1.15)

la cual es la conservacion de la carga bajo la aproximacion considerada. La ley de
Gauss para el campo eléctrico normalmente no es relevante en MHD. No obstante,
las ecuaciones (1.11)-(1.14) constituyen un sistema completo.

1.4. Formulacién ¢ (R, < 1)

Los fluidos eléctricamente conductores de interés para la investigacion que se realiza
en el IER son los electrolitos y los metales liquidos. Los electrolitos son soluciones
diluidas (generalmente acuosas) en las cuales se halla disuelta una sal binaria, la cual
le otorga sus propiedades de conductividad eléctrica. Algunos metales son liquidos
a temperatura ambiente (por ejemplo el mercurio), en tanto que también es posible
que un metal originalmente sélido se convierta en liquido mediante la adicién de
grandes cantidades de energia (por ejemplo, el hierro liquido existente en el nucleo
terrestre, o los metales fundidos que se trabajan en la industria metalirgica). Una
de la principales diferencias entre ambos tipos de fluidos conductores estriba en
la conductividad eléctrica, siendo pequena para los electrolitos y muy grande para
los metales liquidos. Esta diferencia entre las conductividades de ambos tipos de
fluidos permite el tratamiento matematico distinto en cada caso y acarrea diferentes
simplificaciones en las ecuaciones de balance.

Un pardametro adimensional de fundamental importancia en MHD es el nimero de
Reynolds magnético (R,,), definido de acuerdo a
B u.L

R, = , 1.16
- (1.16)

donde 7, = 1/(up0) representa la difusividad magnética. Para flujos MHD de liqui-
dos a nivel industrial o laboratorio, este parametro puede ser interpretado como el
cociente de la magnitud del campo magnético inducido en el fluido y la magnitud
del campo magnético aplicado [Davidson (2001)].

De manera adimensional, el campo magnético total se puede expresar como la con-
tribucién de dos partes [Miiller y Biihler (2001)]

B = Bj + Ry,b, (1.17)
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donde By representa el campo magnético aplicado y b el campo magnético inducido
debido al movimiento del fluido dentro del campo By. Comunmente, en flujos de
metales liquidos o eletrolitos a escala indutrial o de laboratorio se encuentra que los
campos inducidos (tanto el campo magnético como la densidad de corriente eléctrica)
son muy pequenos cuando se les compara con los aplicados, esto es, R,, < 1. Como
resultado de lo anterior se obtiene que B &~ By, es decir, el campo magnético aplicado
no se modifica.

Bajo esta aproximacién la ley de induccién de Faraday (Ec. 1.11b) se reduce a la
forma

VXE =0, (1.18)

es decir, el rotacional del campo eléctrico se iguala a cero y, gracias a ello, podemos
concluir que dicho campo es potencial, esto es,

E = -V, (1.19)

donde ¢ representa el potencial eléctrico en el seno del fluido.

Con la Ecuacién 1.19, la ley de Ohm se expresa entonces como
j=0(=Vp+uxBy). (1.20)

Obteniendo la divergencia de la ecuacion anterior y haciendo uso de la conservacion
de la carga (Ec. 1.15), se obtiene una ecuacién de Poisson para el potencial eléctrico
(¢) en el fluido

V% = V-(uxBy). (1.21)

Finalmente, el campo magnético aplicado debe satisfacer las ecuaciones de la mag-

netostatica
VBOZO R VXBOZO. (122)

En sintesis, las ecuaciones fundamentales de la MHD que utilizan a la velocidad, la
presion y el potencial eléctrico como variables dependientes y que corresponden a la
denominada formulacion ¢ [Smolentsev et al. (2010)], se expresan en la forma

V-u=0, (1.23)

ou 2 .
P\ o +(u-V)u) =-Vp+nV-u+jxB, (1.24)
j=0(=Vop+uxBy), (1.25)

V% = V-(uxBy). (1.26)
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1.5. Ecuaciones adimensionales

Con el fin de expresar de manera mas general el problema, es comun adimensionalizar
las ecuaciones de balance mediante el reescalamiento de las magnitudes caracteristi-
cas del mismo, de tal forma que el efecto del cambio de las condiciones del fenémeno
se estudia mediante la variacion de ciertos parametros adimensionales caracteristicos.
La adimensionalizacion también resulta en una disminucion del tiempo de computo
empleado en la solucion numérica de las ecuaciones de balance.

Para adimensionalizar ecuaciones, se definen escalas caracteristicas, las cuales a su
vez sirven para definir variables adimensionales que se sustituyen en el sistema de
ecuaciones diferenciales a resolver. Para el caso del presente trabajo, las ecuaciones
adimensionales se obtienen para el flujo entre dos cilindros concéntricos. De esta
forma, la escala de longitud para el agitador MHD bajo estudio corresponde a la
separacion entre los dos electrodos (Ry — Ry), el campo magnético caracteristico es
el campo maximo debido al iman permanente y el voltaje caracteristico viene dado
por la diferencia de potencial aplicada a los electrodos (Fig. 1.1).

Z 4
Electrodos

A ‘

0 ) —> r
Rl RZ

tttttttttB

Figura 1.1: Esquema del agitador MHD.

La velocidad caracteristica puede obtenerse de la ley de Ohm y es una funcion de la
diferencia de potencial, del campo magnético y de la longitud caracteristica

A
L:RQ_RI 5 Bc:Bmaz ) ¢c:¢2_¢1:A¢ ) Ue = qu (127)
Con lo anterior se definen las siguientes variables adimensionales
r B u
== B = — = — 1.2
I B, " T (1.28)
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puz u.B.L Ap L/u.

en las cuales el superindice (x) simboliza que se trata de una variable adimensional.

(1.29)

Al sustituir las variables adimensionales en las ecuaciones fundamentales de la MHD
en la formulacion ¢ (Ecs. (1.23)-(1.26)) y realizar las pertinentes operaciones alge-
braicas, se obtiene

Vut =0, (1.30)

ou” 1 o Ha?
*. * * — k %k _ * * o3k B* 1' 1
8t*+(u V*u V*p +R6Vu+—R€Jx o (1.31)
j* = —V'%" +u* x B, (1.32)
V** = V*-(u*xB}), (1.33)
VSB;=0 , V'xB;=0. (1.34)

En las ecuaciones anteriores aparecen dos nuimeros adimensionales conocidos como
el nimero de Reynolds (Re) y el numero de Hartmann (Ha), los cuales se definen
de acuerdo a las siguientes ecuaciones
UL
Re = : (1.35)

14

Ha = B.L,|—. (1.36)
pv

El nimero de Reynolds hidrodindmico (Ec. 1.35) estima el cociente entre las fuerzas
inerciales y las fuerzas viscosas en el fluido, asi, altos nimeros de Reynolds indican
que las fuerzas inerciales dominan el flujo, en tanto que a bajos niimeros de Reynolds,
la transferencia de momento es dominada por difusion. El nimero de Hartmann
(Ec. 1.36) mide la relacién entre las fuerzas magnéticas y las fuerzas viscosas. A altos
nimeros de Hartmann, el flujo es dominado por fuerzas magnéticas, caso contrario
es dominado por fuerzas viscosas. Para fenémenos a escala de laboratorio donde se
utilizan electrolitos, debido a que la conductividad de los mismos es pequena y a que
los campos magnéticos no son muy intensos, los nimeros de Hartmann son pequenos
(Ha < 1). Tal es el caso de los experimentos realizados en el agitador MHD cilindrico.
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Adicionalmente, podemos definir el llamado pardmetro de interaccion (N)

Ha?
N=— 1.37
Re’ (1.37)

que puede interpretarse como el cociente de la fuerza de Lorentz con las fuerzas

inerciales [Davidson (2001)].

Finalmente, las ecuaciones adimensionales de la MHD en formulacion ¢, expresando
la ecuacion de Navier-Stokes en geometria cilindrica tienen la forma

V-u=0, (1.38)
ou, u3 op 1 5 u, 2 0ug| Had* . _
) A - — — ——|+—(j9B. — 1.B, 1.
8t —|—(uV)uT , 8T+R€ {V Uy 7’2 T’2 89 :| -+ Re (]9 z Jz 9)7 ( 39)
Ouy upu,  10p 1 9 ug 2 0u,| Ha® | ‘
E‘I’(uv) 0 r - ro0 R |:V 2 2 90 + Re (jZB’!‘ ]rBz) ) (140)
ou, _9p 1y Ha® .
ot + (LPV)UZ = —a + EV U, + E (]ng — ngr) , (1.41)
J=—Vo+uxBy, (1.42)
V% = V-(uxBy), (1.43)

donde se han omitido las ecuaciones magnetostaticas y el superindice (*) por simpli-
cidad. u;, B; y j; corresponden a la componente ¢ de la velocidad, campo magnético
aplicado y densidad de corriente eléctrica, respectivamente. Las Ecuaciones 1.38-1.43
constituyen un sistema cerrado que puede resolverse si se cuenta con las condiciones
iniciales y de frontera adecuadas. La solucion analitica de estas ecuaciones se aborda
en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Solucién analitica para el flujo
MHD entre cilindros concéntricos

En el presente capitulo se resuelven de manera analitica las ecuaciones fundamentales
de la MHD en la formulacién ¢ para la aproximacién bidimensional del flujo entre
dos cilindros concéntricos producido por una fuerza electromagnética azimutal.

2.1. Formulacion del problema

A continuacién se establecen las consideraciones principales que permiten obtener
una solucion analitica para uno de los flujos de interés en este trabajo, es decir, el
flujo entre dos cilindros conductores producido por una fuerza de Lorentz azimutal.
Dada la complejidad del problema, se considera una aproximacion bidimensional que
permite obtener una solucién analitica sencilla.

En la aproximacién bidimensional se realizan las siguientes consideraciones:

» Kl fluido se encuentra confinado entre dos cilindros concéntricos, de longitud
infinita, de radios Ry y Ry (R2 > Ry), los cuales sirven como electrodos. De
esta manera se evita el problema de la singularidad en el origen (r = 0) y se
asegura que, al establecer una diferencia de potencial entre los electrodos, la
corriente inyectada sea netamente radial (j = j.€,).

= El campo magnético es uniforme y su tnica componente es paralela al eje de

~

los cilindros (B = Bgk).
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» Como resultado de las dos consideraciones anteriores, el flujo es totalmente
bidimensional, esto es, u = u(u,, ug, 0). En particular, en esta aproximacion se
evita tratar con las capas de Hartmann, es decir, con las capas formadas en las
paredes normales al campo magnético. Dichas paredes serian las tapas de los
cilindros que se omiten completamente en este tratamiento.

= El flujo se encuentra en estado estacionario y completamente desarrollado, con
lo cual las componentes de la velocidad solamente dependen de la posicién
radial (u, = u, (1), ug = up(r)).

Teniendo en cuenta lo anterior, las ecuaciones de balance presentadas en el capitulo
anterior se simplifican a

1d
- = 2.1
— () = 0, (2.1)
du,  u} op 1 9 Uy Ha?*
’ —— =——+4+ — »— —| + ——7joBo, 2.2
Urdr r 87’+Re[vu r2]+Re‘700 (22)
dug — u,ug 1 [ ) Ug} Ha?
= — - —| — —7-B 2.
, d
Jr = —d—f + ug B, (24)
jg = —UTBD, (25)
1d [ do By d
) == 2.
rdr (T dr) r dr (rus) (26)
en las que el operador Laplaciano esta dado por
1d d
2
=—-——(r—. 2.
v rdr (Tdr) 27)

En el sistema anterior, la Ecuacion 2.1 representa la conservacién de la masa, las
Ecuaciones 2.2 y 2.3 representan los balances de cantidad de movimiento en las di-
recciones r y 0, respectivamente, las Ecuaciones 2.4 y 2.5 representan las componentes
de la corriente dadas por la ley de Ohm y la Ecuacion 2.6 es la ecuacién que satisface
el potencial eléctrico.
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2.2. Solucién para la aproximacion bidimensional

La Ecuacién 2.1 se puede resolver mediante integracion directa. Ello resulta en que
ru, = cte, la cual debe satisfacer las condiciones de no deslizamiento en los dos
cilindros (u,(R;) = u,(R3) = 0), con lo cual se encuentra

up(r) =0, (2.8)

obteniéndose asi que
Jo = 0. (2.9)

Si se sustituyen estos resultados en las deméas ecuaciones, el sistema a resolver se
reduce a

ﬁzg, (2.10)
e = —% + up By, (2.12)
4 () -2

La Ecuacién 2.10 representa un balance entre la fuerza centrifuga y el gradiente de
presion en direccion radial. Las Ecuaciones 2.11, 2.12 y 2.13 se deben resolver de
manera acoplada con las correspondientes condiciones de frontera

up(Ry) = ug(Ro) =0, ¢(Ry) =0, ¢(Ry) = 1. (2.14)

Sustituyendo la Ecuacion 2.12 en la Ecuacion 2.11 se obtiene:

1 [1d duyg Ug Ha? d¢ _

Multiplicando la Ecuacién 2.13 por r

d [ dé d
4 (92 _p @ 2.1
dr (Tdr> 0 gy (U6 (2.16)
integrando
d¢
r— = Borug + C1, (2.17)

dr
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con lo cual i o
— =B — 2.18
dr olUg + r ) ( )
do C
Boug — — = —— 2.19
olUg dr r ) ( )
donde C] es una constante de integracion.
Sustituyendo la Ecuacién 2.19 en 2.15 y multiplicando por Re se obtiene,
1d duyg Uy 9 Ch
——|r— | ——= —Ha*By | — ) =0 2.20
rdr (T dr > 72 @m0 r ’ (2.20)
y desarrollando la derivada
d? 1d Ha’B,C
Yo  ZUe  Up A Dot g (2.21)

dr? r dr 72 r

El segundo y tercer término de la expresién anterior se pueden simplificar en la forma

d <u@) ~ ldug g

dr \ r rdr 12’

con ello se obtiene

d?uy n d <u@) Ha?B,C,
dr?  dr

i _|_—:O7

T T

rearreglando

d (dug g 5 Ch
S0 20 - _He?B, L
dr(dr+r) @B

e integrando tenemos

d
o + Yo _ —Ha?>ByCy In(r) + Cs.
dr r

El término de la izquierda se puede expresar como

1d . dUQ Ug
;J(TUG) ~dr * r’

sustituyendo 2.26 en 2.25 se obtiene

1d
o (rug) = —Ha*>ByC1 Inr + Cy,

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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y al integrar se encuentra

2

rug = —Ha?ByC} /7’111 rdr + 02% + (. (2.28)

La integral de la Ecuacion 2.28 se puede resolver por partes, obteniéndose de esta
forma

C
ug(r) = Chr + — — Clrlnr, (2.29)
r
donde las constantes C] y C, se definen de la siguiente manera

o HCL2B001

B oy BB G

/
= 4 2

) (2.30)

Para determinar el valor de las constantes se hace uso de las condiciones de frontera
para la velocidad (Ec. 2.14a), y con ello se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales

C{Rl In Rl + CéRl + ? == O, (231)
1

C{RQ In RQ + CéRg + % == O, (232)
2

cuya solucion es

R3In Ry — RiIIn R,
U_U(Q : ), (2.33)
SRR

q%@m%

Sustituyendo lo anterior en la Ecuacién 2.28, el perfil de velocidad tiene la forma

CﬁmRyJﬁmRﬁr+<Rﬂ§m%>l

Ha?B,C,
= -7l 2.35
R - R R2-R? 7“1’()

2

ug(r) ;

donde la constante (] se determina mediante el acoplamiento existente entre la
velocidad y el potencial eléctrico.

Sea
ug(r) = Ha®ByCyuy(r), (2.36)
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con

RIInR, — R2In R, RIRSI N 1 rlny
= — 2 | - — . 2.37
usr) ( wm- k) ) T\ amory ) 2 (237)

Sustituyendo la Ecuacion 2.35 en la Ecuacién 2.18 e integrando

o(r) = /RT Boug(r)dr + Cylnr + D. (2.38)

Aplicando las condiciones de frontera (Ec. 2.14b) se obtiene

Cl ln R1 + D - 0, (239)
Rs
Ch (HCLQBS/ us(r)dr + In RQ) +D =1, (2.40)
Ry

y resolviendo el sistema anterior, se determina que los valores de las constantes C] y
D son

1
C) = B (2.41)
Ha?B? f;f up(r)dr +1In EQ
1
1
D=— n . (2.42)

Ha?B? f}}f ug(r)dr +In —

Finalmente, el perfil de velocidad azimutal y el potencial eléctrico tienen la forma

HCLQBO R% IHRQ—R% lan
up(r) = 9p2 [R2 R 2(R%2 — R?
Ha?Bg [ up(r)dr +1In 32 (R; — RY)
RIRSmE\1 rlnr
— 2 | - — 2.43
+<2(R§-R§) A
1 " r
o(r) = {Ha232/ u rdr+1n—}, 2.44
) Ha?’B? £2uf(r)dr+lng—j * Jr ) Ry (2:44)
donde R 2 122 2 _ 2
2 RiR Ry Ry R; — R
up(r)dr = ——2——1In (—> In (—) 4+ =21 2.45
/m ) 2073 - RY)  \ I Ry 8 (245)

De las Ecuaciones 2.43 y 2.44, se puede observar que los perfiles estacionarios no de-
penden del nimero de Reynolds. El nimero de Reynolds influye en el flujo transitorio
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y, por tanto, en el tiempo necesario para que el sistema alcance el estado estaciona-
rio, asi, a mayores Re, el sistema tarda mas en llegar a un estado independiente del
tiempo.

El tnico pardmetro que afecta a esta solucién es el nimero de Hartmann (Ha). Para
efectos del presente estudio, dado que la geometria del agitador y las propiedades del
fluido estan fijas, Ha refleja basicamente la magnitud del campo magnético aplicado.
Analizando la solucién encontrada se pueden realizar las siguientes observaciones:

1. De la Ecuaciéon 2.43

SiHa=0 = wy(r)=0,
us(r)

]?12 uf(r)dr’

Si Ho 00 = wup(r) —

esto es, por un lado, en ausencia de campo magnético el fluido se encuentra
en reposo. Por otro, cuando el campo magnético es muy intenso, la velocidad
azimutal mantiene su dependencia en la posicién radial y tiene un limite finito.

2. De la Ecuacién 2.44

SiHa=0 = ¢(r)=1In (R%) /In (%) :
Jr, us(r)

o up(r)’

es decir, en ausencia de campo magnético el potencial eléctrico en el fluido
depende solo logaritmicamente de la coordenada radial y de la geometria del
sistema. Por su parte, cuando la magnitud del campo aplicado tiende a infi-
nito, el potencial eléctrico en el fluido depende del perfil de velocidad pero se
encuentra acotado entre cero y uno (0 < ¢ < 1).

SitHao—o00 = ¢(r) —

Las Figuras 2.1 y 2.2 muestran los perfiles estacionarios de velocidad azimutal y
potencial eléctrico para diversos ntimeros de Hartmann.

En la Figura 2.1 se puede observar que el perfil de velocidad no es simétrico y que
su pendiente se encuentra mas pronunciada cerca del cilindro interno. De hecho el
valor maximo de la velocidad se localiza en r ~ 0.43 para todos los valores de Ha.

En la Figura 2.2, se puede ver que el potencial eléctrico tiene comportamientos
distintos segin el nimero de Hartmann. Para Ha pequenos, la curva descrita por
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Figura 2.1: Perfil de velocidad azimutal (caso estacionario bidimensional) para dis-
tintos numeros de Hartmann.

el potencial es concava, en tanto que a Ha grandes, su comportamiento es similar a
una “s” alargada, mostrando por tanto un punto de inflexién. Lo anterior muestra
claramente que la velocidad afecta la distribucion de potencial, a diferencia de lo
supuesto en la solucién de Digilov (2007), ya que al variar Ha la velocidad del fluido
varia. Se puede observar también que existe un punto comun por el cual todas las
curvas cruzan y que se localiza en r = 0.86. Dicho punto coincide también con el
punto de inflexién para los mayores valores de Ha (Ha = 10 y 40).

El perfil de velocidad azimutal (Ec. 2.43) se puede expresar de manera simplificada
como

B
ug(r) = Ar+ — +Crlnr, (2.46)

r

donde las constantes A, B y C se definen como
HCL230 R2 In R2 — R2 InR
A= 9 Rz R < : 2 _ 12 1)? (2.47)
Ha?Bg [ up(r)dr +1n 32 2(R; — RY)
B H(Z2B0 R%R% In % (2 48)
Ha?B? f;lz us(r)dr +In g—f 2R3 - RY) )’ .
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Figura 2.2: Potencial eléctrico (caso estacionario bidimensional) para distintos nime-
ros de Hartmann.

1 Ha’B
C=—- L0 . (2.49)
2 Ha?B? IS uf(r)dr—l—lng—f

Calculando la vorticidad encontramos

Vxu=w,e,=-| — — — |=-—-¢€,,
r

0 rug O
con lo cual se obtiene
10 2 2
we =5 [Ar* + B+ Cr’Inr] , (2.50)
w, =244+C((1+2Inr). (2.51)

El esfuerzo cortante adimensional viene dado por

Ar+ B 1
()t ()

r
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es decir,

T=0C-= (2.53)

La Figura 2.3 muestra el comportamiento de la vorticidad y el esfuerzo cortante para
diversos valores del niimero de Hartmann. Se puede observar que para ambos casos
se tiene una regién en donde el esfuerzo es negativo mientras que la vorticidad es
positiva, siendo esta region independiente del nimero de Hartmann. De las Ecua-
ciones 2.51 y 2.53 se pueden obtener facilmente los puntos en los cuales se halla el
cambio de signo. Asi, el esfuerzo cortante es cero en r =~ 0.166 mientras la vorticidad
se anula en r ~ 0.657 (ver Figuras 2.3(a)-(b) ). De acuerdo a Marcus (1990), la re-
gién donde la vorticidad y el esfuerzo cortante tienen signos contrarios, corresponde
a una zona en la cual no pueden existir “estructuras coherentes”. Esto se debe a
que la diferencia de signo entre estas dos cantidades provoca que los vértices sean
“estirados”, fragmentados y destruidos en un tiempo muy corto. Si los signos son
iguales, el vértice redistribuye su vorticidad de tal forma que su valor méximo se
localiza en su centro.

A pesar de los resultados experimentales limitados con que se cuenta actualmente,
lo anterior parece concordar con las observaciones experimentales realizadas en el
IER, pues en todos los experimentos reportados en los cuales hay inestabilidades, los
vortices anticiclonicos se localizan cerca del cilindro externo [Pérez-Espinoza (2012)].
Es de esperarse que en dicha regién, tanto la vorticidad como el esfuerzo cortante
tengan el mismo signo. Este resultado también deja entrever que es posible que exis-
tan vértices muy cerca del cilindro interno. Este es un punto que debe comprobarse
experimentalmente a partir de mediciones cuidadosas de los campos de velocidad.

Segtn la teorfa cldsica de estabilidad [Chandrasekhar (1961), Drazin (2002)], la apa-
ricion de inestabilidades se debe a pequenas perturbaciones en el flujo inherentes
a los experimentos. Si el flujo lo favorece, las perturbaciones inicialmente pequenas
crecen tanto que hacen que el flujo transite de un flujo laminar a otro o incluso de
un régimen laminar a uno turbulento. Para el caso de los experimentos del IER, las
perturbaciones que dan origen a la aparicién de los vortices anticiclénicos pueden
deberse, por ejemplo, a pequenas imperfecciones en los electrodos de cobre causadas
durante su fabricaciéon o debidas a la electrélisis presente en el proceso; o bien, a
una distribucién no uniforme de la corriente inyectada; a la aparicién de pequenas
burbujas de gas generadas por la electrolisis o a otros factores no tan evidentes. De
cualquier forma, una vez que aparecen los vértices en el agitador, estos permanecen
durante periodos muy largos de tiempo.
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Una posible explicacion cualitativa del tiempo de vida tan largo de estas estructuras,
puede intentarse a partir de la ecuacién de transporte de vorticidad. Tomando el
rotacional de la ecuacion de Navier-Stokes con el término fuente de la fuerza de
Lorentz, la ecuacién de vorticidad se obtiene en la forma

2

1 H
— 4+ (uV)w=—-—Vw+ o

T oo Toe Vx(jxBy), (2.54)

en donde se puede notar que el término de la fuerza de Lorentz actia como una fuente
de vorticidad en el flujo. Para ciertos valores de la corriente inyectada, los términos
de creacién de vorticidad por la fuerza de Lorentz y de disipacién de vorticidad
por efectos viscosos se balancean de tal forma que la vorticidad alcanza un valor
casi constante, el cual, debido a la existencia de zonas en las que la vorticidad y el
esfuerzo cortante tienen el mismo signo, solamente se redistribuye. Lo anterior resulta
en que los voértices observados en el agitador se mantienen por largos periodos de
tiempo debido a que la vorticidad no se disipa, sino que inicamente se redistribuye.
Evidentemente, esta hipotesis esta sujeta a su confirmacién mediante un modelo
numeérico con el que se espera contar en un futuro.

En el siguiente capitulo se aborda la solucion ntimerica de las ecuaciones fundamen-
tales de la MHD para los casos bidimensional y cuasi-bidimensional para distintas
distribuciones de campo magnético aplicado, entre las que se incluye campo uniforme,
no uniforme y localizado.
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Figura 2.3: Comparacién del esfuerzo cortante (a) y la vorticidad (b) para distin-
tos numeros de Hartmann. El area sombreada corresponde a una region donde los
esfuerzos cortantes tienen signo negativos y la vorticidad signo positivo, region en la
cual no pueden existir estructuras coherentes como los vértices anticiclénicos [Marcus

(1990)].



Capitulo 3

Soluciones numeéricas de flujos
MHD en geometria cilindrica

En general, las ecuaciones de la MHD son ecuaciones diferenciales parciales no linea-
les que, salvo en contadas excepciones, no tienen soluciones analiticas. Debido a lo
anterior, para estudiar los fendmenos que estas ecuaciones modelan se hace uso de
métodos numéricos que permiten la soluciéon aproximada de las ecuaciones de balance
y estudiar aspectos que dificilmente se consideran en las soluciones analiticas tales
como los fendmenos transitorios, ademas pueden modelar muy diversas condiciones
experimentales de manera relativamente sencilla. En el presente capitulo se describe
la solucién numérica de las ecuaciones fundamentales de la MHD en la formulacién
¢ para distintos casos. Se comienza con la solucién numérica de las ecuaciones pa-
ra el fluyjo MHD bidimensional en estado estacionario promovido por una fuerza de
Lorentz azimutal en geometria cilindrica. Dicha solucion se valida con ayuda de la so-
lucién analitica obtenida en el capitulo anterior. Posteriormente se aborda la solucion
numérica en geometria cilindrica para el caso de un campo magnético no uniforme
que abarca toda la regién del flujo y otro caso en donde el campo magnético esta lo-
calizado en ciertas zonas de la region del flujo. Finalmente se describe la modelacién
cuasi-bidimensional con friccion del agitador MHD.
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3.1. Aproximacion bidimensional para el flujo en-
tre dos cilindros concéntricos

Para el analisis numérico del fenémeno en estudio se desarrollé un cédigo numérico
computacional que resuelve las ecuaciones fundamentales de la MHD en formulacién
¢ para una geometria cilindrica y que utiliza el método de Volumen Finito (FV,
por sus siglas en inglés). La estrategia de solucién numérica de las ecuaciones es la
descrita por Versteeg y Malalasekera (1995) y se presenta en detalle en el Apéndice
A. Para todas las simulaciones bidimensionales, el dominio geométrico fue dividido
en n, = 50 y ng = 150, siendo n, y ng la cantidad de volimenes de control en las
respectivas direcciones, y un paso de tiempo At = 0.001.

3.1.1. Aproximacion bidimensional con campo magnético uni-
forme

Con el fin de validar los resultados arrojados por el cédigo numérico, se resolvio el
caso descrito analiticamente en el capitulo anterior. Las Figuras 3.1 y 3.2 muestran
los perfiles de velocidad azimutal y potencial eléctrico obtenidos de manera numéri-
ca comparados con la solucién analitica para el flujo entre dos cilindros concéntricos
infinitamente largos cuando el campo magnético aplicado es uniforme. Las lineas
continuas representan la solucién analitica en tanto que las lineas punteadas fue-
ron obtenidas con la herramienta numérica. Tanto para la velocidad como para el
potencial eléctrico se observa una muy buena concordancia entre ambas soluciones.

La solucién analitica obtenida en el capitulo precedente no considera lo que ocurre
durante el estado transitorio del flujo. Una de las ventajas de las soluciones numéricas
es que permiten acceder al comportamiento del flujo cuando éste tiene una depen-
dencia temporal. La Figura 3.3 muestra la evolucion temporal del perfil de velocidad
azimutal observado para valores de Re = 100 y Ha = 1. Se puede apreciar que, al
inicio del movimiento del fluido, la velocidad azimutal tiene su valor maximo cerca
del cilindro interno y este punto se va desplazando hacia el cilindro externo conforme
pasa el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario.

La Figura 3.4 muestra que al inicio del movimiento la velocidad azimutal dentro del
agitador MHD tiene un comportamiento similar al de un perfil Kepleriano regula-
rizado, el cual fue utilizado por Bracco et al. (1999) en las simulaciones astrofisicas
donde observé vértices anticiclénicos (ver introduccién). Lo anterior constituye otra
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Figura 3.1: Comparacién de la velocidad azimutal obtenida de manera analitica
(linea continua) y numérica (simbolos) para distintos valores del nimero de Hart-
mann para el flujo MHD entre cilindros concéntricos.
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Figura 3.2: Comparacion del potencial eléctrico obtenido de manera analitica (linea
continua) y numérica (simbolos) para distintos valores del nimero de Hartmann para
el flujo MHD entre cilindros concéntricos.
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Figura 3.3: Perfil de velocidad azimutal para Re = 100 y Ha = 1 para diversos
instantes de tiempo. La linea puntedada muestra el comportamiento del punto de
mayor velocidad en cada instante de tiempo.
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Figura 3.4: Comparacién del perfil de velocidad calculado para: a) el agitador MHD
para Re =100 y Ha = 1 y b) el perfil Kepleriano regularizado utilizado por Bracco
et al. (1999).
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fuerte similitud entre los dos tipos de fenémenos. Queda pendiente el explorar la
manera en que este perfil inicial de velocidad influye en el desarrollo de la inestabi-
lidad que da lugar a la formacién de vértices anticiclénicos. En Bracco et al. (1999),
el perfil Kepleriano regularizado tiene su valor maximo cerca del centro del disco
protoplanetario y decae de manera exponencial al alejarse del centro. La velocidad
es cero unicamente muy lejos del centro del disco, ello se debe a que el flujo no se
encuentra confinado a una regién espacial, mientras que en las simulaciones del pre-
sente estudio, el fluido se adhiere a las paredes rigidas entre las cuales se encuentra
confinado, debido a ello, la velocidad azimutal cae rdapidamente cuando nos acercanos
al cilindro externo.

3.1.2. Aproximacion bidimensional con campo magnético no
uniforme

Con el fin de simular el flujo el agitador MHD de manera mas fiel a la realidad,
en vez de considerar que el campo magnético es perfectamente uniforme en todo el
espacio, al cédigo numérico se le implemento una expresién analitica que reproduce
el campo magnético de un iman permanente cuadrado mediante la superposicién
de dos placas planas magnetizadas separadas por una pequenia distancia [McCaig
(1977)]. Las dos placas tienen polaridad opuesta y dimensiones 2a y 2b (en este caso
se consideré que a = b) y se encuentran separadas por una distancia c. Localizando
el origen del sistema de coordenadas en el centro de la superficie superior del imén,
la componente z del campo magnético, a una distancia zy de la placa, viene dada
por la siguiente ecuacion

. (z+a)(y+)
B.(x,y) = €q tan 5
(z.9) { (zo[(x+a)2+(y+b)2+z3]/ )

(x —a)(y —
a)? + (y — +zl/2
a

)
(2 — (

a)(y )
[(z + 2+(y 2 4 22/?

—a)(y+0b)
x—a2+(y~|—b) + 22] UQ)} (3.1)

+tan~

(o
-
(o

—tan~
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donde € es un pardametro de normalizacion calculado a partir del campo magnético
maximo. Dado que se trata de una aproximacion bidimensional, la tinica componente
del campo que se considera es precisamente la componente normal al plano del flujo,
es decir, B,. La Figura 3.5 muestra la distribucién de la componente z del campo
magnético medida experimentalmente por Pérez-Espinoza (2012) para el iméan per-
manente utilizado en el experimento y la componente adimensionalizada calculada
con la Ecuacion 3.1.

Intensidad Campo Magnético en z=1
| R R S e e [ N S R R B 40

Distancla y (cm)

1 | 1 | 1 3 1 1 1 400
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Distancia x (cm)

(a)

=
~ .
&

Figura 3.5: Comparacion cualitativa de la intensidad de la componente B, del campo
magnético. a) Medicién en un imén rectangular [Pérez-Espinoza (2012)]. b) Célculo
obtenido con la ecuacién de McCaig (1977) para un iman cuadrado. El cédigo de
colores indica la intensidad del campo.

A partir de la comparacion cualitativa de los campos magnéticos medidos experi-
mentalmente por Pérez-Espinoza (2012) y los obtenidos mediante la Ecuacién 3.1 se
puede observar que hay rasgos similares entre ambos casos pues se observa una de-
presién circular en la intensidad del campo magnético en el centro del iman mientras
que los puntos de intensidad méaxima se localizan cerca de los bordes del mismo.

Utilizando la expresion analitica para el campo magnético de dos placas con polaridad
opuesta que da lugar a una distribucién espacial no uniforme del campo de un iman
permanente, se resolvieron las ecuaciones fundamentales de la MHD en la formulacion
¢. La Figura 3.6 muestra la distribucién de la componente z (normal al plano) del
campo magnético aplicado para distintas posiciones del centro geométrico del iman
respecto del centro del agitador, de modo que la no uniformidad del campo en la
region del flujo es distinta en cada caso.

Las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9 muestran los perfiles de velocidad azimutal y potencial
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Figura 3.6: Distintas distribuciones de campo magnético para diversas posiciones del
agitador sobre el imén. En las figuras a), ¢) y e) el circulo verde muestra la ubicacién
del agitador sobre el imén. En las figuras b), d) y f) se muestra la distribucién
de campo magnético en la regién de flujo correspondiente a los casos mostrados
en las figuras a), ¢) y e), respectivamente. El circulo blanco en el centro denota la
localizacion del cilindro interior.
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eléctrico estacionarios para las tres distribuciones de campo magnético no uniforme
mostradas en la Figura 3.6 comparadas con respecto al caso del campo magnético
uniforme. En la Figura 3.7 se puede notar que, al ser simétrica la distribucién del
campo magnético, el perfil de velocidad se observa practicamente igual que para el
caso del campo uniforme cuando el nimero de Hartmann es pequeno. Cuando el
nimero de Hartmann es grande se aprecia un ligera variacién en la magnitud de las
velocidades, pero se conserva la forma del perfil. El potencial eléctrico no se ve tan
afectado debido al campo no uniforme cuando éste es simétrico.
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Figura 3.7: Comparacién de perfiles estacionarios de a) velocidad azimutal y b)
potencial eléctrico para la distribucion simétrica de campo magnético mostrada en
la Figura 3.6(b). Las lineas continuas corresponden a la solucién analitica con un
campo magnético uniforme y las lineas con simbolos a la solucién con el campo
magnético no uniforme.

De la Figura 3.8 se observa que, al romper la simetria con respecto al eje y del campo
aplicado y unicamente conservar la simetria con respecto al eje x, la velocidad se
afecta de manera importante pues cerca del cilindro interno se observan las mayores
velocidades. Incluso el punto de velocidad méaxima se desplaza més cerca del cilindro
interno cuando el campo magnético es intenso (Ha = 40).

En la Figura 3.9 se puede apreciar que al romper la simetria con respecto a ambos ejes
coordenados, el perfil de velocidad azimutal desplaza su punto de velocidad méxima
mas cerca del cilindro interno. El potencial eléctrico presenta ligeras variaciones para
altos nimeros de Hartmann.

En las tres figuras se puede apreciar que la distribucién no uniforme del campo
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Figura 3.8: Comparacién de perfiles estacionarios de a) velocidad azimutal y b)
potencial eléctrico para la distribucion de campo magnético con simetria con respecto
al eje z mostrada en la Figura 3.6(d). Las lineas continuas representan las soluciones
analiticas con campo magnético uniforme y las lineas con simbolos las soluciones
numeéricas con campo magnético no uniforme.
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Figura 3.9: Comparacién de perfiles estacionarios de a) velocidad azimutal y b)
potencial eléctrico para la distribucién de campo magnético no uniforme mostrada
en le Figura 3.6(f), donde se rompe la simetria con respecto a ambos ejes. Las lineas
continuas corresponden a la solucion analitica con un campo magnético uniforme y
las lineas con simbolos a la solucién numérica con el campo magnético no uniforme.
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magnético tiene un efecto general para la velocidad azimutal. Para Ha pequenos el
perfil de velocidad se encuentra por debajo de la solucion analitica, en tanto que para
Ha grandes, dicho perfil se localiza por encima de la curva descrita por la solucion
analitica.

3.1.3. Aproximacion bidimensional con campo magnético lo-
calizado

Teniendo en cuenta el campo magnético no unforme descrito por McCaig (1977), es
posible manipular las dimensiones de la placa magnetizada y obtener de esa forma
campos magnéticos localizados en ciertas regiones especificas del agitador MHD. Con
ello se resolvieron las ecuaciones de la MHD para estudiar el comportamiento que
un campo localizado tiene sobre el flujo en el agitador.

Las Figuras 3.10, muestra distintas distribuciones de campo magnético para diversos
arreglos de imanes cuyo didmetro es una décima parte de la separacién entre los
cilindros. En los cuatro casos los imanes se localizan a una distancia r = 0.6 del centro
geométrico y estan igualmente espaciados en la coordenada azimutal dependiendo del
nimero de imanes. En todos los casos, los imanes tienen la misma orientacion y su
componente perpendicular sale del plano de la pagina.

Las Figuras 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14 muestran los perfiles de velocidad estacionarios pa-
ra los diversos arreglos de imanes localizados para valores de Re = 100y Ha = 1. En
la Figura 3.11, que corresponde al caso de un solo iman (ver Figura 3.10a) puede ob-
servarse que la presencia del campo magnético localizado genera, cerca de la zona de
influencia del iméan, un vértice dipolar, el cual es asimétrico debido al confinamiento
geométrico en el que se encuentra, presentando la parte externa un alargamiento mas
pronunciado que la parte interna. Es importante notar que a pesar de la localizacion
del campo magnético existe un movimiento global del fluido en direcciéon antihoraria.

En la Figura 3.12, que corresponde al caso de dos imanes sobre el eje z (ver Figu-
ra 3.10b), se observa un flujo global antihorario y, de manera muy tenue, la existencia
de dos vortices cerca del cilindro externo sobre dicho eje, los cuales giran en sentido
contrario entre si. Estos vortices parecen ser un remanente de vértices dipolares lo-
calizados sobre los imanes, pero al ser mayor la fuerza de Lorentz cerca del cilindro
interno, el fluido es arrastrado en la direccién azimutal evitando que se formen los
voértices interiores.

En las Figuras 3.13 y 3.14, correspondientes a los arreglos mostrados en las Figu-
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Figura 3.10: Distribucién de intensidad de campo magnético para varios arreglos de
imanes localizados en r = 0.6 y espaciados b) 180°, ¢) 120° y d) 90° en la coordenada
azimutal. La relacién entre el diametro de los imanes y el espacio entre los cilindros
es 0.1.
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Figura 3.11: Campo de velocidad para el caso estacionario con un iman localizado

(Figura 3.10(a)) para Ha = 1y Re = 100.
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Figura 3.12: Campo de velocidad para el caso estacionario con dos imanes localizados
(Figura 3.10(b)) para Ha =1y Re = 100.
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lizados (Figura 3.10(d)) para Ha =1y Re = 100.
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Figura 3.15: Isolineas de vorticidad en estado estacionario para arreglos de a) uno,
b) dos, ¢) tres y d) cuatro imanes localizados. Las cuatro figuras fueron obtenidas
para Ha =1y Re = 100.

ras 3.10c y 3.10d, no se aprecia la formacién de vortices sino una rotacion global
en sentido antihorario. Sin embargo, el campo de velocidad se ve afectado por la
presencia de los imanes y a la distancia se puede apreciar la formacion de figuras
geométricas segin el nimero de imanes localizados. Cuando observamos el caso de
tres imanes (correspondiente al arreglo mostrado en la Figura 3.10c), se observa una
figura triangular, en tanto que cuando hay cuatro imanes (correspondiente al arreglo
de la Figura 3.10d) se aprecia un cuadrado. Nétese que para estos dos casos, el flujo
ocurre en la coordenada azimutal y lo que se visualiza como figuras geométricas es
solo el efecto del cambio en la magnitud de los vectores de velocidad en la zona del
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campo magnético mas intenso. Al igual que en la Figura 3.12, el aumento del campo
magnético, y por ende de la fuerza de Lorentz, provoca el arrastre del fluido de tal
manera que ninguno de los vértices que existen en los casos de uno y dos imanes se
observa cuando se tienen un mayor nimero de imanes. Sin embargo, es resaltable
senalar que durante el estado transitorio se observa la formacion de vortices dipolares
localizados sobre todos los imanes, aunque estos decaen rapidamente conforme pasa
el tiempo.

La Figura 3.15 muestra isolineas de vorticidad en estado estacionario para los diversos
arreglos de imanes mostrados en la Figura 3.10 para Ha = 1 y Re = 100. Se puede
apreciar que al aumentar el nimero de imanes, las lineas de vorticidad tienen una
mayor densidad en la regién existente entre los imanes, con lo cual podriamos decir,
de manera cualitativa, que hay mayor interacciéon entre el flujo producido por un
iman y su iman vecino conforme se reduce la distancia existente entre ambos.

3.2. Modelo Q2D del flujo en un agitador MHD

En la seccion anterior se considerd una aproximacién bidimensional del flujo produci-
do por una fuerza de Lorentz azimutal en un agitador MHD. Tal modelo no considera
los efectos producidos por la pared del fondo del reciepiente (la cual es normal al
campo aplicado y por tanto se presenta una capa limite denominada capa de Hart-
mann, que tiene gran importancia en MHD [Davidson (2001)]), ni la superficie libre
del electrolito. Una manera de considerar el efecto de la pared del fondo y la su-
perficie libre es mediante un modelado cuasi-bidimensional (Q2D), el cual consiste
en promediar las ecuaciones de balance de la MHD en la direcciéon z e incluir un
término de friccion en las mismas que toma en cuenta la existencia de la capa limite
en el fondo del contenedor. La metodologia implementada es la descrita por Figueroa
(2006).

3.2.1. Ecuaciones del modelo Q2D

Suponiendo que el transporte de momento en la direccion z es dominado por difusion,
de manera general las componentes de la velocidad son

u= [UT(T,Q,Z,t),UgO",Q,Z,t),O] (32)

Las ecuaciones de balance pueden escribirse como
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10(ru,)  10uy

cor v 43
85: +(u-Vu, — u; - —% 4 % |:V2U,« — % — %%} + HR_ijQBm (3.4)
donde

u-Vv uraa %%, (3.6)
V2 = %% (r%) +T—12§—;+88—;. (3.7)

De la ley de Ohm sabemos que
Jr = Boug — 52, (3.8)
o = B, — 199 (3.9)

Multiplicando la Ecuaciéon 3.5 por r, derivando el resultado con respecto a r y
restandole la derivada con respecto a 6 de la Ecuacién 3.4 se obtiene la ecuacion
de transporte de vorticidad

%) 4 (w9) (rws) — 0, 22 <u9 - auT) <8UT . 8u@> = L{Vz (rw:)

ot or o0 or ' r 00 Re
Pug 0 suyg 2 0 [ Ou, Oug 1 Ou
o 2 _ v = = T . T
2vu0+28z2 8T(r>+r289[rﬁr+8€} 7“230}
Ha? 0%
_ﬁ {Bgrwz — B0TV2¢ + BOT@} s
(3.10)
donde L [0(ug)
1 rug)  Ouy
YT [ or 89] ’ (3:11)

representa la vorticidad del campo de velocidades.
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Ahora se puede definir el promedio de una funcién arbitraria g(r,0, z,t) sobre el
grosor de la capa de fluido como [Figueroa (2006)]

(g)(r.0,1) = % /0 o(r,0, . 1)dz, (3.12)

con h como el grosor de dicha capa. Ahora introducimos la suposicién de que todas las
variables pueden escribirse como su valor promediado multiplicadas por una funcién
f que depende de la coordenada z

up(r,0,2,t) = (u)(r,0,t) f(r,0, z), (3.13)
ug(r, 0, z,t) = (ug)(r,0,t) f(r, 0, 2), (3.14)
w,(r,0,z,t) = (w,)(r,0,t)f(r,0,2), (3.15)
o(r,0,z,t) = (p)(r,0,t) f(r,0, 2). (3.16)

La dependencia en r y 6 de la funcion f refleja la posibilidad de que el campo
magnético pueda considerarse no uniforme. Ademas debe satisfacer la condicion de
normalizacion

h
%/0 fdz=1. (3.17)

Si ahora se sustituyen las Ecuaciones 3.13-3.16 en la ecuacion de vorticidad (Ec. 3.10)
y se integra el resultado en toda la capa del fluido, se obtiene

a(g;uz) + (V) (rw.) - ur%i +( )( i%qg@)} {v? rw.)
2%t g <%) %%{ e %] - +T<:Z}
_H_a {Bjrw. — BorVi¢},
(3.18)

donde
Vi = iaar ( 2) + :2 ;;2, (3.19)

/ [z, (3.20)
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d z=h
T = % [d—é] N (3.21)

7 es un tiempo adimensional caracteristico para el decaimiento de la vorticidad debido
a la presencia del campo magnético en la capa de Hartmann.

3.2.2. Determinacion de la funcién f

Para completar el modelo Q2D se debe determinar explicitamente la funcién f. Esta
funcion se determina de manera aproximada pues lo que se pretende es que describa
de manera razonable la dependencia del perfil de velocidad en la coordenada z. Esta
funcion debe modelar entonces la transicion de la velocidad cero en el fondo, debido
a la condicién de no deslizamiento, hasta la velocidad finita en la superficie libre,
donde se supone la ausencia de esfuerzos cortantes. Ademas debe tomar en cuenta
la presencia del campo magnético normal al fondo del recipiente, que caracteriza
a la capa de Hartmann presente en dicha pared. Para la determinacion de f es
necesario imponer suposiciones fuertes que se justifican una vez obtenida la funcién
y visto su efecto sobre el modelo numérico Q2D. Finalmente es necesario recordar que
éste es solo un modelo que intenta simplificar de manera fisicamente razonable los
efectos tridimensionales del flujo. Primeramente se considera que en todo el dominio
la corriente es netamente radial, en tanto el campo magnético apunta en la direccién
z, y como resultado, la fuerza de Lorentz actia en la direccién azimutal. Debido a
lo anterior, se puede suponer que la tinica componente de la velocidad es azimutal
y, para efectos de la determinacion de f, supondremos que tnicamente depende de
z, esto es ug = f (z). La ecuacién que gobierna a la funcién f se determina entonces
a partir de la Ecuacion 3.5, tomando en cuenta ademas que no existe gradiente de
presion en la direccion azimutal y que la fuerza de Lorentz viene dada por la corriente
radial y el campo magnético aplicado. Con las consideraciones anteriores se obtiene
la siguiente ecuacién diferencial

&> f 1

s d
+ Hang] f= —Ha2BOd—f, (3.22)

donde 7,,,, representa la posicién radial en la cual se localiza el valor maximo de
la velocidad azimutal y se toma como un valor caracteristico para el perfil de ve-
locidad. Por su parte, ¢ es el potencial eléctrico obtenido analiticamente como se
describid en el capitulo anterior. Recordemos ademas que f es una funcién que debe
ser normalizada.
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La Ecuacion 3.22 debe satisfacer las condiciones de no deslizamiento en el fondo del
recipiente y la ausencia de esfuerzos cortantes en la superficie libre, entonces

— 0. (3.23)

Considerando lo anterior, la funcién f tiene la forma

- Ha?Byg¢'
f(z) = —GTW [cosh {AUQ (h — z)} sech {A1/2h} —-1], (3.24)
donde m i 282
A= ”;;z a4 (3.25)

max

La funcién normalizada viene dada por

fo =11 (3.26)

donde M es una constante de normalizaciéon dada por

HaQB 0¢ |tanh (A/2h)
/ iz 2 -1, (3.27)
de tal manera que la funcién normalizada queda
h {AY2(h — h{AY2p} —1
f(z) = AYV2p | 22 (A = 2)sech {A PR} — 11 (3.28)
tanh {A1/2h} — A/2h

Noétese que esta funcién es independiente del niimero de Reynolds y que adquiere una
dependencia espacial en las coordenadas r y 6 debido al campo magnético aplicado.
La Figura 3.16 muestra el comportamiento de f para dos nimeros de Hartmann.
Cuando el campo magnético aplicado es despreciable (Ha = 0), la funcién describe
un perfil parabdlico tipo Poiseuille, en tanto que cuando el campo magnético es
intenso se forma un perfil aplanado que asemeja al perfil de Hartmann.

Sustituyendo esta funcion en las Ecuaciones 3.20 y 3.21, se obtiene

Ah

— 5 [tanh<A1/2h> — A1/2h] {h [SeChQ (Al/zh) -+ 2:| — 3tanh (Al/Qh)} ’ (329)
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Figura 3.16: Comportamiento de f como funciéon de z cuando el campo magnético
aplicado es despreciable (Ha = 0) y cuando es intenso (Ha = 10).

. Atanh (AY?h)
7= . (3.30)
tanh (AY/2h) — A/2h

Conocidas las funciones I y 771, se resolvieron las ecuaciones de balance en la apro-
ximacion Q2D para el flujo MHD entre dos cilindros concéntricos con un campo
magnético uniforme. La Figura 3.17 muestra los perfiles estacionarios de velocidad
azmiutal para dos nimeros de Hartmann para los casos bidimensional (lineas con-
tinuas) y cuasi-bidimensional (simbolos). En ambos casos puede observarse que los
perfiles obtenidos con el modelo Q2D se encuentran por debajo de sus correspondien-
tes soluciones bidimensionales. Lo anterior tiene sentido ya que al agregar términos
adicionales de friccion a las ecuaciones es de esperar que el fluido se frene y, por
lo tanto, presente velocidades menores que en caso bidimensional, en el cual no se
consideran los efectos de la pared del fondo y la superficie libre.

Si se incluyen los efectos de la pared del fondo y la superficie libre a los flujos
con campos magnéticos no uniformes y localizados, se observa el mismo efecto que
para el caso con campo magnético uniforme, es decir, las velocidades calculadas se
encuentran por debajo de sus correspondientes aproximaciones bidimensionales. Es
de esperarse que la magnitud de la velocidad obtenida mediante los calculos cuasi-
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Figura 3.17: Comparacion de perfiles de velocidad azimutal para el caso bidimensio-
nal (lineas continuas) y cuasi-bidimensional (lineas con simbolos) para dos ntimeros
de Hartmann.

bidimensionales se acerque mas al valor experimental, lo cual queda por verificarse.



Conclusiones y trabajo a futuro

En el presente trabajo se realizé un estudio tedrico sobre el flujo producido por una
fuerza de Lorentz azimutal en un agitador electromagnético con distintas condiciones
de operacion que involucran principalmente la variacion de la distribucion de la
intensidad del campo magnético aplicado. Uno de los objetivos del trabajo fue tener
un entendimiento mas profundo de los flujos que se presentan en el agitador en
donde se ha observado experimentalmente la aparicién de inestabilidades que dan
lugar a la formacién de vértices anticiclénicos. De esta forma se realizé un estudio
analitico del flujo mediante la resolucion de las ecuaciones fundamentales de la MHD
en una aproximacion bidimensional en estado estacionario con campo magnético
uniforme, asi como un estudio numérico, bajo las aproximaciones bidimensional y
cuasi-bidimensional con friccién, con el cual se analizaron diversas distribuciones de
campo magnético no uniforme y localizado.

De la solucién analitica de las ecuaciones se pudo observar que los perfiles de velocidad
azimutal estacionarios con campo magnético uniforme son independientes del niime-
ro de Reynolds y son asimétricos, teniendo su valor maximo en r = 0.43 para todos
los valores de Ha. Se observd que el inico pardmetro adimensional que afecta la so-
lucién analitica es el nimero de Hartmann, el cual, para efectos del presente trabajo,
refleja la intensidad del campo magnético aplicado. Puede mostrarse que para bajos
nimeros de Hartmann (Ha < 1), las velocidades son del orden Ha?. Conforme se
aumenta la intensidad del campo magnético, la velocidad azimutal crece hasta alcan-
zar un limite finito cuando Ha — oo. Con un analisis mas detallado se pudo obtener
que dentro del agitador existe una regién, comprendida entre 0.166 < r < 0.657, en
la cual la vorticidad y el esfuerzo cortante tienen signos contrarios. Dicha region, de
acuerdo a Marcus (1990), corresponde a un zona en donde no pueden existir vortices
anticilénicos. Este resultado parece concordar con las observaciones experimentales
hechas en el IER, en las cuales los vortices observados se localizan cerca del cilindro
externo [Pérez-Espinoza (2012)]. De acuerdo a Marcus (1990), en la regién en donde
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la vorticidad y el esfuerzo cortante tienes signos iguales, existe una redistribucion de
la vorticidad de tal manera que ésta tiene sus valores méaximos en el centro de los
vortices que puedan formarse en dicha zona. Es probable que dentro del agitador
MHD, debido a pequenas perturbaciones inherentes a los experimentos, se formen
vértices anticiéniclos que, de acuerdo a la teoria de Marcus (1990), tienden a concen-
trarse cerca del cilindro externo. En esta zona, y para ciertos valores de la corriente
utilizada en el experimento, la generacién de vorticidad debida a la fuerza de Lorentz
y la disipacién de vorticidad debida a efectos viscosos se equilibran de tal manera
que la vorticidad alcanza un valor constante. Debido a que tinicamente se redistribu-
ye la vorticidad, los vortices observados experimentalmente en el IER no se disipan
durante largos intervalos de tiempo. Lo anterior constituye una posible explicacién
cualitativa de la existencia, por largos periodos de tiempo, de vortices anticiclénicos
en el agitador del IER y, por supuesto, estd sujeta a validacién tanto experimental
como tedrica.

Para la parte numérica del presente estudio se programé un coédigo numérico para
la solucion de las ecuaciones fundamentales de la MHD utilizando la técnica de
volumen finito. En una primera etapa se validé el cédigo numérico simulando el caso
bidimensional en estado estacionario y comparando los resultados con la solucién
analitica. Una vez validado, fue posible calcular los perfiles de velocidad para el estado
transitorio, donde se observd que al inicio del movimiento del fluido los puntos de
velocidad maxima se encuentran cerca del cilindro interno y se aprecia que a tiempos
cortos, el perfil de velocidad es similar a un perfil Kepleriano regularizado. Con lo
anterior se establece una similitud entre el flujo en el agitador MHD del TER y los
fenémenos astrofisicos simulados por Bracco et al. (1999) aunque las condiciones
fisicas de ambos flujos son muy distintas. Posteriormente se utilizé6 una expresion
analitica que proporciona el campo magnético de un iméan permanente cuadrado y
con ello se observd que los perfiles de velocidad azimutal pierden atin mas la simetria
cuando el campo magnético no es uniforme, pues el punto de maxima velocidad llega
a moverse cerca del cilindro interno cuando los nimeros de Hartmann son altos.
También se realizaron simulaciones para observar el efecto de un campo magnético
localizado. Para ello se realizaron diversos arreglos desde uno hasta cuatro imanes
con igual polaridad. Se pudo observar que en el caso de un solo imén se forma un
vortice dipolar que es asimétrico debido al confinamiento geométrico. En el caso
de dos imanes se aprecia la aparicién de dos vortices muy débiles en posiciones
diametralmente opuestas en la regién cercana al cilindro externo. Para el caso de
tres y cuatro imanes se observa que no existen vortices en el flujo, ello puede deberse
a que el flujo debido a los imanes interacciona de manera més intensa resultando
en el arrastre del fluido en la direccién azimutal. Finalmente, se realizé6 un modelo



Conclusiones y trabajo a futuro 63

Q2D con friccion, el cual toma en cuenta la friccion del fondo del recipiente asi como
la superficie libre, y se observé que las magnitudes de la velocidad muestran valores
menores a los calculados para el caso bidimensional, lo que es consistente con el hecho
de haber incluido en el flujo un efecto disipativo adicional.

Con los cédigos numéricos desarrollados, seria conveniente realizar simulaciones en
las que se consideren diversas condiciones que no han sido tratadas experimentalmen-
te como la variacién de la separacion entre los cilindros o bien considerar cilindros
excéntricos. Asimismo se plantea la necesidad de desarrollar un modelo totalmente
tridimensional para realizar simulaciones més reales de los flujos que se presentan
en el agitador MHD. El simular la aparicién de la inestabilidad que da lugar a los
vortices anticiclonicos observados de manera experimental parece requerir la imple-
mentacién de una técnica numérica basada en métodos espectrales, ya que estos son
mas adecuados para estudiar de manera sistematica diferentes modos que pueden ser
perturbados en un flujo determinado. Aunado a lo anterior, se deben realizar nuevos
experimentos en los que sea posible medir, de manera precisa, los campos de veloci-
dad en el agitador con el fin realizar una validacion cuantitativa de las simulaciones
numéricas de los flujos en cuestion.



Apéndice A
El método de volumen finito

La solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el método de
volumen finito consiste en dividir el dominio de interés en pequenos voltimenes de
control e integrar las ecuaciones en cada uno de esos pequenos volimenes. Hecho lo
anterior, se hace uso de algiin esquema numeérico que permita aproximar todos y cada
uno de los términos de las ecuaciones a resolver. Lo anterior resulta en un sistema
de ecuaciones lineales que al resolverse nos proporciona una soluciéon aproximada de
las ecuaciones diferenciales iniciales.

A continuacion se describe brevemente el método de discretizaciéon y solucion de
las ecuaciones de balance mediante el método de volumen finito. Dicha metodologia
puede hallarse con mayor detalle en Versteeg y Malalasekera (1995).

A.1. Discretizacion de las ecuaciones de balance

Sea ¢ un variable dependiente generalizada que satisface la ecuacién general de ad-
veccién-difusion
¢

5tV (u0) = V-(IV9) + 5, (A1)

donde u es el campo de velocidades, I" es un coeficiente de difusién generalizado y .S
un término fuente de la variable ¢.

La discretizacion de las ecuaciones de balance se obtiene integrando la Ecuacion A.1
en un pequeno volumen de control AV = AxAy como el que se muestra en la
Figura A.1
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S

Figura A.1: Volumen de control cartesiano. P representa el centro del volumen de
control. Las letras mayusculas E, W, N y S representan los centros de los volime-
nes de control inmediatos a P y las letras minusculas se emplean para denotar las
correspondiente fronteras del volumen P.

La discretizacién del término temporal se realiza utilizando un esquema totalmente
explicito, esto es,
[9J0) Vv

A
. 40
Ay Ot AV = (¢p — ) At (A-2)

donde ¢p y ¢% indican el valor de la variable ¢ en el centro del volumen de control
para un tiempo ¢ y el tiempo inmediato anterior, respectivamente.

Haciendo uso del teorema de Gauss, se puede expresar la integral del término con-
vectivo como una integral de superficie de la forma

/A V-(ug) dV — /A (u6)-ids, (A.3)

14 s
la cual se puede expresar de manera desarrollada como

/ (u¢)ﬁds = Ue(beAe - uw¢wAw + Un¢nAn - Us¢sAs, (A4)
A

S
done u y v representan las componentes x y y de la velocidad, ¢; se refieren al
correspondiente valor de ¢ en cada una de las caras del volumen de control y A, =
A, =Ay vy A, = A, = Az a las dimensiones de las caras del volumen de control.

El término difusivo se discretiza, con ayuda del teorema de Gauss, como

(90 06 0¢ 09
[irworia (1) - (12) e (r2) a - (1) a a5

S e w S



Discretizacion de las ecuaciones de balance 66

El término fuente de aproxima de acuerdo a

SdV = SpAV, (A.6)
AV

siendo Sp el valor promedio del término fuente dentro del volumen de control.

Dado que se desea resolver las ecuaciones de tal manera que se conozcan los valores
de la variable ¢ en los centros de los volimenes de control, es necesario aproximar los
términos de la parte convectiva y difusiva mediante algin esquema que nos permita
cambiar esos términos de las fronteras a los centros del volumen de control.

Los términos convectivos, en los cuales yace la no linealidad de las ecuaciones de
Navier-Stokes, se aproximan mediante un esquema central, el cual consiste en pro-
mediar de manera aritmética las cantidades deseadas:

de = @, b = w, (A7)

La discretizacion del término difusivo se realiza mediante diferencias centrales y ello
resulta en una aproximacionde segundo orden:

do\ . g —op do\ . op— dw

(F ax)e =T Ax (F (‘3x>w =Tw Ax (A.9)
do\ . On —op do\ - op— ds

(F 3y>n A (Fay)s RV R (A-10)

Sustituyendo las aproximaciones anteriores en la ecuacion general de adveccion di-
fusion (Ec. A.1) se obtiene la forma discreta de la misma, es decir,

apdp = apPr + awdw + andn + asps + Sp, (A.11)
donde 4 4
U
T e _ Zee A.12
ag GAJJ 2 ) ( )
A Uy A
S e Ui Al
aw N + 7 ( 3)
A A
ay =T, 2n _ Unln (A.14)

Ay 2
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A v A
=I,-= =2 Al
s Ay 2 (A.15)
AV

ap:aE—l—aW—l—aN—l—astE, (A16)

_ AV
Sp=_S — A7
P P+ op A ( )

La ecuacién de continuidad, de manera discreta se escribe como
V-udV = /u-ﬁds = U Ae — Up Ay + VA, — VA = 0. (A.18)
AV As

Para resolver el sistema A.11 se requieren condiciones de frontera adecuadas, las
cuales se tratan en la siguiente seccion.

A.2. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera se presentan generalmente como una distribucién explici-
ta de la variable de interés en la frontera (condicién del primer tipo y Dirichlet) o
como la derivada de la misma (condicién del segundo tipo o Neumann). La forma
discreta de cada uno de estos tipos de condiciones se trata a continuacién.

A.2.1. Condicién del primer tipo o Dirichlet

Si se considera que se conoce de manera explicita el valor de la varibale ¢ en alguna
de las fronteras, esto es, ¢, = ¢y, donde el subindice b denota alguna frontera del
sistema, es posible corregir las ecuaciones algebraicas de los voliimenes de control
adyacentes a dicha frontera. De la Figura A.2; se puede observar que el volumen E
se encuentra fuera del dominio de interés y se conocen el valor de la variable ¢ en la
frontera este.

El valor de la frontera se puede aproximar como

_ ¢E+¢P.

oo = 2

(A.19)

Despejando ¢g
20e =dp+op = Op=20.— ¢p. (A.20)
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Frontera
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P E
w [ eb\ °

s Be

Figura A.2: Volumen de control adyacente a la forntera este. Cuando se conoce el
valor ¢, se trata de una condicién del primer tipo. Cuando se conoce el valor de la
derivada de la variable (¢)) se trata de una condicién del segundo tipo.

Si ahora se sustituye la Ecuacion A.20 en la forma discreta de la ecuacién de advec-
cién-difusién (Ec. A.11) se obtiene

appp = ag (2¢. — ¢p) + awdw + andn + asps + Sp. (A.21)

Rearreglando lo anterior se llega a

appp = apdp + awdw + andn + asps + Sp, (A.22)

donde
ap=ap+ag, ap=0>0, b =Sp+2apop.. (A.23)

A.2.2. Condicion del segundo tipo o Neumann

Si se conoce el valor de la derivada de la variable en la direccién normal a la frontera
(Fig. A.2), se pueden corregir los volimenes adyacentes a dicha frontera como sigue.
Se aproxima la derivada ¢, como

/:¢E_¢P

# =0T, (A24)

de donde
QSE = qbeAiL‘ + pr. (A25)
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Sustituyendo en A.11 se obtiene

appp = ap (pAz + ¢p) + awdw + andn + asps + Sp, (A.26)
que se puede expresar como
apPp = apdr + awdw + angn + asps + Sp, (A.27)
donde
ap=ap—ag, ap=0, Sp=Sp+app.Ar. (A.28)

A.3. Solucidon de las ecuaciones de Navier-Stokes

La solucién numérica de las ecuaciones Navier-Stokes entrana ciertas dificultades. La
primera radica en la no linealidad de las ecuaciones, misma que se puede manejar
en cada iteracion debido a la existencia de un dominio temporal en el fenémeno
estudiado. Otra dificultad conocida radica en el hecho de que, si las velocidades y
la presién se calculan en el mismo punto, se pueden obtener soluciones fisicamente
incorrectas. Esta dificultad se ataca mediante el uso de las llamadas mallas desfasadas
(“staggered grid”), con las cuales el calculo de las velocidades se realiza en las caras
de los volumenes de control en tanto que las variables escalares se resuelven en los
centros de los mismos (Figura A.3).

cell (1,5) cell (1+1,))

° . ° °
Q, el .
e o o o o * J v \ .
v S N T %M | I
* u ° :i
e o & o ¢ ® Pis | Puny
L ] < ui'l\l ul,j uwld
e o 20 o ¢ o & . .
° ° ° o i1 Yigel Viel -1
e o o o o o2 o . ) . .
i-1 1 i+] i+2

Figura A.3: Arreglos de mallas desfasadas. Se puede apreciar que las componentes
de la velocidad y la presion se calculan en puntos distintos de la malla.

La tercera dificultad para la solucién de Navier-Stokes radica en el hecho de que no
se cuenta con condiciones de frontera para la presién, y ésta a su vez se encuentra
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acoplada con la velocidad, esto es, para resolver la velocidad es necesario conocer
el gradiente de presién, pero no se puede conocer de manera directa el gradiente de
presion debido a la falta de condiciones de frontera para la misma. Esta dificultad se
supera mediante la ecuacién de continuidad de manera que el gradiente de presion es
correcto cuando, al resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, el campo de velocidades
satisface la ecuacion de continuidad. El método de desacople empleado en el presente
trabajo se describe a continuacion.

A.3.1. Acoplamiento presion-velocidad

Los términos fuente de las ecuaciones discretizadas para las velocidades dependen
del gradiente de presiéon. Al no contar con condiciones iniciales o de frontera para
dicha variable es necesario hacer una suposicion de la presién (digamos p*) y realizar
correcciones de la forma p = p*+p hasta que el campo de velocidades sea solenoidal,
es decir, satisfaga la ecuacién de continuidad. La forma discreta de la ecuacién general
de adveccion-difusién (Ec. A.11), considerando que ¢ es una de las componentes de
velocidad, se puede escribir como

plp = Z AppUnp + b+ An (pP - pN) . (A29)

donde el término fuente se ha separado en b, que incluye una parte temporal y
fuentes de cantidad de movimiento en el flujo, y el gradiente de presién. Los términos
dentro de la sumatoria corresponden a los vecinos inmediatos del volumen de control
considerado.

Al realizar una primera suposicion del gradiente de presion, la Ecuacion A.29 puede
expresarse como

antiyy, = Y anptiyy, + b+ An (Dp — Py) - (A.30)
Debido a que no se conoce el gradiente de presion real, es de esperar que al resolver la
Ecuacion A.30, la velocidad no satisfaga la ecuacion de continuidad, por ello se hace

necesario realizar correcciones a la presion, las cuales a su vez resultan en correcciones
de la velocidad.

Sea p’ la correccién de la presion y u’ la correccion de la velocidad que satisfacen
p=p " +9p, u=u"+u. (A.31)
Si se resta la Ecuacion A.30 de la Ecuacién A.29 se obtiene
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En este punto se pueden realizar ciertas simplificaciones del término > anpul,;, lo cual
da lugar a una familia de métodos de raiz genérica SIMPLE (Semi Implicit Method
for Pressure Linked Equations).

A.3.2. Método SIMPLEC

En este método la Ecuacién A.32 se simplifica restando ) a,pu!, en ambos lados de
la ecuacion. Lo anterior resulta en

(a0 =D aw) =D aw (=) + Ao —pi).  (A33)

Considerando que las correcciones de la velocidad son pequenas, se puede despreciar
4 3 / !/
el término Y anp (ul, — ul) para obtener

U, = dn (Pp — D), (A.34)
pero u = u* 4+ ', con lo cual
Un = tty, + dn (Pp — Py) (A.35)
donde 4
d, = an_—ianb. (A.36)

Sustituyendo A.36 en la ecuacién de continuidad se obtiene la ecuacién de correcién
de la presién.

De manera general, el algoritmo empleado en la solucién de las ecuaciones de Navier-
Stokes se describe a continuacion:

1. Se inicia con una suposicion p* de la presion.

2. Con la presion supuesta se calculan los coeficientes para la solucién de la velo-
cidad.

Se resuelven las ecuaciones para las componentes de la velocidad.
Se calculan coeficientes para la correccién de la presion.

Se resuelve la ecuacion para la correccion de la presion.

AR AN

Se corrije la presién mediante p = p* + p/.
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7. Se corrije el campo de velocidad por medio de la Ecuacion A.35.

8. Se resuelven ecuaciones para otras variables (como temperatura o potencial
eléctrico).

9. Se itera hasta que el campo de velocidad sea solenoidal.
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