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Al CONACyT por el apoyo económico brindado durante la realización de esta tesis.
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Especialmente al Dr. Sergio Cuevas Garćıa por haberme mostrado el exquisito mundo
de la mecánica de fluidos, especialmente de la MHD; por el tiempo que ha dedicado
a la revisión y corrección de esta tesis y, principalmente, por haberme permitido
trabajar bajo su tutela, lo cual ha significado un gran honor.



Dedicatoria

A. M. D. G.

A mis padres, quienes siempre me han apoyado en todas mis empresas y han sabido
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Resumen

En este trabajo se presenta una primera descripción teórica del flujo de un fluido
electricamente conductor producido en un agitador electromagnético con geometŕıa
ciĺındrica debido a una fuerza de Lorentz azimutal. Esta fuerza se genera a partir
de la interacción de una corriente eléctrica radial, que se inyecta directamente en el
fluido, y un campo magnético producido por un imán permanente. Este flujo ha sido
estudiado de manera experimental en el IER encontrándose una inestabilidad tipo
Kelvin-Helmholtz que consiste en vórtices anticiclónicos que no han sido previamente
reportados en la literatura. Al considerar que el flujo del fluido es completamente bidi-
mensional y tiene lugar únicamente en la dirección azimutal, se obtiene una solución
anaĺıtica de las ecuaciones que gobiernan el fenómeno. A partir de esta solución se
plantea una explicación cualitativa de la región en la cual pueden existir los vórtices
anticiclónicos aśı como de su largo tiempo de vida. Con el fin de estudiar comporta-
mientos que se encuentran fuera del alcance del modelo anaĺıtico, se realizó un código
numérico bidimensional para resolver las ecuaciones de balance y poder observar lo
que sucede durante el flujo transitorio aśı como también el efecto que provoca un
campo magnético aplicado no uniforme. De manera general, se encontró que la no
uniformidad del campo magnético aplicado resulta en perfiles de velocidad azimutal
muy asimétricos en comparación con la solución anaĺıtica. Asimismo, al inicio del
movimiento se encontró que el flujo presenta un perfil de velocidad similar a un flu-
jo Kepleriano regularizado, el cual ha sido utilizado en la simulación de fenómenos
astrof́ısicos que dan lugar a la formación de vórtices anticiclónicos parecidos a los
observados en el laboratorio. De esta forma se establecieron las similitudes y diferen-
cias entre los fenómenos experimentales a escala de laboratorio observados en el IER
y los reportados a nivel astrof́ısico en la literatura especializada. Asimismo, se pro-
gramó una herramienta numérica utilizando una aproximación cuasi-bidimensional
que incorpora la fricción existente con la pared del fondo del agitador, lo que tiene
un efecto de frenado en el flujo global estudiado.



Introducción

La magnetohidrodinámica (MHD) es el área de la f́ısica que conjunta los conceptos
de la mecánica de fluidos y el electromagnetismo para estudiar el comportamien-
to de los fluidos eléctricamente conductores cuando estos interaccionan con campos
magnéticos. Como resultado de la interacción entre fluidos y campos, en los fenóme-
nos MHD se presentan interesantes patrones de flujo que no se observan en los casos
meramente hidrodinámicos.

En la naturaleza, los flujos MHD ocurren en procesos tales como el efecto d́ınamo, el
cual explica que la existencia del campo magnético terrestre se debe a las corrientes
eléctricas que se inducen en el núcleo ĺıquido de la Tierra por el movimiento del mis-
mo. La MHD también se aplica en el estudio de la inestabilidad magnetorotacional, la
cual es un fenómeno astrof́ısico que está relacionado con la formación de las galaxias.

Dada la naturaleza inherente de los fluidos conductores de electricidad, tales co-
mo los electrolitos, los metales ĺıquidos y los plasmas, estos son susceptibles de ser
afectados por la acción de fuerzas de cuerpo electromagnéticas. En aplicaciones tec-
nológicas, este hecho trae consigo la ventaja de poder prescindir de la intrusión de
partes mecánicas para, por ejemplo, hacer que estos fluidos se agiten, mezclen o sean
transportados de un lugar a otro. Debido a lo anterior, en las últimas décadas se
han desarrollado diversos procesos industriales en los que la magnetohidrodinámica
tiene particular importancia [Asai (2012)]. Dichos procesos se utilizan en aplicaciones
tales como la metalurgia, la ingenieŕıa nuclear y el procesamiento electromagnético
de materiales (EPM, por sus siglas en inglés), por citar algunas. Por ejemplo, en el
método Czochralski, empleado para la elaboración de silicio cristalino, se siembra un
cristal en el seno del material fundido (silicio ĺıquido) para que después de un cierto
proceso, al enfriarse, se produzca un cristal de mayor tamaño con una concentración
homogénea de aditivos denominados dopantes. Debido a que el silicio cristalino se
emplea en dispositivos electrónicos, la estructura cristalina y distribución de los do-
pantes afectan de manera importante sus propiedades eléctricas, por ello se requiere
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que los procesos de cristalización y dopaje se lleven a cabo con mucha precisión. Al
igual que otros autores, Hjellming y Walker (1986) han sugerido la aplicación de cam-
pos magnéticos para controlar el movimiento del silicio ĺıquido y con ello producir
cristales con mejores propiedades eléctricas.

Existen diversas aplicaciones de los dispositivos MHD tales como las bombas MHD,
empleadas para llevar un fluido conductor de un lugar a otro o los agitadores MHD,
los cuales se utilizan para mezclar y/o agitar fluidos. Los agitadores MHD se utilizan
tanto para estudios básicos como para aplicaciones relacionadas al procesamiento de
materiales en donde se aprovechan las fuerzas electromagnéticas para agitar el mate-
rial tratando de preservar su pureza. En el presente trabajo se describe la modelación
numérica de un agitador MHD con geometŕıa ciĺındrica bajo diversas condiciones de
operación, las cuales incluyen tanto la imposición de un campo magnético uniforme,
como de uno no uniforme y localizado.

En el Instituto de Enerǵıas Renovables (IER) de la UNAM (antes Centro de Investi-
gación en Enerǵıa) se cuenta con el antecedente de estudios sobre el comportamiento
de delgadas capas de electrolitos o de metales ĺıquidos sujetas a la acción de fuerzas
electromagnéticas [Figueroa (2010), Beltrán (2010), Rivero (2012)]. Recientemente,
se han llevado a cabo en el IER experimentos en un agitador MHD con geometŕıa
ciĺındrica donde se crea una fuerza azimutal para agitar un electrolito [Pérez-Espinoza
(2012)]. La presente tesis tiene por objetivo iniciar la descripción teórica de los flujos
observados en este sistema y tratar de profundizar en su análisis.

El agitador MHD consiste en una pieza rectangular de acŕılico con una cavidad
ciĺındrica de 8.75 cm de diámetro y un barreno circular de 2.54 cm en el centro de
la cavidad. Una lámina delgada de cobre, que cubre la pared interna de la cavidad
ciĺındrica, y una pieza del mismo material, embebida en el barreno circular, sirven
como electrodos por los cuales se puede inyectar una corriente eléctrica que es esen-
cialmente radial. El agitador cuenta con un dispositivo electrónico de control que
permite invertir la dirección de la corriente o bien inyectarla de manera alternante
(ver Fig. 1a).

En la cavidad ciĺındrica se vierte una solución salina de bicarbonato de sodio al 8 %
m/v. Debajo del agitador se coloca un imán rectangular permanente, de tal forma
que el campo magnético aplicado es aproximadamente uniforme y actúa de manera
perpendicular a la sección circular del agitador con una intensidad promedio de 0.4
T. Al interactuar el campo magnético del imán y la corriente eléctrica aplicada, se
produce una fuerza de cuerpo denominada fuerza de Lorentz, la cual se expresa en la
forma j×B0, donde j es la densidad de corriente eléctrica y B0 es el campo magnético
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(a)

Corriente eléctrica

  Campo
magnético

Fuerza de
 Lorentz

(b)

Figura 1: a) Agitador MHD con geometŕıa ciĺındrica [Pérez-Espinoza (2012)]. Se
muestra el agitador junto con el sistema de control para la corriente que se inyecta
en el equipo. b) La interacción de la corriente eléctrica radial (flechas negras) y el
campo magnético aplicado que sale del plano de la página (puntos amarillos) produce
una fuerza de Lorentz en la dirección azimutal en sentido antohirario (flecha azul).

aplicado. Dadas las direcciones de j y B0, la fuerza de Lorentz provoca el movimiento
del electrolito en la dirección azimutal (ver Fig. 1b).

Dada la naturaleza del experimento resulta complicado, mediante métodos ópticos
tradicionales tales como la Velocimetŕıa por Imágenes de Part́ıculas (PIV, por sus
siglas en inglés), realizar mediciones cuantitativas del flujo dentro del dispositivo,
aśı que para visualizar los patrones de flujo se utiliza tinta vegetal como trazador del
movimiento del electrolito. En una segunda versión del experimento se espera contar
con la posibilidad de realizar mediciones utilizando el método PIV. Se ha observado
que para ciertos valores de la corriente inyectada, el flujo sufre una inestabilidad
tipo Kelvin-Helmholtz, lo cual produce la formación de estructuras vorticosas deno-
minadas vórtices anticiclónicos cuyo sentido de giro es contrario al sentido del flujo
global (es decir, si el fluido se mueve netamente en sentido horario, los vórtices giran
en sentido antihorario). En la Figura 2 se muestran ocho vórtices observados en el
agitador MHD cuando la corriente inyectada es de 260 mA. La corriente eléctrica
para este caso se inyecta de manera radial hacia afuera y ya que el campo magnético
sale del plano de la página, el flujo neto se da en el sentido de las manecillas del
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reloj. Inyectar la corriente en forma radial hacia adentro produce un flujo en sentido
anti-horario en el cual, para ciertos valores de la corriente también se observan los
vórtices surgidos de la inestabilidad.

  

Figura 2: Vórtices anticiclónicos observados en el agitador MHD para una corriente
de 260 mA [Pérez-Espinoza (2012)].

Se han realizado diversos estudios sobre el comportamiento y estabilidad de elec-
trolitos en contenedores ciĺındricos. Qin y Bau (2012) analizan numéricamente la
estabilidad de un electrolito sometido a una fuerza de Lorentz azimutal en un agita-
dor similar al analizado en el IER. Sin embargo, en vez del electrodo central embebido
en el fondo del contenedor, estos autores consideraron que el electrodo central es otro
cilindro concéntrico. Ésta es una configuración que ha sido más estudiada que la uti-
lizada inicialmente en el IER. En su estudio, estos autores consideran una ecuación
electroqúımica que describe el campo de concentración de las especies constituyen-
tes del electrolito empleado y llegan a la conclusión de que la variación radial de
la concentración de los iones provoca efectos que estabilizan el flujo cuando la co-
rriente se dirige en dirección radial hacia adentro, y lo desestabilizan cuando es en
dirección radial hacia afuera. Este resultado aparentemente contradice el resultado
experimental observado en el laboratorio del IER, pues las inestabilidades se obser-
van independientemente del sentido en el que se inyecta la corriente [Pérez-Espinoza
(2012)]. Recientemente se han realizado nuevos experimentos en el IER que muestran
que cuando se utilizan dos ciĺındros concéntricos como electrodos, la inestabilidad
también aparece.

A pesar de que Qin y Bau reportan la aparición de inestabilidades en sus resultados,
las inestabilidades descritas ocurren en el plano meriodional (rz) y consisten en celdas
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convectivas debidas a los gradientes de concentración (Fig. 3). Sin embargo, no se
reporta la aparición de vórtices anticiclónicos en el plano rθ como los observados en
los experimentos del IER.

Figura 3: Inestabilidad reportada por Qin y Bau (2012) en el plano rz para un
agitador MHD. El mapa de colores muestra la concentración de uno de los iones
constituyentes del electrolito binario empleado.

Digilov (2007) hizo experimentos en los cuales utilizó una solución acuosa de CuSO4

al 2 %, la cual confinó entre dos electrodos ciĺındricos concéntricos de aluminio se-
parados por una distancia de ∼ 22.5 mm (Fig 4). En todos los casos reportados por
el autor únicamente se observa un flujo en la dirección azimutal. Este autor además
ofrece una solución anaĺıtica al problema suponiendo que los cilindros concéntricos
son infinitos. Sin embargo, esta solución es incompleta pues se realiza una sobre sim-
plificación en la cual la velocidad del fluido no influye en la distribución del potencial
eléctrico, cuando en realidad dicha distribución śı depende de la velocidad. En el
Caṕıtulo 2 del presente trabajo se obtiene una solución anaĺıtica que describre mejor
el flujo en cuestión. Un antecedente del enfoque seguido aqúı es el flujo MHD en
espiral entre ductos anulares presentado por Nuñez (2008).

Debido a las discrepancias anteriormente mostradas y al entendimiento parcial del
fenómeno, resulta prudente complementar los estudios experimentales realizados en
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Figura 4: a) Dispositivo experimental utilizado en los experimentos de Digilov (2007)
que consta de (1) un imán rectangular permanente, (2) contenedor ciĺındrico, (3) elec-
trodos ciĺındricos de aluminio y (4) solución de CuSO4. b) Flujo azimutal observado
por el autor.

el IER mediante estudios teórico-numéricos para el caso de un agitador MHD con
geometŕıa ciĺındrica con el fin de lograr una mejor comprensión de lo que ocurre en
este tipo de dispositivos.

Resulta interesante observar que los vórtices anticiclónicos, análogos a los encontra-
dos experimentalmente en el IER, son “estructuras coherentes” que se han observado
en simulaciones numéricas durante la formación de objetos protoplanetarios [Bracco
et al. (1999), Lissauer (1993)]. Cuando una estrella nace, se encuentra rodeada de
polvo interstelar que gira con una gran cantidad de momento angular, presentándose
un balance entre la fuerza de gravedad y la fuerza en la dirección radial de tal manera
que se genera un “disco protoplanetario”. Conforme el polvo interstelar se aproxima
al plano medio del disco, se comienzan a formar agregados de part́ıculas debido a
inestabilidades gravitacionales. Lo anterior resulta en perturbaciones del flujo que,
si son lo suficientemente grandes, se convierten en vórtices anticiclónicos que pro-
mueven el agregado de part́ıculas que eventualmente se convierten en cuerpos sólidos
como planetas [Bracco et al. (1999)]. Para estudiar cómo los vórtices anticiclónicos
se generan a partir del disco protoplanetario, Bracco et al. (1999) realizaron simula-
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ciones numéricas utilizando un método pesudo-espectral con condiciones periódicas
y un perfil de velocidad dado de un “flujo Kepleriano regularizado” como condición
inicial (Fig. 5). Como resultado de sus simulaciones, lo autores reportaron la existen-
cia de vórtices anticiclónicos que tienen una gran simulitud con aquellos observados
a nivel laboratorio en el IER (Fig. 6).

Figura 5: Flujo Kepleriano utilizado en las simulaciones de Bracco et al. (1999).
La ĺınea punteada representa un perfil Kepleriano clásico. La ĺınea sólida es el perfil
Kepleriano regularizado.

A pesar de la gran similitud, se pueden observar diferencias entre ambos fenómenos
como lo son el número de vórtices, la posición radial y el tamaño de los mismos.
Resulta interesante que los fenómenos sean tan parecidos ya que las escalas de tiempo
y longitud son muy diversas, además de que las fuerzas involucradas son de origen
distinto. Para el caso del experimento del IER, las escalas de tiempo corresponden
a segundos y las longitudes caracteŕısticas son de unos pocos cent́ımentros, en tanto
que en la simulación Bracco et al. (1999) se emplean escalas de tiempo de miles de
años y de longitud del orden de miles de kilómetros.

El resto de la tesis está conformada de la siguiente manera. El Caṕıtulo 1 describe
la formulación matemática del problema en estudio, iniciando con las ecuaciones de
balance de la mecánica de fluidos y las ecuaciones del electromagnetismo, sintetizando
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(a)
(b)

Figura 6: Similitud entre vórtices anticiclónicos observados en el IER y los obtenidos
mediante cálculos numéricos por Bracco et al. (1999). a)Vórtices observados en el
agitador MHD del IER mediante una tinta vegetal trazadora. b) Distribución de
part́ıculas trazadoras computadas por Bracco et al. (1999)

las ecuaciones básicas de la MHD. Posteriormente se describe la adimensionalización
del fenómeno y las consideraciones realizadas para la modelación de un agitador MHD
con geometŕıa ciĺındrica. En el Caṕıtulo 2 se resuelven anaĺıticamente las ecuaciones
de balance bajo ciertas consideraciones utilizando una aproximación bidimensional
del flujo entre ciĺındros concéntricos infinitos bajo un campo magnético uniforme. En
el Caṕıtulo 3 se resuelven de manera numérica las ecuaciones de balance completas
en las aproximaciones bidimensional y cuasi-bidimensional y se estudian los casos
de campo magnético uniforme aśı como no uniforme, en donde se incluye el caso
de campos magnéticos localizados. Se muestran los resultados obtenidos mediante
la técnica de volumen finito aplicada al problema bajo estudio. Finalmente, en el
último caṕıtulo se resumen las conclusiones del trabajo.



Caṕıtulo 1

Formulación del problema

En el presente caṕıtulo se describe la formulación matemática del problema en es-
tudio. Se comienza con una breve descripción de las ecuaciones de balance de la
mecánica de fluidos para un fluido Newtoniano incompresible. En seguida se abordan
las ecuaciones del electromagnetismo y se conjuntan ambas para obtener las ecua-
ciones de balance de un fluido conductor en un campo magnético en la denominada
aproximación MHD. Por último, se adimensionalizan las ecuaciones y se expresan en
la llamada formulación φ, es decir, la formulación que utiliza el potencial eléctrico
como variable dependiente, además de la presión y el campo de velocidad.

1.1. Ecuaciones de la mecánica de fluidos

En mecánica de fluidos se busca describir el comportamiento de los fluidos cuando
estos son sometidos a ciertas condiciones externas que incluyen, por ejemplo, gra-
dientes de presión, temperatura o movimiento de partes mecánicas. Desde un punto
de vista macroscópico se acepta que la hipótesis del continuo es válida, esto es, se
pueden definir todas las propiedades del fluido (por ejemplo presión, densidad, velo-
cidad) en cualquier punto del espacio y en cualquier instante de tiempo sin importar
el comportamiento espećıfico a nivel molecular. Bajo esta óptica se pueden emplear la
ley de conservación de la masa, la Segunda Ley de movimiento Newton y la Primera
Ley de la Termodinámica, en unión con relaciones constitutivas y ecuaciones termo-
dinámicas de equilibrio local, para obtener un conjunto de ecuaciones que describen
el comportamiento espacio-temporal de los fluidos [Currie (2007)].
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En muchas aplicaciones prácticas, los ĺıquidos, y aún los gases, pueden considerarse
incompresibles, esto es, su volumen no cambia debido a la acción de fuerzas compre-
sionales y por ende su densidad es constante. Al aplicar la ley de conservación de la
masa a un fluido incompresible se obtiene la denominada ecuación de continuidad

∇· u = 0, (1.1)

donde u es el campo de velocidad del fluido que en general depende del espacio y del
tiempo. De lo anterior podemos interpretar que, en el seno de un fluido, la cantidad
de masa que entra en cualquier elemento de volumen es la misma que la que sale del
mismo.

En muchas aplicaciones prácticas, como en el caso de los problemas tratados en
el presente estudio, el fluido de trabajo se puede considerar Newtoniano. Tal es el
caso de los fluidos conductores más comunes, es decir, los electrolitos y los metales
ĺıquidos. Para un fluido Newtoniano, la aplicación de la Segunda Ley de Newton lleva
a las denominadas ecuaciones de Navier-Stokes que se pueden expresar en la forma

ρ

(
∂u

∂t
+ (u·∇)u

)
= −∇p+ η∇2u + ρf , (1.2)

donde ρ y η representan la densidad y viscosidad dinámica del fluido; p es el campo
de presión y f denota una fuerza de cuerpo que actúa sobre el fluido.

1.2. Ecuaciones del campo electromagnético

En la MHD nos interesa describir los flujos de fluidos eléctricamente conductores
cuando interaccionan con campos magnéticos. El comportamiento de los campos
eléctricos y magnéticos se describe, de manera general, mediante ecuaciones relati-
vistas, sin embargo en los fenómenos MHD a escala de laboratorio, las velocidades
son pequeñas cuando se comparan con la velocidad de la luz. Como resultado, las
ecuaciones electromagnéticas empleadas en estudios de laboratorio corresponden a la
electrodinámica clásica en la aproximación no relativista. Entre estas ecuaciones se
incluyen las ecuaciones de Maxwell, la fuerza de Lorentz y una relación constitutiva
conocida como la ley de Ohm.
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1.2.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales par-
ciales que describen el comportamiento espacio-temporal de los campos eléctricos
y magnéticos y son consideradas entre las ecuaciones con mayor influencia en to-
da la ciencia [Fleisch (2008)]. De manera local para un medio material homogéneo,
isotrópico y lineal, estas ecuaciones se expresan como

∇· E =
ρe
ε
, (1.3)

∇·B = 0, (1.4)

∇×E = −∂B

∂t
, (1.5)

∇×B = µj + µε
∂E

∂t
. (1.6)

La Ecuación 1.3 es la Ley de Gauss para el campo eléctrico, donde E es el campo
eléctrico, ρe es la densidad de carga eléctrica total en el punto donde se evalúa la
misma y ε representa la permitividad del medio material. Esta ecuación muestra que
las cargas eléctricas producen campos eléctricos, de tal forma que podemos considerar
a las cargas positiva como “fuentes” de campo eléctrico y a las cargas negativas como
“sumideros” de dichos campos. La Ecuación 1.4 establece que no existen cargas
magnéticas aisladas, es decir, que los imanes siempre poseen dos polos opuestos,
donde B es el campo vectorial de inducción magnética. La Ecuación 1.5 se conoce
como la Ley de inducción de Faraday y, en śıntesis, expresa que la variación temporal
de un campo magnético es capaz de producir un campo eléctrico. Finalmente, la
Ecuación 1.6 se denomina Ley de Ampère-Maxwell y de ella podemos interpretar que
un campo magnético puede ser producido por una densidad de corriente estacionaria
y un campo eléctrico variable en el tiempo, donde µ es la permeabilidad magnética
del medio. Para materiales no magnetizables, como los estudiados en el presente
trabajo, se logra una buena aproximación considerando que µ = µ0, donde µ0 es
la permeabilidad magnética del vaćıo [Davidson (2001)]. Cabe hacer notar que el
término dependiente del tiempo de la Ecuación 1.6 es un término relativista, donde
1/(µε) = c2, siendo c la velocidad de la luz.



Ecuaciones del campo electromagnético 19

Notemos que si se toma la divergencia de la Ecuación 1.6 y se utiliza la ley de Gauss
para el campo eléctrico (Ec. 1.3), obtenemos la siguiente ecuación:

∇·j +
∂ρe
∂t

= 0. (1.7)

Esta ecuación manifiesta la conservación de la carga eléctrica, es decir, que la carga
eléctrica no se crea ni se destruye.

1.2.2. Ley de Ohm

La ley de Omh es una ecuación constitutiva que establece que la densidad de corriente
eléctrica dentro de un conductor en reposo es proporcional a la fuerza ejercida sobre
sus cargas libres [Davidson (2001)], y por tanto es proporcional al campo eléctrico
aplicado, es decir,

j = σE′, (1.8)

donde la constante de proporcionalidad σ es una propiedad material del conductor
conocida como conductividad eléctrica y E′ es el campo eléctrico en el sistema en
reposo. Cuando el conductor se mueve con una velocidad u respecto al sistema de
laboratorio, la ley de Ohm se modifica considerando el campo efectivo medido desde
dicho sistema, esto es,

j = σ(E + u×B) + ρeu, (1.9)

donde el término entre paréntesis se denomina campo eléctrico efectivo y también
se ha incluido en el segundo término del lado derecho la denominada corriente de
convección [Cuevas (2004)].

1.2.3. La fuerza de Lorentz

En un medio material con una densidad de carga eléctrica ρe y una densidad de
corriente j, la fuerza electromagnética por unidad de volumen está dada por

f = ρeE + j×B. (1.10)

Dicha fuerza de cuerpo se conoce como la fuerza de Lorentz.
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1.3. Aproximación MHD

Para estudiar fenómenos MHD es necesario acoplar las ecuaciones de la mecánica de
fluidos con las ecuaciones del electromagnetismo. En la mecánica de fluidos ordina-
ria estamos interesados en fenómenos que ocurren a velocidades bajas comparadas
con la de la luz y las ecuaciones de balance son invariantes ante tranformaciones
galileanas. Por su parte, las ecuaciones de Maxwell son relativistas e invariantes an-
te transformaciones de Lorentz. Para lograr el acoplamiento de ambos conjuntos de
ecuaciones se hace uso de la denominada aproximación MHD, la cual echa mano de
las siguientes consideraciones:

Los fenómenos MHD son no relativistas, esto es, la velocidad caracteŕıstica del
fluido es mucho menor que la velocidad de la luz (|u| � c2).

Solamente ocurren variaciones a bajas frecuencias, es decir, los fenómenos es-
tudiados son cuasi-estacionarios.

La magnitud de los campos eléctricos es del orden de la fuerza electromotriz
inducida por el movimiento del fluido, es decir, u×B.

Tomando en cuenta las suposiciones anteriores es posible simplificar el conjunto de
ecuaciones de modo que se obtenga un sistema consistente que es invariante ante
transformaciones galileanas y en el que se pueden despreciar la corriente de despla-
zamiento de Maxwell, el término ρeE de la fuerza de Lorentz (Ec. 1.10) aśı como la
corriente de convección en la ley de Ohm [Cuevas (2004)].

Considerando las aproximaciones anteriores, las ecuaciones que gobiernan el mo-
vimiento de un fluido eléctricamente conductor en un campo electromagnético se
expresan mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

∇·B = 0 , ∇×E = −∂B

∂t
, (1.11)

∇×B = µ0j , j = σ(E + u×B) , (1.12)

∇· u = 0, (1.13)

ρ

(
∂u

∂t
+ (u·∇)u

)
= −∇p+ η∇2u + j×B. (1.14)

Las Ecuaciones 1.11 y 1.12 corresponden a la ley de Gauss para campos magnéticos,
la ley de inducción de Faraday, la ley de Ampère y la ley de Ohm. La Ecuación 1.14
es la ecuación de Navier-Stokes con el término fuente de la fuerza de Lorentz. Nótese
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que al aplicar el operador de divergencia a la ley de Ampère (Ec. 1.12a) se obtiene
que

∇· j = 0, (1.15)

la cual es la conservación de la carga bajo la aproximación considerada. La ley de
Gauss para el campo eléctrico normalmente no es relevante en MHD. No obstante,
las ecuaciones (1.11)-(1.14) constituyen un sistema completo.

1.4. Formulación φ (Rm � 1)

Los fluidos eléctricamente conductores de interés para la investigación que se realiza
en el IER son los electrolitos y los metales ĺıquidos. Los electrolitos son soluciones
diluidas (generalmente acuosas) en las cuales se halla disuelta una sal binaria, la cual
le otorga sus propiedades de conductividad eléctrica. Algunos metales son ĺıquidos
a temperatura ambiente (por ejemplo el mercurio), en tanto que también es posible
que un metal originalmente sólido se convierta en ĺıquido mediante la adición de
grandes cantidades de enerǵıa (por ejemplo, el hierro ĺıquido existente en el núcleo
terrestre, o los metales fundidos que se trabajan en la industria metalúrgica). Una
de la principales diferencias entre ambos tipos de fluidos conductores estriba en
la conductividad eléctrica, siendo pequeña para los electrolitos y muy grande para
los metales ĺıquidos. Esta diferencia entre las conductividades de ambos tipos de
fluidos permite el tratamiento matemático distinto en cada caso y acarrea diferentes
simplificaciones en las ecuaciones de balance.

Un parámetro adimensional de fundamental importancia en MHD es el número de
Reynolds magnético (Rm), definido de acuerdo a

Rm =
ucL

ηm
, (1.16)

donde ηm = 1/(µ0σ) representa la difusividad magnética. Para flujos MHD de ĺıqui-
dos a nivel industrial o laboratorio, este parámetro puede ser interpretado como el
cociente de la magnitud del campo magnético inducido en el fluido y la magnitud
del campo magnético aplicado [Davidson (2001)].

De manera adimensional, el campo magnético total se puede expresar como la con-
tribución de dos partes [Müller y Bühler (2001)]

B = B0 +Rmb, (1.17)
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donde B0 representa el campo magnético aplicado y b el campo magnético inducido
debido al movimiento del fluido dentro del campo B0. Comunmente, en flujos de
metales ĺıquidos o eletrolitos a escala indutrial o de laboratorio se encuentra que los
campos inducidos (tanto el campo magnético como la densidad de corriente eléctrica)
son muy pequeños cuando se les compara con los aplicados, esto es, Rm � 1. Como
resultado de lo anterior se obtiene que B ≈ B0, es decir, el campo magnético aplicado
no se modifica.

Bajo esta aproximación la ley de inducción de Faraday (Ec. 1.11b) se reduce a la
forma

∇×E = 0, (1.18)

es decir, el rotacional del campo eléctrico se iguala a cero y, gracias a ello, podemos
concluir que dicho campo es potencial, esto es,

E = −∇φ, (1.19)

donde φ representa el potencial eléctrico en el seno del fluido.

Con la Ecuación 1.19, la ley de Ohm se expresa entonces como

j = σ (−∇φ+ u×B0) . (1.20)

Obteniendo la divergencia de la ecuación anterior y haciendo uso de la conservación
de la carga (Ec. 1.15), se obtiene una ecuación de Poisson para el potencial eléctrico
(φ) en el fluido

∇2φ = ∇·(u×B0) . (1.21)

Finalmente, el campo magnético aplicado debe satisfacer las ecuaciones de la mag-
netostática

∇·B0 = 0 , ∇×B0 = 0. (1.22)

En śıntesis, las ecuaciones fundamentales de la MHD que utilizan a la velocidad, la
presión y el potencial eléctrico como variables dependientes y que corresponden a la
denominada formulación φ [Smolentsev et al. (2010)], se expresan en la forma

∇· u = 0, (1.23)

ρ

(
∂u

∂t
+ (u·∇)u

)
= −∇p+ η∇2u + j×B, (1.24)

j = σ (−∇φ+ u×B0) , (1.25)

∇2φ = ∇·(u×B0) . (1.26)
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1.5. Ecuaciones adimensionales

Con el fin de expresar de manera más general el problema, es común adimensionalizar
las ecuaciones de balance mediante el reescalamiento de las magnitudes caracteŕısti-
cas del mismo, de tal forma que el efecto del cambio de las condiciones del fenómeno
se estudia mediante la variación de ciertos parámetros adimensionales caracteŕısticos.
La adimensionalización también resulta en una disminución del tiempo de cómputo
empleado en la solución numérica de las ecuaciones de balance.

Para adimensionalizar ecuaciones, se definen escalas caracteŕısticas, las cuales a su
vez sirven para definir variables adimensionales que se sustituyen en el sistema de
ecuaciones diferenciales a resolver. Para el caso del presente trabajo, las ecuaciones
adimensionales se obtienen para el flujo entre dos cilindros concéntricos. De esta
forma, la escala de longitud para el agitador MHD bajo estudio corresponde a la
separación entre los dos electrodos (R2 − R1), el campo magnético caracteŕıstico es
el campo máximo debido al imán permanente y el voltaje caracteŕıstico viene dado
por la diferencia de potencial aplicada a los electrodos (Fig. 1.1).

Figura 1.1: Esquema del agitador MHD.

La velocidad caracteŕıstica puede obtenerse de la ley de Ohm y es una función de la
diferencia de potencial, del campo magnético y de la longitud caracteŕıstica

L = R2 −R1 , Bc = Bmax , φc = φ2 − φ1 = ∆φ , uc =
∆φ

BcL
. (1.27)

Con lo anterior se definen las siguientes variables adimensionales

r∗ =
r

L
, B∗ =

B

Bc

, u∗ =
u

uc
, (1.28)
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p∗ =
p

ρu2
c

, φ∗ =
φ− φ1

ucBcL
=
φ− φ1

∆φ
, t∗ =

t

L/uc
. (1.29)

en las cuales el supeŕındice (∗) simboliza que se trata de una variable adimensional.

Al sustituir las variables adimensionales en las ecuaciones fundamentales de la MHD
en la formulación φ (Ecs. (1.23)-(1.26)) y realizar las pertinentes operaciones alge-
braicas, se obtiene

∇∗ · u∗ = 0, (1.30)

∂u∗

∂t∗
+ (u∗ ·∇∗)u∗ = −∇∗p∗ +

1

Re
∇∗2u∗ +

Ha2

Re
j∗×B∗0, (1.31)

j∗ = −∇∗φ∗ + u∗×B∗0, (1.32)

∇∗2φ∗ = ∇∗ ·(u∗×B∗0) , (1.33)

∇∗ ·B∗0 = 0 , ∇∗×B∗0 = 0. (1.34)

En las ecuaciones anteriores aparecen dos números adimensionales conocidos como
el número de Reynolds (Re) y el número de Hartmann (Ha), los cuales se definen
de acuerdo a las siguientes ecuaciones

Re =
ucL

ν
, (1.35)

Ha = BcL

√
σ

ρν
. (1.36)

El número de Reynolds hidrodinámico (Ec. 1.35) estima el cociente entre las fuerzas
inerciales y las fuerzas viscosas en el fluido, aśı, altos números de Reynolds indican
que las fuerzas inerciales dominan el flujo, en tanto que a bajos números de Reynolds,
la transferencia de momento es dominada por difusión. El número de Hartmann
(Ec. 1.36) mide la relación entre las fuerzas magnéticas y las fuerzas viscosas. A altos
números de Hartmann, el flujo es dominado por fuerzas magnéticas, caso contrario
es dominado por fuerzas viscosas. Para fenómenos a escala de laboratorio donde se
utilizan electrolitos, debido a que la conductividad de los mismos es pequeña y a que
los campos magnéticos no son muy intensos, los números de Hartmann son pequeños
(Ha ≤ 1). Tal es el caso de los experimentos realizados en el agitador MHD ciĺındrico.
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Adicionalmente, podemos definir el llamado parámetro de interacción (N)

N =
Ha2

Re
, (1.37)

que puede interpretarse como el cociente de la fuerza de Lorentz con las fuerzas
inerciales [Davidson (2001)].

Finalmente, las ecuaciones adimensionales de la MHD en formulación φ, expresando
la ecuación de Navier-Stokes en geometŕıa ciĺındrica tienen la forma

∇· u = 0, (1.38)

∂ur
∂t

+(u·∇)ur−
u2
θ

r
= −∂p

∂r
+

1

Re

[
∇2ur −

ur
r2
− 2

r2

∂uθ
∂θ

]
+
Ha2

Re
(jθBz − jzBθ) , (1.39)

∂uθ
∂t

+(u ·∇)uθ+
uθur
r

= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
∇2uθ−

uθ
r2

+
2

r2

∂ur
∂θ

]
+
Ha2

Re
(jzBr−jrBz) , (1.40)

∂uz
∂t

+ (u·∇)uz = −∂p
∂z

+
1

Re
∇2uz +

Ha2

Re
(jrBθ − jθBr) , (1.41)

j = −∇φ+ u×B0, (1.42)

∇2φ = ∇·(u×B0) , (1.43)

donde se han omitido las ecuaciones magnetostáticas y el supeŕındice (*) por simpli-
cidad. ui, Bi y ji corresponden a la componente i de la velocidad, campo magnético
aplicado y densidad de corriente eléctrica, respectivamente. Las Ecuaciones 1.38-1.43
constituyen un sistema cerrado que puede resolverse si se cuenta con las condiciones
iniciales y de frontera adecuadas. La solución anaĺıtica de estas ecuaciones se aborda
en el siguiente caṕıtulo.
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Solución anaĺıtica para el flujo
MHD entre cilindros concéntricos

En el presente caṕıtulo se resuelven de manera anaĺıtica las ecuaciones fundamentales
de la MHD en la formulación φ para la aproximación bidimensional del flujo entre
dos ciĺındros concéntricos producido por una fuerza electromagnética azimutal.

2.1. Formulación del problema

A continuación se establecen las consideraciones principales que permiten obtener
una solución anaĺıtica para uno de los flujos de interés en este trabajo, es decir, el
flujo entre dos cilindros conductores producido por una fuerza de Lorentz azimutal.
Dada la complejidad del problema, se considera una aproximación bidimensional que
permite obtener una solución anaĺıtica sencilla.

En la aproximación bidimensional se realizan las siguientes consideraciones:

El fluido se encuentra confinado entre dos cilindros concéntricos, de longitud
infinita, de radios R1 y R2 (R2 > R1), los cuales sirven como electrodos. De
esta manera se evita el problema de la singularidad en el origen (r = 0) y se
asegura que, al establecer una diferencia de potencial entre los electrodos, la
corriente inyectada sea netamente radial (j = jrêr).

El campo magnético es uniforme y su única componente es paralela al eje de
los cilindros (B = B0k̂).
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Como resultado de las dos consideraciones anteriores, el flujo es totalmente
bidimensional, esto es, u = u(ur, uθ, 0). En particular, en esta aproximación se
evita tratar con las capas de Hartmann, es decir, con las capas formadas en las
paredes normales al campo magnético. Dichas paredes seŕıan las tapas de los
cilindros que se omiten completamente en este tratamiento.

El flujo se encuentra en estado estacionario y completamente desarrollado, con
lo cual las componentes de la velocidad solamente dependen de la posición
radial (ur = ur(r), uθ = uθ(r)).

Teniendo en cuenta lo anterior, las ecuaciones de balance presentadas en el caṕıtulo
anterior se simplifican a

1

r

d

dr
(rur) = 0, (2.1)

ur
dur
dr
− u2

θ

r
= −∂p

∂r
+

1

Re

[
∇2ur −

ur
r2

]
+
Ha2

Re
jθB0, (2.2)

ur
duθ
dr

+
uruθ
r

=
1

Re

[
∇2uθ −

uθ
r2

]
− Ha2

Re
jrB0, (2.3)

jr = −dφ
dr

+ uθB0, (2.4)

jθ = −urB0, (2.5)

1

r

d

dr

(
r
dφ

dr

)
=
B0

r

d

dr
(ruθ) , (2.6)

en las que el operador Laplaciano está dado por

∇2 =
1

r

d

dr

(
r
d

dr

)
. (2.7)

En el sistema anterior, la Ecuación 2.1 representa la conservación de la masa, las
Ecuaciónes 2.2 y 2.3 representan los balances de cantidad de movimiento en las di-
recciones r y θ, respectivamente, las Ecuaciones 2.4 y 2.5 representan las componentes
de la corriente dadas por la ley de Ohm y la Ecuación 2.6 es la ecuación que satisface
el potencial eléctrico.
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2.2. Solución para la aproximación bidimensional

La Ecuación 2.1 se puede resolver mediante integración directa. Ello resulta en que
rur = cte, la cual debe satisfacer las condiciones de no deslizamiento en los dos
cilindros (ur(R1) = ur(R2) = 0), con lo cual se encuentra

ur(r) = 0, (2.8)

obteniéndose aśı que
jθ = 0. (2.9)

Si se sustituyen estos resultados en las demás ecuaciones, el sistema a resolver se
reduce a

u2
θ

r
=
∂p

∂r
, (2.10)

1

Re

[
1

r

d

dr

(
r
duθ
dr

)
− uθ
r2

]
− Ha2

Re
jrB0 = 0, (2.11)

jr = −dφ
dr

+ uθB0, (2.12)

1

r

d

dr

(
r
dφ

dr

)
=
B0

r

d

dr
(ruθ) . (2.13)

La Ecuación 2.10 representa un balance entre la fuerza centŕıfuga y el gradiente de
presión en dirección radial. Las Ecuaciones 2.11, 2.12 y 2.13 se deben resolver de
manera acoplada con las correspondientes condiciones de frontera

uθ(R1) = uθ(R2) = 0 , φ(R1) = 0, φ(R2) = 1. (2.14)

Sustituyendo la Ecuación 2.12 en la Ecuación 2.11 se obtiene:

1

Re

[
1

r

d

dr

(
r
duθ
dr

)
− uθ
r2

]
− Ha2

Re
B0

(
uθB0 −

dφ

dr

)
= 0. (2.15)

Multiplicando la Ecuación 2.13 por r

d

dr

(
r
dφ

dr

)
= B0

d

dr
(ruθ) , (2.16)

integrando

r
dφ

dr
= B0ruθ + C1, (2.17)
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con lo cual
dφ

dr
= B0uθ +

C1

r
, (2.18)

B0uθ −
dφ

dr
= −C1

r
, (2.19)

donde C1 es una constante de integración.

Sustituyendo la Ecuación 2.19 en 2.15 y multiplicando por Re se obtiene,

1

r

d

dr

(
r
duθ
dr

)
− uθ
r2
−Ha2B0

(
−C1

r

)
= 0, (2.20)

y desarrollando la derivada

d2uθ
dr2

+
1

r

duθ
dr
− uθ
r2

+
Ha2B0C1

r
= 0. (2.21)

El segundo y tercer término de la expresión anterior se pueden simplificar en la forma

d

dr

(uθ
r

)
=

1

r

duθ
dr
− uθ
r2
, (2.22)

con ello se obtiene
d2uθ
dr2

+
d

dr

(uθ
r

)
+
Ha2B0C1

r
= 0, (2.23)

rearreglando
d

dr

(
duθ
dr

+
uθ
r

)
= −Ha2B0

C1

r
, (2.24)

e integrando tenemos

duθ
dr

+
uθ
r

= −Ha2B0C1 ln(r) + C2. (2.25)

El término de la izquierda se puede expresar como

1

r

d

dr
(ruθ) =

duθ
dr

+
uθ
r
, (2.26)

sustituyendo 2.26 en 2.25 se obtiene

1

r

d

dr
(ruθ) = −Ha2B0C1 ln r + C2, (2.27)
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y al integrar se encuentra

ruθ = −Ha2B0C1

∫
r ln rdr + C2

r2

2
+ C3. (2.28)

La integral de la Ecuación 2.28 se puede resolver por partes, obteniéndose de esta
forma

uθ(r) = C ′2r +
C3

r
− C ′1r ln r, (2.29)

donde las constantes C ′1 y C ′2 se definen de la siguiente manera

C ′1 =
Ha2B0C1

2
, C ′2 =

Ha2B0C1

4
+
C2

2
. (2.30)

Para determinar el valor de las constantes se hace uso de las condiciones de frontera
para la velocidad (Ec. 2.14a), y con ello se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales

C ′1R1 lnR1 + C ′2R1 +
C3

R1

= 0, (2.31)

C ′1R2 lnR2 + C ′2R2 +
C3

R2

= 0, (2.32)

cuya solución es

C ′2 = C ′1

(
R2

2 lnR2 −R2
1 lnR1

R2
2 −R2

1

)
, (2.33)

C3 =
C ′1R

2
1R

2
2 ln

R1

R2

R2
2 −R2

1

. (2.34)

Sustituyendo lo anterior en la Ecuación 2.28, el perfil de velocidad tiene la forma

uθ(r) =
Ha2B0C1

2

[(
R2

2 lnR2 −R2
1 lnR1

R2
2 −R2

1

)
r +

(
R2

1R
2
2 ln R1

R2

R2
2 −R2

1

)
1

r
− r ln r

]
, (2.35)

donde la constante C1 se determina mediante el acoplamiento existente entre la
velocidad y el potencial eléctrico.

Sea
uθ(r) = Ha2B0C1uf (r), (2.36)
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con

uf (r) =

(
R2

2 lnR2 −R2
1 lnR1

2(R2
2 −R2

1)

)
r +

(
R2

1R
2
2 ln R1

R2

2(R2
2 −R2

1)

)
1

r
− r ln r

2
. (2.37)

Sustituyendo la Ecuación 2.35 en la Ecuación 2.18 e integrando

φ(r) =

∫ r

R1

B0uθ(r)dr + C1 ln r +D. (2.38)

Aplicando las condiciones de frontera (Ec. 2.14b) se obtiene

C1 lnR1 +D = 0, (2.39)

C1

(
Ha2B2

0

∫ R2

R1

uf (r)dr + lnR2

)
+D = 1, (2.40)

y resolviendo el sistema anterior, se determina que los valores de las constantes C1 y
D son

C1 =
1

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln

R2

R1

, (2.41)

D = − lnR1

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln

R2

R1

. (2.42)

Finalmente, el perfil de velocidad azimutal y el potencial eléctrico tienen la forma

uθ(r) =
Ha2B0

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln R2

R1

[(
R2

2 lnR2 −R2
1 lnR1

2(R2
2 −R2

1)

)
r

+

(
R2

1R
2
2 ln R1

R2

2(R2
2 −R2

1)

)
1

r
− r ln r

2

]
, (2.43)

φ(r) =
1

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln R2

R1

{
Ha2B2

0

∫ r

R1

uf (r)dr + ln
r

R1

}
, (2.44)

donde ∫ R2

R1

uf (r)dr =
R2

1R
2
2

2(R2
2 −R2

1)
ln

(
R1

R2

)
ln

(
R2

R1

)
+
R2

2 −R2
1

8
. (2.45)

De las Ecuaciones 2.43 y 2.44, se puede observar que los perfiles estacionarios no de-
penden del número de Reynolds. El número de Reynolds influye en el flujo transitorio
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y, por tanto, en el tiempo necesario para que el sistema alcance el estado estaciona-
rio, aśı, a mayores Re, el sistema tarda más en llegar a un estado independiente del
tiempo.

El único parámetro que afecta a esta solución es el número de Hartmann (Ha). Para
efectos del presente estudio, dado que la geometŕıa del agitador y las propiedades del
fluido están fijas, Ha refleja básicamente la magnitud del campo magnético aplicado.
Analizando la solución encontrada se pueden realizar las siguientes observaciones:

1. De la Ecuación 2.43

Si Ha = 0 ⇒ uθ(r) = 0,

Si Ha→∞ ⇒ uθ(r)→
uf (r)∫ R2

R1
uf (r)dr

,

esto es, por un lado, en ausencia de campo magnético el fluido se encuentra
en reposo. Por otro, cuando el campo magnético es muy intenso, la velocidad
azimutal mantiene su dependencia en la posición radial y tiene un ĺımite finito.

2. De la Ecuación 2.44

Si Ha = 0 ⇒ φ(r) = ln

(
r

R1

)
/ ln

(
R2

R1

)
,

Si Ha→∞ ⇒ φ(r)→
∫ r
R1
uf (r)∫ R2

R1
uf (r)

,

es decir, en ausencia de campo magnético el potencial eléctrico en el fluido
depende solo logaŕıtmicamente de la coordenada radial y de la geometŕıa del
sistema. Por su parte, cuando la magnitud del campo aplicado tiende a infi-
nito, el potencial eléctrico en el fluido depende del perfil de velocidad pero se
encuentra acotado entre cero y uno (0 < φ < 1).

Las Figuras 2.1 y 2.2 muestran los perfiles estacionarios de velocidad azimutal y
potencial eléctrico para diversos números de Hartmann.

En la Figura 2.1 se puede observar que el perfil de velocidad no es simétrico y que
su pendiente se encuentra más pronunciada cerca del cilindro interno. De hecho el
valor máximo de la velocidad se localiza en r ≈ 0.43 para todos los valores de Ha.

En la Figura 2.2, se puede ver que el potencial eléctrico tiene comportamientos
distintos según el número de Hartmann. Para Ha pequeños, la curva descrita por



Solución para la aproximación bidimensional 33

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1  1.1

V
e
lo

c
id

a
d
 a

z
im

u
ta

l

r

Ha=1

Ha=4

Ha=10

Ha=40

Figura 2.1: Perfil de velocidad azimutal (caso estacionario bidimensional) para dis-
tintos números de Hartmann.

el potencial es cóncava, en tanto que a Ha grandes, su comportamiento es similar a
una “s” alargada, mostrando por tanto un punto de inflexión. Lo anterior muestra
claramente que la velocidad afecta la distribución de potencial, a diferencia de lo
supuesto en la solución de Digilov (2007), ya que al variar Ha la velocidad del fluido
vaŕıa. Se puede observar también que existe un punto común por el cual todas las
curvas cruzan y que se localiza en r ≈ 0.86. Dicho punto coincide también con el
punto de inflexión para los mayores valores de Ha (Ha = 10 y 40).

El perfil de velocidad azimutal (Ec. 2.43) se puede expresar de manera simplificada
como

uθ(r) = Ar +
B

r
+ Cr ln r, (2.46)

donde las constantes A, B y C se definen como

A =
Ha2B0

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln R2

R1

(
R2

2 lnR2 −R2
1 lnR1

2(R2
2 −R2

1)

)
, (2.47)

B =
Ha2B0

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln R2

R1

(
R2

1R
2
2 ln R1

R2

2(R2
2 −R2

1)

)
, (2.48)
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Figura 2.2: Potencial eléctrico (caso estacionario bidimensional) para distintos núme-
ros de Hartmann.

C = −1

2

Ha2B0

Ha2B2
0

∫ R2

R1
uf (r)dr + ln R2

R1

. (2.49)

Calculando la vorticidad encontramos

∇×u = ωzêz =
1

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

êr rêθ êz

∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂z

0 ruθ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

r

∂(ruθ)

∂r
êz,

con lo cual se obtiene

ωz =
1

r

∂

∂r

[
Ar2 +B + Cr2 ln r

]
, (2.50)

ωz = 2A+ C (1 + 2 ln r) . (2.51)

El esfuerzo cortante adimensional viene dado por

τ = r
∂

∂r

(uθ
r

)
= r

∂

∂r

(
Ar + B

r
+ C ln r

r

)
, (2.52)



Solución para la aproximación bidimensional 35

es decir,

τ = C − 2B

r2
. (2.53)

La Figura 2.3 muestra el comportamiento de la vorticidad y el esfuerzo cortante para
diversos valores del número de Hartmann. Se puede observar que para ambos casos
se tiene una región en donde el esfuerzo es negativo mientras que la vorticidad es
positiva, siendo esta región independiente del número de Hartmann. De las Ecua-
ciones 2.51 y 2.53 se pueden obtener fácilmente los puntos en los cuales se halla el
cambio de signo. Aśı, el esfuerzo cortante es cero en r ≈ 0.166 mientras la vorticidad
se anula en r ≈ 0.657 (ver Figuras 2.3(a)-(b) ). De acuerdo a Marcus (1990), la re-
gión donde la vorticidad y el esfuerzo cortante tienen signos contrarios, corresponde
a una zona en la cual no pueden existir “estructuras coherentes”. Esto se debe a
que la diferencia de signo entre estas dos cantidades provoca que los vórtices sean
“estirados”, fragmentados y destruidos en un tiempo muy corto. Si los signos son
iguales, el vórtice redistribuye su vorticidad de tal forma que su valor máximo se
localiza en su centro.

A pesar de los resultados experimentales limitados con que se cuenta actualmente,
lo anterior parece concordar con las observaciones experimentales realizadas en el
IER, pues en todos los experimentos reportados en los cuales hay inestabilidades, los
vórtices anticiclónicos se localizan cerca del cilindro externo [Pérez-Espinoza (2012)].
Es de esperarse que en dicha región, tanto la vorticidad como el esfuerzo cortante
tengan el mismo signo. Este resultado también deja entrever que es posible que exis-
tan vórtices muy cerca del cilindro interno. Este es un punto que debe comprobarse
experimentalmente a partir de mediciones cuidadosas de los campos de velocidad.

Según la teoŕıa clásica de estabilidad [Chandrasekhar (1961), Drazin (2002)], la apa-
rición de inestabilidades se debe a pequeñas perturbaciones en el flujo inherentes
a los experimentos. Si el flujo lo favorece, las perturbaciones inicialmente pequeñas
crecen tanto que hacen que el flujo transite de un flujo laminar a otro o incluso de
un régimen laminar a uno turbulento. Para el caso de los experimentos del IER, las
perturbaciones que dan origen a la aparición de los vórtices anticiclónicos pueden
deberse, por ejemplo, a pequeñas imperfecciones en los electrodos de cobre causadas
durante su fabricación o debidas a la electrólisis presente en el proceso; o bien, a
una distribución no uniforme de la corriente inyectada; a la aparición de pequeñas
burbujas de gas generadas por la electrólisis o a otros factores no tan evidentes. De
cualquier forma, una vez que aparecen los vórtices en el agitador, estos permanecen
durante periodos muy largos de tiempo.
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Una posible explicación cualitativa del tiempo de vida tan largo de estas estructuras,
puede intentarse a partir de la ecuación de transporte de vorticidad. Tomando el
rotacional de la ecuación de Navier-Stokes con el término fuente de la fuerza de
Lorentz, la ecuación de vorticidad se obtiene en la forma

∂ω

∂t
+ (u·∇)ω =

1

Re
∇2ω +

Ha2

Re
∇×(j×B0) , (2.54)

en donde se puede notar que el término de la fuerza de Lorentz actúa como una fuente
de vorticidad en el flujo. Para ciertos valores de la corriente inyectada, los términos
de creación de vorticidad por la fuerza de Lorentz y de disipación de vorticidad
por efectos viscosos se balancean de tal forma que la vorticidad alcanza un valor
casi constante, el cual, debido a la existencia de zonas en las que la vorticidad y el
esfuerzo cortante tienen el mismo signo, solamente se redistribuye. Lo anterior resulta
en que los vórtices observados en el agitador se mantienen por largos periodos de
tiempo debido a que la vorticidad no se disipa, sino que únicamente se redistribuye.
Evidentemente, esta hipótesis está sujeta a su confirmación mediante un modelo
numérico con el que se espera contar en un futuro.

En el siguiente caṕıtulo se aborda la solución númerica de las ecuaciones fundamen-
tales de la MHD para los casos bidimensional y cuasi-bidimensional para distintas
distribuciones de campo magnético aplicado, entre las que se incluye campo uniforme,
no uniforme y localizado.
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Figura 2.3: Comparación del esfuerzo cortante (a) y la vorticidad (b) para distin-
tos números de Hartmann. El área sombreada corresponde a una región donde los
esfuerzos cortantes tienen signo negativos y la vorticidad signo positivo, región en la
cual no pueden existir estructuras coherentes como los vórtices anticiclónicos [Marcus
(1990)].



Caṕıtulo 3

Soluciones numéricas de flujos
MHD en geometŕıa ciĺındrica

En general, las ecuaciones de la MHD son ecuaciones diferenciales parciales no linea-
les que, salvo en contadas excepciones, no tienen soluciones anaĺıticas. Debido a lo
anterior, para estudiar los fenómenos que estas ecuaciones modelan se hace uso de
métodos numéricos que permiten la solución aproximada de las ecuaciones de balance
y estudiar aspectos que dif́ıcilmente se consideran en las soluciones anaĺıticas tales
como los fenómenos transitorios, además pueden modelar muy diversas condiciones
experimentales de manera relativamente sencilla. En el presente caṕıtulo se describe
la solución numérica de las ecuaciones fundamentales de la MHD en la formulación
φ para distintos casos. Se comienza con la solución numérica de las ecuaciones pa-
ra el flujo MHD bidimensional en estado estacionario promovido por una fuerza de
Lorentz azimutal en geometŕıa ciĺındrica. Dicha solución se valida con ayuda de la so-
lución anaĺıtica obtenida en el caṕıtulo anterior. Posteriormente se aborda la solución
numérica en geometŕıa ciĺındrica para el caso de un campo magnético no uniforme
que abarca toda la región del flujo y otro caso en donde el campo magnético está lo-
calizado en ciertas zonas de la región del flujo. Finalmente se describe la modelación
cuasi-bidimensional con fricción del agitador MHD.



Aproximación bidimensional para el flujo entre dos cilindros concéntricos 39

3.1. Aproximación bidimensional para el flujo en-

tre dos cilindros concéntricos

Para el análisis numérico del fenómeno en estudio se desarrolló un código numérico
computacional que resuelve las ecuaciones fundamentales de la MHD en formulación
φ para una geometŕıa ciĺındrica y que utiliza el método de Volumen Finito (FV,
por sus siglas en inglés). La estrategia de solución numérica de las ecuaciones es la
descrita por Versteeg y Malalasekera (1995) y se presenta en detalle en el Apéndice
A. Para todas las simulaciones bidimensionales, el dominio geométrico fue dividido
en nr = 50 y nθ = 150, siendo nr y nθ la cantidad de volúmenes de control en las
respectivas direcciones, y un paso de tiempo ∆t = 0.001.

3.1.1. Aproximación bidimensional con campo magnético uni-
forme

Con el fin de validar los resultados arrojados por el código numérico, se resolvió el
caso descrito anaĺıticamente en el caṕıtulo anterior. Las Figuras 3.1 y 3.2 muestran
los perfiles de velocidad azimutal y potencial eléctrico obtenidos de manera numéri-
ca comparados con la solución anaĺıtica para el flujo entre dos cilindros concéntricos
infinitamente largos cuando el campo magnético aplicado es uniforme. Las ĺıneas
cont́ınuas representan la solución anaĺıtica en tanto que las ĺıneas punteadas fue-
ron obtenidas con la herramienta numérica. Tanto para la velocidad como para el
potencial eléctrico se observa una muy buena concordancia entre ambas soluciones.

La solución anaĺıtica obtenida en el caṕıtulo precedente no considera lo que ocurre
durante el estado transitorio del flujo. Una de las ventajas de las soluciones numéricas
es que permiten acceder al comportamiento del flujo cuando éste tiene una depen-
dencia temporal. La Figura 3.3 muestra la evolución temporal del perfil de velocidad
azimutal observado para valores de Re = 100 y Ha = 1. Se puede apreciar que, al
inicio del movimiento del fluido, la velocidad azimutal tiene su valor máximo cerca
del cilindro interno y este punto se va desplazando hacia el cilindro externo conforme
pasa el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario.

La Figura 3.4 muestra que al inicio del movimiento la velocidad azimutal dentro del
agitador MHD tiene un comportamiento similar al de un perfil Kepleriano regula-
rizado, el cual fue utilizado por Bracco et al. (1999) en las simulaciones astrof́ısicas
donde observó vórtices anticiclónicos (ver introducción). Lo anterior constituye otra
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Figura 3.1: Comparación de la velocidad azimutal obtenida de manera anaĺıtica
(ĺınea cont́ınua) y numérica (śımbolos) para distintos valores del número de Hart-
mann para el flujo MHD entre cilindros concéntricos.
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Figura 3.2: Comparación del potencial eléctrico obtenido de manera anaĺıtica (ĺınea
cont́ınua) y numérica (śımbolos) para distintos valores del número de Hartmann para
el flujo MHD entre cilindros concéntricos.
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Figura 3.3: Perfil de velocidad azimutal para Re = 100 y Ha = 1 para diversos
instantes de tiempo. La ĺınea puntedada muestra el comportamiento del punto de
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para Re = 100 y Ha = 1 y b) el perfil Kepleriano regularizado utilizado por Bracco
et al. (1999).
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fuerte similitud entre los dos tipos de fenómenos. Queda pendiente el explorar la
manera en que este perfil inicial de velocidad influye en el desarrollo de la inestabi-
lidad que da lugar a la formación de vórtices anticiclónicos. En Bracco et al. (1999),
el perfil Kepleriano regularizado tiene su valor máximo cerca del centro del disco
protoplanetario y decae de manera exponencial al alejarse del centro. La velocidad
es cero únicamente muy lejos del centro del disco, ello se debe a que el flujo no se
encuentra confinado a una región espacial, mientras que en las simulaciones del pre-
sente estudio, el fluido se adhiere a las paredes ŕıgidas entre las cuales se encuentra
confinado, debido a ello, la velocidad azimutal cae rápidamente cuando nos acercanos
al cilindro externo.

3.1.2. Aproximación bidimensional con campo magnético no
uniforme

Con el fin de simular el flujo el agitador MHD de manera más fiel a la realidad,
en vez de considerar que el campo magnético es perfectamente uniforme en todo el
espacio, al código numérico se le implementó una expresión anaĺıtica que reproduce
el campo magnético de un iman permanente cuadrado mediante la superposición
de dos placas planas magnetizadas separadas por una pequeña distancia [McCaig
(1977)]. Las dos placas tienen polaridad opuesta y dimensiones 2a y 2b (en este caso
se consideró que a = b) y se encuentran separadas por una distancia c. Localizando
el origen del sistema de coordenadas en el centro de la superficie superior del imán,
la componente z del campo magnético, a una distancia z0 de la placa, viene dada
por la siguiente ecuación

Bz(x, y) = ε

{
tan−1

(
(x+ a)(y + b)

z0 [(x+ a)2 + (y + b)2 + z2
0 ]

1/2

)

+ tan−1

(
(x− a)(y − b)

z0 [(x− a)2 + (y − b)2 + z2
0 ]

1/2

)

− tan−1

(
(x+ a)(y − b)

z0 [(x+ a)2 + (y − b)2 + z2
0 ]

1/2

)

− tan−1

(
(x− a)(y + b)

z0 [(x− a)2 + (y + b)2 + z2
0 ]

1/2

)}
, (3.1)
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donde ε es un parámetro de normalización calculado a partir del campo magnético
máximo. Dado que se trata de una aproximación bidimensional, la única componente
del campo que se considera es precisamente la componente normal al plano del flujo,
es decir, Bz. La Figura 3.5 muestra la distribución de la componente z del campo
magnético medida experimentalmente por Pérez-Espinoza (2012) para el imán per-
manente utilizado en el experimento y la componente adimensionalizada calculada
con la Ecuación 3.1.

(a)
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Figura 3.5: Comparación cualitativa de la intensidad de la componente Bz del campo
magnético. a) Medición en un imán rectangular [Pérez-Espinoza (2012)]. b) Cálculo
obtenido con la ecuación de McCaig (1977) para un imán cuadrado. El código de
colores indica la intensidad del campo.

A partir de la comparación cualitativa de los campos magnéticos medidos experi-
mentalmente por Pérez-Espinoza (2012) y los obtenidos mediante la Ecuación 3.1 se
puede observar que hay rasgos similares entre ambos casos pues se observa una de-
presión circular en la intensidad del campo magnético en el centro del imán mientras
que los puntos de intensidad máxima se localizan cerca de los bordes del mismo.

Utilizando la expresión anaĺıtica para el campo magnético de dos placas con polaridad
opuesta que da lugar a una distribución espacial no uniforme del campo de un imán
permanente, se resolvieron las ecuaciones fundamentales de la MHD en la formulación
φ. La Figura 3.6 muestra la distribución de la componente z (normal al plano) del
campo magnético aplicado para distintas posiciones del centro geométrico del imán
respecto del centro del agitador, de modo que la no uniformidad del campo en la
región del flujo es distinta en cada caso.

Las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9 muestran los perfiles de velocidad azimutal y potencial
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Figura 3.6: Distintas distribuciones de campo magnético para diversas posiciones del
agitador sobre el imán. En las figuras a), c) y e) el ćırculo verde muestra la ubicación
del agitador sobre el imán. En las figuras b), d) y f) se muestra la distribución
de campo magnético en la región de flujo correspondiente a los casos mostrados
en las figuras a), c) y e), respectivamente. El ćırculo blanco en el centro denota la
localización del cilindro interior.
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eléctrico estacionarios para las tres distribuciones de campo magnético no uniforme
mostradas en la Figura 3.6 comparadas con respecto al caso del campo magnético
uniforme. En la Figura 3.7 se puede notar que, al ser simétrica la distribución del
campo magnético, el perfil de velocidad se observa prácticamente igual que para el
caso del campo uniforme cuando el número de Hartmann es pequeño. Cuando el
número de Hartmann es grande se aprecia un ligera variación en la magnitud de las
velocidades, pero se conserva la forma del perfil. El potencial eléctrico no se ve tan
afectado debido al campo no uniforme cuando éste es simétrico.
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Figura 3.7: Comparación de perfiles estacionarios de a) velocidad azimutal y b)
potencial eléctrico para la distribución simétrica de campo magnético mostrada en
la Figura 3.6(b). Las ĺıneas continuas corresponden a la solución anaĺıtica con un
campo magnético uniforme y las ĺıneas con śımbolos a la solución con el campo
magnético no uniforme.

De la Figura 3.8 se observa que, al romper la simetŕıa con respecto al eje y del campo
aplicado y únicamente conservar la simetŕıa con respecto al eje x, la velocidad se
afecta de manera importante pues cerca del cilindro interno se observan las mayores
velocidades. Incluso el punto de velocidad máxima se desplaza más cerca del cilindro
interno cuando el campo magnético es intenso (Ha = 40).

En la Figura 3.9 se puede apreciar que al romper la simetŕıa con respecto a ambos ejes
coordenados, el perfil de velocidad azimutal desplaza su punto de velocidad máxima
más cerca del cilindro interno. El potencial eléctrico presenta ligeras variaciones para
altos números de Hartmann.

En las tres figuras se puede apreciar que la distribución no uniforme del campo
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Figura 3.8: Comparación de perfiles estacionarios de a) velocidad azimutal y b)
potencial eléctrico para la distribución de campo magnético con simetŕıa con respecto
al eje x mostrada en la Figura 3.6(d). Las ĺıneas continuas representan las soluciones
anaĺıticas con campo magnético uniforme y las ĺıneas con śımbolos las soluciones
numéricas con campo magnético no uniforme.
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Figura 3.9: Comparación de perfiles estacionarios de a) velocidad azimutal y b)
potencial eléctrico para la distribución de campo magnético no uniforme mostrada
en le Figura 3.6(f), donde se rompe la simetŕıa con respecto a ambos ejes. Las ĺıneas
continuas corresponden a la solución anaĺıtica con un campo magnético uniforme y
las ĺıneas con śımbolos a la solución numérica con el campo magnético no uniforme.
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magnético tiene un efecto general para la velocidad azimutal. Para Ha pequeños el
perfil de velocidad se encuentra por debajo de la solución anaĺıtica, en tanto que para
Ha grandes, dicho perfil se localiza por encima de la curva descrita por la solución
anaĺıtica.

3.1.3. Aproximación bidimensional con campo magnético lo-
calizado

Teniendo en cuenta el campo magnético no unforme descrito por McCaig (1977), es
posible manipular las dimensiones de la placa magnetizada y obtener de esa forma
campos magnéticos localizados en ciertas regiones espećıficas del agitador MHD. Con
ello se resolvieron las ecuaciones de la MHD para estudiar el comportamiento que
un campo localizado tiene sobre el flujo en el agitador.

Las Figuras 3.10, muestra distintas distribuciones de campo magnético para diversos
arreglos de imanes cuyo diámetro es una décima parte de la separación entre los
cilindros. En los cuatro casos los imanes se localizan a una distancia r = 0.6 del centro
geométrico y están igualmente espaciados en la coordenada azimutal dependiendo del
número de imanes. En todos los casos, los imanes tienen la misma orientación y su
componente perpendicular sale del plano de la página.

Las Figuras 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14 muestran los perfiles de velocidad estacionarios pa-
ra los diversos arreglos de imanes localizados para valores de Re = 100 y Ha = 1. En
la Figura 3.11, que corresponde al caso de un solo imán (ver Figura 3.10a) puede ob-
servarse que la presencia del campo magnético localizado genera, cerca de la zona de
influencia del imán, un vórtice dipolar, el cual es asimétrico debido al confinamiento
geométrico en el que se encuentra, presentando la parte externa un alargamiento más
pronunciado que la parte interna. Es importante notar que a pesar de la localización
del campo magnético existe un movimiento global del fluido en dirección antihoraria.

En la Figura 3.12, que corresponde al caso de dos imanes sobre el eje x (ver Figu-
ra 3.10b), se observa un flujo global antihorario y, de manera muy tenue, la existencia
de dos vórtices cerca del cilindro externo sobre dicho eje, los cuales giran en sentido
contrario entre śı. Estos vórtices parecen ser un remanente de vórtices dipolares lo-
calizados sobre los imanes, pero al ser mayor la fuerza de Lorentz cerca del cilindro
interno, el fluido es arrastrado en la dirección azimutal evitando que se formen los
vórtices interiores.

En las Figuras 3.13 y 3.14, correspondientes a los arreglos mostrados en las Figu-
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Figura 3.10: Distribución de intensidad de campo magnético para varios arreglos de
imanes localizados en r = 0.6 y espaciados b) 180 ◦, c) 120 ◦ y d) 90 ◦ en la coordenada
azimutal. La relación entre el diámetro de los imanes y el espacio entre los cilindros
es 0.1.
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Figura 3.11: Campo de velocidad para el caso estacionario con un imán localizado
(Figura 3.10(a)) para Ha = 1 y Re = 100.
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Figura 3.12: Campo de velocidad para el caso estacionario con dos imanes localizados
(Figura 3.10(b)) para Ha = 1 y Re = 100.
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-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

Figura 3.13: Campo de velocidad para el caso estacionario con tres imanes localizados
(Figura 3.10(c)) para Ha = 1 y Re = 100.
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Figura 3.14: Campo de velocidad para el caso estacionario con cuatro imanes loca-
lizados (Figura 3.10(d)) para Ha = 1 y Re = 100.
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-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

(a)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

(b)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

(c)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

(d)

Figura 3.15: Isoĺıneas de vorticidad en estado estacionario para arreglos de a) uno,
b) dos, c) tres y d) cuatro imanes localizados. Las cuatro figuras fueron obtenidas
para Ha = 1 y Re = 100.

ras 3.10c y 3.10d, no se aprecia la formación de vórtices sino una rotación global
en sentido antihorario. Sin embargo, el campo de velocidad se ve afectado por la
presencia de los imanes y a la distancia se puede apreciar la formación de figuras
geométricas según el número de imanes localizados. Cuando observamos el caso de
tres imanes (correspondiente al arreglo mostrado en la Figura 3.10c), se observa una
figura triangular, en tanto que cuando hay cuatro imanes (correspondiente al arreglo
de la Figura 3.10d) se aprecia un cuadrado. Nótese que para estos dos casos, el flujo
ocurre en la coordenada azimutal y lo que se visualiza como figuras geométricas es
solo el efecto del cambio en la magnitud de los vectores de velocidad en la zona del



Modelo Q2D del flujo en un agitador MHD 54

campo magnético más intenso. Al igual que en la Figura 3.12, el aumento del campo
magnético, y por ende de la fuerza de Lorentz, provoca el arrastre del fluido de tal
manera que ninguno de los vórtices que existen en los casos de uno y dos imanes se
observa cuando se tienen un mayor número de imanes. Sin embargo, es resaltable
señalar que durante el estado transitorio se observa la formación de vórtices dipolares
localizados sobre todos los imanes, aunque estos decaen rápidamente conforme pasa
el tiempo.

La Figura 3.15 muestra isoĺıneas de vorticidad en estado estacionario para los diversos
arreglos de imanes mostrados en la Figura 3.10 para Ha = 1 y Re = 100. Se puede
apreciar que al aumentar el número de imanes, las ĺıneas de vorticidad tienen una
mayor densidad en la región existente entre los imanes, con lo cual podŕıamos decir,
de manera cualitativa, que hay mayor interacción entre el flujo producido por un
imán y su imán vecino conforme se reduce la distancia existente entre ambos.

3.2. Modelo Q2D del flujo en un agitador MHD

En la sección anterior se consideró una aproximación bidimensional del flujo produci-
do por una fuerza de Lorentz azimutal en un agitador MHD. Tal modelo no considera
los efectos producidos por la pared del fondo del reciepiente (la cual es normal al
campo aplicado y por tanto se presenta una capa ĺımite denominada capa de Hart-
mann, que tiene gran importancia en MHD [Davidson (2001)]), ni la superficie libre
del electrolito. Una manera de considerar el efecto de la pared del fondo y la su-
perficie libre es mediante un modelado cuasi-bidimensional (Q2D), el cual consiste
en promediar las ecuaciones de balance de la MHD en la dirección z e incluir un
término de fricción en las mismas que toma en cuenta la existencia de la capa ĺımite
en el fondo del contenedor. La metodoloǵıa implementada es la descrita por Figueroa
(2006).

3.2.1. Ecuaciones del modelo Q2D

Suponiendo que el transporte de momento en la dirección z es dominado por difusión,
de manera general las componentes de la velocidad son

u = [ur(r, θ, z, t), uθ(r, θ, z, t), 0] (3.2)

Las ecuaciones de balance pueden escribirse como
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1

r

∂(rur)

∂r
+

1

r

∂uθ
∂θ

= 0, (3.3)

∂ur
∂t

+ (u ·∇)ur −
u2
θ

r
= −∂p

∂r
+

1

Re

[
∇2ur −

ur
r2
− 2

r2

∂uθ
∂θ

]
+
Ha2

Re
jθBz, (3.4)

∂uθ
∂t

+(u ·∇)uθ+
uθur
r

= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
∇2uθ−

uθ
r2

+
2

r2

∂ur
∂θ

]
−Ha

2

Re
jrBz, (3.5)

donde

u·∇ = ur
∂

∂r
+
uθ
r

∂

∂θ
, (3.6)

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂θ2
+
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De la ley de Ohm sabemos que

jr = B0uθ −
∂φ

∂r
, (3.8)

jθ = −B0ur −
1

r

∂φ

∂θ
. (3.9)

Multiplicando la Ecuación 3.5 por r, derivando el resultado con respecto a r y
restándole la derivada con respecto a θ de la Ecuación 3.4 se obtiene la ecuación
de transporte de vorticidad
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(3.10)

donde

ωz =
1

r

[
∂ (ruθ)

∂r
− ∂ur

∂θ

]
, (3.11)

representa la vorticidad del campo de velocidades.
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Ahora se puede definir el promedio de una función arbitraria g(r, θ, z, t) sobre el
grosor de la capa de fluido como [Figueroa (2006)]

〈g〉(r, θ, t) =
1

h

∫ h

0

g(r, θ, z, t)dz, (3.12)

con h como el grosor de dicha capa. Ahora introducimos la suposición de que todas las
variables pueden escribirse como su valor promediado multiplicadas por una función
f que depende de la coordenada z

ur(r, θ, z, t) = 〈ur〉(r, θ, t)f(r, θ, z), (3.13)

uθ(r, θ, z, t) = 〈uθ〉(r, θ, t)f(r, θ, z), (3.14)

ωz(r, θ, z, t) = 〈ωz〉(r, θ, t)f(r, θ, z), (3.15)

φ(r, θ, z, t) = 〈φ〉(r, θ, t)f(r, θ, z). (3.16)

La dependencia en r y θ de la función f refleja la posibilidad de que el campo
magnético pueda considerarse no uniforme. Además debe satisfacer la condición de
normalización

1

h

∫ h

0

fdz = 1. (3.17)

Si ahora se sustituyen las Ecuaciones 3.13-3.16 en la ecuación de vorticidad (Ec. 3.10)
y se integra el resultado en toda la capa del fluido, se obtiene
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donde
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f 2dz, (3.20)



Modelo Q2D del flujo en un agitador MHD 57

τ−1 =
1

h

[
df

dz

]z=h
z=0

. (3.21)

τ es un tiempo adimensional caracteŕıstico para el decaimiento de la vorticidad debido
a la presencia del campo magnético en la capa de Hartmann.

3.2.2. Determinación de la función f

Para completar el modelo Q2D se debe determinar expĺıcitamente la función f . Esta
función se determina de manera aproximada pues lo que se pretende es que describa
de manera razonable la dependencia del perfil de velocidad en la coordenada z. Esta
función debe modelar entonces la transición de la velocidad cero en el fondo, debido
a la condición de no deslizamiento, hasta la velocidad finita en la superficie libre,
donde se supone la ausencia de esfuerzos cortantes. Además debe tomar en cuenta
la presencia del campo magnético normal al fondo del recipiente, que caracteriza
a la capa de Hartmann presente en dicha pared. Para la determinación de f es
necesario imponer suposiciones fuertes que se justifican una vez obtenida la función
y visto su efecto sobre el modelo numérico Q2D. Finalmente es necesario recordar que
éste es solo un modelo que intenta simplificar de manera f́ısicamente razonable los
efectos tridimensionales del flujo. Primeramente se considera que en todo el dominio
la corriente es netamente radial, en tanto el campo magnético apunta en la dirección
z, y como resultado, la fuerza de Lorentz actúa en la dirección azimutal. Debido a
lo anterior, se puede suponer que la única componente de la velocidad es azimutal
y, para efectos de la determinación de f , supondremos que únicamente depende de
z, esto es uθ = f̂(z). La ecuación que gobierna a la función f se determina entonces
a partir de la Ecuación 3.5, tomando en cuenta además que no existe gradiente de
presión en la dirección azimutal y que la fuerza de Lorentz viene dada por la corriente
radial y el campo magnético aplicado. Con las consideraciones anteriores se obtiene
la siguiente ecuación diferencial

d2f̂

dz2
−
[

1

r2
max

+Ha2B2
0

]
f̂ = −Ha2B0

dφ

dr
, (3.22)

donde rmax representa la posición radial en la cual se localiza el valor máximo de
la velocidad azimutal y se toma como un valor caracteŕıstico para el perfil de ve-
locidad. Por su parte, φ es el potencial eléctrico obtenido anaĺıticamente como se
describió en el caṕıtulo anterior. Recordemos además que f̂ es una función que debe
ser normalizada.
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La Ecuación 3.22 debe satisfacer las condiciones de no deslizamiento en el fondo del
recipiente y la ausencia de esfuerzos cortantes en la superficie libre, entonces

f̂(0) = 0,
df̂

dz

∣∣∣∣
h

= 0. (3.23)

Considerando lo anterior, la función f̂ tiene la forma

f̂(z) = −Ha
2B0φ

′

A

[
cos h

{
A1/2 (h− z)

}
sec h

{
A1/2h

}
− 1

]
, (3.24)

donde

A =
1 + r2

maxHa
2B2

0

r2
max

. (3.25)

La función normalizada viene dada por

f(z) =
f̂(z)

M
, (3.26)

donde M es una constante de normalización dada por

M =
1

h

∫ h

0

f̂(z)dz =
Ha2B0φ

′

A

[
tan h

(
A1/2h

)
A1/2h

− 1

]
, (3.27)

de tal manera que la función normalizada queda

f(z) = A1/2h

[
cos h

{
A1/2 (h− z)

}
sec h

{
A1/2h

}
− 1

tan h {A1/2h} − A1/2h

]
. (3.28)

Nótese que esta función es independiente del número de Reynolds y que adquiere una
dependencia espacial en las coordenadas r y θ debido al campo magnético aplicado.
La Figura 3.16 muestra el comportamiento de f para dos números de Hartmann.
Cuando el campo magnético aplicado es despreciable (Ha = 0), la función describe
un perfil parabólico tipo Poiseuille, en tanto que cuando el campo magnético es
intenso se forma un perfil aplanado que asemeja al perfil de Hartmann.

Sustituyendo esta función en las Ecuaciones 3.20 y 3.21, se obtiene

I =
Ah

2 [tan h (A1/2h)− A1/2h]

{
h
[
sec h2

(
A1/2h

)
+ 2
]
− 3tan h

(
A1/2h

)}
, (3.29)
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Figura 3.16: Comportamiento de f como función de z cuando el campo magnético
aplicado es despreciable (Ha = 0) y cuando es intenso (Ha = 10).

y

τ−1 =
Atan h

(
A1/2h

)
tan h (A1/2h)− A1/2h

. (3.30)

Conocidas las funciones I y τ−1, se resolvieron las ecuaciones de balance en la apro-
ximación Q2D para el flujo MHD entre dos cilindros concéntricos con un campo
magnético uniforme. La Figura 3.17 muestra los perfiles estacionarios de velocidad
azmiutal para dos números de Hartmann para los casos bidimensional (ĺıneas con-
tinuas) y cuasi-bidimensional (śımbolos). En ambos casos puede observarse que los
perfiles obtenidos con el modelo Q2D se encuentran por debajo de sus correspondien-
tes soluciones bidimensionales. Lo anterior tiene sentido ya que al agregar términos
adicionales de fricción a las ecuaciones es de esperar que el fluido se frene y, por
lo tanto, presente velocidades menores que en caso bidimensional, en el cual no se
consideran los efectos de la pared del fondo y la superficie libre.

Si se incluyen los efectos de la pared del fondo y la superficie libre a los flujos
con campos magnéticos no uniformes y localizados, se observa el mismo efecto que
para el caso con campo magnético uniforme, es decir, las velocidades calculadas se
encuentran por debajo de sus correspondientes aproximaciones bidimensionales. Es
de esperarse que la magnitud de la velocidad obtenida mediante los cálculos cuasi-
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Figura 3.17: Comparación de perfiles de velocidad azimutal para el caso bidimensio-
nal (ĺıneas continuas) y cuasi-bidimensional (ĺıneas con śımbolos) para dos números
de Hartmann.

bidimensionales se acerque más al valor experimental, lo cual queda por verificarse.



Conclusiones y trabajo a futuro

En el presente trabajo se realizó un estudio teórico sobre el flujo producido por una
fuerza de Lorentz azimutal en un agitador electromagnético con distintas condiciones
de operación que involucran principalmente la variación de la distribución de la
intensidad del campo magnético aplicado. Uno de los objetivos del trabajo fue tener
un entendimiento más profundo de los flujos que se presentan en el agitador en
donde se ha observado experimentalmente la aparición de inestabilidades que dan
lugar a la formación de vórtices anticiclónicos. De esta forma se realizó un estudio
anaĺıtico del flujo mediante la resolución de las ecuaciones fundamentales de la MHD
en una aproximación bidimensional en estado estacionario con campo magnético
uniforme, aśı como un estudio numérico, bajo las aproximaciones bidimensional y
cuasi-bidimensional con fricción, con el cual se analizaron diversas distribuciones de
campo magnético no uniforme y localizado.

De la solución anaĺıtica de las ecuaciones se pudo observar que los perfiles de velocidad
azimutal estacionarios con campo magnético uniforme son independientes del núme-
ro de Reynolds y son asimétricos, teniendo su valor máximo en r ≈ 0.43 para todos
los valores de Ha. Se observó que el único parámetro adimensional que afecta la so-
lución anaĺıtica es el número de Hartmann, el cual, para efectos del presente trabajo,
refleja la intensidad del campo magnético aplicado. Puede mostrarse que para bajos
números de Hartmann (Ha � 1), las velocidades son del orden Ha2. Conforme se
aumenta la intensidad del campo magnético, la velocidad azimutal crece hasta alcan-
zar un ĺımite finito cuando Ha→∞. Con un análisis más detallado se pudo obtener
que dentro del agitador existe una región, comprendida entre 0.166 ≤ r ≤ 0.657, en
la cual la vorticidad y el esfuerzo cortante tienen signos contrarios. Dicha región, de
acuerdo a Marcus (1990), corresponde a un zona en donde no pueden existir vórtices
anticilónicos. Este resultado parece concordar con las observaciones experimentales
hechas en el IER, en las cuales los vórtices observados se localizan cerca del cilindro
externo [Pérez-Espinoza (2012)]. De acuerdo a Marcus (1990), en la región en donde
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la vorticidad y el esfuerzo cortante tienes signos iguales, existe una redistribución de
la vorticidad de tal manera que ésta tiene sus valores máximos en el centro de los
vórtices que puedan formarse en dicha zona. Es probable que dentro del agitador
MHD, debido a pequeñas perturbaciones inherentes a los experimentos, se formen
vórtices anticióniclos que, de acuerdo a la teoŕıa de Marcus (1990), tienden a concen-
trarse cerca del cilindro externo. En esta zona, y para ciertos valores de la corriente
utilizada en el experimento, la generación de vorticidad debida a la fuerza de Lorentz
y la disipación de vorticidad debida a efectos viscosos se equilibran de tal manera
que la vorticidad alcanza un valor constante. Debido a que únicamente se redistribu-
ye la vorticidad, los vórtices observados experimentalmente en el IER no se disipan
durante largos intervalos de tiempo. Lo anterior constituye una posible explicación
cualitativa de la existencia, por largos periodos de tiempo, de vórtices anticiclónicos
en el agitador del IER y, por supuesto, está sujeta a validación tanto experimental
como teórica.

Para la parte numérica del presente estudio se programó un código numérico para
la solución de las ecuaciones fundamentales de la MHD utilizando la técnica de
volumen finito. En una primera etapa se validó el código numérico simulando el caso
bidimensional en estado estacionario y comparando los resultados con la solución
anaĺıtica. Una vez validado, fue posible calcular los perfiles de velocidad para el estado
transitorio, donde se observó que al inicio del movimiento del fluido los puntos de
velocidad máxima se encuentran cerca del cilindro interno y se aprecia que a tiempos
cortos, el perfil de velocidad es similar a un perfil Kepleriano regularizado. Con lo
anterior se establece una similitud entre el flujo en el agitador MHD del IER y los
fenómenos astrof́ısicos simulados por Bracco et al. (1999) aunque las condiciones
f́ısicas de ambos flujos son muy distintas. Posteriormente se utilizó una expresión
anaĺıtica que proporciona el campo magnético de un imán permanente cuadrado y
con ello se observó que los perfiles de velocidad azimutal pierden aún más la simetŕıa
cuando el campo magnético no es uniforme, pues el punto de máxima velocidad llega
a moverse cerca del cilindro interno cuando los números de Hartmann son altos.
También se realizaron simulaciones para observar el efecto de un campo magnético
localizado. Para ello se realizaron diversos arreglos desde uno hasta cuatro imanes
con igual polaridad. Se pudo observar que en el caso de un solo imán se forma un
vórtice dipolar que es asimétrico debido al confinamiento geométrico. En el caso
de dos imanes se aprecia la aparición de dos vórtices muy débiles en posiciones
diametralmente opuestas en la región cercana al cilindro externo. Para el caso de
tres y cuatro imanes se observa que no existen vórtices en el flujo, ello puede deberse
a que el flujo debido a los imanes interacciona de manera más intensa resultando
en el arrastre del fluido en la dirección azimutal. Finalmente, se realizó un modelo
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Q2D con fricción, el cual toma en cuenta la fricción del fondo del recipiente aśı como
la superficie libre, y se observó que las magnitudes de la velocidad muestran valores
menores a los calculados para el caso bidimensional, lo que es consistente con el hecho
de haber incluido en el flujo un efecto disipativo adicional.

Con los códigos numéricos desarrollados, seŕıa conveniente realizar simulaciones en
las que se consideren diversas condiciones que no han sido tratadas experimentalmen-
te como la variación de la separación entre los cilindros o bien considerar cilindros
excéntricos. Asimismo se plantea la necesidad de desarrollar un modelo totalmente
tridimensional para realizar simulaciones más reales de los flujos que se presentan
en el agitador MHD. El simular la aparición de la inestabilidad que da lugar a los
vórtices anticiclónicos observados de manera experimental parece requerir la imple-
mentación de una técnica numérica basada en métodos espectrales, ya que estos son
más adecuados para estudiar de manera sistemática diferentes modos que pueden ser
perturbados en un flujo determinado. Aunado a lo anterior, se deben realizar nuevos
experimentos en los que sea posible medir, de manera precisa, los campos de veloci-
dad en el agitador con el fin realizar una validación cuantitativa de las simulaciones
numéricas de los flujos en cuestión.



Apéndice A

El método de volumen finito

La solución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el método de
volumen finito consiste en dividir el dominio de interés en pequeños volúmenes de
control e integrar las ecuaciones en cada uno de esos pequeños volúmenes. Hecho lo
anterior, se hace uso de algún esquema numérico que permita aproximar todos y cada
uno de los términos de las ecuaciones a resolver. Lo anterior resulta en un sistema
de ecuaciones lineales que al resolverse nos proporciona una solución aproximada de
las ecuaciones diferenciales iniciales.

A continuación se describe brevemente el método de discretización y solución de
las ecuaciones de balance mediante el método de volumen finito. Dicha metodoloǵıa
puede hallarse con mayor detalle en Versteeg y Malalasekera (1995).

A.1. Discretización de las ecuaciones de balance

Sea φ un variable dependiente generalizada que satisface la ecuación general de ad-
vección-difusión

∂φ

∂t
+∇·(uφ) = ∇·(Γ∇φ) + S, (A.1)

donde u es el campo de velocidades, Γ es un coeficiente de difusión generalizado y S
un término fuente de la variable φ.

La discretización de las ecuaciones de balance se obtiene integrando la Ecuación A.1
en un pequeño volumen de control ∆V = ∆x∆y como el que se muestra en la
Figura A.1
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Figura A.1: Volumen de control cartesiano. P representa el centro del volumen de
control. Las letras mayúsculas E, W , N y S representan los centros de los volúme-
nes de control inmediatos a P y las letras minúsculas se emplean para denotar las
correspondiente fronteras del volumen P .

La discretización del término temporal se realiza utilizando un esquema totalmente
expĺıcito, esto es, ∫

∆V

∂φ

∂t
dV =

(
φP − φ0

P

) ∆V

∆t
, (A.2)

donde φP y φ0
P indican el valor de la variable φ en el centro del volumen de control

para un tiempo t y el tiempo inmediato anterior, respectivamente.

Haciendo uso del teorema de Gauss, se puede expresar la integral del término con-
vectivo como una integral de superficie de la forma∫

∆V

∇·(uφ) dV =

∫
∆s

(uφ)·n̂ds, (A.3)

la cual se puede expresar de manera desarrollada como∫
∆s

(uφ)·n̂dS = ueφeAe − uwφwAw + vnφnAn − vsφsAs, (A.4)

done u y v representan las componentes x y y de la velocidad, φi se refieren al
correspondiente valor de φ en cada una de las caras del volumen de control y Ae =
Aw = ∆y y An = As = ∆x a las dimensiones de las caras del volumen de control.

El término difusivo se discretiza, con ayuda del teorema de Gauss, como∫
∆s

(Γ∇φ)·n̂ds =

(
Γ
∂φ

∂x

)
e

Ae −
(

Γ
∂φ

∂x

)
w

Aw +

(
Γ
∂φ

∂y

)
n

An −
(

Γ
∂φ

∂y

)
s

As. (A.5)
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El término fuente de aproxima de acuerdo a∫
∆V

SdV = S̄P∆V, (A.6)

siendo S̄P el valor promedio del término fuente dentro del volumen de control.

Dado que se desea resolver las ecuaciones de tal manera que se conozcan los valores
de la variable φ en los centros de los volúmenes de control, es necesario aproximar los
términos de la parte convectiva y difusiva mediante algún esquema que nos permita
cambiar esos términos de las fronteras a los centros del volumen de control.

Los términos convectivos, en los cuales yace la no linealidad de las ecuaciones de
Navier-Stokes, se aproximan mediante un esquema central, el cual consiste en pro-
mediar de manera aritmética las cantidades deseadas:

φe =
φE + φP

2
, φw =

φW + φP
2

, (A.7)

φn =
φN + φP

2
, φs =

φS + φP
2

. (A.8)

La discretización del término difusivo se realiza mediante diferencias centrales y ello
resulta en una aproximaciónde segundo orden:(

Γ
∂φ

∂x

)
e

= Γe
φE − φP

∆x
,

(
Γ
∂φ

∂x

)
w

= Γw
φP − φW

∆x
, (A.9)

(
Γ
∂φ

∂y

)
n

= Γn
φN − φP

∆y
,

(
Γ
∂φ

∂y

)
s

= Γs
φP − φS

∆y
. (A.10)

Sustituyendo las aproximaciones anteriores en la ecuación general de advección di-
fusión (Ec. A.1) se obtiene la forma discreta de la misma, es decir,

aPφP = aEφE + aWφW + aNφN + aSφS + SP , (A.11)

donde

aE = Γe
Ae
∆x
− ueAe

2
, (A.12)

aW = Γw
Aw
∆x

+
uwAw

2
, (A.13)

aN = Γn
An
∆y
− vnAn

2
, (A.14)
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aS = Γs
As
∆y

+
vsAs

2
, (A.15)

aP = aE + aW + aN + aS +
∆V

∆t
, (A.16)

SP = S̄P + φ0
P

∆V

∆t
. (A.17)

La ecuación de continuidad, de manera discreta se escribe como∫
∆V

∇· udV =

∫
∆s

u·n̂ds = ueAe − uwAw + vnAn − vsAs = 0. (A.18)

Para resolver el sistema A.11 se requieren condiciones de frontera adecuadas, las
cuales se tratan en la siguiente sección.

A.2. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera se presentan generalmente como una distribución expĺıci-
ta de la variable de interés en la frontera (condición del primer tipo y Dirichlet) o
como la derivada de la misma (condición del segundo tipo o Neumann). La forma
discreta de cada uno de estos tipos de condiciones se trata a continuación.

A.2.1. Condición del primer tipo o Dirichlet

Si se considera que se conoce de manera expĺıcita el valor de la varibale φ en alguna
de las fronteras, esto es, φb = φ0, donde el sub́ındice b denota alguna frontera del
sistema, es posible corregir las ecuaciones algebraicas de los volúmenes de control
adyacentes a dicha frontera. De la Figura A.2, se puede observar que el volumen E
se encuentra fuera del dominio de interés y se conocen el valor de la variable φ en la
frontera este.

El valor de la frontera se puede aproximar como

φe =
φE + φP

2
. (A.19)

Despejando φE
2φe = φE + φP ⇒ φE = 2φe − φP . (A.20)
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Figura A.2: Volumen de control adyacente a la forntera este. Cuando se conoce el
valor φe se trata de una condición del primer tipo. Cuando se conoce el valor de la
derivada de la variable (φ′e) se trata de una condición del segundo tipo.

Si ahora se sustituye la Ecuación A.20 en la forma discreta de la ecuación de advec-
ción-difusión (Ec. A.11) se obtiene

aPφP = aE (2φe − φP ) + aWφW + aNφN + aSφS + SP . (A.21)

Rearreglando lo anterior se llega a

a∗PφP = a∗EφE + aWφW + aNφN + aSφS + S∗P , (A.22)

donde
a∗P = aP + aE, a∗E = 0, S∗P = SP + 2aEφe. (A.23)

A.2.2. Condición del segundo tipo o Neumann

Si se conoce el valor de la derivada de la variable en la dirección normal a la frontera
(Fig. A.2), se pueden corregir los volúmenes adyacentes a dicha frontera como sigue.
Se aproxima la derivada φ′e como

φ′e =
φE − φP

∆x
, (A.24)

de donde
φE = φe∆x+ φP . (A.25)
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Sustituyendo en A.11 se obtiene

aPφP = aE (φe∆x+ φP ) + aWφW + aNφN + aSφS + SP , (A.26)

que se puede expresar como

a∗PφP = a∗EφE + aWφW + aNφN + aSφS + S∗P , (A.27)

donde
a∗P = aP − aE, a∗E = 0, S∗P = SP + aEφe∆x. (A.28)

A.3. Solución de las ecuaciones de Navier-Stokes

La solución numérica de las ecuaciones Navier-Stokes entraña ciertas dificultades. La
primera radica en la no linealidad de las ecuaciones, misma que se puede manejar
en cada iteración debido a la existencia de un dominio temporal en el fenómeno
estudiado. Otra dificultad conocida radica en el hecho de que, si las velocidades y
la presión se calculan en el mismo punto, se pueden obtener soluciones f́ısicamente
incorrectas. Esta dificultad se ataca mediante el uso de las llamadas mallas desfasadas
(“staggered grid”), con las cuales el cálculo de las velocidades se realiza en las caras
de los volúmenes de control en tanto que las variables escalares se resuelven en los
centros de los mismos (Figura A.3).

Figura A.3: Arreglos de mallas desfasadas. Se puede apreciar que las componentes
de la velocidad y la presión se calculan en puntos distintos de la malla.

La tercera dificultad para la solución de Navier-Stokes radica en el hecho de que no
se cuenta con condiciones de frontera para la presión, y ésta a su vez se encuentra
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acoplada con la velocidad, esto es, para resolver la velocidad es necesario conocer
el gradiente de presión, pero no se puede conocer de manera directa el gradiente de
presión debido a la falta de condiciones de frontera para la misma. Esta dificultad se
supera mediante la ecuación de continuidad de manera que el gradiente de presión es
correcto cuando, al resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, el campo de velocidades
satisface la ecuación de continuidad. El método de desacople empleado en el presente
trabajo se describe a continuación.

A.3.1. Acoplamiento presión-velocidad

Los términos fuente de las ecuaciones discretizadas para las velocidades dependen
del gradiente de presión. Al no contar con condiciones iniciales o de frontera para
dicha variable es necesario hacer una suposición de la presión (digamos p∗) y realizar
correcciones de la forma p = p∗+p′ hasta que el campo de velocidades sea solenoidal,
es decir, satisfaga la ecuación de continuidad. La forma discreta de la ecuación general
de advección-difusión (Ec. A.11), considerando que φ es una de las componentes de
velocidad, se puede escribir como

anun =
∑

anbunb + b+ An (pP − pN) . (A.29)

donde el término fuente se ha separado en b, que incluye una parte temporal y
fuentes de cantidad de movimiento en el flujo, y el gradiente de presión. Los términos
dentro de la sumatoria corresponden a los vecinos inmediatos del volumen de control
considerado.

Al realizar una primera suposición del gradiente de presión, la Ecuación A.29 puede
expresarse como

anu
∗
n =

∑
anbu

∗
nb + b+ An (p∗P − p∗N) . (A.30)

Debido a que no se conoce el gradiente de presión real, es de esperar que al resolver la
Ecuación A.30, la velocidad no satisfaga la ecuación de continuidad, por ello se hace
necesario realizar correcciones a la presión, las cuales a su vez resultan en correcciones
de la velocidad.

Sea p′ la corrección de la presión y u′ la corrección de la velocidad que satisfacen

p = p∗ + p′, u = u∗ + u′. (A.31)

Si se resta la Ecuación A.30 de la Ecuación A.29 se obtiene

anu
′
n =

∑
anbu

′
nb + An (p′P − p′N) . (A.32)



Solución de las ecuaciones de Navier-Stokes 71

En este punto se pueden realizar ciertas simplificaciones del término
∑
anbu

′
nb, lo cual

da lugar a una familia de métodos de ráız genérica SIMPLE (Semi Implicit Method
for Pressure Linked Equations).

A.3.2. Método SIMPLEC

En este método la Ecuación A.32 se simplifica restando
∑
anbu

′
n en ambos lados de

la ecuación. Lo anterior resulta en(
an −

∑
anb

)
u′n =

∑
anb (u′nb − u′n) + An (p′P − p′N) . (A.33)

Considerando que las correcciones de la velocidad son pequeñas, se puede despreciar
el término

∑
anb (u′nb − u′n) para obtener

u′n = dn (p′P − p′N) , (A.34)

pero u = u∗ + u′, con lo cual

un = u∗n + dn (p′P − p′N) , (A.35)

donde

dn =
An

an −
∑
anb

. (A.36)

Sustituyendo A.36 en la ecuación de continuidad se obtiene la ecuación de correción
de la presión.

De manera general, el algoritmo empleado en la solución de las ecuaciones de Navier-
Stokes se describe a continuación:

1. Se inicia con una suposición p∗ de la presión.

2. Con la presión supuesta se calculan los coeficientes para la solución de la velo-
cidad.

3. Se resuelven las ecuaciones para las componentes de la velocidad.

4. Se calculan coeficientes para la corrección de la presión.

5. Se resuelve la ecuación para la corrección de la presión.

6. Se corrije la presión mediante p = p∗ + p′.
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7. Se corrije el campo de velocidad por medio de la Ecuación A.35.

8. Se resuelven ecuaciones para otras variables (como temperatura o potencial
eléctrico).

9. Se itera hasta que el campo de velocidad sea solenoidal.
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