UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

DISENO, CONSTRUCCION Y CONTROL DE UN
DOBLE PENDULO INVERTIDO ROTACIONAL

TESIS

PARA OBTENER EL TiTULO DE:
INGENIERA MECATRONICA

PRESENTA:

MARISOL ANEL AVILA RUIZ

i ﬁt./c N
d
{

i

DIRECTOR DE TESIS:
DR. EDMUNDO GABRIEL ROCHA COZATL

CIUDAD UNIVERSITARIA, MEXICO D.F. 2013



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Contenido

INEFOTUCCION ...ttt b bbb bbb r e n s 1
CapItUlO 1 ANTECEURNTES. ......eeiiitietet ettt bbbttt bbb 3
1.1 Coordenadas generalizatas .............cooveeriiiiieiiie e 3
Y 1= (oo [o N V] LT g = To | U To SRR 3
1.3 MOdelado & UN MOTOT .....ccuiiiiiiiie ittt ne b 4
Capitulo 2 MOEIO MAIEMALICO ........eviieiiiieieie sttt ne e 7
2.1 DeSCriPCION el SISLEMA ... .c.ueviieiiiierieie sttt e e te e s e seestesreeneeeeneea 7
2.2 Modelo del sistema por el Mé&todo EUler-Lagrange..........ccceoveveeieeiieeiieeseese e sie e eve e 8
2.2.1 MatriCes A€ FOTACION ......euviiiitiiiieic ettt 9
2.2.2 TENSOIES T8 INEICTIA ...c.viviiieirete sttt ettt bbbt ettt b e ne e 9
2.2.3 Analisis Eslabdn 1. Coordenadas X'y'z" ........ccccvvveieiiiiiieeiece e 10
2.2.4 Andlisis Eslabon 2. Coordenadas X'y 'z"" ..o 11
2.2.5 Analisis Eslabdn 3. Coordenadas X'y ""z""" ... 12
2.2.6. Ecuaciones de movimiento EUler-Lagrange .........cceoerererinienesisieie s 13

2.3 Representaciones del SISLEIMA .........coviiiieieiiiiei e 15
2.3.1 Representacién matricial de la forma Euler-Lagrange..........cooeevvevveveccecceece e, 15
2.3.2 Representacion en variables de eStado..........cccveueiiiiieiic i 17

2.4 Linealizacion del SISTEMA ........ciiiiiiiiiiieiei bbb 18
2.4.1 PUNOS de QUITIDIIO ...ceeiieie ettt 18
2.4.2 EXpansion por SEries de TaYIOr.. ...t 19
Capitulo 3 Seleccion de los componentes mecanicos y electrniCos .........cocvvevveiviiecese i 21
3.1 Seleccion de los elementos mecanicos del PENAUID ............coooi i 21
3.2 DISEM0 EIECIIONICO ......cueutieeieieeie sttt bbb e ettt be e 27
Capitulo 4 Disefio y simulacidn de 10S CONtroladores...........cocveieeiiciieie e 31
O RO g1 (o] I (- o PSSR 31
4.2 Estabilizacion del péndulo dobIe ... 34
4.2.1 ANALISIS AEI SISLEIMA .......ctiieiiiiieiiiee ettt 34
4.2.2 Disefio y simulacion del CoNtrolador ..........ccveiveiiveie e 36

4.3 Aceleracion de la convergencia al punto de equilibrio estable ..., 44



4.3.1 ANALISIS AEI SISLEIMA ..ottt 44
4.3.2 Disefio y simulacion del CONtrolador ..o 45
Capitulo 5 Implementacion Y reSUITAAOS .........c.ooviuiiiiiiieiieiee e 48
5.1 Validacion del modelo MatemMALICO .........c.cviiiiiiiiiiiieieeese s 48
IV o101 170] I [-N o T RSP PSTR 50
5.3 AceleraCion de 12 CONVEIGENCIA ......c..eiuiiieieiesiisieee sttt 52
5.4 Estabilizacion del péndulo dobIe ..o 62
CONCIUSIONES ...ttt b et nr bt e e an e bt n e 63
RETEIENCIAS. ...ttt 65



Introduccidén

El péndulo invertido es un sistema utilizado cominmente como ejemplo de un sistema dificil de
controlar, por lo cual diferentes teorias de control moderno, lineal y no lineal pueden ser aplicadas. Entre
sus caracteristicas esta que es un sistema no lineal, con puntos de equilibrio inestables y cominmente
subactuados lo cual agrega un reto mas para la teoria de control.

Existen diferentes configuraciones de este sistema que dependen de la forma en que se actdan y
el nimero de grados de libertad. Las formas en que se pueden actuar son comunmente con movimiento
lineal y movimiento rotacional. La configuracion més sencilla consiste en un péndulo invertido acoplado
a un motor [6], siendo el reto el controlar su posicion o mantenerlo en posicion vertical cuando la inercia
del péndulo es grande. De ahi se desprenden otras configuraciones con mayores grados de libertad del
sistema, en el que se agregan mas eslabones con un solo grado de libertad a los existentes se les permite
moverse en multiples dimensiones [7].

Las configuraciones basicas mas comunes son un eslabdn articulado sobre un carro que se
mueve en direccion horizontal sobre un riel [14], y un eslabon articulado sobre otro eslabon que gira
sobre un eje [2] [8] [13].

Al agregar méas grados de libertad al sistema, la complejidad para modelarlo y controlarlo
aumenta significativamente. El sistema de doble péndulo rotacional ademas de presentar las
caracteristicas antes mencionadas [1] [7], también tiene un especial interés por que su modelado es muy
cercano al de un robot manipulador serial, con la diferencia de que en un manipulador cada elemento
estd actuado. Otra caracteristica de este tipo de sistemas es su sensibilidad a las condiciones iniciales,
haciéndolo un sistema més dificil de controlar.

En este trabajo se utilizara la configuracion del péndulo doblemente articulado con actuacién
rotacional, al que llamaremos simplemente como doble péndulo rotacional.

Los objetivos a desarrollar en este trabajo son

e Obtener el modelo del doble péndulo invertido rotacional.

e Validar el modelo tedrico con datos del modelo experimental.

e Seleccionar y fabricar los elementos que compondran el péndulo doble.

e Mejorar la convergencia del péndulo a su punto de equilibrio estable.

e Controlar la posicion de los eslabones del péndulo en uno de sus puntos de equilibrio inestables
cuando las condiciones iniciales del sistema se encuentran cercanas a esa posicion.



La motivacidn de este trabajo es la construccion de un banco de pruebas para facilitar el desarrollo
de proyectos de las asignaturas de Control en el Departamento de Ingenieria Mecatrénica de la Facultad
de Ingenieria; por lo que los materiales, sensores y actuadores utilizados, asi como las técnicas de control
utilizadas deben ser conocidas por estudiantes de la carrera de Ingenieria Mecatronica. También se
pretende la division del sistema en mddulos para cada subsistema, de este modo puede redisefiarse algin
subsistema para la correccion de errores, o la optimizacion del mismo sin comprometer los demas.

Para el desarrollo del proyecto debe obtenerse en primer lugar el modelado del péndulo doble
invertido rotacional. En el capitulo 2, se obtiene el modelado del sistema a partir del método de Euler-
Lagrange. Como el modelo en general tiene caracteristicas no lineales, se linealiza el sistema alrededor
de su punto de equilibrio inestable para la aplicacion de técnicas de control en el espacio de estados.

Una vez obtenido el sistema no lineal y linealizado de la planta, se puede pasar al proceso de disefio
y fabricacion de los componentes del péndulo doble. El disefio del sistema estd enfocado al
cumplimiento del objetivo de controlarlo en una posicion por lo que es fundamental la integracion del
modelo y una aproximacion de la accién de un controlador para obtener las dimensiones del doble
péndulo. En el capitulo 3, se muestra el proceso de seleccion y asignacion de dimensiones y se menciona
la eleccién de materiales, la seleccion del actuador y de los sensores que se utilizan para la planta.
También se presentan los subsistemas principales para el acondicionamiento de los sensores de posicion
y la etapa de potencia del motor.

En el capitulo 4, se obtiene el esquema de control del doble péndulo basado en su representacion
lineal en variables de estado; debido a la seleccién de sensores del capitulo anterior también se realiza el
disefio de un observador para la estimacion de los estados no medidos. Otro subsistema importante, es el
control de par para el actuador utilizado, de esta forma se pretenden minimizar las zonas muertas del
mismo y realizar la separacion de su dindmica en el modelo del doble péndulo.

Para el capitulo 5, se presentan los resultados experimentales del proyecto, en principio se
comprueba el modelo matematico del doble péndulo rotacional. También se muestran los resultados del
control de par para el actuador y los resultados de la implementacion del control del sistema completo.

Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1
Antecedentes

A continuacioén se describiran de forma breve los conceptos necesarios para el modelado y disefio de los
controladores utilizados en este proyecto.

1.1 Coordenadas generalizadas

La configuracion de un sistema fisico puede ser descrita mediante magnitudes llamadas
coordenadas. Estas coordenadas pueden ser desde un vector tridimensional que describa la posicion de
una particula relativa a un punto de referencia en un sistema cartesiano o en general cualquier parametro
que describa completamente el movimiento del sistema.

Desde un punto de vista dindmico, un sistema puede considerarse como un conjunto de
particulas con interconexiones que dan restricciones internas y dependencia entre coordenadas, de este
modo puede reducirse el nimero de variables usadas para la descripcion del sistema. EI nimero minimo
de coordenadas que puede encontrarse es igual a los grados de libertad y si este conjunto de
coordenadas elimina las restricciones pueden llamarse coordenadas generalizadas del sistema y se
asocian con variables dinamicas generalizadas [15].

1.2 Método Euler-Lagrange

Este método, conocido también como Formulacion de Lagrange, sirve para describir un sistema
por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales con la misma estructura derivada del principio de
Hamilton, el cual establece que de todas las trayectorias posibles que puede seguir un sistema dinamico
para desplazarse de un punto g(t;) a un punto g(t,) de las coordenadas generalizadas, la trayectoria
verdadera seguida es aquella que hace minima la integral temporal del Lagrangiano del sistema (L), el
cual se define como la diferencia entre la energia cinética (T) Yy la energia potencial (V).

L=T -V
[ “Ldt=0
tl

Este método puede aplicarse para sistemas con fuerzas conservativas y no conservativas. En el
caso de fuerzas conservativas las ecuaciones de Euler Lagrange quedan como sigue,
d <6L) oL 0
dt\ag) adq
Se pueden generalizar estas ecuaciones para todo tipo de sistemas. Se consideran fuerzas no
conservativas las entradas de control (u), las perturbaciones externas (Q,) y la disipacion. Esta Gltima
puede formularse como la funciéon de disipacion de Rayleigh, D(q) =kq. Si se reformula el

Lagrangiano incluyendo estas fuerzas no conservativas se obtienen las siguientes ecuaciones
generalizadas.



d <6L> aL__ N oD
at\ag) "ag - 4T % T 5g

Si ignoramos las perturbaciones externas y reordenamos las ecuaciones obtenemos,

d(@L) oL adD
u

dt\dq/ 0q 0dq
donde se tendran tantas ecuaciones diferenciales como coordenadas generalizadas.

En resumen, el procedimiento para obtener las ecuaciones de movimiento Euler-Lagrange es el que
sigue:

1. Seeligen las coordenadas generalizadas del sistema.

2. Se obtienen la energia potencial y cinética, y se obtiene el Lagrangiano en términos de las
coordenadas generalizadas y sus derivadas.

3. Si el sistema no es conservativo se agregan las funciones de disipacion, entradas de control y
perturbaciones externas.

4. Por ultimo, se obtienen las derivadas parciales y temporales del Lagrangiano y la funcién de
disipacion y se forman las ecuaciones de movimiento para cada coordenada generalizada.

Una ventaja de utilizar este método es la simplificacion del proceso de modelado, mientras que con
aproximaciones newtonianas se deben considerar todas las fuerzas involucradas en el movimiento, con el
método de Euler-Lagrange solo se consideran los cambios de energia cinética y potencial. Otra ventaja
es que esta formulacién puede aplicarse a sistemas de diferentes naturalezas, como eléctricos, mecanicos,
etc.

1.3 Modelado de un motor

El esquema simplificado de un motor es

Figura 1.1 Modelo de un motor de DC



Y los parametros del motor se muestran en la siguiente tabla

Simbolo | Descripcién Unidades
V' | Voltaje aplicado al motor vV
L | Inductancia de la Armadura H
R | Resistencia de la Armadura n
b | Coeficiente de amortiguamiento del sistema mecanico N-m
-s/rad
J | Momento de inercia del Rotor kg - m?
k. | Constante de proporcionalidad par-corriente N-m/A
k. | Constante de proporcionalidad fuerza electromotriz %
-s/rad
T, Par del motor producido por el rotor N-m
0 | Posicion del rotor rad
EMF | Fuerza elecromotriz vV
I | Corriente A

Un motor de corriente directa puede considerarse un generador, de esta forma pueden
encontrarse relaciones proporcionales entre sus parametros, como entre la corriente y el par del motor, y
la velocidad y la fuerza electromotriz. A continuacion se presentan las ecuaciones que describen un
motor de DC en el dominio del tiempo.

dtz +bz=k[[

LﬂerzV(t)—keﬁ
dt dt

/d e ,do (t)

Y sus respectivas ecuaciones en el dominio de Laplace

]526'(5) + bse(s) = ktl(s)
LS[(S) + R[(s) = V(s)—kesﬁ(s)

Tomando en cuenta que el par de un motor de DC es proporcional a la corriente podemos
sustituirlo en la primera ecuacion y manipularlo para encontrar una funcion de trasferencia entre el par

del motor y el voltaje de entrada.
T = ktl(s)

H(S):TIH—(S)ZI( /S+b
V(s) ‘| JLs*+(/R+bL)s+(bR+kk,)




La funcidén de trasferencia del motor queda de segundo orden, lo cual representa mayor
complejidad en el disefio del controlador, para simplificar este proceso se considera que la dinamica de
la parte eléctrica se desarrolla de manera mucho mas rapida que la dinamica de la parte mecanica. De
esta forma, la dinamica de la corriente de armadura es tan rapida que se puede considerar que la

. . ~ . . dl .
corriente se hace constante en un tiempo muy pequefio, es decir que la derivada -, &S cero despueés de

algunos instantes. Si esto se hace en las ecuaciones de arriba, se obtiene la siguiente funcion de
transferencia simplificada.

H()_Tm(s)_kt Sty _x s+a
V(s) R bR+ koky | 95+ B
JR
k¢ :bR'I-kekt

., _b,
donde Kyqn = a=7 B R

Como se puede observar se presenta un sistema de primer orden con un cero en -« y un polo en

-B.



Capitulo 2
Modelo Matematico

En este capitulo se obtendra el modelo matematico que describe el comportamiento del doble péndulo
invertido rotacional mediante el método de Euler-Lagrange y se linealizara en uno de sus puntos de
equilibrio inestables.

2.1 Descripcion del sistema

El sistema del péndulo doble rotacional consiste de tres eslabones. El primer eslabdn es el brazo
acoplado al motor, es aquel que transmite el par del motor a los demas eslabones y su movimiento en
rotacional. El segundo eslabdn es un péndulo unido al primero por una junta rotacional, tiene libertad de
giro de 360° y su plano de movimiento es siempre perpendicular al plano de giro del brazo del motor. El
tercer eslabon, es otro péndulo concatenado al primero por una junta rotacional y su plano de
movimiento es paralelo al del segundo eslabon de tal forma que tenga también una libertad de giro de
360°. A continuacion se presenta un diagrama del sistema y una lista de los pardmetros que se obtendran
en el capitulo dos.

Figura 2.1. Esquema de un doble péndulo rotacional



Parametro | Valor

Ly [m] Distancia entre los ejes de giro del eslabon 1 y el 2
L, [m] Distancia entre los ejes de giro del eslabon 2 y el 3
I, [m] Distancia entre el eje de giro del primer eslabon y su centro de gravedad
I, [m] Distancia entre el eje de giro del segundo eslabdn y su centro de gravedad
I3 [m] Distancia entre el eje de giro del tercer eslabon y su centro de gravedad

my [kg] Masa del primer eslabon

m, [kg] Masa del segundo eslabon

ms [kg] Masa del tercer eslabon

2.2 Modelo del sistema por el Método Euler-Lagrange

Para poder describir el sistema primero se deben definir los sistemas de referencia. Se establece
un sistema inercial XYZ y un sistema movil x"y’z’ que gira junto con el primer eslabén y cuyo angulo de
rotacion es 6, con sentido de giro antihorario positivo.

Figura 2.2. Esquema del eslabén 1. Vista superior

Para el segundo eslabon se establece también un sistema movil x"y"'z"", con sentido de giro

antihorario positivo y donde el &ngulo de rotacion 6, es cero cuando el eslabdn esta en posicidn vertical
e inestable.

\‘L/

Figura 2.3. Esquema de los eslabones 2 y 3. Vista frontal



El sistema x'"'y"""z""" se establece para el tercer eslabén con un angulo 65 relativo al segundo

eslabon con sentido de giro positivo antihorario.

2.2.1 Matrices de rotacion
Para encontrar las posiciones de los centros de gravedad de los eslabones se utilizaran matrices
de rotacion para cada cambio de sistema de referencia.

Del sistema inercial XYZ al sistema movil del eslabon 1- x'y'z’
Cos(6,) Sin(6,) O]

—Sin(6,) Cos(68;) O
0 0 1

R]_:

II II n

Del sistema movil x"y’z" al sistema movil del eslabdn 2- x

Cos(62) Sin(62) 0 =Sin(68,) Cos(63)
R, =|-Sin(02) Cos(62) 0] [0 -1 0] [ —Cos(92) —=Sin(6,)
0 0 0

mr_rrr_irri

Del sistema movil x"'y"'z"" al sistema movil del eslabén 3- x"'y""'z

Cos(63) Sin(63) O
—Sin(63) Cos(63) O
0 0 1

R3:

2.2.2 Tensores de inercia
Se asume que las coordenadas de los eslabones siempre se encuentran en los ejes principales, de
esta forma sus tensores de inercia tendran una forma diagonal que se define a continuacion.

Tensor de inercia en los ejes principales eslabdn 1.

Lee 00
L=|0 Iy O
0 0 I

Tensor de inercia en los ejes principales eslabén 2

Lux 0 0
L=|0 Iy, O
0 0 Iy,

Tensor de inercia en los ejes principales eslabén 3

Iw 0 0O
L=|0 Iy, O
0 0 Iy

Sabiendo que la dindmica de un sistema es una superposicion de la dindmica de sus elementos,
se analizaran a continuacion.



10

2.2.3 Analisis Eslabén 1. Coordenadas x'y'z’

La velocidad angular del primer eslabon esta dada por

0
61

Los vectores de posicion del centro de gravedad y la junta 1 son

L L1
0 0

De esta forma se define la velocidad del centro de gravedad como

rcg, =

0
Um1 = W1 X1Cg; = [1191]
0

Anélogamente la velocidad de la junta 1 es
0.
Vj1 = !ngll
0

La energia cinética del primer eslabén es

1 T T
T, = E(m117m1 U1 + w1 Lywy)

1 . 2
T, = §(I1zz +1,"my)6,

Despreciando la vibracion del brazo del motor, se considera que no se presenta un cambio de
energia potencial durante el movimiento.

V]_:O

La energia disipada proviene de la friccion del sistema, en estos casos se toma como friccion
viscosa que depende Unicamente de la velocidad angular del cuerpo y el coeficiente de friccion.

Dy = 1p.6,
1_2 1Y1
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2.2.4 Analisis Eslabon 2. Coordenadas x"'y''z

Se deben mapear la velocidad lineal de la junta 1 y la velocidad angular 1 a las coordenadas

mn. . r_rr

x"y"z". Esto se hace premultiplicando la matriz de rotacion R, a los vectores de velocidad.

—L1,6,5in(6,)
Vj1 = Ryvj1 = | —1,6,Cos(6,)
0
0 01Cos(6,)
wy =Ry w, 4| 0| =|-6,Sin(8,)
6, é,

Los vectores de posicion del centro de gravedad y la junta 2 son

lZ LZ
rcg, =|0f; 152=10
0 0

De esta forma se define la velocidad del centro de gravedad como

—1,6,Sin(6,)
VUmz = Vj1 + Wy X 1Cgy = —L,6,Cos(65) + 1,6,
1,0,5in(6,)
Anélogamente la velocidad de la junta 2 serd
—1,6,5in(6,)
Vj2 = —L191C05(92) + Lzéz
Lzélsin(ez)

La energia cinética del segundo eslabén se define como

1 T T
T, = E(mzvmz Uz + 0" [w,)

1 2\ 4 2 .. 1. 2 2 2
TZ = E (IZZZ + m, lz )92 - L112m29192605(92) + E 91 (mZLl + IZXXCOS (92)
+ (Ipyy + mal,*)Sin?(6,))

El nivel de energia nulo del segundo y tercer eslabon se establece cuando ambos estan en su
posicion vertical estable, es decir cuando 6, = 180°y 6; = 0°

V2 = nglz(l + 605(92))
La energia disipada del segundo eslabon es

D, =1p6.2
2_2 2V2
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nr_rrr_rrr

2.2.5 Analisis Eslabon 3. Coordenadas x""'y'"'z

Como en eslabdn anterior, se debe mapear la velocidad lineal de la junta 2 y la velocidad angular

mr_rrr_irri

2 a las coordenadas x"'y""'z

L,0,Sin(03) — L,6,Sin(6, + 63)
vjz = R3Uj2 = L292COS(93) - L191COS(92 + 93)

L,0,Sin(8,)

0 6,Cos(6, + 63)

w3 = R3(J)2 + 0 = —élSin(Qz + 93)
03 0, + 64

El vector de posicion del centro de gravedad 3 es

rcgs =

3
0
0

L2925in(93) - Llélsin(ez + 93)
U3 = Vj, + w3 X 1Cg3 = L292605(93) — LlélCos(Hz +63) + l3(é2 + é3)
(L,Sin(6,) + 13Sin(6, + 65))6;

La velocidad del centro de gravedad esta dada por

La energia cinética del segundo eslabén se define como

1 T T
T; = E(m3vm3 Umz + w3' [303)

De esta forma, la energia cinética es

1 2 .2 2 . 2 2 . .\ 2 .
T3 = E(Ll m391 + L2 m392 + (I3ZZ + m3l3 )(02 + 93) - 2L1L2m39102COS(92)

+ 2L2l3m3é2(92 + 0.3)C05(93) — 2Lll3m3é1(92 + 93)COS(92 + 93)
+ Ly By CoS(0, + 0)? + Ly2maby Sin(8,)? + 2L,lsms6, " Sin(8,)Sin(6,
+03) + (I3 +m3l5)0,°Sin(0; + 63)?)

En este caso el nivel de energia nulo se considera cuando 6, = 180° y 65, = 180°

V3 = m3g(L2(1 + 605(92)) + l3(1 + 605(92+93)))
La energia disipada del tercer eslabdn es

D, = Lp.6.7
3_2 3V3
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Coordenadas generalizadas

Para un sistema mecanico el nimero de coordenadas generalizadas es igual a los grados de
libertad del sistema. En este caso el sistema tiene 3GDL, por lo que seran tres coordenadas generalizadas,
de forma natural encontramos que las coordenadas sean iguales a los respectivos angulos de los tres
eslabones. Como el sistema sélo se encuentra actuado por un motor en el primer eslabon, sélo éste
tendra una entrada diferente de cero.

g1 = 03; g1 =03 Gy = 0;; Ei=t=1p
Q2 = 02 Gz = 055 G = Oy E, =0
3 = 03; 43 = 03; {3 = O3y E;3=0

La energia cinética total se define como la suma de las energias cinéticas de los tres elementos.
Asi mismo las energias potenciales y disipadas también seran la suma de las energias respectivas de cada
elemento.

Energiacinéticatotal: T =T; + T, + T3
Energia Potencial total: V =V, + V, + V3
Energia Disipada total: D = D; + D, + D3
Para encontrar el Lagrangiano se deben restar la energia cinética total y la energia potencial total.

L=T-V

2.2.6. Ecuaciones de movimiento Euler-Lagrange
Las ecuaciones dindmicas del sistema se pueden obtener aplicando la siguiente ecuacién.
d(@L) 6L+6D £ '~ 123
— |z )—5—+—=E;; arai=1,2,
dt\ag;) " 9q; " aq, 0 PUT
Debido a la complejidad de las ecuaciones, se obtuvieron los céalculos con Mathematica. En el
apéndice se muestra el programa y las expresiones de cada iteracion.
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Parai =1

1
T =byg, + > (Qlizz + Lyxx + Loy + Iaxx + Iayy + 21°my + L2my + (Lo + 137)ms

+ 2L, % (my + m3))dy — 2Ly (lymy + Lym3)§,Cos(qz) + (Ipxx — Iyy — 1,*m,
— L,°m3)d;C0s(2q,) + 2Lylamsiiy Cos(qs) — 2Ly 1sms,Cos(qz + q3)
— 2L1l3m3G3Cos(qz + q3) + I3xxG1C0s(2(q2 + q3)) — I3y, G1C05(2(q2 + q3))

—l3*m3 1 Cos(2(qz + q3)) — 2Lz l3m3ii; Cos(2qz + q3) + 2L11,mz4,Sin(q,)
+ 2L1Lym3,°Sin(qz) — 2125xG1425in(2q,) + 215yy41G2Sin(2q3)

+ 20" MyG1G5Sin(20;) + 2Ly M3 q1G2Sin(2G2) — 2Lal3msdsdsSin(qs)

+ 2L113m3G,%Sin(qz + q3) + 4L113m3G243Sin(q, + q3)

+2L113m3G5°Sin(qs + q3) — 2l3xx(142Sin(2(qz + 43)) + 213y41G2Sin(2(q;
+q3)) + 213°M341G2Sin(2(q; + 43)) — 213xxG143Sin(2(q2 + q3))

+ 213y,41G3Sin(2(q2 + q3)) + 213°M3G1G3Sin(2(qz + q3)) + 2Lylamsd4 (24,
+ ¢3)Sin(2q; + q3))

Parai =2

0= %(_ZLl(lzmz + Lym3)i1C0s(q2) — 41° (—Ipnx + Lyyy + 1Pm; + Ly*my
+ 2L;l3m3C05(q3) + (—Izxx + 139y + 13°m3)Cos(2q3))Sin(2qy)
—2G1°Cos(2q5) (Lylams + (—Iaxy + I3y, + 13°m3)Cos(q3))Sin(qs)
— 2l3m3Cos(q2)(L1G1Cos(gq3) + gSin(qz)) — 2Sin(q2)(glamy + gLoms
+ glam3Cos(qs) — L1lsmz1Sin(qs)) + 2(b2dz + gz + Iz + Ly *my
+ (Lzz + l3z)m3)fi2 + (I35, + 132m3)f?3 + Lylsm3 (242 + G3)Cos(q3)
— §3(242 + q3)Sin(gs3))))

Parai =3
0 =b3qs + (I35, + 132"13)(51'2 + §3) + I3m3(L2G,Cos(q3) — Cos(qz + q3)(L1Gq

+ Ly41%Sin(q2)) + L2G5°Sin(g3)) — (glams + (—Iaxx + I3y

+ 13°m3)d:,*Cos(qz + q3))Sin(qs + 43)
Simplificaciones

Se consideraran dos simplificaciones respecto a los tensores de inercia de los eslabones:

o Lyy =I3xx =0;

o Lo =lhyy =1 Y30 = I3yy = I35,

La primera simplificacion podemos hacerla gracias a que se consideran eslabones largos y
delgados haciendo que la inercia en el eje longitudinal tienda a cero. Y para hacer la segunda
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simplificacion se tomd en cuenta que los eslabones tienen inercia rotacional [15], de esta manera se
consideran iguales los términos de la inercia en el eje y y en el eje z. Los tensores de inercia del eslabon
2 y 3 quedan de la siguiente manera:

0 0 0]
L=[0 I, 0
0 0 Iyl
0 0 07
Ib=0 Iy O
0 0 I

Si adicionalmente se renombra a I;,, como I;, y se manipulan las ecuaciones se obtendran las
expresiones del sistema en su representacion de Euler-Lagrange.

2.3 Representaciones del sistema

Una vez encontradas las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del sistema,
es conveniente representarlo en formas mas ordenadas que nos ayuden no sélo a organizar la
informacion del sistema sino que nos den la posibilidad de aplicar técnicas de control basadas en estas
representaciones.

2.3.1 Representacion matricial de la forma Euler-Lagrange
M(@)§+C(q.9)qg+G(q) =E
Donde

M es la matriz de inercia
C(q,q) es la matriz de Coriolis y efectos de disipacion
G (q) es la matriz de efectos gravitatorios y de resortes.
E es el vector de entradas.

En particular para este caso, la matriz M es de 3x3

M21 M22 M23

My My, Mi;
M =
M3, Mz, M3z

donde

1
My, = 5(2110 + Iyg + Igg + 21°my + L,°my + (L% + 13°)ms + 2L, 2 (my + m3) — (I

+1,°m, + Ly*m3)Cos(2q;) — (Isp + l32m3)C05(2(q2 +q3))
+ 4L,13m3Sin(q;)Sin(qz + q3))

M, = =L, ((I;m; + Lym3)Cos(qz) + lzm3Cos(q; + q3)
Mi3 = —L1lzm3Cos(q, + q3)

My, = —L;((Imy + Lym3)Cos(qy) + lzmsCos(qy + q3))
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M22 = 120 + 130 + lzzmz + (L22 + l3z)m3 + 2L2l3m3COS(q3)

My3 = LylzmzCos(q3);

M3y = —Lylzm3Cos(q; + q3);

M3y = Izg + l3°ms + LylzmsCos(qs);
Mss = I3 + I3°ms;

La matriz C también serd de 3x3
Cll ClZ C13
C=|C Cypy Cy3l;
C31 C32 C33
Y sus elementos son

Ci1 = by + (I + ?zzm_z + Ly*m3)q, Sin(2q,) — L'2l3m3‘?35i7_1(Q3) + (I30 + l32m3)(‘?2
+ q3)Sin(2(q; + q3)) + Lylsms(24, + q3p)Sin(2q; + qs3)

C1z = Ly ((lamy + Lym3)@,Sin(qa) + lsms (4o + 243)Sin(qs + q3))
C13 = Lll3m3Q3Sin(QZ + q3)
1
Cor = =5 q1p (U0 + "z + Ly"my)Sin(242) + (so + L*m3)Sin(2(q2 + 43))
+ 2L,l3m3Sin(2q; + q3))
sz = b2 - 2L213m3él35in(q3)
Cy3 = —Lyl3m3q3Sin(qs)
C31 = —G1€05(q; + q3)(LalsmsSin(qz) + (Iso + l3°m3)Sin(q, + q3));
Csz = Lylzm3q,Sin[qs];
C33 = b3;

La matriz G sera de 3x1

Y sus elementos son

G, =0;
= —g((I;my + Lym3)Sin(q;) + +13m3Sin(q; + q3));
—glsmsSin[q, + q3]

o

QD
W N
I

Finalmente la matriz de entradas sera de 3x1

Donde T = 1,y
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2.3.2 Representacion en variables de estado

Una forma muy conveniente de representar a un sistema con multiples salidas es hacerlo
mediante su representacion en variables de estado. Esto nos permite monitorear y usar no sélo la salida
del sistema sino también sus variables internas que en otras representaciones como en una funcion de
trasferencia se perderian. Algunas de sus ventajas son, reducir un conjunto de ecuaciones diferenciales
de orden n a n ecuaciones diferenciales de primer orden, por otra parte, como no existe una
representacién Unica para el sistema, puede describirse con diferentes variables que se consideren
importantes 0 mas sencillas de procesar y medir. Podemos aprovechar esta representacion para aplicar
técnicas de control que se basen en los valores del vector de estados.

Para encontrar la representacion en variables de estado de un sistema deben primero proponerse
las variables de estado, su nimero debe ser igual al orden del mismo. Por lo que este sistema tendré seis
variables de estado.

Variables de estado

Por facilidad se escogeran las coordenadas generalizadas y sus primeras derivadas como
variables de estado.

X1 =41
Xy = (1 =X
X3 = {2
X4 = (2 = X3
X5 = (3

Xe = (3 = X5

Las derivadas de las variables de estado son

x1=x2
X2 =(q1
x3:x3
Xa = (2
)2,'5:)('6
X6 = {3

Para encontrar las segundas derivadas de las coordenadas generalizadas se puede hacer uso de la
forma matricial del sistema

=M (QIE-C(q9q-G(q)]

Otra alternativa es resolver el sistema de ecuaciones que se genera con las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange para g, §,, Gz por medio de software. Esta fue la solucion optada en este
proyecto.
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Como es un sistema no lineal su representacion tendré la siguiente forma

i

X2
f2 |[f2]| X1
X
i = e = || =| 7 y = hx,u) = |%
x| Xs
fs 17
[ fo ] fs

2.4 Linealizacion del sistema

Se realizard una linealizacion de la representacion de variables de estado del sistema por dos
principales razones, la primera es que al linealizar el sistema en un punto de operacion nos permite
analizarlo de una forma muy sencilla, por ejemplo aplicar métodos para conocer su estabilidad, como el
método indirecto de Lyapunov. La otra razén que tiene un mayor peso, es que para aplicar técnicas de
control como la retroalimentacion de estados o de la salida se disefian con base en el sistema linealizado.

2.4.1 Puntos de equilibrio

Aprovechando el conocimiento de la dindmica de los péndulos, se sabe que el sistema del
péndulo doble tiene cuatro puntos de equilibrio que se presentan cuando

e El eslabon 2 y el eslabon 3 estan a 0° respecto a la vertical, es decir ambos se encuentran de
forma invertida. Este es un punto de equilibrio inestable.

o Eleslabon 2y 3 estdn a 180° respecto a la vertical, ambos se encuentran orientados hacia abajo,
este punto es estable.

o El eslabdn 2 se encuentra en una posicion estable, 180° respecto a la vertical, y el eslabdn 3 se
encuentra invertido, 0° respecto a la vertical. Este es un punto de equilibrio inestable.

o El eslabén 3 se encuentra en una posicion estable, 180° respecto a la vertical, y el eslab6n 2 se
encuentra invertido, 0° respecto a la vertical. Este es un punto de equilibrio inestable.

En particular, nos interesan dos puntos, el punto de equilibrio cuando ambos eslabones estan
invertidos a 0° respecto a la vertical, ya que es el punto con mayor inestabilidad y por lo tanto el mas
dificil de controlar, y el punto de equilibrio estable en el que ambos eslabones estar a 180° respecto a la
vertical. Para comprobar que efectivamente son puntos de equilibrio se evaluaron las derivadas en los
puntos de interés y se le dio un valor a la entrada, esperando encontrar que el valor de las derivadas fuera
cero.

Para el primer punto de equilibrio, os valores de las variables de estado seran
x1=0;% =023 =0;x4 =0;x5 = 0;xg = 0;

Y se asigno el valor de la entrada como u = 7, = 0. Al evaluar los valores anteriores, se
comprob6 que todas las derivadas tienen valor 0.
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2.4.2 Expansion por series de Taylor

Para poder convertir un sistema no lineal en uno lineal se aplicard una aproximacion lineal por
medio del teorema de expansion por series de Taylor para cada funcion que lo requiera.

Como se puede observar las funciones 1, 3, y 5 ya son lineales, por lo que sélo se necesitan
trabajar las funciones restantes.

Para linealizar una funcion que depende de varias variables alrededor de un punto de operacion
Po = (X10,X20, -, Xno) partimos de la siguiente forma

of of
y = f(x1, %2, s X0) = f(X10, X20) s Xno) + (x — xlo) + (2 — x30) +
dx dx,

1, Po

d
4o L

axn (xn - xno)

Po

En nuestro caso el punto de operacion es el punto de equilibrio que se propuso anteriormente
Pe = (X1e) X2¢) X3) Xae) Xs5e) Xoer Ue) = (0,0,0,0,0,0,0).

Una de las condiciones para que el punto propuesto fuera de equilibrio es que todas las derivadas
sean cero, por lo que el primer término de la serie siempre se cancelard, por lo tanto el desarrollo de las
ecuaciones de las funciones linealizadas es

f: af; af; af;
fa = =2 (X1 — X1¢) + =2 (xz — x¢) + =2 (X3 — Xx3¢) + 2 (X4 — X4¢)
0x, De 0xz Pe 03 De 0%y De
0f2 12 of,
+ | (x5 —xs5¢) +—| (x¢—x )+—| (u—ue)
axs o 5 Se ax6 » 6 6e au Pe e
af, af, af, f.
fu=ge| Gr-md+at Go—md+at (5 -w)toe| (e
6x1 Pe axZ Pe ax?, Pe GX4_ Pe
0fa 0fa 0fa
+—| (5 —x50) +=—| (X6 —Xge) +=—| (u—1u,)
axs ve 5 S5e ax6 ve 6 6e au Do e
of 0f of of
for = = (X1 — X1¢) + - (xz —x3¢) + = (x3 —x3¢) + = (x4 — X4e¢)
0xq Do dx, Pe 0x3 Pe d0x, Do
0fs 0fe 0fes
+— (x5 —x )+—| (x6 —Xge) +=—| (u—1u,)
axs oo 5 Se axe b 6 6e au e e

Como el punto de equilibrio es el origen, las funciones linealizadas tendran la siguiente forma

6
d
fra = ﬁ

L 0x;
i=1

d
Xi+£

; k=246
34| Wi para

De

|Pe
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Por lo que se puede asegurar que la representacién del sistema linealizado en variables de estado

sera
x =Ax + Bu
y =Cx
0 1 0 0 0 0
f af af af af f
a_xlpe a_xzpe a_x?’pe a_x‘l'pe a_xspe Epe
0 0 0 1 0 0
az|0h Oh 0h| Ohl O
0xly, 0%l Oxly,  Oxul,  Oxsl, —Oxel,
0 0 0 0 0 1
—axl De 0z De ax?’ De 0%, De axS Pe ax6 De-
r 0
f
ou Pe
0
B =9/
% De
0
0fe
% Pe
1 0 0 0 0 O
C= !O 01 00 0]
0 00 01 O

Para linealizar el segundo punto de equilibrio, no es necesario volver a modelar el doble péndulo
basandose en este punto, slo se definen nuevas variables de estado como las diferencias entre las
variables x; y la componente del punto de interés en esa variable.

Hasta este momento se han encontrado las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un
doble péndulo rotacional. En el proceso de encontrar el modelo matematico resaltaron algunas
especificaciones del disefio de los eslabones que nos ayudaran a reducir la complejidad del sistema, por
ejemplo, los eslabones deben ser delgados y largos alrededor de su eje longitudinal y que la geometria
del eslab6n debe ser tal que sus inercias alrededor de los demas ejes sean iguales y no tengan productos
de inercia. En el siguiente capitulo se obtendra una propuesta del disefio de los eslabones basadas en las
simplificaciones consideradas y en la entrada requerida por el sistema cuando se le aplique alguna
técnica de control.
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Capitulo 3
Seleccion de los componentes mecanicos y
electronicos

En este capitulo se presenta la seleccion de las dimensiones y la forma de los eslabones del doble
péndulo rotacional. Se presentan los criterios para la seleccién de materiales, sensores y actuadores y se
presenta el disefio electrénico necesario para acondicionar las sefiales obtenidas de ellos.

3.1 Seleccion de los elementos mecanicos del péndulo

Una parte importante de este trabajo es comprobar el modelado que se hizo del péndulo doble,
de esta forma es necesario la construccion de un modelo fisico. Como se vio en el capitulo 2, para la
simplificacion del modelo se establecieron algunas caracteristicas que se tomaran en cuenta para la
seleccion de los componentes del péndulo doble. Otro objetivo que se debe cumplir es la
implementacion de un controlador para mantenerlo en su posicion inestable 8, = 0°,0; = 0°. A
continuacion se presenta el proceso de la seleccion de los eslabones del péndulo.

Para la seleccion de los eslabones se tomaron en cuenta los siguientes criterios

e Minimizacion del peso total del péndulo.

¢ Robustez de los eslabones de tal forma que no existan flexiones o ruptura.

e La forma de los eslabones debe ser tal que la inercia en su eje longitudinal sea
aproximadamente cero.

e Sustituyendo los parametros en el sistema lineal debe ser controlable.

e Aplicando un control por retroalimentacion de estados la entrada de control sea pequefia.

e Simetria en el plano longitudinal y simple de manufacturar.

Para encontrar los parametros de una pieza debe seguirse un proceso iterativo, primero se
proponen los valores de los parametros y se comprueba que cumplan con los criterios seleccionados, si
los cumple puede procederse a la etapa detallada del disefio, si no, se deben proponer parametros
diferentes. Para hacer mas sencilla la eleccion de las dimensiones de los eslabones se programé una
interfaz grafica en Matlab.

Se tomo en cuenta que el primer eslabon, el brazo actuado, debe ser una solera, y que los
eslabones restantes tendran la misma forma de tres posibles: barra cuadrada, barra redonda o solera. En
todas las formas, los pardmetros propuestos en los menls son medidas estandar comerciales, excepto en
el ancho de las soleras, dado que es sencillo cortarla al tamafio deseado. Para la longitud de los eslabones
se puede escoger entre valores desde 5 hasta 30 cm para cada uno.

Para el calculo de la masa de cada eslab6n se tomd en cuenta como material primario el aluminio,
debido a su facilidad para la manufactura, su buena resistencia y su bajo peso relativo a otros materiales
igualmente resistentes.
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La otra parte de la interfaz consiste en introducir los valores deseados e iniciales para el control
del doble péndulo. Para la ecuacién caracteristica se debe introducir un porcentaje de sobrepaso y un
tiempo de asentamiento en segundos. También deben introducirse los coeficientes de friccion viscosa
para cada junta y las condiciones iniciales de las seis variables de estado ya que esta simulacion esta
basada en el modelo lineal del sistema. Como resultado obtenemos las raices de la ecuacion
caracteristica deseada y un aviso de si el sistema es controlable, es importante este resultado ya que
aunque el sistema no sea controlable el algoritmo de Maltab permite encontrar una matriz de ganancias.
También debe introducirse el angulo de referencia para el primer eslabon, en este caso se podria elegir
un angulo de referencia diferente de cero y es por eso que no s6lo se muestra la matriz del controlador,
sino también un precompensador.

control . -

-

— Eslabén 1

Escojaa

3/16
1/4
3/8 Escoja b [cm]
12 -

254

Longitud

masa
1716 »
1/8

Inercia

00870966

0000290615

v 20cm

—Eslabén 2,
Forma de los eslabones

Solera

—

0009525

masa

Longitud eslabones

00653225

Inercia 0.000218235

»| 20 cm

masa

Escoja b

0.0979837

Inercia 0.000735618

127 4

[ 30cm

Torgue de entrada
T T T

— Ecuacidn caracteristica d d; — Control
Es controlable 0.015
%Sobrepaso 10
. Ganancia retro de estados [K]: 0.01
Tiempo de asentamiento 3 =
ts =z
= 0.005
z
5
Raices-1.6667+2 274i -1.6667-2.274i [-0.0129474426823844 0.00348834248213625 -2.550931 | = 0
-0.005
Precompensador [K0]
-001 1 1 I ! ! I I ! !
— Condiciones inicial -0.0129474 0 1 2 3 4 g 6 7 8 9 10
teta 1 teta 2 teta 3 (ETEoE
’ ’ 1 Angu\u de referencia [°] . Posicién angular eslabdn 1
0
tetap 1 tetap 2 tetap 3
0 0 0
B
— Coeficiente de friccio ES
- g
=
b1 b2 b3 Calcular g
B £
016 0.016 016 Salir

tiempo [s]

Figura 3.1. Programa para asistir el disefio mecanico

Otra parte importante de los resultados de la interfaz es la representacion del torque de entrada
necesario para el control del doble péndulo, naturalmente no sera un resultado final pero si nos da un
valor minimo que debe poder cumplir el actuador que se elija. También se puede observar la respuesta
de la posicién del primer eslabén para el control elegido, el valor del tiempo de asentamiento y el
porcentaje de sobrepaso.
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De este primer proceso se encontrd que las dimensiones de los eslabones serian

Eslabon1 1 x7x 7.87[in®] = 2.54 x 0.635 X 20 [cm?]
Eslabon2 = x>x 7.87[in®] = 1.27 x 0.9525 X 20 [cm?]

Eslabon3  =x2x 11.81[in®] = 1.27 X 0.9525 X 30 [cm?]

Para seleccionar el actuador se necesitan conocer el torque requerido por el control y la
velocidad de giro.

Para conocer el torque requerido se probaron varias configuraciones con la interfaz para disefio
de las condiciones iniciales y los coeficientes de friccion. Se encontré que el sistema tiene mayor
sensibilidad en las condiciones iniciales de los eslabones 2 y 3 y que elevaban el torque requerido hasta
0.3 [Nm]. Como se tiene incertidumbre en los parametros de friccién, se dejé un factor de seguridad de
5, de tal forma que el torque limite sea de 1.5[Nm].

También se encontr6 la velocidad del eslabdn 1, si despreciamos la inercia del motor y las
pérdidas de potencia entre el cople del motor y éste, consideramos que esta velocidad es igual a la del
motor. Su valor maximo en las simulaciones fue de 2 [rad/s].

Teniendo en cuenta estas caracteristicas se decidio usar un motorreductor de corriente directa
con encoder incremental integrado. EI motorreductor seleccionado es de marca Pololu con una reduccion
de 131.25:1 con un encoder integrado de cuadratura con resolucion completa de 8400 pulsos por
revolucion con velocidad a rotor libre de 80 [rpm] y torque a rotor bloqueado de 250 [0z — in]
(1.77 [Nm]). A continuacidn se presenta una imagen del motor y un esquema con medidas tomados de
la pagina del fabricante.

M3 Tapped Hole

Figura 3.2. Esquema del Motor 37Dx57L de Pololu donde x es 26.5mm

Los pardmetros del motor obtenidos experimentalmente son los siguientes

Parametro | K{Nm/A] | K¢[V*s/rad] | R[ohm] | L[mH] | b[N*m*s/rad] J[kg*m?]

Valor 0.415 1.4 2.34 1.02 0.065 0.056
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Donde

k. es la constante que relaciona el par del motor y la corriente.
k. es la constante que relaciona el voltaje generado y la velocidad angular del motor.

R es la resistencia de armadura del motor
L es la inductancia del motor.
b es la friccion del eje del motor

J es la inercia del motor.

De acuerdo con el modelo del sistema se deben medir seis variables: las posiciones angulares de
los eslabones y sus respectivas velocidades. Medir las posiciones es relativamente sencillo, se pueden
utilizar encoders incrementales o absolutos y potenciémetros. Sin embargo, para medir las velocidades
angulares, se usan giroscopios, acelerdmetros o tacometros, lo cual se aleja de la simplicidad que se
busca en este disefio. De esta manera se decidié Gnicamente medir las posiciones angulares y el resto de
las variables se estimaran por medio de un observador o estimador de estados, el cual se detallara en el
capitulo siguiente.

Para la eleccidn de los sensores de posicion se tomaron en cuenta las siguientes consideraciones.

e Bajo costo.

e Fécil ensamblaje.

¢ Resistente a desalineacion de los ejes de giro.

e Fé&cil inicializacién de la posicion de referencia.
e Ligeroy de dimensiones reducidas.

e Manejo de voltajes TTL.

e Altaresolucion.

De acuerdo con los criterios anteriores se seleccionaron los encoders incrementales de
cuadratura E4P OEM de U.S. Digital, con resolucion de 1440 pulsos por revolucion con salida Unica.
Una desventaja del uso de encoders a diferencia de potenciémetros es que la salida debe tener un
procesamiento para que sea compatible con tarjetas de adquisicién de datos.

Figura 3.3 Imagen del encoder E4P OEM
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Una vez habiendo elegido el actuador del sistema y los sensores de posicion, se pudo definir la
forma de los demés componentes que unirian al péndulo doble.

Para el primer eslabon se duplicé su longitud de tal forma que el centro de gravedad estuviera lo
mas cercano a la junta entre el motor y eslabon.

Para las juntas entre eslabones se tom6 en cuenta que los eslabones 2 y 3 pudieran tener un giro
de 360° sin topes o limites. Y que el giro fuera suave, eso llevé a que se utilizaran rodamientos de bolas
para dichas juntas.

Se modificé el ancho inicial del eslabén 2 para poder montar en el mismo un rodamiento y del
otro lado el sensor de posicion.

El material usado para cada eslabén fue aluminio, debido a su alta resistencia a la flexion y su
baja densidad. Para los ejes de giro de los eslabones 2 y 3 se utilizo acero, ya que son las piezas que
sufren mas esfuerzos y si se deforman afectan de forma significativa a las mediciones y el
funcionamiento en general del sistema.

Como la mayor parte de las piezas tienen dimensiones comerciales, solo fue necesario
rectificarlas con proceso de fresado o de torneado. Los planos de fabricacion se pueden ver en el anexo.

Parametros finales

Los parametros del péndulo doble que se obtuvieron después del proceso de disefio y fabricacion
son los siguientes

Parametro Valor
L, [m] 0.2078
L, [m] 0.1841
Lz [m] 0.2937
l; [m] 0.05278
I, [m] 0.1048
I3 [m] 0.1434
I [kg - m?] 0.0036
I, [kg - m?] 0.00036166
I [kg - m?] 0.00072132
my [kg] 0.22494174
m, [kg] 0.09391861
ms [kg] 0.09855094

Debe tomarse en cuenta que los valores de L4, L, y L3 mas que ser la longitud de cada uno de los
eslabones, es la distancia entre los centros de giro de cada uno. Y las inercias estan medidas respecto a
los ejes principales del centro de gravedad, en el eje principal paralelo al de giro.



Figura 3.4 Vista explosionada del péndulo doble
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3.2 Disefo electrénico

Para el disefio electronico del pendulo doble se opté por un disefio modular, de tal forma que
cada modulo tenga una sola tarea y sea independiente de los demas y que si posteriormente se desea
cambiar o mejorar una de las partes no se vean comprometidos los demas maédulos.

Decodificacion de los encoders

El procedimiento para la decodificacion de los encoders sigue el siguiente esquema

Lectura de los Determinacion Cuenta de Conversién de las
encoders del sentido de los pulsos sefiales digitales a

giro analdgicas

Existen diferentes formas de implementar el algoritmo anterior. La primera opcion es utilizar
componentes de bajo nivel, como compuertas, flip flops y contadores para determinar el sentido de giro
y contar el nimero de pulsos. La ventaja de este tipo de circuito es que puede realizarse teniendo
nociones basicas de circuitos digitales y el tiempo de respuesta de las compuertas es casi insignificante.
La desventaja es que es muy dificil aprovechar la resolucion completa de los encoders y las conexiones
entre componentes se vuelven complicadas. En el siguiente circuito la resolucion de los encoders es la
mitad de la méxima.

NAND

UP

NAND_2

N DA AD 2ip © ol-2t } ROR
I @O/D)_ OB BO 3 Lok : , DS—O yor
= 6

o Q

&ND O F]' TALST4
= 1 NAND

FLIP FLOP TIPO D

DWN

NAND_2

CONTADOR 1 CONTADOR 2 CONTADOR 3
GND (O 1? Do ao -2 O  GND O—t 1'15 Do ao |2 O 5 6ND O 1? Do ao -2 O9
= b1 a1 O 2 = D1 a1 Qs 10— D! a1 3 10
S {p2 a2 O3 10 D2 Q2 O 7 3o Q2 O 1
D3 al—-~Q4 D3 QA ——s D3 Q3 —Q 12
T Ne 2w Tou :)% e LA g 2w Teu 3%
DWN Q——3— DN TeD P +fon  Teo P S—on Tep
1Q—drL 1Q—1dPL 10— P
GND (> MR GND ) MR GND ) MR

74LS193 7418193 7418193

Figura 3.5 Circuito para encoder 1
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Por otra parte si utilizamos un microprocesador para esta misma tarea podemos reducir el
namero y complejidad de las conexiones, y utilizar las interrupciones externas para aprovechar la
resolucién completa de los encoders.

Fiy
U1

——| PDORXDIFCINT1 PBO/ICP1/CLKOPCINTO (—12-
. A A O——¢—5 PoImXDPCINTI? PBI/OCIAPCINTY (2
(o) 2| PD2INTO/PCINTIE PB2/SS/OCTB/PCINT2 |-
i’ B B O——¢—Z—| PD3/NTH/OC2B/PCINTI  PBIMOSUOC2A/PCINTS [—F
-2 PDATOXCK/PCINT20 PBAMISOIPCINTA |1
1 PDST/OCOB/PCINT21 PBS/SCK/PCINTS [—12-
121 PDBIAINO/OCOAIPCINTZ2  PBB/TOSCAIXTAL/PCINTS ——
22 PD7AINUPCINTZS PBT/TOSC2XTALZIPCINTT |12
— 2 AREF PCO/ADCO/PCINTS [—22
= 20 1 avee PC1/ADCI/PCINTS (24
PC2ADC2IPCINTIO (22
PCHADCIHPCINTH1 |22
PC4/ADCA/SDAIPCINTI2 (2L
PCS/ADCS/SCLIPCINT3 —22
PCE/RESET/PCINTI4 |—

ATMEGA328P

Figura 3.6 Circuito para encoder 2

El resultado de los circuitos anteriores es la posicion absoluta del encoder en cddigo binario. En
ambos casos el numero de bits que se utilicen determinara la resolucion de la sefial, para el primer
circuito si se desea mas resolucion deben agregarse mas contadores, en el segundo caso deben
combinarse mas puertos para la salida.

En este trabajo se optd por la opcion del microprocesador ATMEGA 328p, para poder utilizar la
resolucién completa del encoder y en caso de alguna equivocacion, pueda corregirse mediante software
y que no implique una modificacion en el circuito impreso. Es posible utilizar este microprocesador ya
que la velocidad de su reloj es de 16[MHz] y la frecuencia maxima de lectura de los encoders es menor
al[kHz].

Analisis de los encoders

En un encoder de cuadratura existen dos sefiales desfasadas 90° que nos permiten detectar el
sentido de giro de un motor, las sefiales pueden representarse como sigue

Encoder
Input A

Encoder
Input B

Figura 3.7 Representacion de las sefiales de los canales de un encoder de cuadratura.
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Podemos identificar cuatro estados (Lectura de A, Lectura de B)

(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)

Dependiendo del sentido de rotacion es el orden en el que apareceran los estados. Si utilizamos
las interrupciones del microprocesador, podemos monitorear constantemente el momento donde aparece
un pulso, de esta forma podemos definir una maquina de estados de una forma sencilla. El reloj de la
maquina sera el cambio de estado de ambos canales del encoder, no tendremos problemas en usar dos
interrupciones ya que por el desfase de las sefiales no hay forma que se presenten al mismo tiempo y
provoquen un error en la lectura. Los estados podemos representarlos en forma decimal como 0, 1,2 y 3.
Para definir las transiciones de los estados se utilizé una tabla que relaciona el estado anterior con el
estado actual y la cantidad que debe sumarse o disminuirse dependiendo de la transicién

Estado Presente
0 1 3 4
0 0 -1 +1 X
Estado |1 +1 0 X 1
anterior 2 1 X 0 +1
3 X +1 -1 0

Si el valor de la lectura no ha cambiado entonces la suma el contador permanece constante, si la
secuencia va en una direccion lo que debe de sumarse a la cuenta total es +1 y si va en la direccion
contraria se le suma -1. Hay transiciones que no sucederan a menos que el encoder se salte pulsos, por lo
que no importa el valor asignado, en este caso se sustituyo la x por +2, pensando en que se saltd un pulso.

Después del procesamiento de los pulsos se convirtié a una sefial analégica con un convertidor
de 10 bits (AD753JP), con el circuito propuesto para una operacion bipolar en sus hojas de datos.

Etapa de potencia del motor
Para la etapa de potencia del motor se utiliz6 un puente T con la siguiente configuracién

Qi(c)

Q1
TPz 2> D1

TN5400

ent O

Q2
Tpa7 2 D2

1N5400

Q2(C) Qt:

Figura 3.8 Etapa de potencia motor



30

En el modelado del péndulo doble no se incluye la dinamica del motor porque se deseaba que el
disefio del control fuera independiente del motor usado, es decir, el mismo controlador puede usarse
siempre para el sistema del péndulo doble sin importar el cambio del actuador, también se deseaba
aplicar un tipo de control que no es muy usado en proyectos, que es el control de par de un motor de
corriente directa. Esto también permite que en trabajos futuros pueda modificarse el control del motor,
agregandose un control de velocidad si fuera necesario. El disefio del control y su implementacion se
veran en capitulos 4 y 5. En resumen, en este capitulo se disefiaron las dimensiones y forma de los
eslabones del péndulo, se eligieron los sensores y el actuador que se usarian, y se hizo el disefio y
analisis del circuito para la decodificacion de los encoders y la etapa de potencia del actuador.
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Capitulo 4
Disefio y simulacion de los controladores

En este capitulo se disefiard y simulara un control de par para el actuador seleccionado asi como la ley de
control que estabilizara al péndulo en uno de sus puntos de equilibrio inestable, y el control del péndulo
para acelerar su convergencia en su punto de equilibrio estable.

4.1 Control de par

La motivacion principal para hacer un control de par al motor es mejorar su desempefio y del
sistema en general, ya que puede ser insuficiente un control de tipo cinemaético. Otro punto importante es
el poder separar su dinamica del modelado del péndulo doble, de este modo si el actuador no cumple con
los requerimientos de par sea posible intercambiarlo sin que implique un redisefio del controlador del
péndulo.

El procedimiento para el disefio de un control de par del motor de corriente directa usado en este
trabajo se explica a continuacién. Primero se obtiene la funcién de transferencia del motor con entrada
de voltaje y salida el torque. Después se propone la ley de control y mediante el uso del lugar de las
raices de la funcion de trasferencia se seleccionan los parametros del controlador que presenten un
desempefio adecuado. Después se selecciona el sensor que se utilizard y se disefia el circuito para la
implementacion del control.

Como se establecio en el primer capitulo la funcion de transferencia simplificada del motor es

s+b
Tm(s) k T s+a
HE =505 =% | —sraEg | = Koo
V(s) R S+% s+p

Los pardmetros del motor encontrados en el capitulo 3, son

Parametro | K{Nm/A] | K¢[V*s/rad] | R[ohm] L[mH] | b[N*m*s/rad] J[kg*m?]

Valor 0.415 14 2.34 1.02 0.065 0.056

Con estos valores, la funcidn de transferencia queda como

s+ 1.161

H(S) = 0.1774m

Siendo el polo del sistema B,, = —5.594. Como el polo se encuentra en el semiplano complejo
izquierdo se puede asegurar que el sistema es estable. Para analizar el desempefio del motor se presenta
su respuesta al escalon unitario.
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Step Response
T

0.6

Amplitude

0.4

0.3

0.2

Time (seconds)

Figura 4.1 Respuesta al escalon

Se puede confirmar que el motor se estabiliza y su valor decrece ya que el motor sin carga no
demanda mucho par en estado permanente, si le agregamos una carga es necesario modificar la respuesta
del motor para que cumpla con el objetivo de regulacién y seguimiento de par. Se utilizara el controlador
propuesto por Reyes Pinner en Digital Control Law Design for DC Motor Torque Control. Se propone
un control con doble integral PII. La funcién de trasferencia del controlador es,

s+a
Gpir = Kpiy —52

Y el esquema de control queda

s+ZEro s+hiJ
Referencia - 2 sH{ktke+E"RV{RJ)

GPRI Kgan
Cantral Pl Funcion lazo abiertc reducida

Y

Y

Figura 4.2 Diagrama de blogues del motor y el control en lazo cerrado
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El procedimiento para escoger la ganancia Kp;; y el cero del sistema se basé en la modificacién
del lugar de las raices de la planta, se propusieron diferentes ceros y se buscé que la respuesta al escalon
tuviera un tiempo de asentamiento minimo en comparacion con el tiempo de asentamiento del control
del péndulo doble de 3 [s], que la ganancia del sistema no fuera muy grande para que pudiera ser
fisicamente realizable y que la entrada de control estuviera en un rango aceptable en la operacién del
motor. Después de un proceso iterativo se encontré que los valores del controlador quedan

s+ 20
Gp” =2 85 .70 2
S
Root Locus Editor for Open Loop 1(0L1) 2 Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1)
1 T T T 2 T T T T
08 ]
15
06 ]
10F
04 ]
02t | 5
o ]
] El
3 0 < 0
£ £
02 ]
5
o4l ]
A0k
0.6 ]
08 ] 15
4 . . . . \
J 5 4 3 2 El 0 20 L L L L 1 L L L
Real Ais 40 35 30 25 20 15 10 5 0 5

Figura 4.3 Root-Locus de la planta sin controlador y con controlador doble integral P11

El motor con controlador tiene la siguiente respuesta al escalén unitario

Step Response
4 ‘ ! 1 !

12 ;L'””"'”'"””'é””"””"””"{ """" System: Closed LDDthDy
: H : VO rtoy
Settling time {seconds): 0.168

Amplitude

Time (seconds)

Figura 4.4 Respuesta al escaldn del sistema en lazo cerrado



34

A continuacidn se presenta el valor de la entrada de control para el motor en volts.

Step Response
T T

Amplitude

Time {seconds)
Figura 4.5 Voltaje requerido por el motor

El voltaje de operacion del motor es de 12[V], por lo que esta accion de control no sobrepasa los
limites fisicos del motor. De acuerdo con las simulaciones el sistema del péndulo alcanzara valores de
hasta 0.3[Nm] por lo que se puede asegurar que las acciones del control son fisicamente realizables.

Por la naturaleza del motor, el objetivo de regulacion es mas dificil de obtener que el de
seguimiento, como se puede ver en la respuesta al escalon, al inicio la corriente de arranque, y por lo
tanto el par del motor, es méaxima y después se estabiliza en su valor final.

Es importante también aclarar que el motor esta limitado en el valor de par que puede alcanzar
aun con la accion del controlador.

4.2 Estabilizacion del péndulo doble

El principal objetivo de este trabajo es el control del péndulo doble en el punto de equilibrio
inestable [64,8,, 65 ] = [0°,0°,0°], como se habia mencionado antes este punto es de interés ya que es el
que presenta mayor inestabilidad y es por lo tanto el mas dificil de controlar. A continuacién se presenta
un analisis del sistema y el disefio y simulacién de un controlador para la estabilizacion del péndulo en
este punto.

4.2.1 Analisis del sistema

Una vez conociendo los parametros del doble péndulo obtenidos en el capitulo 3y el capitulo 5,
se puede analizar su estabilidad, controlabilidad y observabilidad. Esto nos ayudara a decidir con cuél
método se puede controlar el sistema o0 mejorar su desempefio.
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De acuerdo con los parametros obtenidos anteriormente, podemos definir de forma numérica las
matrices de la representacion en variables de estado del sistema como se observa a continuacion.

[0 1 0 0 0 0
|0 —2.1528 364507 —0.0720 -29351  0.0826 |
a0 0 0 1 0 (U
~lo —28780 111.6543 —03164 —61.5677 0.5392 |
|[0 0 0 0 0 1|
0 33029 —1281371 05392 167.0472 —1.1438
0
|[107.6388]|
[ 0 |
B=1 143.9006 |
| o |
|_165.1437]
1000 0 0
c=[o 0100 0‘
000010

Para analizar la estabilidad del sistema se obtienen los valores propios de la matriz A.
v, =[0 —16.1861 14.3963 —7.1750 —1.1932 6.5451]

De acuerdo con el método indirecto de Lyapunov, teniendo el sistema linealizado de un sistema
no lineal alrededor de un punto de equilibrio, si el sistema lineal es inestable entonces el punto de
equilibrio del sistema no lineal original es inestable, esto quiere decir que al menos un valor propio de la
matriz A se encuentra en el semiplano complejo derecho. Se puede concluir que el doble péndulo
rotacional en su punto de equilibrio 8, = 0°,6; = 0° es inestable, como se esperaba.

Ahora nos interesa saber si el sistema es controlable, es decir que exista una funcion de entrada
u(t) que permita llevar al vector de estados x a un valor deseado arbitrario. Esto se puede comprobar
construyendo la matriz ¢ de controlabilidad.

¢ = [B AB A%B ...A"1B]
Para este caso n = 6. El rango de la matriz de controlabilidad es 6, por lo que se puede concluir que el
sistema si es controlable.

Se tienen seis variables de estado, sin embargo sélo se mediran tres estados que representan las
posiciones angulares de los eslabones. Para poder encontrar el valor de las variables restantes se pueden
aplicar métodos numéricos, derivar las mediciones de los angulos, o bien, se puede encontrar un sistema
dinamico que estime los estados que no podemos medir. Para saber si el sistema tiene la capacidad de
poder construir un observador que estime las variables de estado que no se miden se debe construir la
matriz @ de observabilidad.

@=[C CA CA%..cA" 1T

El rango de la matriz de observabilidad es 6, por lo que se puede concluir que el sistema si es
observable.
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4.2.2 Disefio y simulacion del controlador

Las leyes de control que se disefiaran son técnicas de disefio de controladores en el espacio de
estados.

Objetivos de Control

El primer objetivo de control que se busca es la estabilizacidn del sistema, en este caso es mas
que suficiente para asegurar que todos los estados tiendan al punto de equilibrio inestable que se propuso.
Si se deseara también regulacion o seguimiento de una trayectoria s6lo podria hacerse para el primer
eslabén ya que es el Unico que estd actuado, siempre y cuando no se comprometa la estabilidad del
sistema.

El siguiente objetivo que nos interesa es el de desempefio, como el sistema es de sexto orden el
procedimiento para establecer una ecuacion caracteristica no es sencillo, sin embargo podemos utilizar el
concepto de polos dominantes para aproximar la respuesta a una de un sistema de segundo orden.

Retroalimentacion de los estados
Este sistema esta basado en la representacion en variables de estado del sistema

x = Ax + Bu
y =Cx

El objetivo es modificar la entrada de tal forma que nos permita estabilizar la planta y asignarle
un desempefio deseado. La ley de control utilizada es

u=r—kx

Donde k es una matriz de coeficientes constantes de dimensiones mxn, siendo n la dimension de
la matriz A 'y m el nimero de entradas, r es el nombre de la sefial de entrada que correspondera al valor
deseado para la planta, en el caso de estabilizacion r = 0.

De esta forma las ecuaciones del sistema se modifican

x =Ax+ B(r — kx)
x =(A— Bk)x + Br
x = Ax + Br

Para analizar la estabilidad del sistema es necesario conocer su ecuacion caracteristica |sI —
A| = 0y que sus valores propios estén en el semiplano complejo izquierdo. Para asignar el desempefio
igualaremos la ecuacion caracteristica del sistema con la deseada, basandonos en un sistema de segundo
orden. Es importante mencionar que a pesar de que se usara el concepto de polos dominantes como se
habia dicho anteriormente, no se anula la respuesta de los polos no dominantes, por lo que la respuesta
del sistema podria ser diferente de la disefiada.
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Para escoger la ecuacién caracteristica deseada se propuso como porcentaje de sobrepaso 10% y
como tiempo de asentamiento 4[s], estos pardmetros se obtuvieron después de un proceso iterativo
donde se debian cumplir los siguientes criterios, si el tiempo de asentamiento es pequefio la accién de
control requerida sera grande lo cual puede provocar un estado transitorio que desestabilice al sistema. Si
el tiempo de asentamiento es grande, puede que el sistema no llegue a estabilizarse por el tiempo que
tarden en realizarse las acciones de control. Por otra parte el sobrepaso tenia que ser pequefio para que
las variables del sistema no se alejaran demasiado del punto de operacion y tanto el controlador como el
observador funcionaran de una forma adecuada.

Se puede obtener la ecuacion caracteristica de segundo orden basandose en los valores del
tiempo de asentamiento y porcentaje de sobrepaso propuestos, con los siguientes valores propios.

pa = [-1.25 + 1.7055i ,—1.25 — 1.7055i]

Estos seran los polos dominantes. Para determinar el resto, se tomara la parte real de los polos
dominantes y se alejaran del eje imaginario por lo menos cinco veces en magnitud, de esta forma los
polos de la ecuacion caracteristica deseada son

Peontrot = [—1.25 + 1.7055i ,—1.25 — 1.7055i ,—12.5,—12.4, —12.39, —12.41]

Como se sigui6 el algoritmo de Matlab para la localizacion de los polos, no se permite que la
multiplicidad algebraica de los valores propios sea mayor al rango de la matriz B, que en este caso es 1,
por lo que se modificaron ligeramente.

Para localizar los polos, se utilizé la instruccion place de Matlab que sigue el algoritmo usado en
la referencia [11]. La matriz de ganancias k se define como

k =[-0.1632 —0.1250 —2.9589 —0.1.0302 —11.0722 —1.1104]

El esquema de control del sistema lineal es de la siguiente forma

T
o gl X = Ax+Bu S ]
Referencia - y=Cx+Du
Primer eslabén Planta Lineal Salida a Pasicién
regular brazo

2 }‘;

Controlador K

Figura 4.6 Diagrama de bloques sistema linealizado con retroalimentacion de estados

Para comprobar que el controlador basado en el sistema lineal sea valido se debe programar el
sistema no lineal y verificar que sus respuestas en el punto de operacién sean parecidas y que se cumpla
el objetivo de control propuesto.
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Figura 4.7 Diagrama de bloques del sistema no lineal

Dentro del bloque “Planta no lineal” estan programados {,, G, §3; como los encontramos antes
de la linealizacion. La entrada par del sistema representa los parametros de masas, inercias, longitudes y
gravedad.
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¥
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torgus
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Referencia
Primer eslabdn nl

parametros

par

Vector de estados

Flanta no lineal

Salida a
regular

S e

Pasicién
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de |a planta

K=u I#

Controlador K

Figura 4.8 Diagrama de bloques sistema no lineal con retroalimentacion de estados

Para definir las condiciones iniciales del péndulo doble se tomd en cuenta que se inicializara en
su posicion vertical e invertida y que partira del reposo, por lo que las velocidades de los eslabones seran
cero. Como se desea que cuando comience a caer el péndulo exista una accion de control que corrija su
posicion y lo lleve al equilibrio las condiciones iniciales para la simulacion quedan definidas a
continuacion.
= [0[°],0[rad/s ],2[°],0[rad/s |, —2[°], 0[rad /s ]];

Ciniciales

Con sus respectivas transformaciones a radianes.
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A pesar de que no se considerd la dindmica del motor para el disefio del controlador, si se tomo
en cuenta en las simulaciones de esta forma se tiene un acercamiento mas real de las condiciones en las
cuales trabajara el controlador del péndulo. El esquema de control queda de la siguiente forma.

] | )

h 4
+

Tau Tau_sal P torque
Ll o Ll 1
Referencia - \ [:]
! A Jector de estados " u
Primer eslabon - ¥ S
o e par par .
Control de par motor i Salida s Posicion
parametros Planta no lineal regular brazo
de |la planta

K*u |<

Controlador K

Figura 4.9 Grafica de los estados del sistema

La respuesta del sistema no lineal con retroalimentacion de estados se puede ver a continuacion

Vector de estados refro de estados

pos. eslabén 1
vel.eslabon 1
pos. eslabén 2
vel. eslabdn 2
pos. eslabén 3
vel eslabén 3 |

05

"l=

Magritud [rad)], [radfs]
=)

05 1 15 2 25 3 35 4 45
tiempo [s]

Figura 4.10 Gréfica de los estados del sistema
Como se puede observar en la grafica anterior el sistema se estabilizara aproximadamente en 4

segundos y que la accién del control en la respuesta transitoria no lleva a valores muy elevados los
estados del sistema, haciendo el movimiento de una forma mas suave.



40

Se dibujé también par requerido por el sistema durante este tiempo.

Torque de entrada retro de estados
0.25 T T T T T

Torgue de entrada [Nm)

tiempo [s]
Figura 4.11 Gréfica de la entrada requerida.

De la gréfica anterior se puede concluir que el valor requerido de par del motor estara dentro de
su intervalo de operacion. Es importante mencionar que no se considerd para las simulaciones la zona
muerta del motor ni el backlash y esto afectard en gran medida el desempefio del controlador. La
evaluacion sobre los efectos de esta no linealidad en el desempefio del péndulo se deja como un trabajo a
futuro.

A continuacién se muestran el comportamiento del sistema lineal solamente para observar su
similitud con el sistema no lineal.

Vector de estados Modelo lineal

— DOS. eslabon 1
vel eslabdn 1
pos. eslabdn 2
vel eslabdn 2
= pos. eslabdn 3
1TH vel. eslabon 3 [

05

Magnitud [rad], [radfs]

05

1 2 3 4 5 6
tiempo [s]

Fig.4.12 Gréficas de errores absolutos entre el sistema no lineal y el lineal
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Se puede observar que el sistema lineal y no lineal se comportan de forma parecida con el
control de retroalimentacién, esto reafirma que el modelo lineal es una buena representacion del sistema
alrededor de su punto de equilibrio.

Retroalimentacion de la salida

El principio de separacién sefiala que el disefio de la ley de control y el observador pueden
realizarse de forma independiente en un sistema lineal. Al tener un sistema no lineal, no podemos
asegurar el funcionamiento correcto del observador por eso nos apoyaremos de las simulaciones para
encontrar las condiciones en las que se pueda trabajar con un observador lineal.

Como se sefiald anteriormente, el observador es un sistema dinamico por lo tanto también tendra
ecuaciones diferenciales que lo describan, como es un sistema lineal también podemos representarlo en
variables de estado. Las ecuaciones del observador son las siguientes.

Donde L es una matriz de coeficientes constantes de dimensiones nxp, siendo n la dimensién de
la matriz A'y p el nimero de salidas medidas; y es la matriz de salidas medidas de dimension pxn; I es
una matriz identidad de dimensién n.

La ecuacién dindmica del error de estimacion es
é, = (A—LC)e,

Por lo que si la matriz (A — LC) tiene valores propios negativos se asegura que el error se
estabiliza y tiende a cero.

El procedimiento para determinar L es muy parecido a como encontramos el controlador k, por
lo que primero necesitaremos los valores propios de una ecuacion caracteristica deseada. Como el
observador es usado para el control los polos deseados del observador deberan ser al menos cinco veces
mas grandes en magnitud que los polos del controlador. La forma de los polos que escojamos
determinara como se estiman los estados, si tenderan al valor del estado de una forma subamortiguada,
etc. En este caso se prefiere que la estimacion se haga de una forma sobreamortiguada por lo que s6lo se
tomaré la parte real de los polos del controlador.

|pobs| > Slpcontrol
Finalmente quedan como

Pops = [—6.25 —6.15 — 625 —62 — 6195 — 62.05]
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Para poder utilizar la funcion place de nuevo, necesitamos manipular la forma de la matriz A, ;.
Conociendo que los valores propios de una matriz son los mismos que los de su transpuesta podemos
utilizar la transpuesta de la matriz A4,s.

Aops = (A - LC)

Aogps’ = (A—LCO)T = AT —CTLT

Para acelerar la convergencia de los estados estimados se proponen las mismas condiciones
iniciales. Esto puede hacerse con relativa facilidad por medio de software.

El diagrama de bloques del sistema con control y observador se muestra a continuacién.

Referencia
Primer eslabdn

h 4
+

' S LER

Tau_sal

Control de par motor
parametros

de |a planta

torgue

Vector de estados

Planta no linesl

Kru |4

Sslidss
medidas

X =Ax+Bu [
y = Cx+Du

Observador

Figura 4.13 Diagrama de blogues sistema no lineal con retroalimentacidon de la salida

Controlader K

La respuesta del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida y el error de estimacion se
muestran a continuacion

Vector de estados

05p

pos. eslabén 1
—— vel eslabdn 1
pos. eslabén 2
— vel eslabdn 2
pos. eslabén 3

vel eslabon3 H

0504

Magnitud [rad], [rad/s)
o
P4

' ——

Figura 4.14 Gréfica de los estados del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida.

3
tiempo [s]
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Error de estimacion

08
error pos. eslabon 1
error vel. eslabon 1
error pos. eslabon 2
error vel. eslabén 2
06 error pos. eslaban 3
error vel. eslabon 3
0.4 |-

02

Magniertud [rad)], [rad’s]

0 —
02
04
06
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

tiempo [s]

Figura 4.15 Gréfica del error de estimacion de cada estado

Si comparamos las gréficas de las respuestas de los estados en el sistema con la respuesta del
sistema con retroalimentacion de la salida se puede concluir que esta ultima tiene un buen
funcionamiento.

La entrada requerida por el sistema con retroalimentacion de salida tiene una forma parecida a la
obtenida con la retroalimentacion de los estados, sin embargo la magnitud es casi el doble de la anterior.
La gréfica se muestra a continuacion.

Torgue de entrada
04 ‘ ‘ 1 T T

G T S — — —

P B — . —— S ——

0.1 k-t R SEEEEEEEE R SRR

Torgue de entrada [Nm]

tiempo [s]

Figura 4.16 Grafica de la entrada requerida
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4.3 Aceleracion de la convergencia al punto de equilibrio estable

A pesar de que el principal objetivo del trabajo es la estabilizacion del péndulo en su posicion
invertida, es natural el disefiar un controlador para acelerar su convergencia al punto de equilibrio estable,
es decir cuando [64, 85,65 ] = [0°,180°,0°]. A continuacion se analizara el desempefio del sistema y se
propondra un control para mejorarlo. Se seguird el mismo procedimiento que la seccion anterior para el
disefio del controlador.

4.3.1 Andlisis del sistema

Para poder establecer parametros de disefio para el controlador es necesario analizar la respuesta
del sistema sin entrada. Para la simulacion del sistema no lineal de modificé el diagrama de bloques de
tal forma en que el punto [64,0,,65] = [0°180°0°] se convirtiera en el punto [64,60,,05] =
[0°,0°,0°].

A continuaciébn se presenta la respuesta del sistema para las condiciones iniciales

rad rad
Ciniciates = [0.065[rad], 0 [T] ,—0.1630[rad],0 [T] ,0.7710[°],0[rad /s ]];

Respuesta del sistema
08

pos. eslabon 1
pos. eslabon 2
pos. eslabon 3

06

04 |

02 h

TN NN

ofHHt V]V\/Vvv

'

-04

-06
0

o
o

15 20 25
tiempo [s]

Figura 4.17 Gréfica de la entrada requerida

Como se esperaba, el sistema es estabiliza alrededor del punto de equilibrio, y llega a su valor
final aproximadamente a los 15 segundos.

30
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4.3.2 Disefio y simulacion del controlador

Como el sistema en este punto es estable, el objetivo que nos interesa es el de mejorar su
desempefio, también se utilizara el concepto de polos dominantes y se haran iteraciones hasta encontrar
unos valores adecuados de porcentaje de sobrepaso y tiempo de asentamiento.

Los parametros propuestos son: porcentaje de sobrepaso 10% Yy tiempo de asentamiento 2.7 [s].
Los polos de la ecuacion caracteristica deseada son

Peontror = [—1.8519 + 2.52i,—1.8519 — 2.52i ,—18.5185, —18.4185, —18.4085, —18.4285]

Para obtener la ganancia del controlador se obtuvo la linealizacion del péndulo doble en el punto
de equilibrio estable. Las matrices de la representacion en variables de estado del sistema se muestran a
continuacion.

[0 1 0 0 0 0
|0 —21528 364507 00720 —29351 —0.0826]
A=|0 0 0 1 0 0 |
lo 28780 —111.6543 —03164 615677 05392 |
|lo 0 0 0 0 1|
0 —33029 1281371 05392 —167.0472 —1.1438
[107%388]
I p I [1 00 0 0 o]
B=|_ lic=[0 010 0 0
| 14369006| 00 00 1o
| 165.1437 |

La matriz de ganancias k se define como
k =[1.7392 1.0010 —12.3177 —0.5291 —0.6498 — 0.6662]
Los polos del observador son
Dobs = [—9.2593 —9.1593 —92.5926 —92.0926 —92.0426 — 92.1426]

El diagrama de bloques del sistema con control y observador queda como sigue

¥
+

¥ =AxtBu |
f ¥ = Cx+Du

Rer _ I Tau Tau_sal = torgus
il i = Vector dz estados Observador
Primer eslabén a2
Control de par motor P Salidas
pardmetros Planta no lineal medidas
de la planta
F=u I:

Controlader K

Figura 4.18 Diagrama de bloques sistema no lineal con retroalimentacion de la salida
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habia calculado. Se presenta la grafica del error de estimacién.

Magniertud [rad], [rad/s]
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La respuesta del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida se muestra a continuacion.

Vector de estados

tiempo [s]

5
pos. eslabén 1
vel. eslabon 1
= pos. eslabén 2
vel. eslabén 2
— pos. eslabn 3
vel. eslabén 3
%27
Y- 0.0006908
. e A
S e
o S S
-10
05 1 15 2 25 3 35

Figura 4.19 Gréfica de los estados del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida.

Se puede comprobar gque cuando el tiempo alcanza 2.7 [s], el sistema ya se estabiliz6, como se

Error de estimacién

error pos. eslabon 1
error vel. eslabon 1
error pos. eslabon 2
error vel. eslabon 2
error pos. eslabon 3
error vel. eslabén 3

05

tiempo [s]

25

Figura 4.20 Gréfica de los estados del sistema no lineal con retroalimentacion de la salida.
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La entrada de par requerida por el sistema se encuentra dentro del rango de operacion del motor.
La gréfica se muestra a continuacion.

Torque de entrada
035 T : : : : :

FOPY 1 S UM SN SRS S ——

Torgue de entrada [Nm)
[=]
!

PSSV NS NN U N S ———

. | S S BN S SRR SO
1 S S U SR SRR SO
o5 | : : : : :
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
tiempo [s]

Figura 4.21 Grafica de la entrada requerida

En este capitulo se disefi6 el controlador que estabilizara al sistema, también se comprobé que la
ley de control que se disefié para el sistema linealizado es aplicable al sistema no lineal, confirmando la
validez del sistema linealizado. Se disefié un observador lineal para una planta no lineal y se comprob6
gue puede ser aplicado siempre y cuando las condiciones iniciales de los eslabones entren en el intervalo
establecido. También se disefi6 el control de par del actuador seleccionado lo cual le da independencia
respecto al control seleccionado, de tal forma que si las condiciones del actuador cambian el control de
los eslabones del péndulo siga siendo valido.
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Capitulo 5
Implementacion y resultados

En este capitulo se presentara la validacion del modelo matematico encontrado en el capitulo 2 y se
describird cémo se implementaron los distintos controladores disefiados, y se presentaran y discutiran los
resultados de esta implementacion.

5.1 Validacién del modelo mateméatico

Para la validacion del modelo matematico se compararon la respuesta del sistema con el modelo
no lineal obtenido en el capitulo 2 y la respuesta del sistema fisico bajo las mismas condiciones iniciales
sin entrada alguna. Es importante hacer una validacion del modelo matematico ya que nos da mayores
posibilidades de poder controlarlo de una forma exitosa, lo cual es el objetivo de este trabajo. En el
capitulo 3, se encontraron los principales parametros del péndulo doble: las masas, inercias, longitudes a
los centros de gravedad de los eslabones, etc., sin embargo no se cuenta con los valores de friccion de las
juntas rotacionales. De esta forma la verificacion del modelo no solo es de interés para asegurar el
correcto funcionamiento de los controladores sino aportara una aproximacion a los valores de friccion
propuestos.

Las condiciones iniciales de las pruebas fueron las siguientes:
[64,0,,05] =[0.0018,4.6812,—1.5338][rad] y con entrada nula. Después de iterar entre posibles
valores de friccion se encontr6 que los mejores resultados se obtuvieron cuando b; = 0.02 [Nms/rad],
b, = 0.0005 [Nms/rad], b; = 0.0005 [Nms/rad]. A continuaciéon se presentan las respuestas del
modelo y de la planta real para cada eslabén.

Primer eslabdn Primer eslabdn

06 ‘ . 0.03 , ‘

posicion modelo

posicién experimento

____________________________________________________________________________

Posicién angular [rad]

Posicidn angular [rad)

tiempo [s] tiempo [s]

Figura 5.1 Grafica de la respuesta del primer eslabon del modelo matematico y la planta real.
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Estas primeras graficas muestran comportamientos muy diferentes, esto se debe a que el sistema
estaba acoplado al motor y para hacer las pruebas con respuesta libre no se contaba con algun
mecanismo adicional que le permitiera la libertad de movimiento al primer eslab6n. Se pueden ver dos
efectos que afectaron su comportamiento, el primero es la inercia del motor, que al ser mucho mayor que
la del primer eslabén, el momento generado por el movimiento del péndulo fue insuficiente para
vencerla por lo que el primer eslabon sélo pudo moverse una cantidad limitada debido al backlash del
motor, que es el juego que existe entre los engranes de la reduccion del motor y representa el segundo
factor que interfirid con la prueba. Este cambio de direcciéon abrupto del primer eslabon afecta el
movimiento de los otros eslabones pero en una menor cantidad, por lo que se pueden hacer
comparaciones mas cercanas entre el comportamiento del modelo matematico y el de la planta.

5 s do eslabé
Tercer eslabdn 5 egundo eslabon ‘
2 , ,

posicion modelo

posicion experimento

05111

05 A A e —

Posicién angular [rad)]
f=]

:3

..-,-_-:‘.

,?’" :

5 :

i

Pasicién angular [rad)

tiempo [s] tiempo [s]

Figura 5.2 Gréfica de la respuesta del segundo eslabdn del modelo matematico y la planta real.

Aqui se puede observar un comportamiento mas parecido entre las dos respuestas del segundo
eslabon, al principio las primeras tres oscilaciones tienen una frecuencia muy parecida y después se va
desfasando el resto de las oscilaciones. También se observa que la magnitud de las oscilaciones esta en
el mismo rango de valores y se estabiliza en lapsos de aproximadamente 12 segundos.

. Sequndo eslabdn Tercer eslabén

15 T T
=

posicidn experimento

] oo freseseren ] THFT

Posicién angular [rad]
Fosicién angular [rad)

tiempo [s] tiempao [s]

Figura 5.3 Grafica de la respuesta del tercer eslabén del modelo matematico y la planta real.
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Al igual que las graficas para el segundo eslabdn, la respuesta del tercer eslabén tiene la misma
frecuencia en las primeras oscilaciones, y después se desfasa. En cuanto a la magnitud de las
oscilaciones, en el modelo matematico se tiene simetria, mientras que en los resultados experimentales
hay mayor oscilacion en un sentido, lo cual sugiere que una forma de modelar la friccion podria ser con
un valor para velocidades positivas y otro para las velocidades negativas.

Las diferencias entre las respuestas tedricas y experimentales, muestran que los valores de
friccién que se tomaron no resultan suficientes para modelarla correctamente, si el objetivo principal de
este trabajo fuera exclusivamente el modelado, se deberian proponer diferentes tipos de modelos para la
friccién que incluyan friccidn seca. A pesar de estas diferencias se puede encontrar una buena similitud
entre el modelo real y el matematico, y se obtuvieron los pardmetros restantes que mejoraran los
resultados de las simulaciones y del control del péndulo. Es importante aclarar, que aun si se tomara la
friccion como cero, el control debe ser suficientemente robusto como para compensar esas diferencias.

5.2 Control de par

Para implementar el control de par, se decidié utilizar un circuito analdgico, una razén fue que la
implementacion del controlador del péndulo se realizaria en la computadora y las sefiales de control se
obtendrian con una tarjeta de adquisicion de National Instruments. Hacer un control analdgico de par
tiene multiples ventajas, por una parte pueden utilizarse las sefiales con voltajes analégicos obtenidos por
la tarjeta de adquisicion sin tener que manejar salidas digitales y con PWM que requeriria mayor
procesamiento, por otra parte la etapa de potencia para voltajes anal6gicos resulta muy sencilla de
implementar, como se muestra en el capitulo 3. Otra ventaja, que a su vez es la razén con mayor peso
para escoger un control analégico es la compatibilidad con los sensores que existen en el mercado.
Como es muy dificil medir el par del motor, se aprovechd la caracteristica de que en los motores de
corriente directa el par producido es directamente proporcional a la corriente, asi se escogié un sensor de
corriente lineal de efecto Hall ACS714 de —5 a 5 [A] con una salida proporcional a la corriente medida
de 185 [mV /A] centrada en 2.5 [V], con una alimentacion de 5 [V].

Figura 5.4 Sensor de Corriente ACS714 de Pololu. Imagen del fabricante

Este sensor de corriente es muy sensible y sus mediciones presentan ruido, por lo que se
instrumentd con un seguidor y un filtro pasabajas de 10 [Hz].
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El esquema de control para el par del motor se modificé ya que la retroalimentacion sera de
corriente y no de par, como se muestra a continuacion.

Motor
Vis) Wis) Tis)
Control —| Etapa de potencia Planta ; e 1)
Salida de la DAQ Par del motor
b s T
Cemiente del motor
ifs)
Acondicionamiente del sensor Sensor comiente

Figura 5.5 Esquema de control de par modificado

Al considerar el esquema de control anterior es necesario el escalamiento de la sefial que se
obtendrad del control del péndulo de tal forma que el voltaje de salida de la tarjeta de adquisicién
represente el valor de la corriente deseada. Se modific la funcion de transferencia del controlador para

que incluyera el término de la multiplicacién de la constante k; por la nueva funcién de trasnferencia, la
cual queda como sigue

s+ 20

GP” = 1185678 SZ

Para implementar el control se separé la funcién de transferencia con dos amplificadores en
cascada, de acuerdo con el siguiente diagrama

R2 T;
c2
VWA il |{
R1 \ +\
AMA ﬁ_/ ;\Rj\/ _
+
+

N

Figura 5.6 Diagrama del circuito del controlador

Donde R, = 50[kQ2]; R, = 50[kQ2]; R; = 8.433[k2]; C; = C, = 1[uF].
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Para comprobar el control de par, se realiz6 una prueba de seguimiento de una senoidal con
amplitud de 0.24[Nm]. El resultado puede verse a continuacion.

Control de par

0.3 T T T T
: : : 3 : par deseado
” : : R : : n : ﬂ par medido

I Hﬂ """" R 1 —
ot et A e

E i
z of Srpeenene e =

5l T

o '

g :

3 5 1 ! 1 5 5
201 EEEEE T RRREl S SERN Bt NEEE BN SRRt ¢ SEEE SN EEEEE B: | ARER | BN SRR (X1 SURED (BN RESL 7 SeREee e =

@ ! : ! : : :

2 | l

| \ !
ERRERRRRRRE U -
S S— R S R — .

04 i i | i | |
0 50 100 150 200 250 300 350

At

Figura 5.7 Gréfica par deseado y par medido

Los resultados presentados fueron filtrados digitalmente, ya que la sefial medida por el sensor
contiene mucho ruido, y si se adquiria la sefial filtrada anal6gicamente con el circuito, se veia un desfase
entre la sefial medida y la deseada. Se puede observar que si se sigue la sefial deseada, aunque en las
partes con mayor amplitud parece truncada la sefial medida, esto se debe al filtro digital que es un
promediador y los picos que se tenian en esas partes se suavizaron.

5.3 Aceleracion de la convergencia

Como se comentd en la seccidn anterior la implementacion del control se hard mediante software
en una computadora, especificamente en el software Labview de National Instruments, se escogi6 este
programa por su facilidad de uso, y porque las tarjetas de adquisicion con las que se cuenta en el
laboratorio son de National Instruments.

A continuacién se presenta el programa que se utilizbé para la ejecucion del controlador y la
comunicacion con la tarjeta de adquisicion de datos.
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Figura 5.8 Panel frontal y programacion en bloques
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La primera parte en ejecutarse es un bloque que procesa las matrices de la representacion en
variables de estado del sistema y calcula el modelo de observador y la ganancia del controlador por
retroalimentacién de estados. Una vez terminada esta parte se procede a los ciclos while del programa
principal.

Discretizado|  p;gcrete State-Space Model
Condiciones iniciales ==
Construccion
Observador 2 4
Estimador

~——lvont "‘1000] Milisegundos

» Standalone | Polos Observador
7 = b X
Entradas Multiple Output ~
e £ 1

Representacion
variables de
estado

fl©  psi=¢log(sp/100)
2 wn=5/(psi*ts);

I 2 P=[12*psi*wnwn:
4 rt=roots(P); &
5 Ip=10; %Alejamie, [Polos Controlador] |
6 pl=lptreal(rt(1)); | Hgm—————I

polos_retro=[rt(1)

(]

[ —

ICélcqu de la ganancia del controladorl

Figura 5.9 Programacion en bloques del subVI1

El programa principal tiene dos ciclos while , en uno se adquieren los angulos medidos y se
convierten de su valor analégico asignado a radianes, después de haber adquirido las tres sefiales se
manda una notificacion junto con el arreglo de los angulos al otro ciclo, en este se implementa el
observador y el controlador por medio de blogues de un sistema discreto en variables de estado y
mediante el bloque definido para la retroalimentacion de estados respectivamente, después se procesa la
salida para que el valor del voltaje represente una sefial de corriente con la misma escala y corrimiento
que la instrumentacion del sensor de corriente en el control de par. Se utilizo la tarjeta de adquisicion
PCI 6221de National Instruments.

Se realizaron diversas pruebas para probar el funcionamiento del control para la aceleracion de
la convergencia, de las cuales se seleccionaron las tres mas representativas y los resultados se muestran a
continuacion.

Debe recordarse que para el control en el punto de equilibrio estable se redefini6 el origen del
sistema de coordenadas generalizadas en este punto, como se menciond en el capitulo anterior.

Ganancia del controlador
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rad

Condiciones iniciales: Ciniciaies = [0.065[rad], 0["%|,~0.1630[rad],0 [=%],0.7710[°], 0[rad/s ]};

Se muestran la respuesta de cada uno de los eslabones y la sefial de control que se requirié para

el control.

Posicion angular [rad)

Posicidén angular [rad]

Experimento 1.Eslabdn 1.

0.26

022

02

0.18

0.16

0.14

0.12

SO T A T T —

01
0.08
0.06
0
tiempo [s]
Figura 5.10 Respuesta primer eslabdn
Experimento 1.Eslabdn 2
04 ) ' : : )
e e e e S
(T8 Y SSSRRRES SN S —— S S — '
0.1 11 X272 | """"""" T
Y: 0.029 ; :
0H R e .
T 1 e -
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Figura 5.11 Respuesta segundo eslabon
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Figura 5.12 Respuesta tercer eslabon
Experimento 1.Torque de entrada
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Figura 5.13 Par requerido del motor
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Se puede observar que el sistema se estabilizd y como se deseaba se mejor6 el desempefio de su
respuesta, mientras que en las simulaciones el tiempo de asentamiento era de 12 [s], con la
implementacién del control se redujo a 2.7[s], lo cual fue el planteamiento del disefio el controlador. En
cuanto a la sefial de control, se mantuvo en el mismo rango que en las simulaciones y se encuentra
dentro del intervalo de par que puede proporcionar el motor. Se observa también que al principio parece
tener una respuesta continua y después se corta y aparecen pulsos, esto se debe a que el motor comienza
a moverse a partir de un par con una magnitud de valor absoluto de 0.07 [Nm] por lo que valores
menores a ese no proporcionaran una respuesta del sistema, por eso se tomd la decision de que en el
programa cuando apareciera una magnitud de valor absoluto menor de 0.07 [Nm] se intercambiara por
cero, el resultado del control no cambia, pero el calculo del observador puede desviarse por estos valores.

Podemos también observar que el valor en estado permanente de la posicion del primer eslabon
no es cero, y por eso en la grafica del par aparecen valores negativos aun después de la estabilizacion del
péndulo, sin embargo estos entran en la zona muerta del motor, por lo que le impedird llegar a la
posicion deseada.

Experimento 2

rad

Condiciones iniciales: c¢ipiciaes = [0.003[rad], 0 [71,0.524[rad],0 [%],—0.535[°],0[rad/s]];

Se muestran la respuesta de cada uno de los eslabones y la sefial de control que se requirié para
el control

Experimento 2 Eslabon 1
0.3 T T T T T T

Posicién angular [rad]

tiempo [s]

Figura 5.14 Respuesta primer eslabdn
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Figura 5.15 Respuesta segundo eslab6n
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Figura 5.16 Respuesta tercer eslabon
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Experimento 2 Torque de entrada
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Figura 5.17 Par requerido del motor

En este caso, se aumentd aproximadamente tres veces el valor de la posicion inicial del segundo
eslabdn en sentido positivo, se espera que con este cambio el tiempo de estabilizacion sin control supere
los 15 segundos como en el caso pasado, por lo que podemos ver que si hay una mejora en el desempefio
de la estabilizacion, sin embargo no se cumple el tiempo de asentamiento planteado, esto se puede deber
a que al aumentar el valor de las condiciones iniciales no fuera posible al sistema controlado cumplir esa
condicién, también puede deberse a que las condiciones iniciales estdn mas alejadas del punto de
operacion planteado en la linealizacion sobre la cual estd basada el motor. Otro punto importante de
mencionar es que no aumentd el rango de valores del par requerido, si el par hubiera aumentado
posiblemente el tiempo de asentamiento se hubiera reducido.

Al igual que en el experimento anterior no se alcanza la posicion deseada en el primer eslab6n
por las causas explicadas anteriormente.
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Experimento 3

Condiciones iniciales: cipiciaies = [—1.025[rad], 0 [%],0.009[rad],0 [%],—0.002[°],0[rad/s]];

Se muestran la respuesta de cada uno de los eslabones y la sefial de control que se requiri6 para
el control.

Experimento 3 Eslabon 1
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Figura 5.18 Respuesta primer eslabon
Experimento 3 Eslabdn 2
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Figura 5.19 Respuesta segundo eslab6n
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Experimento 3. Eslabdn 3
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Figura 5.20 Respuesta tercer eslabon
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Figura 5.21 Par requerido del motor
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En este caso, de las condiciones iniciales la Gnica que no es cero es la del primer eslabén, v el
control corrige su posicion para llegar al origen, sin embargo hay un error en el valor del estado
permanente del eslab6n, aun cuando se intenta corregirse el valor de la sefial de control entra en la zona
muerta del motor.

Los valores del par del motor requerido se mantienen en el mismo intervalo y el tiempo de
asentamiento es de aproximadamente 4 segundos.

El funcionamiento del control con diferentes perturbaciones puede verse en el siguiente vinculo:
= http://www.youtube.com/watch?v=Pc0d-vxMPyU

5.4 Estabilizacion del péndulo doble

De los resultados de la implementacion del control en el punto de equilibrio estable (ambos
eslabones del péndulo hacia abajo), se puede ver que el efecto del backlash y/o zona muerta causado por
la caja de engranes del motorreductor es grande, provocando que el péndulo no tenga un desempefio
muy bueno.

En este caso, como el punto de equilibrio es estable, el efecto sélo es en cuanto al desempefio y
no de su estabilidad. Sin embargo, si se quiere implementar el control en el punto de equilibrio inestable,
el efecto del backlash y/o zona muerta comprometeria seriamente la estabilidad.

Se ha demostrado con simulaciones numéricas que el control es posible, sin embargo, la
experimentacion no fue posible, dado que para poder llevarlo a cabo se requeriria una de dos soluciones:

1. Incluir el conocimiento que se tiene del backlash y/o zona muerta e intentar llegar a un disefio
del controlador que funcione bien a pesar de ello.
2. Sustituir el motorreductor por un simple motor de CD acoplado al primer eslabén.

Cualquiera de estas dos posibilidades llevaria demasiado tiempo como para poder resolverlo en este
trabajo, asi que se deja como trabajo futuro.

En la referencia [7] se reporta el desarrollo de un péndulo similar, pero igualmente, ciertos aspectos
del dispositivo fisico no permitieron el control del sistema en el punto inestable.


http://www.youtube.com/watch?v=Pc0d-vxMPyU
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Conclusiones

A partir de los resultados tedricos y experimentales obtenidos se pueden destacar las siguientes
conclusiones.

En cuanto al modelo del sistema, el proceso para modelar los distintos eslabones fue sencillo, y
si se deseara aumentar méas eslabones concatenados o la forma en la que se actdan solo deben plantearse
correctamente los sistemas de referencia y las velocidades para obtener el modelo. En contraste con la
facilidad del proceso de modelado, entre mas eslabones existan en el sistema, las expresiones que lo
definen se vuelven méas complejas.

Desde el punto de vista de modelado, es importante mejorar el modelo de friccion utilizada, ya
gue como se puede observar en la validacién del modelo, existe mayor disipacidn que la que se plantea
como elemento proporcional a la velocidad angular. Al tener un modelo de friccién que aproxime mejor
su comportamiento e incluya la friccion seca el modelo del péndulo doble tendra mayor fidelidad aunque
su complejidad aumentara.

Los valores de masas, inercias y longitudes pudieron encontrarse con mucha facilidad gracias al
uso de software de CAD, en este caso se utilizd SolidWorks. Como tiene una gran libreria de materiales,
la exactitud de los célculos es muy alta.

En cuanto a los elementos mecénicos elegidos, todos cumplieron con su tarea asignada. A pesar
de que en las pruebas del control del sistema hubo muchos cambios abruptos en el giro de los eslabones,
ninguno de los elementos mecanicos se deformd o rompi6. Los cambios sugeridos en los elementos
mecanicos son: una ranura en la placa que sostiene al motor para que los cables de los encoders puedan
moverse sin afectar el giro del primer eslabén y sin sufrir dafios o desconexién en la parte electronica,
incluir como factor de seleccion para elegir el actuador, la zona muerta del motor y el backlash en el
caso de aquellos elementos con reduccion, mas adelante se comentan las razones. También se sugiere
que el motorreductor no esté acoplado directamente al primer eslabdn, sino que se acople a un eje con
uno o mas rodamientos, de esta manera pueden hacerse una validacién del modelo matematico retirando
el motor, y verdaderamente excluir su dindmica en el modelado del péndulo.

Para la parte de control, si analizamos la respuesta del sistema se puede concluir que el eslabon
gue tiene mayor peso para la reaccion del controlador es el segundo, esto se observa en las pruebas
realizadas y es una respuesta l6gica cuando se analizan las ganancias del controlador, siendo la ganancia
relacionada con el segundo eslabon la mayor. El elemento que tiene menor efecto en la accién del
controlador es el tercer eslabon, puede deberse a que el angulo esta definido respecto al segundo eslabén,
de tal forma que aun si tiene un valor de 0° no significa que esté estatico.

Se menciond, en los resultados del control, que el error del primer eslabon nunca se hace cero
porque le afect6 en gran medida la zona muerta del motor, se plantea para la correccion del error que se
disefie un controlador con accidn integral para reducir el error del eslabon.

Se observo también que en algunos de los experimentos no se alcanzé el tiempo de asentamiento
deseado, pero al mismo tiempo los valores de par se mantuvieron en un rango bien acotado, esto puede
deberse a que a pesar de que no se calcul6 un controlador de tipo LQR, los valores propios escogidos le
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dieran un mayor peso a la sefial de control que a la respuesta en estado transitorio. Se puede cambiar la
ubicacién de los polos no dominantes hasta que se obtenga un desempefio mas parecido a lo planteado
manteniendo la sefial de control en un rango aceptable.

A pesar de que no se cumplié siempre con los pardmetros de desempefio deseados, el sistema si
cumpli6 con el objetivo de estabilizacion con una mejora en el desempefio. Se comprobé también que las
técnicas de control basadas en la linealizacidn del sistema, son efectivas para el control de un sistema no
lineal, y aunque las condiciones iniciales se alejaban del punto de operacion de la linealizacién, tanto el
observador como el control fueron suficientemente robustos para cumplir los objetivos de control.

En cuanto al control de par, hubo discrepancias en las respuestas del motor en sus diferentes
sentidos de giro, por lo que seria adecuado encontrar una funcion de transferencia en cada sentido. Estas
ultimas sugerencias estan muy ligadas a un modelado no lineal que incluya singularidades del sistema.

Desde el punto de vista del control, las irregularidades del motor asi como la incertidumbre en la
friccién, pueden despreciarse si el control del sistema completo es suficientemente robusto, lo cual es
parte de la importancia del control automatico en primer lugar, ya que un controlador puede compensar
las incertidumbres paramétricas y la inexactitud del modelo en el cual esta basado. También se reafirma
la idea del disefio de un control con accién integral para el péndulo doble.

En conclusion, se cumplieron la mayoria de los objetivos planteados en este trabajo, se obtuvo el
modelo del sistema y se validd, también se fabric6 una maqueta para futuros trabajos de control
automatico y se disefié y probd con éxito el control para mejorar el desempefio de la estabilizacion del
sistema en su punto de equilibrio estable.

Por las razones antes mencionadas se deja como trabajo a futuro las pruebas del controlador
disefiado para la estabilizacion del sistema cuando sus Gltimos eslabones se encuentran invertidos y el
disefio de un control integral tanto para acelerar la convergencia como para estabilizar el péndulo doble
invertido.
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N.° DE NOMBRE DE 2 ©
ebveniol NOME DESCRIPCION BLAE | CANTIDAD
78
1 Motor Motoreductor Pololu B 1
Eie @ 6mm
2 Placa base 9 1
3 Tornillo 1 Tomillo cabeza redonda o _ 6 Q/@
cilindrica M3x10mm
4 Eslabon 1 6 1 A
5 Encoder Encoder US DIGITAL @ 1/4" - 2
6 Prisionero 1 Prisionero 1/8'x3/8" - 5
7 Cuadro enc. 5 1
8 Eje 1 3 1
9 Eje 2 4 1
10 Cople 1 10 2 R
11 Eslabén 3 8 1
12 Rodamiento - ]/EV.SXK] }?21225126 - 3
13 Tornillo 2 Tornillo G”ﬁ%ﬁ?/%?m plana B 2
14 Cople 2 11 2
15 Eslabén 2 7 1
6| roriios | Toplediencaero ||
17 Caja rod. 1 1
18 Cople Motor 2 1
19 Prisionero 2 Prisionero 1/8'x1/8" - 1

Proy. Tesis Tit. Péndulo doble Dib. MAAR

Esc. 1:1.7 Fecha de Dib. 21/05/2013 | Rev. AAR

=
4@}@ Fecha de Rev. 22/05/2013 |Pl. No. 12
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