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Introducciéon

And I won’t worry about a thing
because we’ve got it made;
here on the inside, outside so far away.

Tan Anderson

El proposito de este trabajo es estudiar las bases de la supergeometria diferencial desde
un punto de vista clasico; esto es, nuestro enfoque plantea la teoria de supervariedades y
transformaciones supersuaves en términos diferenciales clésicos.

En la literatura disponible sobre el tema, la categoria de supervariedades tiene como
objetos espacios anillados donde la gavilla de estructura es un algebra superconmutativa y
los morfismos son homomorfismos de gavillas de estos espacios anillados. En este trabajo
los objetos de estudio son haces de algebras superconmutativas—lo cual implica que son
haces vectoriales, para los cuales existe una teoria extensa—y los morfismos son operadores
diferenciales. Es en este sentido que el enfoque del trabajo es clésico puesto que utilizamos
conceptos y técnicas usuales y muy conocidas en geometria diferencial.

Nuestras razones para emprender un estudio desde “primeros principios” de la supergeo-
metria son principalmente dos:

= ¢s posible probar resultados importantes acerca de estos objetos sin utilizar coordena-
das locales, lo cual simplifica las pruebas y el tratamiento;

» fundamentar el estudio de la supergeometria diferencial (entendida como el estudio de
invariantes diferenciales locales, e.g. la curvatura) utilizando el lenguaje usual de la
geometria diferencial.

Ademas de estas razones, consideramos que anadir un enfoque a una teoria extensamente
estudiada (ademés de no ser superfluo) permite buscar conexiones entre diferentes areas de
las matemaéticas. En el capitulo 2 probamos que el enfoque de espacios anillados y nuestro
enfoque son equivalentes, por lo que el punto de vista de este trabajo no representa pérdida
alguna de generalidad en el estudio de la supergeometria. Debemos destacar que no hemos
encontrado la prueba de esta equivalencia en la literatura matematica hasta la fecha de
redaccion de este trabajo.

Si bien la teoria de supervariedades tiene como motivaciéon entender modelos que expli-
can fendémenos en la mecanica cuantica, sentimos que estos objetos son matematicamente
interesantes por si mismos ya que representan la instancia méas sencilla de los espacios no
conmutativos (cuyo estudio también esta motivado por algunos modelos cuéanticos). La ge-
neralidad de este estudio no es solamente para obtener resultados particulares a partir de
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teoremas mas generales; es una manera muy efectiva de desarrollar nuestro entendimiento
de estos objetos. En particular, las supervariedades estdn muy relacionadas con el estudio
de ecuaciones diferenciales, ya que las aplicaciones supersuaves son operadores diferenciales
lineales.

La definiciéon clasica de una variedad diferenciable es en términos de un atlas maximal,
que consiste en una cubierta abierta {U,} de un espacio topolégico M y homeomorfismos
locales ¢, : U, — V,, donde V,, C R" es abierto; ademés se requiere que la aplicaciéon

Pap = a0 05"+ dp(Ua NUp) = da(Ua NUp)

entre abiertos de R™ sea un difeomorfismo. Otro enfoque consiste en estudiar el algebra
C>(M) de funciones diferenciables f : M — R y definir una variedad diferenciable como
el par (M,C>(M)). Estas dos definiciones son equivalentes (cf. [6, cap. 7]). De hecho, en
el enfoque “algebraico” el objeto importante es un algebra a partir de la cual se construye
la variedad (cf. [6, caps. 2-4]). Este es el enfoque de la geometria no conmutativa ([4, sec.
1.3]), donde las propiedades topologicas y geométricas del espacio se estudian a partir de las
propiedades estructurales del dlgebra. En este trabajo usaremos un enfoque mixto entre el
enfoque local y el algebraico.

La meta a largo plazo de este trabajo es continuar con el estudio de estructuras geo-
métricas en supervariedades, utilizando el enfoque clasico desarrollado a lo largo de nuestro
estudio. Creemos que este enfoque presenta la gran ventaja de replantear la teoria en tér-
minos muy accesibles, propiedad muy 1til para iniciar el estudio de estos objetos y también
para tomarlo como punto de partida en investigaciones geométricas.

Esquema de contenido

El primer capitulo sienta las bases algebraicas para el estudio de la supergeometria: super-
espacios vectoriales y superélgebras asociativas. Estudiamos el espacio de superderivaciones
de una superalgebra y, particularmente, la estructura Zs-graduada del algebra exterior de
un espacio vectorial de dimension finita. Finalmente estudiamos el algebra tensorial de un
superespacio vectorial y las dos superalgebras relevantes para la geometria: la exterior y la
simétrica.

En el capitulo dos empezamos el estudio de las supervariedades y sus transformaciones.
Definimos una categoria adecuada para la supergeometria y de hecho probamos en el teore-
ma 2.16 que el enfoque usual-donde la categoria de supervariedades consiste de gavillas y
morfismos de gavillas—es equivalente al enfoque de este trabajo. También introducimos una
clase mas restringida de supervariedades (que llamamos supervariedades Z-graduadas). Asi
mismo, estudiamos el superhaz tangente y damos una descripcion algebraica de este obje-
to caracterizandolo como el espacio de superderivaciones del dlgebra de estructura de una
supervariedad; después de lo cual construimos las aplicaciones supertangentes entre estos
espacios; estas aplicaciones estan muy relacionadas con las supervariedades Z-graduadas.

El altimo capitulo sienta las bases, dado el enfoque de este trabajo, para el estudio de
la supergeometria diferencial. Esto incluye el estudio de superformas diferenciales, para las
cuales extendemos el producto cuna y la derivada exterior; y el de las superconexiones afines.
También introducimos las supermétricas riemannianas pares, basados en un trabajo extenso
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sobre el tema ([3]) y probamos la existencia y unicidad de la superconexion de Levi-Civita.
Por dltimo extendemos las simetrias del tensor de curvatura superriemanniano.

El apéndice contiene un tratamiento breve y conciso de los conceptos importantes de la
teoria de operadores diferenciales lineales en los cuales se basa el enfoque geométrico de este
trabajo.






Capitulo 1

Superalgebra lineal

En este capitulo definiremos los objetos algebraicos fundamentales de este trabajo: super-
espacios vectoriales y superalgebras asociativas. Todos los espacios vectoriales considerados
son reales y de dimension finita, a menos que se especifique lo contrario.

§1.1. Superespacios vectoriales

1.1 Definicién. Un superespacio vectorial es un espacio vectorial V' con una Zo-graduacion
V = V@&V tal que el espacio de endomorfismos tiene también una Zs-graduacion End (V') =
End’(V) @ End'(V), donde

End’(V) = End(V;) @ End(V;) y End' (V) = Hom(Vp, Vi) @ Hom(V4, Vj).

A los elementos de V; se les llama elementos pares y a los de Vi, elementos impares.
Si la dimension de los dos sumandos es finita, dimVy = n y dimV; = m, decimos que el
superespacio tiene dimensién par n y dimensién impar m. La superdimensiéon de V se
denota por (n|m). La funciéon que a un elemento de V; le asigna la clase j € Z, es la llamada
paridad del elemento, denotada por |a|. Notemos que solamente esta definida en el conjunto
(Vo U V1) — {0}; a los elementos de este conjunto se les llama elementos homogéneos.

1.2 Ejemplo. Cualquier espacio vectorial V' es un superespacio si definimos Vj = V' y

Vi = {0}.

1.3 Ejemplo. Sea C el campo complejo considerado como un espacio vectorial real. La
descomposicion C = R@iR le da al campo complejo una estructura de superespacio vectorial
sobre R de superdimension (1]1).

1.4 Ejemplo (El superespacio R™"). La suma directa de los espacios vectoriales R™ y R™,
considerado como un superespacio vectorial, se denota por R™".

1.5 Ejemplo. Si V' y W son superespacios vectoriales, entonces V & W también lo es, y
VeW)=VieW, e L.

1.6 Observacién. Si V es un superespacio vectorial, su dual también loes y V* =V ® V).

1



2 CAPITULO 1. SUPERALGEBRA LINEAL

Definamos ahora la categoria de superespacios.

1.7 Definicion. La categoria SVect de superespacios vectoriales tiene como objetos a todos
los espacios V' = V@ V] Zs-graduados y como morfismos a todas las transformaciones lineales

de la forma
Too To
T = 1.1
(Tlo TH)’ (11)

donde T;; : V; = W,. A los morfismos que preservan la graduacion, i.e. T(V;) C W; se les
llama morfismos pares y a aquellos que invierten la graduacion, i.e. T(V;) C W;y se les
llama morfismos impares.

En esta categoria, el espacio de morfismos Hom(V, W) tiene una descomposicion de super-
espacio vectorial Hom®(V, W) @ Hom'(V, W), donde Hom®(V, W) es el espacio de morfismos
pares y Hom'(V, W) el de morfismos impares.

1.8 Observacion. Si V =V, @ V) es un superespacio vectorial de superdimension (n|m);
sean vy, ...v, una base de Vy y wy, ... w,, una base de V;. Entonces todo elemento v € V se
puede escribir como combinacion lineal de los v; y los wj; en otras palabras, una base de V'
es equivalente a un sistema de coordenadas lineales (i.e. una base de V*) x1, ... 2y, &1, . .. &

Una Zs-graduacion en un espacio vectorial es equivalente a lo siguiente:

1.9 Proposicion. Un espacio vectorial es Zo-graduado si y solo si existe un automorfismo

lineal T € GL(V) tal que T? = idy .

Demostracion. Si V =V, @ V4, definimos T'(v) = (—1)""lv en elementos homogéneos. Enton-
ces T es diagonalizable puesto que sus valores propios son 1 y —1 y tiene la forma

idy, 0
0 —idy
Por lo tanto, 72 = idy .

Si T es un automorfismo lineal tal que T? = idy entonces su polinomio minimo es
(x —1)(x 4+ 1) y es por lo tanto diagonalizable. Los espacios propios de V' con respecto a T'
son V*:={v € V|T(v) = £v}. Esto da una descomposicién V+ @& V.

La descomposiciéon de End V' estd dada por

End*V ={A€EndV|ToA=AoT} y End V={A€EndV|ToA=—AoT}.

Esto prueba que T induce una estructura Zs-graduada en V. O

§1.2. Superalgebras

Notemos que ademéas de su estructura como superespacio vectorial, el espacio de endomor-
fismos End(V') tiene una multiplicacion dada por la composicién de transformaciones. Esta
estructura multiplicativa también es Zs-graduada. Esta élgebra es un ejemplo de una super-
algebra.



§1.2. Superalgebras 3

1.10 Definiciéon. Una superalgebra A es un algebra sobre R tal que el espacio vectorial
A es un superespacio vectorial, i.e. A = Ay @ A; y la multiplicacion es Zs-graduada, i.e.:
A; - A; C A,y El dlgebra es superconmutativa si para elementos homogéneos a y b de A
se tiene ab = (—1)lllpq,

1.11 Observacion. Si A = Ay @ A; es una superalgebra, entonces Aj es un algebra y A
es un Ag-bimodulo.

1.12 Ejemplo. Como ya mencionamos, el algebra de endomorfimos de un superespacio
vectorial es una superalgebra.

1.13 Ejemplo. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. El algebra exterior AV es
un algebra superconmutativa: si {vy,...,v,} es una base de V', entonces

{vi, Ao A |1 <digyooyir <ng 1 <r<n}

es una base de AV y v; Av; = —v; A, vy AF(V) AN (V) € A(V), con k,r € Z,.
La descomposicion como espacio graduado es (AV)o = @ A*V vy (AV)1 = @ AF' Vv,

kEZ kez
donde A"V denota las formas de grado .

El ejemplo anterior es fundamental en la teoria de supervariedades, ya que el algebra de
estructura de una stupervariedad es localmente isomorfa al algebra de secciones de un haz
exterior sobre una variedad diferenciable M (definicion 2.6).

1.14 Ejemplo. Si A es un algebra Z-graduada (i.e. A= @ A,y An-An C Apym), se puede

neL

construir una superalgebra A de la siguiente manera: si A" := @ Az, y A™ := P Aznia,
nez nel

entonces A = A= A" @ A” y la multplicacion Z-graduada induce una multplicacion Z,-
graduada en A. Si A es conmutativa y se define la multiplicaciéon en A como ab = (—1)lellblpq,
con a y b homogéneos, entonces A es superconmutativa.

Este ejemplo hace notar la diferencia entre algebras superconmutativas y superalgebras
conmutativas.

1.15 Ejemplo. Sea (V, g) un espacio con producto interno g, i.e. g € Sym? V*. El algebra
de Clifford de (V, g) es el cociente

ClUV) =R V/(z@y+y@x—29(x,y)llz,y € V),

donde @V denota el algebra tensorial de V' y 1 es la unidad de esta algebra. El algebra
tensorial de V' es Z-graduada, por lo que es posible hacer la construccion del ejemplo anterior.
Notemos que el ideal mediante el cual se construye el élgebra de Clifford no es Z-graduado,
pero si Zs-graduado; esto es: si x tiene grado k y y tiene grado r, entonces t Q yy y @ x
tienen grado k + r, tanto en Z como en Z,; asi, la clase de x ® y tiene grado k + r madd 2

en Cl(V).

Las superalgebras tienen una caracterizacion muy util:



4 CAPITULO 1. SUPERALGEBRA LINEAL

1.16 Proposicion. Un dlgebra A es una superdlgebra si y sdlo si existe un automorfismo de
dlgebras v tal que v* = id,.

Demostracion. En este caso « es el automorfismo lineal de la proposiciéon 1.9. Si a y b son
elementos de A entonces

y(ab) = (=1)*ab = (=1)""a(=1)"1b = (a)y(b).
Por lo tanto, v es un automorfismo de algebras.

Por otro lado, si 7 es un automorfismo de algebras tal que 72 = id 4 entonces su polinomio
minimo es (xr — 1)(z + 1), que tiene todas sus raices en R y son no nulas; por lo tanto, vy
es invertible. Si se definen los subespacios A, = {a € A|v(a) = (—1)"a;r € Zy}, entonces
A=Ay® A;. Siz € AyU Ay, definimos |x| como el valor propio asociado a x. Para ver que
la multiplicacion es graduada, observemos que

(—1)Mab = y(ab) = (@) () = (~1)a(~1)"b = (~1)/Map,
lo cual implica A, A; C A, .4, con r y s elementos de Zs,. O

Entre las transformaciones lineales de un algebra A hay que destacar las derivaciones,
pues relacionan la estructura lineal de A con su estructura multiplicativa mediante la regla
de Leibniz.

1.17 Definiciéon. Sea A un élgebra. Una derivacion de A es una transformacion lineal
D : A — A que cumple la regla de Leibniz:

D(ab) = D(a)b+ bD(a),
para cualquier par de elementos a y b de A. El espacio de derivaciones se denota por der(A).

Las derivaciones de un algebra asociativa A con el corchete [D, 15] = DD — DD forman
un algebra de Lie y de hecho es el algebra de Lie de Aut(A), los automorfismos de A como
algebra asociativa.

1.18 Lema. Sean A un dlgebra asociativa de dimension finita sobre R y
Aut(A) :={F € GL(A)|F(ab) = F(a)F(b)}

el grupo de automorfismos A. Entonces der(A) = aut(A), donde aut(A) es el dlgebra de Lie
de Aut(A).

Demostracion. Primeramente, notemos que Aut(A) es un subgrupo de GL(A). Sea 7 :
(—e,e) = Aut(A) una curva tal que v(0) = id4. Entonces, para todo a,b € A

4 Gl - - (enom)

= 1im - (4@ ()0) — ab)
= 1im =+ (4@ B) + 2D @)b ~ (E)(@)h — ab)
= 1im (4@ GO G) ) + (1)@ ~ a)b)

VR
oL
&2
T=




§1.3. Algebras exteriores )
esto es: la derivada de una familia uniparamétrica de automorfismos de A es una derivacion
en A. ]

Si el algebra A es graduada, las derivaciones que preservan la graduacion son importantes.

1.19 Definicién. Sea A un élgebra Z-graduada (resp. Zs-graduada) y D una derivacion en
A. Los espacios

derz(A) = {D eder(A)|D(A,) CV,,neZ}
derz,(A) = {D e der(A)|D(A,) CV,,n € Zy}

son, respectivamente, las derivaciones que preservan la Z-graduacion y las que preservan la
Zo-graduacion.

Si A es una superalgebra, entonces el espacio de derivaciones tiene también una descom-
posicion dert A @ der™ A.

1.20 Definiciéon. Sea A una superalgebra. Los espacios

der™(A) = {D € der(A)|D(A*)

(A%)}
der™(A) = {D € der(A)|D(A") +

(A7)}

son los subespacios de derivaciones pares y derivaciones impares o antiderivaciones,
respectivamente. El espacio de superderivaciones de A es der(A) = der™ (A) & der™ (A).

C
C

1.21 Observacién. Los espacios derz,(A) y der'(A) son iguales. Esto es

der(A) = derg,(A) & der™ (A).

§1.3. Algebras exteriores

Las stiper algebras relevantes en el estudio de las stuper variedades son stiper conmutativas,
finitamente generadas y libres. Esto es, son dlgebras exteriores de espacios vectoriales de
dimension finita. Por ello es importante estudiarlas con mas detalle.

Si V' es un espacio vectorial de dimension finita m, vimos en el ejemplo 1.13 que su
algebra exterior es un algebra superconmutativa.

Denotemos por /\21 V' el subespacio de multivectores de grado mayor o igual que 1. Este
espacio es un ideal de AV, ya que esta algebra esta generada por los elementos de V', los
cuales tienen grado 1. Para p > 2 definimos A™"V := (A~ V)?; esto es, el subespacio
generado por formas de grado al menos p. Estos espacios son también ideales y de hecho
forman una filtracion del algebra exterior

/\V:/\Zovg/\zlvg---g/\zmv. (1.2)

Notemos que si w & /\21 V', entonces w es invertible, ya que su parte de grado 0 es no nula

y por lo tanto invertible (ya que es un ntmero real). Asi mismo, si w es invertible entonces
. . . >1

no es nilpotente y por lo tanto no esté en el ideal A= V.



6 CAPITULO 1. SUPERALGEBRA LINEAL

1.22 Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita m y AV su dlgebra
exterior. Entonces N\~'V es el unico ideal mazimal de \'V .

Demostracion. Como todo elemento de A=' V es nilpotente, obtenemos que A\ V/ A~V =
R, por lo cual este ideal es maximal. Si I es un ideal (maximal o no) de AV tal que
I ¢ /\21 V', entonces I contiene elementos invertibles y por lo tanto no es un ideal propio.
Asi, todo ideal propio esta contenido en /\21 V', que es maximal. En particular, cualquier
otro ideal maximal I de AV coincide con A~ V. O

1.23 Proposicion. Una forma w estd en el ideal /\21 V' si y solo si existe un entero positivo
r y una forman en el subespacio \"V tal que w An = 0.

Demostracion. Basta probar la proposiciéon para elementos homogéneos, ya que toda forma
es suma de componentes homogéneas.

Si w es homogéneo, digamos w € /\k V', entonces cualquier forma 7 en A
que w A n = 0. Por lo tanto, r > m — k + 1 en este caso.

Si ry n satisfacen que n € A"V y n Aw = 0, entonces w es una forma de grado mayor o
igual que m —r + 1. O

mRLY cumple

Usando la notacion del ejemplo 1.14, denotamos por /\+ V y A\” V los subespacios de
formas pares e impares, respectivamente; asi mismo, la notaciéon /\ZP %V denota el espacio
de formas de grado al menos p que son también elementos de /\jE V.

1.24 Definicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y A = AV su algebra
exterior. El mapeo e : AV — AV/ A~V dado por e(w) = w+ A~'V se llama mapeo de
aumentacion.

1.25 Nota. Siw € A~'V entonces e(w) = 0y por lo tanto A~' V = kere. Esto quiere decir
que un elemento « de un algebra exterior es invertible si y solo si (a) # 0. Ademaés, € es un
homomorfismo unital de algebras y es suprayectivo.

1.3.1. Derivaciones

Ahora estudiaremos el espacio de derivaciones de un algebra exterior. Sea V' un espacio
vectorial de dimension finita m. Trabajaremos con el algebra exterior del espacio dual de V,

AV*.

1.26 Lema. Sean D y D derivaciones en el dlgebra N V*. Si D

v = D|y+ entonces D = D.

Esto es, toda derivaciéon en un algebra exterior esta determinada por su acciéon en los gene-
radores.

Demostracion. Sea F':= D — D, y sean o y [ elementos arbitrarios de V*. Como F' también
es una derivacién, entonces

FlanB) = F(a)AB+anF(B)=(D-D)(a)AB+aA(D-D)B)
= D(@)ANB—D(a)ANB+aAD(B)—aAnD(S)
= 0,

Ve = D v+. Como V* genera A V* como éalgebra, tenemos que D = D. O

ya que D
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Recordemos que sia € Q) V* y v € V se define v_ia como el tensor cuyo primer argumento
es v.

1.27 Lema. Sea {vy,...,vn} una base de V y {dvy,...,dv,} la base dual asociada. Si
F:V*— N\ V* es lineal y
Dp = F(dv,) A (v,2)
pn=1
entonces D estd definida en todo \V* y es una derivacion.

Demostracion. Basta probar el lema para a y S elementos de V*. Lo primero que hay que
notar es que v, es una antiderivacion, ya que si w es cualquier vector en V, tenemos

(v)ala AB)(w) = (A P)(v,w) = a(v,)(w) — a(w)B(v,)
= ((vuua) A B —=a A (v,08)) (w).

Al insertar este desarrollo en Dp(a A ) obtenemos

De(anB) = 3 (F(dv,) A (vsa) A B — F(dv,) Aa A (Wﬁ))

1

=
Il

I
NE

(F(dv#) A (vyaa) A B+ a A F(dv,) A (’UuJﬁ)>

Il
—

bt

rla) ANB+a A Dp(B)
Fla) NB+aNF(B).

Esto prueba que Dp extiende F a toda el algebra A\ V* (ya que V* genera esta algebra) y
que es una derivacion. O

1.28 Corolario. 5i F' = idy+ entonces N := Dp es el operador N|/\k v = k:id/\k ve Y sele
llama operador de numeros.

Demostracion. Si w = dvg, A --- A dv,, es una k-forma basica, entonces

N(w) = D dvg AU =Y dvg A (vu0)(dva, A= Adug,)
p=1 pn=1

m k
= D Ao, A (=1 (dva, A Aayu A Adug,).
pn=1 v=1

En esta tultima suma solamente aparecen los sumandos con indice v, tales que a,,, = p 'y no
aparecen términos dv,,, por lo tanto

NE

N(w) =Y dv, AN (=1)"dvg, A--- Advg,

=
Il
—

NE

(= 1) % dvg, A Advy A~ A dvg,

Il
o

I
T =
&
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la segunda igualdad es cierta porque dv, aparece en el lugar v, en el producto dv,, A--- A
dv, A - -+ N\ dvug,; la tercera igualdad es cierta porque en la segunda suma aparecen todos

los indices ayq,...,a, y solamente para esos indices el producto es distinto de cero. Como
toda k-forma es combinacion lineal de las formas dv,, A --- A dv,,, obtenemos la igualdad
propuesta. ]

1.29 Teorema. Sean V un espacio vectorial de dimension finita m y A = \V* el dlgebra
exterior de su espacto dual. Entonces

der(A) =V N Ve \ V) (/\_ v " V*) , (1.3)
donde \~ V es el espacio de formas impares (ejemplo 1.14).

Demostracion. Sea D una derivacion en A y sea F' = D|y-. Entonces F' = F™ + F~ donde
FE.V* 5 NT V-

Si se define Dp- como en el lema 1.27, entonces Dp-(dv,) = F~(dv,). Si o es cualquier
elemento de V*, entonces 0 = Dp-(a A o) = a A F~(a) + F~(a) A a. Por lo tanto, la
derivacién Dp- es un elemento de V@ A~ V*.

Examinemos ahora F'*. Si Dp+ es una derivacion, tenemos que Dp+(a A o) = F7 () A
a+aAFt(a)=2aAFt(a)=0,yaque F*(a) € AT V*. Si 3 es también un elemento de
V*, entonces tenemos la siguiente identidad de polarizacion:

0=(a+B)AF(a+B)+(a—B)AFr(a—p),

lo cual implica la igualdad
aANFT(B)=—-BAF(a). (1.4)

Para probar (1.3) calculamos

NE

(m—N)Ft(a) = U (dv, A FF ()

ki
I

I
NE

Vs (FF (dvy) A @) (por la igualdad (1.4))

=
Il
—

I
NE

vps(—a A FF(dv,))

=
Il
—_

I
NE

—a(v,) A FH(dv,) + a A (v, F T (dvy,))

=
Il

— FHa) +an Y (oF ().

p=1

Si definimos 7 := — ZZL:l(UMJF *(dv,)), entonces vemos que 7 es una forma de grado impar.
La ecuacion final es
Ffla)=(m—-N+1)""nAa. (1.5)
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Esto es, F'* el producto cunia con una forma de grado impar. Esto prueba que toda derivacion
que manda los generadores en formas de grado par, es el producto cunia con una forma de
grado impar. La restriccion sobre el grado de 1 viene naturalmente de la definicién, ya que
va¢ no puede ser una forma de grado maximal para ningtin v € V' y ningin ¢ € A.

Por otro lado, si w es una forma de grado impar, entonces

F(a) = %[a,w] = %(a/\w—w/\a)

es una derivacién en A que coincide con el producto cunia con w en formas impares y es cero
en formas pares. O

El espacio de derivaciones graduadas es importante en el estudio de stper variedades ya
que con este espacio y su complemento podemos definir los stiper campos vectoriales, que
corresponden a derivaciones en el algebra de stper funciones.

1.30 Corolario. Si A = A\V* entonces

derz,(4) = Vo \ V*
derz(A) VeVv:

I

1.31 Proposicién. Si A es una siper dlgebra entonces derg,(A) = der™ (A).

1.32 Teorema. El espacio de super derivaciones de \'V* es isomorfo a V& \V*.

1.3.2. Morfismos

Sea ahora W un espacio vectorial de dimension n. Estudiaremos el espacio de morfismos de
algebras stper conmutativas que preservan la unidad entre A V*y A W*.

1.33 Definicién. Sean A y B élgebras con unidad. Un homomorfismo unital de algebras
es una aplicacion lineal F': A — B tal que F(ab) = F(a)F(b) y F(1) = 1.

Si Ay B son algebras exteriores entonces, al igual que en el caso de las derivaciones, un
tal morfismo esté determinado por su acciéon en los generadores.

1.34 Lema. Sean F, F : AV* — AW* homomorfismos de dlgebras super conmutativas con

v+, entonces F' = F
Demostracion. Consideremos el homomorfismo G = F' — F restringido a V*. Entonces

G(anb) = Gla) AG(b) = F(a) A F(b) — F(a) A F(b)

— F(a) NF(b)+ F(a) AN F(b)
= 0.

Como todo elemento w € A V* es combinacién lineal de monomios en los elementos de V*,
de la igualdad anterior se concluye que G = 0 y por lo tanto que F' = F. O]
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1.35 Proposicion. El espacio Hom(A\V*, A\W*) de siper homomorfismos unitales entre
las dlgebras A\ V* y AN W* es isomorfo a V®/\21 W* y su descomposicion como super espacio
vectorial estd dada por Hom™(NV*, A\W*) =V @ \="F W+

Demostracion. Si F' es un homomorfismo par, entonces F; := F|y es una transformacion

. >1.— . . .

lineal Fy : V. — A=~ W*, ya que los generadores son elementos impares. Si F' es impar,
>2

entonces Fy : V — A= W™, O

1.36 Observacién. El espacio de homomorfismos pares Hom™ (A V*, A W*) consiste de
los morfismos que preservan la Zs-graduacion.

1.37 Corolario. El espacio de morfismos Z-graudados Homgz(A\ V*, A\W*) es isomorfo a
Ve W

1.38 Observacién. Los morfismos de dlgebras exteriores preservan la filtracion (1.2); esto
se debe a que si w = a3 A --- A ai es un elemento homogéneo, entonces un morfismo ¢
satisface ¢p(w) = @(aq) A--- A ¢(ou), donde los o, son generadores.

Demostracion. Si ¢ : ANV* — AW* es un morfismo unital y w esta en el ideal A~'V*
entonces existe un entero positivo r y una forma 7 en el subespacio A" V* tal que w An =0,
por la proposicion 1.23. Por lo tanto, obtenemos 0 = ¢(0) = ¢(w) A ¢(n). Esto es, ¢(w) es
nilpotente. Por lo tanto, ¢(w) € A~ W*. O

§1.4. Superalgebras tensoriales

Para espacios vectoriales, el producto tensorial es una construccién universal a través de la
cual se factorizan mapeos multilineales. Tomando cocientes por ideales adecuados del algebra
tensorial de un espacio vectorial V', denotada por Q) V, se construyen las algebras exterior
y simétrica de un espacio vectorial, las cuales son también construcciones universales y a
través de las cuales se factorizan mapeos alternantes y simétricos, respectivamente (cf. |7,
caps. 1-2]).

La categoria de superespacios vectoriales también tiene definido un producto tensorial
y las construcciones algebraicas siguen siendo vélidas, pero en este caso hay que tomar en
cuenta la regla de signos que explicamos a continuacion. Para més detalles, consultar |10,
sec. 3.1].

Para espacios vectoriales, existen isomorfismos canénicos

VeWeU=2VeWeU), v VaW=zWel.

Estos isomorfismos también son validos en la categoria de superespacios vectoriales, pero el
segundo involucra la siguiente

1.39 Regla de signos. 5i U y V son superespacios vectoriales y u € U, v € V' elementos
homogéneos, entonces el mapeo Cyy : UV — VU dado por Cyy(u®v) = (1)l @y
es un isomorfismo.
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Hay que notar que Cyy o Cyy = idpgy.

En el caso U = V, el isomorfismo Cyy : @V — ®°V que manda u®v en (—1)“IMly@u
nos permite definir las algebras exterior y simétricas Zs-graduadas. Para esto necesitamos la
siguiente

1.40 Definicion. Sea A un élgebra Zs-graduada. Un ideal I C A es homogéneo si para
todo a € I, con a = ag + aq, se tiene que ag y a; también estan en I.

Esto es: un ideal homogéneo es un subespacio Z,-graduado de A tal que I, = IN A,, con
re ZQ.
Cuando el espacio vectorial V' sea claro, denotaremos el isomorfismo Cy,y solamente por

C.

1.41 Lema. Si I es un ideal homogéneo de la superdlgebra A entonces A/I es una superdl-
gebra ) (A/I)r = Ar/]r

Demostracion. Si I, = I N A, entonces para cualesquiera a y b elementos homogéneos de A,
tenemos que (a+ I)(b+ 1) = ab+ I. Sea ~y el automorfismo de estructura de A (proposicion
1.16). Entonces y(ab + I) = y(a + Dy(b+ 1) = (=1D)lelblgb + I, ya que —I = Iy al = I
para todo a en A; como I es homogéneo, 7|; es el automorfismo estructural del subespacio
I =1y, @ I,. Esto quiere decir que 7 : A/I — A/I es un automorfismo involutivo, y por lo
tanto A/I es una super algebra.

La descomposicion de superespacio viene del hecho de que I es homogéneo, ya que si
a+ I tiene la descomposicion ag+ a; + Iy @ 17, entonces a, + I, (r € Zs) es la descomposicion
homogénea de a + I, la cual es un elemento del subespacio A, /I,. O

1.42 Proposicioén. Los ideales
Ioym = (x@y—Clz@y)|z,yeV) e L= (x@y+Clxey)lr,ycV)
de @V son homogéneos.

Demostracion. Denotemos por I+ al ideal generado por elementos de la forma r@y+C(z®y)
para ahorrar espacio. Un elemento w de I* es de la forma

w=> a;(z @yt Clzoy),

donde la suma es finita y los a; son elementos de Q) V. Como todo v en V tiene la descom-
posiciéon v = vy + vy, obtenemos la expresion

w o= Zw((wo—l—m)®(yo+y1)i0(($0+$1)®(yo+y1)))
= Zaf}((:ﬁo@yo)—l—(%®y1)ic(($0®%)+($l®yl))>
+ Za}<(xo®y1+:):1®yo)i0((xo®y1+$1®yo)))a

donde a9 y a!; denotan la parte par e impar, respectivamente, de a ;. Notemos que la segunda
suma solamente involucra elementos pares y la tercera, solamente elementos impares. Como
cada suma generada por elementos x ® y cuyos productos son de la misma paridad, esto
implica que I* son ideales homogéneos. O
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1.43 Corolario. Los cocientes de @V por Isym e Lan son superdlgebras.

1.44 Definicién. Las superalgebras exterior y simétrica de un superespacio vectorial V' son,
respectivamente,

SymV = Q) V/Isym

/\V = ®V/1Alt

1.4.1. Accién torcida de S,

Si o es una permituacion del conjunto {1,...,k} y A C {1,...,k}, entonces en general
no sucede que o(A) = A. Sin embargo, tanto A como o(A) son subonjuntos de Z, y por
lo tanto podemos ordenarlos de manera ascendente A = {ay,...,a,} y o(A) = {b1,...,b.}

tales que a1 < as < ---<a, y by <--- <b,.
1.45 Definicién. Sea 0 € Sy y A C {1,...,k}. La signatura de o relativa a A se define
mediante
b b cee b
A 1 2 r
sgn” (o) = sgn ;
gut(o) =sg (a(al) o(a) - U(ar))

esto es, sgn(0) es la signatura de la permutaciéon que ordena de manera ascendente los
elementos de o(A).

Haremos uso de las signaturas relativas para obtener los signos correctos de la accion
torcida de Sy en las potencias tensoriales del superespacio vectorial V. Sea ®k V la k-ésima
potencia tensorial del superespacio V. La accién torcida de Sy esta dada por

k k
(0,01 ® @ vy) = 5g0™ (0) (Vy-1(1) OV ++ @ Vy-1(p))

donde A C {1,...,k} es el conjunto de indices {ay, ..., a,} tales que v,,, ..., v, son vectores
impares en la expansion v; ®- - - @ vg. Denotaremos la signatura de o asociada con esta accion
torcida por sgn= (o).

1.46 Observacion. La accion torcida de Sy = Zs en ®2 V' es equivalente al isomorfismo C'.

Como en la proposicién 1.42, denotemos nuevamente por I* al ideal simétrico (I7) y al
ideal alternante (1) de la superalgebra )V, mientras que I3 denotaré el subespacio (I%)".
Notemos que un elemento de I l;t se puede escribir como

VMR- Qg 4+ (—1)|v“||v“+1|’U1 R R Vp+1 X Uy, & Vg (16)

donde cada uno de los v, es homogéneo. Esto es equivalente a la accion torcida de la trans-
. ., k L, ..

posicion (pp + 1) en @" V. Como Sy esta generado por transposiciones, tenemos que un

elemento de [ ,j:t se puede escribir como

(id+o)(vy ® -+ @ vy), (1.7)

ya que tanto id como ¢ actian como transformaciones linales; por eso id +o esta bien definido.
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1.47 Proposicion. Las superdlgebras exterior y simétrica de un superespacio vectorial V.
son

AV =AVo®SymV; (1.8)
SymV = SymVy® AV (1.9)

respectivamente.

Demostracion. Observemos que un elemento homogéneo del dlgebra tensorial de V' es de la
forma v; ® - - - ® v, donde todos los v, son de la misma paridad. Si todos los v, son pares,
entonces al pasar al cociente por el ideal Ig,, obtenemos la definiciéon usual del algebra
simétrica de Vj, ya que sgn~ o en este caso es 0 porque no hay elementos impares; por
otro lado, si todos los v, son impares, entonces sgn™ o = sgno ya que todos los elementos
permutados son impares y esto es la definicion del algebra exterior de V;. El caso del élgebra
exterior es analogo. O






Capitulo 2

Supervariedades

En este capitulo plantearemos nuestro enfoque para estudiar las supervariedades. En contras-
te con el enfoque usual, estudiaremos estos objetos desde el punto de vista de la geometria
diferencial clasica. También probaremos que ambos enfoques son equivalentes (teorema 2.16).

Estudiaremos una familia de objetos similares, que llamamos supervariedades Z-graduadas
(seccion 2.3) y veremos que sus morfismos estan ligados a la superdiferencial de una aplica-
cion supersuave entre dos supervariedades. Por tltimo, estudiaremos las superderivaciones
de las superfunciones y caracterizaremos el superhaz tangente de una supervariedad como
el espacio de estos operadores. Para los conceptos necesarios de geometria diferencial clésica
que utilizaremos a lo largo de éste y el proximo capitulo, nos remitimos al apéndice.

§2.1. Supervariedades vectoriales

La estructura de superespacio vectorial de V' = V5 & V; y su estructura de supervariedad son
distintas, pero igual que el caso de un espacio vectorial real, la estructura lineal esta incluida
en la estructura de este espacio como variedad diferenciable, porque las funciones lineales en
un espacio vectorial son diferenciables.

Al elegir una base {z1,...,2m,&1,...,&,} de V (tal que {x1,...,2,,} es una base de Vj
y {&1,...,&,} es una base de 1)), una superfuncion supersuave en V' es una expresion de la
forma

Fl@,€) =Y fi(@, )¢ = fo(x) + fi@)ér + -+ fnl@)em + fra(@)rbo + - - (2.1)

donde las f7 son funciones suaves en V. Como vimos en la observacion 1.8, las coordenadas
(&1, ...&,) son elementos de Vi* € C*(V}). Esto quiere decir que la expresion (2.1) es un
elemento de C*(V) @ A V}*

Asi, para obtener la estructura de supervariedad en V', necesitamos los siguientes objetos:

» el haz trivial de algebras superconmutativas Vo x A(V1)*;

» para cada abierto U C 1}, el espacio de secciones I'(U x A\(V1)*) = C>*(U, A(V1)%));

= si U C U C V son conjuntos abiertos, un mapeo I'(U, A(V1)*)) — T(U, A(V1)*) tal
que f— flu.

15
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Esto no es otra cosa que la definicion de una gavilla de algebras exteriores sobre Vj (cf. |9,
sec. 2.2]). Notemos que definir una tal gavilla sobre R™ y utilizar el algebra C*(R™, A(R™)*)
son equivalentes, ya que la gavilla en cuestion es localmente libre y de rango constante, por
lo cual una gavilla de dlgebras exteriores y el haz producto R™ x A(R™)* son equivalentes.
Con mas precision:

2.1 Definicién. La supervariedad vectorial R™" es el espacio anillado (R™| A(R")*) y
la gavilla de estructura es C>°(R™, A\(R™)*).

Ademas, por lo que hemos dicho hasta ahora, obtenemos la siguiente equivalencia:

2.2 Proposicion. El espacio anillado que define la supervariedad Vo @ Vi es equivalente al
haz trivial de dlgebras superconmutativas Vo x \(V1)*.

Intuitivamente, una supervariedad debe ser localmente equivalente a R™™. En la siguiente
seccion haremos precisa esta nocion de equivalencia local, notando que una gavilla localmente
libre de algebras con rango constante es equivalente a un haz de algebras sobre una variedad
diferenciable.

2.1.1. Morfismos

Recordemos que un morfismo entre espacios anillados (X,Ox) y (Y, Oy) consiste de una
funcion continua f : X — Yy, para todo abierto U C Y, una aplicacion f# : Oy — Op-1(
que es a su vez un morfismo de anillos (cf [10, sec. 4.1]). En nuestro caso, la apilcacion
f# debe ser un morfismo de algebras superconmutativas. En particular, f# debe ser Zo-
graduado. Esto significa que un morfismo F : R™P — R"% consiste de una aplicacién suave
f:R™ — R" y una apliaciéon inducida f# : C*°(R", A\(R?)*) — C>®(R™, A(RP)*) tal que

franp) = f*(a) A f7(B)

para a, 3 € C®(R", A\(R?%)*). La apliacion f# no es arbitraria, sino que esta ligada a la
aplicacion f de la manera que explicamos a continuacion.

2.3 Proposicion. Si f: R™ — R"™ es una aplicacion suave, entonces la aplicacion

f:C®([R") — C®(R™)

2.2
grrgof. (22)

es un homomorfismo unital de dlgebras conmutativas.

Demostracion. Si h 'y g son funciones suaves en R", entonces f(gh) = (gh)o f. Si x es un
punto en R™, entonces f(z) es un punto en R" y obtenemos ((gh) o f)(z) = (gh)(f(z)) =
g(f(x))_h(f(:p)) = (_(g o f)iho f))(z); por lo tanto f(gh) = f(g)f(h). Andlogamente, obte-
nemos f(g+h) = f(g) + f(h). _

Si 1 denota la funcién constante de valor 1, entonces f(1) = 1o f = 1, y por lo tanto
f(1) =1, la funcién constante 1 en R™. O
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En el caso de las supervariedades R™P y R™? denotemos por ahora, abusando de la
notacion, los haces de algebras correspondientes solamente como A(RP)* y A(R?)*, respecti-
vamente. El morfismo asociado f# : T'(A(RY)*) — T'(A(RP)*) es entonces un homomorfismo
de algebras superconmutativas con unidad (i.e. f#(1) =1y f#(a A B) = f#(a) A f7#(3)).

Recordemos (definicion 1.24) que existe un homomorfismo unital de superalgebras ¢ :
L(A(R?)*) — C*(R™) donde F + Fj en la expansion (2.1). Como el algebra C*°(R™) es una
superalgebra con parte nilpotente nula, los homomorfismos f y f# satisfacen el siguiente
diagrama conmutativo

PAR?Y)") — C=(R") (2.3)

k b

FARP)") — C>(R™)

donde ¢ denota la inclusion correspodiente. Si g es una funcién suave en R™ y n una secciéon
de A(R?)*, entonces

[F#.9)(n) = f*(gn) — (g0 £)f*(n) (2.4)
es una seccién bien definida de A (RP)*. Recordemos que f# es también un homomorfismo
de algebras superconmutativas, por lo tanto la ecuaciéon anterior es equivalente a

7, 91(n) = f#(9) f7(n) — (g0 f)fF(n)
= (f*(9)—go f) [*(n).

Como ademas f# es Zy-graduado, tenemos que f#(g) es una seccion de grado par del haz
A(RP)*. En vista del diagrama (2.3), obtenemos las igualdades

e(f#(g9)) =gof=clgof)=flg);

esto es, el factor f#(g) — go f en la ecuacion (2.5) es una seccién de grado mayor o igual
que 2 del haz A(RP)*. Al iterar el conmutador definido en la ecuacion (2.4), de la ecuacion
(2.5) obtenemos que si k := | 4] (parte entera de £), entonces f# es un operador diferencial
a lo largo de f de grado menor o igual que k (ver la definicion A.16 de este concepto).
Resumiendo la construccion anterior, obtenemos

2.4 Proposicion. Sean (R™| A(RP)*) y (R"| A(R?)*) supervariedades. Un morfismo ® :
(R™ A(RP)*) — (R™| A(R?)*) de espacios anillados es equivalente a un par (f|F'), donde
[ R™ — R" es una aplicacion suave y F : C*(R", A(R?)*) — C*(R™, A(RP)*) es un

operador diferencial a lo largo de f.

(2.5)

Es importante notar que aunque el homomorfismo f introducido en la proposicion 2.3
estd tnicamente determinado por la aplicacion suave f, la construccién anterior solamente
nos garantiza que el término e(f#(g)) es igual a f(g) para toda funcién suave g; esto no
implica, sin embargo, que el operador diferencial f# esté tinicamente determinado por f.
Por ello adoptamos la siguiente definiciéon de un morfismo entre supervariedades vectoriales:

2.5 Definicion. Una aplicacion superdiferenciable ¢ : (R™”| A(RP)*) — (R™| A(R?)*)
es un par (f|F), tal que f : R™ — R" es una aplicaciéon suave y F : C*(R™, A(R?)*) —
C>(R™, A(RP)*) es un operador diferencial a lo largo de f de orden menor o igual que [1].
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§2.2. Supervariedades

Usualmente se define una supervariedad de superdimension (n|m) como un par (X|Ox),
donde X es una variedad diferenciable de dimensiéon n y Ox es una gavilla de algebras
superconmutativas localmente libre de rango m. Esto es, para todo punto p € M existe un
abierto U C M tal que Oy = U x A, donde A es un algebra Z,-graduada isomorfa a A (R™)*
(ver, por ejemplo, [10, seccion 4.2]).

Como notamos en la proposicion 2.2, una gavilla de este tipo y un haz trivial de algebras
son equivalentes sobre R™. Como toda variedad diferenciable tiene un atlas maximal tal que
todos los abiertos del atlas son contraibles (cf. |2, lema 7.1]), probaremos la equivalencia
entre el enfoque algebraico (espacios anillados) y el enfoque geométrico (i.e. estudiar una
variedad diferenciable con un haz de élgebras).

Si7: E — M es un haz vectorial sobre una variedad diferenciable M, entonces el espacio
de secciones I'(E) es naturalmente un modulo sobre C*°(M): una seccion s € I'(E) es tal
que 7o s = idyy; esto quiere decir que s(p) € 7 1(p) y por lo tanto, si f € C>®(M) entonces
f(p) - s(p) € 7 1(p). Como esto se puede hacer para todo punto p € M, tenemos bien
definida una multiplicaciéon f - s, donde f € C*(M) y s € ['(E). Como la dimension de la
fibra no cambia, i.e. dim7~!(p) = dim7!(q), para todo par p,q € M, tenemos que hay
una correspondencia entre C*°(M)-modulos localmente libres y haces vectoriales sobre M.
De hecho, el resultado es vélido para C*(M)-mo6dulos proyectivos (sumandos de modulos
libres; cf. [4, secs. 2.3 y 2.4]).

En nuestro caso, los C*°(M)-modulos tienen también la estructura de algebras stiper-
conmutativas localmente libres, i.e. son localmente isomorfas a algebras exteriores. Asi, las
gavillas localmente libres de algebras stiperconmutativas corresponden a haces de algebras
superconmutativas sobre una variedad diferenciable M. En vista de esta correspondencia, la
definicién que usaremos sera la siguiente:

2.6 Definicion. Una supervariedad de dimension (m|n) es un par (M|RM), donde M
es una variedad diferenciable de dimension m y RM es un haz de dlgebras superconmutativas
de rango n sobre M.

2.7 Ejemplo. Sea M una variedad suave de dimensiéon n. El algebra de formas diferenciales,
['(AT*M) es naturalmente una superalgebra; de esta manera obtenemos la supervariedad
(M|I' (ANT*M)) de superdimension (n|n).

2.8 Ejemplo. Si E es un haz vectorial de rango r sobre M, entonces el haz exterior dual
/\ E* es también un haz vectorial. El espacio de secciones de este tltimo, al igual que el
ejemplo anterior, es un algebra superconmutativa y por lo tanto también obtenemos una
supervariedad (M| (A E*)) de superdimension (m|r).

2.9 Nota. Si (M|RM) es una supervariedad de superdimension (m|n) y p un punto de M,
la fibra R, M es un algebra superconmutativa libre. Como tal, tiene un tnico ideal maximal
(por la proposicion 1.22) que denotaremos por RI?M . Con mas precision, tenemos

R;'M = {n € L(RM)|e(n(p)) = 0} .
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Como este ideal existe en cada punto, podemos formar el haz de ideales nilpotentes, cuyas
secciones estan caracterizadas por ser, justamente, superfunciones nilpotentes.

2.10 Definicion. El haz nilpotente de una supervariedad (M|RM) es el haz vectorial

RAM = | | Ry'M

peEM

A partir de este ideal se construye la filtracion de la superalgebra R,M
RyM :=R°M D RIM DR-PM D --- DR-"M > {0}, (2.6)

donde definimos RZ"M := (R;'M )" ¥ n es la dimensién impar de (M|RM). Esto quiere
decir que
RyM = JR*M
k>0
y ademas RZ*M - RZ'M C RZ*'M. Como esto se puede hacer fibra por fibra, obtenemos
un haz

RM = Upeny R ¥ M
y automéaticamente obtenemos también la siguiente

2.11 Proposicion. Fl dlgebra T' (RM) es un dlgebra filtrada por la cadena de subespacios

I (RM):=T (RZ°M) 5T (R='M) > --- T (R="M) > {0}, (2.7)

2.2.1. Morfismos

Ahora estudiaremos las aplicaciones supersuaves entre supervariedades. Bajo el enfoque al-
gebraico, estas aplicaciones son morfismos de gavillas

F (M,OM) — (N,ON)

Como estas gavillas son las gavillas de secciones de un haz de algebras sobre las variedades
correspondientes, basandonos en la proposicion 2.4, usaremos la siguiente

2.12 Definiciéon. Una aplicacion supersuave F : (M|RM) — (N|RN) es un par
F = (¢|®) tal que ¢ : M — N es una aplicacion suave y ¢ : I'(RN) — T'(RM) es un
homomorfismo de &lgebras superconmutativas y un operador diferencial a lo largo de ¢.

Los morfismos entre supervariedades (¢|®) son localizables. Esto quiere decir que si p es
un punto de M entonces @y @ RepyN — RpM es un homomorfismo unital de algebras
superconmutativas. Por la observacion 1.38, sabemos que @4, preserva el ideal maximal

i(lp)N . Como los homomorfismos son Z,-graduados también preservan el ideal I'(R='M)

de todas las secciones nilpotentes.

2.13 Proposicion. Sea (M|RM) una supervariedad compacta (i.e. M es una variedad
compacta). Entonces I C I'(RM) es un ideal mazimal si y solo si es de la forma I = R]?M
para algun punto p de M.



20 CAPITULO 2. SUPERVARIEDADES

Demostracion. Si I = R;lM , sabemos que es un ideal maximal de R, M por la proposicién
1.22. Es también un ideal maximal de I'(RM) puesto que el cociente es R.

Si I es maximal, supongamos que [ # RglM para todo punto p. Para cada punto p
elegimos un elemento 7, de I. Entonces la funcion h, := £(n,) no se anula en alguna vecindad
abierta U, de p. Tenemos que {Up}pe s €8 una cubierta abierta de M. De la compacidad de M

tenemos que existen py, ..., p, puntos de M tales que los conjuntos U,,,...,U,, cubren M.
Tomemos una particion de la unidad asociada {(Us, ¢a)}._,, donde U, = U,,. Si definimos

he = ¢ahyp, y h :== hy + --- + h, entonces h es una funciéon bien definida en M. Cada
hy, = €(np,) es un elemento de I; como h es una suma finita de elementos de I que no
se anula en todo M, obtenemos que h es un elemento invertible de C*(M) C T'(RM) y
por lo tanto el ideal I no es propio, pues contiene un elemento invertible. Tenemos una
contradiccion, puesto que habiamos supuesto que I es maximal. O

2.14 Corolario. Sean (M|RM) y (N|RN) supervariedades. Si ® : I'(RN) — I'(RM) es
un homomorfismo unital de superdlgebras y N es una variedad compacta, entonces existe
una unica aplicacion suave ¢ : M — N tal que ® es un operador diferencial a lo largo de ¢.

Demostracion. Sea p € M y denotemos por ev, el homomorfismo de algebras C>*(M) — R
que evaltia una funcién en el punto p. Este homomorfismo es suprayectivo ya que para todo
numero real A tenemos que la funcién constante A esta en el conjunto ev,, 1(\). Recordemos
(ver [5, Teorema 2.6]) que si p: A — B es un homomorfismo suprayectivo de anillos y B es
un campo, entonces ker p es un ideal maximal de A. Tenemos entonces la siguiente sucesion

(no exacta):

I'(RN)—2-T(RM)—>C>(M)—2-R (2.8)

La aplicacion U, := ev,0c0® es un homomorfismo de algebras superconmutativas. Entonces

ker ¥, es un ideal maximal en I'(RN), por lo cual es de la forma RquN para algin punto ¢
de N. Si hacemos ¢(p) = ¢ obtenemos una funcion bien definida en M.

Sea ¢ el rango de RN (i.e. la dimension impar de (N|RN)). Si definimos el conmutador

(@, f] como en la formula (2.4), para cualquier funcién suave f en N, entonces de la formula

(2.5) obtenemos que [...[[®, f], fi],..., fi] = 0 para k < 4]y fi,..., fx funciones suaves

en V. ]

Cabe destacar que si N no es compacta, entonces hay ideales maximales que no co-
rresponden a puntos. Por ejemplo, el ideal maximal generado por C§°(R"), el espacio de
funciones de soporte compacto, no corresponde a ningin punto x en R". Esto significa que
para variedades compactas, un morfismo (¢|®) entre supervariedades queda determinado de
manera tnica con el homomorfismo Zs-graduado ®; por eso adoptamos la definicion 2.12
para los morfismos entre supervariedades. A continuaciéon probaremos que nuestra definicion
y la definicion algebraica de aplicacion supersuave son equivalentes.

2.15 Lema. Sean M y M wvariedades diferenciables, C3) vy C% las gawvillas de funciones suaves

sobre M y N respectivamente y sea ¢ : M — M una aplicacion continua. St ® : C3p — ¢*C]%‘}

es un morfismo unital de gavillas de dlgebras conmutativas entonces ¢ es suave y ® coincide
con el morfismo ¢ dado por ¢(f) = f o ¢.
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Demostracion. Consideremos un abierto U C M y una funcién suave hen U. Sea z € ¢~ *(U)
y sea V una vecindad abierta de ¢(h(x)) € R. Tenemos que h~'(U) C M es abierto en M y
en la topologia relativa de U como subespacio de M. El morfismo de restriccion res}({_l(v) de
la gavilla C*° induce el morfismo

Cp-aqvy : C(RH(V)) = C¥(o7 (hH(V)).

Al aplicar este morfismo a la funcion h — h(¢(z))1, donde 1 es la funcién idénticamente 1
en M, obtenemos

f=Cp-1y(h = h($(2))1) = P11y (h) = P11y (R) (@)1, (2.9)

que es una funcion suave en (h o gb)fl(V). La funcién f no es invertible en este abierto ya que
h(¢(x)) € V y por lo tanto z € ¢~ (h~1(V)), lo cual implica que f(x) = 0. Esto implica, por
la ecuacion (2.9), que ®,-1(yy(h) = h o ¢, ya que para toda vecindad de h(z) en R tenemos
que Oy (h)(z) € V.

Sean x1,...,x, coordenadas locales en el abierto U. De lo anterior obtenemos que
Py(r,) =m1400

es suave para todo p € {1,...,m}. Esta es justamente la definicién de una aplicaciéon suave;
por lo tanto, la aplicacion ¢ : M — M es suave. O

2.16 Teorema. Sean Oy y Oy las gavillas de superfunciones de las supervariedades (N|RN)
y (N|RN) respectivamente, y sea ® : On — ¢.Onr un homomorfismo de gavillas de super-
dalgebras sobre la aplicacion continua ¢ : M — N. Entonces ¢ es suave y ® es un operador
diferencial a lo largo de ¢.

Demostracion. Sean U C N un abierto y n € Oy =TI (RU). La funcién h := £(n) es suave
en Uy e(®(h)) es también una funcion suave en ¢~ (U), ya que ¢,Op = Oy-1(y). El lema
anterior nos garantiza que ¢ es una aplicacién suave y que £(®(h)) = ¢(h) = ho ¢. Con esto
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo, analogo al diagrama (2.3):

[(RN) —2—=TD(RM) (2.10)

l o l

C>(N) C>(M)

<

En vista de este diagrama, si f es una funciéon suave cualquiera en N obtenemos que ®(f) —
fop el (R=2M)" y por lo tanto, ® es un operador diferencial a lo largo de ¢. O

Este teorema prueba que el enfoque algebraico y nuestro enfoque geométrico son equiva-
lentes. En vista de este hecho definimos nuestra catgoria de estudio:

2.17 Definiciéon. La categoria SMfld tiene como objetos todas las supervariedades y como
morfismos todas las aplicaciones superdiferenciables en el sentido de la definicién 2.12
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§2.3. Supervariedades Z-graduadas

Sim: E — M es un haz vectorial diferenciable sobre la variedad M, entonces podemos
construir la supervariedad 7 : A\ E* — M. Mas atin, si £ : F' — N es un haz vectorial suave
sobre Ny ¢ : E — V es un morfismo de haces vectoriales, entonces existe una funcién
diferenciable f : M — N tal que

¢

R

1

y tal que ¢, : E, — F)(p) es una aplicacion lineal. Esto induce un morfismo de haces exteriores
Ao* o o (NF*) — N\ E* (cf. A.15). Este morfismo es Z-graduado y por lo tanto también
es Zo-graduado. Si denotamos los elementos de F™ por «, entonces cualquier elemento n €
I'(A F*) se puede escribir como 1 = a3 A -+ A ag. El morfismo A¢* es el levantamiento del
homomorfismo dual ¢* : F* — E* y en particular si g es una funciéon suave en N, tenemos
que ¢*(g) = g o f. Si definimos [A¢*, g] como en la formula (2.4) obtenemos

[(AD*, gl(n) = Ap™(gn) — (g o f) ANo™(n)
=A¢"(gor A+ Nag) = (go f) Ag™(an A=+ A ay)
= (go )@ (ar) A= Np™(aw)) — (go [l (ar) A=+ A d* ()
= 0.

Por lo tanto, A¢* es un operador diferencial de orden 0 a lo largo de f. Resumiendo, obte-
nemos

2.18 Lema. Seanm: E — M y & : F' — N haces vectoriales y (M| \ E*), (F|\F*) las
supervariedades asociadas, entonces el levantamiento A¢* : \ F* — \ E* de un morfismo de
haces vectoriales ¢ : E — F' es un operador diferencial de orden 0 a lo largo de la aplicacion
suave f: M — N asociada a ¢.

2.19 Corolario. Un morfismo del tipo descrito en el lema anterior, es un morfismo unital
Z-graduado entre las superdlgebras T'(\ F*) y T'(\ E*), y por lo tanto es un morfismo entre
las supervariedades asociadas.

2.20 Definicién. Sean (M|RM) una supervariedad y p un punto de M. El espacio de
codirecciones impares de (M|RM) en el punto p es el espacio vectorial

* =1 >2
SiM == RZ'M /RZ2M.

El haz vectorial S*M := | | S, M es el haz de codirecciones impares de la supervariedad
peEM

(M|RM). El haz vectorial dual SM es el haz de direcciones impares.

Por construccion, este haz vectorial define la supervariedad (M|RM) = (M| A\ S*M). De
hecho, toda supervariedad es equivalente a una supervariedad de este tipo, como se demues-
tra en |1, Teorema 3.1]. Denotarmos estos objetos como (M|SM), ya que la supervariedad
(M| A\ S*M) queda determinada por su haz de direcciones impares.
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Sin embargo, los morfismos entre estas supervariedades son levantamientos de morfismos
entre los haces haces vectoriales asociados, i.e. son morfismos Z-graduados. Como ya vimos,
estos morfismos son operadores diferenciales de orden 0.

2.21 Definicién. La categoria SMfld; tiene como objetos todas las supervariedades de
la forma (M|SM) y como morfismos las aplicaciones A¢* asociadas a morfismos de haces
vectoriales.

2.22 Proposiciéon. Sea (¢|®) : (M|RM) — (N|RN) una aplicacion supersuave. Entonces
® induce un morfismo de haces vectoriales ' : SM — SN.

Demostracion. Como el homomorfismo de algebras superconmutativas
¢ :T'(RN)—T'(RM)
preserva la filtracion (2.7) (proposicion 2.24) del haz de algebras, donde

RN :=| | RN,

PEN

entonces

®(RZ'N/R**N) = ®(S*N) C S*M

. Si denotamos por D el morfismo_inducido entre los haces de codirecciones impares por el
homomorfismo @, entonces F' = (P)*. O

Si (M|SM) es una supervariedad Z-graduada y r := dimS,M, entonces su algebra de
superfunciones tiene también una filtracion

>0 >1 >r
AsM:=A\"su> A\ smM>---> /" SM> {0} (2.11)
y de hecho también una Z-graduacion
Ak
AsM =N\ sum, (2.12)
k=0
tal que /\k SM = R=kM/R=*"'M. De la proposicién 2.22 obtenemos el siguiente

2.23 Corolario. La aplicacion F : SM — SN se extiende a aplicaciones \* F : N*SM —
/\k SN para todo k > 2.

Demostracion. La aplicacion F' es un morfismo de haces y, por la propiedad universal del haz
exterior, se levanta de manera tnica a cada una de las componentes /\k SM — /\k SN. O

Con este resultado podemos probar que los morfismos entre supervariedades no solamente
preservan la estructura Zs-graduada de las superalgebras I' (RN) y I' (RM) sino que también
preservan la filtracion (2.7):
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2.24 Proposicion. Sean (M|RM) y (N|RN) supervariedades. Si
(¢|®) : (M|RM) — (N|RN)
es una aplicacion supersuave entonces ®(T' (RZ’“N)) cr (RZkM) para todo entero k > 0.

Demostracion. Esto es solamente la observacion 1.38 aplicada a cada fibra R, M, utilizando
la construcciéon del haz de codirecciones impares. O]

2.25 Observacion. El resultado anterior implica que las aplicaciones supersuaves, dado que
preservan la filtracion (2.7), preservan también los cocientes I' (R=*M /R=*T*M) para todo
kE>1.

Es importante notar que si (M|RM) es una supervariedad entonces podemos asociar-
le una supervariedad Z-graduada utilizando el haz de codirecciones impares. Si (¢|®) :
(M|RM) — (N|RN) es una aplicacién supersuave entonces obtenemos una aplicacion
(p|F) : (M|SM) — (N|SN) tal que F coincide con la diferencial de ®; més aun, la aplicacion
F se levanta automéaticamente a una aplicacion A F' entre las secciones de los haces exteriores
respectivos y el par (¢| A\ F) es una aplicacion supersuave Z-graduada; es decir, obtenemos
un operador diferencial de orden 0. Sin embargo, los morfismos entre supervariedades son de
un tipo més general ya que son operadores de orden no necesariamente 0.

§2.4. El superhaz tangente

Si (¢|®) : (M|RM) — (N|RN) es una aplicacion super suave, queremos definir la diferencial
(@|P), : T(M|RM) — T(N|RN) entre los haces tangentes de las super variedades. Para
hacerlo, veamos las propiedades del haz tangente y las aplicaciones inducidas en el caso de
variedades suaves.

Si¢: M — N es una aplicacion suave entre variedades diferenciables, entonces existen
levantamientos ¢, : TM — ¢*(T'N) y ¢* : ¢*(T*N) — T*M entre los haces tangente
y cotangente respectivamente, donde ¢*(T'N) y ¢*(T*N) denotan los haces jalados (ver
definicion A.15). La aplicacion ¢, es la derivada de ¢; esto es, si X, es un vector tangente
en T,M, entonces

¢*7p . TpM — T¢(p)N
Xp = D¢p(X)¢(p)

es una aplicacion lineal entre espacios tangentes.
Notemos que I'(T'M) es el espacio de derivaciones del dlgebra C*(M): si X es un campo
vectorial, y f y g son funciones suaves en M entonces

X(fg) = X(f)g+ fX(9);

esto es, der(C*(M)) = I'(T'M). Si f y g son funciones suaves en M y X es un campo
vectorial, el conmutador [X, f](¢) nos da

fI(
X, fl(g) = X(fg) — fX(9) = X(f)g, (2.13)
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y si h es otra funcién suave obtenemos

[[X, f1, h](g9) = 0, (2.14)

lo que quiere decir que X es un operador diferencial de orden 1. Por lo tanto, el simbolo
principal de X con la funcion f evaluado en la funcion g es X(f)g.

2.4.1. Derivaciones del algebra de superfunciones

Sea (M|RM) una super variedad de siper dimension (m|n) y p un punto en M. El algebra
R, M es stiper conmutativa y libre de rango n; por lo tanto es isomorfa a /\ S;M, el dlgebra
exterior del espacio de codirecciones impares. Por el teorema 1.29, tenemos que su espacio
de stper derivaciones es isomorfo a S,M ® A S M.

2.26 Definicion. El haz de derivaciones puntales de una stuper variedad (M|RM) es

der(RM) := | | der(R,M) (2.15)

peEM
Estas derivaciones son endomorfismos lineales del haz RM.

2.27 Proposicion. Si X' una seccion de der(RM), entonces X es un operador diferencial
de orden 0.

Demostracion. La fibra sobre el punto p € M de der(RM) actiia en el dlgebra R,M. Si f una
funcién suave en M y n, € R,M entonces X,(f(p)n,) = f(p)X,(n,), donde n, € R,M. Esto
significa que en cada fibra tenemos una aplicaciéon R-lineal; esta aplicacion se extiende a una
seccion de der(R M) que es C*°(M)-lineal. Esto es, si 7 es una super funcion, X' (fn) = fX(n).
Por lo tanto, [X, f](n) = 0. O

Motivados por la discusion al inicio de esta seccion, definiremos el haz tangente como un
haz de operadores diferenciales de orden menor o igual que 1 en las secciones de RM. A
pesar de que no daremos una descripcion explicita de este haz como stper variedad, veremos
que como haz de RM-mobdulos el haz tangente esta descrito por una sucesion exacta corta
cuyo significado algebraico es claro.

Sean X una superderivacion del algebra I'(RM), p una seccion de RM y f una funcion
suave en M. Nuestro proposito es describir un haz vectorial Der(RM) cuyas secciones
sean las superderivaciones del algebra I'(RM). Para ello, notemos que I'(RM) = C>*(M) &
[(R='M); por lo tanto, X(f) = X(f) +n, donde X es un campo vectorial en M y 7 es una
seccion de RM.

Eligamos ahora un abierto U C M tal que RU = U x A S*, donde S* es un espacio
vectorial de dimensiéon n. Notemos que en este abierto existen secciones &1, . . . , &, que generan
el espacio I'(U x A\ S*) = C>*(U, A\ S*). Las superderivaciones de este espacio son funciones
suaves en U con valores en der(/\ S*) = S® A S*. Esto implica que una tal superderivacion
D es de la forma X + F', donde X es un campo vectorial en U y F' es una derivacion del
algebra exterior. Por lo tanto, tenemos la descomposicion

der(I'(RU)) = T ((TU ®SU)® /\ S*U) ,
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donde SU = U x Sy TU es el haz tangente del abierto U. El haz SU ® A S*U es de hecho
el haz der(/\ S*U). Por lo tanto, al elegir generadores locales en el abierto U obtenemos la
siguiente sucesion exacta

0 ——=der(A\S*U) —=Der(RU) —=TU @ RU —0 (2.16)

que se escinde.
Para extender esta descripcion del haz de derivaciones de I' (R M) necesitamos el siguiente
concepto:

2.28 Definicion. Sea RM un haz de superalgebras sobre M. Una conexién de superal-
gebras en el haz RM es una conexién lineal V en RM tal que si w y 71 son secciones de
RM entonces

Vix(wn) = Vx(w)n +wVx(n),

para todo campo vectorial X en M, y tal que Vx(v) = 0 donde v es el automorfismo de
estructura de I'(RM).

Esto es, para cada campo vectorial X en M obtenemos una superderivacion par del
algebra I' (RM).

Una conexion lineal se llama localmente plana si para todo punto p en M existe un
abierto U que contiene a M tal que su tensor de curvatura RV es idénticamente cero en
el abierto U. Una tal conexiéon es equivalente a la eleccion de generadores locales en una
trivializacion del haz sobre el abierto U. Para probar esta afirmacion, recordemos que un haz
vectorial trivial U x W de rango k (i.e. dim W = k) tiene una conexion canodnica, la conexion
trivial VO, tal que si p : U — W es cualquier funcion constante, entonces V°(p) = 0. Toda
otra seccion de U x W es una funciéon suave n : U — W es, puntualmente, un elemento de
W:n(p) € W. Al elegir una base {wy,...w,} de W, tenemos que cada funcién suave n es
de la forma n = nyw; + --- + n,w, donde ny,...,n,. son funciones suaves en U. Entonces,
V% (n) = X(n)wy+- - +X (n,)w,. Por lo tanto, si U C M es un abierto trivializante de un haz
vectorial W M entonces al elegir secciones generadoras sobre U obtenemos automaticamente
la conexion plana V? en WU = U x W. Es por eso que la sucesion exacta (2.16) se escinde.

2.29 Teorema. Sea Der(RM) el haz vectorial cuyas secciones son las superderivaciones
del dlgebra T' (RM). Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta de haces vectoriales:

0 —— der(RM)—— Der(RM) —>>TM @ RM —0 (2.17)

donde v es la inclusion y o es el simbolo principal.

Demostracion. Sea V una conexion de algebras en RM. La inclusion de der(RM) en
Der(RM) esta dada de la siguiente manera: si X € I' (der(RM)) y Y € I' (der(RM))
es tal que ), = &, entonces, por las propiedades de los operadores diferenciales (proposicion
A.14) tenemos que ) factoriza por el espacio Jet'(RM), esto es

Jet} (RM) 2= R, M

o &

R,M
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para todo punto p en M. Los operadores en der(RM) se caracterizan por la propiedad
siguiente: si n y ¢ son secciones de RM entonces

X, (jety (m)) = &, (et m)vp + (= 1), 2, (1) (2.18)
Usando la conexion V en RM, obtenemos la identificacion
Jet'(RM) = Sym=!(T" M) © End(RM),
y la inclusion ¢ esté4 dada por la cadena de inclusiones
der(RM) C End(RM) C Sym="(T*M) ® End(RM).

Como ya vimos, las secciones de der(RM) son operadores diferenciales de orden 0 y por lo
tanto su simbolo principal es nulo. Esto prueba que Im(¢) = ker(o).

Ahora probaremos que o es suprayectiva. Sea X ® r una seccion de TM ® Zend(RM) =
TM ® RM. Definimos un mapeo g : I' (TM @ RM) — I' (Der(RM)) dado por g(X ®r) =
rV x; sean ahora n,¢ € I' (RM) y calculamos

g(X @r) () = r(Vx(m + (—1)VxMpvx(v)) (2.19)

lo cual prueba que en efecto g(X ® r) es una superderivacion ya que Vx lo es. El simbolo
principal del operador rVx es

o(rVx; f)(n) = [rVx; fl(n)
=7rVx(fn) — frvx(n)

=rX(f)n+rfVxn) — frvxn) (2.20)
=rX(f)n (porque fr =rf)
=Xer(fen)

lo cual prueba que o o g = idryera ¥ por lo tanto, o es sobre. O

2.30 Observacion. La descomposicion Der(RM) = der(RM) & (TM @RM), al igual que
la descomposicion local Der RU = (TU @ SU) @ RM, depende de la eleccion de generadores
y de una conexiéon de algebras V en el haz RM y por lo tanto no es natural.

Ahora mostraremos la estructura de superalgebra de Lie en el espacio I' (Der(RM)). Si
X y ) son superderivaciones homogéneas, definimos el supercorchete de Lie de X' y Y
como

[X, V] = xY — (-1)*VI[y, x] (2.21)

2.31 Proposicion. El espacio I' (Der(RM)) equipado con el supercorchete (2.21) es una
superdlgebra de Lie; esto es, se satisfacen las siguientes igualdades

[X,X]=0 (superalternancia)

()™M=, V], 2] + ()P L2, 20, V] + (1), 2], 4] = 0 (2.22)

llamada la superidentidad de Jacobi, donde X, Y y Z son superderivaciones.
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2.4.2. La diferencial y la codiferencial de una superfunciéon

Con nuestra descripcion del haz tangente de una supervariedad (M|RM) definiremos ahora
la diferencial de una aplicacion (¢|®) : (M|RM) — (N|RM). Veremos que ademas de la
extension de la diferencial F, de una aplicacion F' : M — N entre variedades suaves, tenemos
una aplicaciéon adicional asociada a ¢ que denominamos diferencial auxiliar.

Como ya vimos, el haz de superderivaciones Der(RM) esta generado por el haz T'M &
SM. Vimos también en la proposicion 2.22 que para todo morfismo de supervariedades Z-
graduadas existe un morfismo F' : SM — SN de haces vectoriales dado por F' = (®)*.
La diferencial de una superfunciéon estd compuesta por la diferencial de la aplicacion ¢ y el

morfismo F, esto es

(¢|®). : TM & SM — ¢*(TN @ SN)
X®or ¢.(X)® F(o)

Esta aplicacion es una transformacion lineal en cada fibra y por lo tanto es un morfismo
de haces vectoriales. Cabe destacar que esta transformaciéon no puede extenderse a todo
Der(RM) ya que la aplicacion ® es un operador diferencial no necesariamente de orden 0.

2.32 Definicién. Sea (¢|®) : (M|RM) — (N|RN) una aplicaciéon supersuave. La diferen-
cial de (¢|®) se define como

(¢|®), = ®F : T (TM ®SM) =T (¢*(TN @ SN))
X ®o— ou(X)D F(o),

donde F' es la aplicacion dual de d:S*N — ¢*S*M descrita en la proposicion 2.22.

Al igual que en el caso clésico, la superdiferencial es multiplicativa:

2.33 Proposiciéon. Sean (¢|®) : (M|RM) — (N|RN) y (¢|¥) : (N|RN) — (K|RK)
aplicaciones supersuaves. La superdiferencial de (¢¥|V) o (¢|®) es (¢|V). o (¢|P)..

Demostracion. Notemos primeramente que (|¥) o (¢|®) = (v o ¢p|® o ¥). Sean F' = (P)* y

G = (W) las aplicaciones asociadas a ® y a ¥ en la proposicion 2.22; esto es,

F:T(SM) — T (SN)
G:T(SN) — T (SK).

Por definicion, tenemos que (¢|®), = ¢. @ F'y (¢|¥). = ¥, ® G; por lo tanto

(W) 0 (¢]®)]. = (o d|Po W), = (Vou),®CG ol = (Y|¥). o (o¥), u

2.34 Nota. Consideremos nuevamente las supervariedades Z-graduadas y sus morfismos.
La proposicion anterior implica que la asignacion (M|RM) — (M|SM) es un funtor F :
SMfld — SMfld;. En particular, observamos que los morfismos entre supervariedades Z-
graduadas son las aplicaciones superdiferenciales de los correspondientes morfismos entre
supervariedades.
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2.4.3. La diferencial auxiliar

Recordemos que la aplicacion F' esta definida como el dual de la aplicacion ® en el
cociente R=IN/R=2N, la cual esta bien definida ya que ® preserva el ideal T'(R='N) y por
lo tanto también preserva la filtracion (2.6).

Sea ahora f una funcion suave en N y recordemos que C*(N) = ker(e) C I' (RM), y que
®( f) es una seccion par. También se estableci6 que ®@(f)— fo¢ es una seccion del haz RT=2M.
Si consideramos la clase de ®(f) + f o ¢ en el cociente I' (R*22M/R*=4M) =T (A’ S*M)

tenemos la siguiente
2.35 Proposiciéon. La aplicacion [®, f] : C*(N) — I’ (/\2 S*M) es una derivacion a lo
largo de ¢. FEsto es

[@, fg] = [®,f]- (90 0) + (fo o) [, 4] (2.23)

para todo par de funciones suaves f y g en N, y donde definimos [®, f] := [®, f](1) con 1
la seccion idénticamente 1.

Demostracion. El conmutador de ® con fg estd dado por
(@, fg] = ©(fg) — (fg) o ¢ =D(f)P(9) — (fed)go9).

La segunda igualdad es cierta porque ® es un homomorfismo de superédlgebras. Entonces

O(f)(g) = (fod)(god) = 2(f)P(g) + (f)(g0 ) — (f)(g0¢)
+(fod)(go o) =2(f)(P(g) —go o)+ (2(f) — fod)(go9)

= ([&, fT+ o o)([®,9]) + ([, fT)(g 0 0)
= [®, f1[®, 9] + [®,9](f 0 &) + ([P, f])(g © ¢);

notemos ahora que [®, f] y [®, g] son secciones de T (72*722]\/[ ) y por lo tanto su producto
es una seccion de I' (RT=1)M). Esto significa que

(@, f][®. 9] + [®,9](f 0 ) + ([®, f])(g 0 d) = [®,9](f 0 &) + ([, f])(god) méd T (RT=M)
y por lo tanto ® es una derivaciéon cuando toma valores en el cociente I' ( /\2 S*M ) n

2.36 Corolario. La aplicacion ® : C*(N) — I’ (/\2 S*M) es un operador diferencial de
orden 1 y por lo tanto factoriza a través del haz cotangente de N mediante

Co(N)—2=T (A*S*M)
|
['(T*N)
donde d es la derivada exterior.

2.37 Definicion. Sea (¢|®) : (M|RM) — (N|RN una aplicacion supersuave. La codife-
rencial auxiliar de esta aplicacion es el mapeo

(¢|®) : T (T*M) = T (/\2 SM)
dado por (¢|®)'(df) = ®(f) — foop+R=>M.






Capitulo 3

Supergeometria diferencial

En este capitulo estudiaremos objetos que permiten estudiar la geometria de supervariedades
més a fondo. En la primera seccion definimos las superformas diferenciales en una supervarie-
dad. Veremos que, salvo los signos adecuados, el comportamiento combinatorio y diferencial
de estos objetos es idéntico al de las formas diferenciales clasicas. Después, estudiaremos las
superconexiones en el superhaz tangente (o superconexiones afines) y probaremos extensio-
nes de resultados clésicos. Por tltimo, veremos que el Lema Fundamental de la Geometria
Riemanniana (la existencia y unicidad de la conexion de Levi-Civita) se extiende para el
caso de métricas superriemannianas pares.

§3.1. Superformas diferenciales

En esta seccion definiremos las superformas diferenciales en una supervariedad (M|RM ), asi
como el producto cunia y la derivada exterior en el espacio de superformas.

Recordemos que el haz dual del haz tangente es el haz Homeso(ay) (I (TM),C(M)) de
morfismos C*° (M )-lineales entre el haz tangente y el dlgebra de funciones suaves. En el caso de
supervariedades, el superhaz tangente corresponde al haz de superderivaciones T'(M|RM) =
Der(RM). Por lo tanto, definimos el superhaz cotangente como el haz vectorial

T*(M|RM) = Homg ) (Der(RM),RM)

de superhomomorfismos lineales entre los superespacios I' (Der(RM)) y RM. Al igual que
en el caso de variedades suaves, tenemos una aplicacion

() : T(M|RM) xp T*(M|RM) — RM
(X, a) = a(X)

que denominamos emparejamiento canénico; el haz T(M|RM) xp T*(M|RM) es sim-
plemente el haz vectorial sobre M donde X € Der,(RM) y a € Der,(RM).

Recordemos que una k-forma diferencial § en una variedad suave M es una seccién de
/\k T*M; esto es, § es una aplicacion k-multilineal sobre C*°(M) y alternante en sus argu-
mentos. De la misma manera, una superforma diferencial € es una seccion de A* T (M|RM).

31
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Si w es una k-forma diferencial en una variedad suave M y o es una permutacion de
{1,...,k} entonces, para X1,..., X} campos vectoriales en M tenemos que

W(Xo), - Xow)) = sgn(o)w(Xy ..., Xy)

donde sgn(co) denota la signatura de la permutacion o. Como una superforma diferencial 2
debe ser I' (RM)-supermultilineal (esto es, lineal y graduada), utilizaremos las signaturas
relativas de una permutacion o € Sy, (cf. seccion 1.4.1).

3.1 Definiciéon. Una superforma diferencial de grado £ en una supervariedad (M|RM)
es una aplicacion k-multilineal sobre R

Q: T (T(M|RM)) x - x T (T(M|RM)) = T (RM)

tal que es I' (R M )-supermultilineal, en el sentido que para toda superfuncion f y cualesquiera
k superderivaciones X1, ..., Xy tenemos que

Q(X1, Xoy oo fX0 -, X)) = (D) +XaD e (X X 0 X, X,

y ademas es superalternante:

X1y, s X)) = L QX Xy)

para toda permutacion 7.

Al igual que en el caso de las variedades suaves, el espacio de superformas diferenciales
tiene también un producto y una derivada exterior, compatibles con la estructura graduada
de I' (RM)

Si 2 y A son superformas diferenciales de grados k y [ respectivamente, definimos su
superproducto cufia como

Q/\A(Xl,...,Xk7Xk;+1....,Xk;+l) -

sgn(o
3 SEU9) 0 e X o)A Kt gs s s Xorgeen) (3.1)
sgn— (o)
UESk+l/SkXSl

donde Syy;/Sk x S es el grupo de permutaciones que no preservan los conjuntos {1,...,[}
y su complemento, ya que los elementos del producto directo S x S; los preservan.

La derivada exterior estd dada de la misma manera que en el caso de formas diferenciales
en variedades suaves: si () es una k-superforma, entonces

sgn o
dQ(XO, ce ,Xk) = Z — O_Xa—l(O)Q(Xa—l(l)a ce 7Xa—1(1))
U€5k+1/S1XSk
sgn o
- Z Q[ Xo-100), Xor1 )]s Xo-1(2), - - - s Xo-1x))

sgn-— o
UeSk+1/SQ XSk_1

donde el signo )/(; significa que la superderivaciéon X, se omite. En particular, si f es una
superfuncion y X una superderivacion, tenemos el resultado clasico df (X) = X (f).
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§3.2. Superconexiones afines

3.2 Definiciéon. Una superconexion afin es una aplicacion R-lineal
V:I'(T(M|RM)) x T'(T(M|RM)) = T (T'(M|RM))
tal que si X y Y son superderivaciones y f es una superfunciéon entonces
Vix(Y) = fVx(Y)
Vx(fY) = X()Y + (D) fvx(Y)

Notemos que nos estamos restringiendo al caso de superconexiones pares. Esto es, apli-
caciones que preservan la Zs-graduacion.

3.3 Proposicion. Sean V y v superconeziones afines en la supervariedad (M|RM) y sea
X una superderivacion en (M|RM). La aplicacion

(V= V)x : D (T(M|RM)) = T (T(M|RM))
es I' (RM)-superlineal.
Demostracion. Sea Y una superderivacion y consideremos una superfuncion arbitraria 7. Si
definimos A(X,Y) = (V — V)x(Y), calculamos
AX, 1Y) = (V= V)x(nY) = Vx(Y) = Vx(Y) = X()Y + (=1)1"™Ipv v
— X(n)Y — (=1)"XIv v
= (—)"¥Ip(V = V)x(Y)

por lo que la aplicacion (V — 6) x es [' (RM)-superlineal. ]

Consideremos ahora el superespacio
k
r (/\ T*(M|RM) ®T(M|RM)>

de k-superformas diferenciales con valores en el superhaz tangente. Estas aplicaciones son
k-supermultilineales y superalternantes en I' (T'(M|RM)) y a cada k superderivaciones le
asocian una superderivacion. Al elegir una superconexion afin en (M|RM), este superesacio
tiene una derivada exterior definida de la siguiente manera:

3.4 Definicién. Sea A una seccion de A* T*(M|RM) @ T(M|RM) y sea V una super-
conexion afin en (M|RM). La derivada exterior torcida de A respecto a V estd dada
por

\v4 L sgn o
dYA(Xo, ... Xp) = Y o VX, 10 A1), X))
JESk+1/Sl XSy (3 2)
- ¥ BT A X0, X Xor2)s - Xomry)
sgn- o

JESk+1/52XSk_1

Observemos que las 0-formas son solamente las secciones de T'(M|RM).
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Asociado al superhaz tangente, tenemos el espacio de superendomorfismos
D(End(T(M|RM)).

Estas aplicaciones, al igual que los endomorfismos clasicos de haces vectoriales, son aplicacio-
nes superlineales sobre las superfunciones; esto es, si F' es un endomorfismo de T'((M|RM))
y X es una superderivacion en (M|RM) entonces

F(nX) = (=)"*pF(X), (3.3)

para cualquier superfunciéon 7. Si V es una superconexioén afin en (M|RM ), entonces tenemos
una superconexion en el superhaz de superendomorfismos, que denotamos por End(V),
definida por

(EndVxF)(Y) = Vx(FY) — (—=D)XIFIFP(VxY). (3.4)

3.5 Nota. Esta definicion fuerza al endomorfismo End(V)x F a ser I' (RM)-lineal, ya que
(en el caso totalmente par)

(EndVxF)(nY) = Vx(nFY) — F(Vx(nY))
= X(FY +nVx(FY) - F(X(n)Y +1VxY)
= X())FY +nVx(FY) = X(n)FY —nF(VxY)
=n(Vx(F(Y)) —nF(VxY)
= n(End VxF)Y.

El caso impar es analogo.

La definiciéon 3.4 de la derivada exterior toricda se extiende también a la superconexion
End(V), y la denotamos por d¥rdV,

3.6 Definicion. Sea V una superconexion afin y sean X y Y superderivaciones. La curva-
tura de V es el supertensor

RYy = [Vx,Vy] = Vixyy.
La torsién de V es el supertensor TV (X,Y) = VxY — (-1)¥¥Ivy X — [X,Y].
3.7 Proposicién. La curvatura RV es una 2-superforma con valores en End(T(M|RM)).

Demostracion. De la definicion 3.4 obtenemos que d¥ o dYV Z(X,Y) = R;YZ y por lo tanto
RY es una 2-superforma con valores en End(T(M|RM)). O

Para el siguiente resultado, necesitaremos un operador combinatorio. Si A es una aplica-
cién k-multilineal sobre algtn espacio vectorial W, definimos

Gr(A)(wy, ..., wi) = Z A(Vs(1), - -+ Vo(k)); (3.5)
€Sk

a este operador lo denomimanos suma ciclica. Por ejemplo, la identidad de Jacobi para el
supercorchete de Lie es equivalente a la ecuacion

&3 (1), Y], 2]) = 0
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Definimos también el operador RV (X,Y,Z) por la ecuaciéon
RV(X> Y7 Z) = R;,Y(Z)

Concentraremos nuestro estudio en superconexiones libres de torsiéon; esto es, superconexio-
nes tales que TV = 0.

3.8 Proposicién (Primera identidad de Bianchi). Sea V una superconexion afin en (M|RM)
libre de torsion (i.e. TY =0) y sean X,Y,Z superderivaciones. Entonces

Ss((-)MIR(X,Y, 2)) = 0 (3.6)
Demostracion. Recordemos que el operador de curvatura estd dado por

RYy = [Vx, Vy] = Vixor.

X112 Y,

Al calcular la suma ciclica de (—1) 'y Z obtenemos

&3 ((—=)MAU[Vx, Vy1(2) = Vixn2)) = 65((-1) X, Y], Z]) =
ya que la ultima suma ciclica es la identidad de Jacobi. [

3.9 Proposiciéon (Segunda identidad de Bianchi). Sea V una superconexion afin libre de
torsion en la supervariedad (M|RM). Entonces

d" ¥ YIRY =0 (3.7)
Demostracion. Por la definicion de la derivada exterior torcida, tenemos

d"MMIRY(X,Y, Z) = &5((- )M End(V)x RY 7) — 65((=1)M Ry 41 £)
(D)X, RY 1) = Gs(Rix vy 2)

((=1)

s((=1)

I
C’@G)G)

DXV, [y, V2]))
DXV ), V21) — Sa((~1) X1 [V vy, VD)

3

§3.3. La superconexion de Levi-Civita

En esta tdltima seccion estudiaremos los fundamentos de la supergeometria riemanniana.
Probaremos la existencia y unicidad de la superconexion de Levi-Civita para métricas pares,
y también probaremos que las simetrias usuales del tensor de curvatura clésico se extienden,
salvo signos, al supertensor de curvatura. Nuestra referencia principal es [3].

3.10 Definiciéon. Sea (M|RM) una supervariedad. Una supermétrica riemanniana es
una seccion 7 del haz Sym*(T(M|RM)) que es no degenerada; esto es, si X # 0 es una
superderivacion, entonces existe una superderivacion Y tal que v(X,Y) # 0.
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El hecho de que v es supersimétrica se traduce en la siguiente ecuacion: si X y Y
son derivaciones homogéneas, entonces y(X,Y) = (—1)*IVly(Y, X). Una métrica es par
si 7(X,Y) =0 cuando X y Y sean homogéneos de distinta paridad.

Si V =V, @ V] es un superespacio vectorial, un superproducto escalar par v es la suma
de un producto escalar no degenerado ¢ (posiblemente con signatura) en V y una forma w
alternante en Vj; en particular, esto fuerza al subespacio V] a ser de dimension par (cf. |3,
seccion 4.1]). Esto implica, en el caso de una supervariedad (M|RM), que una supermétrica
v fuerza al haz RM a ser de rango par; asi mismo, v induce una métrica pseudorriemanniana
en T'M.

3.11 Definiciéon. Sea v una supermétrica riemanniana par y V una superconexion afin. La
conexion V es compatible con la métrica v si

XY, 2)) = 4(VxY, Z) + ()X (Y, V < Z)
para cualesquiera superderivaciones X,Y y Z.

3.12 Teorema. Sea v una supermétrica riemanniana par en la supervariedad (M|RM).
Ezxiste una unica superconexion libre de torsion y compatible con vy en (M|RM).

Demostracion. La conexion en cuestion estd dada por la férmula

2(VxY. Z) = X((Y. 2)) = (=) AT Z (50X, ) + (~) XDy (5(Z, X))
+ ’7([[X’ Y]]’ Z) - <_1)|Y|(|Z|+|X‘)’7<[[Ya Z]L X) (38)
+ (_1)|Z|(|Y\+\XI)7([[Z’ X],Y).
Primeramente observemos que

X((Y, 2)) + (=) XDy (4(Z, X)) = (=)D Z2(y(X, 7))

=(VxY = (-)PMVy X, 2) + ()M PPy(Vx Z - (-1)7XIV X, Y)

+ (—l)lx‘(lle“'Z')v(VyZ — (_1)\Y|\Z\)vzy’ X)

= 7([[X7 Y]]v Z) + (_1)|Y”Z|'7([[X7 Z]]’ Y) + (_1)|X|(‘Y|+|Z|)’7([[Y7 Z]]’ X)

Usando la expresion (3.8), obtenemos que el dltimo término del desarrollo anterior es igual
a

29(VxY, Z) = X(1(Y, Z)) + (=)D Z(3(v, X)) + (=) THADY (4(Z, X))

De esta manera, si definimos V usando la ecuacion (3.8), obtenemos la unicidad. Despejando
el término X~ (Y, Z) y sustituyendo los términos correspondientes a Zv(X,Y) y Yv(Z, X)
vemos que la férmula en efecto define una conexion libre de torsiéon y compatible con . [

3.13 Definicion. La superconexion de Levi-Civita de la supermétrica v es la conexion
del teorema 3.12.

El supertensor de curvatura de la superconexion de Levi-Civita estd dada de la misma
manera que en la definicion 3.6.
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3.14 Proposicién. El supertensor vy(RxyZ, W) es supersimétrico por pares, esto es
Y(RxyZ, W) = (_1)(\X|+IY|)(\Z\+|W|)7(RZWX’ Y) (3.9)

Demostracion. Este resultado es consecuencia de la proposicion 3.7 y de la primera identidad

de Bianchi. ]






Apéndice A
Operadores diferenciales lineales

En este apéndice haremos un breve resumen de los conceptos y las técnicas geométricas y
diferenciales usadas a lo largo del trabajo.

§A.1. Conceptos fundamentales

A.1 Definiciéon. Sea M una variedad suave y sean 7 : £ — M y 7 : E — M haces
vectoriales sobre M. Un operador diferencial lineal entre £/ y E es una aplicacion R-

lineal D : T'(E) — I'(E) que es local; esto es, si U C M es abierto, y n y psi son secciones
de E tales que n|y = ¥|y entonces D(n|y) = D(¥|v).

La condicion de localidad fuerza a D a ser un homomorfismo de gavillas.
Si f es una funcion suave en M y 7 es una seccion de E entonces se define el conmutador

[D, f(n) == D(fn) — fD(n) (A.1)

Al iterar el conmutador con méas funciones suaves, es posible que exista un niimero entero
k > 0 tal que el conmutador con k + 1 funciones sea nulo.

A.2 Definiciéon. El operador D es de orden k, con k un entero positivo, si para cualesquiera
k + 1 funciones suaves en M, fi,..., fri1 se tiene que

['"[[D’f1]7f2]7"'>fk+1] =0

A continuacién daremos una férmula para calcular el conmutador iterado de D y k
funciones suaves en M. El resultado importante que se desprende de esta férmula es que
el resultado del conmutador iterado no depende del orden en que se insertan las funciones
suaves.

A.3 Lema. Sea {fi,... fe} un conjunto de funciones suaves en M con k > 1 y definamos
K :={1,...,k}. El conmutador iterado de D y estas k funciones estd dado por

[' .- [[D7f1]7 fQ]v R fk](n) = Z (_1)#(A)fAD(fK—A77)a (AQ)

ACK
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donde n es una seccion de E, #(A) denota la cardinalidad de A y definimos

HAfa, A#D
fA: ac
I, A=0

Demostracion. Por inducciéon sobre k. Si k = 2 entonces calculamos
(D, fil, f2l(n) = [D, fil(fan) — f2[D, fil(n)
= D(f1fan) — fiD(fan) — [2D(fin) + f1.f2D(n)
= Z (=1)#N f4D(frimy—an).

AC{1,2}

Supongamos que la formula (A.2) es valida para todos los enteros | menores que k. Sea
L:={1,...,k—1}. Calculamos ahora

H o [[Dv fl]’ fQ]’ S fk—1]>fk](77) = Z(_l)#(A)fAD(fL—Afkn)

ACL

> (=)FD fafiD(fr-an)

ACL

Si A C L es no vacio y escribimos A = {1, ... pu.} y L—A = {v1,...vs}, entonces la formula
anterior toma la forma

[[ o [[D7f1]7f2]7 .. "fk*1]>fk](77) = Z (_1)Tfu1 te 'furD(fm te 'fz/sfkn)

rs=k—1
— > =V fu e Doy -+ fom)
r4s—k—1 (A.3)
— D (fl"'fk 1) + D(fi- - fin)
= > (=)D faD(frc—an),
ACK
donde K :={1,...,k}, yaque —(=1)*1D(f1--- fin) = (=1D)ED(f1- - frn). O
A.4 Proposicion. Si fi,..., fr son funciones suaves en M entonces
[' o [[D7f1]> fﬂ’ cee fk] = [ 3 [[D> fU(l)]>fU(2)]> R fU(k)]

para toda permutacion o € Sy,.

Demostracion. Si o € Sy y A C K entonces #(0(A)) = #(A) y o actia transitivamente
en subconjuntos de cardinalidad dada. Por lo tanto, la formula (A.2) queda invariante bajo

permutaciones del conjunto { fi,... fx}. O]
En vista de esta proposicion, escribiremos [D; fi, ..., fi] para el conmutador iterado del

operador D con las funciones fi,..., fi.

A.5 Definicion. Sea D : T'(E) — I'(E) un operador diferencial de orden k y sean fi, ..., fi

funciones suaves en M. El simbolo principal de D evaluado en las funciones fi,..., fi es

o(D; fi,.. fu) = [D; fr, ..., fe]



§A.2. Jets de secciones 41

§A.2. Jets de secciones

Sea F—"—=M un haz fibrado suave. Si U C M es un abierto tal que F|y es trivial, i.e.
Fly 2 U x F (donde F es la fibra tipica del haz), entonces una seccion v sobre U es una
funciéon suave ¢ : U — F.

A.6 Definiciéon. Sean v y n secciones locales sobre U del haz F y k un entero no negativo.
Las secciones 1 y 1) estan en contacto de orden k en el punto p en M si

Oy(n) =0,(¥), <k

en algin (y por lo tanto, en todo) sistema de coordenadas locales en U. Denotamos esta
relacion por ¢~y 1.

Notemos que, en particular, 82 (n) = 82 (¢). Esto es, ¥(p) = n(p). A partir de esta relacion
de equivalencia, obtenemos la definicion de jets de secciones locales:

A.7 Definiciéon. Para un punto p en M el conjunto de clases de equivalencia de contacto
hasta orden k,

Jety(F) =T (Flv) / ~uyp

es el espacio de k-jets en el punto p. Denotamos la clase de equivalencia de v en este
conjunto por jet’;(w). El haz de k-jets del haz fibrado F es

Jet*(F) = | | Jet}(F)

peEM

Notemos que el haz Jet®(F) tiene un mapeo natural ev : Jet"(F) — F dado por
ev(jety(v)) = ¥(p).

Si F es un haz vectorial E — M (resp. un haz de algebras), entonces Jet"(€) es también
un haz vectorial (resp. un haz de algebras) con la suma definida por jet];(n +) = jet'; (n) +
jet];(w) (v el producto definido andlogamente: jetﬁ(mﬁ) = jet];(n) jet];(w) para cada punto p).

Si M es una variedad suave, definimos el ideal I, como el ideal de funciones que se anulan
en el punto p; es decir

I = (f € C*(M)[f(p) = 0). (A.4)
Las potencias de este ideal nos permiten caracterizar el haz de k-jets de un haz vectorial.

Recordemos que I}' = (f1 -+ - fu|fu € Ip), es decir sus elementos son sumas de productos de
n funciones en I,,.

A.8 Lema (Foérmula de Taylor con residuo). Sea h : R™ — R™ suave. El polinomio de
Taylor de grado k de h alrededor del 0 estd dada por la formula

i " oh
h(xh,...,2™) = Z— Z ot ————(0,...,0)

rl oz ... Qxhr

r:O u17"'7l"t7‘:1

1 Lot

— Ho M o 1 m A,
+ X E o i 8x#0...8x“k(x’ Jt™) (1 —t)~dt
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A.9 Proposicién. Sean E un haz vectorial sobre M y p un punto de M. Entonces JetI;(E) =
I (E)/IJ*'T (E).

Demostracion. Sean x1,...,x, coordenadas alrededor de p. Si fi--- fry1m es un elemento
de IIfHI‘ (E) entonces la relacion de contacto hasta orden k implica que

al

Oz, -+ 0z, »

(fl . "fk+17]) =0,

para todo [ < k, ya que tomar [ derivadas parciales de k£ + 1 funciones suaves implica que
al menos una de las funciones aparece en el desarrollo de la regla generalizada de Leibniz
sin derivar, y esta funciéon es 0 en p. Esto significa que jetl;(fl -+ frs1m) = 0 para cua-
lesquiera. fi, ..., fi funciones en I¥1. Si definimos v : I' (E) /I¥'T' (E) — Jet,(E), por
Y(n 4+ IFT (E)) = jetk(n) entonces, en vista de las observaciones anteriores, ¢ estd bien
definida y es sobreyectiva por construccion. Para probar que v es inyectiva observemos que al
escoger una trivializacion de E sobre un abierto U, entonces una secciéon 7 es esencialmente
una funciéon suave 7 : R™ — R”, donde n es el rango de E y m es la dimensién de M; por
lo tanto, por la formula de Taylor, tenemos que ¥(n + I;f“) = 0 si y s6lo si su polinomio de
Taylor alrededor de p es nulo y por lo tanto jet’;(n) =0, ya que jet’;(n) es independiente de
la eleccion de coordenadas locales. Por lo tanto, v es un isomorfismo. O

Usando la expresion de jet’;(n) en coordenadas locales obtenemos el siguiente:
A.10 Corolario. El operador jet* : E — Jet*(E) es un operador diferencial de orden k.

Ahora probaremos un isomorfismo mas para el haz Jet*(FE). A diferencia del isomorfismo
anterior, el siguiente isomorfismo no es canénico.

A.11 Definicién. Sea D una conexién en el haz F y sea V una conexiéon libre de tor-
sion en T'M. Las derivadas covariantes iteradas de una seccion n € I' (E) estan dadas
recursivamente por D’ =ny

k
k+1 _ k k
DXO,...,Xk = Dx, (DXl,...,an> - E Dxl,_..,vxoxu,...xkn
p=1

para cualesquiera campos vectoriales Xy, ..., X, en M.

Claramente, las derivadas covariantes iteradas dependen del orden en que tomemos los

campos vectoriales Xo, ..., X;; sin embargo, mediante la féormula
1
V.,D,l !
JXl---Xl (n) = I Zs DXJ(I),,..,XJ(D (1) (A.5)
[ASIe)]

obtenemos un operador simétrico en ®l TM vy por lo tanto, una secciéon de Sym' T*M ® E.

El siguiente resultado es inmediato al usar la formula de Taylor para conexiones D en E vy
V en T'M con V libre de torsion:
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A.12 Proposicion. Sea E un haz vectorial y sean V y D conexiones en TM y E res-
pectivamente donde ¥V es libre de torsion. Entonces Jet® E = Sym=FT*M ® E como haces
vectoriales, mediante la aplicacion jet™ n s JVPO(n) + JVL ) 4 -+ JVPFR(p).

Notemos que los conmutadores iterados de D son también operadores diferenciales; esto
es,si D :T'(E) — I' (F) es un operador de orden k entonces [D; fi,..., fi] : T (E) = T (F)
es un operador diferencial de orden k£ — [, con 0 < [ < k. La proposiciéon anterior nos
permite asociar (de manera no canénica) un polinomio de grado k en campos vectoriales a
un operador diferencial de orden k.

A.13 Definicién. Sea D : I' (E) — I' (F') un operador diferencial de orden k. El simbolo
total de D es el polinomio asociado o***/(D) € I' (Sym™=* T*M @ E).

Utilizando el simbolo total del operador D obtenemos el siguiente resultado:

A.14 Proposicion. Si D : ' (E) — I'(E) un operador diferencial de orden k > 0 entonces
D induce un morfismo de haces vectoriales D : Jet*(E) — E

Demostracion. El morfismo esta dado por n — o*#(D,.)(n), donde el segundo argumento
del simbolo total es una forma simétrica en las diferenciales de [ funciones suaves para

[ <E. ]

A .15 Definicién. Sean M y N variedades suaves, 7 : E — N un haz vectorialy f: M — N
una aplicaciéon suave. El haz jalado o pullback de E bajo f es el haz vectorial definido
sobre M por

fE:={(p,e) € M x E|n(e) = f(p)}

A.16 Definicién. Sean 7 : £ — M y £ : F' — N haces vectoriales sobre las variedades
suaves M y N ysea ¢ : M — N una aplicacién suave. Un operador diferencial a lo largo
de ¢ es una apliacion R-lineal D : T'(F) — T'(E) tal que si h es una funcion suave en N
entonces el conmutador esta definido por

[D, h](n) := D(hn) — (ho ¢)D(n)

para toda seccion n de F. El operador tiene orden k > 0 si [[...[D, fi], fa], .-+, fxs1] = 0
para cualesquiera k + 1 funciones suaves fi,..., frr1 en N.

Notemos que para un operador a lo largo de una aplicacion suave, la definicion del
conmutador iterado es escencialmente la misma dada por la formula de la proposicion A.4
salvo que las funciones suaves en este caso van acompanadas de la aplicacion ¢, al igual que
todo lo que hemos dicho sobre operadores diferenciales y sus simbolos total y principal.
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