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Introduccion

Uno de los conceptos fundamentales en la teoria de gréficas es la coloracion de los vértices
de una gréfica, concepto que nacié a raiz del problema planteado por Francis Guthrie en 1852,
donde se pregunta si cuatro colores son suficientes para colorear cualquier mapa geografico, de
tal manera que paises vecinos (es decir, paises que comparten frontera) reciban distinto color.
Este problema también conocido como la conjetura de los cuatro colores, fue demostrado en
1976, més de 150 anos después de su planteamiento [16], [11]. Desde entonces, una gran
cantidad de investigacion se ha desarrollado dentro de la asi llamada, Teoria de coloraciones
en grdficas, resultando esta, ser una de las areas mas estudiadas y aplicadas de la teoria de
graficas. En 1972, Karp incluye las coloraciones en graficas en la primera lista de problemas
conocidos como NP-completos, lo que motiva el desarrollo de algoritmos heuristicos de las
coloraciones. Cuando se fraccionalizan algunas definiciones de la teoria de graficas, se origina
la teoria de graficas fraccional que ha sido estudiada durante la iltima decada y ha servido
para obtener varios resultados elegantes y profundos (completos o parciales), amplidndose
el nimero de aplicaciones. Mas ain, esta teoria ha ayudado a comprender mejor algunos
problemas complicados de la teoria de graficas.

Varios de los resultados fraccionales se pueden estudiar como problemas primales y sus
duales en Programacion Lineal Entera. Por ejemplo, el niimero cromatico y ntimero de clan
de una grafica resultan ser las soluciénes enteras de un problema primal y su dual respecti-
vamente, y al considerar las soluciones racionales del problema primal y su dual se obtiene
el niimero cromatico fraccional y el niimero de clan fraccional respectivamente.

Dada una grafica G, una coloracion propia de GG, es una asignacién de un color a cada vértice
de la grafica de tal manera que vértices adyacentes reciben diferentes colores. El ndmero
cromatico de G, denotado por x(G), es el minimo nimero de colores necesarios para obtener
una coloracion propia de G. Otro parametro importante de una grafica y que esta relacionado
con el nimero cromatico es el nimero de clan de G, w(G), definido como el maximo nimero
de vértices de una subgrafica completa de GG. Claramente, cualquier coloracién propia de G,
asigna un color diferente a cada vértice de los clanes de G. Asi, w(G) < x(G), y si la gréfica
G contiene un clan arbitrariamente grande entonces tiene niimero cromético arbitrariamente
grande.

Existen varias formas de generalizar el concepto de coloracién para r—hipergréficas (hi-
pergraficas con todas sus aristas de tamano r). Una de ellas llamada coloracion débil que
consiste en asignar un color a cada vértice de G" con la condicién que no contenga aristas
monocromaticas y si todas las aristas son heterocromaéticas, se le llama coloracion fuerte. De
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esta manera, el nimero cromatico débil x(G") y el niimero cromatico fuerte x*(G") de G", se
define como el minimo nimero de colores necesarios para colorear una r—hipergrafica débil-
mente o fuertemente respectivamente. Claramente cada coloracién fuerte es una coloracién
débil, asi x(G") < x°(G") para toda r—hipergréafica G".

Naturalmente, el ndmero de clan de G", w(G"), es el mdximo nimero de vértices de una
r—subhipergrafica completa de G".

Sin embargo, la desigualdad w(G) < x(G), no funciona como era de esperarse para el
ntimero cromatico débil de r—hipergraficas (véase el Ejemplo 3.2). Aunque, si se tiene para
el caso fuerte, esto es, w(G") < x*(G").

Una pregunta interesante sobre el niimero cromatico de una gréafica primero, y en general
de una r—hipergrafica es la siguiente:

(Para que el nimero cromatico de G" sea k es necesario que G" contenga
alguna r—subhipergrafica completa de tamano k7

La respuesta a esta pregunta es negativa, de hecho se sabe que existen graficas con cuello
y numero cromatico arbitrariamente grande,

Teorema (Paul Erd6s,[17]). Para cualesquiera enteros positivos s y k, existe una grafica
con cuello > s y nimero cromatico > k.

Este resultado se demostro utilizando el método probabilistico para graficas y més tarde
por P. Erdos y A. Hajnal [18] para hipergréficas. Pocos afios después, Lovés [13] proporciona
una prueba constructiva bastante complicada de este hecho y Nesetiil con R6dl [10] sugieren
una mas simple poco después. Ambas construcciones son recursivas y funcionan para graficas
y r—hipergraficas al mismo tiempo. Previo al Teorema antes mencionado, en [9], Mycielski
propone una construccion de gréficas libres de triangulos con niimero cromatico arbitraria-
mente grande. Usando esta construccion se demuestra que la diferencia entre el nimero de
clan y el nimero cromético de una grafica puede ser arbitrariamente grande.

Asi, como una coloracién de una gréafica es la asignaciéon de un color a cada vértice
de la grafica de manera que vértices adyacentes tengan diferente color, se puede asignar a
cada vértice un conjunto de b—colores de tal forma que vértices adyacentes tengan conjuntos
disjuntos de colores y preguntarse por el minimo nimero de colores x;,(G) necesarios para
colorear dicha grafica. De esta manera, el nimero cromatico fraccional x¢(G), se define a
grosso modo como el limite de la funcién x,(G) cuando b — oo (ver definicién formal en la
Seccion 3.2).

Este concepto ha sido ampliamente estudiado en [5], dentro del area de programacién
lineal entera y se dice que el nimero cromatico fraccional de una gréfica G, es la relajacion
real de su nimero cromatico. Asi mismo, las versiones fraccionales de los ntimeros cromaticos
débil y fuerte de una r—hipergrafica son las relajaciones reales de los problemas enteros
correspondientes (ver definicién formal en la Seccién 3.2).

En el caso de graficas

w(G) < x;(G) < x(G) (0.1)
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En 1995, Larsen, Propp, y Ullman [15] usaron la construcciéon de Mycielski para mostrar
que al igual que la distancia entre x y w, ambas distancias en (0.1) pueden ser arbitrariamente
grandes.

En este trabajo demostraremos que las diferencias en una desigualdad andloga a (0.1) pue-
den ser también arbitrariamente grande al considerar r—hipergraficas, tanto para el niimero
cromatico débil como para el fuerte. Para cumplir este objetivo, daremos dos construccio-
nes de familias de r—hipergraficas sin r—subhipergréficas de orden r + 1. Es preciso senalar
que para coloraciones fuertes, la construcciéon de Mycielski se puede generalizar de manera
directa, y la prueba en [15] puede ser imitada. Sin embargo, para coloraciones débiles, la
misma construccién no se puede generalizar directamente. En consecuencia, daremos una
construccién alternativa, inspirada en la construcciéon de Mycielski.

Una vez demostrado que el nimero cromatico débil y fuerte, y el niimero cromético
fraccional débil y fuerte de una r—hipergrafica no esta acotado por una funcién en términos
de su ntimero de clan; resulta interesante también encontrar familias de r—hipergréficas con la
propiedad contraria, es decir, familias de r—hipergréficas con nimero cromético (fraccional)
acotado por una funcién en terminos del nimero de clan. Para r = 2, el caso de gréficas, hay
varios trabajos que tratan este problema [1, 2, 8, 14]. En este trabajo, prohibiendo ciertas
r—subhipergraficas completas inducidas, encontraremos una familia de r—hipergraficas con la
propiedad que el nimero cromatico esta acotado por una funciéon del niimero de clan. Tal
familia surge de planos afines de dimensién r — 2 en un espacio euclidiano de dimensién
d>r—2.

En el Capitulo 1, se presentan algunos conceptos elementales de la teoria de hipergréaficas
que seran utilizados posteriormente, como son: hipergrafica, r—hipergrafica, subhipergréficas,
homomorfismos de r—hipergraficas, etc. y daremos algunos ejemplos y resultados de dichas
definiciones. Mas aun, introduciremos la matriz de independencia y la r—hipergrafica de
Kneser tanto la version débil como la fuerte y algunos ejemplos. Ademas, se mencionan
algunas definiciones y resultados de calculo y programacién lineal entera que usaremos en el
transcurso de este trabajo.

En los Capitulos 2 y 3 , analizaremos con cuidado las definiciones de coloracién propia y
coloracién fraccional tanto para graficas como para r—hipergraficas. Daremos también algunos
resultados, cotas inferiores y superiores. Asi como algunos ejemplos que ilustraran algunas
definiciones y resultados.

En el Capitulo 4, inspirados en la construcciéon de Mycielski daremos la construccion de
dos familias de r—hipergraficas sin r—subhipergraficas completas K7 ; y con nimero cromatico
arbitrariamente grande. Probaremos el resultado principal de este trabajo en el sentido de
Larsen, Propp y Ullman discutido anteriormente.

Finalmente, en el Capitulo 5 daremos algunos ejemplos de familias de r—hipergraficas que
tienen nuimero cromatico acotado. Estas familias se obtienen en la geometria discreta y son
familias de intervalos o planos afines en posicién general, se mencionan algunas propiedades
de estas familias considerando sus hipergréaficas asociadas y se ilustran dichas definiciones con
ejemplos. Para concluir el capitulo, obtendremos algunos resultados que garantizan que estas
hipergraficas tienen nimero cromaético acotado superiormente por una funcién que depende
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del nimero de clan de la r—hipergrafica y se mencionaran algunas conjeturas.



Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo analizaremos algunas nociones bésicas de hipergraficas, e introducimos
algunos ejemplos que usaremos para ilustrar algunas definiciones y resultados. Mas atn,
discutimos funciones entre hipergraficas, como son los homomorfismos, los isomorfismos y los
automorfismos.

1.1.—Definiciones basicas

Definicién 1.1. Una hipergrdfica G es una pareja G = (V(G), E(G)), donde V(G) es un
conjunto de elementos, llamados vértices, y E(G) es un conjunto de subconjuntos no vacios
de V(G), llamados aristas.

Es decir, E(G) es un subconjunto de P(V(GQ)) \ {0}, donde P(V(G)) es el conjunto
potencia de V(G). Un vértice u es incidente con una arista e si u € e, dos vértices u y v
son Vvértices adyacentes si existe una arista e tal que u,v € e y las aristas e; y e, son aristas
adyacentes si e; N ey # (). Para cada vértice u € V(G) el grado del vértice u, deg(u), es el
nimero de aristas diferentes incidentes a u. Si deg(u) = 0, se llama a u un vértice aislado .

Si para todo e € E(G) se tiene que |e| = r, entonces diremos que G es una hipergrafica
r—uniforme (o simplemete una r—hipergrafica), y la denotamos por G”. En el caso r = 2, una
2-hipergrafica G* es simplemente una grafica y la denotaremos por G.

En este trabajo vamos a considerar r—hipergraficas finitas, esto es, hipergraficas con con-
juntos de vértices y aristas finitos. Por ser las aristas subconjuntos de cardinalidad r no
existen lazos, al menos que r = 1 pero en este trabajo nos enfocamos en r > 2.

El niimero de vértices de G" es el orden de la r—hipergréafica y el nimero de aristas de G"
es el tamafio de la r—hipergrafica y los denotaremos por |V(G")| y |E(G")| respectivamente.

Ejemplo 1.1. Sea r = 3, consideremos la 3-hipergréfica G*, donde
V(GS) = {Ulﬂ V2, U3, V4, Vs, Vg, U7}

Y
E(G3) = {{01702,03}7 {U4,U5,06}, {017U6>U7}{U27U5av7}7 {03,04,07}}

como se muestra en la figura siguiente
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Figura 1.1: Una 3-hipergréfica

Definicién 1.2. Sean G" y H" dos r—hipergraficas, decimos que H" es una r—subhipergrafica
de G"si V(H") CV(G")y E(H") C E(G").

Definicién 1.3. Dado S C V(G"), la r—subhipergrafica inducida de G™ por S, G"[S], es la
r—hipergrafica con conjunto de vértices V(G"[S]) = S y conjunto de aristas E(G"[S]) = {e €
E(G") | e C S}.

Definicién 1.4. La r-hipergrafica complemento de G, G7, es la r-hipergréfica con V(G7) =
V(G y E(G") ={eCV(G") e & E(G")y |e| =1}

Definicién 1.5. Una r—hipergrafica G”, se dice que es k—regular, si cada vértice u € V(G")
tiene grado k (deg(u) =k, Yu € V(G")).

Definicion 1.6. La r—hipergrdfica completa conn vértices, denotada por K, es la r—hipergra-
fica con n—vértices y todos los e C V(K') con |e| = r.

Definicién 1.7. Un clan de una r—hipergrafica G" es un subconjunto S C V(G") tal que
G"[S] es una r—subhipergrafica completa (maximal) de G". El ndmero de clan de G”

w(G") := méax{| S| tal que S es un clan de G"}.
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Ejemplo 1.2. Consideremos la siguiente 3-hipergrafica, G*,

- U

%> \\\
y = AN\
o

Figura 1.2: Una 3-hipergrafica

donde, V(G®) = {1,2,3,4,5,6,7} y

B(G®) = {{1,2,3},{4,5,6},{1,2,6},{1,3,5},{2,3,4},{1,5,6},{2,4,6},{3,4,5}, {1,4,7},{2,5,7},{3,6, 7} }.

La siguiente 3-hipergréfica, H?, es una 3-subhipergrafica de G*

Figura 1.3: Una 3-subhipergrafica

Sea S = {1,2,3,4,5,6}, la 3-subhipergrafica inducida de G* por S, G3[S], es la siguiente

Figura 1.4: G3[S] es 3-subhipergrafica inducida de G* por S

Si consideramos el conjunto S = {1, 2,3}, esté conjunto resulta ser un clan de G*.
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1W

Figura 1.5: G3[9]

y es un clan maximal, de hecho todos los clanes maximales de G? tienen 3-vértices, por lo
tanto w(G?) = 3.

Definicién 1.8. La grdfica primal de una r—hipergrafica G” es la la grafica,
G(G") = (V(G(G"), E(G(G")),

donde V(G'(G")) = V(G") y E(G(G")) = {{u,v} CV(G(G")) | 3 e € E(G") con {u,v} C
ey [{u, v} =2}.

Ejemplo 1.3. Considérese la 3-hipergréfica G® del ejemplo 1.2, su grafica primal esta dada
como se muestra en la siguientes figura

1 2

Figura 1.6: G'(G?)

1.2.—Homomorfismos

Consideremos dos r—hipergraficas G" y H". Un homomorfismo de G" en H" es una
funcion

¢:V(G") = V(H"),
tal que para cada e € E(G") se tiene que {¢(u) |u € e} € E(H").

Ejemplo 1.4. Sea G? la 3-hipergrafica del ejemplo 1.1, donde V (G?) = {vy, v, v3, vy, U5, Vg, U7 }
y E(G3) = {{v1,v2,v3},{v4, 5,06}, {01, V6, 7}, {v2, Vs, 07}, {v3, V4, 07} }.
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Sea H?® la siguiente 3—hipergrafica, donde

V(H?) ={1,2,3,4} y E(H?* ={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}.

Definimos la funcién ¢ : V(G®) — V(H?) como

¢(U1) =1, ¢(U2) =2, ¢(U3) =3, ¢(U4) =2, ¢(U5) =1, ¢(U6) =3, ¢(U7) =4,

Claramente ¢ es un homomorfismo.

Lema 1.1. Sean m y n nimeros enteros positivos. Un homomorfismo de r—hipergraficas
completas ¢ : K] — K] existen si y solo si m < n.

DEMOSTRACION. Como un homomorfismo de r—hipergraficas preserva adyacencias se sigue
que ¢ : K] — K existe siy sélo si m < n. |

Un homomorfismo biyectivo de r—hipergréficas cuyo inverso es también un homomorfismo
de r—hipergraficas se llama un isomorfismo de r—hipergraficas. Si un isomorfismo entre dos
r—hipergraficas existe, entonces las r—hipergréficas se llaman isomorfas y escribimos G" ~ H".
Un isomorfismo de G" en G" se llama un automorfismo de G”. Denotaremos por Aut(G") el
conjunto de todos los automorfismos de G
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Ejemplo 1.5. Considérense las siguientes dos 3-hipergraficas, G® y H?, donde las figuras
1.7 y 1.8 determinan los conjuntos de vértices y los conjuntos de aristas.

V7
()

X

Figura 1.7: G3

5

Figura 1.8: H3

El homomorfismo ¢ : G* — H?, definido como ¢(v;) = i para cada vértices v; € V(G?),
resulta ser un isomorfismo de las 3-hipergraficas G3 y H?®.

Definicién 1.9. Una r-hipergrafica G" es vértice—transitiva si para cada par de vértices u y
v existe un automorfismo ¢ sobre G” tal que u = ¢(v).

Ejemplo 1.6. El siguiente es un ejemplo de 3—hipergrafica vértice—transitiva.
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Observaciéon 1.1: Si una grafica es vértice-transitiva, entonces todos sus vértices tienen el
mismo grado. Esto sucede también para r—hipergraficas.

1.3.—Conjuntos independientes

Dada una gréifica G = (V(G), E(G)), un subconjunto J C V(@) se llama un conjunto
independiente de G si no contiene vértices adyacentes, es decir, si para cada e € E(G) se tiene
que e € J. En estd Seccién vamos a generalizar esta definicién para r—hipergréficas.

Considérese una r—hipergrafica G". Si r > 3, resulta posible dar dos definiciones que

generalizan el concepto de conjunto independiente.

Definicién 1.10. Conjunto independiente débil

Un conjunto independiente débil de G" es un subconjunto J del conjunto de vértices de
G", tal que J no contiene ninguna arista de G”, esto es, para cada e € E(G") se tiene que
e J.

Denotaremos por J(G") el conjunto de todos los conjuntos independientes débiles de G" y
el ndmero de independencia débil de G”, a(G"), es la cardinalidad del conjunto independiente
débil mas grande de G", es decir,

a(G") :=max {|J| tal que J € J(G")}.

Definicién 1.11. Conjunto independiente fuerte

Un conjunto independiente fuerte de G" es un subconjunto J del conjunto de vértices de
G", tal que J contiene a lo mas un vértice de cada arista de G", esto es, para cada e € E(G")
se tiene que l[eN J| < 1.

Denotaremos por J*(G") el conjunto de todos los conjuntos independientes fuertes de G" y
el ndmero de independencia fuerte de G”, a®*(G™), es la cardinalidad del conjunto independiente
fuerte maximo de G", es decir,

a®(G") ;== méx {|J| tal que J € J*(G")}.

Ejemplo 1.7. Considerando la 3-hipergrafica H® del ejemplo 1.6
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X1 3

Figura 1.9: J; = {@1, x9, x5, 26} v Jo = {23, 24} € T (H?).

tenemos que el nimero de independencia débil de H?3,

a(H?) = méx {|J| tal que J € J(H*)} = |J;| = 4.

Ejemplo 1.8. Si consideramos otra vez la 3—hipergrafica H?,

X6

X1

w

Figura 1.10: J§ = {1, 25}, J5 = {@a, 26}, J5 = {z3} v J§ = {x4} € T*(H?).

se tiene que el nimero de independencia fuerte de H?,

o (H?) = max {|J]| tal que J € J*(H®)} = |J5| = |J5| = 2.

Definicién 1.12. Dada una r-hipergrafica G". Una coleccién A de subconjuntos de V(G")
se llama una cubierta de G" si

Ja=v)
acA
Si todos los elementos de la coleccion A son conjuntos independientes débiles (respectivamente

conjuntos independientes fuertes) se tiene una cubierta débil (respectivamente una cubierta
fuerte) de G".
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1.4.—Matriz de independencia

Dada una r—hipergrafica G, definimos la matriz de independencia B(G") = [B;;], donde
1<i<|V(G)|y1<j<|J(G")| de la siguiente manera

B. — 1, si uiEJj;
Y1 0, delo contrario,

donde J; € J(G") y u; € V(G").

Si J(G") es el conjunto de conjuntos independientes débiles, la matriz de independencia se
llama matriz de independencia débil y la denotaremos simplemente por B(G"). Andlogamente
si, J°(G") es el conjunto de conjuntos independientes fuertes, la matriz de independencia se
llama matriz de independencia fuerte y la denotaremos por B*(G").

Ejemplo 1.9. Considérese la siguiente 3—hipergrafica

¢« v e

X y z

Figura 1.11: G3

Observemos que el conjunto de conjuntos independientes débiles de G esta dado por
J(G®) = {{z}, {y}, {=} {z. v} {23, {y, 23 ),

entonces la matriz de independencia débil de G* esta dada como sigue:

100110
B(GH»=[0 10101
001011

Por otro lado, si consideramos el conjunto de conjuntos independientes fuertes de G2,
TG = {{a} {w}, {21},

se sigue que la matriz de independencia fuerte de G® es como sigue:

1
B(G*) =10
0

o = O
= o O
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1.5.—Hipergraficas de Kneser
A continuacion daremos la definicién de grafica de Kneser.

Definicién 1.13. Sean a, b nimeros enteros positivos, a > 2b. La grafica de Kneser K G, es
la grafica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de todos los subconjuntos con b elementos
(b-subconjuntos) del conjunto {1,2,...,a}, y el conjunto de aristas es el conjunto de todos
los pares de b—elementos ajenos.

Ejemplo 1.10. Sean a = 5 y b = 2. Entonces la grafica de Kneser KG5.5, esta dada como
sigue

V(KGs2) = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}, {3,4}, {3, 5}, {4, 5}}

g E(KG5;2) = {{A,B} | A,B < V(KG5:2) yAﬂ B = @}

Se muestra en la siguiente figura como es esta grafica

{23}

{14}
{a'1}

{35} {2,4}

Figura 1.12: grafica de Kneser

Resulta ser la grafica de Petersen.

A continuacién vamos a definir las r—hipergraficas de Kneser y daremos algunos ejemplos.

Definicién 1.14. Sean a, b, r enteros positivos tal que r > 2 y a > rb. La r—hipergrafica de
Kneser débil K, es la r—hipergrafica, donde el conjunto de vértices es

V(KGG,) ={AAC [dy|A] =0}

es decir, el conjunto de todos los b—subconjuntos de un conjunto de tamano a,

virc) - ()



1.5. Hipergréficas de Kneser 11

y el conjunto de aristas es
B(KZ,) = {{An, . A} | A € V(KGL,) v A1 A, = 0},
Diremos que una r—hipergrafica de Kneser débil es una r—hipergrafica de Kneser fuerte si,

para cada arista e = {4y, ..., A, } de la r—hipergrafica de Kneser débil se tiene que A;NA; =0,
para cada i # j € {1,...,r} y la denotaremos por K*G?,.

En el caso r = 2, se obtiene la grafica de Kneser clésica, es decir, KG,, = K*G?, = KG2,,.

Ejemplo 1.11. Seana = 3,b =2, yr = 3, entonces la 3—hipergrafica de Kneser débil, KG?3 ,,
tiene como conjunto de vértices

V(KG§:2) = {{17 2}7 {17 3}7 {27 3}}
y como conjunto de aristas
E<KG§2> = {{{17 2}7 {17 3}7 {27 3}} }

va que {1,2} N {1,3} N {2,3} = 0, estos conjuntos se ilustran en la siguiente figura

{12} {1,3} {2.3}

Figura 1.13: 3-hipergrafica de Kneser débil

Para la 3-hipergréfica de Kneser fuerte, K*G3 ., su conjunto de vértices es

V(K*Gyy) = {{1,2},{1,3},{2,3}}
y su conjunto de aristas es
E(Kng:z) =0,
debido a que el tnico conjunto de 3-vértices en esta 3-hipergrafica de Kneser fuerte es
{{1,2},{1,3},{2,3}} y cada dos elementos de este conjunto tienen interseccién no vacia.

Ejemplo 1.12. Seana =7,b=1, y r = 6, el conjunto de vértices de la 6-hipergrafica de

Kneser débil es
V(KG?,) = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}.{T}}
y su conjunto de aristas es
E(KG(;l) = {{Ala AQ, A37A4, A5, A6} | Al c V(KGgl) yAZ 7é A] Vi 7£ ]}
Observemos que el siguiente homomorfismos ¢ : KGS, — K¢ dado como sigue:
e({i}) =1, Vie{l,.., 7}

es un isomorfismo.

En general, resulta que tanto la r—hipergrafica de Kneser débil K@, como la fuerte

K*G? ., son isomorfas a la r—hipergrafica completa K. Asi, K] ~ KG] ., ~ K°G], .

n:l —



12 1. Preliminares

1.6.—Herramientas basicas

En esta Seccion enunciaremos algunos resultados que seran muy ttiles en el transcurso
de este trabajo.

Definicién 1.15. Una funcién v : ZT — R se llama subaditiva si para cada a,b € Z* se
tiene que v(a +b) < v(a) + v(b).

Lema 1.2 (Lema de Subaditividad de Michael Fekete [5]). Supdngase que v es una
funcién subaditiva y que v(n) > 0 para todo n. Entonces

tim 2 ot {—”(”) }
n—oo N n

para todo niimero entero positivo n.

DEMOSTRACION. Sea x = lim sup @ y sea n un nimero entero positivo fijo. Sea m cualquier

entero m > n (grande). Dividimos m por n y escribimos m = gn+7 con 0 < r < n. Notemos
que por la subaditividad, v(m) < qv(n) + v(r). Dividiendo por m se tiene que

v(m) _ qv(n)+v(r)
m - n+r
_ av(n) +v(r)
S an
< Vo) | v
n qn

Elegimos una sucesién de m’s que tienda a infinito para que % — x. Notemos que

v(n)

n

G RN ya que v(r) esta acotada y n es fijo pero ¢ — 0o. Asi se tiene z < para cualquier

“qn
n. Esto implica lim inf @ >z = limsup 4%, asf lim 2% = 7 y lim 4™ = {nf {@} . [

n n n
A continuacién daremos algunas definiciones y resutados de Programacion Lineal.

Definicién 1.16. Sean A una matriz de n X m, b una matriz de n X 1, y ¢ una matriz de
m x 1. Todas ellas fijas y con entradas en los reales. A los vectores columnas x y y de tamano
m y n respectivamente, que satisfacen lo siguiente:

Cc

0

(Pl) Azx

xz

b (Dy) Aly
0 Yy

IV INA
(AVAAY

se les llamara puntos factibles , de esta manera definimos los siguientes problemas:
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= Problema primal

(P) méx dz

Az < b
T > 0
s Problema dual
(D)  min by
Aly > ¢
Y > 0.

Observacién 1.2:
1. & es solucion del problema primal si

# =méx c'x para cada punto factible x (v satisface (P,)).

2. 9 es solucion del problema dual si

§ = min b'y para cada punto factible y (y satisface (Dy)).

Teorema 1.3. La dualidad es simétrica, es decir, el dual de (D) es (P).

DEMOSTRACION. Para demostrar este teorema tomaremos el problema:

(D)  min by
Aly > ¢
Yy > 0

y lo transformaremos para escribirlo en forma “primal”’, es decir, como un problema de
maximizacion, con restricciones de tipo <, y positividad en las variables. Esto es, (D) es
equivalente a:

(D) méax (=b')y
(—A"y
y

(AVAVAN
o

El problema dual asociado a (D), segun la definicién anterior, es:
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(—A)z > —b
T > 0
que a su vez es equivalente a:
(P) méax cx
Ax < b
T > 0
que es entonces el dual de (D). |

Observacion 1.3: El teorema precedente muestra que el dual de un problema dual es el pri-
mal y por definicion el dual del primal es el dual, es decir, ambos problemas son mutuamente
duales. Acontinuacion veremos que dado cualquier problema primal su dual siempre existe
aunque no necesariamente es iinico, en el sentido que un mismo problema puede escribirse
en mas de una forma.

Sin embargo para obtener una mejor nocion de dualidad se requiere que las variables de
un problema pertenezcan a un espacio cuya dimension sea igual al nimero de restricciones
del dual (por restricciones entendemos las ecuaciones o inecuaciones lineales, sin incluir las
condiciones de signo de las variables).

Teorema 1.4 (Teorema de Dualidad Débil). Sea

(P) méax cx

Ax < b
T > 0
un problema primal y
(D)  min by
Aly > ¢
Yy > 0

su dual. Consideremos también x e y, puntos factibles de (P) y (D) respectivamente. Entonces
se cumple

e <bly
es decir, la funcién objetivo del problema dual acota (en este caso, superiormente) a la del
primal.

DEMOSTRACION. Si multiplicamos por z' (> 0) la inecuacién A'y > ¢, se obtiene que
' Aly > a'c, de donde 'z < (Az)'y, pues y > 0. [
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Corolario 1.5. Sean I e § puntos factibles para (P) y (D). Si ¢!z = b'y, entonces & e § son
Optimos respectivos.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del Teorema de Dualidad Débil:
bly = ¥ < b'y para cada y punto factible de (D), es decir, § es éptimo de (D).
'z = blg > 'z para cada x punto factible de (P), es decir, 7 es éptimo de (P). [

Teorema 1.6 (Teorema de Dualidad Fuerte). Consideremos la pareja primal-dual

(P) méax cx

Ax < b
T > 0
y
(D)  min by
Aly > ¢
y >0
FEntonces

a).— Si Z (valor minimo de (P)) es finito, entonces w (valor maximo de (D)) también lo es
y se cumple zZ = w.

b).— Siw es finito, entonces Z también lo es y se tiene que w = Z.
c).— Si (P) es no acotado, entonces (D) es infactible.

d).— Si (D) es no acotado, entonces (P) es infactible.

DEMOSTRACION.

a) Dado que Z es finito, existe un & solucién 6éptima factible basica de (P). Entonces
. . : N B~1b T ,
existe también B; submatriz de A = [B, NJ; tal que & = ( 0 ) = (;B). Ademads,
N
el 6ptimo de los costos reducidos de las variables no béasicas es positivo, es decir para
T = B se tiene
cﬁv — !N >0

lo que implica
Nir < cy.

Probaremos que 7 es solucién 6ptima factible basica de (D), con lo cual, w = b'r
serd finito. En efecto, m es factible para (D), pues

Bt c c
‘o -t B _(cBY
A= () Ben=(32) == (02) =
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y 7 es 6ptimo para (D), pues
- B! .
W =0b'r=bB"cpg = (cscly) ( b) =cdi=7%

y por el Teorema de dualidad débil, m es éptimo.
b) Anélogo.

c) Sabemos que (P) es no acotado. Supongamos entonces que existe g tal que A'y < ¢
(esto es la factibilidad del dual). Por el Teorema de dualidad débil, b'y < c'x; para cada
x punto primal-factible. Esto dice que (P) es acotado. Contradiccion.

d) Anélogo.



Capitulo 2

Coloraciones en graficas

En este Capitulo veremos las definiciones de coloracion propia, coloraciéon fraccional, clan
fraccional de una grafica G. Daremos también algunos ejemplos y resultados basicos de dichas
definiciones.

2.1.—Coloraciones propias

Sea (G una grafica simple. Una coloracién propia o buena coloracién de G es una asignacién
de colores a los vértices de GG de tal manera que vértices adyacentes tengan diferentes colores.
Dicho de otra manera

Definicién 2.1. Dado S C N un conjunto de colores y dada una grifica G = (V(G), E(G)),
una coloracion de G es una funcién ¢ : V(G) — S. La coloracion se llama una coloracion
propia si para cada {u,v} € E(G) se tiene que ¢(u) # ¢(v). Si la cardinalidad de S es k y ¢
es sobreyectiva, entonces diremos que ¢ es una k—coloracién propia de G.

Ejemplo 2.1. En la siguiente figura, se muestra una 4—coloracion propia de la grafica de
Petersen

En término de homomorfismos de gréaficas, una k—coloracion propia puede verse como un
homomorfismo de G en K}, (donde, K, es la grafica completa con k—vértices ). Si consideramos
la imagen inversa de un vértice en K}, es decir, el conjunto de todos los vértices en GG con un

17
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cierto color, siempre tendremos un conjunto independiente. Este conjunto independiente se
llama la clase cromdtica asociada con la coloracion propia. Asi, una k—coloracién propia de
una grafica G puede pensarse como una particién del conjunto de vértices de G' en conjuntos
independientes.

Definicién 2.2. El minimo ntimero k para el cual G tiene una k—coloracion propia, se llama
el ndmero cromdtico de G y se denota por x(G). Equivalentemente, el niimero cromatico es
el menor nimero de conjuntos independientes que se requieren para cubrir los vértices de G.

Ejemplo 2.2. Supdngase que G es una gréfica bipartita y que E(G) # ). Por definicién
existe una particion de los vértices de G en dos conjuntos Vi y Va (no vacios) de forma
que cada arista de GG tiene un extremo en Vi y el otro en V5. Asi, Vi y V5 son conjuntos
independientes y por lo tanto, x(G) = 2.

Ejemplo 2.3. Sea G la grifica de Petersen con V(G) = {1,2,...,10} como se muestra en
la figura 2.1. Considérense los siguientes conjuntos independientes: I = {1,4,8,9}, I, =
{2,6,10} y I3 = {3,5,7}. Estos conjuntos son disjuntos dos a dos, claramente la union de
todos estos conjuntos es el conjunto de vértices de G. Por lo tanto {1y, I5, I3} es una cubierta
de G. Asignaremos una coloracion propia para G como sigue: coloreamos los vértices del
conjunto I, de rojo, los vértices del conjunto Iy de azul y los vértices del conjunto I3 de
amarillo, entonces G admite una 3—coloracién propia como se muestra en la figura

1 2
Figura 2.1: Una 3—coloracién propia de la gréfica de Petersen

Notese que no existe una cubierta de G' con sélo dos conjuntos independientes. En el caso de
existir, GG seria bipartita. Contradiccién, debido a que la grafica de Petersen no es bipartita,
ya que contiene ciclos impares. Por lo tanto, el nimero cromatico de G, x(G) = 3.

Como sabemos un homomorfismo de graficas ¢ : G — H preserva adyacencias. Por lo
tanto, para m y m numeros enteros positivos, existe un homomorfismo ¢ : K,, — K,, siy
s6lo si m < m. Asi, el numero cromatico de G, x(G), es el minimo entero positivo k tal que
existe un homomorfismo ¢ : G — K.
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Para cualquier k—coloracién propia de G se tiene que x(G) < k. Como cualquier grafica
finita con n vértices puede ser coloreada con n colores, se sigue que x(G) esta bien definido
para graficas finitas.

Toda coloracién propia de una gréafica G, asigna diferentes colores a todos los vértices de
cada clan de G, asi

w(G) < x(G), (2.1)
Observemos que si x(G) = k, cada clase cromatica

I; = {u € V(G) | urecibe el color i}

es un conjunto independiente para cada i € {1,...,k} y

Como a(G) es el nimero de independencia de G, entonces
L] < a(G).
Por lo tanto,

V(G)] = IUM < ka(G).

Se sigue entonces que

V(G)]
a(Q)

< x(G). (2.2)

2.2 —Coloracidon fraccional

El concepto de coloracién fraccional en graficas, es un concepto en una rama nueva de la
teoria de grafias conocida como teoria de graficas fraccional, y es una generalizacién de una
coloracion propia en graficas.

Asi, como en una coloracién propia en gréaficas a cada vértice de la gréfica se le asigna
un color y a vértices adyacentes se les deben asignar diferentes colores, en una coloracion
fraccional a cada vértice se le asignan b—colores y a vértices adyacentes se les deben asignar
conjuntos ajenos de colores, esto es, si dos vértices son unidos por una arista, entonces ellos
no deben tener ningun color en comun.

En esta Seccion, daremos 4 diferentes formas de definir el niimero cromatico fraccional
de una grafica G (2.4, 2.5, 2.6 y 2.7 ) y demostramos que son equivalentes.
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Definicién 2.3. Dada una gréfica G, y a, b nimeros enteros con 0 < b < a, decimos que
una funcion

f:V(G)—={B|BCA{l,..,a}y|B|=b};

es una (a, b)—coloracion propia si para cada arista {u,v} € E(G) se tiene que f(u)N f(v) = 0.

Notemos que una (n, 1)—coloracién propia es una n—coloracién propia.

Ejemplo 2.4. Sea G la siguiente grafica, donde el dibujo determina el conjunto de vértices
v el conjunto de aristas.

Figura 2.2: Una G

La funcion

fovI(G) = {{1,2}, {1, 3}, {1, 4}, {1,5}, {2, 3}, {2,4},{2,5},{3,4}, {3, 5}, {4, 5} },

definida como

f(xl) = f(x(i) = {174}7 f(x2) = f(l‘7) - {27 3}7 f x3> - f(xS) = {175}7
f(za) = f(wg) = {3,4},  f(zs5) = f(z10) = {2,5}, flon) = f(w6) = {1,3},
f(z12) = f(w17) = {3,5}, flw13) = f(z1s) = {4,5}, [f(za) = f(219) = {2,4},
f(3315) = f(3320) = {1,2}7

es una (5, 2)—coloracion propia de G. En la siguiente figura ilustramos dicha coloracion

u A~ W N =
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El b—nidmero cromatico de GG se define como

Xb(G) = min {a | G tiene una (a,b)—coloracién propia}

Definicién 2.4. El ndmero cromatico fraccional de G, x¢(G), es

X#(G) = lim Xo(G)

b—oo b

Ejemplo 2.5. Observe que si K,, es la grafica completa de orden n, se tiene que
Xo(K,) =n-b.
Por lo tanto, x¢(K,) = n.

Proposicién 2.1. Por definicién x,(G) es una funcién no negativa y ademds es subaditiva,
esto es, Xoie(G) < xu(G) + xe(G) para cada b y ¢ enteros positivos. Ya que si x,(G) = a1 y
Xc(G) = ag, implica que existe una funcién

fi:V(G) = {B|BC{l,..,a1} y |B| = b}
que es una (ay, b)—coloracién propia de G y otra funcion
fo:V(G) = {B|BC{l,..,a} y|B| = c}
que es una (ag,c)—coloracién propia de G. Sin perdida de generalidad supongamos que
{1,...,a1} N{1l',....az} = 0, definimos una funcién
f:V(G)—={B|BC{l,..,a1,1,...;as} y|B| = b+ ¢}
para cada u € V(G), tenemos que f(u) = fi(u) + fo(u), como f1 y fo son (ay,b) y (ag,c)

coloraciones propias de G respectivamente, entonces f es una (aj +asg, b+ c)—coloracién propia
de G. Por lo tanto, se da la desigualdad.

Usando el Lema de subaditividad de Fekete 1.2 resuta que

lim XbéG) _ ﬁgf{xb(G)}.

b—oo b

A continuacién, consideramos graficas de Kneser KG,,;. Se sabe que una n—coloracién
propia de una gréfica GG se puede ver como un homomorfismo de G a la grafica completa
K,. Asi, una (a,b)—coloracién propia de G se puede definir como un homomorfismo de G en
KGg.p. Lo que da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 2.5. El nimero x}(G), se define como

donde el infimo es tomado sobre todos los pares (a,b) tal que existe un homomorfismo de
graficas de G a KG ..
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Ahora considerando clases cromaticas fraccionales podemos formular la siguiente defini-
cién

Definicién 2.6. Sea G una gréfica. El nimero, x;(G), se define como
a
b Y

v¢(G) = {nf
X (G) fnf

donde el infimo se toma sobre todos las cubiertas por conjuntos independientes 1.12 de a
elementos Ji, ..., J, tal que cada vértice es cubierto al menos b veces, esto es, |{i | v € J;}| > b,
para cada v € V(G).

Claramente, haciendo los conjuntos independientes mas pequenos (si es necesario), pode-
mos siempre cubrir cada vértice por exactamente b conjuntos independientes.

Finalmente recordemos que J(G) denota el conjunto de todos los conjuntos indepen-
dientes de V(G), y para cada u € V(G), J(G,u) denota el conjunto de todos los conjuntos
independientes que contienen a u.

Definicién 2.7. Una funcién f : J(G) — [0,1] tal que, >, 7, f(J) = 1 para cada
u € V(G), es llamada una coloracion fraccional, y definimos el peso de la funcién

p(f)= Y ().

JeIJ(G)
El numero, x((G), es
Xf(G) = min{p(f) | f es una coloracién fraccional de G'}.

Ejemplo 2.6. Sea G = Cj, el dibujo determina el conjunto de vértices y el conjunto de
aristas

Entonces,

J(Cs) = Hoy {wy {z) {yh {z) {w, 2}, {w, v} {v, ) {7, 21, {y, 21

Sea
f:TJ(C5) —[0,1]
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definida como:

fQw,2}) = f({w, v}) = F{v.y}) = F({z,2}) = f({y, 2}) = %

esta funcion es una coloracion fraccional de C5 con peso p(f) = g

Teorema 2.2. Sea G una grafica, entonces

X7 (G) = X3(G) = x4 (G) = X4 (G).

DEMOSTRACION. La demostracién de este resultado es bien conocida y puede encontrarse
en [4]. En este trabajo generalizamos este mismo resultado para r—hipergréficas, mismo que
no se encuentra en la literatura pero es completamente andlogo. De esta manera, incluimos
la demostracion de este Teorema en el Capitulo 3. |

Resulta 1util tener en cuenta todas estas definiciones anteriores como veremos posterior-
mente. Mdas aun, la utilidad de las diferentes formas de definir el nimero cromético fraccional,
es que al considerar la definicién usando conjuntos independientes llegamos a un método de
calculo utilizando herramientas de programacion lineal. Esto es, una coloraciéon fraccional en
graficas puede también ser vista como una relajacién de Programacién Lineal Entera. En
efecto, los problemas de coloracion fraccional son mucho mas susceptibles a un enfoque de
programacion lineal que los problemas de coloracion tradicional.

Con este fin, vamos a construir una matriz que representa una coloracién fraccional.

Para una grafica G, definimos una matriz B(G) = [B;;], con columnas indexadas por
V(@) y filas indexadas por J(G). Cada fila es esencialmente la funcién caracteristica de
los correspondientes conjuntos independientes, con entradas igual a 1 sobre las columnas
correspondientes a vértices en el conjunto independiente, y 0 en cualquier otro caso. Esto es,
Bij=1siu; € J;y Bj; =0siu; ¢ J.

Ahora, consideremos el f de tamano |J(G)| y con entradas dadas por la coloracion
fraccional f de G. Denotemos por 1 el vector columna de tamano n que tiene todas sus
entradas iguales a 1, la desigualdad B(G) - f > 1 expresa la condicién que

para cada u € V(G).

En esta representacion algebraica de una coloracion fraccional, el problema de determinar
el ntimero cromatico fraccional se convierte en un problema de Programacién Lineal. Las
entradas del vector f son un conjunto de variables, uno para cada conjunto independiente de
G, nos gustaria minimizar la suma de las varibles (el peso de la coloracién fraccional) sujeta
a un conjunto de restricciones, estas son, que cada entrada en el vector B(G) - f > 1,y que
cada varible este en el intervalo [0, 1]. Esto equivale a la minimizacién de una funcién lineal
dentro de un poliedro convexo en un espacio de dimension m definidas por un nimero de



24 2. Coloraciones en graficas

desigualdades lineales, donde m = |J(G)|. Este minimo se tiene en un vértice del poliedro.
Dado que cada hiperplano que forma parte de una cara del poliedro es determinado por una
ecuacion lineal con coeficientes enteros, entonces cada vértice tiene coordenadas racionales,
por lo que nuestra coloracién fraccional éptima en efecto, toma valores racionales, como se
habia prometido.

El niimero cromatico usual, se puede calcular con el mismo programa lineal, al pedir
que los valores de la matriz f esten en el conjunto {0, 1}. Esto es equivalente a cubrir el
conjunto de vértices por conjuntos independientes que solo pueden tener peso 1 o 0. Aunque
los algoritmos de tiempo polinomial existen para el calculo de las soluciones éptimas para
programas lineales, este no es el caso de programas enteros o programas de 0, 1. De hecho,
muchos de estos problemas se ha demostrado que son N P—duros. En este sentido, el niimero
cromatico fraccional es mas facil de calcular que el niimero cromaético.

2.3.—Clan fraccional

Al considerar Programacion Lineal, existe una definiciéon dual de la definiciéon de ntimero
cromatico fraccional, la cual maximiza la suma de los elementos de un vector columna g de
tamaiio n, sujeto a la condicién que g* - B(G) < 1%, donde 1 es el vector columna de tamanio
|7 (G)| con todas sus entradas iguales a 1. Podemos plantear este problema de maximizacién
de la siguiente manera.

Sea
g:V(G) —[0,1],
una funcién con la propiedad que, para cada conjunto independiente J en J(G),

> glu) <1,

ueJ

tal funcién se llama clan fraccional, es el concepto dual de una coloracion fraccional. Como
con coloraciones fraccionales, definimos el peso de un clan fraccional como

ueV(G)
Definicién 2.8. El nimero de clan fraccional de una grafica G, ws(G), es

wr(G) = max {p(g) | g es un clan fraccional de G}.

Por lo que se menciond anteriormente, una coloracién fraccional es una relajacién de la
idea de una coloracién entera, nos gustaria entender un clan fraccional como la relajacién del
concepto de un clan entero a los nimeros racionales (o reales).

Para comprender un clan (definido en el Capitulo 1) como un clan fraccional, conside-
remos una grafica Gy supongamos que el nimero de clan de G, w(G), es k. Entonces G
contiene una subgrafica completa K de orden k. Definimos una funcién ¢ : V/(G) — [0, 1]
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que toma el valor de 1 en cada vértice de K}, y el valor de 0 en todos los demas vértices. Para
cada conjunto independiente J de G, se tiene que

> gl <1,

ueJ

de hecho es 1 0 0. Por lo tanto esta funcién es un clan fraccional de GG con peso k. Entonces
w(G) =k = p(g9) <ws(G). Se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.3. Sea G cualquier gréfica con niimero de clan w(G) = k, entonces

k= W(G) < (,df(G).

2.4 —Resultados

A continuacién vamos a dar algunas cotas para el nimero cromatico fraccional de una

grafica G dada.

Sea x(G) el numero cromdtico de una grafica G, observe que si x(G) = k, entonces
G admite una (k, 1)—coloracién propia y para cualquier entero positivo b se obtiene una
(bk, b)—coloracién propia inducida por la (k,1)—coloracién propia remplazando cada color
i € {1,...,k} por b—colores diferentes. Por lo tanto x(G) < x(G), o en términos de homo-
morfismos, podemos simplemente notar la existencia de un homomorfismo ¢ : K — Ky
(como sigue: ¢(i) = j, donde j =i (mddulok)).

A continuacién vamos a obtener una cota inferior para el nimero cromatico fraccional.
Notemos que si una grafica G' contiene una subgrafica completa K} de orden k, entonces tiene
una (a, b)—coloracién propia si tiene al menos k - b colores, en otras palabras, w(G) < x¢(G).

Recordemos que a(G) denota el nimero de independencia de G, esto es,
a(G) = méx {|J| tal que J € J(G)},

podemos obtener otra cota inferior considerando el niimero de independencia de la grafica.
Como a cada color 7 en una (a, b)—coloracién propia le corresponde un conjunto independiente
J; de vértices (clase croméatica fraccional), tenemos

1=

V@b =J s <Jal6) < a(@) o

Los siguientes resultados son conocidos en la literatura (ver [4], [6]) y sin embargo aunque
las demostraciones son analogas no se conocen para el caso de r—hipergraficas, por consi-
guiente las daremos en el Capitulo 3.



26 2. Coloraciones en graficas

Lema 2.4. Si H es una subgrafica de G, se tiene que xs(H) < x¢(G).

Lema 2.5. Para cualquier grafica G, el niimero cromatico fraccional x;(G) y el nimero de
clan fraccional wg(G) no cambian si consideramos sélo los conjuntos independientes maxi-
males Z(G) en lugar de todos los conjuntos independientes de la grafica.

Lema 2.6. Sea G cualquier grafica, entonces

w(G) = x4 (G).

Lema 2.7. Para cualquier grafica G,

V(&)
G) = :
w1l = @)
y para cada u € V(G) se tiene que g(u) = «(G)~! - 1 es un clan fraccional con peso “a/((g)”

Por todo lo mencionado anteriormente, se tienen las siguientes desigualdades,

w(G) < wyp(G) = x5(G) < x(G),

y M. Larsen, J. Propp and D. H. Ullman en [15], probaron que las diferencias

X(G) —w(@),  xs(G) —w(G),  x(G) = x;(G)

pueden ser arbitrariamente grandes, en este trabajo daremos este resultado para r—hipergrafi-
cas.

Ejemplo 2.7. Sea G = Cs, donde el dibujo determina el conjunto de vértices y el conjunto
de aristas
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El nimero cromaético de Cs, x(C5) = 3, en la figura se muestra una 3—coloracién propia

Consideremos la (2, 6)—coloracién propia de Cs inducida por la 3—coloracién propia anterior.

A continuacién veremos que esta (2, 6)—coloracion propia no es éptima y probaremos que
x7(Cs) = 5/2. Comenzaremos definiendo una funcién g : V(Cs) — [0, 1], donde g(u) = 1/2
para cada u € V(C5). Los conjuntos independientes maximales de C5 son de tamarno a lo
mas 2. Por lo tanto la suma de las imagenes en cada conjunto independiente de C5 es a lo
mads 1 y como para cada u € V(C5) se tiene que g(u) = 1/2 > 0, se sigue que g es un clan
fraccional de C con pesos p(g) = 5/2. En el ejemplo 2.6 dimos una coloracién fraccional f
de Cs con peso p(f) = 5/2 . Entonces 5/2 < w;(C5) = x7(C5) < 5/2. Por lo tanto se tiene

que
5
xf(Cs) = 7

Como se muestra en la siguiente figura
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Capitulo 3

Coloraciones en hipergraficas

En este Capitulo, vamos a generalizar las definiciones del Capitulo anterior: coloracién
propia, coloracién fraccional, clan fraccional para r—hipergraficas e introduciremos algunos
ejemplos y resultados importantes de estas generalizaciones.

3.1.—Coloracidn

La generalizacion del concepto de coloraciéon de graficas a r—hipergraficas puede pensarse
de dos maneras como veremos a continuacion y que en el caso r = 2, estas definiciones
coinciden con la definicion de coloracion propia para graficas.

3.1.1. Coloracion débil

Definicién 3.1. Dado k£ € N y dada una r—hipergrafica G, una k—coloracion de G" es una
asignacion de un color a cada vértice de G" de un conjunto de “k” colores, es decir, es una
funcién ¢ : V(G") — {1, ..., k}. Una k—coloracion es una k—coloracion débil si la r—hipergréfica
no tiene aristas monocromadticas (aristas con todos los vértices del mismo color).

En otras palabras, una k—coloracién débil de G" satisface que para cada {uy,...,u,.} = e €
E(G") existe u; # u; € e tal que c(u;) # c(u;). Esto es, al menos un vértice de cada arista
tiene diferente imagen. Si consideramos la imagen inversa de cada elemento de {1,...,k}, es
decir, el conjunto de todos los vértices en G" de un color, es claro que este conjunto siempre es
un conjunto independiente débil. Este conjunto independiente débil se llama clase cromatica
débil asociada con la coloracién débil. Por lo tanto, una k—coloracién débil es una particion
del conjunto de vértices de G" por conjuntos independientes débiles.

Definicion 3.2. El nimero cromatico débil es el minimo entero positivo k tal que existe una
k—coloracién débil de G™ y se denota por x(G").

Equivalentemente, el nimero cromatico débil es el menor niimero de conjuntos indepen-
dientes débiles es el menor niimero de conjuntos independientes débil que se requieren para
cubrir los vértices de G".

Ejemplo 3.1. Considerando la 3—hipergrafica del Ejemplo 1.1, tenemos que

29
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V7
a

X >

Figura 3.1: x(G?) =2

Ejemplo 3.2. Consideremos la r—hipergrafica completa K, para p > r con
V(K,) = {u1, ..., up}
y
E(K))={e|ecV(K))yle|=r1}

Vamos a colorear los vértices de K de la siguiente manera. A los primeros (r — 1)-vértices
Uy, Uz, ..., Uy—1 les asignamos el color 1, a los siguientes (r — 1)—vértices el color 2 y asi su-
cesivamente coloreamos todos los vértices de la r—hipergrafica. De esta manera, existe una
k € Z tal que

(= 1)(r—1)+1<p<k(r—1), (3.1)

y por lo tanto, una funcion
c:V(K,) = {1,2,....k},

donde
c(ug-—1)r—1y41) = c(ugj—1)r-1)42) = ==+ = c(ujr-1)) = j paratodo 1< j<k.

Claramente c es una coloracion débil ya que no existen r—vértices que tengan el mismo color,
esto es, G" no tiene aristas monocromaticas. Mas aiin por la manera de colorear los vértices,
el minimo nimero de colores que se necesitan son k—colores.

Por la ecuacién (3,1) exite una t € [1,r — 1] tal que
p=(k—=1)(r—1)+t, (3.2)

despejando k de la ecuacion anterior tenemos que

p_ P r—1-—t

Y

r—1 r—1
comol1 <t<r—1,entonces) <r—1—t<r—2ydeaqui

—1-—1
OST—<1.
r—1
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Por lo tanto,

donde [ 2] = min {z € N| £ < x}.

Claramente, para r = 2, se tiene que el nimero cromatico de una 2-hipergrafica completa
(grafica completa) K} = K, es x(K,) = [5%] igual a su nimero de vértices, como se sabe
en la teoria de graficas.

Ahora si x(G") = k, considerando homomorfismos de r—hipergraficas, tenemos que una
k—coloracion débil da lugar a un homomorfismo de G" en K, para algin p que cumple que
k= [-2].

r—1
3.1.2. Coloracion fuerte

Definicién 3.3. Dado k € N y dada una r—hipergréafica G", una k—coloracion de G es como
antes una asignacion de un color a cada vértice de G" de un conjunto de “k” colores, es decir,
es una funcién ¢ : V(G") — {1,...,k}. Una k—coloraciéon de G" se llama una k—coloracion
fuerte si se tiene que todas las aristas son heterocrométicas (aristas con todos los vértices de
diferente color).

Asi, una k—coloracion fuerte satisface que para cada arista {uq,...,u,.} =e € E(G")

c(uq) 7 cuy), Vi # j
esto es, todos los vértices tienen diferente imagen.

De esta manera, si consideramos la imagen inversa de un elemento de {1, ..., k}, tenemos
que este conjunto siempre es un conjunto independiente fuerte. Este conjunto independiente
fuerte se llama clase cromatica fuerte asociada con la coloracién fuerte. Se sigue entonces, que
una k coloracion fuerte es una particién de los vértices de G" en conjuntos independientes
fuertes.

Definicién 3.4. El ndmero cromatico fuerte de G es el minimo entero positivo k& tal que
existe una k—coloracién fuerte de G" y se denota por x*(G").

En otras palabras, el nimero cromatico fuerte, es el menor niimero de conjuntos indepen-
dientes fuertes que se necesitan para cubrir los vértices de G".

Como todo conjunto independiente fuerte de G" es un conjunto independiente débil de
G", se tiene que x(G") < x*(G") para toda r—hipergrafica G".

Ejemplo 3.3. Si consideramos la 3—hipergrafica del Ejemplo 1.1, tenemos que
XS(G3> — 47

como se muestra en la figura
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V7
a

X >

Ejemplo 3.4. Note que para p niimero entero positivo con p > r, la r—hipergrafica completa
K satisface

X°(K,) = p.

Ahora considerando homomorfismos de r—hipergraficas. Si x*(G") = k, entonces tenemos
que una k—coloracién fuerte es un homomorfismo de G" en K.

El siguiente Lema, afirma que el nimero cromatico fuerte de G" es el nimero cromatico
de su gréfica primal G'(G") mencionada en la Definicién 1.8

Lema 3.1. Sea G" una r—hipergréfica, entonces x*(G") = x(G'(G")).

DEMOSTRACION. Supongamos que x*(G") = k. Sea ¢ una k—coloracién fuerte de G”. Cons-
truimos una k—coloracién para G'(G") asignandole a cada vértice u € V(G'(G")) el color que
le asigna la k—coloracién fuerte. Esta k—coloracién es propia ya que si existen dos vértices
adyacentes u, v con el mismo color, debe existir una arista e € E(G") tal que {u,v} C e,
se tendria que la arista e no es heterocromatica, contradiciendo que ¢ es una k—coloracion
fuerte. De manera andloga se demuestra que si x(G'(G")) = k, entonces x*(G") = k. Por lo
tanto, x*(G") = x(G'(G")). [

Observacion 3.1: Todo conjunto independiente fuerte de G" es un conjunto independiente
de G'(G").

3.1.3. Algunos resultados para coloraciones débiles (fuertes)

Tanto para coloraciones débiles, como fuertes de r—hipergraficas se tienen los siguientes
resultados:

Proposicién 3.2. Si H" es una r—subhipergréfica de G" y x(G") = k, entonces x(H") < k.
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DEMOSTRACION. Como x(G") = k, entonces existe una k—coloracién débil de G" y cla-

ramente, la misma coloracién es una k—coloracién débil de H". Por lo tanto, x(H") < k.
[

Proposicién 3.3. Si existe un homomorfismo de r—hipergraficas ¢ : H" — G", entonces

X(H") < x(G").

DEMOSTRACION. Consideremos el caso de coloracién débil (el caso de coloracién fuerte es
andlogo). Si x(G") = k, entonces existe un homomorfismo de hipergraficas ¢ : G" — K}
para algin p que cumple que k = [-£-]. Consideremos la composiciéon ¢ o ¢ : H" — K,
concluimos que H" puede ser coloreada con k colores también. [ |

Para ambas coloraciones, note que el nimero cromatico débil (respectivamente fuerte)
esta acotado superiormente por |V (G")|.

Observacion 3.2: En graficas resulta claro, que una cota inferior del nimero cromatico de
una gréfica G, x(G), es el nimero de clan de la grifica w(G), es decir, w(G) < x(G). Pero
en el caso de hipergraficas no se generaliza este hecho. Consideremos el caso r = 3 y la
3-hipergrafica del Ejemplo 3.1, claramente w(G®) = 3 mientras que x(G?) = 2.

Sea G" una r-hipergrafica con w(G") = k, entonces existe un homomorfismo ¢ : K] — G”
y por la Proposicién 3.3 se tiene que x(KJ) < x(G") cota inferior para el nimero cromético
débil (respectivamente fuerte).

También, como cada clase cromatica débil (respectivamente fuerte) es un conjunto inde-
pendiente, tenemos que

V@) o

a(Gry =X

para coloraciéon débil y

— = <X(G"),

para coloraciéon fuerte.

Donde la igualdad se tiene si y sélo si cada clase cromatica débil (respectivamente fuerte)
en la coloracién éptima es igual al nimero de independencia de la r—hipergréfica.

3.2.—Coloracidn fraccional

Como en el caso de las gréficas, en esta Seccién daremos 4 maneras distintas pero equiva-
lentes de definir el nimero cromatico fraccional de una r—hipergrafica G". La primera de ellas
es una (a, b)—coloracién débil (respectivamente fuerte) de G”. Esta definicién es muy ilustra-
tiva, pero calcular el nimero cromatico fraccional usando esta definicion, resulta dificil. La
segunda definicion es considerando homomorfismos de r—hipergraficas en r—hipergréaficas de
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Kneser débil (respectivamente fuerte). La tercera definicién es considerando cubiertas por
conjuntos independientes débiles (respectivamente fuertes) de una r—hipergrafica. Por ulti-
mo la cuarta definicién, es en términos de conjuntos independientes débiles (respectivamente
fuertes) de G". Esta ltima definicién, resulta préactica para calcular el nimero cromaético frac-
cional y puede verse en el conexto de Programacion Lineal Entera. Para finalizar daremos un
resultado donde se demuestra que las 4 definiciones son equivalentes.

Asi como en el caso de gréficas, una (a,b)—coloracién de una hipergréfica G”, es una
asignacion de un conjunto de b—colores a cada vértice de la hipergrafica de un conjunto de
a—colores, tal que la interseccién de los conjuntos de colores de los vértices de una arista es
vacio.

3.2.1. (a,b)—coloracién débil

Definicién 3.5. Sea G una r—hipergrafica, sean a,b dos enteros positivos con 0 < b < a.
Una (a, b)—coloracion débil de G" es una funcion

0 V(G > {A|AC{1,...a}y |Al = b},

tal que para cada arista {uq,...,u,} = e € E(G") se cumple que
o(ur) N---Np(u,) = 0.

Asi, una k—coloracién débil es equivalente a una (k, 1)—coloracién débil.
El b—nidmero cromatico débil de G" como

X»(G") = min {a | Juna (a,b)-coloracién débil de G"}.

Definicién 3.6. El nidmero cromatico fraccional débil de G" se define como

Xf(G") = lim —Xb(G )

b—oo b

(3.3)

3.2.2. (a,b)—coloracién fuerte

Definicién 3.7. Sea G" una r—hipergrafica y sean a,b dos enteros positivos con 0 < b < a.
Una (a, b)—coloracion fuerte de G" es una funcién

e V(G") = {A|AC{],..,a} y |A| = b},
tal que para cada arista {uq,...,u,.} = e € E(G") se tiene que
o(u;) Np(uy) =0,

para todo i # j € {1,...,7}.
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Por lo tanto, una k—coloracion fuerte es equivalente a una (k, 1)—coloracién fuerte.

Definimos el b—nimero cromatico fuerte de G" como
X3(G") = min {a | Juna (a,b)-coloracién fuerte de G"}.

Definicién 3.8. El ndmero cromatico fraccional fuerte de G" se define como

$3(G) = I X6LE) (3.4)

b—oo b

Proposicién 3.4. Las funciones x; y X; son subaditivas.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que Y; es subaditiva, esto es, que para cada b y c
enteros positivos se cumple que

Xbt+e < Xb + Xe-
Supongamos que x,(G") = a1 y que x.(G") = as, entonces G" tiene una (ay, b)—coloracién
débil y una (as, c)—coloracién débil. Si coloreamos cada uno de los vértices de G” con los
respectivos (b + c)—colores que les asignan las (a1,b) y (ag,c) coloraciones débiles; como
ambas coloraciones son débiles, entonces G” admite una (a; + ag, b+ ¢)—coloracién débil. Por
lo tanto,

Xo+e = Xb + Xes

se sigue de aqui que Y, es una funcién subaditiva.

La subaditividad de xj se demuestra de una forma muy similar a la de xs. |

Usando el Lema de subaditividad de Fekete 1.2, y que ambas funciones x; y xj son
subaditivas y no-negativas, se tiene entonces, que el ndmero cromatico fraccional débil de G"
esta dado como sigue

Xb(Gr)}
b )

(@) = {
y el ndmero cromatico fraccional fuerte de G" esta dado como sigue

(@) = e {SC0).

3.2.3. Coloraciones via r—hipergraficas de Kneser débiles (fuertes)

Recordemos que la r—hipergrafica de Kneser se define: para a,b,r enteros positivos tal
que 7 > 2y a > rb. La r—hipergréfica de Kneser débil KG? , es la r-hipergrafica, donde el
conjunto de vértices

V(KG,) = {A[AC [dy |A] = b};

es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de tamano b de un conjunto con a—elementos,
y el conjunto de aristas

E(KGg,) = {{A1, .., A} | A e V(KG,) y Avn---N A, = 0}
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Si cada arista e = {Ay, ..., A} de la r—hipergrafica de Kneser débil cumple ademds que
A;NA; =0, paracadai # j € {1,...,r}, entonces se le llama r—hipergrafica de Kneser fuerte
y se denota por K*G,.

Proposicién 3.5. Toda (a,b)—coloracién de G" es una (a,b)—coloracién débil (fuerte) de G"
si y solo si existe un homomorfismo h : G" — KG', (h*: G" — K°Gl,).

DEMOSTRACION. Si G” tiene una (a, b)-coloracién débil, entonces existe una funcién
@:V(G") = {A]ACA{L, ...a} y |A]= b},
tal que para cada arista {uy,...,u,} = e € E(G") se cumple que

o(ur) N Nep(u,) = 0.
Definase
h:G — KG.,
como h(v) = ¢(v) para cada vértice v € V(G"), y como h(e) = {p(v1), ..., (V;-)} para cada

arista e = {vy,...,v,.} € E(G"). Por la definicién de ¢, se tiene que p(vy) N ---N(v,) = 0.
Por lo tanto, h es un homomorfismo de G" en KG7,,,.

Dado un homomorfismo h : G" = KG”

a:br

0 V(G) > {A|AC{1,...a}y |Al = b},

consideremos

como ¢(v) = h(v) para cada vértice de G". Para cada arista e = {v1, ...,v,} € E(G") se tiene
que h(e) es una arista de KG”, vy h(vy) N---Nh(v,) = 0 ya que h es un homomorfismo,
entonces p(vy) N+ Np(v,) = 0. Por lo tanto, ¢ define una (a, b)—coloracién débil.

Si G tiene una (a, b)—coloracién fuerte el resultado es completamente anélogo. |

De esta manera podemos dar las siguientes dos definiciones.
Definicién 3.9. Sea G" una r—hipergrifica. El ntimero, x}(G"), es

iy o O
xf(G)—(lgl)f)b,

donde el infimo es tomado sobre todos los pares (a,b) tal que existe un homomorfismo de
r—hipergréficas de G" a KG,.

Definicién 3.10. Sea G" una r-hipergrafica. El nimero, x3"(G"), es

a
(G = inf -,

Xf ( ) (ab) b

donde el infimo es tomado sobre todos los pares (a,b) tal que existe un homomorfismo de

r—hipergraficas de G" a K°G7,,.



3.2. Coloracién fraccional 37

3.2.4. Cubiertas por conjuntos independientes débiles (fuertes)

Una cubierta débil de una r—hipergrafica G" como se mencioné en el Capitulo 1, es una
coleccion A de conjuntos independientes débiles de G tal que |J, . 4 A = V(G"). Si todos los
elementos de la coleccion A son conjuntos independientes fuertes de G", se tiene una cubierta
fuerte.

De esta manera para una r—hipergrafica G" introducimos las siguientes dos definiciones:

Definicién 3.11. El nimero, x;(G"), se define como

donde el infimo se toma sobre todas las cubiertas débiles de a elementos, Ji, ..., J, tal que
cada vértice es cubierto al menos b veces, esto es, |{i | v € J;}| > b, para cada v € V(G").

Definicién 3.12. El ntimero, x}(G"), se define como

a
CH(GT) = fnf ©
Xf( ) (a,b) b?
donde el infimo se toma sobre todas las cubiertas fuertes de a elementos, Ji, ..., J, tal que
cada vértice es cubierto al menos b veces, esto es, |{i | v € J;}| > b, para cada v € V(G").

Siempre se puede encontrar una cubierta débil (respectivamente fuerte ) de G”, tal que ca-
da vértice sea cubierto por exactamente b conjuntos independientes débiles (respectivamente
fuertes).

3.2.5. Coloracion fraccional débil

Recordemos que un conjunto independiente débil J de G, es un subconjunto de V' (G") tal
que para toda e € E(G") se tiene que e € J, y que un conjunto independiente maximal débil
I de G" es un conjunto independiente débil que no contiene propiamente ningiin conjunto
independiente débil.

Maés atin recordemos que J(G") denota el conjunto de todos los conjuntos independientes
débiles de G, J(G", u) el conjunto de todos los conjuntos independientes débiles que contie-
nen al vértice u, Z(G") el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales débiles
de G" y Z(G",u) el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales débiles que
contienen al vértice w.

Definicién 3.13. Una coloracién fraccional débil de G es una funcion
f:I(G") = [0,1]

tal que para cada u € V(G") se tiene que

Y )=
)

JeJ(Gmu
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El peso de una coloracion fraccional f es

= > fU

JET(GT)
Definicién 3.14. Definimos el nimero, x¢(G"), como
Xf(G") = min {p(f) | f es una coloracién fraccional débil de G"}.

En Programacién Lineal Entera, lo anterior se traduce a considerar la matriz de inde-
pendencia débil B(G") = [b;j] que se definié en el Capitulo 1, haciendo uso de ella, podemos
redefinir el nimero x;(G") de una r-hipergrafica G" de la siguiente manera

X (G") = min{1" - f},

donde f es una matriz m x 1 con entradas dadas por la coloracion fraccional débil f de G”,
1 es la matriz m x 1 que tiene todas sus entradas iguales a 1, y m es el nimero de conjuntos
independientes débiles de G".

3.2.6. Coloracion fraccional fuerte

Recordemos también que un conjunto independiente débil J de G, se llama un conjunto
independiente fuerte si para toda e € E(G") se cumple que |eN J| < 1y que un conjunto
independiente maximal fuerte I de G" es un conjunto independiente fuerte que no contiene
propiamente ningin conjunto independiente fuerte.

Asi mismo, J*(G") denota el conjunto de todos los conjuntos independientes fuertes de
G", J*(G",u) el conjunto de todos los conjuntos independientes fuertes que contienen al
vértice u, Z°(G") el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales fuertes de G”
y Z°(G",u) el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales fuertes que contienen
al vértice u.

Definicién 3.15. Una coloracidn fraccional fuerte de G es una funcion
f:T%(G") —[0,1]

tal que para cada u € V(G") se tiene que

Zf()

JET(G™u)

El peso de una coloracion fraccional fuerte f es

= > [

JeJH(GT)
Definicién 3.16. Definimos el nimero, Y3(G"), como

X3(G") = min {p(f) | f es una coloracién fraccional fuerte de G"}.
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Asi, el ntimero cromatico fraccional fuerte en Programacién Lineal Entera, x3(G") =
min {1°- f}, donde f es una matriz m x 1 con entradas dadas por la coloracién fraccional
fuerte f de G™, 1 es la matriz m x 1 que tiene todas sus entradas iguales a 1, y m es el niimero
de conjuntos independientes fuertes de G".

Teorema 3.6. Sea G" una r—hipergrafica. Entonces
i)- xp(G") = x}3(G") = X4 (G") = X (G");
i)- x3(G") = xj3°(G") = X}(G") = X3(G").

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar sélamente el caso del nimero cromético fraccional
débil, el caso para el nimero cromatico fraccional fuerte se prueba de una forma andloga.

a).— La igualdad x;(G") = x}(G"), se obtiene claramente de la Observacién 3.5.

b).— Dado un homomorfismo ¢ de G" en KG.,, se tiene que para cada 1 < i < a, [; =
¥~1(i) C V(G") es un conjunto independiente débil y cada vértice es cubierto por al
menos b conjuntos independientes. Por lo tanto x3(G") = Xf(G").

¢).— Dada una cubierta débil A = {Iy, ..., I,} tal que cada vértice es cubierto por al menos
b conjuntos independientes débiles, definimos

[T =101

como sigue

f(I):{ Losi]e A,

0, de lo contrario.

Como cada vértice es cubierto por al menos b conjuntos independientes débiles se tiene
que

S ) =1, Yue V().

JeJ (G u)

Por lo tanto f es una coloracién fraccional débil de G™ y x¢(G") = X f(G").

d).— Supongamos que G" tiene una (a, b)—coloracién débil, entonces existe una funcién
0:V(G") = {A|AC{],...,a} y|A|] =0},
tal que para cada arista {uy,...,u,} = e € E(G") se cumple que
p(ur) M- Np(u,) = 0.
Ademds, xs(G") < . Para cada 1 < < a, definimos lo siguiente

Ji ={u e V(G") [ p(u) =i},
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cada uno de los J; es un conjunto independiente débil por la definicién de (a,b)—
coloracién débil. Sea

f:T(G) — [Ov 1]7

la funcién que a cada conjunto independiente débil J; le asigna el valor de 1/b y a los
demads conjuntos independientes débiles les asigna el valor de 0. Como a cadau € V(G"),
la (a,b)—coloracién débil le asigna b—colores, entonces

Yo =1,

JeT (G u)

y entonces f es una coloracién fraccional débil con peso p(f) = ¢. Por lo tanto, dada
una (a, b)-coloracion débil, se induce una coloracién fraccional con peso §. Asi,

X7 (G") < xp(GT).

Supongamos ahora que G" tiene una coloracién fraccional f, la cual es racional. Sea
f:J(G") = [0,1], tal que para cada v € V(G") se cumple

Y. D=1

JeJ(GT )

con p(f) = 2.

Como G es una grafica finita, se tiene que J(G") es un conjunto finito. Consideremos
el siguiente conjunto

F=A{f(J)|JeTG)}

como J(G") es un conjunto finito, entonces |F| < co. Ya que F' es un conjunto de
nimeros racionales y > ;¢ 7qr f(J) = §, sea b es el minimo comin denominador de
los nimeros racionales del conjunto F. Para cada conjunto independiente débil J se
tiene que f(J) = %L, donde m; € {0,1,2,3,...,a}, a cada uno de los vértices del
conjunto J le asignamos m, colores. Si J; # J; con i # j, entonces los m, colores son

diferentes de los m, colores. Como

Y. =1
)

JeJ (G u

entonces a cada vértice le podemos asignar al menos b colores diferentes. Se sigue que
G" tiene una (a,b)-coloracién débil. Por lo tanto, dada una coloracién fraccional se
induce una (a, b)—coloracién débil. Asi,

xs(G7) = X (G).

Por lo tanto,

xr(G") = Xs(G").
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Considerando la grafica primal G'(G") de una r—hipergrafica G”, el siguiente resultado
afirma que el nimero cromatico fraccional fuerte de G” es el nimero cromatico fraccional de

G'(G").
Lema 3.7. Para cada r—hipergrafica G", se tiene que

X3 (G") = x¢(G'(G")).

DEMOSTRACION. Supongamos que x7(G") = ¢, entonces existe una (a, b)-coloracién fuerte
de G". Le asignamos a cada vértice de G'(G") los b—colores asignados por la (a, b)—coloracién
fuerte. Esta (a,b)-coloracién es propia. Por lo tanto, x(G'(G")) < x%(G"). Por otro lado
si suponemos que x;(G'(G")) = £, entonces G'(G") tiene una (c, d)-coloracién propia. Asig-
namos a cada vértice de G" los d—colores asignados por la (¢, d)—coloracién propia. Esta
(¢, d)—coloracién es fuerte. Por lo tanto, x;(G'(G")) > x5(G"). |

3.3.—Clan fraccional

En esta Seccién consideramos la relajacion real del problema entero ( nimero de clan de
una r—hipergrafica).

3.3.1. Clan fraccional débil
Definicién 3.17. Sea G" una r—hipergréafica. Un clan fraccional débil de G" es una funcion
g9:V(G") = [0,1],

tal que para cada J € J(G"), se tiene
Z g(u) < 1.
ueJ
El peso de un clan fraccional g esta dado por
ag)= > glu).
ueV(GT)

Definicién 3.18. El ndmero de clan fraccional débil de una r—hipergrafica G" se define y
denota como

wr(G") = max {¢(g) | g es un clan fraccional débil de G"}.

El nimero de clan fraccional débil en Programacién Lineal Entera se define considerando
la matriz de independencia débil B(G") = [b;;], en este caso el nimero de clan fraccional
débil de una r—hipergrafica G" esta dado por

w(G7) = méx {g' - 1},

donde g es una matriz n x 1 con entradas dadas por el clan fraccional débil g de G", y 1 es
la matriz n x 1 con todas sus entradas iguales a 1, con n = |V (G")|.
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3.3.2. Clan fraccional fuerte

Definicién 3.19. Sea G" una r—hipergrafica. Un clan fraccional fuerte de G" es una funcién
g9:VI(G") = [0,1],
tal que para cada J € J°(G"), se tiene
> g(u) < 1.
ueJ

El peso de un clan fraccional fuerte g esta dado por

ueV(Gr)

Definicién 3.20. El ndmero de clan fraccional fuerte de una r—hipergrafica G" se define y
denota como

w3(G") = max {q(g) | g es un clan fraccional fuerte de G"}.

Asi, el nimero de clan fraccional fuerte en Programacién Lineal Entera, se define consi-
derando la matriz de independencia fuerte B*(G") = [b;;]. En este caso, el nimero de clan
fraccional fuerte de una r—hipergrafica G" esta dado por

wj(GT) = méx {g" -1},

donde g es una matriz n x 1 con entradas dadas por el clan fraccional fuerte g de G", y 1 es
la matriz n X 1 con todas sus entradas iguales a 1, con n = |V (G")].

Lema 3.8. Para cualquier r—hipergrafica G”, el nimero cromatico fraccional débil x ;(G")
(respectivamente fuerte x3(G")), y el niimero de clan fraccional débil wy(G") (respectivamente
fuerte w$(G)) no cambian si consideramos sélo los conjuntos independientes maximales débi-
les Z(G™) (respectivamente fuertes 1°(G")), en lugar de todos los conjuntos independientes
débiles (respectivamente fuertes) de la r—hipergrafica G".

DEMOSTRACION. Sea f : J(G") — [0, 1] una coloracién fraccional de G” . Vamos a construir
una nueva coloracién fraccional f': Z(G") — [0, 1]. Supongamos que Z(G") = {11, ..., I;}

Fy=" >, )+ f(h);

JCI, JET(GT)

fy= Y. f()+ f(Is);

JCI\I1, JET(GT)

L= Y D)+ A

JCIs\(I1UI2), JET(G™)
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F1(L) = > FI) + (D).

JCh\(I1U--I;_y), JET(GT)

Para cada u € V(G") se tiene que

. = > =1

1ET(G" ) JET (G )
y
>, = fU
I€T(GT) JeJ(G)

Por lo tanto, xf(G") se puede redefinir considerando el conjunto de conjuntos indepen-
dientes maximales de G".

Por otro lado, al definir un clan fraccional g : V(G") — [0, 1] basta con probar la de-

sigualdad
> gu) <

uel

para conjuntos independientes maximales, ya que para cualquier otro conjunto independiente
de G" se tendria la desigualdad.

Por lo tanto, w(G") se puede definir considerando el conjunto Z(G"). [

Lema 3.9. Sea G" cualquier r—hipergrafica, entonces

wi(G") = xs(G") ¥y WG =x(G).

DEMOSTRACION. Sea f una coloracién fraccional y sea g un clan fraccional de G". Entonces

1'-f-¢g'-1 = 1 f—¢ - B(G) [+¢ BG) f-g"1
= ('=g¢"-B(G") f+g"(B(G) f-1).

Como g es un clan fraccional de G", entonces
.BGEHY<1 = 1'—-4¢"-B(G") >0
Considerando también que f es una coloracion fraccional de G" se tiene que
BG"-f>1 = B(G")-f-1>0.

Se sigue que 1t- f —g* -1 > 0, entonces 1¢- f > ¢* - 1, debido a que f y ¢ fueron tomados de
manera arbitraria se tiene que wr(G") < xf(G").

La otra desigualdad del Lema se demuestra usando el Teorema 1.6. [
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Lema 3.10. Para cualquier r—hipergrafica G"

V(G|
G") > :
wi(G") > (G
Mas atn, si G" es una r—hipergrafica vértice—transitiva, se obtiene la desigualdad.
DEMOSTRACION. Sea g : V(G") — [0,1] una funcién tal que f(u) = ﬁ Se tiene que
1 < a(G") < |V(GT], entonces = < ﬁ < 1. Tenemos que g es un clan fraccional de G”
usando que
1
= <1;VJeJG),
ot =¥ <1 we g
ueJ ucJ

debido a que cada conjunto independiente J de G” tiene a lo mas «(G") elementos, se tiene
que
V(&)
a(Gr) -

Supongamos que G" es una r-hipergrafica vértice-transitiva. Sea g : V/(G") — [0, 1] un
clan fraccional no—cero de G". Sea v € Aut(G"), definimos la funcién g7 de la siguiente
manera;

wy(G") >

para cada u € V(G").

Como v es un automorfismo de G" se tiene que v(u) € V(G"), entonces g(v(u)) € [0, 1]
ya que g es un clan fraccional de G". Se sigue que

g’ :V(G") = [0,1].
Témese J € J(G"), entonces
D gw) =) g(y(u) <1,
ueJ ueJ

debido a que g es un clan fraccional de G". Por lo tanto, g7 es un clan fraccional de G" con
el mismo peso de g.

Definase ahora

1
o )
97 TAu(G)] > 9

yEAUL(GT)

como cada ¢” es un clan fraccional de GG", entonces g es un clan fraccional de G" y con el
mismo peso de g.

Si G" es vértice—transitiva, entonces

~ 1 ~y T
g(u):m Z g9’ (u) YueV(G),

YEAut(GT)
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entonces

G=C YueV(G).

Por lo tanto, g es un clan fraccional de G con valor constante C'.
Se tiene que si C' > ﬁ, entonces existe un conjunto independiente J con |J| = o(G")

tal que
Y gu) =) C=a(G")-C>1,

ueJ ueJ

contradiciendo el hecho que g es un clan fraccional de G". Por lo que

Entonces

Por lo tanto,




Capitulo 4

Construcciones tipo Mycielski para
r—hipergraficas

Comenzamos este Capitulo recordando la construccion de Mycielski para graficas que
sirvié de inspiracion para obtener nuestras construcciones para r—hipergraficas.

Dada una grafica G, cualquier coloracién propia de GG asigna a los vértices de cada clan
de G diferentes colores. Entonces si una grafica G contiene un clan arbitrariamente grande,
necesariamente tiene niimero cromatico arbitrariamente grande. Por lo tanto, si una grafica
G contiene una subgrafica completa de tamafo n, se tiene que el niimero cromatico de G es
mayor o igual a n.

Una pregunta interesante sobre el niimero cromatico de una grafica G es la siguiente:

(Para que el niimero cromatico de G" sea k es necesario que G" contenga
alguna r—subhipergrafica completa de tamano k7

Resulta que la respuesta a esta pregunta es negativa, de hecho, en 1955 Mycielski di6 una
construcciéon de graficas libres de triangulos con niimero cromatico arbitrariamente grande.

4.1.—Construcciéon de Mycielski.

Sea G una grafica con V(G) = {v1, ..., v, }, definase la siguiente grafica
WG) = (V(u(@)), E(u(G))),
donde V(u(G)) = {z1,- .-, T, Y1, -+ s Yms W} ¥
E(uG)) = {{zi, 5} | {vi,v;} € E(G)} U {i,y5} [ {vi 05} € E(G)} U {{yi, w}

para cada iy j € {1,...,m}.

46
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Ejemplo 4.1. Sea G = Ko,

X2

Xl
Kz e =Cs

Considerando la construcciéon de Mycielski se obtuvé el siguiente Teorema (][9], [15]).
Teorema 4.1. Supongamos que G tiene al menos una arista. Entonces

a) w(u(@)) = w(@), donde w(u(G)) y w(G) son los numeros de clan de p(G) y de G

respectivamente;

b) x(u(G)) = x(G) + 1, donde x(u(G)) y x(G) son los niimeros cromaticos de u(G) y de
G respectivamente.

c) xf(u(G)) = xs(G) + m, donde x¢(1(G)) y x¢(G) son los niimeros cromaticos frac-
cionales de p(G) y de G respectivamente.

DEMOSTRACION.

a) Como G es una subgréfica inducida de u(G), w(G) < w(p(G)). Para mostrar la otra
desigualdad, notemos primero que el vértice w no esta en un clan de tamano mayor
que 2. Supongamos que A = {z;,, Zi,, ..., Ti,, Yjp» - Yj, } €s un clan de tamafio t + s de
1(G), esto es, cada subconjunto de dos elementos distintos de A es una arista de pu(G).
Entonces {v;,, viy, ..., Vi, Uy, ..., v;, } es un clan de tamano ¢ 4+ s de G y por lo tanto,

w(G) = w(p(@)).

b) Sic: V(G) — {1,...,k} es una coloracién propia de G, entonces definimos una colo-
raciéon ¢ : V(u(G)) — {1,...k k+ 1} de u(G) como é(x;) = é(y;) = c(v;) para todo
i €{L,..,|[V(G)|}, y é(w) = k + 1. Esta es una coloracién propia de u(G), ya que
si existe una arista e € p(G) monocromatica, w ¢ e, ya que por definicién, el color
de w es diferente al color asignado a todos los demds vértices. Asi, e = {z;,z;} o
e = {z;,y;}, entonces la arista {v;, v;} de G es monocromatica, contradiciendo que c es
una coloracién propia de G. Por lo tanto, x(1(G)) < x(G) + 1.

Sea ¢ cualquier coloracién propia de p(G), definimos una coloracién ¢ de G como

C(Uz‘) _ { 5(%‘), si E(q}z) 7& 5(11});

c(yi), sié(z;) =é(w).
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Esta es una coloracién propia de G la cual no usa el color de é(w). Asi, G se puede
colorear con menos colores de los que se necesitan para colorear p(G). Por lo tanto,

x(1(G)) > x(G) + 1.

c) La demostracién se dard en la Seccion 4.3.

|
Ejemplo 4.2. Considérese G = K5 como en el Ejemplo 4.1. Se tiene que
w(p(p(K2))) = w(p(Ksz)) = w(ks) = 2,
X(n(p(K2))) = x(n(K)) +1 = (x(K3) +1) +1 =4,
como se muestra en la figura
3
1 2
oo L W,
1
1 2
Ademas
(u(p(F2))) = x5 () + (s (o) + ) + et >
X s (plp = xs(p — = (X =
! : PN ) — T g (Ka) ) X (K) + o 10

Utilizando esta construccion recursivamente notemos que el Teorema 4.1 implica que
X(u"(K3)) = n+ 2y por construccién la grafica u™(Ks) es libre de tridngulos.

4.2 —Construccién tipo Mycielski p(G") para r—hipergraficas.

En esta Seccién asumiremos que r > 3. Inspirados en la construccién de Mycielski, cons-
truimos r—hipergréaficas que no contienen r—subhipergréaficas inducidas de orden r + 1 y que
tienen ntmero cromatico débil arbitrariamente grande.

Definicién 4.1. Sea G" una r—hipergréfica de orden n, con conjunto de vértices V(G") =
{v1, v, ...,v,} ¥ conjunto de aristas E(G").
Definimos una r—hipergrafica u(G") = (V(u(G")), E(1u(G"))), con conjunto de vértices

V(@) =V U{w},
donde V' = V(G") x {1, ...,7 — 1}. Esto es, los vértices de p(G") son de la forma

{(vi,t) |v; € V(G"), 1 <t <r—1}U{w},
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y conjunto de aristas

E(u(G") = {{(ui, t1), ..., (up, t,)} | {u1,...,u.} € E(G")}U{{(v3,1), ..., (v, — 1), w}},

donde uj,v; € V(G"), 1 <t; <r—1
[lustraremos la definicién con el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.3. Sea G* = K3 con V(K3) = {vy,v2,v3} v BE(K3) = {{v1,v2,v3}} como se
muestra en la figura

V2
V1 Vs

El conjunto de vértices de u(K3) es

W
o

(V2)  (V2.2)  (V32)

o
V1) (V21 (Vs

el conjunto de aristas de pu(K3) de la forma {(v;, 1), (v;,2),w} es

(Vil)  (va,1) (V31)

el conjunto de aristas de u(K3) de la forma {(uy,t1), (uo, t2), (us, t3)} es



50 4. Construcciones tipo Mycielski para r—hipergraficas

{(Uhl)?(U?? ) (U37 )} {<U17 ) (U272>?(U372)}7

W

(\WD

{<U1a1)7(v27 ) (U?n )} {(Ulv ) (v2,2),(v3,2)},
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{(Ulv 1)? (U2> 2)7 (U37 1)}7 {<U17 2)? (U27 1)? (U?n 2)}a

Entonces p(K3) es

A diferencia de la construcciéon de Mycielski, en esta construccién ningin “piso” de pu(G")
es un conjunto independiente débil, a menos que E(G") = (). En efecto, para cada t €
{1,2,...,7 — 1} fijo, el conjunto {(v,t) | v € V(G")} es una copia de G".

4.2.1. Conjuntos independientes maximales débiles de p(G").

Sea G" una r-hipergrafica y sea p(G") la r—hipergrafica asociada a G" como en la Sec-
cién anterior. En esta Seccién estudiaremos el conjunto Z(u(G")) de todos los conjuntos
independientes maximales débiles de p(G").

Consideremos la funcién proyeccion
w1 V(p(G"))\{w} = V(G") como m((vi,t)) = vy,
entonces el conjunto de aristas de p(G") se puede ver como
E(u(G")) = By U By,
donde

By = {(u, 1), ., (ur 1)} © V(G \A{w] [ m({(wr, ), oo, (un, ) }) € B(GT)}
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Ey = {{(vi,1), ..., (vi,7 — 1), w}}.

Obsérvese que un conjunto J C V(u(G")) es un conjunto independiente débil si para todo
e € E(u(G)) se cumple que que e € J y es un conjunto independiente maximal débil si no
contiene propiamente ningin conjunto independiente débil de u(G").

Asi, para cada conjunto independiente maximal débil I = {uy,...,us} de G"; existen dos
tipos de conjuntos independientes maximales débiles de p(G"). El primer tipo, es el conjunto
Ly =1x{1,2,....7 — 1}. El segundo tipo, es el conjunto K; obtenido de L; removiendo s
vértices, cada uno con una base diferente, y anadiendo el vértice w. Mas precisamente, sea
S(Ly) el conjunto de todos los s—subconjuntos de L; cuya proyeccion es I; esto es,

S(L;)={S|SCLy |S|=sym(S)=1}.

Entonces

Kr={w} U (L;\5)]5€S(Li}
Lema 4.2. Para cada r—hipergrafica G", se tiene que
Z((G") = {Liy UK, [ T € Z(G")}.

DEMOSTRACION. Sea J := {{L;}UK; | I € Z(G")}. Demostremos primero que cada J € J
es un conjunto independiente maximal débil de p(G"). Después demostraremos que no existe
conjunto independiente maximal débil de u(G") que no este en J.

Sea J = Ly para algin I € Z(G"). Como m(J) = I es un conjunto independiente maximal
débil de G", ninguna arista de F; esta contenida en J. Como w ¢ J, ninguna arista de Fs
esta contenida en J. Asi, J es un conjunto independiente débil. Ademads, para cadav € V'\ J,
se tiene que JU{v} contiene al menos una arista de p(G"), ya que si v = w, entonces s aristas
de Ey se forman (una para cada base base u; € I) y si v # w, entonces v = (u, t) para algin
ue V(G )\Iyte{l, . ,r—1}. Como I es un conjunto independiente maximal débil de
G", entonces m(J U{v}) = I U{u} contiene al menos una arista de G". Asi, JU{v} contiene
una arista en Ey, lo cual confirma que J es un conjunto independiente maximal débil.

Supongamos que J € K; para algin conjunto independiente maximal débil I de G,
entonces existe S € S(Ly) tal que J = {w} U (L;\ S). Para demostrar que J es un conjunto
independiente supdéngase lo contrario, esto es, supongamos que existe e € E(u(G")) tal que
e C J. Siw € e, entonces existe u € I tal que e = {(u,1),..., (u,” — 1),w} que resulta
contradictorio, debido a que existe 1 < s < r — 1 tal que (u,s) € S. Se sigue que e =
{(us, 1), ..., (wi,_y, te)} con ug, € Iy t; € {1,...,r — 1}, entonces m(e) € I tenemos una
contradiccién. Por lo tanto, J es un conjunto independiente débil de u(G"). Ahora para
mostrar que J es maximal supongamos que no lo es, entonces existe un vértice (v,t) €
V(u(G™))\ J tal que JU{(v,t)} es un conjunto independiente débil de pu(G"). Si {(v,t)} € S,
entonces J U {(v,t)} no es independiente. Asi, v € V(G") \ I, como I es maximal, existen
vértices u;,, ..., u;._, € I tal que {u;,...,u; _,,v} € E(G") y existe S; € S(Ly) con Sy # S,
y 1 (S1) =1y S CJ, tal que my'(e) C S . Por lo tanto, J es un conjunto independiente
maximal débil de p(G").
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Ahora probaremos que para cualquier D € Z(u(G")) se cumple que D € J.

Caso 1. w ¢ D. Debido a que D es un conjunto independiente maximal débil de u(G")
se sigue que m1(D) es un conjunto independiente maximal débil de G", ya que para cual-
quier v € V(G") \ (D) se tiene que D U {(v,t)} contiene al menos una arista en Fy. Asi,
m(DU{(v,t)}) = m (D)U{v} contiene al menos una arista. Como (D) es un conjunto inde-
pendiente maximal débil de G", entonces D = L (py (i.e. D = m1(D)x {1, ...,r—1}). Supénga-
se que para algin v € m (D) y t € {1,...,r — 1} se tiene que (v,t) ¢ D. Entonces DU {(v,t)}
debe contener al menos una arista en Ej, contradiciendo que m (D U {(v,t)}) = m (D). Por
lo tanto, D = L (py € J.

Caso 2. w € D. Como en el caso anterior se puede mostrar que (D) es un conjunto
independiente maximal débil. Ademads, para cada v € 71(D) existe al menos un t; € {1,....,r—
1} tal que (v,t;) ¢ D ya que de lo contrario D tendria una arista en E,. Supongamos que
para algin v € 7 (D) existen t # t' € {1,...,r — 1}, tal que (v,t) y (v,t') no pertenecen a
D. Entonces D U {(v,t)} debe contener al menos una arista e de p(G"). Pero e ¢ E; ya que
m (D U{(v,t)}) = m(D) es un conjunto independiente débil, y e ¢ Ey ya que (v,t') ¢ D.
Por lo tanto, D = {Lr,py\ S | S € S(Lx(p))} U{w} € Krypy € J. |

4.2.2. Resultado

A continuacién presentamos el teorema principal de este trabajo, utilizando la construc-
cién tipo Mycielski u(G") para r—hipergréficas. El siguiente Teorema muestra que el niimero
cromatico débil y el nimero cromatico fraccional débil de una r—hipergrafica no estan aco-
tados superiormente por una funcién en términos de su niimero de clan.

Teorema 4.3. Supdngase que G" = (V(G"), E(G")) es una r—hipergrdfica con r > 3y
E(G") # 0, entonces las siguiente afirmaciones se cumplen:

a).- w(u(G")) = w(G");
b).- x(u(G")) = x(G") + 1;

c)- xs(u(G")) = xs(G") + 5.
DEMOSTRACION.

a).- Como p(G") contiene una copia de G", w(G") < w(p(G")). Supongamos que u(G")
contiene una r—subhipergrafica completa K} para algin k£ > w(G"). Claramente w ¢
V(K}), va que todas las aristas que contienen a w se intersectan solamente en w.
Entonces V(K7}) C V'. Como cada r—subconjunto de V(K}) es una arista en Es, en-
tonces para cada par de vértices diferentes (u;,t;) v (uj,,t;) en V(K}) se tiene que
1 ((wiy, i) # m1((uj,,t5)). Asi, m(K}) es una r—subhipergrafica completa de orden k
en G, y por lo tanto se tiene una contradiccion.
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b).-

Supongamos que x(G") = k. Primero vamos a mostrar una (k + 1)—coloracién débil de
pu(G"), y depués demostraremos que no existe k—coloracion débil de p(G").

Sea ¢ : V(G") — {1,2,...,k} una k—coloracién débil de G", definimos una (k + 1)—co-
loracién ¢ : V(u(G")) — {1,2,....k, k+ 1} de pu(G") como ¢((u;,t;)) = c(u;) para todo
1<t; <r—1,u; € V(G"), y é(w) = k + 1. Esta (k + 1)—coloracién de u(G") es débil.

1.- No existe ninguna arista monocromatica que contenga al vértice w, ya que a w se
le asigné un color diferente de los k colores dados a los demds vértices de pu(G").

2.- Si {(uiy,71), (Wiy, j2), -y (Wi, Jr)} €s una arista monocromatica de pu(G") entonces
{w;y, Wiy, ..., u;, } €s una arista monocromatica de G”, lo que contradice el hecho
que ¢ es una coloracion débil de G". Por consiguiente,

k< X(u(G) < k+1.

Ahora asumimos que p(G") admite una k—coloracién débil (¢ : V(u(G")) — {1,2, ..., k}).
Sin pérdida de generalidad, sea c(w) = k. Consideremos A = {(uy,1),..., (us, 1)},
el conjunto de vértices de color k en V(G") x {1} C V' (A # 0, de lo contrario
G" admite una (k — 1)—coloracién débil). Para cada (u;,1) € A considere la arista
ei = {(us, 1),..., (u;,r — 1),w} € Ey. Como la coloracién es débil, entonces al menos
un vértice de e;, digamos (u;,t;), tiene un color, k;, diferente de k. De esta manera,
para cada uno de estos i, con 1 < i < s, cambiaremos el color k asignado a (u;, 1)
por el color k;. Si al hacer tal cambio no hay aristas monocromaticas en V(G") x {1},
entonces G" admite una (k—1)-coloracién débil, lo cual da una contradiccién. Entonces
supongamos que el cambio da una arista monocromatica e C V(G") x {1} de color [.
Como la coloracién original fué débil, entonces e N A £ (), y e =e\ (eN A) # . Pero
entonces, notemos que el conjunto € U {(u;, ;) | (us, 1) € eN Ay ¢((us,t;)) =1} es una
arista monocromatica de la coloracién original, contradiciendo que p(G") admite una
k—coloracién débil. Por lo tanto, x(u(G")) = k + 1.

Supongamos que x;(G") = ¢ para algunos enteros positivos a y b con a > b. Demostra-
remos que x(1(G")) = ¢4 -1 exibiendo; primero, una (a(r—1)+b, b(r —1))—coloracién
de p1(G"), y después un clan fraccional de p(G") con peso & + —L-.

Sea A={1,2,..,a}y f:V(G") - {B| BC Ay |B| = b} una (a,b)—coloraciéin débil
de G", donde f(v) = {v',v?, ... v*}.

Para poder dar una (a(r — 1) + b, b(r — 1))—coloracién débil de u(G"), definiremos dos
funciones auxiliares. Primero consideramos, para cada color i € A, un nuevo conjunto
de (r — 1)—colores. Sean estos, i1, s, ..., 1,1, y sea

AV: {117127"'71r717217227'-'72r717"'7a17a27"'7a1"71}-
(1) Sea f: V(G") = {B| BC Ay |B| = b(r — 1)} definida como

f) = {(H, @)1, .., (@)1, (02, (VD)2, oy (V)2 ooy (0 )1, (VP )ety ooy (00) i ).
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(2) Sea B un nuevo conjunto de b colores B = {by, ba, ...bp}. Para un u € V(G") fijo,
definimos la funcién o,: A — (A\ {u},...,u’}) U B como la funcién que cambia
colores u' en A a uno nuevo en B. Esto es,

ou(l) = { ;

de lo contrario.

Ahora definiremos f: V(u(G)) = {B| BC AUBy |B| = b(r —1)}. Comenzamos
escogiendo un vértice arbitrario pero fijo u de V(G").

flw) = J(w),

~

flo,t) ={(WY 1, o, ()1, ()1, (V) i1, 00 (V1Y) o (00, (0 )y, (00) e )

Asi, la funcién f asigna al vértice w de u(G") precisamente el b(r — 1)-conjunto dado

por f(u). A un vértice (v,t) € V' la funcién f le asigna el b(r — 1)—conjunto dado por
f(v) donde cada color con sub-indice ¢, (v');, es remplazado por el color o, (v?).

Para verificar que esta coloracién da una coloraciéon débil de u(G™) consideraremos los
dos tipos de aristas de u(G"); Ey y E;. En cualquiera de los casos, el hecho que G”
tiene una (a,b)—coloracién débil y la definicién de ]?, principalmente la inclusién de
o,(v?) parai=1,...b en posicién t,t + 1,...t + (b — 1) respectivamente, implica que
es imposible NI_, f(e;) # 0 para cada vértice de una arista {e1, es, ..., e} € E(u(G")).

. . , . ~ 1
El siguiente paso serd dar un clan fraccional g de (G") con peso § + —5.

Comenzamos con un clan fraccional g de G” con peso §. Esto es, g: V(G") — [0, 1] tal
que
Zg(u) <1 para cada I € Z(G"), (4.1)

uel
a
> o) = (4.2)
ueV(GT)

Definimos g: V(u(G")) — [0, 1] como:

fw) === g =2

Usando (4.2), se puede verificar facilmente que el peso de g es § + ﬁ

De acuerdo al Lema 4.2, necesitamos observar que g es un clan fraccional de pu(G").
Consideramos dos casos.

Si J = Ly para algin I € Z(G"), entonces J = I x {1,...,r — 1}. Por definicién y
usando (4.1) obtenemos que

> g =-ny M <y

r—17—
(u,t)eJ uel
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Si J € K; para algin I € Z(G"), entonces J = {w} U Ly \ S para algin S € S(Lj).
Otra ves, por definicién y usando (4.1) se tiene que

i =g+ Y awn= ooy M Lo TRy

veJ (u,t)eJ\w uel

Entonces g es un clan fraccional de (G") con peso § + 7%1 y considerando la existencia
de una (a(r — 1) 4+ b,b(r — 1))—coloraciéon débil de u(G"), esto da que x;(u(G")) =
(G") + .
Xf r—1
|

Ejemplo 4.4. Sea G® = K3 una 3-hipergréfica del Ejemplo 4.3 donde V(K3) = {vy, vo, v3}
y B(K3) = {{v1,v2,vs}},

V2
V1 V3

entonces x(K3) = 2,

V1 Vs

v xs(K3) = 3.

{23} {12} {13} Tabla

Tenemos que p(K3) es

donde x(u(K3)) = 3

{1}

{2/"’
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¥ xs(u(GT)) = 3.

Tabla
H -
m -2
N -3
=4

4.3.—Construccion generalizada de Mycielski para r—hipergraficas.

En esta seccion vamos a dar una costruccion de una familia de r—hipergraficas que no
contienen r—subhipergraficas completas de orden r + 1. Esta construccién es una generaliza-
cion de la construccion de Mycielski.

Sea G" una r—hipergrafica de orden n, con conjunto de vértices V(G") = {vy,...,v,} ¥
conjunto de aristas E(G"). Definimos fi(G") como sigue:

p(G") = (V(p(G"), E(R(G"))).
i) El conjunto de vértices de i(G") es
V(i(G")) = V' U{w},

donde V' =V(G") x {1,2,...,r}. Estoes, V' =1V UVaU---UV, con V; = {(v,t) |v €
V(G")} para cada t € {1,2...,r}.

Entonces, definimos la funciéon proyeccion

w1 V(E(G") \ {w} = V(G") como m((v;,t)) = v;.

i1) El conjunto de aristas de fi(G") es
E(ﬂ(GT)) - E1 U E2 U E3 U E4,
donde

by = {AJACW, [A[=rym(A4) € E(G")}

By, = {AlA={(w,t1),...,(ur,t,)} CV' ,mA) € E(G") yt; #t; Vi # j};

Es = {AUu{w}|A={(ugta), ..., (up, t,)} CV'\ Vi, |[m(A)] =r—1,
m(A) C epara algunae € E(G") yt; #t; Vi# jty

Ey = {{(u,2),(u,3),...,(u,r),w} | deg(u) = 0}.
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Observaciéon 4.1: Si en la construccion anterior consideramos r = 2 tenemos la construc-
cién de Mycielski. Ademas para todo 2 < j < r se tiene que V(G") x {j} es un conjunto
independiente fuerte de i(G") por construccion.

Consideremos el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.5. Consideremos la 3-hipergréfica del Ejemplo 4.3 donde V(K3) = {v;, vy, v3}
y E(K3) = {{v1,v9,v3}} como se muestra en la siguiente figura
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V2
Vi V3
El conjunto de vértices de ji( K3) es
w
o
‘\ (v2,2) S
SX ® @Y
- (v2,3) o
@ { @
L J @ L J
(V1,1) (v2,1) (vs,1)

el conjunto de aristas en E; de ji(K3) es

w
{

‘\ (V2,2) L.
SX ® @Y
- (v2,3) o
<@ ( @

el conjunto de aristas en F3 de ji(K3) es
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(V1,1) (v2,1) (V3,1)

4.3.1. Conjuntos independientes maximales fuertes de i(G").

Sea G" una r-hipergrafica y sea fi(G") la r—hipergréfica asociada a G como en la Sec-
cién anterior. En esta Seccién estudiaremos el conjunto Z(f(G")) de todos los conjuntos
independientes maximales fuertes de i(G").

Recordemos que un conjunto J C V(i(G")) es un conjunto independiente fuerte si para
todo e C E(1(G")) se cumple que |e N J| < 1y es un conjunto independiente maximal fuerte
si no contiene propiamente ningin conjunto independiente fuerte de i(G").

Lema 4.4. Para cada r—hipergrafica G", se tiene que
Z(p(G")) = AuBUC,

donde A = {I x {1,...r} | I € T(G")}, B={I x {1} U{w} | I € Z(G")} y C = {V(G") X

DEMOSTRACION. Primero probaremos que AU BUC C Z(ii(G")).

1. Comenzemos demostrando que A = {I x {1,...,7} | I € Z(G")} son conjuntos inde-
pendientes maximales fuertes de i(G"). Sea J € A, entonces existe [ € Z(G") tal que
J=1x{1,..,r}
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J es un conjunto independiente fuerte de fi(G"), ya que si existe e € E(1(G")) tal que
len J| > 2, entonces |m1(e) Ny (J)| = |mi(e) N I| > 2 contradiciendo el hecho que I es
un conjunto independiente fuerte de G".

Ahora mostraremos que J es un conjunto independiente maximal fuerte de fi(G").
Supongamos lo contrario, esto es, que existe x € f(G") \ J tal que J U {z} es un
conjunto independiente fuerte de i(G").

Supongamos que x = w. Si existe un vértice u € [ con deg(u) = 0, entonces e =
{(u,2), ..., (u,r),w} C JU{w} es arista de i(G") (en E,). Para cada vértice u € I, se
tiene que deg(u) > 1 por lo que existe al menos una arista e € E(G") tal que u € e.
Entonces, existe una arista de i(G") (en Ej3) que contiene a w y al vértice (u;,t;) para
algin (u;,t;) € J por la construccién de fi(G"). Por lo tanto, si + = w se tiene que
J U {x} no es un conjunto independiente fuerte de fi(G").

Supongamos que x = (u;t;), claramente m(x) € V(G") \ I ya que de lo contrario
xz € J. Como I es un conjunto independiente maximal fuerte, se tiene que I U {m(x)}
no es un conjunto independiente fuerte de G". Entonces existe al menos una arista de
G" que contiene a u y a mi(x) para algun u € I, se sigue entonces que existe al menos
una arista de i(G") (en E; o Fy) que contiene a (u;,t;) y x para algun (u;, t;) € J. Asi,
J U {x} no es un conjunto independiente fuerte de fi(G").

Por lo tanto, J es un conjunto independiente maximal fuerte de i(G").

2. Ahora, demostremos que los elementos de B = {I x{1}U{w} | I € Z(G")} son conjuntos

independientes maximales fuertes de i(G"). Sea J € B, entonces existe I € Z(G") tal
que J =1 x {1} U{w}.

Mostremos que J es un conjunto independiente fuerte de fi(G"). Supongamos que existe
e € E(p(GT)) tal que |[en J| > 2. Como I es independiente fuerte e NI x {1}| < 1,
entonces la arista e contiene un vértice en I x {1} y contiene a w, por contruccién de
fi(G") esto es imposible.

Ahora, vamos a demostrar que J es un conjunto independiente maximal fuerte. Supon-
gamos que existe z € V((G"))\ J tal que JU{z} es un conjunto independiente fuerte
de a(G").

Supongamos que x = (u;,t;) para algun u; € [ y algun 2 < t; < r. Si deg(u;) = 0,
entonces existe una arista de fi(G") (en Ej) que contiene a x = (u;t;) y a w. Si
deg(u;) > 1, entonces existe una arista de G que contiene a u; de aqui se sigue la
existencia de una arista de fi(G") (en E3) que contiene a x = (u;,t;) y a w. Entonces

m(z) ¢ I.

Supongamos que = = (v,t;) para algin v € V(G") \ [ y algin 1 < ¢; <r. Como [ es
un conjunto independiente maximal fuerte de G existe al menos una arista de E(G")
que contiene a v y a algin w; € I, entonces existe al menos una arista de fi(G") (en Ej3)
que contiene x = (v,t;) y a w.
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Por lo tanto, J es un conjunto independiente maximal fuerte de i(G").

3. Finalmente probaremos que C = {V(Gr) x {t;} | 2 < t; < r} son conjuntos indepen-
dientes maximales fuertes de i(G"). Sea J € C, entonces J = V(G") x {t;} para algin
2 < t; < r y por construccion este es un conjunto independiente maximal fuerte de

(G").

S6lo resta mostrar ahora que Z(1(G")) € AUBUC.

Para todo I € Z(j1(G")), se tiene que 71 () es un conjunto independiente maximal fuerte
de G". Por lo tanto, (I = m(I) x {1,...,r}) o (I = m(I) x {1} U{w}) o (I = m(I) x {ti}
para m ([) = V(G") y algin 2 < t; < r). Lo que concluye la demostracién. [

4.3.2. Resultado

A continuacién vamos a demostrar que el nimero cromatico fuerte y nimero cromati-
co fraccional fuerte de una r—hipergrafica tampoco estan acotados superiormente por una
funcién de su numero de clan. Utilizaremos la construccién generalizada de Mycielski ji(G")
para r—hipergraficas.

Teorema 4.5. Supdngase que G" = (V(G"), E(G")) es una r—hipergrdfica con r > 2y
E(G") # 0, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

a).- w(i(G")) = w(G");
b).- x*(a(G") = x*(G") + 1;

(
O)m XHA(GE)) = X} (G) + .

DEMOSTRACION.

a).- Supongamos que G" no contiene a K7, vamos a demostrar que ji(G") no contiene a
K7 ,. Supéngase lo contrario, esto es, que fi(G") si contiene algin K, entonces

1. Siw € V(K] ), se tiene que los r—vértices restantes estan contenidos en V(G") x
{2,...r} contradiccién, ya que no existe aristas en G" x {2, ...,r} por la definicién
de a(G").

2. Como G" no contiene a K7, y cada V(G") x {j} para 1 < j < r es un conjunto
independiente, entonces K/, ; € G" x {i} para toda 1 <7 <r.

3. Sea V(K7,.,) = {(u1,01), ..., (Up41,0041)} como K., es una r-hipergrafica de
f(G") entonces cada r—subconjunto de V (K], ) es una arista de K, siy sélo si

. . T
cada cada r—subconjunto de {u,...,u,41} es una arista de K], siy sélo si K],
es una r—subhipergrafica de G", se tiene una contradiccion.

Por lo tanto, fi(G") no contiene a K ;.
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b).- Supongamos que x*(G") = k, por demostrar que x*((G")) = k+ 1. Como E(G") # 0,
entonces k > r.

1. Primero mostraremos que x*(aG") < k + 1. Como x*(G") = k, existe una k-
coloracién fuerte ¢ : V(G") — {1,2,...,k} de G". Definase una (k + 1)-coloracén
¢ de i(G") de la siguiente manera:

& VGT)) = {1,2, ..k k+ 1},

para cada vértice u; € V(G") y 1 < t; <r.Sideg(u;) =0, entonces ¢((u;, t;)) = t;.
Si deg(u;) > 0, entonces ¢((u;, t;)) = c(u;) y é¢(w) = k+ 1. Esta (k + 1)—coloracién
de fi(G") es una (k + 1)—coloracién fuerte ya que de lo contrario, existe una arista
e € E(i(G")) con al menos dos de sus vértices con el mismo color asignados por la
coloracion ¢. Como ¢ asignd un color diferente a w que a todos los demés colores
asignados al resto de los vértices, entonces e # {(u;,2), ..., (u;, ), w} si deg(u;) =0
por definicién de ¢ y como e # {(u1,t1), ..., (ur—1,t-—1),w} para alguna arista
{u1,...,u,} ya que c es una coloracion fuerte de G". Si w ¢ e, como 7 (e) € E(G")
y ¢ es una coloracion fuerte, entonces ¢ asigné diferentes colores a todos los vértices
de e. Asi, ¢ es una (k + 1)—coloracién fuerte de i(G").

Por lo tanto,
E<x*(a(G") <k+1.

2. Ahora vamos a mostrar que i(G") no acepta una k—coloracién fuerte. Supongamos
que [i(G") tiene una k—coloracién fuerte la cual restringida a G™ x {1} es fuerte
debido a que por hipétesis x*((G")) = k.

Sin pérdida de generalidad supongamos que la k—coloracién fuerte de fi(G") asigna
a w el color k de los k—colores de {1, ..., k}.

Sea A = {(u1,1),..., (us, 1)} el conjunto de vértices en G" x {1} que reciben el
color k por la k—coloracion fuerte de fi(G").

A # () ya que de lo contradio G" tiene una (k — 1)—coloracién fuerte.

Para cada 1 < i <t vamos a cambiar el color de (u;, 1) de la siguiente manera:

i) Siexiste e € E(i(G")) tal que {(u;,7),w} C e, entonces (u;, r) tiene asignado
un color diferente a w ya que la k—coloracion es fuerte. Entonces asignamos
al vértice (u;, 1) el color del vértice asignado a (u;,r).

ii) Si para todo e € E(ji(G")) se tiene que {(u;,7),w} € e entonces u; es un
vértice aislado y podemos cambiar el color k asignado a (u;, 1) por cualquiera
de los (k — 1)—colores restantes.

De i) y 4i) tenemos construida una (k — 1)—coloracién fuerte para G”, contradic-
ciendo la hipdtesis de que x*(G") = k.
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Por lo tanto,

C((E) =k +1.

Supongamos que X;(G’“) = § para algunos enteros positivos a y b con b < a. Demostra-

remos que x3(i(G")) = §+-— %=1 exhibiendo primero, una (a2 (r—1)b%, a-b)—coloracién
b(r—1)

de i(G"), y después un clan fracmonal de i(G") con peso § +

Sea A={1,2,...,a}y f:V(G") - {B| BC Ay |B| =b} una (a,b)-coloracion fuerte
de G", donde f(v) = {v',v?,... v*}.

Para poder dar una (a? + (r — 1)b?, a - b)—coloracién fuerte de fi(G"), vamos asignarle a
cada color i € A un ConJunto de a—colores distintos, sean estos, i1,%9, ..., tp, Lpi1y -y Lg-
Se obtiene un conjunto de a?—colores diferentes

A= {]-17 ]-27 sy 1177 ]-b-‘rl? teey 1a7 217 227 "'72b725+17 "'720,7 ey @, G2, "°7ab7ab+17aa}'

Considérese B = {21, ey 202,31, 00y 392,y o0y T1, ooy Ty b un conjunto de (r — 1)b*—colores
diferentes con AN B = {.

Definase f: V((G")) = {B| BC AUB Yy |B| =a- b} como

(w) = {1y, ..0; 1y, 21,00y 20y ey A1,y ey Gp )

(( 1) = {v}, .., vl 03 02 0d 0t

f((v, 7)) = {obig, s U O e V2 U e 02 G e G2 )

para cada v € V(GT), 2 < j <r con f(v) = {v},...,0"}.
Observacién 4.2: La funcién f es una (a® + (r — 1)b?, a - b)-coloracién de fi(G").

Vamos a demostrar que esta (a*+ (r —1)b?, a-b)—coloracién es una (a*+ (r —1)b? a-b)—
coloracion fuerte de [i(G"). Supdéngase que existe una aristas e de ji(G") que no es
heterocromatica.

1. Sie € Ey, entonces e = {(u, 1), ..., (u,, 1)} donde m(e) € E(G"), ya que e no es
heterocromatica, existen al menos dos vértices diferentes (u;, 1), (u;, 1) € e tal que

f(us, 1) N f((u], 1)) # 0 por la definicion de f se sigue que f(u;) 0 f(u;) # 0

contradicciendo el hecho que f es una (a,b)—coloracion fuerte de G".

2. Si e € E,, entonces e = {(u1,t1), ..., (uy,t.)} con m(e) € E(G") y t; # t; para
cada i # j, debido a que e no es heterocromaética, existen al menos dos vértices
distintos (u,t), (v, s) € e tal que f((u,t)) N f((v,s)) # 0. Sit,s # 1, entonces

1 1 b 1 1 b b
LUy o Ul ey Uy vyl 1y o b2} OV {0 gy ey Uy oyl gy 00, 81, ey Sp2 ) £ 0
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como t # s, entonces {t1,...,tp2} N {s1, ..., 82} = 0, entonces f(u) N f(v) # 0 lo
que contradice que f sea una (a,b)—coloracion fuerte de G". Ahora, sin pérdida de
generalidad supongamos que t = 1, entonces
{ul, .ul, b, b0 {vgﬂ, vl ...,u2+1, 0 81, s} # D,

entonces f(u) N f(v) # 0 que contradice que f sea una (a,b)—coloracion fuerte de
G".

3. Sie € B3, entonces e = {(uy, t2), ..., (u,, t,), w} donde |mi(e)| =r — 1, m(e) Ce €
E(G") yt; #t; € {2,...,r}. Porla definicién de f se sigue que e es heterocromatica.

4. Si e € Ey, entonces e = {(u,2), ..., (u,r),w} donde deg(u) = 0, por la definicién
de f se tiene que e es heterocromatica.

Por lo tanto,

r—1
Xo(1(G")) < XHGE) + 7=
/ Xf(G )
El siguiente paso serd dar un clan fraccional g de fi(G") con peso § + %

Sea g : V(G") — [0, 1] un clan fraccional fuerte de G", tal que
> glu) = wi@).
ueV(GT)

Definimos una funcién ¢’ : V(a(G")) — [0, 1] como sigue:

Jg(w) = m;
' _ r—1 '
S D) = 0 o)
J((w,j)) = w;(lGr)g(U) para2 < j <.

Ahora mostraremos que ¢’ es un clan fraccional fuerte de i(G"). Por el Lema 4.4, se
tienen que probar tres casos para los conjuntos independientes fuertes de ji(G")

Casol) Seal1 e A={I x{1,..,r} | I € T5(G")},

Y Jw) = Y Jw)+ Y g ((w)

ettt wireortan )
- - e UORN ) > T
- 0~ > o)+ (- Do > o)
< 05 5o

= 1.
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Caso 2) Sea I, e B={I x {1} U{w} | I € Z°(G")},

Y Jw) = > (w1) + g w)

vely (u,1)eIx{1}

Caso 3) Sea I, € C = {V(G x {t;} U |2 <t; <r},

Sdw) = 3 gd(w)

vely (u,ti)EV(G’“)X{ti}

1
= (m) Z g9(u)

ueV(Gr)

Por lo tanto ¢’ es un clan fraccional fuerte de fi(G") con peso

Yo g = > 9'((u, ) + ¢'(w)
veV(a(GT)) (u,))eV(GT)x{1,...,r}
= > w1+ > 9'((u, ) + ¢'(w)
(u,1)eV(GT)x{1} (u,7)EV(GT)x{2,..,r}
r—1 1
- 1= ——=)g(u) +(r—1 S—gu—l—g'w
uev%m}( wf(Gr)) (u) + ( )ueg(:m G (u) + g'(w)
r—1 1
= (1-—==) Z gu) +(r—1)——= Z g(u) + ¢'(w)
wf( ) ueV(Gr) wf(G ) u€V(GT)
r—1 1 r—1
= (1— ——)wi(G")+ (r —1)———wi(G") +
r—1
= wi(G" :
f( ) w?(Gr)

Entonces,
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Por lo tanto,

1 r—1 7 [t s
=)+ gy S WG = GO S0G(E) +

r
XS GT + S—
f( ) Xf(GT)

|

Ejemplo 4.6. Consideremos la 3-hipergréfica del Ejemplo 4.5 donde V(K3) = {vy, v, v3}
v E(K3) = {{v1,v2,v3}},

V2

entonces x*(K3) =3

V2
WVs

v X3(K3) =3

)
=2
o

{3.6} {14} {2.5}

S, S

i
Frrnrni
O0dWNE

Ademds se tiene que i( K3) es
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con x*((K3)) = 4

v XGa(K3)) = 4.

A continuacién consideramos la grafica prima G'(G") de una r—hipergrafica G".

Lema 4.6. Sea p(G'(G")) la grdfica asociada a G'(G") por la construccién de Mycielski.
Entonces

D X(a(G) = x(u(G'(G"))

2) GG = x((G(G)) + —rs

xs(G'(G)

DEMOSTRACION.

1. Por el Lema 3.1 y los Teoremas (4.1, 4.5) se tiene que

X ((G") = x°(G") +1 = x(G(G")) +1 = x(u(G'(G"))).
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2. Por el Lema 3.1 y los Teoremas (4.1, 4.5) se tiene que

S~ T o s r r—1
WEE) = WG+ T
_ Xf(G’(GT))erTG,;(éT))
o 1 r—2
= w(EE)+ TEe) T e
r—2

= WG EN + ey

Sea (G, la r—hipergréafica completa con r vértices, K, para r > 3. Definimos recursiva-
mente G,, = pu"}(G") paran >r yn € Z.

El Teorema 4.3 muestra que w(G,) = w(K’) = r y que el nimero cromdtico débil de
Gn, X(Gp), es n+ 1 (este resultado fué conocido por Mycielski para gréficas en 1955 [9]). El
Teorema también muestra que el nimero cromético fraccional débil de G, x¢(G,), es igual
a a, donde a1 = 2, a,y1 = a, + ﬁ Esta sucesion tiende a oo cuando n — oo.

El Teorema 4.5 muestra que w(G,,) = w(K) = r, que el nimero cromatico fuerte de G,
X*(Gr), es n+ 1 — 1y que el nimero cromédtico fraccional fuerte de G, , x3(Gr), es igual a
a, donde a1 =r, a,41 = a, + Ta_—l Esta sucesion también tiende a oo cuando n — 0.

Considerando la construccion recursiva de G,, obtenemos Is siguientes corolarios.

Corolario 4.7.
X(Gn) - Xf(Gn) — 090,

X(Gn> — o0,

X7 (Gn)
g (@)

Xf n

WGy %
DEMOSTRACION. Se tiene que

3r—2—1r2 nlr—2
W(Ga) = x4(G) = polr=2)

r—1 r—1

esta sucesion tiende a infinito cuando n — oo ya que r es fijo.
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También tenemos que

n—r(r—1)

X7 (Gn) —w(Gn) = 1

Y

tiende a infinito cuando n — oo por ser r fijo.
Ademas x(G,) —xs(Gy) — o0, ya que x(G,,) crece mas rapido que x;(G,,) y por lo tanto,

X(Gn)
x7(Gy)

. . . (G
Por un razonamiento analogo se tiene que Y((G ”)) — 00. ]

— o0

Corolario 4.8.

DEMOSTRACION. Andlogo a la demostracién del Corolario previo. |



Capitulo 5

r—hipergraficas con nimero cromatico
acotado por una funcion de su nimero
de clan

Sabemos que el ntimero cromdatico de una grafica puede ser k sin que esta contenga
subgraficas completas de tamafio k. Hecho que se generalizd para r—hipergraficas en el Capitu-
lo 4. Ahora vamos a describir una familia de r—hipergraficas con nimero cromatico débil
acotado superiormente por una funcién de su nimero de clan. Daremos algunas definiciones
y resultados que utilizaremos para dar cotas del nimero de perforaciones (piercing number)
de ciertas familias de r—planos asociados a familias de r—hipergraficas.

Definicién 5.1. Una r—hipergrifica G” se llama libre de arista-vértice (edge-vertex free) si
dada e € E(G") y v € V(G") con v ¢ e, al menos dos de los subconjuntos de tamano r de
e U {v} pertenece a E(G").

Ejemplo 5.1. Considérese la 3-hipergrafica G*, donde
V(G® ={1,2,3,4,5} y E(G*) ={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,5},{2,4,5},{3,4,5}}

como se muestra en la siguiente figura

Se tiene que G® es libre de arista—vértice.

Definicién 5.2. De manera similar, una r—hipergrafica G" se llama libre de arista—vértice
fuerte (strong edge-vertex free) si para cada e € E(G") y v € V(G") con v ¢ e, todos excepto
posiblemente uno de los subconjuntos de tamafio r de e U {v} pertenece a E(G").

71
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Ejemplo 5.2. Considérese la 3—hipergrafica H®, donde V(H?) = {1,2,3,4,5} y

E(H?) = {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,5}, {2,4,5},{3,4,5} }

como se muestra en la siguiente figura

Se tiene que H? es libre de arista—vértice fuerte.

Por otro lado, si consideramos la 3—hipergrafica del Ejemplo 5.4 esta no es libre de arista—
vértice fuerte ya que si consideramos la arista e = {1,2,3} y el vértice u = 4 de G*, de los
4 subconjutos de 3—vértices del conjunto {1,2,3,4} solamente 2 de estos subconjuntos son
aristas de G3.

Teorema 5.1. Sea GG" una r—hipergrafica libre de arista—vértice fuerte con r > 1. Entonces

o o (@6
wen < (19)).
DEMOSTRACION. Consideremos un subconjunto W de r+ 1 vértices de G". Como G" es libre
de arista—vértice fuerte, entonces, tenemos que si dos subconjuntos diferentes de tamano r de
W no pertenecen a E(G"), entonces W es un subconjunto independiente de V' (G"), es decir,
cada subconjunto de tamano r de W no pertenece a F(G"). Esto implica inmediatamente
que si U y V son subconjuntos independientes de V/(G") y [UNV| > r — 1, entonces U UV
es un subconjunto independiente de V(G"). En particular, tenemos que para cualesquiera
subconjuntos S C V(G") de tamano r — 1, hay un tnico subconjunto independiente maximal
I(S) que contiene a S.

Sea n = w(G") y sean {vy,...,v,} C V(G") los vértices de la r—subhipergrafica completa
de G". Es decir, cualquier subconjunto de tamano r de {vi,...,v,} es una arista de G".
Para cualquier subconjunto S C {vi,...,v,} de tamano r — 1, consideremos el conjunto
independiente (.S). Primero notemos que la coleccién {I(S)|S C {v1,...,v.} y |S| =r —1}
es una cubierta de V(G"), de conjuntos independientes. Esto es asi, porque si vy € V(G") —
{v1,...,u,}, entonces, por la maximalidad de w(G"), {vo,v1,...,v,} no son los vértices de
una subhipergrafica completa de G", por lo que existe un subconjunto Sy C {vy, ..., v,} con
|So| = r — 1 tal que So U{vp} no es arista de G". Por lo tanto, vy € I(Sp). La prueba del
Teorema concluye observando que la coleccién {I(S)[S C {v1,...,v,} y |S| = r — 1} tiene
(Tfl) elementos. |
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Conjetura: Sea G" una r—hipergrafica libre de arista—vértice, » > 1. Entonces el niimero
cromético x(G") es acotado por una funcién del nimero de clan w(G").

Conjetura: Sea G" una r—hipergrafica libre de arista—vértice fuerte, » > 1. Entonces

X(G") < w(@").

Definicién 5.3. Sea F una familia de intervalos en R?. La 3-hipergrifica G*(F) asociada
con F tiene como conjunto de vértices los elementos de F, y tres intervalos I,.J, K de F
dan lugar a una arista de G3(F) si y sélosi INJNK = 0, es decir, V(G3(F)) = F y
EGF)={LJK}|{I,JJ K} CV(GF)yInJNnK =0}

Ejemplo 5.3. Dada una familia F = {I,J, K, L, M} de intervalos en R?, la 3-hipergréfica
asociada con F es G*(F) = (V(G*(F)), E(G*(F))), donde V(G*(F)) ={I,J,K,L, M} y
E(G?’(}—)) ={{J, LM}, {J, K, M} {I,J,L},{I,K,L},{I,J, K},{I,K,M},{I[,L, M} {K,L,M}}

como se muestra en la siguiente figura

Lema 5.2. Para cualquier familia F de intervalos en R¢ la 3—hipergréfica G*(F) es libre de
arista—vértice.

DEMOSTRACION. Sea {I}, Iy, I3} € E(G*(F)), es decir, I; N[N I3 = (. Supéngase que existe
Iy € Fcon Iy ¢ {1, 15, I3} y cada una de las tripletas {ly, [1, I2}, {lo, [1, I3} y {lo, I2, I3} no
son aristas de G3(F), estoes, [h,N NI, # 0, [oNI NIz # 0y IyN N I3 # (. Esto implica
que existen tres puntos distintos a1o € IoNI1 N1y, a13 € [gNI1N I3y ass € IgNI;NI3,entonces
estos puntos pertenecen a Iy, es decir, son colineales, lo cual produce una contradiccién ya
que si aip € I NIy, a13 € I N 13, ass € Iy, N I3 y como I} NIy N Is = () los tres puntos no
pueden ser colineales como se muestra en la figura
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Uno de los resultados clasicos de la Geometria Discreta es el Teorema de Helly, que dice
lo siguiente: “dada F una familia finita de conjuntos convexos en R, si cada d + 1 elementos
de F se intersecan, entonces todos los elementos de F se intersecan”. Este resultado también
es cierto para familias infinitas, siempre y cuando los conjuntos convexos sean acotados (sin
embargo en nuestro trabajo consideramos sélo familias finitas de conjuntos convexos).

En particular, este Teorema de Helly diria que en una familia F de conjuntos convexos
en el plano, si cada 3 elementos de F se intersecan, entonces por el Teorema de Helly se sigue
que la interseccion de todos los elementos de F es no vacia.

Definicién 5.4. Una familia de conjuntos se llama n—perforable si existe un conjunto de n
puntos de tal manera que cada elemento de la familia contiene al menos uno de los puntos. El
minimo nimero n para el cual la familia es n—perforable se llama el nudmero de perforaciones
y se denota por 7(F).

En el caso de una familia de conjuntos convexos que cumplen que cada d + 1-conjuntos
de ellos se intersecan, por Helly esto querra decir que 7(F) = 1, es decir, que es 1—perforable.

Definicién 5.5. Una familia de conjuntos satisface la (p, ¢)—propiedad si para cada p ele-
mentos de la familia, ¢ de ellos tienen interseccion no vacia o son 1—perforables.

Por ejemplo si ocurre que para cada 4 elementos de F, existen 3 que se intersecan,
decimos que F satisface la propiedad (4, 3). El nimero de perforaciones y (p, ¢)-propiedad
son ampliamente estudiados en la Geometria Discreta y hay muchos problemas interesantes
que involucran a estos dos pardmetros, para mas referencias, véase [12, 7].

Considérese la siguiente pregunta

{Existira una constante 7 (F) tal que para cualquier familia F de conjuntos
convexos en R? que satisface la propiedad (4,3) hay a lo méas 7(F) puntos tal que
cada elemento de F contiene al menos uno de ellos?

Este es el primer caso no trivial y mas simple del problema conocido como el problema
de perforacién (piercing number), el cual consiste en encontrar la constante m(F) para cual-
quier familia F de conjuntos convexos en R? que cumpla la propiedad (p, ¢). Este problema
fué planteado por Hadwiger y Debrunner, y permanecié abierto por mucho tiempo, hasta
que D. J. Kleitman, A. Gyarfas y G. Téth dieron el siguiente resultado en 2001.
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Teorema 5.3. Sea F una familia finita de conjuntos convexos en R? que satisface la propie-
dad (4, 3), entonces
m(F) < 13.

Sin embargo, se conjetura que el resultado anterior se puede mejorar a:

m(F) < 3.

Una familia F de planos afines de dimensién r en R?, r < d, se dice que esté en posicion
general, si dados tres elementos de F, la dimension de su interseccién es menor que r — 1.
En particular, si la familia F de planos afines de dimensién r en R estd en posicién general,
entonces la interseccion de n elementos de F tiene dimensién menor que r — n + 2.

Ejemplo 5.4. Sea F la familia de lineas afines en R? como se ve en la siguiente figura Esta

N\

familia esta en posicion general.

Ahora, considérese la (r+2)-hipergréfica G"2(F) asociada a la familia F de planos afines
de dimensién r en R? donde, V(G™2(F)) = F y

E(G(F) = {1, ., Lo} | {IL, .. L0} S V(GT(F)) y (1L = 0}

1

+

(2

El siguiente Lema muestra que F induce una r + 2-hipergrafica libre arista—vértice fuerte
y relaciona el nimero de perforaciones con el nimero cromético de G"2(F).

Lema 5.4. Para cualquier familia F de planos afines de dimensién r en R? en posicién
general, la (r + 2)-hipergrdfica G™"(F) es libre arista—vértice fuerte. Ademds, sid =1+ 1,
el niimero cromético de G™"*(F) es el niimero de perforaciones de F.

DEMOSTRACION. Sea {IIi,...,II,;»} C F tal que {IIy,...,II,,5} no se intersecan, esto es,
{ILy, ..., I,42} € E(GT2(F)). Sea Iy € F con Iy ¢ {IIy,...,11,,5}. Supéngase que existen
dos subconjuntos distintos Sy, Sy C {11y, ..., 11,42}, cada uno de tamanio r+1 tal que S; U{Ily}
no es una arista de G"2(F), i = 1,2. Vamos a mostrar que esto no es posible, entonces la
(r 4+ 2)~hipergréafica es libre de arista—vértice fuerte.
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'Sea Sv= {1, ..., 10; 1L . } v sea Sy = {Hil, o1 1L, ) existe un punto p; € (I N
(M=, ) N 1L, ,,) y un punto py € (Il N (ﬂ;;il ;) NIL;, L)

I=i1

Claramente p; # po, de lo contrario {IIy, ..., 1,45} se intersecan. Entonces la dimensién
de la intersecién de los planos afines {Ily, II;,, ..., II; } es mayor que uno, lo que contradice el
hecho de que la familia F se encuentre en posicion general.

Finalmente, si d = r + 1, observamos que el ntimero cromdtico de G™2(F) es el ntimero
de perforaciones de F, ya que si A C F se tiene que (;.4 I # 0 si y sélo si A es un conjunto
independiente de vértices de la (r 4+ 2)-hipergrafica G™*(F). |

Por supuesto, no todas las (r + 2)-hipergraficas libres de arista—vértice fuertes provienen
de una familia de planos afines de dimensién r en R¢.

El Teorema de Helly sobre la interseccion de conjuntos convexos se refiere a familias 1—
perforables que cumplen la (n,n + 1)—propiedad, por lo tanto, es natural preguntarse cuél
es el numero de perforaciones de las familias que satisfacen la (p, g)—propiedad. El siguiente
Corolario trata esta pregunta para familias de planos afines de dimensién r en R™*1.

Corolario 5.5. Para cualquier familia F de planos afines de dimensién r en R™"! en posicién
general con la propiedad (p+ 1,r +2), el nimero de perforaciones 7(JF) satistace la siguiente

desigualdad
p
< .
m(F) < (r + 1)

DEMOSTRACION. Notar que si F satisface la (p 4+ 1,7 + 2)-propiedad, entonces, para cada
(p+1)—elementos de F podemos elegir r 42 de ellos, los cuales se intersecan. Esto implica in-
mediatamente que w(G"2(F)) < p. Supdéngase que w(G"2(F)) > p, entonces G"*(F) con-
tiene una (r + 2)-subhipergrafica completa de tamanio > p pero {1y, ..., I,1o} € E(G"(F))
siysélosi Iy NN 1.9 =0 como F satisface la (p + 1,7 + 2)—propiedad no existe ninguna
(r + 2)-subhipergrafica completa de tamano p + 1.

Por el Lema 5.4, G""2(F) es una (r +2)-hipergrafica libre de arista—vértice fuerte y como
d =1+ 1 se obtiene 7(F) = x(G"%(F)). Entonces, por el Teorema 5.1, m(F) < (r_’il). |

Concluimos este trabajo con la propuesta de las siguiente conjetura

Conjetura: Para cualquier familia F de planos afines de dimensién r en R¢ en posicién
general con la propiedad (p + 1,7 + 2), el nimero de perforacién m(F) es menor o igual que

Pp-
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