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debeŕıa ser. Anhelo aliviar el mal, pero no puedo, y sufro también.

Esta ha sido mi vida. He descubierto que merece vivirse y con gusto la volveŕıa a vivir si se
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4.1. Construcción de Mycielski. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.2. Construcción tipo Mycielski µ(Gr) para r–hipergráficas. . . . . . . . . . . . . 48
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Introducción

Uno de los conceptos fundamentales en la teoŕıa de gráficas es la coloración de los vértices
de una gráfica, concepto que nació a raiz del problema planteado por Francis Guthrie en 1852,
donde se pregunta si cuatro colores son suficientes para colorear cualquier mapa geográfico, de
tal manera que paises vecinos (es decir, paises que comparten frontera) reciban distinto color.
Este problema también conocido como la conjetura de los cuatro colores, fue demostrado en
1976, más de 150 años después de su planteamiento [16], [11]. Desde entonces, una gran
cantidad de investigación se ha desarrollado dentro de la aśı llamada, Teoŕıa de coloraciones
en gráficas, resultando esta, ser una de las áreas más estudiadas y aplicadas de la teoŕıa de
gráficas. En 1972, Karp incluye las coloraciones en gráficas en la primera lista de problemas
conocidos como NP–completos, lo que motiva el desarrollo de algoritmos heuŕısticos de las
coloraciones. Cuando se fraccionalizan algunas definiciones de la teoŕıa de gráficas, se origina
la teoŕıa de gráficas fraccional que ha sido estudiada durante la última decada y ha servido
para obtener varios resultados elegantes y profundos (completos o parciales), ampliándose
el número de aplicaciones. Más aún, esta teoŕıa ha ayudado a comprender mejor algunos
problemas complicados de la teoŕıa de gráficas.

Varios de los resultados fraccionales se pueden estudiar como problemas primales y sus
duales en Programación Lineal Entera. Por ejemplo, el número cromático y número de clan
de una gráfica resultan ser las soluciónes enteras de un problema primal y su dual respecti-
vamente, y al considerar las soluciones racionales del problema primal y su dual se obtiene
el número cromático fraccional y el número de clan fraccional respectivamente.

Dada una gráficaG, una coloración propia deG, es una asignación de un color a cada vértice
de la gráfica de tal manera que vértices adyacentes reciben diferentes colores. El número
cromático de G, denotado por χ(G), es el mı́nimo número de colores necesarios para obtener
una coloración propia de G. Otro parámetro importante de una gráfica y que esta relacionado
con el número cromático es el número de clan de G, ω(G), definido como el máximo número
de vértices de una subgráfica completa de G. Claramente, cualquier coloración propia de G,
asigna un color diferente a cada vértice de los clanes de G. Aśı, ω(G) ≤ χ(G), y si la gráfica
G contiene un clan arbitrariamente grande entonces tiene número cromático arbitrariamente
grande.

Existen varias formas de generalizar el concepto de coloración para r–hipergráficas (hi-
pergráficas con todas sus aristas de tamaño r). Una de ellas llamada coloración débil que
consiste en asignar un color a cada vértice de Gr con la condición que no contenga aristas
monocromáticas y si todas las aristas son heterocromáticas, se le llama coloración fuerte. De

vi



vii

esta manera, el número cromático débil χ(Gr) y el número cromático fuerte χs(Gr) de Gr, se
define como el mı́nimo número de colores necesarios para colorear una r–hipergráfica débil-
mente o fuertemente respectivamente. Claramente cada coloración fuerte es una coloración
débil, aśı χ(Gr) ≤ χs(Gr) para toda r–hipergráfica Gr.

Naturalmente, el número de clan de Gr, ω(Gr), es el máximo número de vértices de una
r–subhipergráfica completa de Gr.

Sin embargo, la desigualdad ω(G) ≤ χ(G), no funciona como era de esperarse para el
número cromático débil de r–hipergráficas (véase el Ejemplo 3.2). Aunque, si se tiene para
el caso fuerte, esto es, ω(Gr) ≤ χs(Gr).

Una pregunta interesante sobre el número cromático de una gráfica primero, y en general
de una r–hipergráfica es la siguiente:

¿Para que el número cromático de Gr sea k es necesario que Gr contenga
alguna r–subhipergráfica completa de tamaño k?

La respuesta a esta pregunta es negativa, de hecho se sabe que existen gráficas con cuello
y número cromático arbitrariamente grande,

Teorema (Paul Erdös,[17]). Para cualesquiera enteros positivos s y k, existe una gráfica
con cuello ≥ s y número cromático ≥ k.

Este resultado se demostró utilizando el método probabiĺıstico para gráficas y más tarde
por P. Erdös y A. Hajnal [18] para hipergráficas. Pocos años después, Lovás [13] proporciona
una prueba constructiva bastante complicada de este hecho y Nešetřil con Rödl [10] sugieren
una más simple poco después. Ambas construcciones son recursivas y funcionan para gráficas
y r–hipergráficas al mismo tiempo. Previo al Teorema antes mencionado, en [9], Mycielski
propone una construcción de gráficas libres de triángulos con número cromático arbitraria-
mente grande. Usando esta construcción se demuestra que la diferencia entre el número de
clan y el número cromático de una gráfica puede ser arbitrariamente grande.

Aśı, como una coloración de una gráfica es la asignación de un color a cada vértice
de la gráfica de manera que vértices adyacentes tengan diferente color, se puede asignar a
cada vértice un conjunto de b–colores de tal forma que vértices adyacentes tengan conjuntos
disjuntos de colores y preguntarse por el mı́nimo número de colores χb(G) necesarios para
colorear dicha gráfica. De esta manera, el número cromático fraccional χf (G), se define a
grosso modo como el ĺımite de la función χb(G) cuando b → ∞ (ver definición formal en la
Sección 3.2).

Este concepto ha sido ampliamente estudiado en [5], dentro del área de programación
lineal entera y se dice que el número cromático fraccional de una gráfica G, es la relajación
real de su número cromático. Aśı mismo, las versiones fraccionales de los números cromáticos
débil y fuerte de una r–hipergráfica son las relajaciones reales de los problemas enteros
correspondientes (ver definición formal en la Sección 3.2).

En el caso de gráficas

ω(G) ≤ χf (G) ≤ χ(G) (0.1)
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En 1995, Larsen, Propp, y Ullman [15] usaron la construcción de Mycielski para mostrar
que al igual que la distancia entre χ y ω, ambas distancias en (0.1) pueden ser arbitrariamente
grandes.

En este trabajo demostraremos que las diferencias en una desigualdad análoga a (0.1) pue-
den ser también arbitrariamente grande al considerar r–hipergráficas, tanto para el número
cromático débil como para el fuerte. Para cumplir este objetivo, daremos dos construccio-
nes de familias de r–hipergráficas sin r–subhipergráficas de orden r + 1. Es preciso señalar
que para coloraciones fuertes, la construcción de Mycielski se puede generalizar de manera
directa, y la prueba en [15] puede ser imitada. Sin embargo, para coloraciones débiles, la
misma construcción no se puede generalizar directamente. En consecuencia, daremos una
construcción alternativa, inspirada en la construcción de Mycielski.

Una vez demostrado que el número cromático débil y fuerte, y el número cromático
fraccional débil y fuerte de una r–hipergráfica no está acotado por una función en términos
de su número de clan; resulta interesante también encontrar familias de r–hipergráficas con la
propiedad contraria, es decir, familias de r–hipergráficas con número cromático (fraccional)
acotado por una función en terminos del número de clan. Para r = 2, el caso de gráficas, hay
varios trabajos que tratan este problema [1, 2, 8, 14]. En este trabajo, prohibiendo ciertas
r–subhipergráficas completas inducidas, encontraremos una familia de r–hipergráficas con la
propiedad que el número cromático está acotado por una función del número de clan. Tal
familia surge de planos afines de dimensión r − 2 en un espacio euclidiano de dimensión
d ≥ r − 2.

En el Caṕıtulo 1, se presentan algunos conceptos elementales de la teoŕıa de hipergráficas
que serán utilizados posteriormente, como son: hipergráfica, r–hipergráfica, subhipergráficas,
homomorfismos de r–hipergráficas, etc. y daremos algunos ejemplos y resultados de dichas
definiciones. Más aún, introduciremos la matriz de independencia y la r–hipergráfica de
Kneser tanto la versión débil como la fuerte y algunos ejemplos. Además, se mencionan
algunas definiciones y resultados de cálculo y programación lineal entera que usaremos en el
transcurso de este trabajo.

En los Caṕıtulos 2 y 3 , analizaremos con cuidado las definiciones de coloración propia y
coloración fraccional tanto para gráficas como para r–hipergráficas. Daremos también algunos
resultados, cotas inferiores y superiores. Aśı como algunos ejemplos que ilustrarán algunas
definiciones y resultados.

En el Caṕıtulo 4, inspirados en la construcción de Mycielski daremos la construcción de
dos familias de r–hipergraficas sin r–subhipergráficas completasKr

r+1 y con número cromático
arbitrariamente grande. Probaremos el resultado principal de este trabajo en el sentido de
Larsen, Propp y Ullman discutido anteriormente.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 daremos algunos ejemplos de familias de r–hipergráficas que
tienen número cromático acotado. Estas familias se obtienen en la geometŕıa discreta y son
familias de intervalos o planos afines en posición general, se mencionan algunas propiedades
de estas familias considerando sus hipergráficas asociadas y se ilustran dichas definiciones con
ejemplos. Para concluir el caṕıtulo, obtendremos algunos resultados que garantizan que estas
hipergráficas tienen número cromático acotado superiormente por una función que depende
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del número de clan de la r–hipergráfica y se mencionarán algunas conjeturas.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este Caṕıtulo analizaremos algunas nociones básicas de hipergráficas, e introducimos
algunos ejemplos que usaremos para ilustrar algunas definiciones y resultados. Más aún,
discutimos funciones entre hipergráficas, como son los homomorfismos, los isomorfismos y los
automorfismos.

1.1.– Definiciones básicas

Definición 1.1. Una hipergráfica G es una pareja G = (V (G), E(G)), donde V (G) es un
conjunto de elementos, llamados vértices, y E(G) es un conjunto de subconjuntos no vaćıos
de V (G), llamados aristas.

Es decir, E(G) es un subconjunto de P(V (G)) \ {∅}, donde P(V (G)) es el conjunto
potencia de V (G). Un vértice u es incidente con una arista e si u ∈ e, dos vértices u y v
son vértices adyacentes si existe una arista e tal que u, v ∈ e y las aristas e1 y e2 son aristas
adyacentes si e1 ∩ e2 6= ∅. Para cada vértice u ∈ V (G) el grado del vértice u, deg(u), es el
número de aristas diferentes incidentes a u. Si deg(u) = 0, se llama a u un vértice aislado .

Si para todo e ∈ E(G) se tiene que |e| = r, entonces diremos que G es una hipergráfica
r–uniforme (o simplemete una r–hipergráfica), y la denotamos por Gr. En el caso r = 2, una
2–hipergráfica G2 es simplemente una gráfica y la denotaremos por G.

En este trabajo vamos a considerar r–hipergráficas finitas, esto es, hipergráficas con con-
juntos de vértices y aristas finitos. Por ser las aristas subconjuntos de cardinalidad r no
existen lazos, al menos que r = 1 pero en este trabajo nos enfocamos en r ≥ 2.

El número de vértices de Gr es el orden de la r–hipergráfica y el número de aristas de Gr

es el tamaño de la r–hipergráfica y los denotaremos por |V (Gr)| y |E(Gr)| respectivamente.

Ejemplo 1.1. Sea r = 3, consideremos la 3–hipergráfica G3, donde

V (G3) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7}

y
E(G3) = {{v1, v2, v3}, {v4, v5, v6}, {v1, v6, v7}{v2, v5, v7}, {v3, v4, v7}}

como se muestra en la figura siguiente

1
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V1 V2 V3

V4V5V6

V7

Figura 1.1: Una 3–hipergráfica

Definición 1.2. Sean Gr y Hr dos r–hipergráficas, decimos que Hr es una r–subhipergráfica
de Gr si V (Hr) ⊆ V (Gr) y E(Hr) ⊆ E(Gr).

Definición 1.3. Dado S ⊆ V (Gr), la r–subhipergráfica inducida de Gr por S, Gr[S], es la
r–hipergráfica con conjunto de vértices V (Gr[S]) = S y conjunto de aristas E(Gr[S]) = {e ∈
E(Gr) | e ⊆ S}.

Definición 1.4. La r–hipergráfica complemento de Gr, Gr, es la r–hipergráfica con V (Gr) =
V (Gr) y E(Gr) = {e ⊆ V (Gr) | e 6∈ E(Gr) y |e| = r}.

Definición 1.5. Una r–hipergráfica Gr, se dice que es k–regular, si cada vértice u ∈ V (Gr)
tiene grado k (deg(u) = k, ∀u ∈ V (Gr)).

Definición 1.6. La r–hipergráfica completa con n vértices, denotada por Kr
n, es la r–hipergrá-

fica con n–vértices y todos los e ⊆ V (Kr
n) con |e| = r.

Definición 1.7. Un clan de una r–hipergráfica Gr es un subconjunto S ⊆ V (Gr) tal que
Gr[S] es una r–subhipergráfica completa (maximal) de Gr. El número de clan de Gr

ω(Gr) := máx{|S| tal que S es un clan de Gr}.
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Ejemplo 1.2. Consideremos la siguiente 3–hipergráfica, G3,

1 2 3

4 5 6

7

Figura 1.2: Una 3–hipergráfica

donde, V (G3) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y

E(G3) = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {1, 2, 6}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}, {1, 5, 6}, {2, 4, 6}, {3, 4, 5}, {1, 4, 7}, {2, 5, 7}, {3, 6, 7}}.

La siguiente 3–hipergráfica, H3, es una 3-subhipergráfica de G3

1 2 3

4 5 6

7

Figura 1.3: Una 3–subhipergráfica

Sea S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, la 3–subhipergráfica inducida de G3 por S, G3[S], es la siguiente

1 2 3

4 5 6

Figura 1.4: G3[S] es 3–subhipergráfica inducida de G3 por S

Si consideramos el conjunto S = {1, 2, 3}, esté conjunto resulta ser un clan de G3.
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1 2 3

Figura 1.5: G3[S]

y es un clan maximal, de hecho todos los clanes maximales de G3 tienen 3–vértices, por lo
tanto ω(G3) = 3.

Definición 1.8. La gráfica primal de una r–hipergráfica Gr es la la gráfica,

G′(Gr) = (V (G′(Gr)), E(G′(Gr))),

donde V (G′(Gr)) = V (Gr) y E(G′(Gr)) = {{u, v} ⊆ V (G′(Gr)) | ∃ e ∈ E(Gr) con {u, v} ⊆
e y |{u, v}| = 2}.

Ejemplo 1.3. Considérese la 3–hipergráfica G3 del ejemplo 1.2, su gráfica primal esta dada
como se muestra en la siguientes figura

1 2

3

4

5

6

7

Figura 1.6: G′(G3)

1.2.– Homomorfismos

Consideremos dos r–hipergráficas Gr y Hr. Un homomorfismo de Gr en Hr es una
función

φ : V (Gr)→ V (Hr),

tal que para cada e ∈ E(Gr) se tiene que {φ(u) | u ∈ e} ∈ E(Hr).

Ejemplo 1.4. SeaG3 la 3–hipergráfica del ejemplo 1.1, donde V (G3) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7}
y E(G3) = {{v1, v2, v3}, {v4, v5, v6}, {v1, v6, v7}, {v2, v5, v7}, {v3, v4, v7}}.
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V1 V2 V3

V4V5V6

V7

Sea H3 la siguiente 3–hipergráfica, donde

V (H3) = {1, 2, 3, 4} y E(H3) = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}}.

1 2

3

4

Definimos la función φ : V (G3)→ V (H3) como

φ(v1) = 1, φ(v2) = 2, φ(v3) = 3, φ(v4) = 2, φ(v5) = 1, φ(v6) = 3, φ(v7) = 4,

Claramente φ es un homomorfismo.

Lema 1.1. Sean m y n números enteros positivos. Un homomorfismo de r–hipergráficas
completas ϕ : Kr

m → Kr
n existen si y sólo si m ≤ n.

Demostración. Como un homomorfismo de r–hipergráficas preserva adyacencias se sigue
que ϕ : Kr

m → Kr
n existe si y sólo si m ≤ n. �

Un homomorfismo biyectivo de r–hipergráficas cuyo inverso es también un homomorfismo
de r–hipergráficas se llama un isomorfismo de r–hipergráficas. Si un isomorfismo entre dos
r–hipergráficas existe, entonces las r–hipergráficas se llaman isomorfas y escribimos Gr ' Hr.
Un isomorfismo de Gr en Gr se llama un automorfismo de Gr. Denotaremos por Aut(Gr) el
conjunto de todos los automorfismos de Gr.
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Ejemplo 1.5. Considérense las siguientes dos 3–hipergráficas, G3 y H3, donde las figuras
1.7 y 1.8 determinan los conjuntos de vértices y los conjuntos de aristas.

V1 V2 V3

V4V5V6

V7

Figura 1.7: G3

12

3

4

5

6

7

Figura 1.8: H3

El homomorfismo ϕ : G3 → H3, definido como ϕ(vi) = i para cada vértices vi ∈ V (G3),
resulta ser un isomorfismo de las 3–hipergráficas G3 y H3.

Definición 1.9. Una r–hipergráfica Gr es vértice–transitiva si para cada par de vértices u y
v existe un automorfismo φ sobre Gr tal que u = φ(v).

Ejemplo 1.6. El siguiente es un ejemplo de 3–hipergráfica vértice–transitiva.
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X1 X2 X3

X4 X5

X6

Observación 1.1: Si una gráfica es vértice–transitiva, entonces todos sus vértices tienen el
mismo grado. Esto sucede también para r–hipergráficas.

1.3.– Conjuntos independientes

Dada una gráfica G = (V (G), E(G)), un subconjunto J ⊆ V (G) se llama un conjunto
independiente de G si no contiene vértices adyacentes, es decir, si para cada e ∈ E(G) se tiene
que e * J . En está Sección vamos a generalizar esta definición para r–hipergráficas.

Considérese una r–hipergráfica Gr. Si r ≥ 3, resulta posible dar dos definiciones que
generalizan el concepto de conjunto independiente.

Definición 1.10. Conjunto independiente débil

Un conjunto independiente débil de Gr es un subconjunto J del conjunto de vértices de
Gr, tal que J no contiene ninguna arista de Gr, esto es, para cada e ∈ E(Gr) se tiene que
e 6⊆ J .

Denotaremos por J (Gr) el conjunto de todos los conjuntos independientes débiles de Gr y
el número de independencia débil de Gr, α(Gr), es la cardinalidad del conjunto independiente
débil más grande de Gr, es decir,

α(Gr) := máx {|J | tal que J ∈ J (Gr)}.

Definición 1.11. Conjunto independiente fuerte

Un conjunto independiente fuerte de Gr es un subconjunto J del conjunto de vértices de
Gr, tal que J contiene a lo más un vértice de cada arista de Gr, esto es, para cada e ∈ E(Gr)
se tiene que |e ∩ J | ≤ 1.

Denotaremos por J s(Gr) el conjunto de todos los conjuntos independientes fuertes deGr y
el número de independencia fuerte de Gr, αs(Gr), es la cardinalidad del conjunto independiente
fuerte máximo de Gr, es decir,

αs(Gr) := máx {|J | tal que J ∈ J s(Gr)}.

Ejemplo 1.7. Considerando la 3–hipergráfica H3 del ejemplo 1.6
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X1 X2 X3

X4 X5

X6

Figura 1.9: J1 = {x1, x2, x5, x6} y J2 = {x3, x4} ∈ J (H3).

tenemos que el número de independencia débil de H3,

α(H3) = máx {|J | tal que J ∈ J (H3)} = |J1| = 4.

Ejemplo 1.8. Si consideramos otra vez la 3–hipergráfica H3,

X1 X2 X3

X4 X5

X6

Figura 1.10: Js1 = {x1, x5}, Js2 = {x2, x6}, Js3 = {x3} y Js4 = {x4} ∈ J s(H3).

se tiene que el número de independencia fuerte de H3,

αs(H3) = máx {|J | tal que J ∈ J s(H3)} = |Js1 | = |Js2 | = 2.

Definición 1.12. Dada una r–hipergráfica Gr. Una colección A de subconjuntos de V (Gr)
se llama una cubierta de Gr si ⋃

a∈A

A = V (Gr).

Si todos los elementos de la colecciónA son conjuntos independientes débiles (respectivamente
conjuntos independientes fuertes) se tiene una cubierta débil (respectivamente una cubierta
fuerte) de Gr.
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1.4.– Matriz de independencia

Dada una r–hipergráfica Gr, definimos la matriz de independencia B(Gr) = [Bij], donde
1 ≤ i ≤ |V (Gr)| y 1 ≤ j ≤ |J (Gr)| de la siguiente manera

Bij =

{
1, si ui ∈ Jj;
0, de lo contrario,

donde Ji ∈ J (Gr) y ui ∈ V (Gr).

Si J (Gr) es el conjunto de conjuntos independientes débiles, la matriz de independencia se
llama matriz de independencia débil y la denotaremos simplemente por B(Gr). Análogamente
si, J s(Gr) es el conjunto de conjuntos independientes fuertes, la matriz de independencia se
llama matriz de independencia fuerte y la denotaremos por Bs(Gr).

Ejemplo 1.9. Considérese la siguiente 3–hipergráfica

x          y          z

Figura 1.11: G3

Observemos que el conjunto de conjuntos independientes débiles de G3 esta dado por

J (G3) = {{x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}},

entonces la matriz de independencia débil de G3 esta dada como sigue:

B(G3) =

1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1


Por otro lado, si consideramos el conjunto de conjuntos independientes fuertes de G3,

J s(G3) = {{x}, {y}, {z}},

se sigue que la matriz de independencia fuerte de G3 es como sigue:

Bs(G3) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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1.5.– Hipergráficas de Kneser

A continuación daremos la definición de gráfica de Kneser.

Definición 1.13. Sean a, b números enteros positivos, a ≥ 2b. La gráfica de Kneser KGa:b es
la gráfica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de todos los subconjuntos con b elementos
(b–subconjuntos) del conjunto {1, 2, ..., a}, y el conjunto de aristas es el conjunto de todos
los pares de b–elementos ajenos.

Ejemplo 1.10. Sean a = 5 y b = 2. Entonces la gráfica de Kneser KG5:2, esta dada como
sigue

V (KG5:2) = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}}

y
E(KG5:2) = {{A,B} | A,B ∈ V (KG5:2) y A ∩B = ∅}.

Se muestra en la siguiente figura como es esta gráfica

{1,2} {1,3}

{
1
,4
}
{
1
,5
}

{2,3}

{2,4}

{2,5} {3,4}

{3,5}

{4,5}

Figura 1.12: gráfica de Kneser

Resulta ser la gráfica de Petersen.

A continuación vamos a definir las r–hipergráficas de Kneser y daremos algunos ejemplos.

Definición 1.14. Sean a, b, r enteros positivos tal que r ≥ 2 y a ≥ rb. La r–hipergráfica de
Kneser débil KGr

a:b es la r–hipergráfica, donde el conjunto de vértices es

V (KGr
a:b) = {A | A ⊆ [a] y |A| = b};

es decir, el conjunto de todos los b–subconjuntos de un conjunto de tamaño a,

|V (KGr
a:b)| =

(
a
b

)
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y el conjunto de aristas es

E(Kr
a:b) = {{A1, ..., Ar} | Ai ∈ V (KGr

a:b) y A1 ∩ · · · ∩ Ar = ∅}.

Diremos que una r–hipergráfica de Kneser débil es una r–hipergráfica de Kneser fuerte si,
para cada arista e = {A1, ..., Ar} de la r–hipergráfica de Kneser débil se tiene que Ai∩Aj = ∅,
para cada i 6= j ∈ {1, ..., r} y la denotaremos por KsGr

a:b.

En el caso r = 2, se obtiene la gráfica de Kneser clásica, es decir,KGa:b = KsG2
a:b = KG2

a:b.

Ejemplo 1.11. Sean a = 3, b = 2, y r = 3, entonces la 3–hipergráfica de Kneser débil, KG3
3:2,

tiene como conjunto de vértices

V (KG3
3:2) = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

y como conjunto de aristas

E(KG3
3:2) = {{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} }

ya que {1, 2} ∩ {1, 3} ∩ {2, 3} = ∅, estos conjuntos se ilustran en la siguiente figura

{1,2} {1,3} {2,3}

Figura 1.13: 3–hipergráfica de Kneser débil

Para la 3–hipergráfica de Kneser fuerte, KsG3
3:2, su conjunto de vértices es

V (KsG3
3:2) = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

y su conjunto de aristas es
E(KsG3

3:2) = ∅,
debido a que el único conjunto de 3–vértices en esta 3–hipergráfica de Kneser fuerte es
{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} y cada dos elementos de este conjunto tienen intersección no vaćıa.

Ejemplo 1.12. Sean a = 7, b = 1, y r = 6, el conjunto de vértices de la 6–hipergráfica de
Kneser débil es

V (KG6
7:1) = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}}

y su conjunto de aristas es

E(KG6
7:1) = {{A1, A2, A3, A4, A5, A6} | Ai ∈ V (KG6

7:1) y Ai 6= Aj ∀i 6= j}.

Observemos que el siguiente homomorfismos ϕ : KG6
7:1 → K6

7 dado como sigue:

ϕ({i}) = i, ∀i ∈ {1, ..., 7}

es un isomorfismo.

En general, resulta que tanto la r–hipergráfica de Kneser débil KGr
n:1 como la fuerte

KsGr
n:1 son isomorfas a la r–hipergráfica completa Kr

n. Aśı, Kr
n ' KGr

n:1 ' KsGr
n:1.
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1.6.– Herramientas básicas

En esta Sección enunciaremos algunos resultados que serán muy útiles en el transcurso
de este trabajo.

Definición 1.15. Una función ν : Z+ → R se llama subaditiva si para cada a, b ∈ Z+ se
tiene que ν(a+ b) ≤ ν(a) + ν(b).

Lema 1.2 (Lema de Subaditividad de Michael Fekete [5]). Supóngase que ν es una
función subaditiva y que ν(n) ≥ 0 para todo n. Entonces

ĺım
n→∞

ν(n)

n
= ı́nf

{
ν(n)

n

}
,

para todo número entero positivo n.

Demostración. Sea x = ĺım sup ν(k)
k

y sea n un número entero positivo fijo. Sea m cualquier
entero m > n (grande). Dividimos m por n y escribimos m = qn+ r con 0 ≤ r < n. Notemos
que por la subaditividad, ν(m) ≤ qν(n) + ν(r). Dividiendo por m se tiene que

ν(m)

m
≤ qν(n) + ν(r)

qn+ r

≤ qν(n) + ν(r)

qn

≤ ν(n)

n
+
ν(r)

qn

Elegimos una sucesión de m’s que tienda a infinito para que ν(m)
m
→ x. Notemos que

ν(r)
qn
→ 0 ya que ν(r) esta acotada y n es fijo pero q →∞. Aśı se tiene x ≤ ν(n)

n
para cualquier

n. Esto implica ĺım ı́nf ν(n)
n
≥ x = ĺım sup ν(n)

n
, aśı ĺım ν(n)

n
= x y ĺım ν(n)

n
= ı́nf

{
ν(n)
n

}
. �

A continuación daremos algunas definiciones y resutados de Programación Lineal.

Definición 1.16. Sean A una matriz de n ×m, b una matriz de n × 1, y c una matriz de
m×1. Todas ellas fijas y con entradas en los reales. A los vectores columnas x y y de tamaño
m y n respectivamente, que satisfacen lo siguiente:

(P1) Ax ≤ b (D1) Aty ≥ c
x ≥ 0 y ≥ 0

se les llamará puntos factibles , de esta manera definimos los siguientes problemas:
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Problema primal

(P ) máx ctx
Ax ≤ b
x ≥ 0.

Problema dual

(D) mı́n bty
Aty ≥ c
y ≥ 0.

Observación 1.2:

1. x̂ es solución del problema primal si

x̂ = máx ctx para cada punto factible x (x satisface (P1)).

2. ŷ es solución del problema dual si

ŷ = mı́n bty para cada punto factible y (y satisface (D1)).

Teorema 1.3. La dualidad es simétrica, es decir, el dual de (D) es (P ).

Demostración. Para demostrar este teorema tomaremos el problema:

(D) mı́n bty
Aty ≥ c
y ≥ 0

y lo transformaremos para escribirlo en forma “primal”, es decir, como un problema de
maximización, con restricciones de tipo ≤, y positividad en las variables. Esto es, (D) es
equivalente a:

(D̃) máx (−bt)y
(−At)y ≤ −c

y ≥ 0

El problema dual asociado a (D̃), según la definición anterior, es:
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−mı́n (−ct)x
(−A)x ≥ −b
x ≥ 0

que a su vez es equivalente a:

(P ) máx ctx
Ax ≤ b
x ≥ 0

que es entonces el dual de (D). �

Observación 1.3: El teorema precedente muestra que el dual de un problema dual es el pri-
mal y por definición el dual del primal es el dual, es decir, ambos problemas son mutuamente
duales. Acontinuación veremos que dado cualquier problema primal su dual siempre existe
aunque no necesariamente es único, en el sentido que un mismo problema puede escribirse
en más de una forma.

Sin embargo para obtener una mejor noción de dualidad se requiere que las variables de
un problema pertenezcan a un espacio cuya dimensión sea igual al número de restricciones
del dual (por restricciones entendemos las ecuaciones o inecuaciones lineales, sin incluir las
condiciones de signo de las variables).

Teorema 1.4 (Teorema de Dualidad Débil). Sea

(P ) máx ctx
Ax ≤ b
x ≥ 0

un problema primal y

(D) mı́n bty
Aty ≥ c
y ≥ 0

su dual. Consideremos también x e y, puntos factibles de (P ) y (D) respectivamente. Entonces
se cumple

ctx ≤ bty

es decir, la función objetivo del problema dual acota (en este caso, superiormente) a la del
primal.

Demostración. Si multiplicamos por xt (≥ 0) la inecuación Aty ≥ c, se obtiene que
xtAty ≥ xtc, de donde ctx ≤ (Ax)ty, pues y ≥ 0. �
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Corolario 1.5. Sean x̃ e ỹ puntos factibles para (P ) y (D). Si ctx̃ = btỹ, entonces x̃ e ỹ son
óptimos respectivos.

Demostración. Es consecuencia directa del Teorema de Dualidad Débil:
btỹ = ctx̃ ≤ bty para cada y punto factible de (D), es decir, ỹ es óptimo de (D).
ctx̃ = btỹ ≥ ctx para cada x punto factible de (P ), es decir, x̃ es óptimo de (P ). �

Teorema 1.6 (Teorema de Dualidad Fuerte). Consideremos la pareja primal–dual

(P ) máx ctx
Ax ≤ b
x ≥ 0

y

(D) mı́n bty
Aty ≥ c
y ≥ 0.

Entonces

a).− Si z̃ (valor mı́nimo de (P )) es finito, entonces w̃ (valor máximo de (D)) también lo es
y se cumple z̃ = w̃.

b).− Si w̃ es finito, entonces z̃ también lo es y se tiene que w̃ = z̃.

c).− Si (P ) es no acotado, entonces (D) es infactible.

d).− Si (D) es no acotado, entonces (P ) es infactible.

Demostración.

a) Dado que z̃ es finito, existe un x̃ solución óptima factible básica de (P ). Entonces

existe también B; submatriz de A = [B,N ]; tal que x̃ =

(
B−1b

0

)
=

(
x̃B
x̃N

)
. Además,

el óptimo de los costos reducidos de las variables no básicas es positivo, es decir para
π = Bt

cB
se tiene

ctN − πtN ≥ 0

lo que implica
N tπ ≤ cN .

Probaremos que π es solución óptima factible básica de (D), con lo cual, w̃ = btπ
será finito. En efecto, π es factible para (D), pues

Atπ =

(
Bt

N t

)
B−tcB =

(
cB
N tπ

)
≤=

(
cB
cN

)
= c
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y π es óptimo para (D), pues

w̃ = btπ = btB−tcB = (ctB c
t
N)

(
B−1b

0

)
= ctx̃ = z̃

y por el Teorema de dualidad débil, π es óptimo.

b) Análogo.

c) Sabemos que (P ) es no acotado. Supongamos entonces que existe ȳ tal que Atȳ ≤ c
(esto es la factibilidad del dual). Por el Teorema de dualidad débil, btȳ ≤ ctx; para cada
x punto primal–factible. Esto dice que (P ) es acotado. Contradicción.

d) Análogo.

�



Caṕıtulo 2

Coloraciones en gráficas

En este Caṕıtulo veremos las definiciones de coloración propia, coloración fraccional, clán
fraccional de una gráfica G. Daremos también algunos ejemplos y resultados básicos de dichas
definiciones.

2.1.– Coloraciones propias

Sea G una gráfica simple. Una coloración propia o buena coloración de G es una asignación
de colores a los vértices de G de tal manera que vértices adyacentes tengan diferentes colores.
Dicho de otra manera

Definición 2.1. Dado S ⊂ N un conjunto de colores y dada una gráfica G = (V (G), E(G)),
una coloración de G es una función c : V (G) → S. La coloración se llama una coloración
propia si para cada {u, v} ∈ E(G) se tiene que c(u) 6= c(v). Si la cardinalidad de S es k y c
es sobreyectiva, entonces diremos que c es una k–coloración propia de G.

Ejemplo 2.1. En la siguiente figura, se muestra una 4–coloración propia de la gráfica de
Petersen

1 2

3

4

5 6

7

8

910

En término de homomorfismos de gráficas, una k–coloración propia puede verse como un
homomorfismo de G en Kk (donde, Kk es la gráfica completa con k–vértices ). Si consideramos
la imagen inversa de un vértice en Kk, es decir, el conjunto de todos los vértices en G con un

17
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cierto color, siempre tendremos un conjunto independiente. Este conjunto independiente se
llama la clase cromática asociada con la coloración propia. Aśı, una k–coloración propia de
una gráfica G puede pensarse como una partición del conjunto de vértices de G en conjuntos
independientes.

Definición 2.2. El mı́nimo número k para el cual G tiene una k–coloración propia, se llama
el número cromático de G y se denota por χ(G). Equivalentemente, el número cromático es
el menor número de conjuntos independientes que se requieren para cubrir los vértices de G.

Ejemplo 2.2. Supóngase que G es una gráfica bipartita y que E(G) 6= ∅. Por definición
existe una partición de los vértices de G en dos conjuntos V1 y V2 (no vaćıos) de forma
que cada arista de G tiene un extremo en V1 y el otro en V2. Aśı, V1 y V2 son conjuntos
independientes y por lo tanto, χ(G) = 2.

Ejemplo 2.3. Sea G la gráfica de Petersen con V (G) = {1, 2, ..., 10} como se muestra en
la figura 2.1. Considérense los siguientes conjuntos independientes: I1 = {1, 4, 8, 9}, I2 =
{2, 6, 10} y I3 = {3, 5, 7}. Estos conjuntos son disjuntos dos a dos, claramente la unión de
todos estos conjuntos es el conjunto de vértices de G. Por lo tanto {I1, I2, I3} es una cubierta
de G. Asignaremos una coloración propia para G como sigue: coloreamos los vértices del
conjunto I1 de rojo, los vértices del conjunto I2 de azul y los vértices del conjunto I3 de
amarillo, entonces G admite una 3–coloración propia como se muestra en la figura

1 2

3

4

5 6

7

8

910

Figura 2.1: Una 3–coloración propia de la gráfica de Petersen

Nótese que no existe una cubierta de G con sólo dos conjuntos independientes. En el caso de
existir, G seŕıa bipartita. Contradicción, debido a que la gráfica de Petersen no es bipartita,
ya que contiene ciclos impares. Por lo tanto, el número cromático de G, χ(G) = 3.

Como sabemos un homomorfismo de gráficas φ : G → H preserva adyacencias. Por lo
tanto, para m y n números enteros positivos, existe un homomorfismo φ : Km → Kn, si y
sólo si m ≤ n. Aśı, el número cromático de G, χ(G), es el mı́nimo entero positivo k tal que
existe un homomorfismo φ : G→ Kk.
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Para cualquier k–coloración propia de G se tiene que χ(G) ≤ k. Como cualquier gráfica
finita con n vértices puede ser coloreada con n colores, se sigue que χ(G) esta bien definido
para gráficas finitas.

Toda coloración propia de una gráfica G, asigna diferentes colores a todos los vértices de
cada clan de G, aśı

ω(G) ≤ χ(G), (2.1)

Observemos que si χ(G) = k, cada clase cromática

Ii = {u ∈ V (G) | u recibe el color i}

es un conjunto independiente para cada i ∈ {1, ..., k} y

V (G) =
k⋃
i=1

Ii.

Como α(G) es el número de independencia de G, entonces

|Ii| ≤ α(G).

Por lo tanto,

|V (G)| = |
k⋃
i=1

Ii| ≤ kα(G).

Se sigue entonces que

|V (G)|
α(G)

≤ χ(G). (2.2)

2.2.– Coloración fraccional

El concepto de coloración fraccional en gráficas, es un concepto en una rama nueva de la
teoŕıa de gráfias conocida como teoŕıa de gráficas fraccional, y es una generalización de una
coloración propia en gráficas.

Aśı, como en una coloración propia en gráficas a cada vértice de la gráfica se le asigna
un color y a vértices adyacentes se les deben asignar diferentes colores, en una coloración
fraccional a cada vértice se le asignan b–colores y a vértices adyacentes se les deben asignar
conjuntos ajenos de colores, esto es, si dos vértices son unidos por una arista, entonces ellos
no deben tener ningún color en común.

En esta Sección, daremos 4 diferentes formas de definir el número cromático fraccional
de una gráfica G (2.4, 2.5, 2.6 y 2.7 ) y demostramos que son equivalentes.
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Definición 2.3. Dada una gráfica G, y a, b números enteros con 0 < b ≤ a, decimos que
una función

f : V (G)→ {B | B ⊆ {1, ..., a} y |B| = b};

es una (a, b)–coloración propia si para cada arista {u, v} ∈ E(G) se tiene que f(u)∩ f(v) = ∅.

Notemos que una (n, 1)–coloración propia es una n–coloración propia.

Ejemplo 2.4. Sea G la siguiente gráfica, donde el dibujo determina el conjunto de vértices
y el conjunto de aristas.

X
1 X2

X3

X4

X5

X
6X7

X8

X9

X
10

X11

X12 X13

X14

X15

X16

X17X18

X19

X20

Figura 2.2: Una G

La función

f : V (G)→ {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}},

definida como

f(x1) = f(x6) = {1, 4}, f(x2) = f(x7) = {2, 3}, f(x3) = f(x8) = {1, 5},
f(x4) = f(x9) = {3, 4}, f(x5) = f(x10) = {2, 5}, f(x11) = f(x16) = {1, 3},
f(x12) = f(x17) = {3, 5}, f(x13) = f(x18) = {4, 5}, f(x14) = f(x19) = {2, 4},
f(x15) = f(x20) = {1, 2},

es una (5, 2)–coloración propia de G. En la siguiente figura ilustramos dicha coloración

{1
,2

} 
 

{1,3}

{1,4}

{1,5}

{2,3}

{2
,4

}

{2,5}

{3
,4

}

{3,5}

{4,5}

{2,3} {1,4}

{2,5}
{3,4}

{1,5
}

{2
,4

} {4,5}

{3,5}

{1,3}

{1,2}  

=  1

=  2

=  3

=  4

=  5

Tabla
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El b–número cromático de G se define como

χb(G) = mı́n {a | G tiene una (a, b)–coloración propia}

Definición 2.4. El número cromático fraccional de G, χf (G), es

χf (G) = ĺım
b→∞

χb(G)

b
.

Ejemplo 2.5. Observe que si Kn es la gráfica completa de orden n, se tiene que

χb(Kn) = n · b.

Por lo tanto, χf (Kn) = n.

Proposición 2.1. Por definición χb(G) es una función no negativa y además es subaditiva,
esto es, χb+c(G) ≤ χb(G) + χc(G) para cada b y c enteros positivos. Ya que si χb(G) = a1 y
χc(G) = a2, implica que existe una función

f1 : V (G)→ {B | B ⊆ {1, ..., a1} y |B| = b}

que es una (a1, b)–coloración propia de G y otra función

f2 : V (G)→ {B | B ⊆ {1′, ..., a2} y |B| = c}

que es una (a2, c)–coloración propia de G. Sin perdida de generalidad supongamos que
{1, ..., a1} ∩ {1′, ..., a2} = ∅, definimos una función

f : V (G)→ {B | B ⊆ {1, ..., a1, 1′, ..., a2} y |B| = b+ c}

para cada u ∈ V (G), tenemos que f(u) = f1(u) + f2(u), como f1 y f2 son (a1, b) y (a2, c)
coloraciones propias de G respectivamente, entonces f es una (a1+a2, b+c)–coloración propia
de G. Por lo tanto, se da la desigualdad.

Usando el Lema de subaditividad de Fekete 1.2 resuta que

ĺım
b→∞

χb(G)

b
= ı́nf

b

{
χb(G)

b

}
.

A continuación, consideramos gráficas de Kneser KGa:b. Se sabe que una n–coloración
propia de una gráfica G se puede ver como un homomorfismo de G a la gráfica completa
Kn. Aśı, una (a, b)–coloración propia de G se puede definir como un homomorfismo de G en
KGa:b. Lo que da lugar a la siguiente definición.

Definición 2.5. El número χ∗f (G), se define como

χ∗f (G) = ı́nf
(a,b)

a

b
,

donde el ı́nfimo es tomado sobre todos los pares (a, b) tal que existe un homomorfismo de
gráficas de G a KGa:b.
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Ahora considerando clases cromáticas fraccionales podemos formular la siguiente defini-
ción

Definición 2.6. Sea G una gráfica. El número, χ̃f (G), se define como

χ̃f (G) = ı́nf
(a,b)

a

b
,

donde el ı́nfimo se toma sobre todos las cubiertas por conjuntos independientes 1.12 de a
elementos J1, ..., Ja tal que cada vértice es cubierto al menos b veces, esto es, |{i | v ∈ Ji}| ≥ b,
para cada v ∈ V (G).

Claramente, haciendo los conjuntos independientes más pequeños (si es necesario), pode-
mos siempre cubrir cada vértice por exactamente b conjuntos independientes.

Finalmente recordemos que J (G) denota el conjunto de todos los conjuntos indepen-
dientes de V (G), y para cada u ∈ V (G), J (G, u) denota el conjunto de todos los conjuntos
independientes que contienen a u.

Definición 2.7. Una función f : J (G) → [0, 1] tal que,
∑

J∈J (G,u) f(J) ≥ 1 para cada

u ∈ V (G), es llamada una coloración fraccional, y definimos el peso de la función

p(f) =
∑

J∈J (G)

f(J).

El número, χ̂f (G), es

χ̂f (G) = mı́n{p(f) | f es una coloración fraccional de G}.

Ejemplo 2.6. Sea G = C5, el dibujo determina el conjunto de vértices y el conjunto de
aristas

X Y

Z

WV

Entonces,

J (C5) = {{v}, {w}, {x}, {y}, {z}, {w, x}, {w, v}, {v, y}, {x, z}, {y, z}}

Sea
f : J (C5)→ [0, 1]
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definida como:
f(v) = f(w) = f(x) = f(y) = f(z) = 0

y

f({w, x}) = f({w, v}) = f({v, y}) = f({x, z}) = f({y, z}) =
1

2
,

esta función es una coloración fraccional de C5 con peso p(f) = 5
2
.

Teorema 2.2. Sea G una gráfica, entonces

χf (G) = χ∗f (G) = χ̃f (G) = χ̂f (G).

Demostración. La demostración de este resultado es bien conocida y puede encontrarse
en [4]. En este trabajo generalizamos este mismo resultado para r–hipergráficas, mismo que
no se encuentra en la literatura pero es completamente análogo. De esta manera, incluimos
la demostración de este Teorema en el Caṕıtulo 3. �

Resulta útil tener en cuenta todas estas definiciones anteriores como veremos posterior-
mente. Más aún, la utilidad de las diferentes formas de definir el número cromático fraccional,
es que al considerar la definición usando conjuntos independientes llegamos a un método de
cálculo utilizando herramientas de programación lineal. Esto es, una coloración fraccional en
gráficas puede también ser vista como una relajación de Programación Lineal Entera. En
efecto, los problemas de coloración fraccional son mucho más susceptibles a un enfoque de
programación lineal que los problemas de coloración tradicional.

Con este fin, vamos a construir una matriz que representa una coloración fraccional.

Para una gráfica G, definimos una matriz B(G) = [Bij], con columnas indexadas por
V (G) y filas indexadas por J (G). Cada fila es esencialmente la función caracteŕıstica de
los correspondientes conjuntos independientes, con entradas igual a 1 sobre las columnas
correspondientes a vértices en el conjunto independiente, y 0 en cualquier otro caso. Esto es,
Bij = 1 si ui ∈ Jj y Bij = 0 si ui /∈ Jj.

Ahora, consideremos el f de tamaño |J (G)| y con entradas dadas por la coloración
fraccional f de G. Denotemos por 1 el vector columna de tamaño n que tiene todas sus
entradas iguales a 1, la desigualdad B(G) · f ≥ 1 expresa la condición que∑

J∈J (G,u)

f(J) ≥ 1

para cada u ∈ V (G).

En esta representación algebraica de una coloración fraccional, el problema de determinar
el número cromático fraccional se convierte en un problema de Programación Lineal. Las
entradas del vector f son un conjunto de variables, uno para cada conjunto independiente de
G, nos gustaria minimizar la suma de las varibles (el peso de la coloración fraccional) sujeta
a un conjunto de restricciones, estas son, que cada entrada en el vector B(G) · f ≥ 1, y que
cada varible este en el intervalo [0, 1]. Esto equivale a la minimización de una función lineal
dentro de un poliedro convexo en un espacio de dimensión m definidas por un número de
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desigualdades lineales, donde m = |J (G)|. Este mı́nimo se tiene en un vértice del poliedro.
Dado que cada hiperplano que forma parte de una cara del poliedro es determinado por una
ecuación lineal con coeficientes enteros, entonces cada vértice tiene coordenadas racionales,
por lo que nuestra coloración fraccional óptima en efecto, toma valores racionales, como se
hab́ıa prometido.

El número cromático usual, se puede calcular con el mismo programa lineal, al pedir
que los valores de la matriz f esten en el conjunto {0, 1}. Esto es equivalente a cubrir el
conjunto de vértices por conjuntos independientes que sólo pueden tener peso 1 o 0. Aunque
los algoritmos de tiempo polinomial existen para el cálculo de las soluciones óptimas para
programas lineales, este no es el caso de programas enteros o programas de 0, 1. De hecho,
muchos de estos problemas se ha demostrado que son NP–duros. En este sentido, el número
cromático fraccional es más fácil de calcular que el número cromático.

2.3.– Clan fraccional

Al considerar Programación Lineal, existe una definición dual de la definición de número
cromático fraccional, la cual maximiza la suma de los elementos de un vector columna g de
tamaño n, sujeto a la condición que gt ·B(G) ≤ 1̄t, donde 1̄ es el vector columna de tamaño
|J (G)| con todas sus entradas iguales a 1. Podemos plantear este problema de maximización
de la siguiente manera.

Sea

g : V (G)→ [0, 1],

una función con la propiedad que, para cada conjunto independiente J en J (G),∑
u∈J

g(u) ≤ 1,

tal función se llama clan fraccional, es el concepto dual de una coloración fraccional. Como
con coloraciones fraccionales, definimos el peso de un clan fraccional como

p(g) =
∑

u∈V (G)

g(u).

Definición 2.8. El número de clan fraccional de una gráfica G, ωf (G), es

ωf (G) = máx {p(g) | g es un clan fraccional de G}.

Por lo que se mencionó anteriormente, una coloración fraccional es una relajación de la
idea de una coloración entera, nos gustaŕıa entender un clan fraccional como la relajación del
concepto de un clan entero a los números racionales (o reales).

Para comprender un clan (definido en el Caṕıtulo 1) como un clan fraccional, conside-
remos una gráfica G y supongamos que el número de clan de G, ω(G), es k. Entonces G
contiene una subgráfica completa Kk de orden k. Definimos una función g : V (G) → [0, 1]
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que toma el valor de 1 en cada vértice de Kk y el valor de 0 en todos los demás vértices. Para
cada conjunto independiente J de G, se tiene que∑

u∈J

g(u) ≤ 1,

de hecho es 1 o 0. Por lo tanto esta función es un clan fraccional de G con peso k. Entonces
ω(G) = k = p(g) ≤ ωf (G). Se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.3. Sea G cualquier gráfica con número de clan ω(G) = k, entonces

k = ω(G) ≤ ωf (G).

2.4.– Resultados

A continuación vamos a dar algunas cotas para el número cromático fraccional de una
gráfica G dada.

Sea χ(G) el número cromático de una gráfica G, observe que si χ(G) = k, entonces
G admite una (k, 1)–coloración propia y para cualquier entero positivo b se obtiene una
(bk, b)–coloración propia inducida por la (k, 1)–coloración propia remplazando cada color
i ∈ {1, ..., k} por b–colores diferentes. Por lo tanto χf (G) ≤ χ(G), o en términos de homo-
morfismos, podemos simplemente notar la existencia de un homomorfismo ϕ : Kk → Kbk:b

(como sigue: ϕ(i) = j, donde j ≡ i (módulo k)).

A continuación vamos a obtener una cota inferior para el número cromático fraccional.
Notemos que si una gráfica G contiene una subgráfica completa Kk de orden k, entonces tiene
una (a, b)–coloración propia si tiene al menos k · b colores, en otras palabras, ω(G) ≤ χf (G).

Recordemos que α(G) denota el número de independencia de G, esto es,

α(G) = máx {|J | tal que J ∈ J (G)},

podemos obtener otra cota inferior considerando el número de independencia de la gráfica.
Como a cada color i en una (a, b)–coloración propia le corresponde un conjunto independiente
Ji de vértices (clase cromática fraccional), tenemos

|V (G)| · b =
a⋃
i=1

Ji ≤
a⋃
i=1

α(G) ≤ α(G) · a,

o
|V (G)|
α(G)

≤ χf (G).

Los siguientes resultados son conocidos en la literatura (ver [4], [6]) y sin embargo aunque
las demostraciones son análogas no se conocen para el caso de r–hipergráficas, por consi-
guiente las daremos en el Caṕıtulo 3.
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Lema 2.4. Si H es una subgráfica de G, se tiene que χf (H) ≤ χf (G).

Lema 2.5. Para cualquier gráfica G, el número cromático fraccional χf (G) y el número de
clan fraccional ωf (G) no cambian si consideramos sólo los conjuntos independientes maxi-
males I(G) en lugar de todos los conjuntos independientes de la gráfica.

Lema 2.6. Sea G cualquier gráfica, entonces

ωf (G) = χf (G).

Lema 2.7. Para cualquier gráfica G,

ωf (G) ≥ |V (G)|
α(G)

.

Lema 2.8. Si G es vértice transitiva, entonces

ωf (G) =
|V (G)|
α(G)

.

y para cada u ∈ V (G) se tiene que g(u) = α(G)−1 · 1 es un clan fraccional con peso |V (G)|
α(G)

.

Por todo lo mencionado anteriormente, se tienen las siguientes desigualdades,

ω(G) ≤ ωf (G) = χf (G) ≤ χ(G),

y M. Larsen, J. Propp and D. H. Ullman en [15], probaron que las diferencias

χ(G)− ω(G), χf (G)− ω(G), χ(G)− χf (G)

pueden ser arbitrariamente grandes, en este trabajo daremos este resultado para r–hipergráfi-
cas.

Ejemplo 2.7. Sea G = C5, donde el dibujo determina el conjunto de vértices y el conjunto
de aristas
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X Y

Z

WV

El número cromático de C5, χ(C5) = 3, en la figura se muestra una 3–coloración propia

1

2

3 1

2

Consideremos la (2, 6)–coloración propia de C5 inducida por la 3–coloración propia anterior.

=  1

=  2

=  3

=  4

=  5

Tabla

=  6
{2,5}

{2,5}

{4,6}

{1,3}{1,3}

A continuación veremos que esta (2, 6)–coloración propia no es óptima y probaremos que
χf (C5) = 5/2. Comenzaremos definiendo una función g : V (C5) → [0, 1], donde g(u) = 1/2
para cada u ∈ V (C5). Los conjuntos independientes maximales de C5 son de tamaño a lo
más 2. Por lo tanto la suma de las imagenes en cada conjunto independiente de C5 es a lo
más 1 y como para cada u ∈ V (C5) se tiene que g(u) = 1/2 ≥ 0, se sigue que g es un clan
fraccional de C5 con pesos p(g) = 5/2. En el ejemplo 2.6 dimos una coloración fraccional f
de C5 con peso p(f) = 5/2 . Entonces 5/2 ≤ ωf (C5) = χf (C5) ≤ 5/2. Por lo tanto se tiene
que

χf (C5) =
5

2
.

Como se muestra en la siguiente figura
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=  1

=  2

=  3

=  4

=  5

Tabla

{2,3}

{3,5}

{1,4}{1,2}

{4,5}



Caṕıtulo 3

Coloraciones en hipergráficas

En este Caṕıtulo, vamos a generalizar las definiciones del Caṕıtulo anterior: coloración
propia, coloración fraccional, clán fraccional para r–hipergráficas e introduciremos algunos
ejemplos y resultados importantes de estas generalizaciones.

3.1.– Coloración

La generalización del concepto de coloración de gráficas a r–hipergráficas puede pensarse
de dos maneras como veremos a continuación y que en el caso r = 2, estas definiciones
coinciden con la definición de coloración propia para gráficas.

3.1.1. Coloración débil

Definición 3.1. Dado k ∈ N y dada una r–hipergráfica Gr, una k–coloración de Gr es una
asignación de un color a cada vértice de Gr de un conjunto de “k” colores, es decir, es una
función c : V (Gr)→ {1, ..., k}. Una k–coloración es una k–coloración débil si la r–hipergráfica
no tiene aristas monocromáticas (aristas con todos los vértices del mismo color).

En otras palabras, una k–coloración débil de Gr satisface que para cada {u1, ..., ur} = e ∈
E(Gr) existe ui 6= uj ∈ e tal que c(ui) 6= c(uj). Esto es, al menos un vértice de cada arista
tiene diferente imagen. Si consideramos la imagen inversa de cada elemento de {1, ..., k}, es
decir, el conjunto de todos los vértices en Gr de un color, es claro que este conjunto siempre es
un conjunto independiente débil. Este conjunto independiente débil se llama clase cromática
débil asociada con la coloración débil. Por lo tanto, una k–coloración débil es una partición
del conjunto de vértices de Gr por conjuntos independientes débiles.

Definición 3.2. El número cromático débil es el mı́nimo entero positivo k tal que existe una
k–coloración débil de Gr y se denota por χ(Gr).

Equivalentemente, el número cromático débil es el menor número de conjuntos indepen-
dientes débiles es el menor número de conjuntos independientes débil que se requieren para
cubrir los vértices de Gr.

Ejemplo 3.1. Considerando la 3–hipergráfica del Ejemplo 1.1, tenemos que

29
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V1 V2 V3

V4V5V6

V7

Figura 3.1: χ(G3) = 2

Ejemplo 3.2. Consideremos la r–hipergráfica completa Kr
p para p ≥ r con

V (Kr
p) = {u1, ..., up}

y
E(Kr

p) = {e | e ∈ V (Kr
p) y |e| = r}.

Vamos a colorear los vértices de Kr
p de la siguiente manera. A los primeros (r − 1)–vértices

u1, u2, ..., ur−1 les asignamos el color 1, a los siguientes (r − 1)–vértices el color 2 y aśı su-
cesivamente coloreamos todos los vértices de la r–hipergráfica. De esta manera, existe una
k ∈ Z tal que

(k − 1)(r − 1) + 1 ≤ p ≤ k(r − 1), (3.1)

y por lo tanto, una función
c : V (Kr

p)→ {1, 2, ..., k},

donde

c(u(j−1)(r−1)+1) = c(u(j−1)(r−1)+2) = · · · = c(uj(r−1)) = j para todo 1 ≤ j ≤ k.

Claramente c es una coloración débil ya que no existen r–vértices que tengan el mismo color,
esto es, Gr no tiene aristas monocromáticas. Más aún por la manera de colorear los vértices,
el mı́nimo número de colores que se necesitan son k–colores.

Por la ecuación (3,1) exite una t ∈ [1, r − 1] tal que

p = (k − 1)(r − 1) + t, (3.2)

despejando k de la ecuación anterior tenemos que

k =
p

r − 1
+
r − 1− t
r − 1

,

como 1 ≤ t ≤ r − 1, entonces 0 ≤ r − 1− t ≤ r − 2 y de aqúı

0 ≤ r − 1− t
r − 1

< 1.
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Por lo tanto,

χ(Kr
p) = d p

r − 1
e = k,

donde d p
r−1e = mı́n {x ∈ N | p

r−1 ≤ x}.

Claramente, para r = 2, se tiene que el número cromático de una 2–hipergráfica completa
(gráfica completa) K2

p = Kp es χ(Kp) = d p
2−1e igual a su número de vértices, como se sabe

en la teoŕıa de gráficas.

Ahora si χ(Gr) = k, considerando homomorfismos de r–hipergráficas, tenemos que una
k–coloración débil da lugar a un homomorfismo de Gr en Kr

p , para algún p que cumple que
k = d p

r−1e.

3.1.2. Coloración fuerte

Definición 3.3. Dado k ∈ N y dada una r–hipergráfica Gr, una k–coloración de Gr es como
antes una asignación de un color a cada vértice de Gr de un conjunto de “k” colores, es decir,
es una función c : V (Gr) → {1, ..., k}. Una k–coloración de Gr se llama una k–coloración
fuerte si se tiene que todas las aristas son heterocromáticas (aristas con todos los vértices de
diferente color).

Aśı, una k–coloración fuerte satisface que para cada arista {u1, ..., ur} = e ∈ E(Gr)

c(ui) 6= c(uj), ∀i 6= j

esto es, todos los vértices tienen diferente imagen.

De esta manera, si consideramos la imagen inversa de un elemento de {1, ..., k}, tenemos
que este conjunto siempre es un conjunto independiente fuerte. Este conjunto independiente
fuerte se llama clase cromática fuerte asociada con la coloración fuerte. Se sigue entonces, que
una k coloración fuerte es una partición de los vértices de Gr en conjuntos independientes
fuertes.

Definición 3.4. El número cromático fuerte de Gr es el mı́nimo entero positivo k tal que
existe una k–coloración fuerte de Gr y se denota por χs(Gr).

En otras palabras, el número cromático fuerte, es el menor número de conjuntos indepen-
dientes fuertes que se necesitan para cubrir los vértices de Gr.

Como todo conjunto independiente fuerte de Gr es un conjunto independiente débil de
Gr, se tiene que χ(Gr) ≤ χs(Gr) para toda r–hipergráfica Gr.

Ejemplo 3.3. Si consideramos la 3–hipergráfica del Ejemplo 1.1, tenemos que

χs(G3) = 4,

como se muestra en la figura
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V1 V2 V3

V4V5V6

V7

Ejemplo 3.4. Note que para p número entero positivo con p ≥ r, la r–hipergráfica completa
Kr
p satisface

χs(Kr
p) = p.

Ahora considerando homomorfismos de r–hipergráficas. Si χs(Gr) = k, entonces tenemos
que una k–coloración fuerte es un homomorfismo de Gr en Kr

k .

El siguiente Lema, afirma que el número cromático fuerte de Gr es el número cromático
de su gráfica primal G′(Gr) mencionada en la Definición 1.8

Lema 3.1. Sea Gr una r–hipergráfica, entonces χs(Gr) = χ(G′(Gr)).

Demostración. Supongamos que χs(Gr) = k. Sea c una k–coloración fuerte de Gr. Cons-
truimos una k–coloración para G′(Gr) asignandole a cada vértice u ∈ V (G′(Gr)) el color que
le asigna la k–coloración fuerte. Esta k–coloración es propia ya que si existen dos vértices
adyacentes u, v con el mismo color, debe existir una arista e ∈ E(Gr) tal que {u, v} ⊆ e,
se tendŕıa que la arista e no es heterocromática, contradiciendo que c es una k–coloración
fuerte. De manera análoga se demuestra que si χ(G′(Gr)) = k, entonces χs(Gr) = k. Por lo
tanto, χs(Gr) = χ(G′(Gr)). �

Observación 3.1: Todo conjunto independiente fuerte de Gr es un conjunto independiente
de G′(Gr).

3.1.3. Algunos resultados para coloraciones débiles (fuertes)

Tanto para coloraciones débiles, como fuertes de r–hipergráficas se tienen los siguientes
resultados:

Proposición 3.2. Si Hr es una r–subhipergráfica de Gr y χ(Gr) = k, entonces χ(Hr) ≤ k.
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Demostración. Como χ(Gr) = k, entonces existe una k–coloración débil de Gr y cla-
ramente, la misma coloración es una k–coloración débil de Hr. Por lo tanto, χ(Hr) ≤ k.
�

Proposición 3.3. Si existe un homomorfismo de r–hipergráficas ϕ : Hr → Gr, entonces
χ(Hr) ≤ χ(Gr).

Demostración. Consideremos el caso de coloración débil (el caso de coloración fuerte es
análogo). Si χ(Gr) = k, entonces existe un homomorfismo de hipergráficas φ : Gr → Kr

p

para algún p que cumple que k = d p
r−1e. Consideremos la composición φ ◦ ϕ : Hr → Kr

p ,
concluimos que Hr puede ser coloreada con k colores también. �

Para ambas coloraciones, note que el número cromático débil (respectivamente fuerte)
esta acotado superiormente por |V (Gr)|.

Observación 3.2: En gráficas resulta claro, que una cota inferior del número cromático de
una gráfica G, χ(G), es el número de clan de la gráfica ω(G), es decir, ω(G) ≤ χ(G). Pero
en el caso de hipergráficas no se generaliza este hecho. Consideremos el caso r = 3 y la
3–hipergráfica del Ejemplo 3.1, claramente ω(G3) = 3 mientras que χ(G3) = 2.

Sea Gr una r–hipergráfica con ω(Gr) = k, entonces existe un homomorfismo ϕ : Kr
k → Gr

y por la Proposición 3.3 se tiene que χ(Kr
k) ≤ χ(Gr) cota inferior para el número cromático

débil (respectivamente fuerte).

También, como cada clase cromática débil (respectivamente fuerte) es un conjunto inde-
pendiente, tenemos que

|V (Gr)|
α(Gr)

≤ χ(Gr),

para coloración débil y
|V (Gr)|
αs(Gr)

≤ χs(Gr),

para coloración fuerte.

Donde la igualdad se tiene si y sólo si cada clase cromática débil (respectivamente fuerte)
en la coloración óptima es igual al número de independencia de la r–hipergráfica.

3.2.– Coloración fraccional

Como en el caso de las gráficas, en esta Sección daremos 4 maneras distintas pero equiva-
lentes de definir el número cromático fraccional de una r–hipergráfica Gr. La primera de ellas
es una (a, b)–coloración débil (respectivamente fuerte) de Gr. Esta definición es muy ilustra-
tiva, pero calcular el número cromático fraccional usando esta definición, resulta dif́ıcil. La
segunda definición es considerando homomorfismos de r–hipergráficas en r–hipergráficas de
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Kneser débil (respectivamente fuerte). La tercera definición es considerando cubiertas por
conjuntos independientes débiles (respectivamente fuertes) de una r–hipergráfica. Por ulti-
mo la cuarta definición, es en términos de conjuntos independientes débiles (respectivamente
fuertes) de Gr. Esta última definición, resulta práctica para calcular el número cromático frac-
cional y puede verse en el conexto de Programación Lineal Entera. Para finalizar daremos un
resultado donde se demuestra que las 4 definiciones son equivalentes.

Aśı como en el caso de gráficas, una (a, b)–coloración de una hipergráfica Gr, es una
asignación de un conjunto de b–colores a cada vértice de la hipergráfica de un conjunto de
a–colores, tal que la intersección de los conjuntos de colores de los vértices de una arista es
vaćıo.

3.2.1. (a, b)–coloración débil

Definición 3.5. Sea Gr una r–hipergráfica, sean a, b dos enteros positivos con 0 < b ≤ a.
Una (a, b)–coloración débil de Gr es una función

ϕ : V (Gr)→ {A | A ⊆ {1, ..., a} y |A| = b},

tal que para cada arista {u1, ..., ur} = e ∈ E(Gr) se cumple que

ϕ(u1) ∩ · · · ∩ ϕ(ur) = ∅.

Aśı, una k–coloración débil es equivalente a una (k, 1)–coloración débil.

El b–número cromático débil de Gr como

χb(G
r) = mı́n {a | ∃ una (a, b)-coloración débil de Gr}.

Definición 3.6. El número cromático fraccional débil de Gr se define como

χf (G
r) = ĺım

b→∞

χb(G
r)

b
. (3.3)

3.2.2. (a, b)–coloración fuerte

Definición 3.7. Sea Gr una r–hipergráfica y sean a, b dos enteros positivos con 0 < b ≤ a.
Una (a, b)–coloración fuerte de Gr es una función

ϕ : V (Gr)→ {A | A ⊆ {1, ..., a} y |A| = b},

tal que para cada arista {u1, ..., ur} = e ∈ E(Gr) se tiene que

ϕ(ui) ∩ ϕ(uj) = ∅,

para todo i 6= j ∈ {1, ..., r}.
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Por lo tanto, una k–coloración fuerte es equivalente a una (k, 1)–coloración fuerte.

Definimos el b–número cromático fuerte de Gr como

χsb(G
r) = mı́n {a | ∃ una (a, b)–coloración fuerte de Gr}.

Definición 3.8. El número cromático fraccional fuerte de Gr se define como

χsf (G
r) = ĺım

b→∞

χsb(G
r)

b
(3.4)

Proposición 3.4. Las funciones χb y χsb son subaditivas.

Demostración. Vamos a demostrar que χb es subaditiva, esto es, que para cada b y c
enteros positivos se cumple que

χb+c ≤ χb + χc.

Supongamos que χb(G
r) = a1 y que χc(G

r) = a2, entonces Gr tiene una (a1, b)–coloración
débil y una (a2, c)–coloración débil. Si coloreamos cada uno de los vértices de Gr con los
respectivos (b + c)–colores que les asignan las (a1, b) y (a2, c) coloraciones débiles; como
ambas coloraciones son débiles, entonces Gr admite una (a1 + a2, b+ c)–coloración débil. Por
lo tanto,

χb+c ≤ χb + χc,

se sigue de aqúı que χb es una función subaditiva.

La subaditividad de χsb se demuestra de una forma muy similar a la de χb. �

Usando el Lema de subaditividad de Fekete 1.2, y que ambas funciones χb y χsb son
subaditivas y no-negativas, se tiene entonces, que el número cromático fraccional débil de Gr

esta dado como sigue

χf (G
r) = ı́nf

{
χb(G

r)

b

}
,

y el número cromático fraccional fuerte de Gr esta dado como sigue

χsf (G
r) = ı́nf

{
χsb(G

r)

b

}
.

3.2.3. Coloraciones v́ıa r–hipergráficas de Kneser débiles (fuertes)

Recordemos que la r–hipergráfica de Kneser se define: para a, b, r enteros positivos tal
que r ≥ 2 y a ≥ rb. La r–hipergráfica de Kneser débil KGr

a:b es la r–hipergráfica, donde el
conjunto de vértices

V (KGr
a:b) = {A | A ⊆ [a] y |A| = b};

es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de tamaño b de un conjunto con a–elementos,
y el conjunto de aristas

E(KGr
a:b) = {{A1, ..., Ar} | Ai ∈ V (KGr

a:b) y A1 ∩ · · · ∩ Ar = ∅}.
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Si cada arista e = {A1, ..., Ar} de la r–hipergráfica de Kneser débil cumple además que
Ai∩Aj = ∅, para cada i 6= j ∈ {1, ..., r}, entonces se le llama r–hipergráfica de Kneser fuerte
y se denota por KsGr

a:b.

Proposición 3.5. Toda (a, b)–coloración de Gr es una (a, b)–coloración débil (fuerte) de Gr

si y sólo si existe un homomorfismo h : Gr → KGr
a:b (hs : Gr → KsGr

a:b).

Demostración. Si Gr tiene una (a, b)–coloración débil, entonces existe una función

ϕ : V (Gr)→ {A | A ⊆ {1, ..., a} y |A| = b},

tal que para cada arista {u1, ..., ur} = e ∈ E(Gr) se cumple que

ϕ(u1) ∩ · · · ∩ ϕ(ur) = ∅.

Def́ınase
h : Gr → KGr

a:b

como h(v) = ϕ(v) para cada vértice v ∈ V (Gr), y como h(e) = {ϕ(v1), ..., ϕ(Vr)} para cada
arista e = {v1, ..., vr} ∈ E(Gr). Por la definición de ϕ, se tiene que ϕ(v1) ∩ · · · ∩ ϕ(vr) = ∅.
Por lo tanto, h es un homomorfismo de Gr en KGr

a:b.

Dado un homomorfismo h : Gr → KGr
a:b, consideremos

ϕ : V (Gr)→ {A | A ⊆ {1, ..., a} y |A| = b},

como ϕ(v) = h(v) para cada vértice de Gr. Para cada arista e = {v1, ..., vr} ∈ E(Gr) se tiene
que h(e) es una arista de KGr

a:b y h(v1) ∩ · · · ∩ h(vr) = ∅ ya que h es un homomorfismo,
entonces ϕ(v1) ∩ · · · ∩ ϕ(vr) = ∅. Por lo tanto, ϕ define una (a, b)–coloración débil.

Si Gr tiene una (a, b)–coloración fuerte el resultado es completamente análogo. �

De esta manera podemos dar las siguientes dos definiciones.

Definición 3.9. Sea Gr una r–hipergráfica. El número, χ∗f (G
r), es

χ∗f (G
r) = ı́nf

(a,b)

a

b
,

donde el ı́nfimo es tomado sobre todos los pares (a, b) tal que existe un homomorfismo de
r–hipergráficas de Gr a KGr

a:b.

Definición 3.10. Sea Gr una r–hipergráfica. El número, χsf
∗(Gr), es

χsf
∗(Gr) = ı́nf

(a,b)

a

b
,

donde el ı́nfimo es tomado sobre todos los pares (a, b) tal que existe un homomorfismo de
r–hipergráficas de Gr a KsGr

a:b.
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3.2.4. Cubiertas por conjuntos independientes débiles (fuertes)

Una cubierta débil de una r–hipergráfica Gr como se mencionó en el Caṕıtulo 1, es una
colección A de conjuntos independientes débiles de Gr tal que

⋃
A∈AA = V (Gr). Si todos los

elementos de la colección A son conjuntos independientes fuertes de Gr, se tiene una cubierta
fuerte.

De esta manera para una r–hipergráfica Gr introducimos las siguientes dos definiciones:

Definición 3.11. El número, χ̃f (G
r), se define como

χ̃f (G
r) = ı́nf

(a,b)

a

b
,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las cubiertas débiles de a elementos, J1, ..., Ja tal que
cada vértice es cubierto al menos b veces, esto es, |{i | v ∈ Ji}| ≥ b, para cada v ∈ V (Gr).

Definición 3.12. El número, χ̃sf (G
r), se define como

χ̃sf (G
r) = ı́nf

(a,b)

a

b
,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las cubiertas fuertes de a elementos, J1, ..., Ja tal que
cada vértice es cubierto al menos b veces, esto es, |{i | v ∈ Ji}| ≥ b, para cada v ∈ V (Gr).

Siempre se puede encontrar una cubierta débil (respectivamente fuerte ) de Gr, tal que ca-
da vértice sea cubierto por exactamente b conjuntos independientes débiles (respectivamente
fuertes).

3.2.5. Coloración fraccional débil

Recordemos que un conjunto independiente débil J de Gr, es un subconjunto de V (Gr) tal
que para toda e ∈ E(Gr) se tiene que e * J , y que un conjunto independiente maximal débil
I de Gr es un conjunto independiente débil que no contiene propiamente ningún conjunto
independiente débil.

Más aún recordemos que J (Gr) denota el conjunto de todos los conjuntos independientes
débiles de Gr, J (Gr, u) el conjunto de todos los conjuntos independientes débiles que contie-
nen al vértice u, I(Gr) el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales débiles
de Gr y I(Gr, u) el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales débiles que
contienen al vértice u.

Definición 3.13. Una coloración fraccional débil de Gr es una función

f : J (Gr)→ [0, 1]

tal que para cada u ∈ V (Gr) se tiene que∑
J∈J (Gr,u)

f(J) ≥ 1.
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El peso de una coloración fraccional f es

p(f) =
∑

J∈J (Gr)

f(J).

Definición 3.14. Definimos el número, χ̌f (G
r), como

χ̌f (G
r) = mı́n {p(f) | f es una coloración fraccional débil de Gr}.

En Programación Lineal Entera, lo anterior se traduce a considerar la matriz de inde-
pendencia débil B(Gr) = [bij] que se definió en el Caṕıtulo 1, haciendo uso de ella, podemos
redefinir el número χ̌f (G

r) de una r–hipergráfica Gr de la siguiente manera

χ̌f (G
r) = mı́n{1̄t · f},

donde f es una matriz m× 1 con entradas dadas por la coloración fraccional débil f de Gr,
1̄ es la matriz m× 1 que tiene todas sus entradas iguales a 1, y m es el número de conjuntos
independientes débiles de Gr.

3.2.6. Coloración fraccional fuerte

Recordemos también que un conjunto independiente débil J de Gr, se llama un conjunto
independiente fuerte si para toda e ∈ E(Gr) se cumple que |e ∩ J | ≤ 1 y que un conjunto
independiente maximal fuerte I de Gr es un conjunto independiente fuerte que no contiene
propiamente ningún conjunto independiente fuerte.

Aśı mismo, J s(Gr) denota el conjunto de todos los conjuntos independientes fuertes de
Gr, J s(Gr, u) el conjunto de todos los conjuntos independientes fuertes que contienen al
vértice u, Is(Gr) el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales fuertes de Gr

y Is(Gr, u) el conjunto de todos los conjuntos independientes maximales fuertes que contienen
al vértice u.

Definición 3.15. Una coloración fraccional fuerte de Gr es una función

f : J s(Gr)→ [0, 1]

tal que para cada u ∈ V (Gr) se tiene que∑
J∈J s(Gr,u)

f(J) ≥ 1.

El peso de una coloración fraccional fuerte f es

p(f) =
∑

J∈J s(Gr)

f(J).

Definición 3.16. Definimos el número, χ̌sf (G
r), como

χ̌sf (G
r) = mı́n {p(f) | f es una coloración fraccional fuerte de Gr}.
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Aśı, el número cromático fraccional fuerte en Programación Lineal Entera, χ̌sf (G
r) =

mı́n {1̄t · f}, donde f es una matriz m × 1 con entradas dadas por la coloración fraccional
fuerte f de Gr, 1̄ es la matriz m×1 que tiene todas sus entradas iguales a 1, y m es el número
de conjuntos independientes fuertes de Gr.

Teorema 3.6. Sea Gr una r–hipergráfica. Entonces

i).- χf (G
r) = χ∗f (G

r) = χ̃f (G
r) = χ̌f (G

r);

ii).- χsf (G
r) = χ∗f

s(Gr) = χ̃sf (G
r) = χ̌sf (G

r).

Demostración. Vamos a demostrar sólamente el caso del número cromático fraccional
débil, el caso para el número cromático fraccional fuerte se prueba de una forma análoga.

a).− La igualdad χf (G
r) = χ∗f (G

r), se obtiene claramente de la Observación 3.5.

b).− Dado un homomorfismo ψ de Gr en KGr
a:b, se tiene que para cada 1 ≤ i ≤ a, Ii =

ψ−1(i) ⊆ V (Gr) es un conjunto independiente débil y cada vértice es cubierto por al
menos b conjuntos independientes. Por lo tanto χ∗f (G

r) = χ̃f (G
r).

c).− Dada una cubierta débil A = {I1, ..., Ia} tal que cada vértice es cubierto por al menos
b conjuntos independientes débiles, definimos

f : J (Gr)→ [0, 1]

como sigue

f(I) =

{
1
b
, si I ∈ A;

0, de lo contrario.

Como cada vértice es cubierto por al menos b conjuntos independientes débiles se tiene
que ∑

J∈J (Gr,u)

f(J) ≥ 1, ∀u ∈ V (Gr).

Por lo tanto f es una coloración fraccional débil de Gr y χ̃f (G
r) = χ̌f (G

r).

d).− Supongamos que Gr tiene una (a, b)–coloración débil, entonces existe una función

ϕ : V (Gr)→ {A | A ⊆ {1, ..., a} y |A| = b},

tal que para cada arista {u1, ..., ur} = e ∈ E(Gr) se cumple que

ϕ(u1) ∩ · · · ∩ ϕ(ur) = ∅.

Además, χf (G
r) ≤ a

b
. Para cada 1 ≤ i ≤ a, definimos lo siguiente

Ji = {u ∈ V (Gr) | ϕ(u) = i},
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cada uno de los Ji es un conjunto independiente débil por la definición de (a, b)–
coloración débil. Sea

f : J (Gr)→ [0, 1],

la función que a cada conjunto independiente débil Ji le asigna el valor de 1/b y a los
demás conjuntos independientes débiles les asigna el valor de 0. Como a cada u ∈ V (Gr),
la (a, b)–coloración débil le asigna b–colores, entonces∑

J∈J (Gr,u)

f(J) ≥ 1,

y entonces f es una coloración fraccional débil con peso p(f) = a
b
. Por lo tanto, dada

una (a, b)–coloración débil, se induce una coloración fraccional con peso a
b
. Aśı,

χf (G
r) ≤ χ̌f (G

r).

Supongamos ahora que Gr tiene una coloración fraccional f , la cual es racional. Sea
f : J (Gr)→ [0, 1], tal que para cada u ∈ V (Gr) se cumple∑

J∈J (Gr,u)

f(J) ≥ 1,

con p(f) = a
b
.

Como Gr es una gráfica finita, se tiene que J (Gr) es un conjunto finito. Consideremos
el siguiente conjunto

F = {f(J) | J ∈ J (Gr)},

como J (Gr) es un conjunto finito, entonces |F | < ∞. Ya que F es un conjunto de
números racionales y

∑
J∈J (Gr) f(J) = a

b
, sea b es el mı́nimo común denominador de

los números racionales del conjunto F. Para cada conjunto independiente débil J se
tiene que f(J) = mJ

b
, donde mJ ∈ {0, 1, 2, 3, ..., a}, a cada uno de los vértices del

conjunto J le asignamos mJ colores. Si Ji 6= Jj con i 6= j, entonces los mJi colores son
diferentes de los mJj colores. Como ∑

J∈J (Gr,u)

f(J) ≥ 1,

entonces a cada vértice le podemos asignar al menos b colores diferentes. Se sigue que
Gr tiene una (a, b)–coloración débil. Por lo tanto, dada una coloración fraccional se
induce una (a, b)–coloración débil. Aśı,

χf (G
r) ≥ χ̌f (G

r).

Por lo tanto,
χf (G

r) = χ̌f (G
r).

�
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Considerando la gráfica primal G′(Gr) de una r–hipergráfica Gr, el siguiente resultado
afirma que el número cromático fraccional fuerte de Gr es el número cromático fraccional de
G′(Gr).

Lema 3.7. Para cada r–hipergráfica Gr, se tiene que

χsf (G
r) = χf (G′(Gr)).

Demostración. Supongamos que χsf (G
r) = a

b
, entonces existe una (a, b)–coloración fuerte

de Gr. Le asignamos a cada vértice de G′(Gr) los b–colores asignados por la (a, b)–coloración
fuerte. Esta (a, b)–coloración es propia. Por lo tanto, χf (G′(Gr)) ≤ χsf (G

r). Por otro lado
si suponemos que χf (G′(Gr)) = c

d
, entonces G′(Gr) tiene una (c, d)–coloración propia. Asig-

namos a cada vértice de Gr los d–colores asignados por la (c, d)–coloración propia. Esta
(c, d)–coloración es fuerte. Por lo tanto, χf (G′(Gr)) ≥ χsf (G

r). �

3.3.– Clan fraccional

En esta Sección consideramos la relajación real del problema entero ( número de clan de
una r–hipergráfica).

3.3.1. Clan fraccional débil

Definición 3.17. Sea Gr una r–hipergráfica. Un clan fraccional débil de Gr es una función

g : V (Gr)→ [0, 1],

tal que para cada J ∈ J (Gr), se tiene ∑
u∈J

g(u) ≤ 1.

El peso de un clan fraccional g esta dado por

q(g) =
∑

u∈V (Gr)

g(u).

Definición 3.18. El número de clan fraccional débil de una r–hipergráfica Gr se define y
denota como

ωf (G
r) = máx {q(g) | g es un clan fraccional débil de Gr}.

El número de clan fraccional débil en Programación Lineal Entera se define considerando
la matriz de independencia débil B(Gr) = [bij], en este caso el número de clan fraccional
débil de una r–hipergráfica Gr esta dado por

ωf (G
r) = máx {gt · 1},

donde g es una matriz n× 1 con entradas dadas por el clan fraccional débil g de Gr, y 1 es
la matriz n× 1 con todas sus entradas iguales a 1, con n = |V (Gr)|.
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3.3.2. Clan fraccional fuerte

Definición 3.19. Sea Gr una r–hipergráfica. Un clan fraccional fuerte de Gr es una función

g : V (Gr)→ [0, 1],

tal que para cada J ∈ J s(Gr), se tiene ∑
u∈J

g(u) ≤ 1.

El peso de un clan fraccional fuerte g esta dado por

q(g) =
∑

u∈V (Gr)

g(u).

Definición 3.20. El número de clan fraccional fuerte de una r–hipergráfica Gr se define y
denota como

ωsf (G
r) = máx {q(g) | g es un clan fraccional fuerte de Gr}.

Aśı, el número de clan fraccional fuerte en Programación Lineal Entera, se define consi-
derando la matriz de independencia fuerte Bs(Gr) = [bij]. En este caso, el número de clan
fraccional fuerte de una r–hipergráfica Gr esta dado por

ωsf (G
r) = máx {gt · 1},

donde g es una matriz n× 1 con entradas dadas por el clan fraccional fuerte g de Gr, y 1 es
la matriz n× 1 con todas sus entradas iguales a 1, con n = |V (Gr)|.

Lema 3.8. Para cualquier r–hipergráfica Gr, el número cromático fraccional débil χf (G
r)

(respectivamente fuerte χsf (G
r)), y el número de clan fraccional débil ωf (G

r) (respectivamente
fuerte ωsf (G)) no cambian si consideramos sólo los conjuntos independientes maximales débi-
les I(Gr) (respectivamente fuertes Is(Gr)), en lugar de todos los conjuntos independientes
débiles (respectivamente fuertes) de la r–hipergráfica Gr.

Demostración. Sea f : J (Gr)→ [0, 1] una coloración fraccional de Gr . Vamos a construir
una nueva coloración fraccional f ′ : I(Gr)→ [0, 1]. Supongamos que I(Gr) = {I1, ..., Il}

f ′(I1) =
∑

J⊂I1, J∈J (Gr)

f(J) + f(I1);

f ′(I2) =
∑

J⊂I2\I1, J∈J (Gr)

f(J) + f(I3);

f ′(I3) =
∑

J⊂I3\(I1∪I2), J∈J (Gr)

f(J) + f(I1);
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...

f ′(Il) =
∑

J⊂Il\(I1∪···Il−1), J∈J (Gr)

f(J) + f(Il).

Para cada u ∈ V (Gr) se tiene que∑
I∈I(Gr,u)

f ′(I) =
∑

J∈J (Gr,u)

f(J) ≥ 1,

y ∑
I∈I(Gr)

f ′(I) =
∑

J∈J (Gr)

f(J) ≥ 1.

Por lo tanto, χf (G
r) se puede redefinir considerando el conjunto de conjuntos indepen-

dientes maximales de Gr.

Por otro lado, al definir un clan fraccional g : V (Gr) → [0, 1] basta con probar la de-
sigualdad ∑

u∈I

g(u) ≤ 1,

para conjuntos independientes maximales, ya que para cualquier otro conjunto independiente
de Gr se tendŕıa la desigualdad.

Por lo tanto, ωf (G
r) se puede definir considerando el conjunto I(Gr). �

Lema 3.9. Sea Gr cualquier r–hipergráfica, entonces

ωf (G
r) = χf (G

r) y ωsf (G
r) = χsf (G

r).

Demostración. Sea f una coloración fraccional y sea g un clan fraccional de Gr. Entonces

1̄t · f − gt · 1 = 1̄t · f − gt ·B(Gr) · f + gt ·B(Gr) · f − gt · 1
= (1̄t − gt ·B(Gr)) · f + gt(B(Gr) · f − 1).

Como g es un clan fraccional de Gr, entonces

gt ·B(Gr) ≤ 1̄t ⇒ 1̄t − gt ·B(Gr) ≥ 0.

Considerando también que f es una coloración fraccional de Gr se tiene que

B(Gr) · f ≥ 1 ⇒ B(Gr) · f − 1 ≥ 0.

Se sigue que 1̄t · f − gt · 1 ≥ 0, entonces 1̄t · f ≥ gt · 1, debido a que f y g fueron tomados de
manera arbitraria se tiene que ωf (G

r) ≤ χf (G
r).

La otra desigualdad del Lema se demuestra usando el Teorema 1.6. �
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Lema 3.10. Para cualquier r–hipergráfica Gr

ωf (G
r) ≥ |V (Gr)|

α(Gr)
.

Más aún, si Gr es una r–hipergráfica vértice–transitiva, se obtiene la desigualdad.

Demostración. Sea g : V (Gr) → [0, 1] una función tal que f(u) = 1
α(Gr)

. Se tiene que

1 ≤ α(Gr) ≤ |V (Gr|, entonces 1
n
≤ 1

α(Gr)
≤ 1. Tenemos que g es un clan fraccional de Gr

usando que ∑
u∈J

g(u) =
∑
u∈J

1

α(Gr)
≤ 1 ; ∀J ∈ J (Gr),

debido a que cada conjunto independiente J de Gr tiene a lo más α(Gr) elementos, se tiene
que

ωf (G
r) ≥ |V (Gr)|

α(Gr)
.

Supongamos que Gr es una r-hipergráfica vértice–transitiva. Sea g : V (Gr) → [0, 1] un
clan fraccional no–cero de Gr. Sea γ ∈ Aut(Gr), definimos la función gγ de la siguiente
manera;

gγ(u) = g(γ(u)),

para cada u ∈ V (Gr).

Como γ es un automorfismo de Gr se tiene que γ(u) ∈ V (Gr), entonces g(γ(u)) ∈ [0, 1]
ya que g es un clan fraccional de Gr. Se sigue que

gγ : V (Gr)→ [0, 1].

Tómese J ∈ J (Gr), entonces ∑
u∈J

gγ(u) =
∑
u∈J

g(γ(u)) ≤ 1,

debido a que g es un clan fraccional de Gr. Por lo tanto, gγ es un clan fraccional de Gr con
el mismo peso de g.

Def́ınase ahora

g̃ :=
1

|Aut(Gr)|
∑

γ∈Aut(Gr)

gγ,

como cada gγ es un clan fraccional de Gr, entonces g̃ es un clan fraccional de Gr y con el
mismo peso de g.

Si Gr es vértice–transitiva, entonces

g̃(u) =
1

|Aut(Gr)|
∑

γ∈Aut(Gr)

gγ(u) ∀u ∈ V (Gr),
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entonces
g̃ = C ∀u ∈ V (Gr).

Por lo tanto, g̃ es un clan fraccional de Gr con valor constante C.
Se tiene que si C > 1

α(Gr)
, entonces existe un conjunto independiente J con |J | = α(Gr)

tal que ∑
u∈J

g̃(u) =
∑
u∈J

C = α(Gr) · C > 1,

contradiciendo el hecho que g̃ es un clan fraccional de Gr. Por lo que

C ≤ 1

α(Gr)
.

Entonces ∑
u∈V (Gr)

g̃(u) ≤
∑

u∈V (Gr)

1

α(Gr)
=
|V (Gr)|
α(Gr)

.

Por lo tanto,

ωf (G
r) =

|V (Gr)|
α(Gr)

�



Caṕıtulo 4

Construcciones tipo Mycielski para
r–hipergráficas

Comenzamos este Caṕıtulo recordando la construcción de Mycielski para gráficas que
sirvió de inspiración para obtener nuestras construcciones para r–hipergráficas.

Dada una gráfica G, cualquier coloración propia de G asigna a los vértices de cada clan
de G diferentes colores. Entonces si una gráfica G contiene un clan arbitrariamente grande,
necesariamente tiene número cromático arbitrariamente grande. Por lo tanto, si una gráfica
G contiene una subgráfica completa de tamaño n, se tiene que el número cromático de G es
mayor o igual a n.

Una pregunta interesante sobre el número cromático de una gráfica G es la siguiente:

¿Para que el número cromático de Gr sea k es necesario que Gr contenga
alguna r–subhipergráfica completa de tamaño k?

Resulta que la respuesta a esta pregunta es negativa, de hecho, en 1955 Mycielski dió una
construcción de gráficas libres de triángulos con número cromático arbitrariamente grande.

4.1.– Construcción de Mycielski.

Sea G una gráfica con V (G) = {v1, ..., vm}, def́ınase la siguiente gráfica

µ(G) = (V (µ(G)), E(µ(G))),

donde V (µ(G)) = {x1, . . . , xm, y1, . . . , ym, w} y

E(µ(G)) = {{xi, xj} | {vi, vj} ∈ E(G)} ∪ {{xi, yj} | {vi, vj} ∈ E(G)} ∪ {{yi, w}}

para cada i y j ∈ {1, ...,m}.

46
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Ejemplo 4.1. Sea G = K2,

V1 V2

K2

X1 X2

y1 y2

w

(C5)
X1 X2 X3 X4 X5

y1 y2 y3 y4 y5

w

(      )(K2)=C5 (K2) =

Considerando la construcción de Mycielski se obtuvó el siguiente Teorema ([9], [15]).

Teorema 4.1. Supongamos que G tiene al menos una arista. Entonces

a) ω(µ(G)) = ω(G), donde ω(µ(G)) y ω(G) son los números de clan de µ(G) y de G
respectivamente;

b) χ(µ(G)) = χ(G) + 1, donde χ(µ(G)) y χ(G) son los números cromáticos de µ(G) y de
G respectivamente.

c) χf (µ(G)) = χf (G) + 1
χf (G)

, donde χf (µ(G)) y χf (G) son los números cromáticos frac-

cionales de µ(G) y de G respectivamente.

Demostración.

a) Como G es una subgráfica inducida de µ(G), ω(G) ≤ ω(µ(G)). Para mostrar la otra
desigualdad, notemos primero que el vértice w no esta en un clan de tamaño mayor
que 2. Supongamos que A = {xi1 , xi2 , ..., xit , yj1 , ..., yjs} es un clan de tamaño t + s de
µ(G), esto es, cada subconjunto de dos elementos distintos de A es una arista de µ(G).
Entonces {vi1 , vi2 , ..., vit , vj1 , ..., vjs} es un clan de tamaño t + s de G y por lo tanto,
ω(G) ≥ ω(µ(G)).

b) Si c : V (G) → {1, ..., k} es una coloración propia de G, entonces definimos una colo-
ración c̃ : V (µ(G)) → {1, ..., k, k + 1} de µ(G) como c̃(xi) = c̃(yi) = c(vi) para todo
i ∈ {1, ..., |V (G)|}, y c̃(w) = k + 1. Esta es una coloración propia de µ(G), ya que
si existe una arista e ∈ µ(G) monocromática, w /∈ e, ya que por definición, el color
de w es diferente al color asignado a todos los demás vértices. Aśı, e = {xi, xj} o
e = {xi, yj}, entonces la arista {vi, vj} de G es monocromática, contradiciendo que c es
una coloración propia de G. Por lo tanto, χ(µ(G)) ≤ χ(G) + 1.

Sea c̃ cualquier coloración propia de µ(G), definimos una coloración c de G como

c(vi) =

{
c̃(xi), si c̃(xi) 6= c̃(w);
c̃(yi), si c̃(xi) = c̃(w).
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Esta es una coloración propia de G la cual no usa el color de c̃(w). Aśı, G se puede
colorear con menos colores de los que se necesitan para colorear µ(G). Por lo tanto,
χ(µ(G)) ≥ χ(G) + 1.

c) La demostración se dará en la Sección 4.3.

�

Ejemplo 4.2. Considérese G = K2 como en el Ejemplo 4.1. Se tiene que

ω(µ(µ(K2))) = ω(µ(K2)) = ω(K2) = 2,

χ(µ(µ(K2))) = χ(µ(K2)) + 1 = (χ(K2) + 1) + 1 = 4,

como se muestra en la figura

1 2

3 4

1

1 1

1 1

1

2 2

2

2

22

3

3

Además

χf (µ(µ(K2))) = χf (µ(K2)) +
1

χf (µ(K2))
= (χf (K2) +

1

χf (K2)
) +

1

χf (K2) + 1
χf (K2)

=
29

10
.

Utilizando esta construcción recursivamente notemos que el Teorema 4.1 implica que
χ(µn(K2)) = n+ 2 y por construcción la gráfica µn(K2) es libre de triángulos.

4.2.– Construcción tipo Mycielski µ(Gr) para r–hipergráficas.

En esta Sección asumiremos que r ≥ 3. Inspirados en la construcción de Mycielski, cons-
truimos r–hipergráficas que no contienen r–subhipergráficas inducidas de orden r + 1 y que
tienen número cromático débil arbitrariamente grande.

Definición 4.1. Sea Gr una r–hipergráfica de orden n, con conjunto de vértices V (Gr) =
{v1, v2, ..., vn} y conjunto de aristas E(Gr).
Definimos una r–hipergráfica µ(Gr) = (V (µ(Gr)), E(µ(Gr))), con conjunto de vértices

V (µ(Gr)) = V ′ ∪ {w},

donde V ′ = V (Gr)× {1, ..., r − 1}. Esto es, los vértices de µ(Gr) son de la forma

{(vi, t) | vi ∈ V (Gr), 1 ≤ t ≤ r − 1} ∪ {w},
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y conjunto de aristas

E(µ(Gr)) = {{(u1, t1), ..., (ur, tr)} | {u1, ..., ur} ∈ E(Gr)} ∪ {{(vi, 1), ..., (vi, r − 1), w}},

donde uj, vi ∈ V (Gr), 1 ≤ tj ≤ r − 1.

Ilustraremos la definición con el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.3. Sea G3 = K3
3 con V (K3

3) = {v1, v2, v3} y E(K3
3) = {{v1, v2, v3}} como se

muestra en la figura

v1

v2

v3

El conjunto de vértices de µ(K3
3) es

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

el conjunto de aristas de µ(K3
3) de la forma {(vi, 1), (vi, 2), w} es

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

el conjunto de aristas de µ(K3
3) de la forma {(u1, t1), (u2, t2), (u3, t3)} es
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{(v1, 1), (v2, 1), (v3, 1)}, {(v1, 2), (v2, 2), (v3, 2)},

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

{(v1, 1), (v2, 1), (v3, 2)}, {(v1, 1), (v2, 2), (v3, 2)},

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

{(v1, 2), (v2, 1), (v3, 1)}, {(v1, 2), (v2, 2), (v3, 1)},

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)
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{(v1, 1), (v2, 2), (v3, 1)}, {(v1, 2), (v2, 1), (v3, 2)},

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

Entonces µ(K3
3) es

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

A diferencia de la construcción de Mycielski, en esta construcción ningún “piso” de µ(Gr)
es un conjunto independiente débil, a menos que E(Gr) = ∅. En efecto, para cada t ∈
{1, 2, ..., r − 1} fijo, el conjunto {(v, t) | v ∈ V (Gr)} es una copia de Gr.

4.2.1. Conjuntos independientes máximales débiles de µ(Gr).

Sea Gr una r–hipergráfica y sea µ(Gr) la r–hipergráfica asociada a Gr como en la Sec-
ción anterior. En esta Sección estudiaremos el conjunto I(µ(Gr)) de todos los conjuntos
independientes maximales débiles de µ(Gr).

Consideremos la función proyección

π1 : V (µ(Gr)) \ {w} → V (Gr) como π1((vi, t)) = vi,

entonces el conjunto de aristas de µ(Gr) se puede ver como

E(µ(Gr)) = E1 ∪ E2,

donde

E1 = {{(u1, t1), ..., (ur, tr)} ⊆ V (µ(Gr)) \ {w} | π1({(u1, t1), ..., (ur, tr)}) ∈ E(Gr)}
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y
E2 = {{(vi, 1), ..., (vi, r − 1), w}}.

Obsérvese que un conjunto J ⊆ V (µ(Gr)) es un conjunto independiente débil si para todo
e ∈ E(µ(Gr)) se cumple que que e * J y es un conjunto independiente maximal débil si no
contiene propiamente ningún conjunto independiente débil de µ(Gr).

Aśı, para cada conjunto independiente maximal débil I = {u1, ..., us} de Gr; existen dos
tipos de conjuntos independientes maximales débiles de µ(Gr). El primer tipo, es el conjunto
LI = I × {1, 2, ..., r − 1}. El segundo tipo, es el conjunto KI obtenido de LI removiendo s
vértices, cada uno con una base diferente, y añadiendo el vértice w. Más precisamente, sea
S(LI) el conjunto de todos los s–subconjuntos de LI cuya proyección es I; esto es,

S(LI) = {S | S ⊆ LI , |S| = s y π1(S) = I}.

Entonces
KI = {{w} ∪ (LI \ S) | S ∈ S(LI)}.

Lema 4.2. Para cada r–hipergráfica Gr, se tiene que

I(µ(Gr)) = {{LI} ∪ KI | I ∈ I(Gr)}.

Demostración. Sea J := {{LI}∪KI | I ∈ I(Gr)}. Demostremos primero que cada J ∈ J
es un conjunto independiente maximal débil de µ(Gr). Después demostraremos que no existe
conjunto independiente maximal débil de µ(Gr) que no este en J .

Sea J = LI para algún I ∈ I(Gr). Como π1(J) = I es un conjunto independiente maximal
débil de Gr, ninguna arista de E1 esta contenida en J . Como w 6∈ J , ninguna arista de E2

esta contenida en J . Aśı, J es un conjunto independiente débil. Además, para cada v ∈ V \J ,
se tiene que J∪{v} contiene al menos una arista de µ(Gr), ya que si v = w, entonces s aristas
de E2 se forman (una para cada base base ui ∈ I) y si v 6= w, entonces v = (u, t) para algún
u ∈ V (Gr) \ I y t ∈ {1, ..., r − 1}. Como I es un conjunto independiente maximal débil de
Gr, entonces π1(J ∪{v}) = I ∪{u} contiene al menos una arista de Gr. Aśı, J ∪{v} contiene
una arista en E1, lo cual confirma que J es un conjunto independiente maximal débil.

Supongamos que J ∈ KI para algún conjunto independiente maximal débil I de Gr,
entonces existe S ∈ S(LI) tal que J = {w} ∪ (LI \ S). Para demostrar que J es un conjunto
independiente supóngase lo contrario, esto es, supongamos que existe e ∈ E(µ(Gr)) tal que
e ⊆ J . Si w ∈ e, entonces existe u ∈ I tal que e = {(u, 1), ..., (u, r − 1), w} que resulta
contradictorio, debido a que existe 1 ≤ s ≤ r − 1 tal que (u, s) ∈ S. Se sigue que e =
{(ui1 , t1), ..., (uir−1 , tr)} con uij ∈ I y ti ∈ {1, ..., r − 1}, entonces π1(e) ⊆ I tenemos una
contradicción. Por lo tanto, J es un conjunto independiente débil de µ(Gr). Ahora para
mostrar que J es maximal supongamos que no lo es, entonces existe un vértice (v, t) ∈
V (µ(Gr))\J tal que J ∪{(v, t)} es un conjunto independiente débil de µ(Gr). Si {(v, t)} ∈ S,
entonces J ∪ {(v, t)} no es independiente. Aśı, v ∈ V (Gr) \ I, como I es maximal, existen
vértices ui1 , ..., uir−1 ∈ I tal que {ui1 , ..., uir−1 , v} ∈ E(Gr) y existe S1 ∈ S(LI) con S1 6= S,
y π1(S1) = I y S1 ⊂ J , tal que π−11 (e) ⊂ S1 . Por lo tanto, J es un conjunto independiente
maximal débil de µ(Gr).
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Ahora probaremos que para cualquier D ∈ I(µ(Gr)) se cumple que D ∈ J .

Caso 1. w 6∈ D. Debido a que D es un conjunto independiente maximal débil de µ(Gr)
se sigue que π1(D) es un conjunto independiente maximal débil de Gr, ya que para cual-
quier v ∈ V (Gr) \ π1(D) se tiene que D ∪ {(v, t)} contiene al menos una arista en E2. Aśı,
π1(D∪{(v, t)}) = π1(D)∪{v} contiene al menos una arista. Como π1(D) es un conjunto inde-
pendiente maximal débil deGr, entoncesD = Lπ1(D) (i.e.D = π1(D)×{1, ..., r−1}). Supónga-
se que para algún v ∈ π1(D) y t ∈ {1, ..., r− 1} se tiene que (v, t) /∈ D. Entonces D∪{(v, t)}
debe contener al menos una arista en E1, contradiciendo que π1(D ∪ {(v, t)}) = π1(D). Por
lo tanto, D = Lπ1(D) ∈ J .

Caso 2. w ∈ D. Como en el caso anterior se puede mostrar que π1(D) es un conjunto
independiente maximal débil. Además, para cada v ∈ π1(D) existe al menos un ti ∈ {1, ..., r−
1} tal que (v, ti) /∈ D ya que de lo contrario D tendŕıa una arista en E2. Supongamos que
para algún v ∈ π1(D) existen t 6= t′ ∈ {1, ..., r − 1}, tal que (v, t) y (v, t′) no pertenecen a
D. Entonces D ∪ {(v, t)} debe contener al menos una arista e de µ(Gr). Pero e /∈ E1 ya que
π1(D ∪ {(v, t)}) = π1(D) es un conjunto independiente débil, y e /∈ E2 ya que (v, t′) /∈ D.
Por lo tanto, D = {Lπ1(D) \ S | S ∈ S(Lπ1(D))} ∪ {w} ∈ Kπ1(D) ⊆ J . �

4.2.2. Resultado

A continuación presentamos el teorema principal de este trabajo, utilizando la construc-
ción tipo Mycielski µ(Gr) para r–hipergráficas. El siguiente Teorema muestra que el número
cromático débil y el número cromático fraccional débil de una r–hipergráfica no estan aco-
tados superiormente por una función en términos de su número de clan.

Teorema 4.3. Supóngase que Gr = (V (Gr), E(Gr)) es una r–hipergráfica con r ≥ 3 y
E(Gr) 6= ∅, entonces las siguiente afirmaciones se cumplen:

a).- ω(µ(Gr)) = ω(Gr);

b).- χ(µ(Gr)) = χ(Gr) + 1;

c).- χf (µ(Gr)) = χf (G
r) + 1

r−1 .

Demostración.

a).- Como µ(Gr) contiene una copia de Gr, ω(Gr) ≤ ω(µ(Gr)). Supongamos que µ(Gr)
contiene una r–subhipergráfica completa Kr

k para algún k > ω(Gr). Claramente w /∈
V (Kr

k), ya que todas las aristas que contienen a w se intersectan solamente en w.
Entonces V (Kr

k) ⊆ V ′. Como cada r–subconjunto de V (Kr
k) es una arista en E2, en-

tonces para cada par de vértices diferentes (ui1 , ti) y (uj1 , tj) en V (Kr
k) se tiene que

π1((ui1 , ti)) 6= π1((uj1 , tj)). Aśı, π1(K
r
k) es una r–subhipergráfica completa de orden k

en Gr, y por lo tanto se tiene una contradicción.
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b).- Supongamos que χ(Gr) = k. Primero vamos a mostrar una (k+ 1)–coloración débil de
µ(Gr), y depués demostraremos que no existe k–coloración débil de µ(Gr).

Sea c : V (Gr) → {1, 2, ..., k} una k–coloración débil de Gr, definimos una (k + 1)–co-
loración c̃ : V (µ(Gr)) → {1, 2, ..., k, k + 1} de µ(Gr) como c̃((ui, ti)) = c(ui) para todo
1 ≤ ti ≤ r − 1, ui ∈ V (Gr), y c̃(w) = k + 1. Esta (k + 1)–coloración de µ(Gr) es débil.

1.- No existe ninguna arista monocromática que contenga al vértice w, ya que a w se
le asignó un color diferente de los k colores dados a los demás vértices de µ(Gr).

2.- Si {(ui1 , j1), (ui2 , j2), ..., (uir , jr)} es una arista monocromática de µ(Gr) entonces
{ui1 , ui2 , ..., uir} es una arista monocromática de Gr, lo que contradice el hecho
que c es una coloración débil de Gr. Por consiguiente,

k ≤ χ(µ(Gr)) ≤ k + 1.

Ahora asumimos que µ(Gr) admite una k–coloración débil (c : V (µ(Gr))→ {1, 2, ..., k}).
Sin pérdida de generalidad, sea c(w) = k. Consideremos A = {(u1, 1), ..., (us, 1)},
el conjunto de vértices de color k en V (Gr) × {1} ⊆ V ′ (A 6= ∅, de lo contrario
Gr admite una (k − 1)–coloración débil). Para cada (ui, 1) ∈ A considere la arista
ei = {(ui, 1), ..., (ui, r − 1), w} ∈ E2. Como la coloración es débil, entonces al menos
un vértice de ei, digamos (ui, ti), tiene un color, ki, diferente de k. De esta manera,
para cada uno de estos i, con 1 ≤ i ≤ s, cambiaremos el color k asignado a (ui, 1)
por el color ki. Si al hacer tal cambio no hay aristas monocromáticas en V (Gr)× {1},
entonces Gr admite una (k−1)–coloración débil, lo cual da una contradicción. Entonces
supongamos que el cambio da una arista monocromática e ⊆ V (Gr) × {1} de color l.
Como la coloración original fué débil, entonces e ∩ A 6= ∅, y ẽ = e \ (e ∩ A) 6= ∅. Pero
entonces, notemos que el conjunto ẽ ∪ {(ui, ti) | (ui, 1) ∈ e ∩ A y c((ui, ti)) = l} es una
arista monocromática de la coloración original, contradiciendo que µ(Gr) admite una
k–coloración débil. Por lo tanto, χ(µ(Gr)) = k + 1.

c).- Supongamos que χf (G
r) = a

b
para algunos enteros positivos a y b con a > b. Demostra-

remos que χf (µ(Gr)) = a
b
+ 1
r−1 exibiendo; primero, una (a(r−1)+b, b(r−1))–coloración

de µ(Gr), y después un clan fraccional de µ(Gr) con peso a
b

+ 1
r−1 .

Sea A = {1, 2, ..., a} y f : V (Gr)→ {B | B ⊆ A y |B| = b} una (a, b)–coloracióin débil
de Gr, donde f(v) = {v1, v2, . . . , vb}.

Para poder dar una (a(r − 1) + b, b(r − 1))–coloración débil de µ(Gr), definiremos dos
funciones auxiliares. Primero consideramos, para cada color i ∈ A, un nuevo conjunto
de (r − 1)–colores. Sean estos, i1, i2, ..., ir−1, y sea

Ã = {11, 12, ..., 1r−1, 21, 22, ..., 2r−1, ..., a1, a2, ..., ar−1}.

(1) Sea f̃ : V (Gr)→ {B | B ⊆ Ã y |B| = b(r − 1)} definida como

f̃(v) = {(v1)1, (v2)1, ..., (vb)1, (v1)2, (v2)2, ..., (vb)2, ..., (v1)r−1, (v2)r−1, ..., (vb)r−1}.
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(2) Sea B̃ un nuevo conjunto de b colores B̃ = {b1, b2, ...bb}. Para un u ∈ V (Gr) fijo,
definimos la función σu : A → (A \ {u1, ..., ub}) ∪ B̃ como la función que cambia
colores ui en A a uno nuevo en B. Esto es,

σu(i) =

{
bi if i = ui

i de lo contrario.

Ahora definiremos f̂ : V (µ(Gr)) → {B | B ⊆ Ã ∪ B̃ y |B| = b(r − 1)}. Comenzamos
escogiendo un vértice arbitrario pero fijo u de V (Gr).

f̂(w) = f̃(u),

f̂(v, t) = {(v1)1, . . . , (vb)1, . . . , (v1)t−1, . . . , (v
b)t−1, σu(v

1), . . . , σu(v
b), . . . , (v1)r−1, . . . (v

b)r−1}.

Aśı, la función f̂ asigna al vértice w de µ(Gr) precisamente el b(r − 1)–conjunto dado

por f̃(u). A un vértice (v, t) ∈ V ′ la función f̂ le asigna el b(r − 1)–conjunto dado por

f̃(v) donde cada color con sub-indice t, (vi)t, es remplazado por el color σu(v
i).

Para verificar que esta coloración da una coloración débil de µ(Gr) consideraremos los
dos tipos de aristas de µ(Gr); E1 y E2. En cualquiera de los casos, el hecho que Gr

tiene una (a, b)–coloración débil y la definición de f̂ , principalmente la inclusión de
σu(v

i) para i = 1, . . . b en posición t, t + 1, . . . t + (b − 1) respectivamente, implica que

es imposible ∩ri=1f̂(ei) 6= ∅ para cada vértice de una arista {e1, e2, . . . , er} ∈ E(µ(Gr)).

El siguiente paso será dar un clan fraccional g̃ de µ(Gr) con peso a
b

+ 1
r−1 .

Comenzamos con un clan fraccional g de Gr con peso a
b
. Esto es, g : V (Gr)→ [0, 1] tal

que ∑
u∈I

g(u) ≤ 1 para cada I ∈ I(Gr), (4.1)

y ∑
u∈V (Gr)

g(u) =
a

b
. (4.2)

Definimos g̃ : V (µ(Gr))→ [0, 1] como:

g̃(w) =
1

r − 1
; g̃(v, t) =

g(v)

r − 1
.

Usando (4.2), se puede verificar facilmente que el peso de g̃ es a
b

+ 1
r−1 .

De acuerdo al Lema 4.2, necesitamos observar que g̃ es un clan fraccional de µ(Gr).
Consideramos dos casos.

Si J = LI para algún I ∈ I(Gr), entonces J = I × {1, . . . , r − 1}. Por definición y
usando (4.1) obtenemos que∑

(u,t)∈J

g̃(u, t) = (r − 1)
∑
u∈I

g(u)

r − 1
≤ 1.
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Si J ∈ KI para algún I ∈ I(Gr), entonces J = {w} ∪ LI \ S para algún S ∈ S(LI).
Otra ves, por definición y usando (4.1) se tiene que∑
v∈J

g̃(v) = g̃(w) +
∑

(u,t)∈J\w

g̃(u, t) =
1

r − 1
+ (r − 2)

∑
u∈I

g(u)

r − 1
≤ 1

r − 1
+
r − 2

r − 1
= 1.

Entonces g̃ es un clan fraccional de µ(Gr) con peso a
b

+ 1
r−1 y considerando la existencia

de una (a(r − 1) + b, b(r − 1))–coloración débil de µ(Gr), esto da que χf (µ(Gr)) =
χf (G

r) + 1
r−1 .

�

Ejemplo 4.4. Sea G3 = K3
3 una 3–hipergráfica del Ejemplo 4.3 donde V (K3

3) = {v1, v2, v3}
y E(K3

3) = {{v1, v2, v3}},

v1

v2

v3

entonces χ(K3
3) = 2,

v1

v2

v3

y χf (K
3
3) = 3

2
.

=  1

=  2

=  3

Tabla{1,2}{2,3} {1,3}

Tenemos que µ(K3
3) es

W

(V1,1) (V2,1) (V3,1)

(V1,2) (V2,2) (V3,2)

donde χ(µ(K3
3)) = 3

=  1

=  2

=  3

Tabla

{1}

{2}

{3}{2} {2}

{2}{3}
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y χf (µ(Gr)) = 4
2
.

=  1

=  2

=  3

=  4

Tabla

{1,2}{1,3}

{1,4}

{2,3}

{2,4}

{3,4} {1,3}

4.3.– Construcción generalizada de Mycielski para r–hipergráficas.

En esta sección vamos a dar una costrucción de una familia de r–hipergráficas que no
contienen r–subhipergráficas completas de orden r + 1. Esta construcción es una generaliza-
ción de la construcción de Mycielski.

Sea Gr una r–hipergráfica de orden n, con conjunto de vértices V (Gr) = {v1, ..., vn} y
conjunto de aristas E(Gr). Definimos µ̃(Gr) como sigue:

µ̃(Gr) = (V (µ̃(Gr)), E(µ̃(Gr))).

i) El conjunto de vértices de µ̃(Gr) es

V (µ̃(Gr)) = V ′ ∪ {w},

donde V ′ = V (Gr)× {1, 2, ..., r}. Esto es, V ′ = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr con Vt = {(v, t) | v ∈
V (Gr)} para cada t ∈ {1, 2..., r}.

Entonces, definimos la función proyección

π1 : V (µ̃(Gr)) \ {w} → V (Gr) como π1((vi, t)) = vi.

ii) El conjunto de aristas de µ̃(Gr) es

E(µ̃(Gr)) = E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4,

donde

E1 = {A | A ⊆ V1, |A| = r y π1(A) ∈ E(Gr)};
E2 = {A | A = {(u1, t1), ..., (ur, tr)} ⊂ V ′, π(A) ∈ E(Gr) y ti 6= tj ∀i 6= j};
E3 = {A ∪ {w} | A = {(u2, t2), ..., (ur, tr)} ⊂ V ′ \ V1, |π1(A)| = r − 1,

π1(A) ⊂ e para alguna e ∈ E(Gr) y ti 6= tj ∀i 6= j} y

E4 = {{(u, 2), (u, 3), ..., (u, r), w} | deg(u) = 0}.
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Observación 4.1: Si en la construcción anterior consideramos r = 2 tenemos la construc-
ción de Mycielski. Además para todo 2 ≤ j ≤ r se tiene que V (Gr) × {j} es un conjunto
independiente fuerte de µ̃(Gr) por construcción.

Consideremos el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.5. Consideremos la 3–hipergráfica del Ejemplo 4.3 donde V (K3
3) = {v1, v2, v3}

y E(K3
3) = {{v1, v2, v3}} como se muestra en la siguiente figura
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V1

V2

V3

El conjunto de vértices de µ̃(K3
3) es

(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)

el conjunto de aristas en E1 de µ̃(K3
3) es

(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)

el conjunto de aristas en E2 de µ̃(K3
3) es

(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)

el conjunto de aristas en E3 de µ̃(K3
3) es
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(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)

el conjunto de aristas en E4 de µ̃(K3
3) es el conjunto vaćıo y por lo tanto, µ̃(K3

3) es

(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)

4.3.1. Conjuntos independientes maximales fuertes de µ̃(Gr).

Sea Gr una r–hipergráfica y sea µ̃(Gr) la r–hipergráfica asociada a Gr como en la Sec-
ción anterior. En esta Sección estudiaremos el conjunto I(µ̃(Gr)) de todos los conjuntos
independientes maximales fuertes de µ̃(Gr).

Recordemos que un conjunto J ⊆ V (µ̃(Gr)) es un conjunto independiente fuerte si para
todo e ⊆ E(µ̃(Gr)) se cumple que |e ∩ J | ≤ 1 y es un conjunto independiente maximal fuerte
si no contiene propiamente ningún conjunto independiente fuerte de µ̃(Gr).

Lema 4.4. Para cada r–hipergráfica Gr, se tiene que

I(µ̃(Gr)) = A ∪ B ∪ C,

donde A = {I × {1, ..., r} | I ∈ I(Gr)}, B = {I × {1} ∪ {w} | I ∈ I(Gr)} y C = {V (Gr) ×
{ti} | 2 ≤ ti ≤ r}.

Demostración. Primero probaremos que A ∪ B ∪ C ⊆ I(µ̃(Gr)).

1. Comenzemos demostrando que A = {I × {1, ..., r} | I ∈ I(Gr)} son conjuntos inde-
pendientes maximales fuertes de µ̃(Gr). Sea J ∈ A, entonces existe I ∈ I(Gr) tal que
J = I × {1, ..., r}.
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J es un conjunto independiente fuerte de µ̃(Gr), ya que si existe e ∈ E(µ̃(Gr)) tal que
|e ∩ J | ≥ 2, entonces |π1(e) ∩ π1(J)| = |π1(e) ∩ I| ≥ 2 contradiciendo el hecho que I es
un conjunto independiente fuerte de Gr.

Ahora mostraremos que J es un conjunto independiente maximal fuerte de µ̃(Gr).
Supongamos lo contrario, esto es, que existe x ∈ µ̃(Gr) \ J tal que J ∪ {x} es un
conjunto independiente fuerte de µ̃(Gr).

Supongamos que x = w. Si existe un vértice u ∈ I con deg(u) = 0, entonces e =
{(u, 2), ..., (u, r), w} ⊆ J ∪ {w} es arista de µ̃(Gr) (en E4). Para cada vértice u ∈ I, se
tiene que deg(u) ≥ 1 por lo que existe al menos una arista e ∈ E(Gr) tal que u ∈ e.
Entonces, existe una arista de µ̃(Gr) (en E3) que contiene a w y al vértice (ui, ti) para
algún (ui, ti) ∈ J por la construcción de µ̃(Gr). Por lo tanto, si x = w se tiene que
J ∪ {x} no es un conjunto independiente fuerte de µ̃(Gr).

Supongamos que x = (ui, ti), claramente π1(x) ∈ V (Gr) \ I ya que de lo contrario
x ∈ J . Como I es un conjunto independiente maximal fuerte, se tiene que I ∪ {π1(x)}
no es un conjunto independiente fuerte de Gr. Entonces existe al menos una arista de
Gr que contiene a u y a π1(x) para algún u ∈ I, se sigue entonces que existe al menos
una arista de µ̃(Gr) (en E1 o E2) que contiene a (ui, ti) y x para algún (ui, ti) ∈ J . Aśı,
J ∪ {x} no es un conjunto independiente fuerte de µ̃(Gr).

Por lo tanto, J es un conjunto independiente maximal fuerte de µ̃(Gr).

2. Ahora, demostremos que los elementos de B = {I×{1}∪{w} | I ∈ I(Gr)} son conjuntos
independientes maximales fuertes de µ̃(Gr). Sea J ∈ B, entonces existe I ∈ I(Gr) tal
que J = I × {1} ∪ {w}.

Mostremos que J es un conjunto independiente fuerte de µ̃(Gr). Supongamos que existe
e ∈ E(µ̃(Gr)) tal que |e ∩ J | ≥ 2. Como I es independiente fuerte |e ∩ I × {1}| ≤ 1,
entonces la arista e contiene un vértice en I × {1} y contiene a w, por contrucción de
µ̃(Gr) esto es imposible.

Ahora, vamos a demostrar que J es un conjunto independiente maximal fuerte. Supon-
gamos que existe x ∈ V (µ̃(Gr)) \J tal que J ∪{x} es un conjunto independiente fuerte
de µ̃(Gr).

Supongamos que x = (ui, ti) para algún ui ∈ I y algún 2 ≤ ti ≤ r. Si deg(ui) = 0,
entonces existe una arista de µ̃(Gr) (en E4) que contiene a x = (ui, ti) y a w. Si
deg(ui) ≥ 1, entonces existe una arista de Gr que contiene a ui de aqúı se sigue la
existencia de una arista de µ̃(Gr) (en E3) que contiene a x = (ui, ti) y a w. Entonces
π1(x) /∈ I.

Supongamos que x = (v, ti) para algún v ∈ V (Gr) \ I y algún 1 ≤ ti ≤ r. Como I es
un conjunto independiente maximal fuerte de Gr existe al menos una arista de E(Gr)
que contiene a v y a algún ui ∈ I, entonces existe al menos una arista de µ̃(Gr) (en E3)
que contiene x = (v, ti) y a w.
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Por lo tanto, J es un conjunto independiente maximal fuerte de µ̃(Gr).

3. Finalmente probaremos que C = {V (Gr) × {ti} | 2 ≤ ti ≤ r} son conjuntos indepen-
dientes maximales fuertes de µ̃(Gr). Sea J ∈ C, entonces J = V (Gr)× {ti} para algún
2 ≤ ti ≤ r y por construcción este es un conjunto independiente maximal fuerte de
µ̃(Gr).

Sólo resta mostrar ahora que I(µ̃(Gr)) ⊆ A ∪ B ∪ C.
Para todo I ∈ I(µ̃(Gr)), se tiene que π1(I) es un conjunto independiente maximal fuerte

de Gr. Por lo tanto, (I = π1(I) × {1, ..., r}) o (I = π1(I) × {1} ∪ {w}) o (I = π1(I) × {ti}
para π1(I) = V (Gr) y algún 2 ≤ ti ≤ r). Lo que concluye la demostración. �

4.3.2. Resultado

A continuación vamos a demostrar que el número cromático fuerte y número cromáti-
co fraccional fuerte de una r–hipergráfica tampoco estan acotados superiormente por una
función de su número de clan. Utilizaremos la construcción generalizada de Mycielski µ̃(Gr)
para r–hipergráficas.

Teorema 4.5. Supóngase que Gr = (V (Gr), E(Gr)) es una r–hipergráfica con r ≥ 2 y
E(Gr) 6= ∅, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

a).- ω(µ̃(Gr)) = ω(Gr);

b).- χs(µ̃(Gr)) = χs(Gr) + 1;

c).- χsf (µ̃(Gr)) = χsf (G
r) + r−1

χs
f (G

r)
.

Demostración.

a).- Supongamos que Gr no contiene a Kr
r+1, vamos a demostrar que µ̃(Gr) no contiene a

Kr
r+1. Supóngase lo contrario, esto es, que µ̃(Gr) si contiene algún Kr

r+1, entonces

1. Si w ∈ V (Kr
r+1), se tiene que los r–vértices restantes estan contenidos en V (Gr)×

{2, ...r} contradicción, ya que no existe aristas en Gr × {2, ..., r} por la definición
de µ̃(Gr).

2. Como Gr no contiene a Kr
r+1 y cada V (Gr)× {j} para 1 < j ≤ r es un conjunto

independiente, entonces Kr
r+1 * Gr × {i} para toda 1 ≤ i ≤ r.

3. Sea V (Kr
r+1) = {(u1, σ1), ..., (ur+1, σr+1)} como Kr

r+1 es una r–hipergráfica de
µ̃(Gr) entonces cada r–subconjunto de V (Kr

r+1) es una arista de Kr
r+1 si y sólo si

cada cada r–subconjunto de {u1, ..., ur+1} es una arista de Kr
r+1 si y sólo si Kr

r+1

es una r–subhipergráfica de Gr, se tiene una contradicción.

Por lo tanto, µ̃(Gr) no contiene a Kr
r+1.
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b).- Supongamos que χs(Gr) = k, por demostrar que χs(µ̃(Gr)) = k+ 1. Como E(Gr) 6= ∅,
entonces k ≥ r.

1. Primero mostraremos que χs(µ̃Gr) ≤ k + 1. Como χs(Gr) = k, existe una k–
coloración fuerte c : V (Gr) → {1, 2, ..., k} de Gr. Def́ınase una (k + 1)–coloracón
c̃ de µ̃(Gr) de la siguiente manera:

c̃ : V (µ̃(Gr))→ {1, 2, ..., k, k + 1},

para cada vértice ui ∈ V (Gr) y 1 ≤ ti ≤ r. Si deg(ui) = 0, entonces c̃((ui, ti)) = ti.
Si deg(ui) > 0, entonces c̃((ui, ti)) = c(ui) y c̃(w) = k+ 1. Esta (k+ 1)–coloración
de µ̃(Gr) es una (k+ 1)–coloración fuerte ya que de lo contrario, existe una arista
e ∈ E(µ̃(Gr)) con al menos dos de sus vértices con el mismo color asignados por la
coloración c̃. Como c̃ asignó un color diferente a w que a todos los demás colores
asignados al resto de los vértices, entonces e 6= {(ui, 2), ..., (ui, r), w} si deg(ui) = 0
por definición de c̃ y como e 6= {(u1, t1), ..., (ur−1, tr−1), w} para alguna arista
{u1, ..., ur} ya que c es una coloración fuerte de Gr. Si w /∈ e, como π1(e) ∈ E(Gr)
y c es una coloración fuerte, entonces c̃ asignó diferentes colores a todos los vértices
de e. Aśı, c̃ es una (k + 1)–coloración fuerte de µ̃(Gr).

Por lo tanto,

k ≤ χs(µ̃(Gr)) ≤ k + 1.

2. Ahora vamos a mostrar que µ̃(Gr) no acepta una k–coloración fuerte. Supongamos
que µ̃(Gr) tiene una k–coloración fuerte la cual restringida a Gr × {1} es fuerte
debido a que por hipótesis χs(µ̃(Gr)) = k.

Sin pérdida de generalidad supongamos que la k–coloración fuerte de µ̃(Gr) asigna
a w el color k de los k–colores de {1, ..., k}.

Sea A = {(u1, 1), ..., (ut, 1)} el conjunto de vértices en Gr × {1} que reciben el
color k por la k–coloración fuerte de µ̃(Gr).

A 6= ∅ ya que de lo contradio Gr tiene una (k − 1)–coloración fuerte.

Para cada 1 ≤ i ≤ t vamos a cambiar el color de (ui, 1) de la siguiente manera:

i) Si existe e ∈ E(µ̃(Gr)) tal que {(ui, r), w} ⊆ e, entonces (ui, r) tiene asignado
un color diferente a w ya que la k–coloración es fuerte. Entonces asignamos
al vértice (ui, 1) el color del vértice asignado a (ui, r).

ii) Si para todo e ∈ E(µ̃(Gr)) se tiene que {(ui, r), w} * e entonces ui es un
vértice aislado y podemos cambiar el color k asignado a (ui, 1) por cualquiera
de los (k − 1)–colores restantes.

De i) y ii) tenemos construida una (k − 1)–coloración fuerte para Gr, contradic-
ciendo la hipótesis de que χs(Gr) = k.
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Por lo tanto,

χs(µ̃(Gr)) = k + 1.

c.-) Supongamos que χsf (G
r) = a

b
para algunos enteros positivos a y b con b ≤ a. Demostra-

remos que χsf (µ̃(Gr)) = a
b
+ b(r−1)

a
exhibiendo primero, una (a2+(r−1)b2, a·b)–coloración

de µ̃(Gr), y después un clan fraccional de µ̃(Gr) con peso a
b

+ b(r−1)
a

.

Sea A = {1, 2, ..., a} y f : V (Gr)→ {B | B ⊆ A y |B| = b} una (a, b)–coloración fuerte
de Gr, donde f(v) = {v1, v2, . . . , vb}.

Para poder dar una (a2 + (r− 1)b2, a · b)–coloración fuerte de µ̃(Gr), vamos asignarle a
cada color i ∈ A un conjunto de a–colores distintos, sean estos, i1, i2, ..., ib, ib+1, ..., ia.
Se obtiene un conjunto de a2–colores diferentes

Ã = {11, 12, ..., 1b, 1b+1, ..., 1a, 21, 22, ..., 2b, 2b+1, ..., 2a, ..., a1, a2, ..., ab, ab+1, aa}.

Considérese B̃ = {2̄1, ..., 2̄b2 , 3̄1, ..., 3̄b2 , ..., r̄1, ..., r̄b2} un conjunto de (r − 1)b2–colores

diferentes con Ã ∩ B̃ = ∅.

Def́ınase f̃ : V (µ̃(Gr))→ {B | B ⊆ Ã ∪ B̃ y |B| = a · b} como

f̃(w) = {11, ..., 1b, 21, ..., 2b, ..., a1, ..., ab};

f̃((v, 1)) = {v11, ..., v1a, v21, ..., v2a, ..., vb1, ..., vba};

f̃((v, j̄)) = {v1b+1, ..., v
1
a, v

2
b+1, ..., v

2
a, ..., v

b
b+1, ..., v

b
a, j̄1, ..., j̄b2};

para cada v ∈ V (Gr), 2 ≤ j̄ ≤ r con f(v) = {v1, ..., vb}.

Observación 4.2: La función f̃ es una (a2 + (r − 1)b2, a · b)–coloración de µ̃(Gr).

Vamos a demostrar que esta (a2 +(r−1)b2, a ·b)–coloración es una (a2 +(r−1)b2, a ·b)–
coloración fuerte de µ̃(Gr). Supóngase que existe una aristas e de µ̃(Gr) que no es
heterocromática.

1. Si e ∈ E1, entonces e = {(u1, 1), ..., (ur, 1)} donde π1(e) ∈ E(Gr), ya que e no es
heterocromática, existen al menos dos vértices diferentes (ui, 1), (uj, 1) ∈ e tal que
f̃((ui, 1)) ∩ f̃((uj, 1)) 6= ∅ por la definición de f̃ se sigue que f(ui) ∩ f(uj) 6= ∅
contradicciendo el hecho que f es una (a, b)–coloración fuerte de Gr.

2. Si e ∈ E2, entonces e = {(u1, t1), ..., (ur, tr)} con π1(e) ∈ E(Gr) y ti 6= tj para
cada i 6= j, debido a que e no es heterocromática, existen al menos dos vértices
distintos (u, t), (v, s) ∈ e tal que f̃((u, t)) ∩ f̃((v, s)) 6= ∅. Si t, s 6= 1, entonces

{u1b+1, ..., u
1
a, ..., u

b
b+1, ..., u

b
a, t1, ..., tb2} ∩ {v1b+1, ..., v

1
a, ..., u

b
b+1, ..., v

b
a, s1, ..., sb2} 6= ∅
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como t 6= s, entonces {t1, ..., tb2} ∩ {s1, ..., sb2} = ∅, entonces f(u) ∩ f(v) 6= ∅ lo
que contradice que f sea una (a, b)–coloración fuerte de Gr. Ahora, sin pérdida de
generalidad supongamos que t = 1, entonces

{u11, ..., u1a, ..., ub1, ..., uba} ∩ {v1b+1, ..., v
1
a, ..., u

b
b+1, ..., v

b
a, s1, ..., sb2} 6= ∅,

entonces f(u) ∩ f(v) 6= ∅ que contradice que f sea una (a, b)–coloración fuerte de
Gr.

3. Si e ∈ E3, entonces e = {(u2, t2), ..., (ur, tr), w} donde |π1(e)| = r− 1, π1(e) ⊂ e ∈
E(Gr) y ti 6= tj ∈ {2, ..., r}. Por la definición de f̃ se sigue que e es heterocromática.

4. Si e ∈ E4, entonces e = {(u, 2), ..., (u, r), w} donde deg(u) = 0, por la definición
de f̃ se tiene que e es heterocromática.

Por lo tanto,

χsb(µ̃(Gr)) ≤ χsf (G
r) +

r − 1

χsf (G
r)
.

El siguiente paso será dar un clan fraccional g̃ de µ̃(Gr) con peso a
b

+ (r−1)b2
a·b .

Sea g : V (Gr)→ [0, 1] un clan fraccional fuerte de Gr, tal que∑
u∈V (Gr)

g(u) = ωsf (G
r).

Definimos una función g′ : V (µ̃(Gr))→ [0, 1] como sigue:

g′(w) =
r − 1

ωsf (G
r)

;

g′((u, 1)) = (1− r − 1

ωsf (G
r)

)g(u);

g′((u, j)) =
1

ωsf (G
r)
g(u) para2 < j ≤ r.

Ahora mostraremos que g′ es un clan fraccional fuerte de µ̃(Gr). Por el Lema 4.4, se
tienen que probar tres casos para los conjuntos independientes fuertes de µ̃(Gr)

Caso 1) Sea I1 ∈ A = {I × {1, ..., r} | I ∈ Is(Gr)},∑
v∈I1

g′(v) =
∑

(u,1)∈I×{1}

g′((u, 1)) +
∑

(u,j)∈I×{2,..,r}

g′((u, j))

=
∑
u∈I

(1− r − 1

ωsf (G
r)

)g(u) + (r − 1)
∑
u∈I

1

ωsf (G
r)
g(u)

= (1− r − 1

ωsf (G
r)

)
∑
u∈I

g(u) + (r − 1)
1

ωsf (G
r)

∑
u∈I

g(u)

≤ (1− r − 1

ωsf (G
r)

) +
r − 1

ωsf (G
r)

= 1.
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Caso 2) Sea I1 ∈ B = {I × {1} ∪ {w} | I ∈ Is(Gr)},

∑
v∈I1

g′(v) =
∑

(u,1)∈I×{1}

g′((u, 1)) + g′(w)

=
∑
u∈I

(1− r − 1

ωsf (G
r)

)g(u) +
r − 1

ωsf (G
r)

= (1− r − 1

ωsf (G
r)

)
∑
u∈I

g(u) +
r − 1

ωsf (G
r)

≤ (1− r − 1

ωsf (G
r)

) +
r − 1

ωsf (G
r)

= 1.

Caso 3) Sea I1 ∈ C = {V (G) × {ti} ∪ | 2 ≤ ti ≤ r},

∑
v∈I1

g′(v) =
∑

(u,ti)∈V (Gr)×{ti}

g′((u, 1))

= (
1

ωsf (G
r)

)
∑

u∈V (Gr)

g(u)

= 1.

Por lo tanto g′ es un clan fraccional fuerte de µ̃(Gr) con peso∑
v∈V (µ̃(Gr))

g′(v) =
∑

(u,j)∈V (Gr)×{1,...,r}

g′((u, j)) + g′(w)

=
∑

(u,1)∈V (Gr)×{1}

g′((u, 1)) +
∑

(u,j)∈V (Gr)×{2,..,r}

g′((u, j)) + g′(w)

=
∑

u∈V (Gr)×{1}

(1− r − 1

ωsf (G
r)

)g(u) + (r − 1)
∑

u∈V (Gr)

1

ωsf (G
r)
g(u) + g′(w)

= (1− r − 1

ωsf (G
r)

)
∑

u∈V (Gr)

g(u) + (r − 1)
1

ωsf (G
r)

∑
u∈V (Gr)

g(u) + g′(w)

= (1− r − 1

ωsf (G
r)

)ωsf (G
r) + (r − 1)

1

ωsf (G
r)
ωsf (G

r) +
r − 1

ωsf (G
r)

= ωsf (G
r) +

r − 1

ωsf (G
r)
.

Entonces,

χsf (µ̃(Gr)) = ωsf (µ̃(Gr)) ≥ ωsf (G
r) +

r − 1

ωsf (G
r)
.
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Por lo tanto,

χsf (G
r) +

r − 1

χsf (G
r)

= ωsf (G
r) +

r − 1

ωsf (G
r)
≤ ωsf (µ̃(Gr)) = χsf (µ̃(Gr)) ≤ χsf (G

r) +
r − 1

χsf (G
r)
.

�

Ejemplo 4.6. Consideremos la 3–hipergráfica del Ejemplo 4.5 donde V (K3
3) = {v1, v2, v3}

y E(K3
3) = {{v1, v2, v3}},

V1

V2

V3

entonces χs(K3
3) = 3

v1

v2

v3

y χsf (K
3
3) = 3

=  1

=  2

=  3

=  4

=  5

=  6

Tabla
{1,4} {2,5}{3,6}

Además se tiene que µ̃(K3
3) es

(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)
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con χs(µ̃(K3
3)) = 4

(V1,1)

(V3,3)

(V2,1)

(V
1,
2)

(V2,3)

(V
1,3

)

(V3,2)

(V3,1)

W

(V2,2)

y χsf (µ̃(K3
3)) = 11

3
.

=  1

=  2

=  3

=  4

Tabla

=  5

=  6

=  7

=  8

=  9

=  10
{4,5,1}

=  11

{4,5,6}

{4,5,10}

{2,7,11}

{2,6,11}

{2,10,11}

{3,8,9}

{6,8,9}

{8,9,10}

{1,3,7}

{2,6,11}

{2,10,11}

A continuación consideramos la gráfica prima G′(Gr) de una r–hipergráfica Gr.

Lema 4.6. Sea µ(G′(Gr)) la gráfica asociada a G′(Gr) por la construcción de Mycielski.
Entonces

1) χs(µ̃(Gr)) = χ(µ(G′(Gr)))

2) χsf (µ̃(Gr)) = χf (µ(G′(Gr))) +
r − 2

χf (G′(Gr))
.

Demostración.

1. Por el Lema 3.1 y los Teoremas (4.1, 4.5) se tiene que

χs(µ̃(Gr)) = χs(Gr) + 1 = χ(G′(Gr)) + 1 = χ(µ(G′(Gr))).
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2. Por el Lema 3.1 y los Teoremas (4.1, 4.5) se tiene que

χsf (µ̃(Gr)) = χsf (G
r) +

r − 1

χsf (G
r)

= χf (G′(Gr)) +
r − 1

χf (G′(Gr))

= χf (G′(Gr)) +
1

χf (G′(Gr))
+

r − 2

χf (G′(Gr))

= χf (µ(G′(Gr))) +
r − 2

χf (G′(Gr))
.

�

Sea Gr la r—hipergráfica completa con r vértices, Kr
r , para r ≥ 3. Definimos recursiva-

mente Gn = µn−1(Gr) para n ≥ r y n ∈ Z.

El Teorema 4.3 muestra que ω(Gn) = ω(Kr
r ) = r y que el número cromático débil de

Gn, χ(Gn), es n+ 1 (este resultado fué conocido por Mycielski para gráficas en 1955 [9]). El
Teorema también muestra que el número cromático fraccional débil de Gn, χf (Gn), es igual
a an donde a1 = 2, an+1 = an + 1

r−1 . Esta sucesión tiende a ∞ cuando n→∞.

El Teorema 4.5 muestra que ω(Gn) = ω(Kr
r ) = r, que el número cromático fuerte de Gn,

χs(Gn), es n + r − 1 y que el número cromático fraccional fuerte de Gn , χsf (Gn), es igual a

an donde a1 = r, an+1 = an + r−1
an

. Esta sucesión también tiende a ∞ cuando n→∞.

Considerando la construcción recursiva de Gn obtenemos ls siguientes corolarios.

Corolario 4.7.

χ(Gn)− χf (Gn)→∞,

χf (Gn)− ω(Gn)→∞,

χ(Gn)

χf (Gn)
→∞,

y
χf (Gn)

ω(Gn)
→∞.

Demostración. Se tiene que

χ(Gn)− χf (Gn) =
3r − 2− r2

r − 1
+
n(r − 2)

r − 1
,

esta sucesión tiende a infinito cuando n→∞ ya que r es fijo.
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También tenemos que

χf (Gn)− ω(Gn) =
n− r(r − 1)

r − 1
,

tiende a infinito cuando n→∞ por ser r fijo.
Además χ(Gn)−χf (Gn)→∞, ya que χ(Gn) crece más rapido que χf (Gn) y por lo tanto,

χ(Gn)

χf (Gn)
→∞

Por un razonamiento análogo se tiene que
χf (Gn)

ω(Gn)
→∞. �

Corolario 4.8.
χs(Gn)− χsf (Gn)→∞,

χsf (Gn)− ω(Gn)→∞,

χs(Gn)

χsf (Gn)
→∞,

y
χsf (Gn)

ω(Gn)
→∞.

Demostración. Análogo a la demostración del Corolario previo. �



Caṕıtulo 5

r–hipergráficas con número cromático
acotado por una función de su número
de clan

Sabemos que el número cromático de una gráfica puede ser k sin que esta contenga
subgráficas completas de tamaño k. Hecho que se generalizó para r–hipergráficas en el Caṕıtu-
lo 4. Ahora vamos a describir una familia de r–hipergráficas con número cromático débil
acotado superiormente por una función de su número de clan. Daremos algunas definiciones
y resultados que utilizaremos para dar cotas del número de perforaciones (piercing number)
de ciertas familias de r–planos asociados a familias de r–hipergráficas.

Definición 5.1. Una r–hipergráfica Gr se llama libre de arista–vértice (edge-vertex free) si
dada e ∈ E(Gr) y v ∈ V (Gr) con v /∈ e, al menos dos de los subconjuntos de tamaño r de
e ∪ {v} pertenece a E(Gr).

Ejemplo 5.1. Considérese la 3–hipergráfica G3, donde

V (G3) = {1, 2, 3, 4, 5} y E(G3) = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}}

como se muestra en la siguiente figura

1

2

3

45

Se tiene que G3 es libre de arista–vértice.

Definición 5.2. De manera similar, una r–hipergráfica Gr se llama libre de arista–vértice
fuerte (strong edge-vertex free) si para cada e ∈ E(Gr) y v ∈ V (Gr) con v /∈ e, todos excepto
posiblemente uno de los subconjuntos de tamaño r de e ∪ {v} pertenece a E(Gr).

71



72
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Ejemplo 5.2. Considérese la 3–hipergráfica H3, donde V (H3) = {1, 2, 3, 4, 5} y

E(H3) = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}}

como se muestra en la siguiente figura

1

2

3

45

Se tiene que H3 es libre de arista–vértice fuerte.

Por otro lado, si consideramos la 3–hipergráfica del Ejemplo 5.4 esta no es libre de arista–
vértice fuerte ya que si consideramos la arista e = {1, 2, 3} y el vértice u = 4 de G3, de los
4 subconjutos de 3–vértices del conjunto {1, 2, 3, 4} solamente 2 de estos subconjuntos son
aristas de G3.

Teorema 5.1. Sea Gr una r–hipergráfica libre de arista–vértice fuerte con r > 1. Entonces

χ(Gr) ≤
(
ω(Gr)

r − 1

)
.

Demostración. Consideremos un subconjunto W de r+1 vértices de Gr. Como Gr es libre
de arista–vértice fuerte, entonces, tenemos que si dos subconjuntos diferentes de tamaño r de
W no pertenecen a E(Gr), entonces W es un subconjunto independiente de V (Gr), es decir,
cada subconjunto de tamaño r de W no pertenece a E(Gr). Esto implica inmediatamente
que si U y V son subconjuntos independientes de V (Gr) y |U ∩ V | ≥ r − 1, entonces U ∪ V
es un subconjunto independiente de V (Gr). En particular, tenemos que para cualesquiera
subconjuntos S ⊂ V (Gr) de tamaño r−1, hay un único subconjunto independiente maximal
I(S) que contiene a S.

Sea n = ω(Gr) y sean {v1, ..., vn} ⊂ V (Gr) los vértices de la r–subhipergráfica completa
de Gr. Es decir, cualquier subconjunto de tamaño r de {v1, ..., vn} es una arista de Gr.
Para cualquier subconjunto S ⊂ {v1, ..., vn} de tamaño r − 1, consideremos el conjunto
independiente I(S). Primero notemos que la colección {I(S)|S ⊂ {v1, ..., vn} y |S| = r − 1}
es una cubierta de V (Gr), de conjuntos independientes. Esto es aśı, porque si v0 ∈ V (Gr)−
{v1, ..., vn}, entonces, por la maximalidad de ω(Gr), {v0, v1, ..., vn} no son los vértices de
una subhipergráfica completa de Gr, por lo que existe un subconjunto S0 ⊂ {v1, ..., vn} con
|S0| = r − 1 tal que S0 ∪ {v0} no es arista de Gr. Por lo tanto, v0 ∈ I(S0). La prueba del
Teorema concluye observando que la colección {I(S)|S ⊂ {v1, ..., vn} y |S| = r − 1} tiene(
n
r−1

)
elementos. �
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Conjetura: Sea Gr una r–hipergráfica libre de arista–vértice, r > 1. Entonces el número
cromático χ(Gr) es acotado por una función del número de clan ω(Gr).

Conjetura: Sea Gr una r–hipergráfica libre de arista–vértice fuerte, r > 1. Entonces

χ(Gr) ≤ ω(Gr).

Definición 5.3. Sea F una familia de intervalos en Rd. La 3–hipergráfica G3(F) asociada
con F tiene como conjunto de vértices los elementos de F , y tres intervalos I, J,K de F
dan lugar a una arista de G3(F) si y sólo si I ∩ J ∩ K = ∅, es decir, V (G3(F)) = F y
E(G3(F)) = {{I, J,K} | {I, J,K} ⊆ V (G3(F)) y I ∩ J ∩K = ∅}.

Ejemplo 5.3. Dada una familia F = {I, J,K, L,M} de intervalos en Rd, la 3–hipergráfica
asociada con F es G3(F) = (V (G3(F)), E(G3(F))), donde V (G3(F)) = {I, J,K, L,M} y

E(G3(F)) = {{J, L,M}, {J,K,M}, {I, J, L}, {I,K, L}, {I, J,K}, {I,K,M}, {I, L,M}, {K,L,M}}

como se muestra en la siguiente figura

I

J

K

L

M
G3( )

I

L

K

J

M

Lema 5.2. Para cualquier familia F de intervalos en Rd la 3–hipergráfica G3(F) es libre de
arista–vértice.

Demostración. Sea {I1, I2, I3} ∈ E(G3(F)), es decir, I1∩I2∩I3 = ∅. Supóngase que existe
I0 ∈ F con I0 /∈ {I1, I2, I3} y cada una de las tripletas {I0, I1, I2}, {I0, I1, I3} y {I0, I2, I3} no
son aristas de G3(F), esto es, I0 ∩ I1 ∩ I2 6= ∅, I0 ∩ I1 ∩ I3 6= ∅ y I0 ∩ I2 ∩ I3 6= ∅. Esto implica
que existen tres puntos distintos a12 ∈ I0∩I1∩I2, a13 ∈ I0∩I1∩I3 y a23 ∈ I0∩I2∩I3,entonces
estos puntos pertenecen a I0, es decir, son colineales, lo cual produce una contradicción ya
que si a12 ∈ I1 ∩ I2, a13 ∈ I1 ∩ I3, a23 ∈ I2 ∩ I3 y como I1 ∩ I2 ∩ I3 = ∅ los tres puntos no
pueden ser colineales como se muestra en la figura
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I1

I2

I3

a13

a12 a23

�

Uno de los resultados clásicos de la Geometŕıa Discreta es el Teorema de Helly, que dice
lo siguiente: “dada F una familia finita de conjuntos convexos en Rd, si cada d+ 1 elementos
de F se intersecan, entonces todos los elementos de F se intersecan”. Este resultado también
es cierto para familias infinitas, siempre y cuando los conjuntos convexos sean acotados (sin
embargo en nuestro trabajo consideramos sólo familias finitas de conjuntos convexos).

En particular, este Teorema de Helly diŕıa que en una familia F de conjuntos convexos
en el plano, si cada 3 elementos de F se intersecan, entonces por el Teorema de Helly se sigue
que la intersección de todos los elementos de F es no vaćıa.

Definición 5.4. Una familia de conjuntos se llama n–perforable si existe un conjunto de n
puntos de tal manera que cada elemento de la familia contiene al menos uno de los puntos. El
mı́nimo número n para el cual la familia es n–perforable se llama el número de perforaciones
y se denota por π(F).

En el caso de una familia de conjuntos convexos que cumplen que cada d + 1–conjuntos
de ellos se intersecan, por Helly esto querrá decir que π(F) = 1, es decir, que es 1–perforable.

Definición 5.5. Una familia de conjuntos satisface la (p, q)–propiedad si para cada p ele-
mentos de la familia, q de ellos tienen intersección no vaćıa o son 1–perforables.

Por ejemplo si ocurre que para cada 4 elementos de F , existen 3 que se intersecan,
decimos que F satisface la propiedad (4, 3). El número de perforaciones y (p, q)–propiedad
son ampliamente estudiados en la Geometŕıa Discreta y hay muchos problemas interesantes
que involucran a estos dos parámetros, para más referencias, véase [12, 7].

Considérese la siguiente pregunta

¿Existirá una constante π(F) tal que para cualquier familia F de conjuntos
convexos en R2 que satisface la propiedad (4, 3) hay a lo más π(F) puntos tal que
cada elemento de F contiene al menos uno de ellos?

Este es el primer caso no trivial y más simple del problema conocido como el problema
de perforación (piercing number), el cual consiste en encontrar la constante π(F) para cual-
quier familia F de conjuntos convexos en Rd que cumpla la propiedad (p, q). Este problema
fué planteado por Hadwiger y Debrunner, y permaneció abierto por mucho tiempo, hasta
que D. J. Kleitman, A. Gyárfás y G. Tóth dieron el siguiente resultado en 2001.
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Teorema 5.3. Sea F una familia finita de conjuntos convexos en R2 que satisface la propie-
dad (4, 3), entonces

π(F) ≤ 13.

Sin embargo, se conjetura que el resultado anterior se puede mejorar a:

π(F) ≤ 3.

Una familia F de planos afines de dimensión r en Rd, r < d, se dice que está en posición
general , si dados tres elementos de F , la dimensión de su intersección es menor que r − 1.
En particular, si la familia F de planos afines de dimensión r en Rd está en posición general,
entonces la intersección de n elementos de F tiene dimensión menor que r − n+ 2.

Ejemplo 5.4. Sea F la familia de lineas afines en R2 como se ve en la siguiente figura Esta

familia esta en posición general.

Ahora, considérese la (r+2)–hipergráfica Gr+2(F) asociada a la familia F de planos afines
de dimensión r en Rd donde, V (Gr+2(F)) = F y

E(Gr+2(F)) = {{Π1, ...,Πr+2} | {Π1, ...,Πr+2} ⊆ V (Gr+2(F)) y
r+2⋂
i=1

Πi = ∅}.

El siguiente Lema muestra que F induce una r+ 2–hipergráfica libre arista–vértice fuerte
y relaciona el número de perforaciones con el número cromático de Gr+2(F).

Lema 5.4. Para cualquier familia F de planos afines de dimensión r en Rd en posición
general, la (r + 2)–hipergráfica Gr+2(F) es libre arista–vértice fuerte. Además, si d = r + 1,
el número cromático de Gr+2(F) es el número de perforaciones de F .

Demostración. Sea {Π1, ...,Πr+2} ⊂ F tal que {Π1, ...,Πr+2} no se intersecan, esto es,
{Π1, ...,Πr+2} ∈ E(Gr+2(F)). Sea Π0 ∈ F con Π0 /∈ {Π1, ...,Πr+2}. Supóngase que existen
dos subconjuntos distintos S1, S2 ⊂ {Π1, ...,Πr+2}, cada uno de tamaño r+1 tal que Si∪{Π0}
no es una arista de Gr+2(F), i = 1, 2. Vamos a mostrar que esto no es posible, entonces la
(r + 2)–hipergráfica es libre de arista–vértice fuerte.
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5. r–hipergráficas con número cromático acotado por una función de su número

de clan

Sea S1 = {Πi1 , ...,Πir ,Πir+1} y sea S2 = {Πi1 , ...,Πir ,Πir+2} existe un punto p1 ∈ (Π0 ∩
(
⋂ir
l=i1

Πl) ∩ Πir+1) y un punto p2 ∈ (Π0 ∩ (
⋂ir
l=i1

Πl) ∩ Πir+2).

Claramente p1 6= p2, de lo contrario {Π1, ...,Πr+2} se intersecan. Entonces la dimensión
de la interseción de los planos afines {Π0,Πi1 , ...,Πir} es mayor que uno, lo que contradice el
hecho de que la familia F se encuentre en posición general.

Finalmente, si d = r + 1, observamos que el número cromático de Gr+2(F) es el número
de perforaciones de F , ya que si A ⊆ F se tiene que

⋂
I∈A I 6= ∅ si y sólo si A es un conjunto

independiente de vértices de la (r + 2)–hipergráfica Gr+2(F). �

Por supuesto, no todas las (r+ 2)–hipergráficas libres de arista–vértice fuertes provienen
de una familia de planos afines de dimensión r en Rd.

El Teorema de Helly sobre la intersección de conjuntos convexos se refiere a familias 1–
perforables que cumplen la (n, n + 1)–propiedad, por lo tanto, es natural preguntarse cuál
es el número de perforaciones de las familias que satisfacen la (p, q)–propiedad. El siguiente
Corolario trata esta pregunta para familias de planos afines de dimensión r en Rr+1.

Corolario 5.5. Para cualquier familia F de planos afines de dimensión r en Rr+1 en posición
general con la propiedad (p+ 1, r+ 2), el número de perforaciones π(F) satisface la siguiente
desigualdad

π(F) ≤
(

p

r + 1

)
.

Demostración. Notar que si F satisface la (p + 1, r + 2)–propiedad, entonces, para cada
(p+1)–elementos de F podemos elegir r+2 de ellos, los cuales se intersecan. Esto implica in-
mediatamente que ω(Gr+2(F)) ≤ p. Supóngase que ω(Gr+2(F)) > p, entonces Gr+2(F) con-
tiene una (r + 2)–subhipergráfica completa de tamaño > p pero {I1, ..., Ir+2} ∈ E(Gr+2(F))
si y sólo si I1 ∩ · · · ∩ Ir+2 = ∅ como F satisface la (p+ 1, r+ 2)–propiedad no existe ninguna
(r + 2)–subhipergráfica completa de tamaño p+ 1.

Por el Lema 5.4, Gr+2(F) es una (r+2)–hipergráfica libre de arista–vértice fuerte y como
d = r + 1 se obtiene π(F) = χ(Gr+2(F)). Entonces, por el Teorema 5.1, π(F) ≤

(
p
r+1

)
. �

Concluimos este trabajo con la propuesta de las siguiente conjetura

Conjetura: Para cualquier familia F de planos afines de dimensión r en Rd en posición
general con la propiedad (p+ 1, r + 2), el número de perforación π(F) es menor o igual que
p.
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[1] A. Gyárfás, Problems from the world surrounding perfect graphs. Zastosow. Mat. 19,
413–431 (1987).

[2] B. Randerath and I. Schiermeyer, Vertex Colouring and Forbidden Subgraphs: A Survey,
Graphs and Combinatorics (2004) 20:1–40.

[3] C. Berge, Hypergraphs: Combinatorics of Finite Sets, North-Holland Mathematical Li-
brary. Vol. 45 (1989).

[4] Demitry Kozlov, Combinatorial Algebraic Topology, Spring Verlag, 2008.

[5] Edward R. Scheinerman and Daniel H. Ullman, Fractional Graph Theory A Rational
Approach to the Theory of Graphs, John Wiley and Sons, 2008.

[6] C. Godsil and G. Royle, Algebraic Graph Theory, Graduate Texts in Mathematics 207,
Springer Verlag, 2001.

[7] H. Hadwiger and H. Debrunner, Kombinatorische Geometrie in der Ebene, Monographies
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Índice alfabético
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r–hipergráfica complemento, 2
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conjunto independiente fuerte, 7
conjunto potencia, 1
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gráfica primal, 4
grado de un vértice, 1
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peso de un clan fraccional fuerte, 42
peso de una coloración fraccional débil, 38
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