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Notacion

= T, % Tensor tipo (k,1)

= [ Espacio fase canénico

= 7 Espacio fase covariante

= () Estructura simpléctica en I
» ) Estructura simpléctica en Z
= 7 Espacio de Hilbert

= F Espacio de Fock

= H Hamiltoniano

= J Estructura compleja

= hy Espacio de frecuencias positivas asociado a la estructura compleja
J para un campo escalar

= ‘;—g Derivada variacional de F' respecto de ¢

» SP,(T) Grupo de simplectomorfismo de evolucién en I'
» I, Simbolo de Christoffel aur

» go3 Componente a3 de la métrica g,

» Tiup) parte simétrica de un tensor (0,2) Ty

» Tj,y parte antisimétrica de un tensor (0,2) Ty



Notacion de indices abstractos

A lo largo del texto se utilizard notacion de indices abstractos. En dicha
notacion se hace referencia a los tensores como objetos geométricos indepen-
dientes de la base y se utilizan indices con letras latinas, segun sea el tipo
del tensor, e indices con letras griegas para las componentes; por ejemplo,
un tensor tipo (3,2) se denota por T C‘ffc, mientras que sus componentes se
deontan por Tﬁ‘fa.

Cabe aclarar que en algunas ocasiones, las componentes espaciales de
ciertos tensores (en particular de la métrica) seran denotadas también con
indices latinos. Cuando esto ocurra, y para evitar confusiéon con la notacién
de indices abstractos, sera explicitamente mencionada la referencia a com-
ponentes espaciales del tensor.

En notacién de indices abstractos la contraccién Ygu®, por ejemplo, de-
nota la aplicacién del vector u® al tensor Yy (i.e., Yyu’ = Y (-, %)), cuyo
resultado es una uno-forma v,. Andlogamente, w, = Y ,u® denota la apli-
cacién Y (i,-). El dual de u® es uq = ggu’. La contraccién de un tensor,
digamos Ty;, con su inverso, T d4 como resultado T, T0¢ = 5.



Introduccion

La cuantizacién de un sistema, como su nombre lo indica, corresponde
al proceso de construir la versién cuéntica de un sistema clasico. En el caso
de sistemas lineales con numero finito de grados de libertad puede garan-
tizarse (esencialmente bajo ciertos requerimientos de continuidad) que la
cuantizacién es unica (salvo equivalencia unitaria) gracias al teorema de
Stone-von Neumann. Sin embargo, la falta de un teorema analogo para sis-
temas de campo (ndmero infinito de grados de libertad) implica la bisqueda
y establecimiento de criterios que permitan seleccionar, entre la infinidad
de representaciones de las relaciones de conmutacién canénicas (RCC) no
equivalentes, una cuantizacién predilecta. En el caso del campo escalar en
Minkowski, el requerimiento de invariancia bajo el grupo de Poincaré es el
criterio fisico que se impone y que basta para seleccionar una representacion
predilecta de las RCC. Cuando el campo se propaga en un fondo con menos
simetrias (e.g. espacios no estacionarios) el criterio de invariancia de la teoria
bajo las simetrias suele ser insuficiente para seleccionar una cuantizacion
predilecta; en efecto, ocurre que hay una infinidad de representaciones de las
RCC invariantes ante las simetrias pero no equivalentes entre si. Adicional-
mente, la dindmica puede no ser unitariamente implementable en toda una
infinidad de representaciones. Para el caso de campo escalar propagdandose
en fondos no estacionarios, se propone en este trabajo el requerimiento de in-
variancia ante las simetrias (como es usual y estandar) y la implementacion
unitaria de la dindmica (criterio extra) como los criterios fisicos que per-
miten especificar y seleccionar una cuantizaciéon predilecta para el sistema.
En concreto, en el presente trabajo se da cuenta de que el criterio extra de
implementacién unitaria de la dindmica “elige”, en efecto, una teoria cuanti-
ca para los casos de (i) campo escalar propagdandose en un fondo FRW y de
(ii) campo escalar axial propagandose en un fondo tipo Bianchi I.

Este trabajo tiene como propdsito general presentar el problema de la
ambigiiedad en la cuantizacién de sistemas de campo y cémo dichas am-
bigliedades pueden ser superadas a través de imponer criterios fisicos. El
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contenido de la tesis estd organizado como sigue:

En el Capitulo [1] se introduce, en el marco de sistemas con ntimero fini-
to de grados de libertad, algunos aspectos fundamentales del formalismo
simpléctico. Se expone lo que se entiende por la cuantizacion de un sis-
tema cldsico finito y se presenta el teorema de unicidad de Stone-von Neu-
mann. El capitulo concluye con una presentacién ilustrativa del oscilador
armonico, que es aprovechada tanto para esclarecer conceptos y herramien-
tas matematicas como para introducir nuevos elementos en el formalismo de
cuantizacién.

En el Capitulo[2] se generalizan, para el caso de sistemas con un nimero
infinito de grados de libertad, las nociones formales introducidas en el capitu-
lo 1; en concreto, se trata el caso de campo escalar real. En la Seccién
se presenta la cuantizacion del campo de Klein-Gordon y se nota que en
general no hay equivalencia unitaria entre las teorias cuanticas (i.e., hay
una infinidad de representaciones no unitariamente equivalentes). En este
capitulo se introduce la estructura compleja, J, que es el objeto matématico
que codifica la ambigiiedad en la cuantizacién del campo escalar.

En el Capitulo [3] se presenta matematicamente y en forma rigurosa el
concepto de equivalencia unitaria; en particular, se presenta en términos de
transformaciones de Bogoliubov cudndo dos representaciones cuanticas del
campo de Klein-Gordon son unitariamente equivalentes. Ademaés, se especi-
fica la condiciéon que un simplectomorfismo debe cumplir para ser imple-
mentable unitariamente en la teoria cudntica. Este punto es central, pues
dicha condicién es el criterio extra que se impondra sobre la dindmica (que es
un simplectomorfismo) para seleccionar una representacién predilecta: rep-
resentaciones con dindmica no unitariamente implementable seran descar-
tadas, mientras que aquellas que implementen la dindmica unitariamente
(y sean invariantes ante las simetrias del fondo) seran consideradas como
predilectas.

En el Capitulo [4] se consideran dos sistemas no estacionarios en los que
se pone a prueba los criterios de unicidad. En la Seccién se trata el caso
de campo escalar real propagandose en un fondo de Freidmann-Robertson-
Walker plano, compacto (hipersuperficies de Cauchy 7°) y con contenido de
radiacion. En la Seccion [4.3]se analiza un campo escalar axial propagandose
en un espacio-tiempo tipo Bianchi I.

Finalmente se dedica el ultimo capitulo a una breve sinépsis de lo que
se hizo a lo largo de la tesis y a discutir algunos puntos; se expone el sig-
nificado que la evolucién unitaria tiene y su relacién con la cuantizacién.
Adicionalmente se proponen algunas lineas de investigacién a futuro.



Capitulo 1

Sistemas finitos

Los sistemas fisicos con un niimero finito de grados de libertad correspon-
den, en general, al estudio de sistemas de n particulas. La descripcién de
dichos sistemas puede llevarse a cabo, en forma completamente equivalente
ya sea empleando la formulacién Lagrangiana o la Hamiltonianaﬂ Un aspec-
to importante de los sistemas finitos es que su cuantizacién es tnica (salvo
equivalencia unitaria) como es enunciado en el teorema de Stone-von Neu-
mann [I]. En este capitulo se revisard la construccién del formalismo Hamil-
toniano para sistemas finitos, se introduciran los elementos de geometria
simpléctica que acompanan a esta formulacién y se presentara el proceso de
cuantizacién de sistemas con Hamiltoniano cuadratico en las coordenadas
candnicas conjugadas de configuraciéon y momento. La bibliografia basica
para esta parte del texto es [1], [2] y [4].

1.1. Formalismo Hamiltoniano

La configuracién de un sistema cldsico con un ntimero finito n de grados
de libertad es representada por un punto en una variedad n- dimensional /,
conocida como el espacio de configuracion, cuyas coordenadas {q1, g2, ...qn }
son llamadas coordenadas generalizadas del sistema. El espacio fase I' del
sistema es el haz cotangente T*¢, coordenado por {q1, g2, ..., n; P15 D2y -y Pn }
donde {p1,p2,...pn} son las componentes de los vectores cotangentes asoci-
ados a la base {0/0¢;}. El espacio I" estd equipado con la forma simpléctica

canonica
n

Qgp = Z(dpu)a A (dQM)ba (1'1)
pn=1

L Aqui no se considerars el caso de sistemas singulares.
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donde A denota el producto cuna, A, A By := A, ® By — B, ® Ap. La forma,
simpléctica es un campo tensorial (0, 2), antisimétrico y no degenerado; dado
que Qg es no degenerada existe una tinica inversa, Q%, tal que Q% = 6.
Se puede ver que ésta estd dada por

S &) -G @) e

p=1

Dada una funcién suave de I' en los reales, g, el campo Hamiltoniano
en I' asociado a g es X = Q%®V,g, donde Vyg = >-,(09/0q,)(dqp) +
(0g/0pu)(dpy)s- Puesto que el Hamiltoniano H de un sistema es, en particu-
lar, una funcién del espacio fase a los reales, i.e., H : I' = R, entonces el cam-
po vectorial Hamiltoniano h* := X sobre I' asociado a H es h® = Qv H;
explicitamente:

n a a
=3 (o) ) ~(a) o) - 09
P Pu 8(1;1 8%1 apu

Dado un estado del sistema, es decir un punto P en el espacio fase I', la
evolucién de éste es a lo largo de la curva integral de h* que pasa a través
de P. En otras palabras, puesto que el hamiltoniano H es el generador de
evolucién, el campo vectorial asociado h® define el flujo de la evolucién en
el espacio fase T'.

Como sabemos, las propiedades fisicas medibles en los sistemas corre-
sponden a las llamadas observables; éstas son representadas por funciones
reales y suaves, i.e., f : I' = R, con f € C'. El conjunto de observables
béasicas (o fundamentales) de un sistema es un espacio vectorial tal que
cualquier funcién en I' suficientemente regular puede ser representada como
(el limite de) la suma de productos de observables basicas. El espacio de
observables estd equipado con una estructura algebrdica, conocida como el
paréntesis de Poisson,

{f,9} = QVaf Vg, (1.4)

y el conjunto de observables basicas es cerrado bajo éste.
Puesto que las coordenadas canénicas son observables, los paréntesis de
Poisson entre las mismas estan dados por:

{ai,pj} =0, {ai,q53 =0 {pi,pj} =0. (1.5)
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El paréntesis de Poisson de las variables candnicas con el Hamiltoniano
proveé, justamente, las ecuaciones de Hamilton; en efecto:

OH

{gi, HY = Q%V,q;VpH = hV,q; = E (1.6)
H

{pj, H} = Q“bvaijbH = h“Vapj = —gq. (1.7)
J

Dada una funcién suave f : I' = R, h®V, f es el cambio de f a lo largo de h?,
y como este dltimo representa el flujo de la evolucién, entonces h*V, f = f.
Asi que h®V,q; = ¢; y h*Vapj = pj, con lo cual se llega al conjunto de
ecuaciones 8H OH
= I Dj = 90 (1.8)
Di 4
Para el caso de teorias lineales, el espacio fase es un espacio vectorial
I' =2 R?", donde n € N son los grados de libertad del sistema. EI hecho de
que la variedad sea un espacio vectorial permite identificar a I con T.I', para
cualquier punto x € I', y por consiguiente identificar puntos de I', x, con los
correspondientes vectores, x%, en el tangente. Asi, la forma simpléctica g

define una funcién bilineal Q: ' x I' — R,

qi

Qz,y) = Qabac“yb, (1.9)

que es conocida como estructura simpléctica. Dados cualesquiera dos puntos

enI', y1 = (q1p, P1) ¥ Y2 = (qou, p2u) [donde = 1,...,n] la forma explicita
de  es

n
Qy1,y2) = > _[p1udan — p2udupl- (1.10)
pn=1

El espacio fase de sistemas lineales es pues un espacio vectorial simpléctico
(T',Q); es decir, un espacio vectorial en el que estd definido el mapeo bi-
lineal no degenerado y antisimétrico Q2. Dada y’ € T, la expresién Q(v/,-)
es una funcién lineal de I' en R. Por ejemplo, con la eleccién de etiqueta
y =(0,...,q; = 1,...,0;0,...,0), se tiene que Q(y',y) = —p; (i.e., la funcién
asigna a cada y € I' menos su i-ésima componente en momento), mientras
que con y' = (0,...,0;0,...,p; = 1,...,0) se tiene que Q(y',y) = ¢ (i.e., la
funcién asigna a cada y € T" su i-ésima componente en configuracién). Clara-
mente una funcién f que sea combinacion lineal de las variables candnicas,
f(y) = >, aiqi + bip; (con y € I'), puede escribirse como f(y) = Q(y¢,y),
donde yf = (=b1,...,—bp;ai,...,an). Es decir, cualquier observable f que
sea combinacién lineal de las coordenadas canodnicas puede expresarse como
[ =Q(yy,), con la etiqueta y; € I' correspondiente.
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Dadas cualesquiera dos observables bésicas con etiquetas y; y y2, 2(y1, -)
y Q(y2, - ), el paréntesis de Poisson entre éstas es

{Qy1,-), Qy2, )} = —Qy1, v2)- (1.11)

Es importante mencionar que el espacio fase canénico I' es isomorfo al
espacio de soluciones Z = {Y'(¢)}, donde Y es solucién a las ecuaciones de
movimiento Lagrangianas; por consiguiente, para el caso de sistemas lineales,
el espacio de soluciones es un espacio vectorial simpléctico y puede consider-
arse también como el espacio fase de la teoria (espacio fase covariante). El
isomorfismo asigna a un punto y € I', la solucién Y (¢), cuyos datos iniciales
son precisamente y € I' a un cierto tiempo de referencia t = ¢y (tiempo
inicial); asi, es claro que para cada eleccién de ty se tendra un isomorfismo
I, : I' = Z correspondiente. Es a través del isomorfismo que se define en Z
la estructura simpléctica Qto inducida por la estructura simpléctica 2 en I';
a saber, O, (Y1(t), Ya(t)) = Q(I;;' (Y1(1)), I;,' (Ya(t))), donde I;;' : Z — T es
la inversa del isomorfismo Iy, y Yi(t),Ya(t) € Z.

La estructura simpléctica inducida en Z es independiente de la eleccién
de tiempo de referencia que se considere para definirla; sea gt : I' — I' el
mapeo de evolucién en el espacio fase candnico I', de tal suerte que si y € I’
es el estado del sistema a tiempo inicial tg, g'(y) serd el estado del sistema
a tiempo t > tg. Se puede ver que el mapeo g* corresponde a la composicién
IT'oly;daday €T, I; oIy, (y) = I;(Y), donde Y € Z es la solucién
con datos iniciales y al tiempo de referencia tg y datos iniciales y; al tiempo
de referencia t, asf que I, *(Y) = y;. La traza de datos iniciales a diferentes
tiempos de referencia para una misma solucion es justamente la evolucién en
', de manera que y; = g'(y) y por tanto g* = It_1 o I;,. La evolucién es una
transformacién candnica, lo que significa que g* es un simplectomorfismo;

ie., Qyi, y2) = Q9" (y1), 9'(y2)) = Qy1e, y21). Puesto que
Qy1,y2) = QI (Yi(1), Iy (Ya(t))) = Q4 (Ya (1), Ya(1)), (1.12)
yre,y0) = QT (Vi(0), I (2 (1) = (Vi (1), Ya(1),  (1.13)
entonces de la propiedad de simplectomorfismo se sigue que
Qi (Y1 (1), Ya(1)) = Qu(Y1(1), Ya(1))- (1.14)

i.e., la estructura simpléctica en Z es, en efecto, independiente de la eleccion
de tiempo de referencia que se considere para definirla. En consecuencia,
podemos eliminar en Q el subindice . Tenemos pues que (I, Q) = (Z,Q),
con ) independiente del isomorfismo I; que se utilice en la identificacién de
I’ (datos iniciales) y Z (soluciones).
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1.2. Cuantizacion

En el paso a la teoria cudntica, la estructura matematica cambia. Los
estados cuanticos del sistema son representados por vectores en un espacio de
Hilbert H, las observables son operadores autoadjuntos en H y la evolucion
dindmica es dictada por un operador unitario (en el caso de sistemas lineales
de dimensionalidad finita). En el siguiente cuadro se contrastan los elementos
cldsicos y cudnticos para sistemas lineales finitos.

Cuadro 1.1: Comparacién entre los sistemas cldsicos y cudnticos finitos

Objeto Cudéntico Clasico
Estados del sistemas Espacio de Hilbert H Espacio vectorial simpléctico (T, )
Observables {O|0 : H — H autoadjunto} {f|f:T — R suave}
Evolucién/Generador Operador unitario Ut /Operador Simplectomorfismo g¢ de I' en
Hamiltoniano H I'/Flujo vectorial h* generado por
el Hamiltoniano H

Dado un sistema clasico, lo principal en el proceso de cuantizacién de tal
sistema es determinar el espacio de Hilbert H y los operadores autoadjuntos
f correspondientes a las observables clasicas f. A grandes rasgos, la idea
es especificar a partir de las observables clasicas un algebra de operadores
abstractos, es decir definir de manera precisa urinﬂ)eoﬂ f— f , imponer
la condicién de cuantizacién de Dirac, [f,§] = i{f, g} (aqui en unidades de
h = 1) y representar el algebra en un espacio de Hilbert H construido a
partir del espacio fase de la teoria. Un problema en el procedimiento, como
mostré H. Groenewold [5], es que no existe una correspondencia general entre
el conmutador y el paréntesis de Poisson; i.e., que no existe un isomorfismo
entre las dlgebras cldsica (paréntesis de Poisson) y cudntica (conmutador).
Sin embargo, es posible considerar un conjunto de variables elementales
(también llamadas fundamentales o bésicas) clasicas, 3, para las cuales dicho
isomorfismo si existe. Como se menciondé en el apartado anterior, el conjunto
de variables fundamentales X es tal que:

1. ¥ debe ser un espacio vectorial lo suficientemente grande para que
cualquier funcién regular en I' pueda obtenerse como (posiblemente el
limite) de sumas y productos de los elementos de ¥. Esta condicién
lo que pretende es que el mayor nimero de observables pueda ser
cuantizado sin ambigiliedad.

2. Y debe ser cerrado respecto al paréntesis de Poisson.

Con estas condiciones es posible establecer un isomorfismo lineal F' que
a cada f € ¥ le asigna un f € O (el espacio de observables cuédnticas)
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-i.e., establecer el mapeo “"7-y F(s), donde s = {f,g} € X, coincide
con —i[F(f), F(g)] para todo f,g € ¥ (que no es mas que la condicién de
cuantizacién de Dirac).

El conjunto de observables basicas ¥ en I' esﬂ

¥ = Span{l,Q(y, )}, yeT, (1.15)

que de acuerdo a ([1.11)) es cerrado bajo el paréntesis de Poisson. Asi, se tiene
que X X R
[Q(ylf)uQ(yQ?'H = _iQ(yluyZ)v Y1,Y2 € I. (116)

Es importante senalar que un problema con los operadores bésicos Q(yl, )
es que éstos son (en general) operadores no acotados. Por ejemplo, el oper-
ador de posicién Q(y/, -) = G, con i’ = (0, ...,0;0,...,p; = 1, ...,0), en la rep-
resentacién de Schrodinger es un operador no acotado. En consecuencia, para
evitar problemas de dominio, es conveniente trabajar con la versién exponen-
cial de estos operadores; i.e., {W (y) = exp[iQ(y, -)]}. Tanto las relaciones de
conmutacién candnicas , como las de hermiticidad Q(y, )= QT(y, ),
son capturadas en las llamadas relaciones de Weyl

N ~ A

W) = oo (3000m) Win+w, 0D
Wiy) = W(-y). (1.18)

Una caracteristica importante de los sistemas finitos es que es posi-
ble garantizar que su representacién en espacio de Hilbert es nica (salvo
equivalencia unitaria) bajo ciertas condiciones de continuidad y unitariedad.
Es decir, que la ambigiliedad en la representacién de las relaciones de con-
mutacion candnicas en el proceso de cuantizacion es eliminada al imponer
ciertas condiciones sobre la representacion de las relaciones de Weyl —
(1.18]). Este importante resultado de unicidad para la teoria cudntica de
sistemas lineales de dimensién finita es enunciado en el llamado teorema de
Stone-von Neumann:

Teorema 1 (Stone-von Neumann): Sea (I',Q) un espacio vectorial sim-
pléctico de dimension finita. Sean (H, W (y)) y (H',W'(y)) dos representa-
ciones fuertemente continuas, irreducibles y unitarias de las relaciones de
Weyl. Entonces, (H, W (y)) y (H',W'(y)) son representaciones unitaria-
mente equivalentes.

2 Anslogamente, el conjunto de observables bésicas en Z es Span{1,Q(Y (¢), -)}, Y (t) €
Z.
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En otras palabras, si una representacién de las relaciones de Weyl —
(1.18]) es fuertemente continua, irreducible y unitaria, entonces es tnica.
Conviene recordar que (A) la continuidad fuerte se refiere a que
lim, o || W (y)h — h ||= 0, Vh en el Hilbert (B) la irreducibilidad consiste
en que el Hilbert H y el elemento cero de éste son los tinicos subespacios
invariantes ante el dlgebra de Weyl generada por W(y) y (C) dos representa-
ciones (H,W(y)) y (H',W’(y)) son unitariamente equivalentes si existe un
mapeo unitario entre ellas: U : H — M/, U~'W'U = W. Como sabemos, dos
teorias cuanticas que sean unitariamente equivalentes, son fisicamente equiv-
alentes. En efecto, si (#, W (y)) es unitariamente equivalente a (H', W’(y)),
el valor de expectacién de la observable W en un cierto estado ¥ € H es
(U|W| W) = (O|UW'U|W) = (W'|W'|T'); es decir, la expectacién de W en
el estado ¥ € H es igual a la expectacién del mismo operador W’ , en la
representaciéon primada, en el estado correspondiente W',

Es importante recalcar la hipétesis sobre la dimensionalidad finita del
espacio fase en el teorema, pues justamente es tal hipdtesis la que se pierde
cuando se consideran sistemas de campo; en efecto, los sistemas de campo
cuentan con espacio fase de dimensién infinita.

Por ejemplo, el espacio fase para un campo de Klein-Gordon es el espacio
de datos de Cauchy para la ecuacién de Klein-Gordon y es, ciertamente, de
dimension infinita. En tal sistema de campo, que es el més simple posible,
no es aplicable el teorema de Stone-von Neumann y, en general, se tiene
que lidiar entonces con el problema de una infinidad de representaciones
no unitariamente equivalentes para las relaciones de conmutacion canénicas
(RCC). El problema que debe enfrentarse es el de hallar criterios fisicos
que permitan seleccionar una representacién predilecta para las RCC; un
problema que es altamente no trivial, que para el caso de espacio-tiempo
plano es resuelto al imponer invariancia de Poincaré, pero que para otros
fondos (e.g. no estacionarios) es un problema no resuelto en forma genérica.

1.2.1. Oscilador Armonico

Para efectos ilustrativos, en este apartado se discutira la cuantizacion
del oscilador armoénico y de n osciladores arménicos desacoplados. Primero
se presentara en forma sucinta los elementos que conforman la teoria cuanti-
ca estandar en espacio de Hilbert, cuya construccién puede consultarse en
cualquier libro introductorio de Mecanica Cuantica. Posteriormente se de-
lineard la cuantizaciéon en un formalismo dirigido a la generalizaciéon para
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campos. Trataremos pues el caso de un Hamiltoniano de la forma

H= po + leqQ, (1.19)
2 2
que es el Hamiltoniano para un oscilador (el Hamiltoniano para n osciladores
arménicos desacoplados es la suma de n Hamiltonianos H; de esta forma,
con frecuencias correspondientes w;).
En la teoria cuantica estandar, el espacio de Hilbert H de la teoria es
L?(R,dq) y los operadores de posicién y momento son representados por
. . L 0
q¥ = q¥ p¥ = —ih—U (1.20)
ox
El operador Hamiltoniano H es la contraparte cudntica de () con ¢
y p sustituidos por ¢ y p. En lugar de observables béasicas ¢ y p, la teoria
puede formularse considerando como los operadores fundamentales a los
operadores de aniquilacién y creacién,

A w 1
A= ,/=G+ 11/ —D 1.21
\ 3d i 5P (1.21)
- fjw, [ 1,

donde el operador de creacion C es el operador adjunto de A.
Se puede ver que en la representacién de Heisenberg

. 1 /. 2

an(®) =/ 5 (Au®) + Cu (). (1.23)
donde A (t) = exp(—iwt)A es solucién de la ecuacién dAg /dt = i[H, Ay,
que proviene de la ecuacion clasica dA/dt = {A, H}; i.e., dAg/dt = {A, H},
y como [Ag, H] = i{A, H} entonces se sigue que dAy/dt = i[H, Ay]. El
operador de momento en la representacion de Heisenberg, pp, estd dado por

R dqu
prlt) =g

Las ecuaciones y , con Ap(t) = exp(—iwt)A y C su adjunto,
determinan el Hamiltoniano cuantico asociado a (|1.19)) -salvo por un multi-
plo de la identidad-. De tal manera que podemos decir que tales ecuaciones
determinan la teoria cudntica para el oscilador armonico.

(1.24)
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La generalizacion para un sistema de n osciladores desacoplados con fre-
cuencias wy, ..., w, es directa. En tal caso el espacio de Hilbert, H, de la teoria
consistird en el producto tensorial de los espacios de Hilbert, H;...H,,, de ca-
da oscilador individual, H = H1®...QH,, y los operadores, (fll, CAQ), seran los
operadores de aniquilacién y creacién correspondientes al ¢-ésimo oscilador,
1 =1,...,n. Esta generalizacién es estrictamente valida para n finito, pues
la generalizacién del espacio de Hilbert como un producto tensorial infinito
de espacios de Hilbert es inadecuada.

A continuacién nos centraremos entonces en presentar una construccion
de la teoria cuantica para n osciladores desacoplados, que aunque es un tanto
cuanto mas elaborada tiene la ventaja de que su generalizacién a sistemas de
campo es inmediata. Esta formulacion, al igual que la tradicional que hemos
descrito con anterioridad, satisfacen el teorema de Stone-von Neumann vy,
por tanto, son unitariamente equivalentes.

Consideremos el espacio vectorial simpléctico de soluciones a las ecua-
ciones de movimiento, (Z, Q). El primer paso para construir el espacio de
Hilbert de la teoria cuantica consiste en considerar la complexificacién de
Z, 7% = Z @ C, y definir la operacién bilineal

(21, 22) = —iQ(ZT, 22), (1.25)

donde  es la extensién (por linealidad compleja) de Qen Z a ZC.
Lo siguiente en la prescripcién es determinar un subespacio h de Z€ tal
que:

1. En h la operaci6n bilineal (1.25) define un producto interno (h1, ha)p =
—iQ(h1, ha); por lo que -la completez de- h es un espacio de Hilbert.

2. Z€ = h @ h, donde h es el espacio complejo conjugado de h.

3. h = ht donde h' es el espacio ortogonal a h respecto al producto
(1.25)).

Una vez definido h, se considera el mapeo lineal, real y biyectivo K :
Z — h , Ky = y* donde y* es la proyeccién ortogonal de y respecto a
(1.25) en h. Un calculo directo muestra que

Im(Ky, Kys)n = —ReQU(Kyp, Kyp) (1.26)
1~ — 1~ -
= —§Q(Ky1,Ky2) — §Q(Ky1,Ky2) (127)
1~
= —*Q(yl,yg). (128)

2
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El espacio de Hilbert de n osciladores desacoplados es H = Fs(h), es
decir, el espacio de Fock simétrico asociado a h (el Hilbert de un oscilador).
De manera precisa, Fs(h) = ©(®%h), donde @*h es el producto tensorial
simétrico (k = 0,...,n); i.e., si @ € @*h, entonces

a:h*xXh*x..xh"—C,
k

donde h* es el espacio dual de h, a es k-lineal, simétrica y cumple que
si {Enmj} es una base de hy, entonces ), |a(E1j,, ..., Eyi)|? converge, adi-
cionalmente se define ®°h = C.

Un elemento ¥ € Fg(h) es representado por

U = (3, )™, . p ),

El operador de aniquilacién A(E,) : Fs(h) — Fs(h) esta definido como sigue

AE)T = (Ea1°, V2 E™, ..,/ Eaip™7,..) (1.29)

Por el Teorema de Riesz, se puede identificar cada elemento de h con h* y de
h con h*, de ahi que se abuse de la notacién en la definicién del operador de
aniquilacién y se utilice &, para denotar al elemento de h* asociado a &, € h.
El operador de creacién C(£%) : Fy(h) — Fs(h) asociado a £ estd definido
por

C(E)T = (0,9€M, V2 1y \/n glargazan) ) (1.30)

Para las observables fundamentales Q(Y, ), Y € Z, el operador cuantico
correspondiente en la representacion de Heisenberg es

~

Qu(Y,) = iA(KY;) — iC(KY:), (1.31)

donde Y; es la solucién cuyos datos iniciales a tiempo ¢ coinciden con los
datos iniciales de Y al tiempo inicial de referencia.

De las definiciones para los operadores de creacién y aniquilacion se sigue
que el conmutador entre éstos es [A(&;), C ()] = €.n®I. De esta relacién es
sencillo verificar que el conmutador entre las observables bésicas es

~ ~

[Q(Y71,-), Q(Ya, )] = =i (Y1, Ya)I, (1.32)

que no es otra cosa que la condicién de cuantizaciéon de Dirac.
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Es importante notar que las condiciones que definen el subespacio h no
son suficientemente fuertes para definir un tnico subespacio. Dicha liber-
tad en la eleccién puede caracterizarse mediante la eleccién de un producto
interno real p. Veamos:

Puesto que (KY1, KY3), = —iQ(TE, KY5) implica que Re(KY1, KY3), =
ImQ(KY, KY,), y ImQ(KY;, KY5) define un producto en Z; i.e.,

w(Y1,Ys) := Re(KY1, KYs);, = ImQ(KY1, KY5) (1.33)

es un producto interno en el espacio real Z. Entonces
i~
(KYl,KYQ)h = /,L(Yl,YQ) — §Q(Y1,Y2); (134)

es decir, .
Z ~
p(Yi,Y2) = (KY1, KY2)a + 50(V3,Y2). (1.35)

Asi, un subespacio h define un producto p en Z. Para el inverso (i.e., que un
producto p en Z defina un subespacio h con las propiedades anteriormente
especificadas) puede mostrarse que un producto interno en Z que satisfaga

[Q(Y7, Y2)]?
M(Y%YQ)

define un h con las propiedades especificadas arriba [la condicién no
especifica a 4 en forma tnica; es decir, hay toda una familia de productos in-
ternos diferentes que cumplen con la condiciéon y dan lugar a diferentes
subespacios h]. Podemos decir que la libertad (ambigiiedad) en la eleccién
de h puede caracterizarse por la libertad en la elecciéon de producto interno
real u en Z. Dos productos p y p' diferentes [pero que satisfagan ],
dardn lugar a subespacios h y h’ distintos. Sin embargo, como se trata de
un sistema finito que cumple con las hipdtesis del teorema de Stone-von
Neumann, las teorfas cudnticas a la Fock F(h) y F(h') son unitariamente
equivalentes.

Con esto concluimos la presentacién de la teoria cuéntica para el sis-
tema lineal de n osciladores desacoplados en forma general. A pesar de lo
aparentemente complicado de ésta formulacién, el teorema de Stone-von
Neumann asegura la equivalencia unitaria con cualquier otra representacion
(que cumpla las hipétesis del teorema, claro estd) en particular, con la
estandar presentada al comienzo de este apartado. Debe enfatizarse que se
ha presentado esta representacién menos familiar porque, como se ha men-
cionado, su generalizacién a teoria cudntica de campos en espacio-tiempo
curvo es natural.

1
w(Y1, Y1) = 1MATY>£0 (1.36)
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Capitulo 2

Sistemas de Campo

Los campos son sistemas fisicos con un nimero infinito de grados de lib-
ertad. Mientras que los sistemas finitos son descritos por coordenadas gen-
eralizadas (q1, ¢2, ..., qn), los campos son descritos por funciones del espacio-
tiempo, F'(x). En esta seccién introduciremos el campo més simple de todos;
a saber, el campo escalar o de Klein-Gordon. Trataremos el caso de campo re-
al masivo de Klein-Gordon propagandose en un fondo globalmente hiperbdli-
C(ﬂ y delinearemos la cuantizacion del sistema. La bibliografia béasica para
este capitulo ef?| [1], 2].

2.1. Campo real de Klein-Gordon

El campo clasico de Klein-Gordon (o escalar) es un campo relativista
que, en el caso plano (i.e., cuando se propaga en el fondo de Minkowski),
equivale a la primera cuantizacién de una particula relativista libre, sin
espin, que cumple el principio de correspondencia [6]. En espacios con sec-
ciones de Cauchy compactas (o con condiciones de periodicidad) el campo
escalar puede entenderse como el modelo fisico de un nimero infinito (pero
numerable) de osciladores arménicos desacoplados.

'Se dice que una subvariedad tipo espacio ¥ del espacio-tiempo M es una superficie
de Cauchy si el dominio de dependencia de ¥ es igual a M. Un espacio-tiempo global-
mente hiperbdlico M es aquel que admite una superficie de Cauchy 3. En ese caso, M
tiene topologia ¥ x R (la superficie de Cauchy es la componente espacial de M) y puede
foliarse por una familia uniparamétrica de superficies de Cauchy X;; es decir, existe una
coordenada temporal ¢t en M tal que las superficies de t constante son una superficie de
Cauchy.

2Para un estudio més general de la cuantizacién del campo escalar en fondos curvos
puede verse, ademds de [I], el articulo [3].
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Denotemos por ¢ al campo escalar propagandose en un espacio-tiempo
globalmente hiperbdlico (M ~ ¥ x R, g4p). La hiperbolicidad global permite
foliar al espacio-tiempo con superficies de Cauchy X, a lo largo del campo
vectorial tipo tiempo t* = Nn® 4+ N? donde n® y N® son los campos vec-
toriales normal y tangencial a ¥, respectivamente, y N es una funcién que
depende sélo de la coordenada temporal t; t es tal que t*V,t =1. A N se
le conoce como el vector de desplazamiento, mientras que a N se le llama
funcién de lapso. La accién del campo esta dada por

S = /Ldt, (2.1)

donde el Lagrangiano L es

L= % / [(n%V )2 — h®V 46V — m2¢* NV hd>z (2.2)
3t

con hgp la métrica inducida en ¥; y v/h el determinante de dicha métrica.
Variando la accién e imponiendo que §5 = 0, se obtiene la ecuacién que
dicta la dinamica para el campo escalar ¢,

VoV oo —m?¢ =0, (2.3)

y que se conoce como la ecuacién de Klein-Gordon. El espacio fase covariante
Z es el espacio de soluciones suaves a la ecuacién ([2.3]), equipado con la
estructura simpléctica

Q(b1, ¢2) = / ($2n" Va1 — 11" Va2) Vhd . (2.4)
P
Por otro lado, el espacio fase canénico I es el espacio de datos iniciales
de ¢ en ¥;. Es decir, I" consta de las parejas (¢, 7), donde la configuracién
del campo ¢ y el momento canénicamente conjugado 7 estan dados por

¢ = Pls, (2.5)

= Zi = (n"V,¢)Vhls,. (2.6)

El espacio fase I' estd equipado con la estructura simpléctica candnica

Q[p1, m], [p2,72]) :/2 (pam1 — p1m2) d’z, (2.7)
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que no es otra cosa que la generalizacién de ([1.10]). El paréntesis de Poisson
en I' para las observables fundamentales es

{Q([p1,m1], - ), Ql2, m2], )} = —Q[o1, T, 2, m2)). (2.8)
Dada una superficie de Cauchy ¥, las relaciones (12.5))-(2.6]) establecen

un isomorfismo entre el espacio fase candénico I' y el espacio fase covariante
Z. Es decir, a un punto en I' [i.e., un par (¢, )] le corresponde una tnica
solucién ¢ € Z y viceversa.

2.2. Cuantizacion

Vayamos ahora a la cuantizaciéon del sistema. La cuantizaciéon, como
hemos dicho antes, consiste en construir un espacio de Hilbert donde se rep-
resenten en forma hermitica a los operadores correspondientes a las observ-
ables basicas, y en el cudl el dlgebra dada por el paréntesis de Poisson sea
representada por un algebra de conmutadores (relaciones de conmutacién
canénicas, RCC) segun la condicién de cuantizacién de Dirac.

Para la construccion del Hilbert, seguimos el procedimiento expuesto al
final del Capitulo 1. De manera que debemos especificar primero al espacio
h; es decir, un subespacio de Z€ con las caracteristicas estipuladas en la
subseccion [1.2.1} Para construir h se introduce un mapeo lineal J : Z — Z,
tal que J2 = —I y JT = —J, con la exigencia de que (o1, d2) := Q(J b1, b2),
¢1,¢2 € Z, sea un producto interno en Z (condicién de compatibilidad
de J con Q). Al mapeo J se le conoce como estructura compleja y es la
estructura matematica fundamental en la construccién de h (y, por tanto, del
espacio de Fock de la teoria cuantica). Es importante advertir que en general
hay una infinidad de estructuras complejas compatibles con 2; es decir, las
propiedades del mapeo J y la condicién de que p sea un producto interior
en Z no definen una tnica J. Como veremos mas adelante, la libertad en la
eleccién de J es justamente la ambigiiedad en la cuantizacién (i.e., J codifica
la ambigiiedad en la cuantizacién -la ambigiiedad en la representacién de las
RCC-).

Entre la infinidad de estructuras complejas J compatibles con 2, elijamos
una. Se complexifica Z, ZC, y se extiende por linealidad compleja a Q y J.
El producto extendido en Z€ es puo(®q, ®y) := Q(J?l, ®,). La estructura
compleja define subespacios

@ = (60— iJ0) (2.9)

> = %(qﬁ +iJg), (2.10)
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de ZC, donde ¢ € Z, que llamaremos de frecuencias positivas y negativas,
respectivamente. Nétese que dichos subespacios son espacios propios de J
con valores propios =+i; i.e., JO* = +i®*. Si se consideran bases ortonor-
males respecto a pi. para los subespacios de frecuencias positivas y negativas,
evidentemente se obtiene que los subespacios {®*} y {®~} son ortogonales
respecto a fie; ademds, Z€ = {®+} @ {®~}. El espacio h asociado a J es
el espacio que resulta de completar respecto a u. el espacio de frecuencias
positivas {®1} (i.e., cumple con todos los requerimientos especificados en la
subseccion .

El espacio de Hilbert para la teoria cuantica es el espacio de Fock simétri-
co asociado a h; es decir, H = Fs(h), que se obtiene exactamente como en la
subseccién [1.2.1] considerandd®|n € N. Como h depende de la J que se elija,
‘H también; en otras palabras, el espacio de Hilbert sera en general diferente
para distintas elecciones de estructura compleja.

Una vez que se cuenta con el espacio de Fock, los operadores de creacién y
aniquilacién quedan definidos (y, por supuesto, también son dependientes de
la J que se haya elegido) y estdn dados en forma completamente andloga al
caso de dimensién finita; para cada ¢ € Z, el operador bésico (fundamental)

~

Q(gb,) en Fq(h) es R
Uo,) = iA(K$) —iC(K¢), (2.11)

donde K : Z — h es la proyecciéon ortogonal respecto a u de la solucion
Z > ¢ = & + &, El operador (2.11)) estd expresado en el cuadro de
Shrodinger, en el cuadro de Heisenberg dicho operador es

Qu(9,) = iA(K ) — iC (K ) (2.12)

con ¢, la solucién cuyos datos iniciales a tiempo t (i.e., respecto a la superficie
de Cauchy ¥;) son iguales a los de ¢ al tiempo de referencia inicial (sobre
la superficie de Cauchy ¥, ).

Es importante enfatizar la dependencia en J de la construccién. Es decir,
hay tantas representaciones de las RCC como estructuras complejas com-
patibles con 2 puedan especificarse, puesto que de estas iltimas hay una
infinidad, entonces se tendra una infinidad de representaciones de las RCC.
Dadas cualesquiera dos estructuras complejas (compatibles con ) difer-
entes, J y J', se tendrén representaciones de Fock distintas, (Fs(hy), Ay, C'J)
y (Fs(h J/),A e 1), v éstas pueden o no estar relacionadas por un oper-
ador unitario. En general, y aunque haya una infinidad de representaciones

3Implicitamente se estd asumiendo aqui que, o bien las superficies de Cauchy son com-
pactas, o bien que se tienen condiciones periddicas.
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de las RCC unitariamente equivalentes, también se tendrd una infinidad
de representaciones de las RCC no unitariamente equivalentes; ésta es la
ambigiiedad en la cuantizacién de un campo escalar y es en este preciso sen-
tido en que la estructura compleja codifica la ambigiiedad. La eleccion de
una teoria predilecta se traduce en el problema de elegir una J predilecta.
En el caso de campo escalar propagandose en Minkowski, el requerimiento
extra de invariancia de Poincaré permite seleccionar una tnica estructura
compleja y, por consiguiente, una representaciéon (esto significa que hay una
Unica -salvo equivalencia unitaria- representacion de las RCC invariante de
Poincaré). Sin embargo, para espacios tiempos més generales, donde no hay
invariancia de Poincaré, es necesario plantear criterios fisicos que permitan
seleccionar una estructura compleja predilecta, pues las simetrias pueden no
ser suficientes para ello. Un criterio natural es imponer la implementabili-
dad unitaria de la dindmica; en espacio-tiempo no estacionario no todas las
representaciones implementan unitariamente la dindmica, de manera que
éste criterio descartaria tales representaciones y consideraria como fisica-
mente viables sélo aquellas representaciones donde la dindamica sea unitari-
amente implementable (y, por tanto, se conserve la probabilidad y exista
un cuadro de Schrédinger). En concreto, para seleccionar estructuras com-
plejas predilectas se propone imponer, ademas de la invariancia ante las
simetrias (si las hay), el criterio extra de implementabilidad unitaria. En lo
que sigue discutiremos la implementabilidad unitaria y el criterio propuesto
en espacios-tiempos no estacionarios muy especificos, pero antes conviene
revisar bajo que condiciones -necesarias y suficientes- una transformacion
simpléctica es implementable unitariamente (la evolucién es una transfor-
macién simpléctica).
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Capitulo 3

Implementabilidad Unitaria

En este capitulo se especificaran las condiciones bajo las cuales dos
teorias cudnticas del campo escalar, construidas a partir de diferentes es-
tructuras complejas, son unitariamente equivalentes. Veremos cuando una
transformacién simpléctica es unitariamente implementable en el espacio de
Hilbert (en este caso, en el espacio de Fock del campo escalar) y se analizard,
en particular, la condicién de implementabilidad unitaria de la dindmica. La
bibiliografia béasica para este capitulo es [1], [7] y [8].

3.1. Equivalencia Unitaria

En el capitulo anterior se puntualizé que la ambigiiedad en la cuan-
tizacién estd codificada en la estructura compleja. Es natural preguntarse
entonces cémo caracterizar la equivalencia o no de las teorias a través de
la estructura compleja J, que equivale a una caracterizacién a través del
producto interior real p.

Sean p1 y po dos productos en Z asociados a estructuras complejas Jy
y Jo compatibles con €). Se dice que 1 y po definen normas equivalentes en
Z si para toda ¢ € Z existen constantes positivas M, N tales que:

Si la condicién (3.1]) no se satisface, puede mostrarse que asumir una relacién
unitaria entre los espacios de Fock correspondientes, F(h1) y F(hz), lleva
a contradicciones. En otras palabras, la condicion de normas equivalentes
es una condicién necesaria para la existencia de una relacién unitaria entre
F(h1) y F(hg). Por otro lado, si pu1 y po satisfacen (3.I), entonces toda
sucesion sera de Cauchy en g siy solo si lo es en us. Asi, los espacios hy y
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ho seran subespacios del mismo espacio ZS (que es ZC completado respecto
a lle1 O [Le2, indistintamente).

Como es necesaria para la equivalencia unitaria entre representa-
ciones, pero no suficiente, deben establecerse més condiciones. A contin-
uacién nos centraremos en especificar dichas condiciones; comencemos por
suponer que la condicién se satisface y, por tanto, que hy y ho son
subespacios de ZE. Sea K; la proyeccién ortogonal K : ZE — hi, vy K; la
proyeccién ortogonal K; : ZE — hj respecto a pei( -, ) = (-, )p,, i = 1,2.
Definimos o? := K 1he Y B2 = FM hy» ¥ de forma completamente andloga a
a% y ,B%. Dados cualesquiera x, ( € ha, se tiene que

(X7 C)h? = _ZQ(¥7 C)
= —iQUKix + Kix, K1¢ + KiQ)
= (O[%Xa a%C)hl - (/B%X7 ﬁ%C)hh (32)

donde en el segundo renglén se utilizé la identidad K; + K; = I, mien-
tras que para obtener el tercer renglon se utiliz6 la ortogonalidad entre los
subespacios hi y hy respecto a pe1(-, -) = (-, - )n,- Asi, se sigue que

orlad — BB = 1. (3.3)
Realizando célculos muy similares se obtiene que
of'Bi=p'at il =al,
e -8B =1 , aB=gm, B =-g (34
Los mapeos {aé,ﬂji» |i,j = 1,251 # j} con las propiedades — con-
stituyen lo que se conoce como transformacion de Bogoliubov.

El siguiente teorema establece las condiciones, necesarias y suficientes,
para que dos teorias sean unitariamente equivalentesﬂ

Teorema 2 Dos teorias cudnticas definidas por las estructuras complejas Ji
y Ja son unitariamente equivalentes si (a) los productos p1 y s asociados a
J1 y Jo satisfacen y (b) el mapeo antilineal B3 (equivalentemente 3?)
cumple Tr(ﬂ;Tﬁé) < 00 (equivalentemente Tr(BfTﬂ%) < 0).

Este teorema permite establecer también cudndo una transformacién sim-
pléctica es unitariamente implementable. Para esto, obsérvese que, dada
una J, una transformacion simpléctica g induce una estructura compleja

'Para una prueba formal del teorema ver la seccién 4.4 de [I].
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J = gJg~'. La transformacién simpléctica g serd unitariamente imple-
mentable si J y J dan lugar a representaciones de las RCC unitariamente
equivalentes (i.e., si la parte antilineal de la transformacién de Bogoliubov
es Hilbert Schmidt -respecto a h o k', indistintamente-).

Considérese un campo escalar en un fondo con superficies de Cauchy
compactas, dada una estructura compleja J,, el campo se separa en térmi-
nos de las frecuencias positivas y negativas asociadas a dicha estructura
compleja:

$x) = arfu(@) +apfi(@), Jafx =ifr, Jufi =—iff,
k

donde (ay,aj) son coeficientes de Fourier y (fy, f;) son una base de solu-
ciones a la ecuacion de Klein-Gordon, que es ortonormal respecto al producto
Q(Jaﬁ, -). Dada otra estructura compleja, Jp, tendremos una descomposi-
cién distinta,

$(x) = brgr(@) + bpgi(x),  Togk = igr, Jogi = —ig,
k

en términos de los coeficientes de Fourier (b, b;) y la base de soluciones
(gx, g;) ortonormal respecto al producto Q(J,[-], -).

Supongamos que las bases {fx} v {gx} (que dan lugar a h, y hy, re-
spectivamente) se relacionan por una transformaciéon de Bogoliubov de la

forma
9k = apfi + B 6 lanl? — 8 = 1.

Nétese que, entonces, las variables tipo aniquilacién y creacién asociadas a
las diferentes estructuras complejas se relacionan por

ap = apby + Brb*,

i.e., en la teoria cudntica habra una mezcla de operadores de creacion y
aniquilacién al pasar de una descripcién a la otra. Evidentemente, los vacios
|0)a v |0)p no coinciden. La condicién sobre la traza de la parte antilineal de
la transformacién de Bogoliubov es

Tr(8'8) = Z(kakaﬁkfk)ha = Z 1Br|? < oo.
!

k

Es decir, las representaciones de las RCC construidas a partir de J, y Jp
serdn unitariamente equivalentes si {f;} es de cuadrado sumable. Nétese
que

Jagr = oy fr — i [, Togr = dar fi + i85 [
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de tal manera que

(Jo — Ja)g—k = 2By, fr..

De manera que la condicién de equivalencia unitaria es, valga la redundancia,
equivalente a pedir que J := (Jp — J,) sea Hilbert-Schmidt, pues

Te(TTT) =D (Tgk Tgn, = 4D 1Bl* < 0.
k

k

Siempre que J := (J, — J,) sea Hilbert-Schmidt diremos que J, y J, son
equivalentes (i.e., dan lugar a teorfas unitariamente equivalentes).

3.2.

Dinamica del campo escalar.

La dindmica de un campo escalar en un fondo globalmente hiperbdlico es

dictada por la ecuacién de Klein-Gordon . En el espacio fase canoénico,
los estados evolucionan a lo largo de las curvas integrales del campo vectorial
generado por el Hamiltoniano del sistema; el simplectomorfismo generado
por el Hamiltoniano es el siguiente:

1. Consideremos el dato inicial (¢, 7), € I' en la superficie de Cauchy

t = tg. Dada la hiperbolicidad global, existe una tnica solucién ¢ =
I, (p, m)t, asociada a dicho dato inicial (I, : I' = Z es el isomorfismo
entre el espacio fase candnico y covariante asociado a la superficie de
Cauchy t = t).

. Se determinan los datos de Cauchy (p,7);, para la solucién ¢ en la

superficie de Cauchy t = ty, donde t; > to. La relacién entre ¢ y
(¢, )i, es a través del isomorfismo Iy, : I' — Z asociado a la superficie
de Cauchy t = ty; ¢ = L1, (p, T)i,-

. El mapeo (1) := It;l olyy : ' =T, (p,m)t = (p,7)t;, es la trans-

formacion finita de evolucién temporal en el espacio fase canénico. Es
una transformacién candnica (i.e., un simplectomorfismo) y el conjun-
to de transformaciones finitas con pardmetro ¢, {t; 4}, conforman un
grupo que se denotard por SP;(T").

En el espacio fase covariante la evolucién corresponde al mapeo

Tty ) = Lto © Lt 10) © Iy = Tty © I;fl 72— 7.

Si ¢ es la evolucién de ¢ (ie., ¢ = T(tf7t0)¢), nétese que Itglqz; = It;lqb;
es decir, el dato de Cauchy evolucionado a t = ty de la solucién inicial
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¢ es igual al dato de Cauchy inicial a t = ty de la solucion evolucionada
¢. Evidentemente, el conjunto de transformaciones candnicas {T (t’to)} en el
espacio fase covariante conforman un grupo, al que denotaremos por SP;(Z).
Mientras que para teorias lineales en espacio fase finito la evolucion siem-
pre es unitariamente implementable, en el caso de campos, concretamente en
el caso de campo escalar, las transformaciones simplécticas {7(;4,)} no siem-
pre son unitariamente implementables; es decir, asociado a T(; ;,) no siempre
hay un operador unitario U; 4,y en el espacio de Fock. Cabe senalar que la
representaciéon de Fock, como se vi6 con anterioridad, es la representacion
natural construida a partir de Z; por otro lado, la representacién natural
asociada a I' es la de Schrodinger, en tal caso la no implementabilidad uni-
taria significaria que no siempre hay un operador unitario U; 4,y asociado a
t(1,t0) €n el espacio de Hilbert de funcionales de cuadrado integrable (sobre
el espacio de configuracién cudntico con una cierta medida gaussiana du).
De acuerdo a la discusién de la seccién tenemos entonces que

Afirmacién 1 Dada una representacion construida a partir de una cierta
J, la evolucion temporal serd unitariamente implementable (en esa repre-
sentacion) si y solo si las estructuras complejas J y la inducida por evolu-
cion, Jr := TJT ™, son equivalentes VT € SP,(Z) ;i.e., (J—Jr) es Hilbert-
Schmidt para toda T € SP,(Z) en el Hilbert de una particula h asociado a
J (o, equivalentemente, si J y Jp generan teorias cudnticas unitariamente
equivalentes para todo T € SP(Z)).
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Capitulo 4

Evolucién y unicidad en
fondos no estacionarios

En este capitulo analizaremos la implementabilidad de la dindmica de
un campo de Klein-Gordon propagéndose en dos fondos cosmoldgicos con-
cretos y veremos que el imponer el criterio de implementabilidad unitaria de
la dindmica permite seleccionar una representacién predilecta (salvo equiva-
lencia unitaria); i.e., el criterio de implementabilidad unitaria de la dindmica
es un criterio 1util para eliminar la ambigiiedad en la representacién de las
RCC. El primer caso que consideraremos serd el de un campo escalar no
masivo propagéndose en un fondo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
con factor de escala correspondiente a radiacion. En el segundo caso, se
analizard un campo de Klein-Gordon masivo y axial propagiandose en un
fondo tipo Bianchi I. En ambos casos consideraremos superficies de Cauchy
compactas T% (i.e., en ambos casos la topologia del espacio-tiempo se con-
siderard como RT x T3).

4.1. Campo escalar en un fondo FRW

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) corresponde al mod-
elo de Universo no estacionario, espacialmente homogéneo e isétropo. La ho-
mogeneidad e isotropia obedecen al llamado Principio Cosmoldgico, que es-
tablece que a gran escala el Universo es esencialmente homogéneo e isétropo.
De particular importancia son los hechos observacionales de la radiacion
césmica del fondo de microondas [9] y el corrimiento al rojo cosmoldgico,
pues constituyen la evidencia més contundente al dia de hoy para sostener
el modelo de universo esencialmente homogéneo e isétropo pero no esta-
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cionaridl]
Para Universo plano con topologia RT x T3 la métrica de FRW est4 dada
por
ds? = —dt® + a*(t)dz? + a®(t)dy? + a®(t)dz> (4.1)

donde z,y,2z € [0,27] son las coordenadas espaciales, ¢ € RT es la coor-
denada temporal y la funcién a(t) es el factor de escala. El campo escalar
no masivo en el fondo con métrica obedece la ecuacién de movimiento
siguiente

W+3d¢—;A¢=o (4.2)

a

donde prima “ ’ ” denota derivada respecto a t y A es el operador de
Laplace-Beltrami en la variedad Riemanniana 7 con elemento de linea dl? =
da? + dy* + dz%; ie., A = (0%/02® + 0% /0y* + 9%/02?). El factor de escala
es a(t) = Ct'/? (C una constante), pues estamos considerando el caso plano
con radiacion.

En términos del tiempo conforme

dn = —, (4.3)

(4.2) queda como
é+2g¢—A¢:Q (4.4)

13

donde el punto “"” denota derivada respecto al tiempo conforme 7. Como
se est4 tratando el caso en que el factor de escala es a(t) = Ct'/?, entonces
a(n) = C?n/2 y por tanto a/a = 1/n.

Utilizando separacién de variables y el hecho de que la parte espacial del
fondo es compacta, las soluciones pueden escribirse en términos de series de
Fourier de la siguiente manera

6 =3 bpfi(me™ 4 befi(n)e T (4.5)
k

donde 7 = (z,v, 2), k= (k1, ko, ks) con k; € Z, k = |E| y fx(n) es solucién
de la ecuacién diferencial

ﬁ+iﬁ+ﬁnza (4.6)

!De hecho, observaciones del corrimiento al rojo de supernovas tipo Ia [I0] parecen
establecer que la expansién del Universo es, de hecho, acelerada.
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cuya solucién general es

e—ikn eikn
fe = Ag + By, (4.7)
Sustituyendo en se obtiene que ¢ puede escribirse como
6= Zaqf ilkn-R#) | g2 L iln-F3) (4.8)

kn

donde ap = by Ay + biEB:. Esta descomposicién del campo tiene como es-
pacios de frecuencias positivas y negativas a los espacios generados por

S+:{;eiwnﬁa}, 5::{1g%nﬁ@}. (4.9)

Veamos ahora la evolucién del sistema entre 1y y 7; J) = T(,n0)®- Recorde-
mos que (seccién los datos de Cauchy de la solucién ¢ en la superficie
de Cauchy a n = cte coinciden con los datos de Cauchy de la solucién ¢ en
la superficie de Cauchy 7. Asi tenemos que

pn) =9¢l, = é’no = ?(no)
=V h(ﬂ)é’n =V h(no)$|770 = %(770) (4'10)

donde h(n) = a®(n) es el determinante de la métrica espacial inducida en la
hipersuperficie n = cte. Escribiendo

N

- . P 1 . -

(b _ il e—z(kn—k~:r}) + di—el(kn_k'x)y
Z;kn "

las condiciones (4.10)) permiten establecexﬂ que

ag = ag(n,mo)ag + Br(n,no)a” ; (4.11)
donde
N 739k (m) g5 (o) — 1695 (10) g (n)
k(1:0) e Lk (10)g5 (m0) — G (10) g (o) } (4.12)
g5 () g (o) — 1695 (n0) g (1)
Bi(1. 1) e { gk (10)g5 (m0) — G (m0) g (no) } (4.13)

*Usando la relacién de ortogonalidad ¢ TS g — (21)365
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con gi(n) = %e‘ik”. La transformacién (4.11) es de Bogoliubov, los coefi-

cientes (I12)-(1.13) satisfacen que [ay (1, 7] — |8 (1, 7m0)|? = 1 para todo

n,mo. Explicitamente, la parte antilineal de la transformacién (i.e., 8) es
(para todo k # 0)

i etk (n+mo)

Be(n,m0) = —5—5—
2003

i - o] )
Evidentemente > 7o | |Bx(n,m0)|* — oo simpre que n # 1y (para n = 1o
claramente B = 0, pues n igual a 79 implica que no hay evolucién; por
consiguiente es un caso irrelevante). Puesto que > 2, |8k(n, 70)|> — oo, con
mayor razén ) - 45 |8x(n,m0)|? 1o hard (pues en este caso se cuenta adema4s la
degeneracién del operador de Laplace-Beltrami). Esta dltima condicién es la
de implementabilidad unitaria, por consiguiente concluimos que la dindmica
no es unitariamente implementable respecto a la J asociada a S*.

4.2. Redefinicion del sistema

La no implementabilidad unitaria de la dindmica ocurre, de hecho, para
cualquier eleccion de estructura compleja. Sin embargo, bien puede pasar que
con otra eleccién de variables se pueda conseguir una implementaciéon uni-
taria de la dindmica. De manera mds precisa, hay dos tipos de ambigiiedad
en la cuantizacion del sistema: (a) Una vez que las variables bésicas del sis-
tema han sido seleccionadas, la ambigiiedad radica en la eleccion de estruc-
tura compleja. (b) La seleccién de las variables bésicas es una ambigiiedad en
si, pues aunque para dos conjuntos de variables bésicas distintas el sistema
es clasicamente equivalente (i.e., las diferentes descripciones clédsicas estan
conectadas por una transformacién canénica), las cuantizaciones que se con-
struyen a partir de dichos conjuntos de variables basicas pueden no ser uni-
tariamente equivalentes pues la transformacién candnica no necesariamente
tiene una contraparte unitaria a nivel cudntico. Asi, puede aprovecharse este
hecho para buscar nuevas variables basicas que si permitan una cuantizacién
en la cual la dindmica sea unitariamente implementable. A eso nos avocare-
mos en lo que resta de esta seccién, veremos como a través de una trans-
formacion dependiente del tiempo conseguimos redefinir el sistema en unas
nuevas variables cuya cuantizacién admite una implementacién unitaria de
la dindmica.

Consideremos la siguiente transformacién candnica dependiente del tiem-
po

0= a(n). (4.15)
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La nueva variable basica es ahora el campo p. La ecuacién de movimiento
para o se obtiene sustituyendo ¢ = o/a en ({4.4]),

0— Ao+ H(n)g =0 (4.16)
donde i)
__an

I(n) = a(n) (4.17)

En adelante consideraremos a(n) genérico (i.e., no sélo limitado al caso de
radiacion). Adicionalmente puede considerarse también campo masivo, en
cuyo caso II(n) = m2a® — (d/a). La ecuacién puede interpretarse
como la de un campo escalar ¢ con masa efectiva dependiente del tiempo
propagandose en un espacio-tiempo plano y estatico

ds® = —dn? + da® + dy? + d2>.

En este sentido, podemos decir que la transformacién canénica dependiente
del tiempo ¢ := a(n)¢ lleva el sistema de campo escalar en fondo no esta-
cionario a un sistema de campo escalar en fondo estdtico pero sujeto a un
potencial dependiente del tiempo V(o) = IT 0?/2.

Recientemente se ha mostrado [11] que para un campo escalar con masa
dependiente del tiempo genérica (salvo por ciertas condiciones de integra-
bilidad) propagandose en un fondo estdtico plano con secciones espaciales
compactas existe una representaciéon de las RCC que admite una imple-
mentabilidad unitaria de la dindmica. Mas ain, en [II] se muestra que si
Ja v Jp son estructuras complejas que permiten implementar la dindmica
unitariamente, entonces ambas teorias cudnticas son unitariamente equiva-
lentes; es decir, se mostré que hay una (salvo equivalencia unitaria) estruc-
tura compleja que permite implementar unitariamente la dindmica. Poste-
riormente se mostré que, de hecho, no hay otro conjunto de variables que
admitan una implementabilidad unitaria de la dindmica [12] Asi, la imple-
mentabilidad unitaria de la dindamica fija en este caso una teoria cudntica
predilecta. Los resultados de [11, [12] son directamente aplicables al caso par-
ticular II(n), de manera que podemos garantizar que para el campo p existe
una representacién de las RCC que admite una implementacién unitaria de
la dindmica y que ésta es, ademads, tinica (salvo equivalencia unitaria). De
hecho, es sélo en la descripcién g que se tiene implementabilidad unitaria de
la dindmica. El resultado que hemos utilizado podemos enunciarlo en forma,
general como sigue:
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Afirmacién 2 5% un sistema de campo escalar propagdndose en un espacio-
tiempo globalmente hiperbdlico, con secciones espaciales compactas, puede
escribirse via una transformacion candnica como el sistema de un campo
escalar con masa dependiente del tiempo propagdndose en un fondo estdtico,
entonces en este ultimo sistema existe una representacion de las RCC que
admite una implementacion unitaria de la dindmica y sélo en esta refor-
mulacion del campo ocurre esto. Es decir, hay una estructura compleja y
unas variables bdsicas predilectas, seleccionadas por las simetrias y el crite-
rio extra de implementablidad unitaria de la dindmica; la teoria cudntica de
campo que implementa unitariamente la dindmica y las simetrias es unica
(salvo equivalencia unitaria).

4.3. Campo escalar en un fondo Bianchi I

Ahora consideraremos un campo escalar masivo y axial propagandose en
un fondo tipo Bianchi I,

ds® = —dt* + a3 (t)(dz")? + a3(t)(dz?)? + a3(t)(dx®)? (4.18)

donde z% € [0,27], i = 1,2,3 y t € R*. Ahora hay tres factores de escala,
{a;|i = 1,2,3}, en general distintos y, por consiguiente, no hay isotropia.
El campo escalar ¢ tiene masa m y depende solamente de ¢ y una de las
coordenadas espaciales, digamos zP con p igual a 1, 2 o 3. Si realizamos la
transformacién n = [ dt/a,, entonces el elemento de linea puede escribirse
como

ds? = af,( ) [=dn? + (d2?)?] + Za ) (dz?)? (4.19)
i#p
El campo escalar axial ¢(n, 2P) satisface la ecuacién
— ¢+ Z 4 <;5 + (may)?¢ = 0. (4.20)
J;ﬁp
donde “"” y “ ' ” denotan derivada respecto a n y xP, respectivamente.

Con la idea de explotar el resultado expuesto al final de la anterior seccién,
trataremos de llevar al sistema a uno de un campo escalar con masa depen-
diente del tiempo propagandose en un fondo estatico; para ello consideremos
el rescalamiento ¢ = ¢/h, donde h es una funcién que depende sélo de 7.
Introduciendo este rescalamiento en se obtiene que

1 /. i s
o—0o"+ |2+ +Za’ oty h+2%h+(map)2h 0=0. (4.21)
J#p i#p 7
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Si elegimos el factor h como
1 aj
h(n) = — — 4.22
(n) = exp 2/2 o] (4.22)
J#p

entonces tendremos que (4.21)) es simplemente

6 — 0"+1I(n)e=0, (4.23)
2
ho1 s
I _ h 1 aj 2 4.24
(n) ) gﬁp py + (may) (4.24)

Es decir, la transformacién canénica dependiente del tiempo o = ¢/h, con
h dada por , nos permite escribir al sistema de campo escalar masi-
vo y axial en un fondo tipo Bianchi I, como el de un campo escalar axial
propagandose en un fondo estatico con masa efectiva dependiente del tiem-
po, como muestran —. Debido a la Afirmaciéon 2 enunciada al final
de la seccién anterior, se tiene entonces que en la descripcién ¢ (y sélo en
ésta) existe una representacion de las RCC que admite una implementacién
unitaria de la dindmica.

Para campo no axial la situaciéon es mas complicada y se requiere de un
analisis mas elaborado para determinar tanto si existe una parametrizacion
cuya cuantizaciéon a la Fock admita una implementaciéon unitaria de la
dindmica, como para establecer si ésta es tnica o no (i.e., indagar si el
criterio de implementacion unitaria de la dindmica es suficiente para la uni-
cidad en el caso no axial). Este caso va méas alla del alcance de esta tesis y
es trabajo a futuro.
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Conclusion

Desde la perspectiva tradicional de cuantizacién en espacio de Hilbert,
la evolucién unitaria de los sistemas cudnticos es un requerimiento central y
natural. En la presente tesis se mostrd, para dos casos concretos de campo
escalar en fondos no estacionarios, que la falta de unitariedad puede deberse
a una “mala” eleccién de variables para la cuantizacién, y que de hecho con
las variables adecuadas es posible conseguir una cuantizacién dnica (sal-
vo equivalencia unitaria) del sistema donde la evolucién es unitaria. Estos
resultados sugieren que la condicién de unitariedad en la dindmica puede
imponerse como un requisito mas para conseguir fijar una representacién de
las RCC en sistemas de campo donde las simetrias del espacio-tiempo sean
insuficientes para seleccionar una cuantizacién predilecta.

La unitariedad de la dindmica, desde un punto de vista meramente for-
mal, equivale a pedir que la evolucién sea un automorfismo en el espacio de
Hilbert. Es decir, que la evolucién no cambie el espacio de Hilbert, sino la
base con la que se describe dicho espacio. La unitariedad garantiza la conser-
vacion de la probabilidad y la equivalencia entre los cuadros de Schrodinger
y Heisenberg.

El analisis realizado en este trabajo ha sido para campos de Klein-Gordon
en fondos no estacionarios particulares. Asi que para poder profundizar en
la relacién ambigiiedad en la cuantizacion-evolucion temporal, es necesario
abordar casos mds generales (e.g., no suponer campo escalar axial en Bianchi
I) que abarquen fondos més genéricos, asi como analizar otros campos (e.g.,
campos bosoénicos con espin diferente de cero y campos fermiénicos). Tam-
bién habria que investigar casos con secciones espaciales no compactas. En
general, la relacion entre dindmica unitaria y cuantizacion unica es un prob-
lema abierto.

De conseguirse una unica cuantizacién (salvo equivalencia unitaria) para
sistemas de campo via el requisito de evolucién unitaria (y posiblemente
algin otro), se tendria una especie de sistemas “inerciales” cuédnticos. Que-
riendo decir con esto que existiria un sistema de variables privilegiado donde
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la dindmica se realiza unitariamente. Caso andlogo con los sistemas iner-
ciales, donde un sistema coordenado privilegiado observa que las particulas
libres siguen trayectorias rectilineas uniformes.

Para finalizar, quisiera mencionar que el Universo puede ser investiga-
do gracias a herramientas tedricas como la teoria cudntica de campos y
la relatividad general, herramientas que permiten realizar predicciones que
eventualmente pueden contrastarse con datos observacionales. El desarrollo
tedrico y observacional nos ha conducido a hallazgos sorprendentes, como la
expansién del Universo. Sin embargo, queda mucho todavia por entender,
como la aparente aceleracion en la expansion del Universo, la era planckiana
de éste, la materia oscura, etc., retos que dan una gran vitalidad al campo
de la cosmologia, la teoria de campos y la gravedad cudntica. En esta tesis se
ha dado un brevisimo panorama de algunas de las herramientas tedricas que
se utilizan (por ejemplo) en cosmologia cuantica, contribuyendo un poco en
la difusién del andamiaje matematico y fisico que las areas de cosmologia y
gravedad cudntica abordan, materias que con suficiente ingenio y dedicacién
del espiritu humano tal vez algiin dia logren responder a la pregunta: ; Cémo
comenzo el universo?
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