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FÍSICO

PRESENTA:

YAFET ERASMO SÁNCHEZ SÁNCHEZ
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Notación

T a1...ak
b1...bl

Tensor tipo (k, l)

Γ Espacio fase canónico

Z Espacio fase covariante

Ω Estructura simpléctica en Γ

Ω̃ Estructura simpléctica en Z

H Espacio de Hilbert

F Espacio de Fock

H Hamiltoniano

J Estructura compleja

hJ Espacio de frecuencias positivas asociado a la estructura compleja
J para un campo escalar

δF
δφ Derivada variacional de F respecto de φ

SPt(Γ) Grupo de simplectomorfismo de evolución en Γ

Γαµν Śımbolo de Christoffel αµν

gαβ Componente αβ de la métrica gab

T(ab) parte simétrica de un tensor (0, 2) Tab

T[ab] parte antisimétrica de un tensor (0, 2) Tab
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Notación de ı́ndices abstractos

A lo largo del texto se utilizará notación de ı́ndices abstractos. En dicha
notación se hace referencia a los tensores como objetos geométricos indepen-
dientes de la base y se utilizan ı́ndices con letras latinas, según sea el tipo
del tensor, e ı́ndices con letras griegas para las componentes; por ejemplo,
un tensor tipo (3, 2) se denota por T abcde , mientras que sus componentes se

deontan por Tαβδµν .
Cabe aclarar que en algunas ocasiones, las componentes espaciales de

ciertos tensores (en particular de la métrica) serán denotadas también con
ı́ndices latinos. Cuando esto ocurra, y para evitar confusión con la notación
de ı́ndices abstractos, será expĺıcitamente mencionada la referencia a com-
ponentes espaciales del tensor.

En notación de ı́ndices abstractos la contracción Yabu
b, por ejemplo, de-

nota la aplicación del vector ub al tensor Yab (i.e., Yabu
b = Y (·, ~u)), cuyo

resultado es una uno-forma va. Análogamente, wb = Yabu
a denota la apli-

cación Y (~u, ·). El dual de ub es ua = gabu
b. La contracción de un tensor,

digamos Tab, con su inverso, T ab, dá como resultado TabT
bc = δca.



Introducción

La cuantización de un sistema, como su nombre lo indica, corresponde
al proceso de construir la versión cuántica de un sistema clásico. En el caso
de sistemas lineales con número finito de grados de libertad puede garan-
tizarse (esencialmente bajo ciertos requerimientos de continuidad) que la
cuantización es única (salvo equivalencia unitaria) gracias al teorema de
Stone-von Neumann. Sin embargo, la falta de un teorema análogo para sis-
temas de campo (número infinito de grados de libertad) implica la búsqueda
y establecimiento de criterios que permitan seleccionar, entre la infinidad
de representaciones de las relaciones de conmutación canónicas (RCC) no
equivalentes, una cuantización predilecta. En el caso del campo escalar en
Minkowski, el requerimiento de invariancia bajo el grupo de Poincaré es el
criterio f́ısico que se impone y que basta para seleccionar una representación
predilecta de las RCC. Cuando el campo se propaga en un fondo con menos
simetŕıas (e.g. espacios no estacionarios) el criterio de invariancia de la teoŕıa
bajo las simetŕıas suele ser insuficiente para seleccionar una cuantización
predilecta; en efecto, ocurre que hay una infinidad de representaciones de las
RCC invariantes ante las simetŕıas pero no equivalentes entre śı. Adicional-
mente, la dinámica puede no ser unitariamente implementable en toda una
infinidad de representaciones. Para el caso de campo escalar propagándose
en fondos no estacionarios, se propone en este trabajo el requerimiento de in-
variancia ante las simetŕıas (como es usual y estándar) y la implementación
unitaria de la dinámica (criterio extra) como los criterios f́ısicos que per-
miten especificar y seleccionar una cuantización predilecta para el sistema.
En concreto, en el presente trabajo se da cuenta de que el criterio extra de
implementación unitaria de la dinámica “elige”, en efecto, una teoŕıa cuánti-
ca para los casos de (i) campo escalar propagándose en un fondo FRW y de
(ii) campo escalar axial propagándose en un fondo tipo Bianchi I.

Este trabajo tiene como propósito general presentar el problema de la
ambigüedad en la cuantización de sistemas de campo y cómo dichas am-
bigüedades pueden ser superadas a través de imponer criterios f́ısicos. El

9
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contenido de la tesis está organizado como sigue:
En el Caṕıtulo 1 se introduce, en el marco de sistemas con número fini-

to de grados de libertad, algunos aspectos fundamentales del formalismo
simpléctico. Se expone lo que se entiende por la cuantización de un sis-
tema clásico finito y se presenta el teorema de unicidad de Stone-von Neu-
mann. El caṕıtulo concluye con una presentación ilustrativa del oscilador
armónico, que es aprovechada tanto para esclarecer conceptos y herramien-
tas matemáticas como para introducir nuevos elementos en el formalismo de
cuantización.

En el Caṕıtulo 2 se generalizan, para el caso de sistemas con un número
infinito de grados de libertad, las nociones formales introducidas en el caṕıtu-
lo 1; en concreto, se trata el caso de campo escalar real. En la Sección 2.2
se presenta la cuantizaćıon del campo de Klein-Gordon y se nota que en
general no hay equivalencia unitaria entre las teoŕıas cuánticas (i.e., hay
una infinidad de representaciones no unitariamente equivalentes). En este
caṕıtulo se introduce la estructura compleja, J , que es el objeto matématico
que codifica la ambigüedad en la cuantización del campo escalar.

En el Caṕıtulo 3 se presenta matemáticamente y en forma rigurosa el
concepto de equivalencia unitaria; en particular, se presenta en términos de
transformaciones de Bogoliubov cuándo dos representaciones cuánticas del
campo de Klein-Gordon son unitariamente equivalentes. Además, se especi-
fica la condición que un simplectomorfismo debe cumplir para ser imple-
mentable unitariamente en la teoŕıa cuántica. Este punto es central, pues
dicha condición es el criterio extra que se impondrá sobre la dinámica (que es
un simplectomorfismo) para seleccionar una representación predilecta: rep-
resentaciones con dinámica no unitariamente implementable serán descar-
tadas, mientras que aquellas que implementen la dinámica unitariamente
(y sean invariantes ante las simetŕıas del fondo) serán consideradas como
predilectas.

En el Caṕıtulo 4 se consideran dos sistemas no estacionarios en los que
se pone a prueba los criterios de unicidad. En la Sección 4.1 se trata el caso
de campo escalar real propagándose en un fondo de Freidmann-Robertson-
Walker plano, compacto (hipersuperficies de Cauchy T 3) y con contenido de
radiación. En la Sección 4.3 se analiza un campo escalar axial propagándose
en un espacio-tiempo tipo Bianchi I.

Finalmente se dedica el último caṕıtulo a una breve sinópsis de lo que
se hizo a lo largo de la tesis y a discutir algunos puntos; se expone el sig-
nificado que la evolución unitaria tiene y su relación con la cuantización.
Adicionalmente se proponen algunas ĺıneas de investigación a futuro.



Caṕıtulo 1

Sistemas finitos

Los sistemas f́ısicos con un número finito de grados de libertad correspon-
den, en general, al estudio de sistemas de n part́ıculas. La descripción de
dichos sistemas puede llevarse a cabo, en forma completamente equivalente
ya sea empleando la formulación Lagrangiana o la Hamiltoniana1. Un aspec-
to importante de los sistemas finitos es que su cuantización es única (salvo
equivalencia unitaria) como es enunciado en el teorema de Stone-von Neu-
mann [1]. En este caṕıtulo se revisará la construcción del formalismo Hamil-
toniano para sistemas finitos, se introducirán los elementos de geometŕıa
simpléctica que acompañan a esta formulación y se presentará el proceso de
cuantización de sistemas con Hamiltoniano cuadrático en las coordenadas
canónicas conjugadas de configuración y momento. La bibliograf́ıa básica
para esta parte del texto es [1], [2] y [4].

1.1. Formalismo Hamiltoniano

La configuración de un sistema clásico con un número finito n de grados
de libertad es representada por un punto en una variedad n- dimensional `,
conocida como el espacio de configuración, cuyas coordenadas {q1, q2, ...qn}
son llamadas coordenadas generalizadas del sistema. El espacio fase Γ del
sistema es el haz cotangente T ∗`, coordenado por {q1, q2, ..., qn; p1, p2, ..., pn},
donde {p1, p2, ...pn} son las componentes de los vectores cotangentes asoci-
ados a la base {∂/∂qi}. El espacio Γ está equipado con la forma simpléctica
canónica

Ωab =
n∑
µ=1

(dpµ)a ∧ (dqµ)b, (1.1)

1Aqúı no se considerará el caso de sistemas singulares.
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donde ∧ denota el producto cuña, Aa ∧Bb := Aa ⊗Bb −Ba ⊗Ab. La forma
simpléctica es un campo tensorial (0, 2), antisimétrico y no degenerado; dado
que Ωab es no degenerada existe una única inversa, Ωab, tal que ΩabΩbc = δac .
Se puede ver que ésta está dada por

Ωab =
n∑
µ=1

(
∂

∂qµ

)a
⊗
(

∂

∂pµ

)b
−
(

∂

∂pµ

)a
⊗
(

∂

∂qµ

)b
. (1.2)

Dada una función suave de Γ en los reales, g, el campo Hamiltoniano
en Γ asociado a g es Xa

g = Ωab∇bg, donde ∇bg =
∑

µ(∂g/∂qµ)(dqµ)b +
(∂g/∂pµ)(dpµ)b. Puesto que el Hamiltoniano H de un sistema es, en particu-
lar, una función del espacio fase a los reales, i.e., H : Γ→ R, entonces el cam-
po vectorial Hamiltoniano ha := Xa

H sobre Γ asociado a H es ha = Ωab∇bH;
expĺıcitamente:

ha =

n∑
µ=1

(
∂H

∂pµ

)(
∂

∂qµ

)a
−
(
∂H

∂qµ

)(
∂

∂pµ

)a
. (1.3)

Dado un estado del sistema, es decir un punto P en el espacio fase Γ, la
evolución de éste es a lo largo de la curva integral de ha que pasa a través
de P . En otras palabras, puesto que el hamiltoniano H es el generador de
evolución, el campo vectorial asociado ha define el flujo de la evolución en
el espacio fase Γ.

Como sabemos, las propiedades f́ısicas medibles en los sistemas corre-
sponden a las llamadas observables; éstas son representadas por funciones
reales y suaves, i.e., f : Γ → R, con f ∈ C1. El conjunto de observables
básicas (o fundamentales) de un sistema es un espacio vectorial tal que
cualquier función en Γ suficientemente regular puede ser representada como
(el ĺımite de) la suma de productos de observables básicas. El espacio de
observables está equipado con una estructura algebráica, conocida como el
paréntesis de Poisson,

{f, g} = Ωab∇af∇bg, (1.4)

y el conjunto de observables básicas es cerrado bajo éste.
Puesto que las coordenadas canónicas son observables, los paréntesis de

Poisson entre las mismas están dados por:

{qi, pj} = δij , {qi, qj} = 0 {pi, pj} = 0. (1.5)
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El paréntesis de Poisson de las variables canónicas con el Hamiltoniano
proveé, justamente, las ecuaciones de Hamilton; en efecto:

{qi, H} = Ωab∇aqi∇bH = ha∇aqi =
∂H

∂pi
, (1.6)

{pj , H} = Ωab∇apj∇bH = ha∇apj = −∂H
∂qj

. (1.7)

Dada una función suave f : Γ→ R, ha∇af es el cambio de f a lo largo de ha,
y como este último representa el flujo de la evolución, entonces ha∇af = ḟ .
Aśı que ha∇aqi = q̇i y ha∇apj = ṗj , con lo cual se llega al conjunto de
ecuaciones

q̇i =
∂H

∂pi
ṗj = −∂H

∂qj
. (1.8)

Para el caso de teoŕıas lineales, el espacio fase es un espacio vectorial
Γ ∼= R2n, donde n ∈ N son los grados de libertad del sistema. El hecho de
que la variedad sea un espacio vectorial permite identificar a Γ con TxΓ, para
cualquier punto x ∈ Γ, y por consiguiente identificar puntos de Γ, x, con los
correspondientes vectores, xa, en el tangente. Aśı, la forma simpléctica Ωab

define una función bilineal Ω : Γ× Γ→ R,

Ω(x, y) := Ωabx
ayb, (1.9)

que es conocida como estructura simpléctica. Dados cualesquiera dos puntos
en Γ, y1 = (q1µ, p1µ) y y2 = (q2µ, p2µ) [donde µ = 1, . . . , n] la forma expĺıcita
de Ω es

Ω(y1, y2) =

n∑
µ=1

[p1µq2µ − p2µq1µ]. (1.10)

El espacio fase de sistemas lineales es pues un espacio vectorial simpléctico
(Γ,Ω); es decir, un espacio vectorial en el que está definido el mapeo bi-
lineal no degenerado y antisimétrico Ω. Dada y′ ∈ Γ, la expresión Ω(y′, ·)
es una función lineal de Γ en R. Por ejemplo, con la elección de etiqueta
y′ = (0, ..., qi = 1, ..., 0; 0, ..., 0), se tiene que Ω(y′, y) = −pi (i.e., la función
asigna a cada y ∈ Γ menos su i-ésima componente en momento), mientras
que con y′ = (0, ..., 0; 0, ..., pi = 1, ..., 0) se tiene que Ω(y′, y) = qi (i.e., la
función asigna a cada y ∈ Γ su i-ésima componente en configuración). Clara-
mente una función f que sea combinación lineal de las variables canónicas,
f(y) =

∑
i aiqi + bipi (con y ∈ Γ), puede escribirse como f(y) = Ω(yf , y),

donde yf = (−b1, ...,−bn; a1, ..., an). Es decir, cualquier observable f que
sea combinación lineal de las coordenadas canónicas puede expresarse como
f = Ω(yf , ·), con la etiqueta yf ∈ Γ correspondiente.
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Dadas cualesquiera dos observables básicas con etiquetas y1 y y2, Ω(y1, · )
y Ω(y2, · ), el paréntesis de Poisson entre éstas es

{Ω(y1, ·),Ω(y2, ·)} = −Ω(y1, y2). (1.11)

Es importante mencionar que el espacio fase canónico Γ es isomorfo al
espacio de soluciones Z = {Y (t)}, donde Y es solución a las ecuaciones de
movimiento Lagrangianas; por consiguiente, para el caso de sistemas lineales,
el espacio de soluciones es un espacio vectorial simpléctico y puede consider-
arse también como el espacio fase de la teoŕıa (espacio fase covariante). El
isomorfismo asigna a un punto y ∈ Γ, la solución Y (t), cuyos datos iniciales
son precisamente y ∈ Γ a un cierto tiempo de referencia t = t0 (tiempo
inicial); aśı, es claro que para cada elección de t0 se tendrá un isomorfismo
It0 : Γ→ Z correspondiente. Es a través del isomorfismo que se define en Z
la estructura simpléctica Ω̃t0 inducida por la estructura simpléctica Ω en Γ;
a saber, Ω̃t0(Y1(t), Y2(t)) = Ω(I−1

t0
(Y1(t)), I−1

t0
(Y2(t))), donde I−1

t0
: Z → Γ es

la inversa del isomorfismo It0 y Y1(t), Y2(t) ∈ Z.
La estructura simpléctica inducida en Z es independiente de la elección

de tiempo de referencia que se considere para definirla; sea gt : Γ → Γ el
mapeo de evolución en el espacio fase canónico Γ, de tal suerte que si y ∈ Γ
es el estado del sistema a tiempo inicial t0, gt(y) será el estado del sistema
a tiempo t > t0. Se puede ver que el mapeo gt corresponde a la composición
I−1
t ◦ It0 ; dada y ∈ Γ, I−1

t ◦ It0 (y) = I−1
t (Y ), donde Y ∈ Z es la solución

con datos iniciales y al tiempo de referencia t0 y datos iniciales yt al tiempo
de referencia t, aśı que I−1

t (Y ) = yt. La traza de datos iniciales a diferentes
tiempos de referencia para una misma solución es justamente la evolución en
Γ, de manera que yt = gt(y) y por tanto gt = I−1

t ◦ It0 . La evolución es una
transformación canónica, lo que significa que gt es un simplectomorfismo;
i.e., Ω(y1, y2) = Ω(gt(y1), gt(y2)) = Ω(y1 t, y2 t). Puesto que

Ω(y1, y2) = Ω(I−1
t0

(Y1(t)), I−1
t0

(Y2(t))) = Ω̃t0(Y1(t), Y2(t)), (1.12)

Ω(y1 t, y2 t) = Ω(I−1
t (Y1(t)), I−1

t (Y2(t))) = Ω̃t(Y1(t), Y2(t)), (1.13)

entonces de la propiedad de simplectomorfismo se sigue que

Ω̃t0(Y1(t), Y2(t)) = Ω̃t(Y1(t), Y2(t)). (1.14)

i.e., la estructura simpléctica en Z es, en efecto, independiente de la elección
de tiempo de referencia que se considere para definirla. En consecuencia,
podemos eliminar en Ω̃t̄ el sub́ındice t̄. Tenemos pues que (Γ,Ω) ∼= (Z, Ω̃),
con Ω̃ independiente del isomorfismo It que se utilice en la identificación de
Γ (datos iniciales) y Z (soluciones).
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1.2. Cuantización

En el paso a la teoŕıa cuántica, la estructura matemática cambia. Los
estados cuánticos del sistema son representados por vectores en un espacio de
Hilbert H, las observables son operadores autoadjuntos en H y la evolución
dinámica es dictada por un operador unitario (en el caso de sistemas lineales
de dimensionalidad finita). En el siguiente cuadro se contrastan los elementos
clásicos y cuánticos para sistemas lineales finitos.

Cuadro 1.1: Comparación entre los sistemas clásicos y cuánticos finitos
Objeto Cuántico Clásico

Estados del sistemas Espacio de Hilbert H Espacio vectorial simpléctico (Γ,Ω)

Observables {Ô|Ô : H → H autoadjunto} {f |f : Γ→ R suave}
Evolución/Generador Operador unitario Ût/Operador

Hamiltoniano Ĥ

Simplectomorfismo gt de Γ en
Γ/Flujo vectorial ha generado por
el Hamiltoniano H

Dado un sistema clásico, lo principal en el proceso de cuantización de tal
sistema es determinar el espacio de Hilbert H y los operadores autoadjuntos
f̂ correspondientes a las observables clásicas f . A grandes rasgos, la idea
es especificar a partir de las observables clásicas un álgebra de operadores
abstractos, es decir definir de manera precisa un mapeoˆ: f → f̂ , imponer

la condición de cuantización de Dirac, [f̂ , ĝ] = i{̂f, g} (aqúı en unidades de
~ = 1) y representar el álgebra en un espacio de Hilbert H construido a
partir del espacio fase de la teoŕıa. Un problema en el procedimiento, como
mostró H. Groenewold [5], es que no existe una correspondencia general entre
el conmutador y el paréntesis de Poisson; i.e., que no existe un isomorfismo
entre las álgebras clásica (paréntesis de Poisson) y cuántica (conmutador).
Sin embargo, es posible considerar un conjunto de variables elementales
(también llamadas fundamentales o básicas) clásicas, Σ, para las cuales dicho
isomorfismo śı existe. Como se mencionó en el apartado anterior, el conjunto
de variables fundamentales Σ es tal que:

1. Σ debe ser un espacio vectorial lo suficientemente grande para que
cualquier función regular en Γ pueda obtenerse como (posiblemente el
ĺımite) de sumas y productos de los elementos de Σ. Esta condición
lo que pretende es que el mayor número de observables pueda ser
cuantizado sin ambigüedad.

2. Σ debe ser cerrado respecto al paréntesis de Poisson.

Con estas condiciones es posible establecer un isomorfismo lineal F que
a cada f ∈ Σ le asigna un f̂ ∈ Θ̂ (el espacio de observables cuánticas)



16

-i.e., establecer el mapeo “ ˆ ”- y F (s), donde s = {f, g} ∈ Σ, coincide
con −i[F (f), F (g)] para todo f, g ∈ Σ (que no es más que la condición de
cuantización de Dirac).

El conjunto de observables básicas Σ en Γ es2

Σ = Span{1,Ω(y, · )}, y ∈ Γ, (1.15)

que de acuerdo a (1.11) es cerrado bajo el paréntesis de Poisson. Aśı, se tiene
que

[Ω̂(y1, ·), Ω̂(y2, ·)] = −iΩ̂(y1, y2), y1, y2 ∈ Γ. (1.16)

Es importante señalar que un problema con los operadores básicos Ω̂(y1, ·)
es que éstos son (en general) operadores no acotados. Por ejemplo, el oper-
ador de posición Ω̂(y′, · ) = q̂i, con y′ = (0, ..., 0; 0, ..., pi = 1, ..., 0), en la rep-
resentación de Schrödinger es un operador no acotado. En consecuencia, para
evitar problemas de dominio, es conveniente trabajar con la versión exponen-
cial de estos operadores; i.e., {Ŵ (y) = exp[iΩ̂(y, ·)]}. Tanto las relaciones de
conmutación canónicas (1.16), como las de hermiticidad Ω̂(y, ·) = Ω̂†(y, ·),
son capturadas en las llamadas relaciones de Weyl

Ŵ (y1)Ŵ (y2) = exp

(
i

2
Ω(y1, y2)

)
Ŵ (y1 + y2), (1.17)

Ŵ †(y) = Ŵ (−y). (1.18)

Una caracteŕıstica importante de los sistemas finitos es que es posi-
ble garantizar que su representación en espacio de Hilbert es única (salvo
equivalencia unitaria) bajo ciertas condiciones de continuidad y unitariedad.
Es decir, que la ambigüedad en la representación de las relaciones de con-
mutación canónicas en el proceso de cuantización es eliminada al imponer
ciertas condiciones sobre la representación de las relaciones de Weyl (1.17)-
(1.18). Este importante resultado de unicidad para la teoŕıa cuántica de
sistemas lineales de dimensión finita es enunciado en el llamado teorema de
Stone-von Neumann:

Teorema 1 (Stone-von Neumann): Sea (Γ,Ω) un espacio vectorial sim-
pléctico de dimensión finita. Sean (H, Ŵ (y)) y (H′, Ŵ ′(y)) dos representa-
ciones fuertemente continuas, irreducibles y unitarias de las relaciones de
Weyl. Entonces, (H, Ŵ (y)) y (H′, Ŵ ′(y)) son representaciones unitaria-
mente equivalentes.

2Análogamente, el conjunto de observables básicas en Z es Span{1, Ω̃(Y (t), · )}, Y (t) ∈
Z.
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En otras palabras, si una representación de las relaciones de Weyl (1.17)-
(1.18) es fuertemente continua, irreducible y unitaria, entonces es única.
Conviene recordar que (A) la continuidad fuerte se refiere a que
ĺımy→0 ‖ Ŵ (y)h − h ‖= 0, ∀h en el Hilbert (B) la irreducibilidad consiste
en que el Hilbert H y el elemento cero de éste son los únicos subespacios
invariantes ante el álgebra de Weyl generada por Ŵ (y) y (C) dos representa-
ciones (H, Ŵ (y)) y (H′, Ŵ ′(y)) son unitariamente equivalentes si existe un
mapeo unitario entre ellas: U : H → H′, U−1Ŵ ′U = Ŵ . Como sabemos, dos
teoŕıas cuánticas que sean unitariamente equivalentes, son f́ısicamente equiv-
alentes. En efecto, si (H, Ŵ (y)) es unitariamente equivalente a (H′, Ŵ ′(y)),
el valor de expectación de la observable Ŵ en un cierto estado Ψ ∈ H es
〈Ψ|Ŵ |Ψ〉 = 〈Ψ|U−1Ŵ ′U |Ψ〉 = 〈Ψ′|Ŵ ′|Ψ′〉; es decir, la expectación de Ŵ en
el estado Ψ ∈ H es igual a la expectación del mismo operador Ŵ ′, en la
representación primada, en el estado correspondiente Ψ′.

Es importante recalcar la hipótesis sobre la dimensionalidad finita del
espacio fase en el teorema, pues justamente es tal hipótesis la que se pierde
cuando se consideran sistemas de campo; en efecto, los sistemas de campo
cuentan con espacio fase de dimensión infinita.

Por ejemplo, el espacio fase para un campo de Klein-Gordon es el espacio
de datos de Cauchy para la ecuación de Klein-Gordon y es, ciertamente, de
dimensión infinita. En tal sistema de campo, que es el más simple posible,
no es aplicable el teorema de Stone-von Neumann y, en general, se tiene
que lidiar entonces con el problema de una infinidad de representaciones
no unitariamente equivalentes para las relaciones de conmutación canónicas
(RCC). El problema que debe enfrentarse es el de hallar criterios f́ısicos
que permitan seleccionar una representación predilecta para las RCC; un
problema que es altamente no trivial, que para el caso de espacio-tiempo
plano es resuelto al imponer invariancia de Poincaré, pero que para otros
fondos (e.g. no estacionarios) es un problema no resuelto en forma genérica.

1.2.1. Oscilador Armónico

Para efectos ilustrativos, en este apartado se discutirá la cuantización
del oscilador armónico y de n osciladores armónicos desacoplados. Primero
se presentará en forma sucinta los elementos que conforman la teoŕıa cuánti-
ca estándar en espacio de Hilbert, cuya construcción puede consultarse en
cualquier libro introductorio de Mecánica Cuántica. Posteriormente se de-
lineará la cuantización en un formalismo dirigido a la generalización para
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campos. Trataremos pues el caso de un Hamiltoniano de la forma

H =
1

2
p2 +

1

2
ω2q2, (1.19)

que es el Hamiltoniano para un oscilador (el Hamiltoniano para n osciladores
armónicos desacoplados es la suma de n Hamiltonianos Hi de esta forma,
con frecuencias correspondientes ωi).

En la teoŕıa cuántica estándar, el espacio de Hilbert H de la teoŕıa es
L2(R, dq) y los operadores de posición y momento son representados por

q̂Ψ = qΨ p̂Ψ = −i~ ∂
∂x

Ψ (1.20)

El operador Hamiltoniano Ĥ es la contraparte cuántica de (1.19), con q
y p sustitúıdos por q̂ y p̂. En lugar de observables básicas q̂ y p̂, la teoŕıa
puede formularse considerando como los operadores fundamentales a los
operadores de aniquilación y creación,

Â =

√
ω

2
q̂ + i

√
1

2ω
p̂ (1.21)

Ĉ =

√
ω

2
q̂ − i

√
1

2ω
p̂, (1.22)

donde el operador de creación Ĉ es el operador adjunto de Â.
Se puede ver que en la representación de Heisenberg

q̂H(t) =

√
1

2ω

(
ÂH(t) + ĈH(t)

)
, (1.23)

donde ÂH(t) = exp(−iωt)Â es solución de la ecuación dÂH/dt = i[Ĥ, ÂH ],

que proviene de la ecuación clásica dA/dt = {A,H}; i.e., dÂH/dt = {̂A,H},
y como [ÂH , Ĥ] = i{̂A,H} entonces se sigue que dÂH/dt = i[Ĥ, ÂH ]. El
operador de momento en la representación de Heisenberg, p̂H , está dado por

p̂H(t) =
dq̂H
dt

. (1.24)

Las ecuaciones (1.23) y (1.24), con ÂH(t) = exp(−iωt)Â y Ĉ su adjunto,
determinan el Hamiltoniano cuántico asociado a (1.19) -salvo por un múlti-
plo de la identidad-. De tal manera que podemos decir que tales ecuaciones
determinan la teoŕıa cuántica para el oscilador armónico.
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La generalización para un sistema de n osciladores desacoplados con fre-
cuencias ω1, ..., ωn es directa. En tal caso el espacio de Hilbert,H, de la teoŕıa
consistirá en el producto tensorial de los espacios de Hilbert, H1...Hn, de ca-
da oscilador individual,H = H1⊗...⊗Hn y los operadores, (Âi, Ĉi), serán los
operadores de aniquilación y creación correspondientes al i-ésimo oscilador,
i = 1, . . . , n. Esta generalización es estrictamente válida para n finito, pues
la generalización del espacio de Hilbert como un producto tensorial infinito
de espacios de Hilbert es inadecuada.

A continuación nos centraremos entonces en presentar una construcción
de la teoŕıa cuántica para n osciladores desacoplados, que aunque es un tanto
cuanto más elaborada tiene la ventaja de que su generalización a sistemas de
campo es inmediata. Esta formulación, al igual que la tradicional que hemos
descrito con anterioridad, satisfacen el teorema de Stone-von Neumann y,
por tanto, son unitariamente equivalentes.

Consideremos el espacio vectorial simpléctico de soluciones a las ecua-
ciones de movimiento, (Z, Ω̃). El primer paso para construir el espacio de
Hilbert de la teoŕıa cuántica consiste en considerar la complexificación de
Z, ZC = Z ⊗ C, y definir la operación bilineal

(z1, z2) = −iΩ̃(z1, z2), (1.25)

donde Ω̃ es la extensión (por linealidad compleja) de Ω̃ en Z a ZC.
Lo siguiente en la prescripción es determinar un subespacio h de ZC tal

que:

1. En h la operación bilineal (1.25) define un producto interno (h1, h2)h =
−iΩ̃(h1, h2); por lo que -la completez de- h es un espacio de Hilbert.

2. ZC = h⊕ h̄, donde h̄ es el espacio complejo conjugado de h.

3. h̄ = h⊥ donde h⊥ es el espacio ortogonal a h respecto al producto
(1.25).

Una vez definido h, se considera el mapeo lineal, real y biyectivo K :
Z → h , Ky = y+ donde y+ es la proyección ortogonal de y respecto a
(1.25) en h. Un cálculo directo muestra que

Im(Ky1,Ky2)h = −ReΩ̃(Ky1,Ky2) (1.26)

= −1

2
Ω̃(Ky1,Ky2)− 1

2
Ω̃(Ky1,Ky2) (1.27)

= −1

2
Ω̃(y1, y2). (1.28)
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El espacio de Hilbert de n osciladores desacoplados es H = Fs(h), es
decir, el espacio de Fock simétrico asociado a h (el Hilbert de un oscilador).
De manera precisa, Fs(h) = ⊕k(⊗ksh), donde ⊗ksh es el producto tensorial
simétrico (k = 0, . . . , n); i.e., si α ∈ ⊗ksh, entonces

α : h∗ × h∗ × ...× h∗︸ ︷︷ ︸
k

→ C,

donde h∗ es el espacio dual de h, α es k-lineal, simétrica y cumple que
si {Emj} es una base de h∗m entonces

∑
k |α(E1j1 , ..., Enin)|2 converge, adi-

cionalmente se define ⊗oh = C.

Un elemento Ψ ∈ Fs(h) es representado por

Ψ = (ψ,ψa1 , ..., ψa1...an , ...).

El operador de aniquilación Â(ξa) : Fs(h)→ Fs(h) está definido como sigue

Â(ξa)Ψ = (ξaψ
a,
√

2 ξaψ
a,a2 , ...,

√
n ξaψ

a,...an , ...) (1.29)

Por el Teorema de Riesz, se puede identificar cada elemento de h̄ con h∗ y de
h con h∗, de ah́ı que se abuse de la notación en la definición del operador de
aniquilación y se utilice ξa para denotar al elemento de h∗ asociado a ξa ∈ h̄.
El operador de creación Ĉ(ξa) : Fs(h) → Fs(h) asociado a ξa está definido
por

Ĉ(ξa)Ψ = (0, ψξa1 ,
√

2 ξ(a1ψa2), ...,
√
n ξ(a1ψa2,...an), ...) (1.30)

Para las observables fundamentales Ω̃(Y, ·), Y ∈ Z, el operador cuántico
correspondiente en la representación de Heisenberg es

̂̃ΩH(Y, ·) = iÂ(KYt)− iĈ(KYt), (1.31)

donde Yt es la solución cuyos datos iniciales a tiempo t coinciden con los
datos iniciales de Y al tiempo inicial de referencia.

De las definiciones para los operadores de creación y aniquilación se sigue
que el conmutador entre éstos es [Â(ξa), Ĉ(ηa)] = ξ̄aη

aÎ. De esta relación es
sencillo verificar que el conmutador entre las observables básicas es

[ ̂̃Ω(Y1, ·), ̂̃Ω(Y2, ·)] = −iΩ̃(Y1, Y2)Î , (1.32)

que no es otra cosa que la condición de cuantización de Dirac.
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Es importante notar que las condiciones que definen el subespacio h no
son suficientemente fuertes para definir un único subespacio. Dicha liber-
tad en la elección puede caracterizarse mediante la elección de un producto
interno real µ. Veamos:

Puesto que (KY1,KY2)h = −iΩ̃(KY1,KY2) implica queRe(KY1,KY2)h =
ImΩ̃(KY1,KY2), y ImΩ̃(KY1,KY2) define un producto en Z; i.e.,

µ(Y1, Y2) := Re(KY1,KY2)h = ImΩ̃(KY1,KY2) (1.33)

es un producto interno en el espacio real Z. Entonces

(KY1,KY2)h = µ(Y1, Y2)− i

2
Ω̃(Y1, Y2); (1.34)

es decir,

µ(Y1, Y2) = (KY1,KY2)h +
i

2
Ω̃(Y1, Y2). (1.35)

Aśı, un subespacio h define un producto µ en Z. Para el inverso (i.e., que un
producto µ en Z defina un subespacio h con las propiedades anteriormente
especificadas) puede mostrarse que un producto interno en Z que satisfaga

µ(Y1, Y1) =
1

4
maxY2 6=0

[Ω̃(Y1, Y2)]2

µ(Y2, Y2)
, (1.36)

define un h con las propiedades especificadas arriba [la condición (1.36) no
especifica a µ en forma única; es decir, hay toda una familia de productos in-
ternos diferentes que cumplen con la condición (1.36) y dan lugar a diferentes
subespacios h]. Podemos decir que la libertad (ambigüedad) en la elección
de h puede caracterizarse por la libertad en la elección de producto interno
real µ en Z. Dos productos µ y µ′ diferentes [pero que satisfagan (1.36)],
darán lugar a subespacios h y h′ distintos. Sin embargo, como se trata de
un sistema finito que cumple con las hipótesis del teorema de Stone-von
Neumann, las teoŕıas cuánticas a la Fock F(h) y F(h′) son unitariamente
equivalentes.

Con esto concluimos la presentación de la teoŕıa cuántica para el sis-
tema lineal de n osciladores desacoplados en forma general. A pesar de lo
aparentemente complicado de ésta formulación, el teorema de Stone-von
Neumann asegura la equivalencia unitaria con cualquier otra representación
(que cumpla las hipótesis del teorema, claro está) en particular, con la
estándar presentada al comienzo de este apartado. Debe enfatizarse que se
ha presentado esta representación menos familiar porque, como se ha men-
cionado, su generalización a teoŕıa cuántica de campos en espacio-tiempo
curvo es natural.
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Caṕıtulo 2

Sistemas de Campo

Los campos son sistemas f́ısicos con un número infinito de grados de lib-
ertad. Mientras que los sistemas finitos son descritos por coordenadas gen-
eralizadas (q1, q2, ..., qn), los campos son descritos por funciones del espacio-
tiempo, F (x). En esta sección introduciremos el campo más simple de todos;
a saber, el campo escalar o de Klein-Gordon. Trataremos el caso de campo re-
al masivo de Klein-Gordon propagándose en un fondo globalmente hiperbóli-
co1 y delinearemos la cuantización del sistema. La bibliograf́ıa básica para
este caṕıtulo es2 [1, 2].

2.1. Campo real de Klein-Gordon

El campo clásico de Klein-Gordon (o escalar) es un campo relativista
que, en el caso plano (i.e., cuando se propaga en el fondo de Minkowski),
equivale a la primera cuantización de una particula relativista libre, sin
esṕın, que cumple el principio de correspondencia [6]. En espacios con sec-
ciones de Cauchy compactas (o con condiciones de periodicidad) el campo
escalar puede entenderse como el modelo f́ısico de un número infinito (pero
numerable) de osciladores armónicos desacoplados.

1Se dice que una subvariedad tipo espacio Σ del espacio-tiempo M es una superficie
de Cauchy si el dominio de dependencia de Σ es igual a M . Un espacio-tiempo global-
mente hiperbólico M es aquel que admite una superficie de Cauchy Σ. En ese caso, M
tiene topoloǵıa Σ× R (la superficie de Cauchy es la componente espacial de M) y puede
foliarse por una familia uniparamétrica de superficies de Cauchy Σt; es decir, existe una
coordenada temporal t en M tal que las superficies de t constante son una superficie de
Cauchy.

2Para un estudio más general de la cuantización del campo escalar en fondos curvos
puede verse, además de [1], el art́ıculo [3].
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Denotemos por φ al campo escalar propagándose en un espacio-tiempo
globalmente hiperbólico (M ' Σ×R, gab). La hiperbolicidad global permite
foliar al espacio-tiempo con superficies de Cauchy Σt, a lo largo del campo
vectorial tipo tiempo ta = Nna + Na, donde na y Na son los campos vec-
toriales normal y tangencial a Σt, respectivamente, y N es una función que
depende sólo de la coordenada temporal t; ta es tal que ta∇at = 1. A Na se
le conoce como el vector de desplazamiento, mientras que a N se le llama
función de lapso. La acción del campo está dada por

S =

∫
Ldt, (2.1)

donde el Lagrangiano L es

L =
1

2

∫
Σt

[(na∇aφ)2 − hab∇aφ∇bφ−m2φ2]N
√
hd3x (2.2)

con hab la métrica inducida en Σt y
√
h el determinante de dicha métrica.

Variando la acción e imponiendo que δS = 0, se obtiene la ecuación que
dicta la dinámica para el campo escalar φ,

∇α∇αφ−m2φ = 0, (2.3)

y que se conoce como la ecuación de Klein-Gordon. El espacio fase covariante
Z es el espacio de soluciones suaves a la ecuación (2.3), equipado con la
estructura simpléctica

Ω̃(φ1, φ2) =

∫
Σt

(φ2n
a∇aφ1 − φ1n

a∇aφ2)
√
hd3x. (2.4)

Por otro lado, el espacio fase canónico Γ es el espacio de datos iniciales
de φ en Σt. Es decir, Γ consta de las parejas (ϕ, π), donde la configuración
del campo ϕ y el momento canónicamente conjugado π están dados por

ϕ = φ|Σt (2.5)

π =
δS

δφ̇
= (na∇aφ)

√
h|Σt . (2.6)

El espacio fase Γ está equipado con la estructura simpléctica canónica

Ω([ϕ1, π1], [ϕ2, π2]) =

∫
Σt

(ϕ2π1 − ϕ1π2) d3x, (2.7)
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que no es otra cosa que la generalización de (1.10). El paréntesis de Poisson
en Γ para las observables fundamentales es

{Ω([ϕ1, π1], · ),Ω([ϕ2, π2], · )} = −Ω([ϕ1, π1], [ϕ2, π2]). (2.8)

Dada una superficie de Cauchy Σt, las relaciones (2.5)-(2.6) establecen
un isomorfismo entre el espacio fase canónico Γ y el espacio fase covariante
Z. Es decir, a un punto en Γ [i.e., un par (ϕ, π)] le corresponde una única
solución φ ∈ Z y viceversa.

2.2. Cuantización

Vayamos ahora a la cuantización del sistema. La cuantización, como
hemos dicho antes, consiste en construir un espacio de Hilbert donde se rep-
resenten en forma hermı́tica a los operadores correspondientes a las observ-
ables básicas, y en el cuál el álgebra dada por el paréntesis de Poisson sea
representada por un álgebra de conmutadores (relaciones de conmutación
canónicas, RCC) según la condición de cuantización de Dirac.

Para la construcción del Hilbert, seguimos el procedimiento expuesto al
final del Caṕıtulo 1. De manera que debemos especificar primero al espacio
h; es decir, un subespacio de ZC con las caracteŕısticas estipuladas en la
subsección 1.2.1. Para construir h se introduce un mapeo lineal J : Z → Z,
tal que J2 = −I y J† = −J , con la exigencia de que µ(φ1, φ2) := Ω̃(Jφ1, φ2),
φ1, φ2 ∈ Z, sea un producto interno en Z (condición de compatibilidad
de J con Ω). Al mapeo J se le conoce como estructura compleja y es la
estructura matemática fundamental en la construcción de h (y, por tanto, del
espacio de Fock de la teoŕıa cuántica). Es importante advertir que en general
hay una infinidad de estructuras complejas compatibles con Ω; es decir, las
propiedades del mapeo J y la condición de que µ sea un producto interior
en Z no definen una única J . Como veremos más adelante, la libertad en la
elección de J es justamente la ambigüedad en la cuantización (i.e., J codifica
la ambigüedad en la cuantización -la ambigüedad en la representación de las
RCC-).

Entre la infinidad de estructuras complejas J compatibles con Ω, elijamos
una. Se complexifica Z, ZC, y se extiende por linealidad compleja a Ω y J .
El producto extendido en ZC es µe(Φ1,Φ2) := Ω̃(J Φ1,Φ2). La estructura
compleja define subespacios

Φ+ =
1

2
(φ− iJφ), (2.9)

Φ− =
1

2
(φ+ iJφ), (2.10)
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de ZC, donde φ ∈ Z, que llamaremos de frecuencias positivas y negativas,
respectivamente. Nótese que dichos subespacios son espacios propios de J
con valores propios ±i; i.e., JΦ± = ±iΦ±. Si se consideran bases ortonor-
males respecto a µe para los subespacios de frecuencias positivas y negativas,
evidentemente se obtiene que los subespacios {Φ+} y {Φ−} son ortogonales
respecto a µe; además, ZC = {Φ+} ⊕ {Φ−}. El espacio h asociado a J es
el espacio que resulta de completar respecto a µe el espacio de frecuencias
positivas {Φ+} (i.e., cumple con todos los requerimientos especificados en la
subsección 1.2.1).

El espacio de Hilbert para la teoŕıa cuántica es el espacio de Fock simétri-
co asociado a h; es decir, H = Fs(h), que se obtiene exactamente como en la
subsección 1.2.1, considerando3 n ∈ N. Como h depende de la J que se elija,
H también; en otras palabras, el espacio de Hilbert será en general diferente
para distintas elecciones de estructura compleja.

Una vez que se cuenta con el espacio de Fock, los operadores de creación y
aniquilación quedan definidos (y, por supuesto, también son dependientes de
la J que se haya elegido) y están dados en forma completamente análoga al
caso de dimensión finita; para cada φ ∈ Z, el operador básico (fundamental)̂̃Ω(φ, ) en Fs(h) es ̂̃Ω(φ, ) = iÂ(Kφ)− iĈ(Kφ), (2.11)

donde K : Z → h es la proyección ortogonal respecto a µe de la solución
Z 3 φ = Φ+ + Φ−. El operador (2.11) está expresado en el cuadro de
Shrödinger, en el cuadro de Heisenberg dicho operador es

̂̃Ωt(φ, ) = iÂ(Kφt)− iĈ(Kφt) (2.12)

con φt la solución cuyos datos iniciales a tiempo t (i.e., respecto a la superficie
de Cauchy Σt) son iguales a los de φ al tiempo de referencia inicial (sobre
la superficie de Cauchy Σti).

Es importante enfatizar la dependencia en J de la construcción. Es decir,
hay tantas representaciones de las RCC como estructuras complejas com-
patibles con Ω puedan especificarse, puesto que de estas últimas hay una
infinidad, entonces se tendrá una infinidad de representaciones de las RCC.
Dadas cualesquiera dos estructuras complejas (compatibles con Ω) difer-
entes, J y J ′, se tendrán representaciones de Fock distintas, (Fs(hJ), ÂJ , ĈJ)
y (Fs(hJ ′), ÂJ ′ , ĈJ ′), y éstas pueden o no estar relacionadas por un oper-
ador unitario. En general, y aunque haya una infinidad de representaciones

3Impĺıcitamente se está asumiendo aqúı que, o bien las superficies de Cauchy son com-
pactas, o bien que se tienen condiciones periódicas.
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de las RCC unitariamente equivalentes, también se tendrá una infinidad
de representaciones de las RCC no unitariamente equivalentes; ésta es la
ambigüedad en la cuantización de un campo escalar y es en este preciso sen-
tido en que la estructura compleja codifica la ambigüedad. La elección de
una teoŕıa predilecta se traduce en el problema de elegir una J predilecta.
En el caso de campo escalar propagándose en Minkowski, el requerimiento
extra de invariancia de Poincaré permite seleccionar una única estructura
compleja y, por consiguiente, una representación (esto significa que hay una
única -salvo equivalencia unitaria- representación de las RCC invariante de
Poincaré). Sin embargo, para espacios tiempos más generales, donde no hay
invariancia de Poincaré, es necesario plantear criterios f́ısicos que permitan
seleccionar una estructura compleja predilecta, pues las simetŕıas pueden no
ser suficientes para ello. Un criterio natural es imponer la implementabili-
dad unitaria de la dinámica; en espacio-tiempo no estacionario no todas las
representaciones implementan unitariamente la dinámica, de manera que
éste criterio descartaŕıa tales representaciones y consideraŕıa como f́ısica-
mente viables sólo aquellas representaciones donde la dinámica sea unitari-
amente implementable (y, por tanto, se conserve la probabilidad y exista
un cuadro de Schrödinger). En concreto, para seleccionar estructuras com-
plejas predilectas se propone imponer, además de la invariancia ante las
simetŕıas (si las hay), el criterio extra de implementabilidad unitaria. En lo
que sigue discutiremos la implementabilidad unitaria y el criterio propuesto
en espacios-tiempos no estacionarios muy espećıficos, pero antes conviene
revisar bajo que condiciones -necesarias y suficientes- una transformación
simpléctica es implementable unitariamente (la evolución es una transfor-
mación simpléctica).
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Caṕıtulo 3

Implementabilidad Unitaria

En este caṕıtulo se especificarán las condiciones bajo las cuales dos
teoŕıas cuánticas del campo escalar, construidas a partir de diferentes es-
tructuras complejas, son unitariamente equivalentes. Veremos cuando una
transformación simpléctica es unitariamente implementable en el espacio de
Hilbert (en este caso, en el espacio de Fock del campo escalar) y se analizará,
en particular, la condición de implementabilidad unitaria de la dinámica. La
bibiliograf́ıa básica para este caṕıtulo es [1], [7] y [8].

3.1. Equivalencia Unitaria

En el caṕıtulo anterior se puntualizó que la ambigüedad en la cuan-
tización está codificada en la estructura compleja. Es natural preguntarse
entonces cómo caracterizar la equivalencia o no de las teoŕıas a través de
la estructura compleja J , que equivale a una caracterización a través del
producto interior real µ.

Sean µ1 y µ2 dos productos en Z asociados a estructuras complejas J1

y J2 compatibles con Ω. Se dice que µ1 y µ2 definen normas equivalentes en
Z si para toda φ ∈ Z existen constantes positivas M,N tales que:

Mµ1(φ, φ) ≤ µ2(φ, φ) ≤ Nµ1(φ, φ). (3.1)

Si la condición (3.1) no se satisface, puede mostrarse que asumir una relación
unitaria entre los espacios de Fock correspondientes, F(h1) y F(h2), lleva
a contradicciones. En otras palabras, la condición de normas equivalentes
es una condición necesaria para la existencia de una relación unitaria entre
F(h1) y F(h2). Por otro lado, si µ1 y µ2 satisfacen (3.1), entonces toda
sucesión será de Cauchy en µ1 si y sólo si lo es en µ2. Aśı, los espacios h1 y
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h2 serán subespacios del mismo espacio ZC
µ (que es ZC completado respecto

a µe 1 o µe 2, indistintamente).
Como (3.1) es necesaria para la equivalencia unitaria entre representa-

ciones, pero no suficiente, deben establecerse más condiciones. A contin-
uación nos centraremos en especificar dichas condiciones; comencemos por
suponer que la condición (3.1) se satisface y, por tanto, que h1 y h2 son
subespacios de ZC

µ . Sea Ki la proyección ortogonal Ki : ZC
µ → hi, y Ki la

proyección ortogonal Ki : ZC
µ → hi respecto a µe i( · , · ) = ( · , · )hi , i = 1, 2.

Definimos α2
1 := K1�h2 y β2

1 := K1�h2
, y de forma completamente análoga a

α1
2 y β1

2 . Dados cualesquiera χ, ζ ∈ h2, se tiene que

(χ, ζ)h2 = −iΩ̃(χ, ζ)

= −iΩ̃(K1χ+K1χ,K1ζ +K1ζ)

= (α2
1χ, α

2
1ζ)h1 − (β2

1χ, β
2
1ζ)h1, (3.2)

donde en el segundo renglón se utilizó la identidad K1 + K1 = I, mien-
tras que para obtener el tercer renglón se utilizó la ortogonalidad entre los
subespacios h1 y h1 respecto a µe 1( · , · ) = ( · , · )h1 . Aśı, se sigue que

α2†
1 α

2
1 − β

2†
1 β

2
1 = I. (3.3)

Realizando cálculos muy similares se obtiene que

α2†
1 β

2
1 = β2†

1 α
2
1 , α2†

1 = α1
2,

α1†
2 α

1
2 − β

1†
2 β

1
2 = I , α1†

2 β
1
2 = β1†

2 α
1
2, β

2†
1 = −β1

2 (3.4)

Los mapeos {αij , βij | i, j = 1, 2 ; i 6= j} con las propiedades (3.3)-(3.4) con-
stituyen lo que se conoce como transformación de Bogoliubov .

El siguiente teorema establece las condiciones, necesarias y suficientes,
para que dos teoŕıas sean unitariamente equivalentes1.

Teorema 2 Dos teoŕıas cuánticas definidas por las estructuras complejas J1

y J2 son unitariamente equivalentes si (a) los productos µ1 y µ2 asociados a
J1 y J2 satisfacen (3.1) y (b) el mapeo antilineal β1

2 (equivalentemente β2
1)

cumple Tr(β1†
2 β

1
2) <∞ (equivalentemente Tr(β2†

1 β
2
1) <∞).

Este teorema permite establecer también cuándo una transformación sim-
pléctica es unitariamente implementable. Para esto, obsérvese que, dada
una J , una transformación simpléctica g induce una estructura compleja

1Para una prueba formal del teorema ver la sección 4.4 de [1].
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J
′

= gJg−1. La transformación simpléctica g será unitariamente imple-
mentable si J y J

′
dan lugar a representaciones de las RCC unitariamente

equivalentes (i.e., si la parte antilineal de la transformación de Bogoliubov
es Hilbert Schmidt -respecto a h o h′, indistintamente-).

Considérese un campo escalar en un fondo con superficies de Cauchy
compactas, dada una estructura compleja Ja, el campo se separa en térmi-
nos de las frecuencias positivas y negativas asociadas a dicha estructura
compleja:

φ(x) =
∑
k

akfk(x) + a∗kf
∗
k (x), Jafk = ifk, Jaf

∗
k = −if∗k ,

donde (ak, a
∗
k) son coeficientes de Fourier y (fk, f

∗
k ) son una base de solu-

ciones a la ecuación de Klein-Gordon, que es ortonormal respecto al producto
Ω(Ja[ · ], · ). Dada otra estructura compleja, Jb, tendremos una descomposi-
ción distinta,

φ(x) =
∑
k

bkgk(x) + b∗kg
∗
k(x), Jbgk = igk, Jbg

∗
k = −ig∗k,

en términos de los coeficientes de Fourier (bk, b
∗
k) y la base de soluciones

(gk, g
∗
k) ortonormal respecto al producto Ω(Jb[ · ], · ).

Supongamos que las bases {fk} y {gk} (que dan lugar a ha y hb, re-
spectivamente) se relacionan por una transformación de Bogoliubov de la
forma

gk = αkfk + β∗−kf
∗
−k, |αk|2 − |βk|2 = 1.

Nótese que, entonces, las variables tipo aniquilación y creación asociadas a
las diferentes estructuras complejas se relacionan por

ak = αkbk + βkb
∗
−k

i.e., en la teoŕıa cuántica habrá una mezcla de operadores de creación y
aniquilación al pasar de una descripción a la otra. Evidentemente, los vaćıos
|0〉a y |0〉b no coinciden. La condición sobre la traza de la parte antilineal de
la transformación de Bogoliubov es

Tr(β†β) =
∑
k

(βkfk, βkfk)ha =
∑
k

|βk|2 <∞.

Es decir, las representaciones de las RCC construidas a partir de Ja y Jb
serán unitariamente equivalentes si {βk} es de cuadrado sumable. Nótese
que

Jagk = iαkfk − iβ∗−kf∗−k, Jbgk = iαkfk + iβ∗−kf
∗
−k
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de tal manera que
(Jb − Ja)g−k = 2iβ∗kf

∗
k .

De manera que la condición de equivalencia unitaria es, valga la redundancia,
equivalente a pedir que J := (Jb − Ja) sea Hilbert-Schmidt, pues

Tr(J †J ) =
∑
k

(J gk,J gk)hb = 4
∑
k

|βk|2 <∞.

Siempre que J := (Jb − Ja) sea Hilbert-Schmidt diremos que Ja y Jb son
equivalentes (i.e., dan lugar a teoŕıas unitariamente equivalentes).

3.2. Dinámica del campo escalar.

La dinámica de un campo escalar en un fondo globalmente hiperbólico es
dictada por la ecuación de Klein-Gordon (2.3). En el espacio fase canónico,
los estados evolucionan a lo largo de las curvas integrales del campo vectorial
generado por el Hamiltoniano del sistema; el simplectomorfismo generado
por el Hamiltoniano es el siguiente:

1. Consideremos el dato inicial (ϕ, π)t0 ∈ Γ en la superficie de Cauchy
t = t0. Dada la hiperbolicidad global, existe una única solución φ =
It0(ϕ, π)t0 asociada a dicho dato inicial (It0 : Γ→ Z es el isomorfismo
entre el espacio fase canónico y covariante asociado a la superficie de
Cauchy t = t0).

2. Se determinan los datos de Cauchy (ϕ, π)tf para la solución φ en la
superficie de Cauchy t = tf , donde tf > t0. La relación entre φ y
(ϕ, π)tf es a través del isomorfismo Itf : Γ→ Z asociado a la superficie
de Cauchy t = tf ; φ = Itf (ϕ, π)tf .

3. El mapeo t(tf ,t0) := I−1
tf
◦ It0 : Γ → Γ, (ϕ, π)t0 7→ (ϕ, π)tf , es la trans-

formación finita de evolución temporal en el espacio fase canónico. Es
una transformación canónica (i.e., un simplectomorfismo) y el conjun-
to de transformaciones finitas con parámetro t, {t(t,t0)}, conforman un
grupo que se denotará por SPt(Γ).

En el espacio fase covariante la evolución corresponde al mapeo

T(tf ,t0) = It0 ◦ t(tf ,t0) ◦ I−1
t0

= It0 ◦ I−1
tf

: Z → Z.

Si φ̃ es la evolución de φ (i.e., φ̃ = T(tf ,t0)φ), nótese que I−1
t0
φ̃ = I−1

tf
φ;

es decir, el dato de Cauchy evolucionado a t = tf de la solución inicial
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φ es igual al dato de Cauchy inicial a t = t0 de la solución evolucionada
φ̃. Evidentemente, el conjunto de transformaciones canónicas {T(t,t0)} en el
espacio fase covariante conforman un grupo, al que denotaremos por SPt(Z).

Mientras que para teoŕıas lineales en espacio fase finito la evolución siem-
pre es unitariamente implementable, en el caso de campos, concretamente en
el caso de campo escalar, las transformaciones simplécticas {T(t,t0)} no siem-
pre son unitariamente implementables; es decir, asociado a T(t,t0) no siempre
hay un operador unitario U(t,t0) en el espacio de Fock. Cabe señalar que la
representación de Fock, como se vió con anterioridad, es la representación
natural construida a partir de Z; por otro lado, la representación natural
asociada a Γ es la de Schrödinger, en tal caso la no implementabilidad uni-
taria significaŕıa que no siempre hay un operador unitario U(t,t0) asociado a
t(t,t0) en el espacio de Hilbert de funcionales de cuadrado integrable (sobre
el espacio de configuración cuántico con una cierta medida gaussiana dµ).

De acuerdo a la discusión de la sección 3.1, tenemos entonces que

Afirmación 1 Dada una representación construida a partir de una cierta
J , la evolución temporal será unitariamente implementable (en esa repre-
sentación) si y sólo si las estructuras complejas J y la inducida por evolu-
ción, JT := TJT−1, son equivalentes ∀T ∈ SPt(Z) ; i.e., (J−JT ) es Hilbert-
Schmidt para toda T ∈ SPt(Z) en el Hilbert de una part́ıcula h asociado a
J (o, equivalentemente, si J y JT generan teoŕıas cuánticas unitariamente
equivalentes para todo T ∈ SPt(Z)).



34



Caṕıtulo 4

Evolución y unicidad en
fondos no estacionarios

En este caṕıtulo analizaremos la implementabilidad de la dinámica de
un campo de Klein-Gordon propagándose en dos fondos cosmológicos con-
cretos y veremos que el imponer el criterio de implementabilidad unitaria de
la dinámica permite seleccionar una representación predilecta (salvo equiva-
lencia unitaria); i.e., el criterio de implementabilidad unitaria de la dinámica
es un criterio útil para eliminar la ambigüedad en la representación de las
RCC. El primer caso que consideraremos será el de un campo escalar no
masivo propagándose en un fondo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
con factor de escala correspondiente a radiación. En el segundo caso, se
analizará un campo de Klein-Gordon masivo y axial propagándose en un
fondo tipo Bianchi I. En ambos casos consideraremos superficies de Cauchy
compactas T 3 (i.e., en ambos casos la topoloǵıa del espacio-tiempo se con-
siderará como R+ × T 3).

4.1. Campo escalar en un fondo FRW

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) corresponde al mod-
elo de Universo no estacionario, espacialmente homogéneo e isótropo. La ho-
mogeneidad e isotroṕıa obedecen al llamado Principio Cosmológico, que es-
tablece que a gran escala el Universo es esencialmente homogéneo e isótropo.
De particular importancia son los hechos observacionales de la radiación
cósmica del fondo de microondas [9] y el corrimiento al rojo cosmológico,
pues constituyen la evidencia más contundente al d́ıa de hoy para sostener
el modelo de universo esencialmente homogéneo e isótropo pero no esta-
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cionario1.

Para Universo plano con topoloǵıa R+×T 3 la métrica de FRW está dada
por

ds2 = −dt2 + a2(t)dx2 + a2(t)dy2 + a2(t)dz2 (4.1)

donde x, y, z ∈ [0, 2π] son las coordenadas espaciales, t ∈ R+ es la coor-
denada temporal y la función a(t) es el factor de escala. El campo escalar
no masivo en el fondo con métrica (4.1) obedece la ecuación de movimiento
siguiente

φ′′ + 3
a′

a
φ′ − 1

a2
∆φ = 0 (4.2)

donde prima “ ′ ” denota derivada respecto a t y ∆ es el operador de
Laplace-Beltrami en la variedad Riemanniana T 3 con elemento de ĺınea dl2 =
dx2 + dy2 + dz2; i.e., ∆ =

(
∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2

)
. El factor de escala

es a(t) = Ct1/2 (C una constante), pues estamos considerando el caso plano
con radiación.

En términos del tiempo conforme

dη =
dt

a(t)
, (4.3)

(4.2) queda como

φ̈+ 2
ȧ

a
φ̇−∆φ = 0, (4.4)

donde el punto “ ˙ ” denota derivada respecto al tiempo conforme η. Como
se está tratando el caso en que el factor de escala es a(t) = Ct1/2, entonces
a(η) = C2 η/2 y por tanto ȧ/a = 1/η.

Utilizando separación de variables y el hecho de que la parte espacial del
fondo es compacta, las soluciones pueden escribirse en términos de series de
Fourier de la siguiente manera

φ =
∑
~k

b~kfk(η)ei
~k·~x + b∗~kf

∗
k (η)e−i

~k·~x (4.5)

donde ~x = (x, y, z), ~k = (k1, k2, k3) con ki ∈ Z, k = |~k| y fk(η) es solución
de la ecuación diferencial

f̈k +
2

η
ḟk + k2fk = 0, (4.6)

1De hecho, observaciones del corrimiento al rojo de supernovas tipo Ia [10] parecen
establecer que la expansión del Universo es, de hecho, acelerada.
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cuya solución general es

fk = Ak
e−ikη

η
+Bk

eikη

η
. (4.7)

Sustituyendo en (4.5) se obtiene que φ puede escribirse como

φ =
∑
~k

a~k
1

η
e−i(kη−

~k·~x) + a∗~k
1

η
ei(kη−

~k·~x), (4.8)

donde a~k = b~kAk + b∗
−~k
B∗k. Esta descomposición del campo tiene como es-

pacios de frecuencias positivas y negativas a los espacios generados por

S+ =

{
1

η
e−i(kη−

~k·~x)

}
, S− =

{
1

η
ei(kη−

~k·~x)

}
. (4.9)

Veamos ahora la evolución del sistema entre η0 y η; φ̃ = T(η,η0)φ. Recorde-
mos que (sección 3.2) los datos de Cauchy de la solución φ en la superficie
de Cauchy a η = cte coinciden con los datos de Cauchy de la solución φ̃ en
la superficie de Cauchy η0. Aśı tenemos que

ϕ(η) = φ|η = φ̃|η0 = ϕ̃(η0)

π(η) =
√
h(η)φ̇|η =

√
h(ηo)

˙̃
φ|η0 = π̃(ηo) (4.10)

donde h(η) = a6(η) es el determinante de la métrica espacial inducida en la
hipersuperficie η = cte. Escribiendo

φ =
∑
~k

a~k
1

η
e−i(kη−

~k·~x) + a∗~k
1

η
ei(kη−

~k·~x),

φ̃ =
∑
~k

ã~k
1

η
e−i(kη−

~k·~x) + ã∗~k
1

η
ei(kη−

~k·~x),

las condiciones (4.10) permiten establecer2 que

ã~k = αk(η, η0)a~k + βk(η, η0)a∗−~k (4.11)

donde

αk(η, η0) =
η3ġk(η)g∗k(η0)− η3

0 ġ
∗
k(η0)gk(η)

η3
0

{
ġk(η0)g∗k(η0)− ġ∗k(η0)gk(η0)

} (4.12)

βk(η, η0) =
η3ġ∗k(η)g∗k(η0)− η3

0 ġ
∗
k(η0)g∗k(η)

η3
0

{
ġk(η0)g∗k(η0)− ġ∗k(η0)gk(η0)

} (4.13)

2Usando la relación de ortogonalidad
∮
ei(~n−~m)·~xd3~x = (2π)3δ~n,~m
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con gk(η) := 1
η e
−ikη. La transformación (4.11) es de Bogoliubov, los coefi-

cientes (4.12)-(4.13) satisfacen que |αk(η, η0)|2 − |βk(η, η0)|2 = 1 para todo
η, η0. Expĺıcitamente, la parte antilineal de la transformación (i.e., βk) es
(para todo k 6= 0)

βk(η, η0) =
i eik(η+η0)

2 η η2
0

[
i(η3 − η3

0)− 1

k
(η2 − η2

0)

]
. (4.14)

Evidentemente
∑∞

k=1 |βk(η, η0)|2 → ∞ simpre que η 6= η0 (para η = η0

claramente βk = 0, pues η igual a η0 implica que no hay evolución; por
consiguiente es un caso irrelevante). Puesto que

∑∞
k=1 |βk(η, η0)|2 →∞, con

mayor razón
∑

~k 6=~0 |βk(η, η0)|2 lo hará (pues en este caso se cuenta además la

degeneración del operador de Laplace-Beltrami). Esta última condición es la
de implementabilidad unitaria, por consiguiente concluimos que la dinámica
no es unitariamente implementable respecto a la J asociada a S±.

4.2. Redefinición del sistema

La no implementabilidad unitaria de la dinámica ocurre, de hecho, para
cualquier elección de estructura compleja. Sin embargo, bien puede pasar que
con otra elección de variables se pueda conseguir una implementación uni-
taria de la dinámica. De manera más precisa, hay dos tipos de ambigüedad
en la cuantización del sistema: (a) Una vez que las variables básicas del sis-
tema han sido seleccionadas, la ambigüedad radica en la elección de estruc-
tura compleja. (b) La selección de las variables básicas es una ambigüedad en
śı, pues aunque para dos conjuntos de variables básicas distintas el sistema
es clásicamente equivalente (i.e., las diferentes descripciones clásicas están
conectadas por una transformación canónica), las cuantizaciones que se con-
struyen a partir de dichos conjuntos de variables básicas pueden no ser uni-
tariamente equivalentes pues la transformación canónica no necesariamente
tiene una contraparte unitaria a nivel cuántico. Aśı, puede aprovecharse este
hecho para buscar nuevas variables básicas que śı permitan una cuantización
en la cual la dinámica sea unitariamente implementable. A eso nos avocare-
mos en lo que resta de esta sección, veremos como a través de una trans-
formación dependiente del tiempo conseguimos redefinir el sistema en unas
nuevas variables cuya cuantización admite una implementación unitaria de
la dinámica.

Consideremos la siguiente transformación canónica dependiente del tiem-
po

% := a(η)φ. (4.15)



39

La nueva variable básica es ahora el campo %. La ecuación de movimiento
para % se obtiene sustituyendo φ = %/a en (4.4),

%̈−∆%+ Π(η)% = 0 (4.16)

donde

Π(η) = − ä(η)

a(η)
. (4.17)

En adelante consideraremos a(η) genérico (i.e., no sólo limitado al caso de
radiación). Adicionalmente puede considerarse también campo masivo, en
cuyo caso Π(η) = m2a2 − (ä/a). La ecuación (4.16) puede interpretarse
como la de un campo escalar % con masa efectiva dependiente del tiempo
propagándose en un espacio-tiempo plano y estático

ds2 = −dη2 + dx2 + dy2 + dz2.

En este sentido, podemos decir que la transformación canónica dependiente
del tiempo % := a(η)φ lleva el sistema de campo escalar en fondo no esta-
cionario a un sistema de campo escalar en fondo estático pero sujeto a un
potencial dependiente del tiempo V (%) = Π %2/2.

Recientemente se ha mostrado [11] que para un campo escalar con masa
dependiente del tiempo genérica (salvo por ciertas condiciones de integra-
bilidad) propagándose en un fondo estático plano con secciones espaciales
compactas existe una representación de las RCC que admite una imple-
mentabilidad unitaria de la dinámica. Más aún, en [11] se muestra que si
Ja y Jb son estructuras complejas que permiten implementar la dinámica
unitariamente, entonces ambas teoŕıas cuánticas son unitariamente equiva-
lentes; es decir, se mostró que hay una (salvo equivalencia unitaria) estruc-
tura compleja que permite implementar unitariamente la dinámica. Poste-
riormente se mostró que, de hecho, no hay otro conjunto de variables que
admitan una implementabilidad unitaria de la dinámica [12] Aśı, la imple-
mentabilidad unitaria de la dinámica fija en este caso una teoŕıa cuántica
predilecta. Los resultados de [11, 12] son directamente aplicables al caso par-
ticular Π(η), de manera que podemos garantizar que para el campo % existe
una representación de las RCC que admite una implementación unitaria de
la dinámica y que ésta es, además, única (salvo equivalencia unitaria). De
hecho, es sólo en la descripción % que se tiene implementabilidad unitaria de
la dinámica. El resultado que hemos utilizado podemos enunciarlo en forma
general como sigue:
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Afirmación 2 Si un sistema de campo escalar propagándose en un espacio-
tiempo globalmente hiperbólico, con secciones espaciales compactas, puede
escribirse v́ıa una transformación canónica como el sistema de un campo
escalar con masa dependiente del tiempo propagándose en un fondo estático,
entonces en este último sistema existe una representación de las RCC que
admite una implementación unitaria de la dinámica y sólo en esta refor-
mulación del campo ocurre esto. Es decir, hay una estructura compleja y
unas variables básicas predilectas, seleccionadas por las simetŕıas y el crite-
rio extra de implementablidad unitaria de la dinámica; la teoŕıa cuántica de
campo que implementa unitariamente la dinámica y las simetŕıas es única
(salvo equivalencia unitaria).

4.3. Campo escalar en un fondo Bianchi I

Ahora consideraremos un campo escalar masivo y axial propagándose en
un fondo tipo Bianchi I,

ds2 = −dt2 + a2
1(t)(dx1)2 + a2

2(t)(dx2)2 + a2
3(t)(dx3)2 (4.18)

donde xi ∈ [0, 2π], i = 1, 2, 3 y t ∈ R+. Ahora hay tres factores de escala,
{ai | i = 1, 2, 3}, en general distintos y, por consiguiente, no hay isotroṕıa.
El campo escalar φ tiene masa m y depende solamente de t y una de las
coordenadas espaciales, digamos xp con p igual a 1, 2 o 3. Si realizamos la
transformación η =

∫
dt/ap, entonces el elemento de ĺınea puede escribirse

como
ds2 = a2

p(η)
[
−dη2 + (dxp)2

]
+
∑
i 6=p

a2
j (η)(dxj)2. (4.19)

El campo escalar axial φ(η, xp) satisface la ecuación

φ̈− φ′′ +
∑
j 6=p

ȧj
aj
φ̇+ (map)

2φ = 0. (4.20)

donde “ ˙ ” y “ ′ ” denotan derivada respecto a η y xp, respectivamente.
Con la idea de explotar el resultado expuesto al final de la anterior sección,
trataremos de llevar al sistema a uno de un campo escalar con masa depen-
diente del tiempo propagándose en un fondo estático; para ello consideremos
el rescalamiento % = φ/h, donde h es una función que depende sólo de η.
Introduciendo este rescalamiento en (4.20) se obtiene que

%̈− %′′ +

2
ḣ

h
+
∑
j 6=p

ȧj
aj

 %̇+
1

h

ḧ+
∑
j 6=p

ȧj
aj
ḣ+ (map)

2h

 % = 0. (4.21)
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Si elegimos el factor h como

h(η) = exp

−1

2

∫ ∑
j 6=p

ȧj
aj

 , (4.22)

entonces tendremos que (4.21) es simplemente

%̈ − %′′ + Π(η)% = 0, (4.23)

Π(η) =
ḧ

h
− 1

2

∑
j 6=p

ȧj
aj

2

+ (map)
2. (4.24)

Es decir, la transformación canónica dependiente del tiempo % = φ/h, con
h dada por (4.22), nos permite escribir al sistema de campo escalar masi-
vo y axial en un fondo tipo Bianchi I, como el de un campo escalar axial
propagándose en un fondo estático con masa efectiva dependiente del tiem-
po, como muestran (4.23)-(4.24). Debido a la Afirmación 2 enunciada al final
de la sección anterior, se tiene entonces que en la descripción % (y sólo en
ésta) existe una representación de las RCC que admite una implementación
unitaria de la dinámica.

Para campo no axial la situación es más complicada y se requiere de un
análisis más elaborado para determinar tanto si existe una parametrización
cuya cuantización a la Fock admita una implementación unitaria de la
dinámica, como para establecer si ésta es única o no (i.e., indagar si el
criterio de implementación unitaria de la dinámica es suficiente para la uni-
cidad en el caso no axial). Este caso va más allá del alcance de esta tesis y
es trabajo a futuro.
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Conclusión

Desde la perspectiva tradicional de cuantización en espacio de Hilbert,
la evolución unitaria de los sistemas cuánticos es un requerimiento central y
natural. En la presente tesis se mostró, para dos casos concretos de campo
escalar en fondos no estacionarios, que la falta de unitariedad puede deberse
a una “mala” elección de variables para la cuantización, y que de hecho con
las variables adecuadas es posible conseguir una cuantización única (sal-
vo equivalencia unitaria) del sistema donde la evolución es unitaria. Estos
resultados sugieren que la condición de unitariedad en la dinámica puede
imponerse como un requisito más para conseguir fijar una representación de
las RCC en sistemas de campo donde las simetŕıas del espacio-tiempo sean
insuficientes para seleccionar una cuantización predilecta.

La unitariedad de la dinámica, desde un punto de vista meramente for-
mal, equivale a pedir que la evolución sea un automorfismo en el espacio de
Hilbert. Es decir, que la evolución no cambie el espacio de Hilbert, sino la
base con la que se describe dicho espacio. La unitariedad garantiza la conser-
vación de la probabilidad y la equivalencia entre los cuadros de Schrödinger
y Heisenberg.

El análisis realizado en este trabajo ha sido para campos de Klein-Gordon
en fondos no estacionarios particulares. Aśı que para poder profundizar en
la relación ambigüedad en la cuantización-evolución temporal , es necesario
abordar casos más generales (e.g., no suponer campo escalar axial en Bianchi
I) que abarquen fondos más genéricos, aśı como analizar otros campos (e.g.,
campos bosónicos con esṕın diferente de cero y campos fermiónicos). Tam-
bién habŕıa que investigar casos con secciones espaciales no compactas. En
general, la relación entre dinámica unitaria y cuantización única es un prob-
lema abierto.

De conseguirse una única cuantización (salvo equivalencia unitaria) para
sistemas de campo v́ıa el requisito de evolución unitaria (y posiblemente
algún otro), se tendŕıa una especie de sistemas “inerciales” cuánticos. Que-
riendo decir con esto que existiŕıa un sistema de variables privilegiado donde
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la dinámica se realiza unitariamente. Caso análogo con los sistemas iner-
ciales, donde un sistema coordenado privilegiado observa que las part́ıculas
libres siguen trayectorias rectiĺıneas uniformes.

Para finalizar, quisiera mencionar que el Universo puede ser investiga-
do gracias a herramientas teóricas como la teoŕıa cuántica de campos y
la relatividad general, herramientas que permiten realizar predicciones que
eventualmente pueden contrastarse con datos observacionales. El desarrollo
teórico y observacional nos ha conducido a hallazgos sorprendentes, como la
expansión del Universo. Sin embargo, queda mucho todav́ıa por entender,
como la aparente aceleración en la expansión del Universo, la era planckiana
de éste, la materia oscura, etc., retos que dan una gran vitalidad al campo
de la cosmoloǵıa, la teoŕıa de campos y la gravedad cuántica. En esta tesis se
ha dado un brev́ısimo panorama de algunas de las herramientas teóricas que
se utilizan (por ejemplo) en cosmoloǵıa cuántica, contribuyendo un poco en
la difusión del andamiaje matemático y f́ısico que las áreas de cosmoloǵıa y
gravedad cuántica abordan, materias que con suficiente ingenio y dedicación
del esṕıritu humano tal vez algún d́ıa logren responder a la pregunta: ¿Cómo
comenzó el universo?
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