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Introduccion

La teoria de niimeros es una rama de las matematicas que se enfoca en
el estudio de las propiedades de los niimeros enteros. Si bien el interés por
estos nimeros es muy antiguo, la teoria relacionada con ellos sigue vigente y
proporciona elementos para el desarrollo de nuevas ramas de las matematicas.

La férmula de inversion de Mobius es un ejemplo de esta relaciéon en-
tre la teoria de numeros y los distintos campos de estudio dentro de las
matematicas. Esta formula permite realizar inversiones de series, lo cual es
de mucha utilidad y posee una gran variedad de aplicaciones a diversos pro-
blemas de las distintas ramas de las matematicas.

La férmula clasica de inversion fue introducida en la teoria de ntmeros
por August Ferdinand Mobius (1790-1868). En ella se establece que si dos
funciones aritméticas f y g poseen una relacién entre ellas, dada por:

F) =3 g(d)

dln

entonces, esta relacion se puede invertir para todo entero n > 1, de la si-
guiente manera

g(n) = > u(5)f(@)
din

El alcance de esta formula pasaria sin desarrollarse hasta que Louis
Weisner (1935) y Phillip Hall (1936), de manera separada, dieran una gene-
ralizacion de esta inversion, motivados por diversos problemas de la teoria de
grupos; sin embargo, ninguno de estos autores profundizé en la teoria rela-
cionada con la inversion de Mobius.
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No fue hasta 1964, cuando Gian-Carlo Rota publicé un articulo (ref. [10])
dedicado a la funciéon de Mobius, que comenzé a tomar importancia en el
desarrollo de otra ramas de las matematicas. Rota no sélo profundizé en
la teoria relacionada a esta funcién, sino que generalizé dichos resultados a
cualquier conjunto parcialmente ordenado; lo que le permitié encontrar di-
versas aplicaciones, principalmente en la combinatoria. A partir de entonces,
la teoria de la férmula de inversion de Mobius se ha convertido en un area
sumamente activa de la combinatoria.

De esta manera, el trabajo de tesis busca presentar la teoria relacionada
con esta férmula de inversion. Para ello es necesario desarrollar diferentes
conceptos y propiedades que seran de gran utilidad para desarrollar y enten-
der dicha teoria.

Asi, el Capitulo 1 de este trabajo se centra en introducir tres concep-
tos preliminares de suma importancia: divisibilidad, ntimeros primos y se-
ries. Iniciamos introduciendo el concepto de divisibilidad, el cual nos permite
relacionar dos nuimeros enteros y definir, a partir del concepto de maximo
comun divisor, la primalidad de los nimeros. A continuacién exponemos
algunas propiedades importantes de los niimeros primos, donde destaca el
Teorema Fundamental de la Aritmética. Este teorema es de gran utilidad,
ya que nos permite descomponer a cualquier niimero entero positivo mayor
que 1, como un producto tnico de nimeros primos. Por tltimo introducire-
mos el concepto de serie y presentaremos algunas propiedades importantes,
relacionadas con la convergencia de las series, que facilitan su manipulacion
dentro del desarrollo de este trabajo.

El Capitulo 2 se centra en el planteamiento basico de la teoria de las
funciones aritméticas. Dada la relevancia que poseen estas funciones en el
desarrollo de la teoria de la inversién de Mobius, este capitulo se enfoca
en presentar algunas propiedades y definiciones que nos permitiran enten-
der mejor el comportamiento de dichas funciones, entre ellas la funcién p de
Mobius. Asi pues, se definen operaciones entre estas funciones y se determina
la estructura algebraica que forman. Con lo anterior plantearemos algunos
resultados importantes de la inversa de una funcién aritmética y de las fun-
ciones aritméticas multiplicativas. Concluiremos este capitulo desarrollando
el concepto de series de Dirichlet, las cuales apareceran implicitamente en el
desarrollo de los temas posteriores. Dentro de esta parte destacamos algunas
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propiedades de convergencia de dichas series, asi como una aplicacion para
determinar la infinitud de nimeros primos.

El Capitulo 3 contiene los fundamentos tedricos de la inversiéon de Mdobius,
tema central de este trabajo. Iniciaremos deduciendo una definicién de la fun-
cién p, parte fundamental de dicha teoria, y demostraremos el teorema de
inversion de Mobius clésica. Lo anterior nos permitira obtener una generali-
zacion para cualquier conjunto parcialmente ordenado localmente finito, para
lo cual necesitaremos definir algunos conceptos generales como son el de or-
den, convolucién y algebra de incidencia. Una vez establecido el concepto de
algebra de incidencia, el cual es un conjunto de funciones que forman un alge-
bra asociativa, definiremos la inversa de la convolucién y con ello daremos
una caracterizacion alternativa de la funcion p como inversa de la funcién
zeta, denotada por (. Concluimos este capitulo con la generalizacion del teo-
rema de inversiéon de Mobius, el cual nos permite aplicar dicha inversion a
una mayor variedad de conjuntos cuyo orden no esté dado por la divisibilidad.

Por 1ltimo, el Capitulo 4 ejemplifica algunas aplicaciones del teorema de
inversién de Mobius. En la primera seccién mostramos su uso para resolver
problemas de conteo como son: el niimero de polinomios ménicos irreducibles
de grado n en un campo de g elementos; las coloraciones propias con x colores
de una grafica de n vértices y la cantidad de vectores de dimensién r de la
forma (ay,as,...,a,) tales que a; sean nimeros naturales menores que n y
que cumplan que todas las entradas, junto con n, sean primos relativos entre
si. Concluimos este trabajo mostrando el uso de la inversién de Mdbius para
obtener identidades de las funciones de Von Mangoldt y de la phi de Euler
(denotadas por A y ¢ respectivamente); asi como una identidad de las sumas
de Ramanujan.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados basicos, los
cuales son de gran importancia para el desarrollo de los temas principales de
esta tesis. Estos se engloban en tres secciones: divisibilidad, nimeros primos
y series infinitas. Dentro de las dos primeras destacan las propiedades de la
divisibilidad y el Teorema Fundamental de la Aritmética, las cuales forman
parte de la argumentacion en varias de las principales demostraciones que se
realizan en este trabajo. Las propiedades de series infinitas nos permiten su
manipulacién, dentro de las justificaciones de los resultados planteados, para
poder alcanzar los objetivos buscados.

1.1. Divisibilidad

En el manejo de los niimeros enteros es comtn encontrarnos algtin tipo de
relacion entre sus elementos que nos permita manipularlos de forma coheren-
te. La divisibilidad es una de estas relaciones, la cual nos permite comparar
un nimero entero con respecto a otro y verificar si cumple la propiedad desea-
da. También puede ser entendida como una operacion; sin embargo, nuestro
mayor interés esta en su uso como herramienta para relacionar dos nimeros,
ademas de que nos permitira construir un elemento fundamental de nuestra
teoria: La primalidad.

Asi pues, decimos que un nimero entero a, distinto de cero, divide a b
si existe otro nimero entero ¢ tal que la multiplicaciéon de a con ¢ de como
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resultado exactamente b, es decir cumple que
b=ac
Esta es la definicién de divisibilidad y la denotamos alb.

A continuacién se presentan algunas propiedades bésicas de la divisibili-
dad!. Entonces, dados a, b, ¢, d, m y n niimeros enteros, la divisibilidad cumple
que:

a) ala

o

) Sid|n y n|m, entonces d|m

o

) Sid|n y d|m, entonces d|(an + bm)

Q.

) Si d|n, entonces ad|an

) Siad|an y a # 0, entonces d|n

¢}

—

) 1|n, para todo n entero.

) n|0, para todo n entero.

o

h) Si O|n, entonces n =0

i) Sidlny n # 0, entonces |d| < |n|

k

)

j) Sid|n y nl|d, entonces |d| = |n|
) Sid|ny d#0, entonces (n/d)n
)

Si d|n y ¢|m, entonces (dc)|nm

Cuando un numero entero d divide a dos ntimeros enteros distintos deci-
mos que es un comun divisor de ambos.

Como los niimeros enteros positivos poseen un orden y dado que no es
posible que un comtn divisor sea mayor que alguno de los niimeros a los que
divide, entonces la cantidad de divisores de ambos nimeros queda acotada,

'Las demostraciones son omitidas ya que tGnicamente nos interesa enunciarlas para
entender mejor el concepto, pero se pueden consultar en [8] y [9].
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y ademads podemos pensar que dichos divisores forman un conjunto finito, el
cual tiene un elemento maximo. Entonces, caracterizamos a dicho elemento
mMAaximo.

Definicién 1.1.1. El mdximo comin divisor de dos enteros a y b, de-
notado por (a,b), es el nimero entero d con las siguientes propiedades:

a) d es un nimero entero no negativo.
b) d es comun divisor de a y b.
c¢) Sie es un comun divisor de a y b, entonces e|d

Dados a y b dos nimeros enteros, construimos el conjunto de todas las
combinaciones lineales de estos ntimeros.

P:={sa+tb|s,te€Zysa+tb>0}

entonces el menor de los elementos de este conjunto es (a, b).

El maximo comun divisor posee las siguientes propiedades.

Un caso particular de gran importancia es cuando 1 es el maximo comun
divisor de dos enteros a y b. Entonces diremos que a y b son primos rela-
tivos si (a,b) = 1. Destacamos dos propiedades que nos permitirdn realizar
conclusiones importantes.

La primera de ellas afirma que dos niimeros cualesquiera a y b pueden ser
expresados, de forma separada, como el producto del maximo comun divisor
d y los enteros m y n respectivamente, entiéndase a = md y b = nd, donde
m y n son primos relativos entre si.
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La otra propiedad senala que si d divide al producto de dos nimeros
y es primo relativo con uno de ellos, entonces d debe dividir al otro. Es-
ta propiedad es una generalizacion del Lema de Euclides, que plantea algo
similar para nimeros primos y que veremos mas adelante.

1.2. Numeros Primos

Los ntimeros primos son de los elementos mas intrigantes de las Mateméti-
cas, ya que son parte fundamental en el desarrollo de diversas ramas de éstas.

Los niimeros primos son niimeros enteros con caracteristicas muy especifi-
cas, lo cual nos podria llevar a la conclusion apresurada de que su estudio
es sumamente simple. Nada mas alejado de la realidad, ya que dentro del
desarrollo de la teoria de los niimeros primos se presentan dos grandes com-
plicaciones: La verificaciéon de que un ntimero sea primo y la factorizacion de
cualquier entero como producto de potencia de primos. Ambos problemas se
relacionan con la eficiencia para obtener los resultados deseados.

Hasta ahora no se ha podido establecer una féormula que determine exclu-
sivamente a todos los niimeros primos; entonces el problema en el analisis de
éstos se centra en lograr tener métodos de comprobacion eficientes. Por otro
lado, si bien la factorizacion de cualquier entero en factores primos depende
de saber qué nimero es primo, la factorizacién es un problema mas dificil
de resolver ya que no existen métodos eficientes (en términos préacticos) para
lograrlo.

Sin embargo, a pesar de estas complicaciones, la teoria de los ntimeros
primos es de gran importancia dentro del desarrollo de esta tesis; por lo tanto
a continuacion detallamos algunas definiciones y resultados importantes.

Definicién 1.2.1. Un entero positivo p > 1 es un nimero primo si sus
unicos divisores positivos son 1 y p. Aquellos enteros n > 1 que no son primos
se llaman compuestos.

Proposiciéon 1.2.1. Todo entero mayor que 1 puede expresarse como pro-
ducto de ntimeros primos.

DEMOSTRACION. Por induccién. Para n = 2 la hipdtesis es cierta, ya
que 2 es primo. Suponemos que todo 1 < k < n puede descomponerse en
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factores primos. Debemos demostrar que n también se puede factorizar en
numeros primos.

Suponemos que n es compuesto, ya que de no ser asi n seria un primo y por
lo tanto quedaria demostrada la hipdtesis. Como n es un ntimero compuesto,
entonces posee un divisor d tal que 1 < d < n y por consiguiente n = cd
con 1 < ¢ < n. Por la hipédtesis de induccion, como 1 <d<nyl<c<mn,
tanto d como c¢ se descomponen en factores primos y por ende, n permite una
factorizacién en niimeros primos. ([l

Teorema 1.2.2. Sea n un numero entero. Si un primo p no divide a n,
entonces (n,p) =1

DEMOSTRACION. Sea d = (n,p). Tenemos que d|p, es decir, d = 1 o
d = p. Por otro lado d|n, con lo cual d # p ya que p no divide a n y por lo
tanto d = (n,p) =1 O

Proposicién 1.2.3. Siun numero primo p divide al producto de dos niimeros
enteros ab, entonces pla 6 p|b.

DEMOSTRACION. Suponemos que p no divide a b. Queremos demostrar
que forzosamente p|a.

Ahora bien, como p no divide a b se tiene que (p,b) = 1. Por lo tanto
como p divide al producto, entonces por las propiedades de la divisibilidad,
se tiene que necesariamente que pa. ([l

Teorema 1.2.4 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero
n > 1 puede descomponerse en producto de nimeros primos de manera unica,
salvo por un reordenamiento de sus factores.

DEMOSTRACION. Hacemos induccién sobre n. Para n = 2 el teorema
es valido. Suponemos que el teorema es valido para todo ntimero mayor
que 1 y estrictamente menor que n. Si n es un primo, no hay nada que
demostrar. Suponemos pues que n es un nimero compuesto que permite dos
factorizaciones, entonces tenemos que:

n=mpp2---Pm = 4192 " gk

Asi pues, queremos demostrar que m = k y que cada p; con 1 < i < m,
es igual ¢, para alguna 1 < r < k. Como p;|n, entonces p1|qigs - - g y por
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lo tanto p; divide por lo menos a uno de estos factores. Por comodidad, eti-
quetamos a los primos ¢, de tal manera que p;|q;. Como p; y ¢; son primos
se tiene que p; = q1, ya que de lo contrario ¢; = ap; con 1 < a < ¢y, lo cual
seria una contradiccion al hecho de que ¢; es un niimero primo.

Cancelando p; en ambas factorizaciones obtenemos:

n
— =P2"""Pm = (G2 Qg
b1

Dado que hemos supuesto que n es un ntmero compuesto, tenemos que
m >16k> 1y porlotanto 1 < n/p; < n. Por hipdtesis de induccién n/p;
tiene una unica factorizacion y por lo tanto las dos factorizaciones propuestas
deben ser idénticas. Debido a que en la descomposicién de n/p; solamente
hemos cancelado a p;, podemos concluir que m = k y que ambas factoriza-
ciones de n son la misma, excepto por la posible reordenacion de términos
que realizamos. O

Proposicién 1.2.5. Existe una infinidad de nimeros primos.

DEMOSTRACION. Para demostrar este resultado procederemos por con-
tradiccion. Supongamos que existe una cantidad finita de ntimeros primos,

P1,P2, -« Dr-

Sean =1+ pipy---p,. Como n es un nimero entero mayor que 1, en-
tonces el Teorema fundamental de la Aritmética nos permite asegurar que n
es dividido por algin primo p. Por otro lado, p también divide a pyps - - - p;,
ya que supusimos que la cantidad de nimeros primos era finita y por lo
tanto p forma parte de dicha multiplicacién. Entonces tenemos que p|n y
plpip2 - - - pr, por lo que p debe dividir a la resta de ambos. Es decir, p divide
a (n—pip2---pr) =1, lo cual es imposible.

Concluimos que la suposicion inicial resulta ser falsa, asi que debe haber
una infinidad de nimeros primos. [l

Cabe mencionar que en la descomposicion en factores primos de un niimero
n, puede ocurrir que un primo p aparezca mas de una vez. En este caso pode-
mos reescribir dicha factorizacién expresando tinicamente los niimeros primos
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distintos entre si. Es decir, sean pq,po, ..., pm los factores primos distintos
de n, tal que p; aparezca a; veces en la factorizacién original; entonces lo
escribimos como:

__ _ai,a a
n_p1p2 pmm

o de la siguiente manera
m
n:Hp;-“ con a; > 0
i=1

A continuacién presentamos dos resultados que permiten relacionar la
divisibilidad y el maximo comun divisor con la factorizacién en primos.

Teorema 1.2.6. Sea n un entero con una factorizacion en primos distintos
dada por:

T
n:Hp?" con a; >0
i=1

Entonces cualquier d, divisor de n, posee una factorizacion en primos de la
forma

d= pr donde 0 < ¢; < q;
i=1

DEMOSTRACION. Buscamos demostrar que cualquier divisor de n posee
la factorizacién en primos propuesta. Para esto suponemos que existe d que
es un divisor de n que no cumple esa factorizacién y trataremos de obtener
una contradiccion.

Si d no cumple con la descomposicion en primos dada, entonces existen
dos posibilidades.

Una posibilidad es que en la factorizacién en primos de d aparezca un
nimero primo ¢°, con 1 < b, distinto de aquellos que integran la descomposi-
cién de n. Entonces tendrfamos que ¢°|d y d|n; por lo tanto ¢°|n, lo cual es
una, contradiccién, ya que en la factorizaciéon de n no existe ¢° como factor
de éste y por la unicidad no es posible tener otra factorizaciéon donde dicho
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término si aparezca.

Por otro lado, suponemos que al menos uno de los primos p; aparecera con
una potencia b; tal que a; < b;. Tomemos un primo p; que posea esta caracte-
ristica. Entonces tendriamos que pf dy d|n y por transitividad obtendriamos
que p?|n. Es decir pb =% |(pipa - - DicaPis1 - - - D), 1o que representa una con-
tradiccion al hecho de que todos los pr, 1 < k < r son nimeros primos
distintos entre si.

Estas contradicciones surgieron de suponer que existe d un divisor de n
que no posee la factorizacion propuesta y por lo tanto se concluye que todo
divisor de n posee una factorizacién de la forma:

d = pr’ donde 0 < ¢; < q;

=1

O

Para demostrar el siguiente resultado necesitamos remarcar que es posi-
ble expresar cualquier nimero entero positivo como una factorizaciéon sobre
todos los nimeros primos. Para esto etiquetamos a los ntimeros primos de
forma ascendente, es decir p; = 2, p» = 3, p3 = 5, p, =enésimo primo y
asi sucesivamente. Entonces n se puede expresar como:

(0.9}
n= | |p§“
i=1

donde ahora cada exponente a; > 0. Este producto es finito, ya que para
n > 1 sélo existirdn un numero finito de a; distintas de cero. Es decir, lo
que hemos hecho es agregarle a la factorizaciéon en nimeros primos aquellos
primos que no aparecen, elevandolos a la potencia cero para no alterar la
factorizacién. Ahora bien, si n = 1 entonces todos los a; = 0 y el producto
también serd finito.

Teorema 1.2.7. St dos nimeros positivos a y b tiene las siguientes factori-
zaciones

a=]]w  o=]]0"
i=1 j=1
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entonces la factorizacion del M.C.D de ambos serd:

(a,0) = [ "
1=1

donde ¢; = min{a;, b;}.

DEMOSTRACION. Sea d un nimero entero positivo con la siguiente fac-
torizacion:

d = lecl , donde ¢; = min{a;, b;}

=1

Como ¢; < a; y ¢; < b;, entonces d|a y d|b y por lo tanto d es un comun
divisor de a y b. Ahora sea e un comun divisor de a y b, cuya factorizacion
esta dada por:

o
i
=1

Como e es un divisor de a y también lo es de b, entonces tenemos que ¢; < a;
y €; < b;. De lo anterior se deduce que e; < ¢; = min{a;, b;} y por lo tanto
eld, es decir d es el M.C.D. O

1.3. Series

La suma aritmética es una de las operaciones méas elementales de las
matematicas. Si bien el concepto es muy basico, se ha desarrollado una am-
plia teoria donde se generaliza su aplicacién. Dicha generalizacion parte del
hecho de que podemos realizar la suma de una gran cantidad de elementos
de un conjunto de ntimeros, haciendo uso de sus propiedades, a pesar de que
por definicion sélo sea posible sumar dos elementos simultaneamente.

Para poder realizar la suma de varios elementos necesitamos establecerles
un orden, lo cual nos permite obtener el resultado buscado realizando la o-
peracion de la siguiente forma: sumamos los dos primeros y a su resultado le
sumamos el tercero, a este nuevo resultado le sumamos el cuarto y asi conse-
cutivamente hasta obtener la soluciéon final. Este orden genera una secuencia
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de los elementos, a la que denominaremos sucesion.

Cabe mencionar que dichas sucesiones pueden ser finitas o infinitas, de-
pendiendo de la cantidad de elementos que utilicemos. Si tenemos n elemen-
tos y estos se repiten una cantidad finita de veces al ordenarlos, entonces
denotamos su sucesion por:

(ag, a1, ..., ap) 0 {a;}1

donde a; es el i-ésimo elemento, una vez establecido el orden. Si la cantidad
de elementos a ordenar es infinita, o bien si hay una cantidad finita de estos
pero al menos uno de ellos se repite una infinidad de veces al ordenarlos,
entonces diremos que la sucesion es infinita y la denotaremos por:

(ag,ar,ag, . ..) Y {ai}iEN

Con esto ya podemos definir el objeto que nos interesa en esta seccién.
Llamaremos serie a la suma de todos los elementos de una sucesion, la cual
realizamos en el orden en que aparecen los elementos dentro de dicha sucesién.

Si la sucesién es de la forma (ag,as,...,a,) diremos que es una suma
parcial y la expresaremos como:

n
D
i=1

De la misma forma si la sucesién es infinita, dada por (ag, as, as,...), la
llamaremos serie infinita y la denotaremos por:

o0
>
i=1

Ahora observemos que dichas series pueden tener como resultado un va-
lor determinado, o bien nunca alcanzar un valor. Cuando la serie alcanza un
valor s < oo diremos que la serie es convergente o que converge a s. Si
no alcanza ningun valor determinado diremos que la serie diverge.
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A continuacién consideraremos series definidas en el conjunto de los ni-
meros complejos y presentamos resultados importantes relacionados con la
convergencia de éstas y algunas propiedades de gran utilidad. Dado que la
teoria acerca de las series es muy extensa, s6lo mencionaremos la mayoria
de los resultados y tunicamente demostraremos aquellos resultados que nos
seran utiles para desarrollos posteriores. Estos resultados pueden ser expre-
sados en términos de la sucesiones y andlogamente los resultados aplicables
a las sucesiones pueden ser expresados para sus series.

Primero necesitamos establecer criterios para saber si una serie converge.
Uno de estos criterios afirma que para que una serie sea convergente se re-
quiere verificar que para cada € > 0 exista un entero IV, tal que

m
E a; § €
i=n

si N < n < m. A este criterio se le conoce como el criterio de Cauchy.
Su reciproco también es cierto y establece que lo anterior es una propiedad
de las series convergentes. Por lo tanto lo usaremos como una definicién de
convergencia de series.

Otro método muy utilizado es el criterio de comparacion. Este criterio
es sumamente 1til ya que nos permite concluir sobre la convergencia de una
serie solamente sabiendo si otra serie que la acote converge o no.

. 00 oo . . .
Teorema 1.3.1. Sean dos series Y .-, a; y Y .o, ¢;. Si existe un nimero

o0
entero Ny para el cual |a,| < ¢, donde Ny < n, y sabemos que Y ., ¢
converge. Entonces la serie Y ;| a; también converge.

Para demostrar lo anterior basta ver que como Y :° ¢; converge, entonces
para € > 0 existe N > Ny, tal que m > n > N, y esto implica que

m

Zcz-ge

i=n
De lo anterior tenemos que
m m

m
PICIED D PR
i=n i=n

=n



1. PRELIMINARES 16

y de aqui se deduce que Y ;- a; converge, por lo que queda demostrado el
resultado.

Ahora si consideramos series donde cada uno de sus términos sean no ne-
gativos, podemos aplicar el resultado obtenido para afirmar que si tenemos
dos series Y oo, a; y Y o0y d; tales que d, < a, para Ny < n donde Ny es
algin entero, y ademas la serie de las d; diverge. Entonces la serie de las a;
también diverge. Es decir, hemos encontrado un criterio de divergencia para
este tipo particular de series.

Ademas de estos criterios de convergencia existen otros més, los cuales no
presentamos aqui ya que no seran utilizados. Dentro de estos se encuentran:
el criterio de la razon y el de la raiz.

Hasta aqui hemos utilizado exclusivamente el concepto de convergencia;
sin embargo, a partir de éste podemos introducir la convergencia absoluta. Di-
remos que una serie » -~ a; converge absolutamente, si la serie Y >~ |a,|
converge.

De la definicién anterior podemos afirmar que si una serie converge abso-
lutamente, entonces ésta converge. Esto se sigue del criterio de Cauchy y de
la desigualdad

m m
>l <) lai
=n =n

De esta relacion entre la convergencia y la convergencia absoluta, podemos

deducir que cuando la serie es de términos no negativos, ambas definiciones
. , . . o'e)

son iguales. Ademds diremos que la serie ) ”, a; converge no absoluta-
mente si ésta converge, pero » .- |a;| diverge.

Ya hemos dado las definiciones basicas de las series y de su convergencia.
Ahora nos interesa hacer operaciones entre ellas, para lo cual las definimos
de la siguiente manera.

Definicién 1.3.1. La suma de dos series Y .~ a; y > ., b; estd dada por:

o0 o0

> ai |+ Zb = (a;+1b)

i=1 i=1
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Cuando ambas series convergen, digamos Y .-, a; = Ay > > b = B.

Entonces la suma de éstas converge a A + B.

Definicién 1.3.2. La multiplicacion o producto de Cauchy de dos series
Yoia; y Yo b se define como:

[e'e) [e'e) o) 7
E a; E b; | = g Ci, donde ¢; = g ag - bkt
i=1 i=1 i=1 k=1

Aqui cabe destacar que, a diferencia de la suma, el hecho de que ambas
series converjan no garantiza que el producto sea convergente.

Para poder asegurar la convergencia del producto es necesario agregar la
condicién de que al menos una de ellas lo sea absolutamente. Mas atn, con
estas nuevas condiciones podremos afirmar que si las dos series convergen
a A y B, respectivamente; entonces el producto convergera a AB. Por otro
lado, si sabemos que el producto de las dos series es convergente, entonces no
serd necesario agregar la condicién de convergencia absoluta para garantizar
que el producto converge a AB.

Por tltimo buscamos saber bajo qué condiciones podemos intercambiar
los indices de una serie reiterada de la forma:

[e.e] o0
DD o
m=0 n=0
donde ¢,,, son valores que dependen de ambos indices.
Para ello diremos que esa serie reiterada )~ /> ™  cnm es absoluta-
mente convergente si la serie > > > |c,,| es convergente. Entonces el
& m=0 n=0 I~nm g :

siguiente teorema muestra las condiciones que se requieren para poder reali-
zar el cambio de indices.

Teorema 1.3.2. 57 la serie reiterada

m=0 n=0
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converge absolutamente, entonces las siguientes series convergen absoluta-
mente al mismo valor y por lo tanto

oo %) o) %)
E Chm | = E Cnm
m=0 \n=0 n=0 \m=0

DEMOSTRACION. Dado que se tiene que la serie reiterada converge ab-
solutamente, entonces la serie

33 el

m=0 n=0
converge. Ahora definimos |z,| = |>°~_, ¢um| para cada n, entonces
oo o0
‘Zn‘ = Cnm S Z ‘Cnm’ < o0
m=0 m=0
y por lo tanto
o o o0 o0 oo
DLl =D D com| DD lem| < o0
n=0 n=0 [m=0 n=0 m=0

Esto y un argumento similar para la otra serie, demuestra que ambas
series convergen absolutamente.

La convergencia de ambas series se sigue de considerar aproximaciones
por medio de las sumas parciales de éstas y estimar el valor de convergencia
de cada una de ellas. ([l

Con este tltimo resultado damos por terminado este capitulo. Ahora pro-
cederemos a desarrollar los distintos temas centrales que buscamos cubrir en
este trabajo.



Capitulo 2

Funciones Aritmeéticas

2.1. Definicion

Definicién 2.1.1. Llamamos funcion aritmética a aquella funcion con
valores en los complejos y con dominio los numeros naturales, es decir

fN—C

Ahora, buscamos darle una estructura algebraica al conjunto de todas las
funciones aritméticas (al cual denotaremos por A); para ello definimos dos
operaciones. La primera operacién es la suma de dos funciones aritméticas
f,g € Ay se define de manera natural como

(f +9)(n) = f(n) + g(n)

Para la segunda operacion podriamos suponer, intuitivamente, que estaria
definida como la multiplicacion directa de las funciones; sin embargo, para
poder obtener la estructura algebraica deseada la debemos definir de una
forma distinta.

Definicién 2.1.2 (Convolucién de Dirichlet). Sean f,g dos funciones arit-
méticas, definimos

(f9)(r) =D FD)g(=)

t|r

Donde la suma del lado derecho corre sobre los divisores t de r.

19
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Ademas de las operaciones, necesitamos obtener los neutros con respecto
a la suma y la convolucion. Proponemos pues las siguientes funciones

z(n) =0 paratodan €N

como el neutro aditivo, y

como el neutro de la convolucién.
Proposiciéon 2.1.1. La funcion z es el neutro aditivo
DEMOSTRACION. Sean f € Ay n € N, se tiene que
(f +2)(n) = f(n) + z(n) = f(n) + 0 = f(n)
O
Proposicién 2.1.2. La funcién [ es el neutro con respecto a la convolucion

DEMOSTRACION. Sean f € Ay n € N, entonces

(f D) =Y F@I() = f(n)

din

ya que I(%5) = 0, para todo d # n.

Andlogamente, como I(d) = 0 para todo d # 1y I(1) = 1 entonces

(1% f)(n) = Y1 (5) = ()

dn

O

El inverso aditivo de una funcién f € A, denotado por (—f), estd definido
por
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Definicién 2.1.3. La norma de una funcion aritmética f, denotada por
N(f), se define como el minimo nimero natural a para el cual f(a) # 0 y
N(z) =0 donde z es funcién neutro aditivo. Es decir

N(f) = { gn‘n{a: f(a) # 0} s }f #

Proposiciéon 2.1.3. Sean dos funciones f, g distintas de la funcién cero.
Entonces se cumple que

N(f*g)=N(f)N(g)

DEMOSTRACION. Si f =2y g =z, entonces N(f) =0y N(g) =0. Sea
a un natural, evaluando f % g en dicho niimero obtenemos

(Fx9)@) =Y J(g(3) =D 0=0
tla tla

lo que significa que (f % g) = z y de esta forma

N(f*g)=0=N(f)N(g)

Ahora supongamos que N(f) = ay N(g) = b, con a y b distintos de 0.
Observemos que para r < ab, la convolucién de Dirichlet estd dada por

(f9)(r) = > FD)g(=)

t|r

Analicemos los posibles valores que puede tomar ¢ y lo que sucede con la
convolucioén.
1)Si t < a, entonces f(t) = 0y por lo tanto en esos términos la convolucién
vale 0.
2) Sit > a, entonces & < L < % =}y por lo tanto g(r/t) = 0, anulando
dichos términos.

Andalogamente podemos ver que los términos cuando t < b 6 t > b tam-
bién se anulan. Por lo tanto, para r < ab se tiene que (f % g)(r) = 0.

Ahora bien, por otro lado tenemos que

(f * g)(ab) = f(a)g(b) + f(b)g(a) = f(a)g(b)
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ya que, tanto para a < b como para b < a, el término f(b)g(a) se anula. Por
consiguiente

N(f*g)=ab=N(f)N(g)

O

Con lo anterior, podemos afirmar que el conjunto de todas las funciones

aritméticas posee una estructura algebraica de Dominio Entero. En la si-

guiente proposicion demostramos dicha afirmacion, para lo cual basta probar

que la convolucion es asociativa, conmutativa y la no existencia de divisores
de ceros.

Proposicién 2.1.4. (A, +,*) es un dominio entero
DEMOSTRACION. Sean f,g € Ay n,d € N.
1) Asociatividad:

Si tenemos que d|n, podemos afirmar que n = d-a. Utilizando este hecho,
se tiene que la definicion de convolucién se puede expresar de la siguiente

forma:
(fxg)n)=)_ fla

a-d=n

Ademas, si tenemos que d|n y b|d, es decir que n = a-dy d=">b-c.
Entonces juntando ambas igualdades obtenemos que n =a - b - c.

Haciendo uso de las afirmaciones anteriores, se tiene que:

(fx(gxh)(n) = > fla)gxh)(d)= ) fla) (Zg(b)h(0)>

a-d=n a-d=n b-c=d

analogamente nos resulta que:

(fxg)xh)(n) = > (f*9)dh(c)= ) (Z f(a)(b)> h(c)

d-c=n d-c=n

= Y fla)g(b)h(c)

a-b-c=n
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Como en ambos resultados a, b y ¢ corren sobre todos los divisores de n,
entonces podemos renombrarlos adecuadamente y de esta manera obtener
que

(fx(g=h)(n)= > fl@)gyh(w) = ((f*g)*h)(n)

Ty w=n

2) Conmutatividad:

Notemos que el hecho de que d|n quiere decir que n = a-d para una tnica
a € N; entonces existe una correspondencia biyectiva entre los divisores d y
los divisores a = %. De lo anterior se sigue que:

(F*9)n) = Y f(@dg(5) =" f(Z)gla)

din aln

= Y g@f)

aln

= (g f)n)

3)La no existencia de divisores de cero.
Sea f, g € A tales que ambas funciones sean distintas de z, la funcién neu-
tro aditiva. Sabemos, por la definiciéon de norma, que N(f) # 0y N(g) # 0.

Por otro lado, hemos demostrado que

N(f*g)=N(f)N(g)

entonces, dado que N(f) # 0y N(g) # 0, podemos concluir que

N(f*g)#0

lo cual, inicamente sucede si f x g # z. Por lo tanto, no existe divisores de

cero en A. Con esto hemos demostrado que (A, +, *) es un dominio entero.
O

Definicién 2.1.4. La inversa de una funcion no idénticamente cero (f # z)
estd definida como la funcién f=' para la cual

felt=pTtep=1
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Proposicién 2.1.5. Una funcién aritmética f posee inversa si, y solo si

f(1) #0.

DEMOSTRACION.

=) Como f~! existe, tenemos que:

FOF YY) =(f*fH(Q)=1I(1) =1, entonces f(1) #0

<)Para demostrar la existencia de la inversa de f, necesitamos que dicha
funciéon cumpla con:

a)(f=fH(1)=1(1)=1

Por la definicion de convolucion de Dirichlet, sabemos que
(f=f 1) =FDF D)
con lo cual debe cumplir que
ff) =1

y como f(1) # 0, entonces f~! debe cumplir con:

b)(f * f~1)(n) = I(n) = 0, para toda n > 1
Notemos que (f * f71)(n) estd definida de la siguiente manera.

(ffHm) = D FDFE)

din

= SO+ Y @)

1<d,d|n

ya que buscamos que se cumpla la condicion planteada, entonces

FOF )+ Y F@F(5) =0
1<d,d|n
implica que

—Ff7 ) = Y F@DFE)

1<d,d|n
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Como f(1) # 0, entonces hemos obtenido la definicién de f~! para toda
n > 1 dada por:

1 B 1 1,
) =5y D0 @)

1<d,dn

De esta forma hemos demostrado la existencia de la inversa de f. OJ

Proposiciéon 2.1.6. Una funcién aritmética f es invertible si, y sdlo si,

N(f)=1
DEMOSTRACION. Por el resultado anterior sabemos que f es invertible
si, y sblo si, f(1) # 0, lo que es equivalente con que N(f) = 1. O

Un subconjunto de las funciones aritméticas de gran importancia son las
funciones multiplicativas, las cuales caracterizamos a continuacion.

Definicién 2.1.5. Una funcion aritmética no idénticamente cero, f, es lla-
mada multiplicativa st

f(mn) = f(m)f(n) si(m,n)=1
y estrictamente multiplicativa s

flmn) = f(m)f(n) ¥ m,neN
Proposicién 2.1.7. Si f es multiplicativa, entonces f(1) =1

DEMOSTRACION. Por definicién sabemos que f # z, por lo tanto existe
n € N tal que f(n) # 0. Ademads se tiene que f(n) = f(1)f(n), ya que
M.C.D(n,1) = 1. Entonces, al dividir por f(n) obtenemos que f(1) =1 O

Proposicién 2.1.8. Sea f tal que f(1) = 1, entonces:

1) f es multiplicativa si, y sélo si:
F-pi) = for) - f )

para todo primo p; y todo entero a; > 1.
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2) Si f es multiplicativa, entonces es estrictamente multiplicativa si, y sélo
si:

) = fp)*
para todo primo p y todo entero a > 1

DEMOSTRACION.
1) Suponemos que f es multiplicativa, entonces como los p; son primos se
tiene que M.C.D ((pf* - - - p)73"), p*) = 1y por lo tanto cumple con

Fp - pi)=f (ot f(d)

Aplicando un argumento inductivo, obtenemos
FOr-pyr) = f) - f(or)

Reciprocamente, suponemos que la igualdad se cumple y que f no es
idénticamente cero. Sean m,n € N tales que M.C.D(m,n) = 1, entonces la
factorizacion en primos de m y n involucra conjuntos disjuntos de potencias
de primos. Ahora bien, utilizando la igualdad para expresar a f(nm), f(n)
y f(m) podemos ver que f satisface que:

flnm) = f(n)f(m)

y como f # z, por lo tanto f es multiplicativa.

2) Si f es estrictamente multiplicativa, entonces tenemos que para cualquier
primo p y niimero entero a se cumple que:

f0*) =f"'p) = f* ) fp) = f@* ) ) flp) == f(p)*

De manera inversa, supongamos que f es multiplicativa y que para todo
primo p y todo nimero entero a cumple f(p®) = f(p)®. Sean m,n € N, por
el teorema de factorizacion tnica tenemos que:

r
n=1]1»
i=1
k
m = H S;
=1
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donde p; y s; son ntiimeros primos, no necesariamente distintos. Por lo tanto,
ya que f es multiplicativa, por el resultado anterior se sigue que:

f(nm) =f <H 2 H 5i>

=f <ﬁpl> f (H&)
=f(n)f(m)

por lo tanto f es estrictamente multiplicativa. ([l

Proposicién 2.1.9. Si f y g son multiplicativas, también lo es su convolucion
fxy.

DEMOSTRACION. Sea h = fxgy m,n € N tales que (m,n) = 1.
Observamos que:

hmn) = >~ f(d)g(=)
dlmn

Ahora, cada divisor d|lmn puede ser factorizado de forma unica como
d = ab donde a|m, b|n y (a,b) = 1. Entonces

hmn) = " J(dg(=) = Y flablg(=)

dlmn alm,b|n
= 3> flabg()
alm bln

m

Dado que (a,b) = 1, se tiene que (2,
la multiplicatividad de f y g, obtenemos:

hmn) = 3037 H@FB)g(")g(3)

alm bln

#) = 1. Aplicando a la doble suma

= | X fg=) | | X sbg(3)
alm bln
= (fx9)(a)(f *g)(b)

= h(a)h(b)

con lo anterior se demuestra el resultado O
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Proposicién 2.1.10. Si g y (f * g) son multiplicativas, entonces f también
lo es.

DEMOSTRACION. Sea h = f * ¢g. Suponemos que f no es multiplicativa.
Entones existe m,n € N tales que (m,n) = 1 para los cuales

f(mn) # f(m)f(n)

Escogemos el par de niimeros m, n que cumplan con la condiciéon anterior
y cuyo producto sea el menor entero posible.
Simn = 1, entonces f(1) # f(1)f(1) y por lo tanto f(1) # 1. Sabemos que ¢
es multiplicativa, por lo tanto se cumple que g(1) = 1. De lo anterior tenemos
que:

h(1) = f(1)g(1) = f(1) #1

Es decir que h no es multiplicativa, lo cual es una contradiccién.
Si mn > 1, por como seleccionamos a m y n, tenemos que f(ab) = f(a)f(b)
para todo a,b € N con (a,b) = 1 y ab < mn. Haciendo una argumentacién
similar a la proposicion anterior se tiene que:

=3 flab)g("2

alm
bln

Separando el término de la suma donde a = m y b = n, podemos reescribir
lo anterior como

= ) flablg(—-) + f(mn)g(1)

alm
bln
ab<mn

Dado que g es multiplicativa y tenemos que f(a,b) = f(a)f(b) si ab < mn,
entonces:

h(mn) = Y fla ) + f(mn)

abcé:gm
= [ X r@aE) ) [ F®)e(5) | = Fm)fn) + fmn)
alm bln

= h(m)h(n) — f(m)f(n) + f(mn)
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Como f(mn) # f(m)f(n), entonces h(mn) # h(m)h(n) y por lo tanto
f * g no es multiplicativa. Esto es una contradiccién a la hipdtesis de que
f * g era multiplicativa, demostrando asi el resultado. 0

Proposicién 2.1.11. Si f es multiplicativa, entonces su inversa es multi-
plicativa.

DEMOSTRACION. Dado que I y f son multiplicativas y (f * f~!) = I,
entonces por la proposicién anterior se tiene el resultado (]
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2.2. Series de Dirichlet

Las series de Dirichlet pueden ser consideradas como series formales in-
finitas, es decir donde no se toma en consideracién su convergencia; o bien,
como funciones complejas de la variable s definidas en la regiéon donde dicha
serie converge.La variable s representa un nimero complejo de la forma:

s =u+ 1w, donde u = Re(s) y v = Im(s)
Entonces las definimos de la siguiente manera.

Definicién 2.2.1. Sea f una funcion aritmética y s € C. Definimos la serie
de Dirichlet de f

Z fT(;l)

n=1

Proposicién 2.2.1. Para toda serie de Dirichlet existe un nimero real u,,
llamado abscisa de convergencia absoluta, tal que para toda s = u + w
la serie converge absolutamente si u > u, pero no converge absolutamente si
U < Ug.

ns ?

DEMOSTRACION. Dada una serie de Dirichlet F(s) = 3 L% sca A el
n=1

conjunto de numeros complejos s para los cuales F(s) converge absoluta-
mente. Si el conjunto A es vacio basta tomar u, = co para que se cumpla el
teorema. Ahora bien, si A no es vacio tomamos

u, = inf{Re(s) : s € A}

Por la definicién de u,, si u < u, entonces la serie F(s) no converge
absolutamente. Por otro lado, notamos que dados s = u +ivy s =u + v’

tales que u’' > u entonces [n®| = n" < n* = |n*'| y por lo tanto se tiene que:
o oo o0 o0
f(n) /()] /()] f(n)
P el D DD Bt Bl e
n=1 n=1 n=1 n=1

Es decir que si F(s) converge absolutamente para una s, por el criterio

de comparacién, entonces también converge absolutamente para las s’ con
/
u<u'.
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Como, por definiciéon de u,, existe nimeros complejos s = u + v con u
arbitrariamente cercanos a u, para los cuales la serie F'(s) converge absolu-
tamente, entonces usando lo anterior se sigue que la serie converge absoluta-
mente para todo s tal que u, < u. 0

A continuacién demostramos que las funciones aritméticas estan deter-
minadas de manera unica por su serie de Dirichlet.

Proposicién 2.2.2. Supongamos que F(s) = > L% v g(s) = T 4
n=1 n=1

n n

son series de Dirichlet cuya abscisa de convergenci_a es finita y que satisface
F(s) = G(s) para toda s con u suficientemente grande. Entonces f(n) = g(n)
para toda n.

DEMOSTRACION. Sea h(n) = f(n)—g(n) y H(s) = F(s) — G(s) su serie
de Dirichlet. Por hipdtesis existe u, tal que H(s) converge absolutamente
cuando u > u,, y es idénticamente 0 es esa region.

Para demostrar que h(n) = 0 para toda n, suponemos que h no es idéntica-
mente 0 y asi obtendremos una contradiccion.
Sea ng el nimero entero mas pequeno para el cual h(ng) # 0. Entonces

de donde se obtiene que:

= h(n)| , = ny
) < | S0 "< S jnny 8
n=ngo+1 n=ngo+1

Ahora bien, reescribiendo a u = u, + « con a > 0, obtenemos que para

n>ng+1
n _ <@)°‘ ng"\ o (_mo \" ("
v \n nte | 7 \ng+1 nla
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con lo cual tenemos:

g \* < |h(n) ng \°
< Uq, frd A
|h(no)| < ng (n0_|_1) 2 : ntta no + 1

n=ng+1
— |h
Donde A = ng* >’ ln(u?l es una constante finita, independiente de «,
n=ng+1
debido a la convergencia absoluta de H(u,). Haciendo o« — o0, el lado dere-
cho tiende a 0; es decir h(ng) = 0 lo cual contradice la hipdtesis. UJ

Proposicién 2.2.3. Sean F(s),G(s) series de Dirichlet asociadas a dos fun-
ciones aritméticas f y g, respectivamente. Tomemos la convolucién de ambas
funciones, dada por h = fxgy H(s) como su correspondiente serie de Dirich-
let. Si F'(s) y G(s) convergen absolutamente para alguna s, entonces H(s)
converge absolutamente y ademads se tiene que:

H(s) = F(s)G(s)

DEMOSTRACION. Para cualquier s para el cual ambas series convergen

absolutamente tenemos que:
rioo) = (3100 (3 -5y St

Dado que las series convergen absolutamente, podemos multiplicar las
series y reordenar los términos sin alterar la suma. Agrupamos los términos
para los cuales mn poseen el mismo valor y de ésta forma obtenemos:

F0) =3 5 Y fmglm) =y LEOE

mn=k k=1

Con esto se demuestra que H(s) = F(s)G(s).

La convergencia absoluta de H(s) se sigue de la convergencia absoluta de
F(s) y G(s), junto con la siguiente desigualdad:

Y| =Z,nﬂ‘ ) f(k‘)g(m)‘ < Z‘;l S £ - lg(m)]

(k) g(m)

o>

)
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Proposicién 2.2.4. Sea f una funcién aritmética multiplicativa con F' como
la serie de Dirichlet asociada a ésta, y sea s un nimero complejo. Si F(s)
converge absolutamente en algin punto s, entonces F'(s) se puede expresar
como un producto infinito absolutamente convergente extendido sobre todos
los primos p, es decir:

A0 (13- 20)

n=1 m=1

Si f es completamente multiplicativa, entonces se tiene que:
00 -1
n

S (- 1)

n=1 P p
DEMOSTRACION. Definimos el siguiente producto finito:

Py 1 f(p

() =TT 1+ Z T

p<N

Para demostrar la igualdad, basta ver que Nh’m Pn(s) = F(s).
—00

Sea N > 2 determinado, y sean pi, pa, ..., pr los nimeros primos menores o
iguales a N. Observamos que el término 1 en cada factor de Py puede ser ex-
presado como f(p™)/p™* con m = 0, entonces desarrollando la multiplicacién
de Py y utilizando el hecho de que f es multiplicativa, obtenemos:

aw:IszJ R S

p<N m=0 m1=0 mi=0
f( pl )
> 3 Sl

Los nimeros de la forma p}™ --- p;"* son enteros positivos cuyos factores

primos p son menores o iguales a N. Es decir, son elementos del conjunto

An = {n € N : p primo, tal que p|n = p < N}
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Maés atn, por el teorema fundamental de la Aritmética, cada elemento de
Ay tiene una unica factorizacién como pi™ ---p™ con m; € NU {0} y eso
sucede una sola vez en la suma de Py. Entonces tenemos que Py se puede

reescribir como
f(n)
Py —
N= D

neEAN

Como Ay contiene todos los enteros cuyos factores primos son menores
o iguales que IV, tenemos que

donde B es el conjunto de las n que poseen al menos un factor primo mayor
que N. Por lo tanto

f; féf) _py

[oe)

Observamos que como la serie )
n=1

tonces la ultima suma de la derecha tiende a cero cuando N — oo. Es decir

]\}13(1)0 Pn(s) = F(s).

f(n)

nS

<y

n>N

_ |y L fn)

<>
neB

f(n)

neB

es absolutamente convergente, en-

Sabemos que el producto infinito de la forma [](1+ a,) converge ab-
solutamente cuando la serie ) a,, converge absolutamente. En nuestro caso
tomamos:

o
f™)
ap = Z pms
m=1
es decir, el producto se puede reescribir como:

I (13220 Tl

entonces basta ver que la serie ) a, converge absolutamente. Para esto
notemos que como F(s) es absolutamente convergente cumple con:

o0




2. FUNCIONES ARITMETICAS 35

Por otro lado se cumple la siguiente desigualdad:

[e.9]

RS EP DL EP UL

de donde se concluye que ) a, converge absolutamente y, por lo tanto el

p
producto también converge absolutamente.

Por tltimo, si f es completamente multiplicativa tenemos que f(p™) =
f(p)™ y entonces

— f™) — f()"
P =T1 1+ 20 ) 11 (322
p m=1 p p m=0 p
™ es una serie geométrica convergente cuya suma es:

i )™ <1 ~ %)1

ms
m=0 p

o
pero > f(’,’n)
m=0 p

y por lo tanto podemos concluir que:

Fe) -] <1 ~ f(p))l

» p

Con esto queda demostrado el teorema. (]

2.3. La funcién ((s) y los niimeros primos

Una de las series de Dirichlet més importantes es la funcién zeta ((s),
definida como la serie de Dirichlet asociada a la funcién aritmética idéntica-
mente 1. Es decir, estda dada por:

oo

(=~ (@>1

ns
n=1

donde u es la parte real del complejo s.
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Una de las razones por la cual esta funciéon es sumamente importante es
por su estrecha relacién con los nimeros primos. Como veremos mas ade-
lante, nos permite demostrar la infinitud de estos y ademés estd sumamente
relacionada con su distribucion.

Primero demostraremos el siguiente resultado sobre la convergencia de la
serie de ((s) para nimeros reales.

Proposicién 2.3.1. La serie de Dirichlet

=1

ns
n=1

converge para todo s > 1 y diverge para s < 1, donde s es un nimero real.

DEMOSTRACION. Suponemos primero que s > 1. Agrupando los térmi-

nos de la serie en bloques de 2,4, 8, ..., obtenemos:
-~ 1 =1+ ! + ! + ! + ot ! + ! + -+ ! +
s 25 3¢ 45 78 8* 15

Observamos que

1 1 112

25 35 T 25 925 95
1 1 1 1 4 2
il - < = e — = — = (21—
4s+ +7s — 4s+ +4s 43 ( )
1 1 1 1 8 3
— < = - - 21—5
sttt S gt te T (2'77)

asi sucesivamente. Tomamos la serie geométrica g(s), dada por:

gls) = (2"

n=0
la cual converge ya que 0 < (2'7%) < 1. Entonces por el criterio de compara-

cién, ((s) también converge para s > 1; mas atn, dado que 1 < ((s) < g(s)
para todo real s > 1, donde

gls) =) (2')" = ﬁ

n=0
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si s tiende a 400 entonces 2% tiende a 0; es decir que g(s) — 1y por lo
tanto

lim ((s) =1

S——+00

Ahora demostramos la divergencia de la serie para s < 1. Si s < 0 la
divergencia es evidente, ya que # no tiende a 0 cuando n tiende a infinito,
entonces suponemos que 0 < s < 1 .Agrupando los términos de la series en
bloques de 1,1,2,4, ..., se tiene que:

Q)—1+1+ SR R (L
§) = 23 35 48 53 83

Como s < 1, entonces

1 1
25 T 2
1 1 11 2 1
35 45 T 4 4 4 2
1 o 1 S 1 o 1 4 1
5 8 ~ 8 8 8 2
pero la serie 1 + % + % + -+ diverge y por lo tanto, por comparacién, ((s)
también diverge. O

De aqui podemos darnos una idea sobre la infinitud de ntimeros primos,
ya que si existieran solo una cantidad finita de niimeros primos p1, p2, - - - , Pk,
entonces ((s), cuando s — 1, se aproximaria al producto finito

k 1 —1
H(l‘p—f)

Sin embargo ((s) — 400, lo cual serfa una contradiccién ya que el producto
finito no puede ser divergente.

La idea anterior nos permite corroborar intuitivamente que existen una in-
finidad de primos; sin embargo, a continuacién desarrollamos una demostra-
ciéon mas rigurosa de este hecho.
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Proposicién 2.3.2. Existe una infinidad de niimeros primos

DEMOSTRACION. Suponemos que solamente existe una cantidad finita
de primos, denotados por py,po, ..., pr. Para cada p; con 1 < i < k se tiene
que |1/p;| < 1, con lo cual existe una serie geométrica convergente tal que:

I

n= 0p’

Si multiplicamos estas k series distintas, su producto

li@;??) }il Py

es finito.

Estas series convergentes tienen tinicamente términos positivos, es decir
que son absolutamente convergentes y entonces podemos multiplicarlas entre
si y reordenar los términos sin modificar el producto.

Seleccionamos un término general de cada serie, dado por 1/p* con 1 <i < k
y a; > 0, entonces su producto es

111 1

._...Tk_

Pt Py’ Dy

A

pclllpg’Z “oe pk
el cual representa un término tipico de dicho producto. Por el Teorema Fun-
damental de la Aritmética, sabemos que cualquier entero n > 1 posee una

unica factorizacion en potencias de primos, los cuales supusimos ser una can-
tidad finita, entonces:

n=pi'py’ Pt (@ =0)
La unicidad de dicha factorizacién implica que cada término del producto
representa a un entero n distinto, es decir que:
1
R

Con lo cual al expandir el producto, este adquiere la siguiente forma:

()2

n= Opl
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pero la suma del lado derecho representa la serie armonica, la cual es diver-
gente. Esta es una contradiccion, ya que habiamos demostrado que el produc-
to del lado izquierdo de la igualdad era finito y por lo tanto no es posible que
diverja. Entonces, se concluye que existen una infinidad de ntimeros primos.

O



Capitulo 3

Mobius

Uno de los métodos de conteo mas 1tiles en el analisis combinatorio es el
Principio de inclusién y exclusién (P.I.E). En este capitulo usaremos esta he-
rramienta para deducir, a través de la construcciéon de la funcion ¢ de euler,
la funcién clasica de Mobius y la inversion de Mobius. Una vez obtenida
ésta, desarrollaremos la relacion existente entre los resultados obtenidos y la
estructura de conjuntos parcialmente ordenados.

3.1. Mobius Clasica

Teorema 3.1.1 (Principio de Inclusién y Exclusién). Sea C' un conjunto
con N elementos; St,...S, subconjuntos de C no necesariamente distintos.
Definimos N (M) como el nimero de elementos de C en () S; con M C

i€M
{1,...,r}. Ademds definimos

N; = Y N(M)

|M|=j

con 0 < j <r es decir N; es la suma de la cantidad de elementos de C' que
estan en las distintas intersecciones de j de los subconjuntos {Si,...,S}.

Entonces el nimero de elementos de C' que no esta en ninguno de los S;
1< <r es:

N—-—N +Ny—N3+...4+(=1)"N,

40
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DEMOSTRACION. Necesitamos verificar que cualquier elemento x € S
sea contado de forma correcta por la formula propuesta; para lo cual con-
templaremos dos casos, dependiendo de la cantidad de S; a los que pertenezca
x

Caso 1: v € S\{S1US,U---US,}.

En este caso como x no pertenece a ninguno de los S;, entonces deberia
ser contado por la férmula una tnica vez. Realizando el célculo tenemos que

N—-N +No—Ng+...+(=1)'N,=1-0+---4+(=1)"-0=1
Caso 2: x esta en exactamente k de los subconjuntos de S;.
Como z esta en algunos de los S;, entonces no deberia ser contado. Ahora
bien como x esta en exactamente k de los .S;, entonces aparece en la suma de

N; k veces; en Ny aporta (];), en N3 adiciona (g) y asi sucesivamente. Con
lo cual,

N=Ni+Ny— Nyt ..+ (—1)F N, = 1— (’f)Jr (’2“) _ (’;)+...+(_1)k<2)

o lo que es lo mismo

N—N1+N2—Ns+.--+<—1>’wk=i("f)(—ni

Es decir:

k
N—N1+N2—N3+...+(_1)ka = Z(k)(_l)z
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Teorema 3.1.2. Sea n = pi* - p3*---p& un entero positivo. Definimos la
funcion p(n) = |{x € {1,2,...,n} : M.C.D(z,n) = 1}|, entonces

! 1
p(n) ZHH (1—];)

DEMOSTRACION. Sea A = {1,2,3,...,n}y S; ={zr € {1,2,3,...,n}:
pi |z}

Como buscamos primos relativos a n y éste se descompone en potencias de
primos, es equivalente a buscar enteros menores que n que no sean divisibles
por ninguno de los p; 1 <@ <r

Aplicando el P.I.LE. tenemos que:

gD(TZ)ZTL—Nl—I—NQ—Ng—f——f—(—]_)TNT
donde:
Noo= S Hee{t2 . n}ip e}
i=1
Ny, = Z Hze{l,2,...,n}: p;-p;|x}

1<i<j<r
N3 = Z ’{x€{172a"'>n}: pngpk’xH
1<i<j<k<r
NT = |{x€{1,2,...,n}: P1p2p3pr|$}|

Los nimeros enteros enteros menores que n que son divididos por p; son
de la forma Bp; donde 8 € {1,2,3,..., p{py>---p®~'--.pe ). Con lo cual
la cantidad de ntimeros enteros menores o iguales a n que son divididos por
pi €s z%‘ Analogamente obtenemos que la cantidad de nimeros menores o

K3
n

iguales a n que son divididos por p;p; es i
J
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Usando los resultados obtenidos vemos que:

oln) = n_22+ Z ﬁ'_...+(_1)rL

o P 1 <lig < Pibi Dbip2- - Dr
"1 1 1
O D D S —1)’"—]
[ 1 Pi 1§i<j§Tpipj pip2 - Pr
1 1 1 1
. n[(1——><1——><1——>...<1——>}
P1 D2 P3 Pr
! 1
= ofJa-—)
Di

O

Una deduccién importante de la demostracion anterior es que los términos
de ¢(n) con productos impares de los primos p; estdn multiplicados por
(—1) (tienen signo negativo) y los términos que poseen un producto par
de primos p; se multiplican por 1, es decir son positivos. Ahora bien, los
divisores de n que no estan libres de raices ( aquellos que estan formados por
alguna potencia de los primos p;) no aparecen en los términos de ¢(n). De
las observaciones anteriores, podemos definir la siguiente funcion:

(—1) Sid es producto impar de primos distintos
p(d) =< 1 Si d es producto par de primos distintos
0 Si d no esta libre de raices

Esta es la funcién de Mobius clasica.

Existe un relacién estrecha entre la funcién ¢ y la funciéon de Mobius, la
cual queda de manifiesto en la siguiente propiedad.

Teorema 3.1.3. p(n) =n)_ @
din

DEMOSTRACION. Si tomamos d|n y reescribiendo a ¢(n), obtenemos

go(n) = n 1+Zﬂ+ Z L_..._i_(_—l)r

i P 1<icg<r PiPi pip2 - Pr

_ p(d)
— ”Z —

din
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O

Necesitamos demostrar la siguiente propiedad de la funciéon g que nos
permitira presentar el teorema central de estudio de esta tesis.

1 n=1I
Teorema 3.1.4. qun,u(d) = { 0 en otro caso

DEMOSTRACION. La demostracién es por induccién sobre n. Si n = 1
entonces posee un nimero par de factores primos (entendiéndose que tiene 0
factores) y por lo tanto tenemos que u(1) = 1.

Sea n > 1 de la forma n = pi"* - p3? - - - por, donde p; es un nimero primo
y «; es un entero positivo. Entonces considerando aquellos divisores de n que
estén libres de raices, obtenemos que:

dzm:u(d) = ZO (Z) (1) =(1-1) =0

OJ

Ya estamos en condiciones de demostrar el Formula de Inversion de
Mobius, el cual es de suma importancia ya que nos permite dadas dos fun-
ciones, obtener los valores de éstas siempre y cuando una de ellas se pueda
definir con respecto a la otra.

Teorema 3.1.5 (Férmula de Inversién de Mdgbius). Sea f(n) y g(n)
funciones definidas para todo entero positivo n, tal que

F) =3 g(d)

dn

entonces g satisface

g(n) = > u(d)f(3)
din
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DEMOSTRACION.

SO f(5) =Y ) =)D gld) =D g(d) Y ulm)

dln din dn d'|d d'|n ml|(n/d")

Por el Teorema 3.1.4 se tiene que > pu(m) = 0 excepto cuando n/d' =
m|(n/d’)
1; con lo cual la suma interior es 0 excepto en d’ = n. Entonces, se tiene que:

D gld) > pm)=0+0+--+gn)+0+0+---=g(n)

d'|n m|(n/d")

y por lo tanto:

g(n) = Y u(H) () = D pd) ()

d|n d|n

OJ

Asi pues, hemos obtenido el teorema central de nuestro trabajo donde
la divisibilidad nos permite realizar una comparacion entre los niimeros uti-
lizados y de esta forma establecer, cuando sea posible, un orden entre dichos
niumeros. El concepto de orden, nos permitira generalizar el Teorema de inver-
sién de Mobius a otros conjuntos cuyo orden sea distinto de la divisibilidad.
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3.2. Algebra de Incidencia

Observemos que los resultados anteriores utilizan la divisibilidad como
condicién, lo cual implica verificar si un nimero divide a otro para poder
utilizarlo. Por esto, es importante resaltar que realizar la verificacién implica
hacer uso de una relacion binaria entre dichos elementos. Mas atn, la divi-
sibilidad es un orden parcial, ya que esta relacién es reflexiva, antisimétrica
y transitiva. Aunado a esto, se puede observar que la relacién “divide a” no
garantiza que cualesquiera dos elementos del conjunto puedan ser ordenados;
es decir, no necesariamente dados a, b existentes en Z™ se puede afirmar que
“a divide a 0", o que “b divide a a”.

Definicién 3.2.1. Un conjunto A es parcialmente ordenado (o Poset), si
posee una relacion binaria < que cumple con:

1)a=<a,Vae A

2)Sia=<byb=c, entoncesa = c

3) Sta=byb=a, entonces a=">

Notamos que dicha definicién no requiere que exista una relacién entre
cualesquiera dos elementos de A; es decir, que la condicién de que a < b
6 b < a puede no darse. Si ésta ultima se cumple para todos los elementos
del conjunto, entonces dicho conjunto serd totalmente ordenado. A continua-
cion desarrollamos dicha teoria.

El siguiente ejemplo muestra como un mismo conjunto puede ser parcial
o totalmente ordenado, dependiendo del tipo de relacion que se utilice.

Ejemplo 3.2.1. Tomemos el conjunto C' = {1,2,3,4}.
Consideramos el orden “divide a” y lo denotamos por <.

Notamos que:
12,123, 1=4y2=<14

Ahora bien, como 1 divide a 2 y 2 divide a 4, tenemos que 1 < 2 < 4.
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i, Es posible ordenar al 2 y al 37 La respuesta es no, ya que 2 £ 3 (2 no
divide a 3) y 3 £ 2 (3 no divide a 2).

Entonces como no cualquier par de elementos se puede ordenar bajo la
relacion de divisibilidad, el orden dado por “ divide a” es parcial.

Por otro lado, si consideramos la relacién binaria “ menor que”, denotada
por <, entonces estariamos hablando de un orden total, ya que cualquier par
de elementos de C' se puede ordenar bajo esta relacién. Es decir:

1<2<3<4

Cabe mencionar que la funcién de Mobius y las hipdtesis de los resultados
expuestos, solamente utilizan propiedades derivadas de la relacion de divi-
sibilidad; lo cual nos permite inferir que existe una generalizacion de estos
resultados para cualquier tipo de conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 3.2.2. Sean a,b € A, donde A es un conjunto parcialmente
ordenado. El segmento o intervalo cerrado [a,b] es el conjunto

la,b) ={z€ Ala=<2z=0b}

Diremos que A es localmente finito si todo segmento de A es finito y
consideraremos para el desarrollo de este tema, salvo que se requiera de otra
manera, unicamente este tipo de posets.

Teorema 3.2.1. Sea A un poset localmente finito. Considérese la familia de
funciones Z(A), definida como:

Z(A) ={f: Ax A= R| f(a,b) =0 sia £ b}

ypara f,g €L yk € R, definimos las siguientes operaciones:

1)(f + 9)(a,b) := f(a,b) + g(a,b) (Suma)
2)(kf)(a,b) :=k[f(a,b)] (multiplicacion escalar)
3)(f xg)(a,b) = fla,2)g(z,0b) (convolucidn)

PN

2=b

Bajo estas condiciones Z(A) es un dlgebra asociativa.
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DEMOSTRACION.

1) Sea f,g,h € Z(A) p.d [(f * g) * h(a,b) = [f * (g * h)](a, D)

[(f * g) * h] (a,b)

> (f*9)(a,2)h(z,b)

> { > f(a,y)g(y,z)} h(z,b)
a=<z=b \aly=z

Z f(a,y){ Z g(y,z)h(z,b)}
a=y=b y=2=2b

> flay)(g#h)(y,b)

a=y=b

[f * (g% h)] (a,0)

48
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Definicién 3.2.3. Al dlgebra asociativa Z(A) se le denomina dlgebra de
incidencia y a sus elementos funciones de incidencia.

A continuacion se definen algunas funciones que pertenecen a la familia
Z(A) que seran de gran utilidad en el desarrollo de los resultados buscados.

Definicién 3.2.4. La identidad o delta de Kronecker, denotada pord(a,b)

1 a=5b

oab) = {o ab

La funcién zeta, denotada por ((a,b), la definimos como:

¢(a,b)

_ 1 a=<b
N 0 en otro caso

En el siguiente resultado se caracterizan las unidades de Z(A), a saber,
aquellas funciones que poseen una inversa con respecto a la convolucién. Con
esto estaremos en condiciones de definir la funcién de Mobius para posets.

Proposicién 3.2.2. f € Z(A) es una unidad < Va € A, f(a,a) # 0.

Ademsés la inversa de f, denotada por f~!, es tnica.
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DEMOSTRACION.
=)
Sean f € Z(A) una unidad y g € Z(A), tal que f * g = §. Entonces, Va € A
se tiene que:

1 =0d(a,a) = (f*g)(a,a) = f(a,a)g(a,a)
Con lo cual f(a,a) # 0.

<)

Sea f € Z(A), tal que Ya € A f(a,a) # 0. Dado que buscamos una funcién
g € Z(A) que sea la inversa derecha de f, ésta debe de cumplir que para toda
a suceda que:

(f*xg)(a,a) =d(a,a) =1= f(a,a)g(a,a) =1
1
fla,a)

Para definir g(a,b) cuando a < b lo haremos de manera inductiva. Es
decir, suponemos que hemos encontrado el valor de g(a, z) para cada z que
satisface a < z < b. Ahora bien, buscamos que g cumpla con

(f *g)(a,b) = d(a,b) =0

y como f(a,a) # 0 entonces se tiene que g(a,a) =

entonces
0 = (f*g)(a’ b) = Z f(a’ Z)g(zvb)
a=<2z=b
= fla,a)g(a,b) + > fla,2)g(zb)
a<z=b
con lo cual

_f(a> a)g(a, b) = Z f(a> Z>9(27 b)

a<z=b

como f(a,a) # 0y todos los términos de la suma son conocidos, entonces
hemos obtenido el valor de g(a, b). Asi pues, hemos demostrado la existencia
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de la inversa derecha de la funcién f, denotada por f~, v a la cual definimos
como sigue:

1
f(a;a)

f_l(a’v a) =

f_l(avb) = f(al,a) <_ Z f(CL,Z)g(Z, b))

a<z=b

De la misma manera, aplicando induccién a los términos de la forma
a = z < b se demuestra la existencia de la inversa izquierda de f.

Por tltimo, para demostrar la unicidad suponemos que para f € Z(A),
existen g,h € Z(A) que son inversa izquierda y derecha, respectivamente.
Entonces tenemos que

g=g*xd=gx(fxh)=(gxf)xh=0dxh=nh
d

Es importante destacar que hemos obtenido de manera explicita, las in-
versas de cualquier unidad del algebra de incidencia. Esto nos permite dar
dos definiciones equivalentes de la funciéon de Mébius. Por un lado, dado que
para toda a € A se tiene que ((a,a) # 0, entonces ¢ es una unidad de Z(A)
y por lo tanto existe su inversa. A dicha funcién se le denomina funcién de
Mobius y se le denota por p. Es decir que p queda definida como:

po=¢

Sin embargo, utilizando la expresion explicita conseguida de las fun-
ciones inversas y considerando a p como inversa derecha de (, se tiene que:

1) Para todaa € A
Como ((a,a) = 1, entonces
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2)Sean a,b € A, tales que a < b
Sabemos que ((a,a) =1y ((a,b) = 1, entonces

E%C(a’ z)u(z, b)
pla,b) = === =— > u(zb)

C(G,@) a<z=b

Anélogamente, podemos obtener una definicién similar si consideramos a
1 como la inversa izquierda de la funcion zeta.

Es decir, p estd definida inductivamente de la siguiente manera:

1 Sia=10
o] 0 i 0
— > u(z,b) Sia<b

a<z=b

o bien

1 Sia=1b
p(a,b) == 0 S% a®b
— > wpla,z) Sia<b

a=z=<b

A continuacién presentamos el teorema de inversion de Mobius para poset.

Teorema 3.2.3. Sea A un poset localmente finito y sean f,g € Z(A). En-
tonces

g(a,b) = Z f(a,z) <:>f(a’b) = Z g(avz):u(zvb)

a=<z=b a<2z=<b

DEMOSTRACION. =) Dado que ((z,b) = 1 para toda z que cumple con
a = z = b, entonces se tiene que:

g(a,b) = Z f(a’z) = Z f(a,z)(’(z,b)

a=z=b a=<z=b

lo cual, por la definicién de convolucién, es equivalente a

g(a,b) = (f * C)(av b)
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Aplicando p como inversa derecha de ¢ y como Z(A) es asociativa, obte-
nemos que

(Q*M)(aab> = [(f*C>*M](a7b>:[f*(C*M)](aJ))
= (f*0)(a,b) = f(a,b)

Es decir

f(a b) (g * M)(av b) = Z g(a> Z)[L(Z, b)

<) Se tiene que

f(a7 b) = Z g<a7Z)N(Z’ b) = (g *:U’)(a’b)

a=<z=b

Si aplicamos la convolucion con (¢ a la igualdad y utilizando la asociativi-

dad de Z(A), tenemos
(f *O(a,b) = [(g*p)*C](a,b) = [g* (ux ¢)](a,b)

entonces

g(a,b) = (f *)(a,b) = Zfaz (z,0)

pero ((z,b) = 1 para toda z que cumple con a < z < b, por lo tanto

= Z f(a,z)

a<2z=b

O

Corolario. Sea A un poset localmente finito y sean f,g € Z(A). Entonces

= Y fzb) = flab) = > ula,2)g(z,b)

a=z=b a=z=b

La demostracion es andloga a la anterior.
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La férmula de inversién de Mébius definida por Gian-Carlo Rota [10] es
un caso particular de la que aqui proponemos. Utilizando las hipdtesis de
Rota; es decir, sea A un poset localmente finito, f,g : A — R y p tal que
f(z) = 0 salvo para p < z. Basta definir F(p,z) = f(z) y G(p,x) = g(x);
aplicando nuestro resultado a las nuevas funciones definidas obtenemos el
resultado propuesto por G. Rota.



Capitulo 4

Aplicaciones

Dadas dos funciones definidas en un conjunto parcialmente ordenado,
donde una de ellas se expresa como la suma infinita de la otra, entonces
la férmula de inversiéon de Mobius nos permite invertir dicha relacién. Esta
propiedad de la inversién de Mobius es de gran importancia, ya que muchas
veces puede ser muy complicado obtener de forma directa un resultado de-
seado. Entonces la inversién de Md&bius nos permite tener otra forma para
lograr el objetivo que uno se platea. Esto es, basta encontrar un resultado
secundario definido como una suma infinita donde nuestro objetivo forme
parte de ella para después invertir la relacién y asi reescribir nuestro resul-
tado como una suma de otros, probablemente mas sencillos de encontrar. A
continuaciéon mostramos algunos ejemplos de las aplicaciones de la inversién
de Mobius.

4.1. Problemas de Conteo

Ejemplo 4.1.1. Conteo de polinomios ménicos irreducibles de grado n sobre
un campo de ¢ elementos

Conocer el numero de polinomios monicos irreducibles de grado n en un
campo con ¢ elementos, se obtiene al realizar el conteo de polinomios ménicos
de grado n en dicho campo.

Sean fi(x), fa(z), fs(z), ... todos los polinomios ménicos irreducibles de gra-
do al menos 1; cuyos grados son dy, ds, ds, . .. respectivamente.

o4
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Ahora sea Ny el nimero de polinomios ménicos irreducibles de grado d,
cond=1,2,3,...

Si tomamos i1, i, i3, . . . nimeros enteros no negativos ( donde casi todos
estos son iguales a cero, salvo una cantidad finita), entonces:

Fla) = (ful@) (fa2))2 (fs(x))™ -

es un polinomio moénico cuyo grado es n = 11dy + tody + 13d3 + - - .

Ahora bien, cada polinomio ménico de grado n se puede escribir so-
lamente una vez de esta forma. Es decir, existe una correspondencia 1 a
1 entre estos y las sucesiones (i,1i,13,...) que cumplen con la condicién
n:i1d1+i2d2+z’3d3+---

Observemos que el nimero de polinomios moénicos de grado n es ¢". Esta

cantidad aparece en la siguiente serie como el coeficiente correspondiente a

:L,TL.

=1+ qz+ (qx)* + (q)’ + -

1—qx
Por otro lado, el nimero de sucesiones i1, 42, 23,... que cumplen con la
condicién n = i1dy + i2dy + i3d3 + - - - se puede obtener como el coeficiente

de 2™ en la multiplicacion de las siguientes series:
(T4 am +2®" + 257 4 (142 4222+ 252 )

Ahora, juntando ambos resultados tenemos que:
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. . . . n .
El coeficiente de 2™ en la serie del lado izquierdo es <. Para obtener dicho
coeficiente en la serie de la derecha nos tenemos que fijar, inicamente, en los

elementos de Z (x o que cumplen la condiciéon n = jd, lo cual ocurre cuando

7=1
j = %, es decir cuando d|n. De donde tenemos que el coeficiente de 2™ es:
>N
din

Juntando ambos resultados, se tiene que:

ZNd :>q ZNd n/dn—ZNd

din

Aplicando la inversiéon de Mobius, donde f(n) = ¢" vy g(d) = Ny - d, se
obtiene:

n 1 n
neNo= ()" = No==% ()"

dn dn

De esta forma hemos obtenido que el nimero de polinomios moénicos
irreducibles de grado n, en un campo con ¢ elementos es

%Zu(g)qd

dln

Otra de sus aplicaciones se relaciona con la coloracién de una Grafica. Una
Gréfica G consiste de un conjunto de vértices V(G), un conjunto de aristas
E(G) y un mapeo que le asocia a cada arista e € E(G) un par no ordenado
de vértices a y b, a los que llamamos puntos extremos de e. Dada una grafica
G podemos colorear, usando un ntmero finito de colores, sus aristas o bien
los vértices. Para nuestro ejemplo consideremos una coloracién de los vértices.

Diremos que una coloracién de vértices es propia, si los puntos extremos
de las aristas poseen colores diferentes entre si. Entonces nos interesa saber
cuantas de estas coloraciones podemos realizar en una grafica dada.

Ejemplo 4.1.2. Nimero de coloraciones propias con x colores, X (x), de
una grafica G' con n vértices.



4. APLICACIONES 57

Notemos que colorear los vértices es equivalente a aplicar una funcién
que envia los vértices de la gréafica a los distintos colores. Es decir, esta fun-
cién envia particiones del conjunto de los vértices al conjunto de los colores,
donde entendemos por particién a una descomposicién del conjunto original
en subconjuntos no vacios disjuntos entre si, cuya unién es exactamente el
conjunto original.

Ahora tomemos una particion A de los vértices, de tal manera que cada
bloque de ésta posea una conexion entre todos sus elementos. Dicha conexion
puede ser de una sola arista, o bien de una uniéon dos o mas de éstas.

Si denotamos por g(A) al nimero de coloraciones de los vértices de G tal que
cada bloque de A reciba el mismo color, entonces tenemos que

g(A) =M

Definamos f(A) como el nimero de coloraciones para los cuales cada
bloque posee el mismo color, pero que los puntos extremos de las aristas
que conectan bloques distintos sean diferentes. Entonces podemos dar una
particion B mas gruesa que A juntando aquellos bloques con el mismo color
que posean una arista que los una, de tal manera que si una coloracién es
contada en g(A) también sea contada f(B). Entonces,

9(4) =) f(B)

BrA

y por la formula de inversion de Mobius obtenemos

f(A)=>" u(A B)g(B)

BrA

El nimero de coloraciones propias se obtiene evaluando f en la particion
donde cada bloque esta compuesto por un solo vértice. Es decir, si denotamos
por U a dicha particiéon obtenemos

Xo(x) = 3 U, B

Ejemplo 4.1.3. Namero de r — tuplas
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Las r — tupla son secuencia ordenada de r elementos, las cuales puede
ser interpretadas como vectores de dimensién r. Ahora bien, tomando el con-
junto de los nimeros naturales, nos interesa poder dar una expresién para
el numero de r — tuplas de la forma (aq,as, ..., a,) tales que a; < ny que
satisfagan M.C.D(aq,as,...,a,,n) = 1.

Para ello denotamos por J,.(n) a la cantidad de r — tuplas que satis-
facen dichas condiciones. Realizamos una particién del total de r — tuplas de

acuerdo a su maximo comun divisor, es decir d = M.C.D(ay,as,...,a,,n).
Entonces 1 = M.C.D(%,%,...,% %) con cada a; < n, de donde se obtiene
que:

n" =Y J.(n/d)
din

y aplicando la inversién de Mobius, donde tomamos f(n) = n" y g(n/d) =
J.-(n/d), resulta

Jon) = Y pld)(5)
dn
pero ya hemos probado que
S @) = ptm =n (=)
dln din

entonces tenemos que

J) =n L1 - )

dln p

De esta forma, hemos obtenido de manera explicita una férmula para
calcular el nimero de las r — tuplas que cumplan con las condiciones que
establecimos.
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4.2. Identidades de funciones

Ejemplo 4.2.1. La funcién de Von Mangoldt A

Esta funcién posee una estrecha relacion con la funcion zeta de Riemman
y tiene un papel central en el estudio de la distribucion de los primos. Si bien
estos temas son sumamente interesantes, requieren un amplio desarrollo y

nuestro interés se centra solamente en mostrar una aplicacion de la inversion
de Mobius.

Definimos la funciéon de Von Mangoldt, denotada por A, como:

A(n) = log (p) sin = p® para algin p primo y entero a > 1
N 0 en otro caso

Ahora tomemos un entero n > 1. Por el teorema fundamental de la arit-
mética n se puede factorizar como

T
—_ Wz
n—”plf
i=1

donde p; son nimeros primos distintos.

Ahora aplicando el logaritmo tenemos que

logn = log (ﬁpf) = imi log p;
=1

i=1

Ahora analizamos la suma de los valores A(d) cuando esta corre sobre
todos los divisores de n. Es decir,

> _Ad)
dln

En esta suma los tnicos términos distintos de cero son aquellos para
los cuales los divisores son de la forma d = p* para m = 1,2,...,m; e
1=1,2,...,r. Entonces

roomy roomg

DA =)D A =) logp; = Zm log p;

din i=1 m=1 i=1 m=1
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pero como ya hemos visto que Y ;_, m;logp; = logn, entonces podemos
concluir que

Z A(d) =logn

din

Por tltimo, si hacemos f(n) = n, g(d) = A(d) y aplicamos la férmula de
inversiéon de Mobius obtenemos:

A(n) =g(n) =Y u(d)f(5)=>_ ud 1og

dn dn

notemos lo siguiente:

Z,u log = lognZu(d)—Z,u(d)logd

dln din dn

= = u(d)logd

dn

esto debido a que, como ya hemos visto, para n > 1 tenemos ) u(d) = 0.
din
En resumen, haciendo uso de la inversion hemos obtenido una expresion
para la funcion de Von Mangoldt dada por:

= p(d) log — E p(d)logd
d
dln

Como ya hemos visto, existe una identidad que relaciona ¢ de Euler con
la funcién de p de Mdbius; sin embargo podemos utilizar la inversion de
Mobius para dar una demostracion alternativa de dicha identidad.

Ejemplo 4.2.2. p(n) = ZMT
din

Antes de enfocarnos en la demostracion de la identidad propuesta ob-
servemos que

> pld) =

d|n
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Para esto, tomemos el conjunto S = {1,2,...,n}. Distribuyamos estos
enteros en conjuntos disjuntos A(d), cuyos elementos son aquellos niimeros k
de S para los cuales el maximo comun divisor entre k y n sea el entero d, es
decir (k,n) = 1. Como A(d) son disjuntos, entonces la unién de todos ellos
es el conjunto S.

Ahora si denotamos por C(d) al nimero de elementos de A(d), entonces

tenemos que
Z Cd)=n

dn

Pero sabemos que (k,n) = d si y sélo si (k/d,n/d) = 1; de la misma
manera 0 < k < nsiy sélosi 0 < k/d < n/d. Entonces si tomamos g =
k/d existe una correspondencia biyectiva entre los elementos de A(d) y los
nimeros enteros ¢ que cumple que 0 < ¢ < n/k y (¢,n/k) = 1. Pero el
numero de tales enteros ¢ esta dado por ¢(n/d). Por lo tanto C(d) = p(n/d)
y sustituyendo esto en la igualdad que habiamos obtenido, resulta que

5" olnjd) =n
dln

Pero ésta es equivalente a 3, »(d) = n, ya que cuando d corre sobre

todos los divisores de n también lo hace d/n. Con esto hemos completado la
demostracion de esta igualdad.

Retomando nuestro problema inicial de este ejemplo, ahora sabemos que
D pld)=n
din

entonces tomando f(n) = n, g(d) = ¢(d) y aplicando la inversién de M&bius
se concluye

p(n) = gln) = Y- p(d)f(5) = Y n(d)(5)
din din

y por lo tanto queda demostrado que
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Ejemplo 4.2.3. Suma de Ramanujan

La suma de Ramanujan c¢,(m) estd definida por:

lm) = 37 (M

donde e(t) = ™

Comencemos haciendo que

Q
S
I
g
aQ
A?‘
i

1<h<n
como esta es una suma de una progresion geométrica, podemos ver que

o(n) = {n si n|m

0 en otro caso

pero podemos escribir a g(n) como

o) = 33 oM

dln 1<h<n
(h,n)=d

hlm
=2 2 )
n
din 1<hi1<m
(h1,n1)=1

donde hemos reescrito h = dh,; y n = dn;. Entonces

g(n) =Y cupa(m)

din

Aqui hacemos uso de la inversiéon de Mdbius, utilizando f(n/d) = ¢,/a(m)
y g(n), y obtenemos

en(m) = Y ul(d)g(5) = > p(5)g(d)

din dln
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pero g(d) se anula excepto cuando d|m. Por lo tanto, como también sucede
que d|n, podemos concluir

d|(n,m)

Esta es la expresién de ¢,(m) que buscdbamos. Notemos que si hacemos
m = 1 en la identidad que encontramos, obtenemos una forma distinta de
representar a pu(n)

1<h<n
(h,n)=1

ya que como (n, 1) = 1 entonces d = 1.

De esta manera hemos ejemplificado algunas de las distintas formas de
aplicacion de la formula de inversion de Mobius. Dicha aplicaciones muestran
la gran utilidad que tiene la inversiéon de Mobius para resolver problemas de
conteo, asi como su uso como herramienta para obtener identidades alterna-
tivas de distintas funciones importantes.
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