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Un gigante me tomdé entre sus manos.
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Puse tierra sobre él.
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Prologo

El més importante conjunto para los fisicos no es un conjunto de objetos, es un conjunto de
posibilidades: el espacio de configuracién de un sistema. Este espacio es el conjunto de posibles
eventos instantdneos. Un fisico siempre estd en la premura de introducir coordenadas en su
espacio, es decir funciones con un valor numérico. Si el conjunto de estas funciones permite
asignar coordenadas a los puntos de un conjunto de manera tnica, entonces podemos suponer
que este conjunto cae en un espacio R”. ; Cudl es la importancia del espacio R" para los fisicos?
En principio, los subconjuntos de R™ pueden formar figuras, cuyas caracteristicas, como la
medicién de distancias, dngulos y voltimenes, son parte natural de ellas. Estas caracteristicas
son las herramientas bésicas que en Fisica se utilizan para entender los fenémenos naturales.

Del formalismo en un lenguaje de teoria de conjuntos, nos vemos forzados a no decir nada
superfluo sobre todo aquello que pueda ser expresable mediante conjuntos. Georg Cantor definié
un conjunto como cualquier coleccién a un todo de objetos definidos y separados pertenecientes
a nuestra intuicién o pensamiento. Esta es la mejor forma en la cual podemos explicar el uso
de un lenguaje formal como la mejor manera de percibir y explicar al universo. Debemos de
entender que el formalismo nos puede brindar nuevas ideas sobre la realidad. En un contexto
histérico podemos encontrar que fisicamente hay vestigios de una simplificacién de un hecho
observable que corresponden a un tiempo en que, el formalismo, no tenia las herramientas para
discutir las ideas sobre conjuntos que no fuesen mds alld de nimeros y vectores. El objetivo
que tenemos, ahora, es conocer las teorias matematicas que nos lleve a entender los fenémenos
fisicos de forma nimia.

Primera gran idea matematica: Linealidad

Imaginemos que tenemos un fenémeno fisico atrapado, es decir que conocemos todas sus car-
acteristicas a un tiempo dado o en otras palabras, que conocemos el punto del espacio fase que
lo describe, jcudl es la posibilidad mas sencilla que podemos asignarle a un futuro estado de
este fendmeno para la cual algo de él lo distinga de su estado anterior? La respuesta a esta
pregunta puede traer complicaciones enormes porque su precisién no es cdndida. En principio
podrfamos arriesgarnos intentar resolverla y después preguntarnos si esta solucién es la mds
sencilla. Supongamos que el segundo estado sea tal que se pueda considerar como la respuesta
a una perturbacion lineal y pequena. Esta respuesta a pequenas perturbaciones lineales es un
principio de la ciencia natural que cae en la base de un vasto nimero de modelos matemaéticos,
los cuales se pueden traducir en la definicién de una funcién diferenciable. Sencillez entonces es
equivalente a rango de aplicacién, dado que nuestro modelo, funcién diferenciable, nos ayuda a
describir un gran nimero de estados de posibilidades.
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Nuestro espacio lo podemos transformar (o disminuir, o extender) en un espacio lineal, que
es una idealizacién de tener la mayor cantidad de posibles estados de perturbaciones pequenas,
o descrito alegéricamente como una cadena de pequenios sucesos fuertemente relacionados. Lleg-
amos entonces al ideal en el cuél sobre el espacio de posibilidades (espacio de fase) le hemos
asociado una estructura de entrelazamiento entre los posibles sucesos dentro de él. Los elementos
de estas cadenas, llamadas espacios vectoriales, son conocidos como vectores. En una discusién
mds elaborada requerirfa distinguir la naturaleza de los vectores entre puramente matemaética
o como propiedad fisica. Las relaciones entre los vectores son los instrumentos que utilizamos
para analizar la naturaleza fisica de nuestra construccién.

En este punto no es necesario el introducir coordenadas; es solamente necesario mantener en
mente que los vectores pueden ser relacionados entre sf utilizando multiplicacién por niimeros
reales o que la suma entre ellos nos dard un vector. Estas dos propiedades son de naturaleza
matemadtica, pero su asociacién con las ideas fisicas es coherente si asociamos un sistema de
coordenadas, cuyas relaciones sean las propias de un fenémeno fisico; que nos regresa a nuestra
idea de pequenas perturbaciones de un fenémeno fisico.

La dimensién asociada a un espacio vectorial es el nimero de funciones coordenadas inde-
pendientes sobre él. Las funciones coordenadas son las diferentes formas de asignar coordenadas
a los elementos del espacio. La dimensién no depende de la eleccién de funciones coordenadas,
esto es un resultado profundo en el sentido de que establece una primera conexioén entre algo que
es continuo y algo que es discreto: un entero. La dimensién del espacio, aparece por primera vez
no como el nimero de objetos en un conjunto, sino como la medida del tamafnio de una entidad
continua.

Un mapeo lineal u operador lineal es la idealizacién de una respuesta lineal a una per-
turbacién arbitraria que, visto desde la alegoria sobre cadenas de sucesos, vendria a ser una
recomposicién de una cadena en la cual ninguno de sus eslabones se fractura al momento de
crearla. Interpretamos que la respuesta al operador puede ser medida por los elementos del
mismo espacio entendidos estos como perturbaciones. A manera abstracta, un mapeo, es una
funcién entre espacios vectoriales que toma la suma de vectores como a la suma de sus imagenes,
y el producto por escalar al producto de su imagen por ese mismo nimero.

Una importante clase de mapeos lineales de un n espacio (n es la dimensién) en él mismo
consiste de las dilataciones en n direcciones independientes. Estas dilataciones conforman un
conjunto de coeficientes de dilatacién para el operador lineal y son llamadas su espectro, término
homénimo a una caracteristica de los fenémenos fisicos que refleja una enlace importante.

Segunda gran idea matematica: La medicién en un espacio lineal
No es obvio cudl de las propiedades fisicas de la medicién serd la maés 1itil en las teorias matemati-
cas y sus aplicaciones. De hecho, la nocién matematica que estd conectada con las ideas cldsicas
de medicién forma un concepto complejo. Podemos nombrar de manera inmediata algunos de
estos conceptos: longitud, dngulo, drea; producto escalar y movimiento.

El concepto de espacio vectorial no contiene en él mismo nada que nos permita medir
cualquier cosa de manera tnica. Los vectores no tienen longitud, no existe una medida natural
de un dngulo entre dos vectores. De tal forma que para la formulacién matemédtica de medicién
debemos de introducir conceptos geométricos. Utilizando jerga matemético: equiparemos al
espacio con estructura adicional.

El primer concepto geométrico asociado a la medicién de un espacio es la esfera unitaria del
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espacio: el conjunto de vectores a los que se les asigna longitud unitaria. Esta definicién estd
basada en la capacidad que tenemos de multiplicar por escalar a los vectores, cuya interpretacién
geométrica la podemos ver como un aumento en su magnitud. Si algin vector distinto de cero
cae en la esfera unitaria después de ser multiplicado por un nimero a, podemos escribir la
longitud del vector, que serd a—'; por lo tanto hemos determinado a de manera tnica. La
distancia entre dos vectores & y ¥ puede ser definida como la longitud de su diferencia |Z — 7.
Un vector distinto de cero tiene longitud distinta de cero y la desigualdad del tridngulo se
cumple: |Z + ] < |Z|+|y|. Si adicionalmente tenemos una condicién que garantice la existencia
del limite de Cauchy para todas las secuencias, entonces tendremos un espacio de Banach.

Un espacio arbitrario de Banach no es suficientemente simétrico para ser considerado la
correcta generalizacion de la esfera unitaria del espacio. Existen dos métodos diferentes para
obtener la simetria necesaria:

= pedir que la n esfera se transforme en ella misma bajo un @grupo continto. Esto es

una generalizacién de la idea de que los cuerpos rigidos pueden rotar.

» pedir que cualquiera de los dos vectores en el espacio tengan un producto escalar (Z,¥), es
decir una funcién lineal con respecto de cada argumento, de tal manera que |& ]2 = (Z,7)
para toda Z. Esto es una generalizacion de la idea de que se puede medir el dngulo entre
dos vectores de cualquier forma que no varié bajo rotaciones del par de vectores.

La clave para entender estas ideas estd contenida en dos palabras: invariancia y transfor-
macioén. Tanto las transformaciones continuas en la esfera unitaria, como la idea del producto
escalar nos llevan a un espacio euclidiano para dimensiones arbitrarias. En estos espacios de gran
dimensién, diremos que son del tipo euclidiano si algunas condiciones extras son impuestas a la
estructura. Primero, la esfera unitaria en el espacio euclidiano generalizado tendrd, si tomamos

n

una descripcién de coordenadas para él mismo, como definicién la ecuacién Z |xl\2 = 1. Las
i=1

rotaciones son mapeos lineales de la esfera unitaria en si misma; estos mapeos forman un grupo

que es denotado como O (n). Segundo, en un espacio euclidiano el producto punto toma dos

vectores reales y es simétrico: (Z,4) = (¥, Z). Ademds se cumple una importante desigualdad

S 82
% < 1. En el espacio real este es un niimero real y por lo tanto existe un dngulo € para el
cudl se cumple que cosf = % El lado derecho solo toma valores entre cero y uno, y nota-

mos que hay una propiedad fisica con la misma cualidad: la probabilidad. En un caso general,
determinamos que dos vectores son ortogonales si (z,y) = 0.

Si abandonamos las propiedades que definen al espacio como Euclidiano, entonces el con-
cepto de producto punto nos lleva a varias nuevas clases de geometria. Otra condicién que
podemos abandonar es la simetria de los vectores y remplazarla por: (Z,4) = — (¢, Z). Con esta
nueva restriccién, todo vector en este tipo de espacio es ortogonal a él mismo. Esta geometria,
es llamada geometria simpléctica.

En mateméticas es dificil encontrar un concepto més clasico que el de la integral. Cada cierto
tiempo hay variantes del mismo, y la fisica requiere mas innovaciones sobre él. La definicién de
una integral del tipo de Riemann es matematicamente razonable para funciones que no varian de
manera muy rapida, tales como las continuas. En casi todos los modelos fisicos, al ser utilizados
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para estudiar fenémenos mads especificos, son el resultado de la promediar, figurativamente,
espacios mds pequenos. En relacién con la fisica, la carga puede ser medida por la integracién
de su densidad hasta que la escala de sus portadores llega a la de los electrones. La densidad de
carga en un portador elemental es infinito, mientras que fuera de él es cero. De tal forma que
debemos de construir un aparato de integracién para este tipo de funciones.

Tenemos que comenzar desde el principio para dar una idea de integracién sobre espacios
generalizados. Mds atn, la integracion la debemos de poder definir en algin tipo de espacio
adecuado. En mundo euclidiano, tenemos a las integrales de tipo de Riemann. Nuestra definicién
de integral deberia de ser compatible con el tipo de integrales de Riemann. Ademds debemos
de ser capaces de dar una definicién precisa en términos de los conceptos de espacios vectoriales
para la mediciéon de un volumen. Supongamos que tenemos n vectores ortogonales €] hasta €,

n

de longitud unitaria. El n cubo generado por ellos es el conjunto de vectores del tipo Z:cié;-,

donde 0 < z; < 1. De esta manera podemos asignar a la unidad como la medicién del \Z/ollumen
de este cubo. Al trasladar este cubo a lo largo de un vector, su volumen no varia; si tomamos
un cubo cual longitud de lado sea a, su volumen estard dado por a™. Con la definicién formal
de volumen para un cubo podemos construir la definicién de volumen para cualquier n figura
utilizando un proceso de integraciéon de Riemann. Este proceso consiste en tratar de localizar
la mayor cantidad de cubos dentro del espacio dado y sumar sus volimenes. El problema para
nuestra construccién lo tendremos en la frontera de nuestra n figura, donde sera dificil asignar
cubos que no salgan de ella. Sin embargo, si a esta frontera le pedimos que no sea demasiado
complicada, podemos encontrar la manera en la cual al hacer divisiones mds pequenias de un
cubo, de tal manera que el error del llenado por cubos que no cubren a la frontera puede
ser disminuido. Esta es la idea bédsica de integracién a la Riemann. ;Cudl es el interés fisico
sobre la integracién? Supongamos que tenemos alguna substancia que es caracterizada por su
densidad f (z). La cantidad total de esta substancia serd aproximadamente igual a la suma de
las mediciones de la densidad en cada pequenio cubo asignado al espacio donde estd contenida,
de tal manera que la integral nos producird el volumen de la porcién del espacio donde estd la
substancia y por lo tanto también su densidad.

Hasta el momento hemos construido conceptos de medicién de poco interés en la fisica,
dado que hemos restringido las cualidades de nuestros fenémenos modelados. Una propiedad
matemadtica de los volimenes es aquella que nos dice que la concentracién de volumen para
un sélido multidimensional estd cerca de su superﬁcieﬂ Esta caracteristica nos permite de-
ducir comportamientos globales de un sistema a partir de sus componentes. Es decir estamos
definiendo lo que son variables macroscépicas. La propiedad asintética de los voltimenes multi-
dimensionales forman el arsenal geométrico para la fisica estadistica. La naturaleza construye
toda la variedad de fenémenos en el universo de pequenos ladrillos constitutivos. Cada ladrillo
tiene un tipo de identificacién es decir, pertenecen a una clase. Cuando utilizamos estadistica
para comprender su funcionamiento colectivo, utilizamos el concepto matemadtico de punto en
un espacio fase de dimensionalidad casi infinita. Las observaciones macroscépicas nos permiten

'La construccién comienza con una linea de longitud unital, acotada de tal forma que tomemos 0.9 de la
longitud de la misma y el resto lo pongamos equitativamente en ambos extremos de la linea. Esto representa
un 10% del volumen total en la "frontera de la linea". Si hacemos esta construccién para esferas de longitud
unitaria en mds alta dimensién (tomamos radios"de .9) vemos que progresivamente la ¢antidad"de volumen estd
concentrada en la frontera de la misma.
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indicar la regién que contiene a ese punto a cualquier tiempo; entre més largo el volumen de
esa regién, mas probable es observar la posibilidad de encontrar un estado en particular en ella.

Tercera gran idea matematica: La no linealidad y la curvatura
La idea de linealidad extrapola los pequenos incrementos. La idea de curvatura extrapola la
desviacién de un objeto geométrico de un objeto que tiene caracteristicas lineales.

La primera nocién de no linealidad la ganamos cuando nos preguntamos: ;qué tan lejos
estd una superficie irregular de ser una superficie plana cerca de un punto en el cudl ambas
son tangentes? Imaginemos que el espacio tangente es horizontal al punto, podemos entonces
distinguir direcciones mutuamente ortogonales en él; la velocidad con la que cambia la direccién
de una superficie define lo que es el radio de curvatura. Existen tantos radios de curvatura como
dimensiones en la superficie.

Para describir la desviacién utilizamos un molde externo; este circulo de ideas en natural
y util, aunque en la mayoria de las teorias fisicas necesitamos una descripcién méds fina de
curvatura. Este concepto es el de curvatura intrinseca. Construimos la curvatura intrinseca,
primero en un subespacio, en el cual, para cada par de puntos cercanos damos la distancia entre
ellos. La geometria del subespacio, con el concepto de distancia, deberfa de ser Euclidiano a
escalas pequenas, mds ain, para escalas grandes, existen algunas caracteristicas de la curvatura
que la hacen diferente de la geometria Euclidiana.

Las caracteristicas de la geometria intrinseca se pueden explicar si estudiamos el compor-
tamiento de las lineas de menor distancia entre dos puntos: las geodésicas. La longitud de una
de estas curvas es medida por una integral que se construye al dividir la curva en pequenos seg-
mentos que son medidos. Si un vector en la variedad (espacio) se mueve a lo largo de una curva
geodésica de tal forma que su dngulo con respecto a la curva permanece constante, este vector
describird una movimiento llamado transicién paralela. Podemos definir la transicién paralela
a lo largo de cualquier curva: tomando una curva, construimos un poligono de lfnea compuesta
por pequenas geodésicas, el vector es entonces trasladado a lo largo de estas geodésicas.

,, Qué pasa cuando un vector es transportado paralelamente a lo largo de una curva cerrada?
Lo que podemos llegar a descubrir es que el vector rota un pequeno dangulo comparado con su
posicién original. Este dngulo es proporcional al drea de la curva. Mds atun, el coeficiente de
proporcionalidad depende de:

= Kl lugar del espacio, caracterizado por un punto, en cuya vecindad se define la curva.

= La direccién del volumen barrido por el vector al moverse

Este coeficiente es conocido como el tensor de curvatura de Riemann y depende tanto del
punto como de la direccién del vector. Para un plano euclidiano plano, el tensor de curvatura
es idénticamente cero. De aqui vemos que el concepto més importante para comprender la
geometria de una variedad es el transporte paralelo.

Para muchas teorias fisicas, se necesita un concepto de curvatura que es méas general que la
curvatura de Riemann. Para definir la curvatura de Riemann utilizamos transporte paralelo de
un vector.

Supongamos que tenemos dos espacios, /' y M; y una funcién f : E — M, donde a cada
punto m € M, le asignamos un sistema fisico cuyos estados internos estdan dados por f=1 (m).
Una conexidén es una regla para trasladar sistemas a lo largo de curvas sobre M. Es decir, si
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conocemos alguna pieza de una curva en un sistema en M, mds los grados de libertad internos
de cada punto de la curva, entonces, al utilizar translaciéon paralela, lo que estaremos haciendo
serd leer la historia contenida en esta curva. Esta idea conecta a la geometria con la fisica.
Tenemos entonces un espacio de definicién para una clase de fenémenos, M, y la cantidad
de posibilidades del mismo a través de f~!, mds atin, podemos conocer la historia de varios
puntos al trasladarnos paralelamente por geodésicas que los conectan; donde la conexién es un
ingrediente extra que nos senala cuales de estas geodésicas establecen una relacién, es decir
describe la evolucién del sistema.

Un campo gravitacional es la conexién de un espacio de grados internos de libertad de un
giroscopio. Un campo electromagnético es la conexién del espacio de grados internos de libertad
de un electrén cldsico. Un campo de Yang-Mills, que es el grupo SU (3), es la conexién en el
espacio de grados internos de los colores de un quark.

Esta construccién geométrica parece ser universal en el sentido de ser un esquema matematico
para la descripcién del mundo en el cudl un pequeno nimero de interacciones bédsicas son consid-
eradas. Por ejemplo, la materia en el espacio-tiempo esta descrita por una seccién transversal de
este haz fibrado F — M, indicando el estado en el cual se encuentra la materia a cada momento.
Un campo es descrito por la conexién en la fibra. La materia afecta a la conexién, imponiendo
restricciones sobre su curvatura, y la conexién afecta la materia, forzando la translacion paralela
a lo largo de lineas del espacio. Las ecuaciones de Einstein, Maxwell-Dirac y Yang-Mills son
expresiones concebida por estas ideas.
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Capitulo 1

Introduccion

Este primer capitulo tiene como intencién mostrar la motivacién que nos llevo a estudiar el
formalismo de la geometrotermodindmica. Comenzaremos dando una introduccién histérica de
los diferentes trabajos que se han realizado para interpretar de manera geométrica la termod-
indmica. Presentaremos un resumen del formalismo GTD con el propdsito de ser utilizado como
una referencia rdapida para entender las ideas del mismo. Este capitulo termina con un resumen

de los resultados encontrados y de la organizacién de los capitulos posteriores.

1.1. Sobre los formalismos matematicos de la termodinamica

El uso de la geometria en termodindmica comienza con Gibbs(Gibbs [1873]). Gibbs present6 a
la primera ley de la termodindmica, en lo que hoy conocemos, como una forma diferencial. Esto
le permitié interpretar a los estados de equilibrio de un sistema termodindmico como una super-
ficie. Carathéodory interpreto las leyes de la termodindmica en una forma axiomaética utilizando
lo que son las formas de Pfaff(Caratheodory [1909]). En su trabajo utilizé el concepto de proceso
adiabdtico como gufa para su formulacién axiomética. En 1973 Hermann mostré que las leyes
empiricas de los fenémenos termodindmicos podrian ser descritas de una forma matemdtica y
concisa (Hermann [1973]). Propuso un esquema de definicién en un marco geométrico para la
termodindmica cldsica; siendo un espacio de fase termodindmico con una estructura de con-
tacto. Estos mismos estudios fueron extendidos por R. Mrugala. Casi al mismo tiempo (1975),

una segunda estructura geométrica en la forma de una métrica Riemanniana en el espacio de



estados termodindmicos fue introducida en la teoria por Weinhold (Weinhold| [1975]). En 1979
Ruppeiner utiliz6 una métrica distinta a la de Weinhold como el punto de partida para una
nueva teoria de fluctuaciones termodindmicas (Ruppeiner| [1979]). En 1983 Salamon y Berry
mostraron la conexién entre la geometria y la disipacién (Salamon et al.| |[1983]). Un nuevo
enfoque fue presentado por H. Quevedo, donde las transformaciones de Legendre son asociadas
tanto a la estructura de contacto como a la métrica (Quevedo| [2007]). En esta propuesta, una
métrica es inducida en el espacio de estados de equilibrio termodindmicos utilizando un pullback
de la métrica del espacio de fase termodindmico; donde tanto la 1—forma de Gibbs, asociada a
la estructura de contacto; como la métrica del espacio fase son invariantes ante transformaciones

de Legendre.

1.2. Sobre la geometrotermodindmica (GTD)

La Geometrotermodindmica (GTD) es un conjunto de objetos matematicos que nos permiten
estudiar los fenémenos termodindmicos desde un punto de vista geométrico. El primer compo-
nente de la GTD es una variedad a la cual denominamos el espacio fase 7. Ademds, en 7T se
encuentra la forma diferencial de Gibbs, la cual es invariante con respecto a transformaciones
de Legendre. La variedad 7 es a su vez una variedad de contacto y una variedad de Riemann.
Una encaje de este espacio fase es denominado como el espacio de estados de equilibrio £. El
encaje, induce una estructura métrica sobre el espacio de estados de equilibrio a partir de la
métrica que le da la estructura de Riemann al espacio fase. Dicha métrica es también invari-
ante frente a transformaciones de Legendre. Sobre el espacio £ se ha logrado identificar
sus geodésicas como procesos cuasi-estaticos y a la curvatura como la interaccién
termodindmica.

La GTD es la unificacién de ambas estructuras, y nos permite tratar la termodinamica
en un lenguaje geomeétrico tanto a nivel del espacio fase como en del espacio de estados de
equilibrio. De tal manera que la GTD representa una formulacién geométrica invariante de la
termodindmica. Mateméaticamente los espacios £ y 7 se relacionan utilizando el encaje . La
relacién que se forman con el pullback y el push-forward (ver apéndices) son mostrados en el

siguiente diagrama.
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1.3. Sobre este trabajo

En este trabajo se investigard las propiedades geométricas del espacio fase. Para hacerlo, cal-
cularemos las ecuaciones de las geodésicas utilizando un método cuyo fundamento esta en la
variacion del lagrangiano asociado a la métrica. Las ecuaciones geodésicas encontradas son
resueltas de forma analitica. En el proceso del cilculo de estas ecuaciones encontraremos
las primeras integrales asociados a las geodésicas. Demostraremos que estas primeras integrales
estdn relacionados con la norma de los vectores tangentes a las geodésicas del espacio fase y del
espacio de estados de equilibrio. Finalmente utilizaremos estos resultados para dar pie al desar-
rollo de una teoria de "relatividad térmica” generalizada. El concepto de "relatividad térmica”

es introducido por Zhao en su articulo (Zhao|[2011]).

1.4. Sobre la estructura de este trabajo

El capitulo 2 presenta el formalismo GTD de manera completa. Debido a la gran cantidad de
conceptos de geometria diferencial y geometria de Riemann necesarios para entenderlo, hemos
puesto los apéndices A y B. En éstos se podré encontrar un tratamiento formal que sustenta
los conceptos matemaéticos utilizados para la definicién del espacio fase y el espacio de estados
de equilibrio. Desarrollamos los cédlculos necesarios para entender los sistemas termodindmicos
con dos grados de libertad y presentamos dos ejemplos: el gas ideal y el agujero negro de
Reissner-Nordtrom. Estos ejemplos muestran que los resultados de GTD son acordes con la
termodindmica clésica, para el caso del gas ideal; y con la termodindmica de agujeros negros,

para el caso del agujero de Reissner-Nordtrom. Los conceptos termodindmicos clasicos los hemos



puestos como referencia en el apéndice C.

El capitulo 3 es la parte central de este trabajo. En él calcularemos de manera completa
las ecuaciones geodésicas asociadas a una métrica de Riemman sobre el espacio fase. La elec-
cién de la métrica de Riemann que utilizamos se debe a que ésta es la métrica mas general
ante transformaciones totales y parciales de Legendre. Al utilizar las ecuaciones de Lagrange,
asociadas a las geodésicas, calcularemos de manera algebraica primeras integrales asociadas a
estas ecuaciones. El uso de las primeras integrales nos servird para simplificar las ecuaciones
geodésicas; de tal forma que llegaremos a una solucién analitica de las mismas.

El capitulo 4 es el capitulo final. Al principio mostraremos un resumen de los resultados
encontrados en el capitulo 3. Posteriormente utilizaremos el pullback del encaje para mostrar que
las ecuaciones geodésicas encontradas son consistentes con el formalismo de GTD. El principal
tema del capitulo serdn las conclusiones que podemos obtener utilizando las primeras integrales.
Estas primeras integrales estdn relacionados a la longitud del vector tangente a las geodésicas en
el espacio fase y a los vectores tangentes de las geodésicas del espacio de estados de equilibrio.
Al finalizar, mostraremos que este trabajo abre la posibilidad de generalizar una propuesta para

relatividad térmica"que ha sido presentada recientemente.



Capitulo 2

Geometrotermodinamica

En este capitulo presentaremos las estructuras matemdticas de la GTD: el espacio fase y el
espacio de estados de equilibrio. Al final desarrollaremos algunos ejemplos de sistemas termod-

indmicos descritos por la GTD; a decir: el gas ideal y el agujero negro de Reissner-Nordtrom.

2.1. Espacio de fase

Hemos mencionado que podemos estudiar diversos fenémenos fisicos utilizando estructuras
matemadticas apoyadas con una fuerte intuicion geométrica. Para los fenémenos termodindmi-
cos esta situaciéon no es tan clara. Para estudiar la termodindmica, desde un punto de vista
geométrico, debemos encontrar una serie de estructuras que mimeticen las propiedades de es-
tos sistemas; esperando a posteriori que sus propiedades geométricas den no solo la misma

informacién que la teorfa clésica, sino que podamos profundizar en el entendimiento de ella.

2.1.1. Estructura de contacto y la independencia de las variables fisicas

El primer paso para introducir el lenguaje de la Geometria Diferencial en termodindmica es la
definicién de una variedad 7 de dimensién 2n + 1. Podemos demostrar que existe una 1-forma
© en el espacio cotangente 7™ (7)) que localmente pueden ser generados por campos vectoriales
de la misma dimensién y que puede ser asociada al micleo (kernel) de tal manera que si tenemos

un subconjunto V' C T'(7") del espacio tangente T'(7 ), podemos asociar a V' con el niicleo de O:



V = ker ©. (2-1)

Si la condicién de integrabilidad de Frobenius,

O AdO =0, (2-2)

se satisface, el campo de hiper-planos V' es completamente integrable. Esta condicién estd
relacionada con la existencia de una foliacién regular de la variedad; que, utilizando la necesidad
fisica, es equivalente a decir que este espacio es lo suficientemente grande para mantener a sus

coordenadas independientes entre si.

En el caso limite en el que:

O A (dO)" # 0, (2-3)

el campo de hiper-planos es maximalmente no integrable y se dice que define una estructura
de contacto sobre 7, donde © recibe ahora el nombre de forma de contacto de esta
estructura y de acuerdo a ([2-3|) esto significa que no es degenerada, siendo entonces (2-3)) una

condicién de no degeneracion.

De acuerdo al teorema de Darboux, existe coordenadas locales, llamadas coordenadas de

contacto, {xo,:cz,pi}, 1 =1,...,n; en las cuales © es descrita como:

0 = da° + pidz’. (2-4)

La condicién es interpretada de manera geométrica, al observar , lo cual nos dice
que O A (dO)" es la forma de volumen sobre 7. Una variedad tiene una forma de volumen si y
solo si es orientable. M4s informacién geométrica podemos obtener debido a que al tener una
variedad orientable, tenemos un nidmero infinito de formas de volumen dado que al multiplicar
cualquier forma por una funcién, que no se desvanece, obtenemos otra forma de volumen. La
importancia de la forma de volumen estd en la capacidad que nos da para definir la integral de
una funcién sobre la variedad. En términos fisicos, la forma de volumen, en este contexto, da

sentido a la conexién entre estados.



Hasta este momento tenemos que el par (7, V') define una estructura de contacto y algunas

veces es denotada como (7,0) para enfatizar su relacién con la forma de contacto ©. Las

y (2-2)). La interpretacién termodindmica comienza al identifica a 7 con un subconjunto de

caracteristicas principales que definen esta variedad estdn dadas por las ecuaciones
R27+1 en el que asignamos la siguiente correspondencia:

{2% 2" p;} < {U;S,V,Ni..;—T,—P,—p;..}, (2-5)

Y

OV =dU —TdS — PdV — pdN* k=1,..,n—2; (2-6)

donde todos estos simbolos puedes ser interpretados con su significado estdndar termod-

indmico.

2.1.2. Invariancia de Legendre

Las transformaciones de Legendre son importantes herramientas en la fisica tedrica dado que
asumen un rol critico en la mecédnica cldsica, la fisica estadistica y la termodindmica. En fisica
pueden ser vista como la forma en la cudl se seleccionan variables independientes que son
controlables de mejor manera, es decir una transformacién de Legendre puede ser vista como una
forma alternativa de mostrar informacién. El ejemplo cldsico que nos da intuicién sobre el punto
anterior esta al considerar una funcién x, que depende del tiempo, la funcién x (t) no cambia
el simbolo utilizado si damos el tiempo en segundos o minutos. De manera general tenemos
a t como variable independiente o variable de control; y a = como variable dependiente. En
algunas circunstancias es bueno codificar la funcién x de manera diferente, como ocurre cuando
realizamos una transformacion de Fourier o una transformacién de Laplace. Una transformacién
de Legendre es entonces una forma en la cual codificar informacién si la funcién cumple dos
condiciones: primero, la funcién es convexa; segundo es més facil medir, controlar o pensar en
la derivada de x con respeto de t que medir a t directamente.

En nuestro formalismo, las transformaciones de Legendre son casos especiales de transforma-

ciones de contacto, la cuales dejan invariante la estructura de contacto (7, ©). Esta condicién la



podemos entender como la existencia de una transformacién que lleva cada plano, de un campo
hiper-planos, a otro plano del mismo campo. En términos fisicos, la invariancia de Legendre
tiene como significado el que las propiedades termodindmicas de un sistema son independientes
del potencial termodindmico utilizado para describirle.

Puede demostrarse que si existe una segunda 1—forma ® que satisface la condicién de
maxima integrabilidad ([2-3)), esto es:
~ ~\ N
O A (d@) £0. (2-7)

Tendremos entonces que © y © estdn asociadas por una transformaciéon de Legendre.
Una transformacion parcial de Legendre puede ser presentada matematicamente de la sigu-

iente manera,

(74} > {ZA} - {%,E“,fa}; (2-8)

que especificamente son:

d = &— BRI (2-9)
E' = —:ﬁ;
J o - Ej;
I = Eb
I = [,

En estas condiciones tomamos a el conjunto ¢Uj como cualquier coleccién disjunta de los indices
{1,..n} y k,0 =1,...,i. En particular, si tomamos a i U j como toda la coleccién tendremos lo
que se conoce como una transformaciéon total de Legendre.

La relacién nos permite escribir ([2-5)) para diferentes potenciales termodindmicos. Este
es un requerimiento que en principio es requerido por la teorfa base de la termodindmica y que

la GTD acopla.



2.1.3. Estructura Riemanniana, la métrica G y la invariancia de Legendre

La idea de utilizar geometria diferencial en termodindmica se la debemos a Gibbs. El llegé a
la conclusién de que la primera ley de la termodindmica podria ser representada en lo que hoy
conocemos como formas diferenciales. Carathéodory interpreté las leyes de la termodindmica
en una forma axiomdtica utilizando lo que son las formas de Pfaff. Podemos decir entonces que
este es el primer conjunto de ideas matematicas que modelan los fenémenos termodindmicos. La
idea de generalizar estas ideas comienza con Hermann y la introduccién del concepto de espacio
fase termodindmico, donde las variables termodindmicas juegan el papel de coordenadas. En
nuestra exposicién hemos partido precisamente del espacio fase termodindmico, y ain no hemos
asignado ninguna caracteristica a este espacio mds que la de ser una estructura de contacto. La
pregunta natural es saber si esta estructura de contacto es suficiente para admitir los problemas
termodindmicos bajo el formalismo de Gibbs y Carathéodory. La respuesta a esta pregunta
nos lleva a enriquecer la estructura del espacio fase termodindmico al introducir un nuevo
componente, una métrica, y de esta forma darle a este espacio la estructura de una geometria
de Riemann.

Introducir una métrica en el sistema fase termodindmico es el primer punto clave en el
desarrollo de la GTD. Tanto Weinhold como Ruppeiner introdujeron métricas no pensando en el
espacio fase, sino pensando en procesos cuasi-estaticos. El problema de utilizar la aproximacién
tedrica de Weinhold y Ruppeiner se da en que los resultados dados por sus métricas dependian
de la eleccién del potencial termodindmico. Es decir tenian un problema de no ser invariantes
bajo una transformacién de Legendre, el cudl es un requisito para una teoria termodindmica.

La GTD incorpora la invariancia de Legendre desde el sistema fase termodinamico.

En GTD la métrica GG inducida debe ser invariante con respecto a transformaciones que no
modifique la estructura de contacto (7,0). En particular G debe ser invariante con respecto
transformaciones de Legendre. La idea detrds de esta condicién es poder describir un sistema
termodindamico independiente de las coordenadas que utilizamos, esto es hacer que sea una
condicién variable. El construir estas métricas se reduce a la solucién de un sistema de ecuaciones
y estos son establecidos utilizando la condicién de la invariancia de Lengendre. Denotemos a

una métrica G (ZA> como la métrica obtenida a partir de GG al aplicar una transformacién de

9



Legendre || Definamos ahora G’ (ZA) =G (ZA — ZA>, es decir la métrica GG, pero con el
argumento dado por la transformaciéon de Legendre de él. La invariancia de Legendre para G

debe de cumplir la siguiente condicién:

G (ZA> el (ZA) . (2-10)

La relacién (2-10)) define un sistema de ecuaciones. De manera especifica tendremos que la parte

izquierda de la relacién ([2-10)) puede ser vista como:

~ 0z° 07"
Gap — Gap = ———G¢p. 2-11
Y2y T S
Donde,
1 —Zn+l _gmt2 .. _Zm _z gz . _gm
0 0 0 EE 0 -1 o --- 0
0z4
— =10 0 0 ce 0 0 0o .- -1 ) 2-12
55 (2-12)
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

el determinante de esta matriz es 1, de tal forma que existe la transformacién inversa y determina

un difeomorfismo que corresponde a una transformacion total de Legendre.

Una condicién importante al imponer invariancia de Legendre sobre una métrica es que
existan soluciones de la misma. Una métrica de dimensién 2n + 1 puede ser construida a partir
de uno de los elementos que ya tenemos. Tomemos la 1—forma de Gibbs dada en (2-4) y
escribamosla utilizando un conjunto de coordenadas generales {®; E%; I}, donde ® es llamada
la coordenada del potencial, £ las coordenadas extensivas; y I las coordenadas intensivas. La

1—Forma de Gibbs que da entonces como:

O¢ = dd — I,dE". (2-13)

10



Esta 1—forma demostraremos que es invariante bajo transformaciones de Legendre en la sigu-

iente seccién, de momento, para construir la métrica, tomemos simplemente:

G =0¢g ® Og; (2-14)

la cual se transforma en:

G = (d® — I,dE)?. (2-15)

La invariancia de esta métrica se sigue de la invariancia de la 1—forma de Gibbs. Esta métrica la
nombramos métrica de Gibbs y notamos que dado que no tiene ningin componente que depende
de algin dI?, su determinante se desvanece. Esto significa que la solucién para el sistema de
ecuaciones que determina la métrica no es tnica.

Tenemos ahora un algoritmo para buscar métricas que cumplen con los dos requerimientos

principales: son invariantes de Legendre y el conjunto de ecuaciones que las genera pueden ser

resueltas. La métrica méds general que cumple estos requisitos esta dada por:
G = (d® — I,dEY)? + A (E,I,)* Tt dE*dI®, A constante. (2-16)

Esta es la métrica que utilizaremos para investigar la geometria del espacio fase

termodinamico.

2.2. Espacio de estados de equilibrio

Hemos tomado algo de tiempo en describir de manera precisa lo que es el espacio fase termod-
indmico; y lo hemos hecho debido a que el propésito de este trabajo es analizar su geometria.
Sin embargo, para poder utilizar la GTD en el estudio de fenémenos termodindmicos, debemos
de entender lo que es el espacio de estados de equilibrio. De manera intuitiva, en el espacio de

estados de equilibrio definimos lo que son los procesos quasiestaticos.

11



2.2.1. El espacio de estados de equilibrio como una variedad y la primera

ley de la termodinamica

El espacio de estados de equilibrio £ se define utilizando el mapa suave ¢ : £ — 7, dado por:
p: (EY) — (2 (E"),E% I (EY)). (2-17)

Este serd entonces un subespacio de 7, més precisamente una subvariedad encajada.
El nombre de espacio de estados de equilibrio viene al darle al pullback del encaje la siguiente
propiedad:
¢* (O¢) =0, (2-18)

esta condicién es equivalente a decir:
o (d® — I,dE®) = 0. (2-19)
Una primera relacién que nos servird para realizar operaciones la podemos deducir de ([2-19)):

0P
ok

=1, (2-20)

la cudl es una condicién de equilbrio termodindmico. En consecuencia, la relacién (2-19) es

equivalente a la primera ley de la termodindmica:
d® — I,dE* = 0. (2-21)

Para aplicar el pullback debemos de utilizar las siguientes relaciénes:

= (EY); (2-22)

1" = 1% (B%);
00

9F = I,.

De las relaciones anteriores, podemos inferir que:
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0P

e = B (2-23)
R2e

I, = ——dE".

d Yo Yotk

Estas relaciones pueden ser utilizadas directamente para encontrar el pullback de la métrica G.
Ma3ds adelante analizaremos la métrica inducida por este pullback en el espacio de estados de

equilibrio.

2.2.2. El espacio de estados de equilibrio y la ecuacién fundamental

Para distinguir entre diferentes sistemas termodindmicos, en el espacio de estados de equilibrio,
debemos de especificar la ecuacién fundamentaﬂ En el formalismo de la GTD, esta ecuacion

esta contenida en el encaje ¢, a través de la relacién:

®=d(EY). (2-24)

La construccién que hemos realizado hasta el momento cuenta ya con la primera ley de
la termodindmica. El paso légico siguiente es incorporar la segunda ley, lo cudl lo hacemos
pidiéndole a la ecuacién fundamental una condicién de convexidad:

0P

7" >0
OE*9EY — 0

Adicionalmente, los potenciales termodindmicos deberdn de satisfacer una condicién de

homogeneidad. Esta condicién se puede expresar como:
D (AEY) = \® (EY), (2-25)

donde A y 8 son constantes. Al diferenciar la expresién (2-25) con respecto a A, para después

igualar A con 1, nos llevard a la identidad de Euler:

! Una ecuacién de estado es una relacién que describe el estado de un sistema termodindmico.
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BO(E*) = 6 I°E°. (2-26)

Lo que debemos de tener en mente es que tanto la relacion (2-25)), como la relacién (2-26)) son
condiciones matematicas equivalentes. Estas dos condiciones expresan la homogeneidad.
El formalismo de la geometria diferencial puede ser utilizado en la identidad de Euler con

el propésito de encontrar una relacién entre los pardmetros intensivos. Esta relacién se deriva

al aplicar la derivada exterior a la relacién ([2-26)):

Bd® (E*) = d(dabIbE“>

= OgpIPdE® + 6, EdIY,
y aplicando la primera ley de la termodindmica tendremos,
Bd® (E?) = f (ladE")
los cuédl nos lleva a la siguiente expresién,
(B—1)0apI°dE® = 6 E2dI°. (2-27)

La relacién (2-27)) es conocida como la relacion generalizada de Gibbs-Duheim. Al hacer 5 = 1,

encontramos la relacion cldsica de Gibbs-Duheim:

S EdI® = 0.

2.2.3. El espacio de estados de equilibrio, la métrica ¢ y la invariancia de

Legendre

La segunda condicién que se le pide a la métrica G es que esta induzca una métrica g en el
espacio de estados de equilibrio £, y que esta métrica sea también invariante de Legendre. La

condicién puesta de manera precisa es:
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" (G) =g. (2-28)

Los componentes de esta métrica estardan dados por:

074978
— _ . 2-29
Gab By 8Eb AB ( )
Donde notamos de manera inmediata que una transformacién de Legendre en G corresponde
a una transformacién de coordenadas de g. Si denotamos por {ZA} las coordenadas en 7T

asociadas a una transformacién de Legendre, entonces la métrica dada por (2-11)) induce una

métrica en £ dada por:

_0749Z5
== ) 2-
Jab oFEc QLY AB ( 30)
Esta relacién nos permite establecer una relacién con ([2-29)):
. OE°OE‘ 9.31
Gab = aEa @gcd- ( - )

En particular podemos aplicar la relacién (2-29)) a la métrica (2-16]) y encontrar la métrica
g inducida:
a¢>2“1 0

il —— _§%IE*dE". 2-32
BYon (2-32)

g:A<El DEbIEF

La métrica g ha sido utilizada para calcular las ecuaciones geodésicas y la curvatura para
sistemas termodindmicos conocidos como el gas ideal. La seleccién de un sistema en particular

se hace al utilizar su ecuacién fundamental.

2.3. Algunos ejemplos

Esta seccién tiene como propdésito aterrizar varios de los conceptos expuestos en este capitulo.
Principalmente trataremos los sistemas termodindmicos simples con dos grados de libertad,

lo cual se traduce al uso de dos variables extensivas, dos variables intensivas y un potencial
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termodindmico.

2.3.1. Sistemas con dos grados de libertad

Consideremos un sistema termodindmico con dos grados de libertad. El espacio de fase 7 serd

una variedad de dimensién cinco para la cuédl seleccionamos las coordenadas:

{z4}) = {®, B E*, ', I?}. (2-33)

Seguiremos el orden establecido en este trabajo para presentar las varias estructuras que con-

forman la GTD.

Estructura de contacto

La estructura de contacto depende de la 1—forma de Gibbs (2-13)). Utilizando las coordenadas
dadas por (2-33)) la 1—forma de Gibbs es:

O¢g = d® — [[dE" — I,dE®. (2-34)

La condicién de no degeneracién (2-3) y el pardmetro r ((A-84]) estén relacionados, de tal

forma que a partir de la secuencia,

O¢ = d® — I,dE* — I,dE>
dOg = —dI) ANdE' — dIy A\ dE?
O¢ AN dOg = [dEY NdIy A dE? + LdE? A dIy A dE!
dOg A dOg = 2dI; ANdE' A dIy A dE?

dOag NdOag N dOg = 0; (2-35)

concluimos que 7 = 5 y que las soluciones (2-34]) serdn de dimensién dos.
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Invariancia de Legendre y la forma de contacto

Supongamos que seleccionamos un sistema de coordenadas en particular,
{z*} ={U,S,V,T,~P}. (2-36)

En la notacién termodindmica esto es conocido como la representacién de la energia interna y

su 1—forma de Gibbs asociada es:

O¢ = dU — TdS + PdV. (2-37)

Una transformacién parcial de Legendre nos lleva de la representacién de la energia interna a

la energia libre de Helmholtz F'. Denotemos a las coordenadas para esta representacién como:
{74} ={F8,V,T,-P}. (2-38)

La transformacion esta dada por:

(2-39)

TN S ! &
I
<

Con lo que podemos expresarle de la siguiente manera,

{U757‘/7T7_P}_){F)Tv‘/u_S7_P}7 (2_40)

y la 1—forma asociada serd,

O¢ = dF + SdT + PdV. (2-41)
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Meétrica GG del espacio fase e invariancia de Legendre
La métrica 1) para el sistema de coordenadas dadas por {ZA} = {(I>, EY E? I, I2} es:
G = (d® — [dE" — LdE*)® + A [(Elfl)?’f+1 AEYAI" 4 (Boly)2F dEQdIQ] . (2-42)

La ecuacién anterior es una forma general para la métrica. De acuerdo al problema a tratar,
podemos seleccionar un conjunto de coordenadas termodindmicas junto con un potencial ter-
modindmico. Si utilizamos especificamente las coordenadas {ZA} ={U,S,V,T,—P}, que son

la representacion de la energia, la métrica adquiere la forma siguiente:

G = (dU — TdS + PdV)? + A [(ST)”“+1 dSdT — (—V P)?+! dVdP] . (2-43)

Sobre la métrica G dada por la relacién (2-43) podemos calcular directamente su naturaleza
invariante con respecto a transformaciones de Legendre. Primero seleccionemos una transfor-

macion total de Legendre {U, S, V,T,—P} — {17, S, V.,T, —15} dada por:

— U-ST+PV (2-44)

= -T

N < »n <
Il Il
W

|
|
I
<

La matriz de transformacién de coordenadas esta dada por:

1 - T P -SV
, 0 0 0 -1 0
YA
—— =0 0o o o0 1 2-45
5B (2-45)
0 1 0 0 0
0 0 -1 0 0
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La métrica G puede ser escrita como:

1 -T
-T T2
P —-TP

0 % (ST)Qk:-‘rl

0 0

P
-TP
p2
0
% (VP)%H

(2-46)

Aplicando a los elementos de esta métrica la transformacién de Lagrange dada en (2-43)), obten-

€110S:

G’:G(ZA

Con lo cual podemos calcular G= (

&)

Acabamos de demostrar que la métrica seleccionada cumple con el requisito de ser

de Legendre.

—>ZA):

1

=T

P
0
0

%A (§Tv) 2k+1

0

—PT

N

Espacio de estados de equilibrio

978’

P

ﬁ?

0

ﬁf}) 2k+1

El espacio fase 7 que seleccionamos utiliza las coordenadas:
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{z4}) = {®, B B>, ', I?}. (2-49)

Para definir el espacio de estados de equilibrio tenemos que especificar un mapa suave p : € — T

que en este caso esta dado por:
p: (B E?*) — (¢ (E' E?),E" E? I' (E',E?),I* (E', E?)). (2-50)
El pullback debe de cumplir la siguiente identidad:
¢* (d® — [1dE' — I,dE?) = 0. (2-51)

Las condiciones de equilibrio estdn dadas especificamente por:

o
95T I; (2-52)
o®
TEQ = . (2'53)

La primera ley de la termodindmica es establecida como:

d® — IdE' — I,dE? = 0. (2-54)

Para obtener las ecuaciones (2-23) denotaremos a:

0P

o, = SEL It (2-55)
0P

@2 - @ - .[2. (2—56)
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de tal forma que:

d® = ®dE' + ydE?; (2-57)
o 0P
1 YF1 51 U1 550
drt = aEldE +8E2dE
= ®1dE' + & dE?;
O, 0D,
1'2 — El E2
d —aEld +—8E2d

= ®19dE + dydE>.

La relaciones que acabamos de describir nos dardan una método para obtener la métrica del
espacio de estados de equilibrio. Estas relaciones son las que, en su forma generalizada, nos
llevan a inferir la ecuacién . En la siguiente seccién deduciremos la forma general para la
métrica g utilizando las ecuaciones ; este método nos ayudard a ganar comprension en la
forma en la que el pullback puede ser utilizado para obtener informacién de objetos

geométricos del espacio fase, lo cual nos ayudara a interpretarlos fisicamente.

La métrica g en el espacio de estados de equilibrio

En el ejemplo que estamos desarrollando la variedad £ es un encaje de la variedad 7. La
variedad £ es de dimensién dos, la cual describimos utilizando las coordenadas {El, EQ}. Para
esta variedad, la métrica de Riemann mds general se puede escribir como g = god E*dE®, con

a,b e {1,2}.

La métrica G induce en el espacio de estados de equilibrio una familia de métricas g a
partir de la relacién ¢* (G) = g. Este es el sentido que damos al decir que utilizando la GTD
podemos estudiar cualquier sistema termodindmico con dos grados de libertad. Un problema
termodindmico en especifico corresponde a la eleccién de una ecuaciéon fundamental. Debemos
de ser capaces de definir la métrica ¢ utilizando directamente el pullback, que es equivalente en

el problema de dos grados de libertad a utilizar las relaciones (2-23)). Partiendo de la métrica

G dada por (2-42) y la condicién (2-18) obtenemos:
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o (G) = o {(dcp — LdE' - LdE?)? + A [(Elll)%“ dE'dI" + (BoIp) 2 dE%uﬂ }

(E1®1)** T dEY (®11dE" + ®91dE?)

= (D1dE" + ®ydE? — B1dE" — 9dE?)? + A
+ (B2®2) T dE? (912d B + ®20d E?)

Oy (0,E,) % (aB")?
= A + Doy (Do) ! (dE2)2 : (2-58)
+ | P9y ((131E1)2k+1 + P19 (@2E2)2k+1i| dE1dE?

La métrica més general para un sistema con dos grados de libertad estard dada por la siguiente
relacién:

2k+1 2
S (2)™ " ()

g=A +atehe ()" (dB?)’ - (2:59)

+outh ()™ + (FhE) T | 4B
A partir de esta métrica podemos construir las ecuaciones geodésicas, las cuales son interpre-
tadas como los procesos cuasi-estdticos. El otro ingrediente geométrico que podemos obtener
de la métrica esta relacionado con la curvatura. Un sistema tiene interaccién termodindmica

cuando su curvatura es diferente de cero. Para observar una aplicacién directa desarrollaremos

dos ejemplos de sistemas termodindmicos.

2.3.2. El gas ideal como sistema termodindmico con dos grados de libertad

Uno de los propdésitos de la GTD ha sido mostrar que la curvatura de la métrica termodindmica
g es una medida de la interaccién termodindmica. El ejemplo clasico es el del gas ideal. El caso
del gas ideal que corresponde a dos grados de libertad es conocido como gas monocomponente.
En el gas ideal la ecuacién fundamental esta dada por:

2/3
exp ()

Uy = |— (2-60)

o
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donde kp es la constante de Boltzman. Para el gas ideal utilizaremos la representaciéon de la

entropia, de tal forma que las coordenadas para el espacio fase son Z4 = {S, UV, B}. La

T T
2k+1 2k+1
1 VP P
v dUd | = |+ | = avd | =
T T T T
Y la métrica g para el estado de estados de equilibrio £, el descrito por las coordenadas F4 =

{U,V}, es:

métrica G toma la formas

G = <d8 law- PdV) +A (2-61)

T T

2 2k+1
o8 (5™ vy

g=A + 28 (VIS (av)? . (2-62)
+% [(U%)2k+l T (V%)szrl} dUdv

Escribiendo la ecuacién fundamental en términos de la entropia S, explicitamente:
3
S(UV)=kp §1HU—HHV ;

la métrica (2-62)) se transforma en:

2k+2 2 2
g = —AkHT2 { (g> (dUU2) + M;? } : (2-63)

Toda la informacién geométrica debe de estar contenida en esta métrica. Al hacer la eleccién

de los pardametros A = —1 y kK = —1, entonces la métrica toma la forma:

(2-64)

U2 V2

Esta métrica puede ser puesta en forma plana al hacer la transformaciéon £ =InU yn=1nV,

de tal forma que la métrica es:

g = d&? + dn? (2-65)

La restriccién que tenemos hasta el momento es que £, > 0. En consecuencia las geodésicas

del gas ideal pueden ser descritas la ecuacién:
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§ = cn+ co; (2-66)

donde c; y co son constantes de integracién. Vistas esta iltima ecuacién en un plano &n ten-
dremos una linea recta las cuales seran los procesos cuasi-estdticos. El razonamiento para asociar
a las geodésicas con los procesos cuasi-estaticos es debido a que estas pueden ser vistas como una

sucesion densa de estados termodindmicos; definicién que coincide con la de la termodindmica.

Podemos utilizar las ecuaciones de Euler-Lagrange para estudiar las geodésicas de este

sistema. Para este caso el Lagrangiano esta dado por:

. 2 . 2
3 2k+2 U 1%
Ly = —AkZ+2 <2> 7 Ty ; (2-67)

donde la notacién con punto denota una derivada por un pardmetro afin A, esto es d%. Las

ecuaciones de Euler-Lagrange son:
L E + U72 =0; (2-68)
a\vz) vz 7 )
d (Vv V2
Estas ecuaciones se pueden escribir de la siguiente manera:
d (U o\’
a(vY, (V)

De estas ecuaciones podemos deducir las siguientes relaciones:

d

a(anV):cm — UV = Aexplem (A +¢1)]
%m%:cn — %:Bexp[cn(/\—i-cQ)}
d . V |4
ﬁlnﬁch = ﬁ:C’exp[cp()\—Fc;g)]
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donde las ¢’s son constantes. La manipulacién de las anteriores nos lleva a una solucién para el

sistema dada por:

U=mV; (2-70)

con m una costante. Esta tltima relacién es una confirmacién de la encontrada en ([2-66)), es

decir, ambas nos dicen que las geodésicas, o los procesos cuasi-estéticos, son rectas.

2.3.3. Agujero negro de Reissner-Nordtrom como sistema termodinamico

con dos grados de libertad

Utilizando el teorema de no pelo para la teoria de Einstein-Maxwell, aplicada a los agujeros
negros, nos permite describirles utilizando tres pardmetros: su masa M; momento angular J;
y carga eléctrica ). En 1973, Bekenstein descubrié que el drea de horizontdﬂ A de un agujero
negro se comporta como la entropia de un sistema termodindmico cldsico. Esto es el comienzo
de lo que se conoce como termodindmica de agujeros negros.

Un sistema termodindmico con dos grados de libertad puede ser aplicado para el estudio del
agujero negro de Reissner-Nordstrom. Este puede ser entendido como un agujero negro cargado,

estatico y esféricamente simétrico. La métrica que le describe es:
ds = — fdt?> + fdr? +r? (d6* + sin® 0d¢*) .

Donde,

Con la siguiente definicién:

rye =M++/M?2— Q2

El horizonte de eventos interior y exterior estdn situados en r_ y r; y el drea de horizonte

exterior es A = 47r7"i.

2F] horizonte de eventos es una hipersuperficie frontera en el espacio tiempo. En esta superficie, los eventos
que suceden de un lado de ella no afectan a un observador situado del otro lado.
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La informacién termodindmica asociada con el agujero negro de Reissner-Nordtréom es dada

por la ecuacién fundamental en la representacion de la entropia:

SziAzn(M—i—\/M?—Q?).

Con esta ecuacion, aplicando los principios utilizados en GTD, bastaria con encontrar la métrica
g asociada al espacio de estados de equilibrio. Acortamos la discusién sobre la obtencién de esta
métrica para presentar los resultados. La métrica del espacio de estados de equilibrio esta dada

por:

8s 98 0
RN __ e e oM _
902
_ 8mrd 2ry (ry —3r-) 0
(ry —ro)? 0 r3 4 3r2

La métrica (2-71)) es el pullback de una métrica G que es invariante solo ante transformaciones
totales(Alvarez et al| [2008]). El analisis de este sistema lo hacemos utilizando el escalar de

curvatura, el resultado del célculo nos da:

RAN _ (7"3_ —3r_ry + 67“2_) (rp —3r_) (ry — 7“,)2

B 7127'3’; (ri + 37“%)2 (ry — 37"_)2 )

La primera conclusién que podemos obtener es que en el limite, r; — r_, la métrica se vuelve
plana. Esto significa que debe de existir un sistema de coordenadas diferente en el cudl la métrica
no diverja en el limite. Adicionalmente, en la curvatura observamos una indeterminacion
cuando ry = 3r_. Este punto en particular corresponde a aquel en el cudl existe una transicién
de fase para la capacidad calorifica calculada para este sistema utilizando la termodindmica
de agujeros negros. En base a el ejemplo mostrado, observamos que la GTD puede predecir

transiciones de fase, las cuales estdan asociadas con puntos singulares de la curvatura.
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2.4. Referencias

Un resumen con las ideas basicas de la GTD puede encontrarse en (Quevedo y Quevedo| [2011]).
El principal ingrediente que distingue al espacio fase geometrotermodindmico con los anteriores
esquemas para el mismo es la invariancia de Legendre tanto para la métrica de Riemann como
para la 1—forma de Gibbs. Para entender el proceso de pensamiento que llevo a la introduccién
del espacio fase y a la eleccién de una variedad se puede referir a (Mrugala [1985]). En principio,
la idea de utilizar una variedad de contacto fue propuesta en (Hermann [1973]), mds en este
trabajo ain nos se hablaba sobre una variedad diferente que fuera la que contiene los procesos
cuasi-estaticos. En el articulo (Mrugalal [1978]) se comienza a estudiar las sub-variedades de T
En particular un encaje ¢ que cumpla la condicién ¢*(®) = 0 es presentada como un alias para
la primera ley de la termodindmica. La induccién de una métrica g en &, utilizando la relacién
©*(G) = g, es presentada por primera ocasién en el articulo (Quevedo [2007]), el cual es la

primera referencia para la GTD.

Las aplicaciones a diferentes sistemas termodindmicos con dos grados de libertad es expuesto
de manera general en el trabajo (Quevedo et al. [2010]), en este mismo articulo encontramos el
primer ejemplo para un sistema determinado, el gas ideal. De nueva cuenta, podemos utilizar
a (Quevedo| [2007]) como nuestro punto de partida en las aplicaciones de la GTD. Con més
detalle, el gas ideal es analizado en (Quevedo et al.| [2008]). Las aplicaciones para agujeros
negros tanto para dos grados de libertad como para tres es expuesta en (Alvarez et al. [2008)]).

Convenimos al lector para que lea estas iltimas referencias.
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Capitulo 3

Propiedades geométricas del Espacio

Fase Geometrotermodinamico

En la introduccién hemos dicho que las caracteristicas de la geometrfa intrinseca pueden ser
estudiadas a partir de las geodésicas. Matemdticamente el estudio de las geodésicas nos da
informacién de las propiedades locales de una variedad. Para esto, debemos de entender la
relacién que tiene las geodésicas con la curvatura. Otra clase de informacién obtenida a través
de las geodésicas viene dada para una variedad completa, en la cudl, utilizando el teorema de
Hopf y Rinow, sabemos que para cualesquiera dos puntos podemos encontrar una geodésica que

los une.

Aunque las geodésicas como objetos matemaéticos nos pueden brindar informacién sobre una
variedad, el objetivo principal de esta tesis es buscar qué informacién fisica podemos obtener a
partir de ellas. La pregunta sigue en el aire: ;cudl es la importancia de una geodésica para un
sistema fisico? La respuesta la encontramos en trabajos previamente realizados y desde luego en
la teorfa de la relatividad general en donde las geodésicas representan los caminos en el espacio
tiempo que describen los cuerpos en caida libre. Podemos considerar también lineas que nos son
geodésicas en el espacio tiempo; estas representan movimientos acelerados. La magnitud de la
aceleracién es medida en términos del espacio tiempo como la curvatura de una linea de mundo.
De manera generalizada, al tener una variedad y una conexién, las geodésicas asociadas a la

conexion serdn las lineas que representan los movimientos inerciales. ;Qué importancia tiene las
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geodésicas para variedades méds generales que el espacio tiempo? La respuesta a esta pregunta
comienza al dar un sentido general a la variedad y utilizarla para describir otro tipo de teorias
fisicas.

En el formalismo Geometrotermodindmica las geodésicas en el espacio de estados de equi-
librio son interpretadas como procesos cuasi estdticos asociados a un sistema termodindmico.
La curvatura, concepto fuertemente unido a las geodésicas, es interpretada como la interaccién.
El objetivo que tenemos trazado es saber que informacién podemos obtener de las geodésicas

del espacio fase.

3.1. Curvatura

En GTD identificamos la curvatura del espacio de equilibrio con la interaccién termodindmica.
La interpretacién de interacciéon termodindmica esta basada en un tratamiento estadistico.
Todas las propiedades de un sistema pueden ser derivadas explicitamente de su Hamiltoniano
correspondiente, en el cual la interaccion entre particulas de un sistema es descrito por su parte
potencial. En consecuencia, si el potencial es nulo, entonces no hay interaccién termodindmica.

Esto se puede ver de manera muy clara en el ejemplo que hemos dado sobre el gas ideal.

Para calcular el escalar de curvatura del espacio fase, y sentar un precedente para su estudio,
utilizamos un espacio con dos grados de libertad termodindmico. Las coordenadas de este
espacio estan dadas por {ZA} = {CI’, EY E2 1", I? } De tal forma que la métrica 1' adquiere

la forma:

G = (d® — [,dE" — ,dE')” + A [(Elfl)%+1 dEYdI' + (ByIp)** T dE2d1?| . (3-1)

Realizar el cdlculo del tensor de curvatura y del escalar de curvatura, requerirfa al menos
5% objetos a calcular. Debido a la dificultad para realizar esto, realizamos nuestros propias
algoritmos en un leguaje de programacién con capacidad para cédlculo simbélicdﬂ El resultado

obtenido para el escalar de curvatura es:

'El leguaje de programacién utilizado es python y la librerfa utilizada es sympy.
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2 E212 (E11))* + E212 (Bylo)**

R=—- 3-2
N EFEIIRIS (E1In) ™ (EoIp)™ (32)

El escalar de curvatura es nulo solamente si se cumple la siguiente condicién:
(E1]1)2k+1 - _ (E2[2)2k+1 (3_3)

La tltima relacién derivaria en una relaciéon entre nimeros complejos, de tal manera que en

general podemos asumir que el espacio fase, en este ejemplo es curvo.

3.2. Ecuaciones Geodésicas

Utilizando el concepto de la derivada covariante, definimos el paralelismo que es utilizado para
definir las geodésicas. Este concepto es definido en la ecuacién . Intuitivamente debemos
de comprender que el proceso lleva a la relacién como aquel en que la caracteristica que
define a la geodésica es: una curva cuyo vector tangente se transporta paralelamente
a lo largo de ella; o dicho de otra forma, una curva cuyo vector tangente siempre
hace el mismo dngulo con ella. El punto que debemos de destacar es que esta definicién no
depende de tener una estructura de Riemann.

Por otra parte, basandonos en los principios variacionales; utilizando una primera variacién
podemos llegar también al concepto de geodésicas. La idea es reformular el concepto de geo-
désica como una curva extremal cuya primera variacién sea cero. Utilizar una variacién
es una técnica matemadtica que estd unida conceptualmente con la idea fisica de encontrar puntos
criticos para un problema dindmico. En principio, utilizar una variacién nos brinda informacién
fisica de manera inmediata al saber que una constante en la variacién puede ser interpretada
como una simetria del sistema. En este punto encontramos una ventaja al utilizar geometria
Riemanniana; debido a que la métrica de Riemann del sistema puede ser utilizada para observar

cuales cantidades fisicas son conservadas.

3.2.1. Anadlisis para la ecuacién geodésica ¢
El Lagrangiano correspondiente al sistema definido con la métrica (2-16)) es,
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dd dE\ 2 ops1 AEY dI®
Lo=|——1,— A(E, )% — — -4

La ecuacién de Euler-Lagrange que corresponde a la coordenada & es

d (0Lg\ OLg

Realizamos el cédlculo para cada uno de los elementos de esta ecuacién comenzando con a;g.

2
dEa dIa
A(E,I, 2k+1 —0
> FAEL)T | 0

oLg _ o [(do _ dE
o 0P d\ “dX

esto debido a que ninguno de los elementos del lagrangiano es funcién de @. El siguiente elemento

oL
a analizar es 8;,
dLc o | [d® dE\ 2 o1 AEO dI*
= - (== A(E,I, = =
9 aq>< dA>+( N
o | [do dE\?| d opr1 AE® I
= = |l= -1,/ — (A (B L) =
oo ( dA) +d<1>[( ) d\ d)\}

de manera inmediata observamos,

9 [A (EuIL)

241 AE” dfa]
od ’

A\ d)\ (3-6)

debido a que ningin término dentro del paréntesis depende explicitamente de P.

El término que queda es una funcién que si depende de @, por lo tanto aplicamos la regla

de la cadena,

_ (40 drty o (de_ ame
dA d\ ) o \ d\ dA
do dE*\ 0 (d®

= 2 7_[7 Z (2=
(&) 55 ()
d® dE*°

= 2<d)\_1“d)\>’
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de tal manera que la relacién que buscamos es:
OL‘G _ o ae IadE
0P X dA
= 2(-1,8).

Las relaciones (3-6|) y (3-7)), puestas en (3-5)) nos indican que:

% (& 1,5) =0,

de tal forma que lo que se encuentra dentro del paréntesis debe de ser una constante. A esta

constante la llamaremos Cg, para indicar su dependencia con ®. La expresién final es:

d - I,E* = Cp. (3-8)

De esta relacién observamos que al buscar la ecuacién de Euler-Lagrange para el pardmetro ®,
encontramos en su lugar una primera integral. Esta primera integral serd interpretado fisica-

mente mas adelante.

3.2.2. Analisis para las ecuaciones geodésicas I,

Las ecuaciones geodésicas correspondientes a I. se analizan comenzando con sus ecuaciones de

Fuler-Lagrange:

d (0L¢\ OLc _
Mafc)‘ o, (3-9)

donde debemos de notar que el término I. es una coordenada intrinseca en especifico. Dicho lo

anterior escribimos para %L—IG :
c

dLc o | [d® dE\? o1 dEO dI*
= R A (Eol, _ =
o1, al, [<d>\ d)\> + A (Fald) d\ dA
o | [do dE\? ) o1 dEO dI*
= oL [@‘%x) ol [A (Bala) dAd)\]
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para los sumandos de esta tltima ecuacién tendremos:

0 |(d® _ dB**
ol dA “dA

(40 dEN\ 9 (db  dE
N dA “d\ ) OI. \ d\ “dX

(4o AN (dE°)
N dA “dX X\ )’

0
oI,

[A(Eala)%ﬂﬁéj)\] N

dEa dIa
EaIa 2k+1
ol. [( i a
dE° dI°
= (2k+ 1) AEHHRZ D

OLg
El resultado para I s,

oLg . (d®  dE"\ [dE° okt yon AEC dI°
ol __2<dA_I“ dX > <d>\ > R D AR L
la cudl puede ser reducida al utilizar (3-8)):
8LG 2k+1 72k e e nle
51 = 2kt DABZIRE — 20 B, (3-10)
Analicemos ahora 2Lc ,
ol
OL o | [dd dE*\? opiq AE* dI®
= = — — —I,— A (B I, ——_
ol ol [(d)\ ax > A EL)TT N
o | [dd dE™\? ) ops1 AE® dI°
- oI, [(cl)\ L > * oI, [A (Bala)™ 25 d)\] :

la no dependencia por I. nos indica que:

0_|(de _ dE*\*
oL | \dx  “ d\

=0.

El término restante es:
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0 ok+1 AE* dI? okt+1 AE°
— |A (B, ——— | =A(E,.] —_
I. ( a) d\ dX\ (Eele) d\
con lo cual:
OLg ok+1 AE°
—~ =A(E.1I, —_
ol. ( ) d\

esta relacién la debemos de derivar con respecto al pardmetro A, para el resultado debemos de

utilizar la regla de la cadena, entonces:

() - &fusiet]
- a{ ) e e £ [55)
_ {(Qk 1) (chc)% % (E.I.) % 4 (ECIC)2I<:+1 d;f;}
— A {(Qk +1) (B.I)%* <ECCCZZI; + 1. dg) dj;c + (E.I,)%**! d;E;} :
la cual escribimos de manera compacta como:
5 (57) = En (B o @k (B LE) 7). )

Utilizamos (3-10f) y (3-11f), en (3-9)) para encontrar la ecuacién relacionada para el pardmetro
1., esto es:
A(EL)* |(B.L) E° + (2k + 1) (EI + IE) E} 2k + 1) AEZETI 2k frefe 4 90 Fr¢ = 0,
la cudl escribimos de manera compacta como:
. SN2 .
AEL)* I, [EE +(2k+1) (E) ] +203E° = 0, (no suma) (3-12)

y que de manera compacta es escrita como:
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AI?k:-i—l% (EczkﬂE'c) +2C3E° = 0. (no suma) (3-13)

La ecuacién es una ecuacioén para una sola coordenada E. aunque hay que notar que
es la ecuacidn la ecuacién de Euler-Lagrange para I.. Es importante decir que en esta ecuacién,
aunque haya ndices repetidos, no estamos tomando la convencién de la suma. Este punto debe
de ser claro dado que méds adelante combinaremos con las ecuaciones de correspondientes a F..
Hasta este momento vemos que existe, de alguna manera, una dependencia entre las ecuaciones

de Euler-Lagrange para los pardmetros I.; jEstas ecuaciones estdn en términos de E.!

3.2.3. Analisis para las ecuaciones geodésicas F,

En la seccién anterior encontramos un comportamiento, que de momento es extrano, en el cual
la ecuacién de Euler-Lagrange para I. nos dio una ecuacién en términos de F.. Veamos si este
mismo caso se presenta para la ecuacién de Euler-Lagrange correspondiente a E.. La ecuacién

para el pardmetro E,. es:

d (0L oL
—(Z=E) =L, (3-14)
dX\ \ OF. OE,

notamos de ahora que E. es un pardametro extrinseco. Para g%f:

dLg 0 |[d® dE\? o1 AEO dI®
9B, ~ OE. <d>\_ cu> A EL)T
o | [/d® dE\? ) o1 AEO dI*
= 9E. <d>\_I“CZ)\> *9E, [“Eafa) d)\dA}

el primer sumando es igual a cero debido a que no depende de E.,

de B\
dA “dA
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para el otro sumando utilizamos la regla de la cadena:

0 opi1 dE® dIO 0 opy1 dE® dIO
o, | (Fala) d\ d\ aE, |(Fald) d\ d\

dE°cdI°¢
2k +1) A\ d\’

el resultado para el término %LTG es entonces:
c

OL¢
OE.

dE* dI°
_ 2k 12k+1
= A2k + 1) BRI

Escribimos esta expresién en forma compacta:

dLa
9E.

= A (2k + 1) EZ LR, (3-15)

notamos que este término, en contraste con el correspondiente para %TG, no depende de la

constante Cg.

La dependencia con Cg entra al analizar ?9 7 . Explicitamente:
OLe dd dE™\? ops1 AE® dI°
9B, ~ OE. <cu fw) A L)
dd  dE*\? d ops1 AES dI®
= 0 N Iai . A Eala 2= 2
O <dA dA) +8EC[ (Bala) d\ d)\}

En particular para el primer sumando tenemos:

0
OF,

de _, dB®
dx dX

dd  dE*\ 9 [[d®  dE°
- 2<d>\ Lo dA)aKd)\ IdAﬂ

dd dE*®
— (-0 ).

Este término es el que tiene una dependencia con Cg, debido a que de acuerdo con la relacién

(13-8)):
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)
OE,

de  dE*\?
(d)\ - Iad)\> = _QCQ)IC'

Con el otro término, observamos:

? o1 dE dI° sk dI°
— |A (B, 1, —— | =A(E.I —.
OFE, [ ( ) d\ dA ( ) dA
Llegamos a la expresién para Z%G:
19 )
OLe _ \ (E1)* L [¢ — 201,
0E,

En esta idltima expresién ya hemos utilizado la notacién con punto para denotar la derivada

con respecto de A, el término que finalmente buscamos es:

d [(dLq d 2k+1 7
— - = — (A(E.I. I° - 2Cs1.
dx <dEc> ( (Eel) Ca )

_ 2l [(ECIC)%“I'C} — 20l

Aplicando la regla de la cadena:

d 2%+1 je 21 @ ;e o d 2%+1
cle = cle - - ECIC
A [(EeL) I} A (Bl 20 4 1 (Eel)

— A [(ECIC)%H I°+ 2k + 1) I°(E.1.)* % (ECIC)}

= A(EI.)* [(ECIC) I°+ (2k 4+ 1) I°¢ (IE - EI)]

; ; ik cribir 4 (9La ) .
Ahora estamos en posicién para escribir ( 5 Ec> :

d <8LG

- e N S _
il aEC> — A(E.L) [(ECIC)I +(2k+ 1)1 (ICE N )} 20 1. (3-16)

dX

El analisis anterior nos da como resultado la expresién para la ecuaciéon de Euler-Lagrange
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que corresponde a E.. Utilizando (3-15) y (3-16|) en (3-14):

A(BL)* [(B.L) I+ (2k +1) I° (IE + EI)} — 90, — A (2k + 1) B> 21 Eefe = g,

Esta expresién se puede escribir finalmente:

. .\ 2 .
A(E.L)* E, [ICIC +(2k+1) (I) ] — 9C5I° = 0 (no suma), (3-17)

de manera compacta podemos escribir esta ecuacién como:

AECQk+1% (Icszrljc) —2C3I° = 0. (no suma) (3-18)

De nueva cuenta debemos resaltar que esta es una sola ecuaciéon que depende de la variable 1.
v que no estamos tomando la convencién de la suma. En este caso encontramos que la ecuacién
de Euler-Lagrange para E. es una ecuaciéon para I.. Este comportamiento puede indicarnos
que debe de haber una relacién entre estas dos ecuaciones. La respuesta la encontramos en una

primera integral que puede deducirse, algebraicamente, de la expresion (3-13)) y (3-18)).

3.2.4. Soluciones para las ecuaciones geodésicas

Las ecuaciones (3-13]) y (3-18) describen un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. Para

el caso particular de k = 0, el sistema es escrito (al eliminar los indices para ser mds claros)

CcComo: )
E 9-*= _ -1
+ i + NTD 0, (3-19)
A 2
(1) cai
. ol ]
[+~ 200 =0 (3-20)

Utilizando integracién numérica y graficando observamos un comportamiento exponencial e
inversamente exponencial para estas ecuaciones. El comportamiento observado lo utilizamos

como guia para proponer una solucién dada por:
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E = exp

;{)) : (3-21)

(
Y

0

donde )\0 = A/Cq>
Con la intuicién ganada en la derivacién para el caso particular anterior, proponemos una

solucién del tipo:

E. = Acexp(—B.A)

I. = F.exp(B);

con A, B y F constantes. Aplicando esta solucién en las ecuaciones, encontramo el valor de
las constantes que solucionan de manera generil las ecuaciones para las geodésicas. La solucién

general para cada sistema acoplado es:

E. = Ejexp (—i) ; (3-22)
)\0
I = Igexp <Ac> ; (3-23)
Ao

donde I§ y E§ son constantes. El pardmetro \§ es también una constate, pero involucra a las
demds, por lo tanto lo ponemos como una nueva ecuacion:
2k+1
A(k+1)(I§ES)

X = Co (3-24)

Las relaciones hasta ahora obenidas pueden utilizarse en la primera integral (3-8)), lo cuél

nos dice que:

dd dE®
i I =
d\ Co + Loy
ICEC
= Cp—>» 20 (3-25)
0
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con lo cudl obtenemos una ecuacién para la coordenada ®:

® = oA+ Ai; (3-26)
donde:
ISES
Ao =Co —» 00 (3-27)
- 0

En resumen, las ecuaciones (3-26)), (3-23) y (3-22). Son soluciones generales para cualquier

pardametro k y para cualquier conjunto de coordenadas a elegir.
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3.2.5. Gréficas para las geodésicas

Utilizamos las ecuaciones (3-26)), (3-23) y (3-22) para generar una familia de geodésicas. Los

ejes selecionados cooresponden a I¢, E° y ® y los siguientes pardmetros:

m
o= =
0 27
7
BS = 0 oneq1,2..,9);
2
Ay = =
0 3’
Ao = 1;
M= 0. (3-28)

Figura 1: La perspectiva seleccionada es -154° para el dngulo

azimutal y 54° para el dngulo de elevacién.
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Figura 2: La perspectiva seleccionada es 143° para el dngulo

azimutal y 8° para el dngulo de elevacion.

<v
IC

Figura 3: La perspectiva seleccionada es 158° para el dngulo

azimutal y 15° para el dngulo de elevacién.
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3.3. Primeras integrales

En el apéndice A, al hablar de curvas integrales, relacionamos la solucién de una ecuacién
diferencial con un campo vectorial; a manera precisa la identificacién entre soluciones y campos
esta dada por la relacién . Supongamos que tenemos una funcién I : 7 — R, la cual
podemos evaluar a lo largo de una curva integral. Para algunas funciones I, podremos encontrar
que estas son constantes a lo largo de una curva integral, estas funciones son llamadas primeras

integrales del sistema.

Ejemplos de primeras integrales los encontramos en los modelos fisicos, siendo el mds cono-
cido como el principio de la conservacién de la energia. Algunos otros nombres que reciben las

primeras integrales son: invariantes, constantes de movimiento y cantidades conservadas.

En esta seccién analizaremos las ecuaciones de Euler-Lagrange con el propésito de encontrar

primero integrales relacionados con el espacio fase.

3.3.1. Primera integral relacionada con el pardmetro ¢

Al realizar el andlisis para las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondiente al pardmetro O,

encontramos una relacién que nos dice que:
d (dLg\ 0
A\ dd )
Esta relacién nos llevo a la ecuacion (3-8|), la cudl volvemos a escribir:

b — I,E* = Cyp.

Esta ecuacién es una primera integral, y la nombramos la primera integral relacionada con .

Una de las ventajas de utilizar las ecuaciones de Euler-Lagrange es que nos permiten iden-

tificar de manera rapida primeras integrales.
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3.3.2. Primeras integrales relacionados con las ecuaciones de Euler-Lagrange

para E.y I,

Al obtener las ecuaciones (3-13)) y (3-18)), notamos que cada una de ellas involucraba términos
cruzados. Es decir, la ecuacién para I, esta dada en términos de F,; y la ecuacién de E. en tér-
minos de I.. Este comportamiento nos da un indicio para buscar alguna expresién compuesta de
estas ecuaciones. El andlisis que presentamos aquf es puramente algebraico y lo desarrollaremos

por pasos.

Paso 1: Eliminar el factor que contiene a Cy

Las ecuaciones (3-13) y (3-18]) son:

AI2k+1 dd)\ (E2k+1EC) + QCq)EC —0

AE%HdCf\ (I2k+1Ic> _2CsI¢ = 0.

Estas ecuaciones las multiplicamos por Ic y EC; respectivamente. El resultado es:

. d . .
2k+1 7c¢ 2k+1 e cpe 2
ATZ e (E B ) 4 20pI°E° = 0 (3-29)
y
. d . ..
2k+1 rac 2k+1gc) cpe _
B2 (Ic i ) 20 I°E° = 0. (3-30)

La suma de estas ecuaciones cancela el factor que depende de C's. Podemos hacer la suma

de manera sencilla si observamos cuales son los factores comunes, el resultado es:

d

AIQk—HIC
dA

<E2k+1Ec) +AE2I<+1EC d

dX (1211) =0

Finalmente eliminando el factor comun:
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. d : . d .
e (Efk“EC) + BT (If’““fc> = 0. (3-31)

Paso 2: Aplicando las reglas de la multiplicacién

Podemos obtener una nueva expresion para (3-31)) si observamos que simplemente es la regla

de la multiplicacién para las derivadas, la expresién es como sigue:

% (ng+1E62k+1chc> -0 (3_32)

Ahora podemos expresar esta tltima relacién como una primera integral:

(I.E,)#+YD Eeje = ¢, (3-33)

Podemos obtener una segunda expresiéon para esta primera integral utilizando la solucién

para las ecuaciones geodésicas (3-22) y (3-23):

Co=—

<E618)k+1] 2 (3-34)

Ao

Un comentario final

Como comentario final, debemos de notar que las ecuaciones definidas por son ecuaciones
para cada par de pardametros que dependen del indice ¢. Nuevamente no tomamos la convencién
para la suma en estas ecuaciones. El niimero de estas ecuaciones depende de la dimensién de la
variedad, en este caso la dimensién de la variedad es 2n + 1, con lo que nos quedan n variables
para las pardametros intrinsecos y extrinsecos. De tal forma que el nimero de primeras integrales
que hemos encontrado es n. El niimero n es entonces el mismo nimero de ecuaciones para (|3-12))

o (3-17)) dada la dimensién de la espacio fase que hemos utilizado.
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3.4. Interpretacién de las primeras integrales

Para obtener una interpretacién de las primeras integrales y (3-33]) utilizaremos el pullback
del mapeo suave ¢ : £ — 7 definido . El método que utilizamos es muy parecido a aquel
con el cual encontramos la expresién para la métrica g del espacio de fase utilizando la métrica
mds general G definida en . La primera integral nos llevard a una identidad que
confirmard la primera propiedad del espacio de estados de equilibrio, expuesta en .

La relacioén con la que definimos el lagrangiano , en términos de la métrica de Riemann,
nos permite interpretarle como la norma de un vector sobre una curva geodésica; esta asociacién
la hacemos a partir de la relacién . Bajo estas condiciones demostraremos utilizando el
pulback ¢* que las normas de los vectores sobre las geodésicas en el espacio 7 estén relacionadas
con las normas de los vectores sobre las curvas proyectadas en £. Demostraremos que el valor

de la norma de vectores para las curvas proyectadas en £ es también una constante.

3.4.1. Interpretacion para la primera integral relacionada con el parametro

o

Una métrica de Riemann asocia una distancia a puntos muy cercanos de una variedad. Una
posible elecciéon de estos punto pueden ser puntos sobre una geodésica. Con esta eleccién,

aplicamos el pullback a la primera integral (3-8)):

o <<i> — IaE“) = ¢* (Ca). (3-35)

Aplicar el pullback a esta tltima identidad se reduce a la aplicacién de las relaciones (2-22)) y

(2-23]). Primero sabemos que el pullback no actia sobre @, esto nos lleva a:

o (AP d ., _a%®
4 (d)\> N (®) = an (3-36)

Para la parte que depende de las coordenadas intensivas y extensivas, el pullback si actia sobre

las coordenadas intensivas, de tal forma que a partir de la condicién de equilibrio termodindmico

[ dE*\ d®
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Las relaciones (3-36]) y (3-37) aplicadas a (3-35]), nos dicen que:

o* (cb . IaE“> —0. (3-38)

Es decir, obtenemos la siguiente relacion:

d=1,E" (3-39)

La identidad es una expresién valida para puntos muy cercanos sobre una
geodésica del espacio de estados de equilibrio. Para estos puntos, al ser proyectados
a &£, vemos que se cumple la primera ley de la termodindmica. Por lo tanto, la
proyecciéon de Cg sobre el espacio de estados de equilibrio resulta en una identidad

que no proporciona informacién adicional.

3.4.2. Longitud de un vector termodindmico asociado a una geodésica en el

espacio fase termodinamico

Una de los primeros resultados que podemos obtener de las primeras integrales resulta en una
nueva expresion para el lagrangiano. Tomando las relaciones (3-8)) y (3-33) podemos escribir

el lagrangiano dado en ([3-4)) como:

Lo=Ci+A> C. (3-40)
c=1

este lagrangiano lo podemos interpretar como la longitud de un vector tangente asociado a una
geodésica utilizando la relacién (B-29)) y la relacién (B-4]), con lo cual definimos para un vector

¥ sobre una geodésica:

vavr =C3+ A Ce (3-41)
c=1

La condicién (3-41)) es una comprobacién de que las curvas sobre las que estamos

trabajando son geodésicas.
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3.5. Aplicaciéon a un sistema con dos grados de libertad

Concluimos este capitulo presentando los resultados que hemos encontrado hasta este mo-

mento utilizando un sistema de coordenadas:

Lo P} ; (3-42)

A _ _ 1 _ 2 _ 1 _ -
(z }_{cp_s,E —vp=viri= =T

a continuacién escribiremos todos los objetos mateméticos que hemos utilizados, y también los

que hemos calculado, hasta el momento.

Comenzamos por la métrica (2-16]):

— [ —_ A — . IR _ . _4
Gy <dS TdU TdV> + (T> dud <T> + < T > avd <T> ;o (3-43)
y la uno forma de Gibbs (2-13)):
1 P
— dS — —dU — =av. 44
Og =dS T U T V. (3-44)

Ahora escribimos las ecuaciones geodésicas. La ecuacién geodésica que corresponde a ([3-8)

€s:

dS 14U  PdV

DT T s (3-45)
y las ecuaciones geodésicas (3-13) son:
1\ g dU dU
A <T> Y (U%“d)\) +2Cs = 0 (3-46)
P\ g dv v
A <T> Y (V2k+1d)\> +20s = 0; (3-47)

mientras que las ecuaciones geodésicas que corresponden a ([3-18]) son las siguientes:
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2k+1

W (YD) et 0 o
2k+1

Ayt <<€> d(§<V)>_QCSdU;<V> 0. (3-49)

En este sistema de coordenadas, las soluciones adquieren la siguiente forma:

U = Upexp (é) (3-50)
Ao

1 1 A

L= Lew <Ag) (3-51)

y para estas soluciones:

A (k+1) (Uy/Tp)? !

N = 3-52
0 CS ( )
Las otras soluciones son:
A
Vo= toew(-3y) (3-53)
Ao
P 0 A
- 29 - -54
T T exp (A(‘)/)’ (3-54)
o A (k+1) (Voo Tp) %
A = . (3-55)
Cs
La relacién para la ecuacién de S es:
Uo PyWy

S:<Cs— >)\+>\1

TN ToNY

Las primeras integrales estdn en las ecuaciones (3-33)), de tal manera al utilizar el sistema

de coordenadas que elegimos, sus expresiones serian las siguientes:
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ok+1 dU d(1/T)

™= =@ 20
(V P/T)2+1 Z‘;d(g(T) — O, (3-57)

Ahora comprobaremos las soluciones dadas por (3-50), (3-51)), (3-53) y (3-54), junto con sus

constantes (3-52)) y (3-55)) en las diferentes ecuaciones donde estas aparezcan. Para simplificar

el trabajo utilizaremos las siguientes relaciones:

LA _AU(Of;exp <_AA6J> (3-58)
T - Tol)\g o (A?{) -
LA _;/Ogexp <‘;g> (3-60)
- Tﬁge"p (AEV) o

Comenzamos con las primeras integrales ( relaciones (3-56|) y (3-57)). En primer lugar:

2
ok+1 AU d(1/T)

dx dA

(UO/TO)IH-I

v/7) i
0

= Oy

esto nos muestra que C] es efectivamente una constante.

La siguiente primera integral me dice que:

2
(%PO/TO)k+1

Ao

ok1 AV d(P/T)

(VE/T) d\x  dA

= Oy

de tal forma que llego, al igual que con C, a la conclusién de que Cy es constante.

50



Para finalizar, mostraré la ecuacion ([3-41]) con las constantes calculadas de acuerdo a las

coordenadas utilizadas. Para (3-41)),

A
vavt = C% — 5 [(Ag ) (Uo/To)* 2 + (AY)? (VoPo/To) 2] .

(ATAT)
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Capitulo 4

Conclusiones

En la presente tesis hemos presentado una introduccién al formalismo geometrotermodindmico.
A su vez, presentamos un andlisis del gas ideal y del agujero negro de Reissner-Nordtrém; en

el espacio de estados de equilibrio.

La parte central de esta investigacién estd enfocada al estudio de las propiedades geométricas
del espacio fase. Como punto de partida tomamos la métrica G , que es la mas general ante
transformaciones parciales y totales de Legendre. En primer lugar se demostré que el escalar de
curvatura para esta métrica es en general diferente de cero. Esto concuerda con el resultado ya
conocida de que cualquier métrica G de 7 debe tener curvatura diferente de cero para poder ser
invariante ante transformaciones de Legendre (Quevedo [2007]). Posteriormente se estudiaron
las ecuaciones de las geodésicas asociadas con la métrica G. Utilizamos el método de Euler-
Lagrange con el fin de tener un mejor control de la estructura matematica para estas ecuaciones.
Esto nos permitié ecuaciones geodésicas, a pesar de que su forma pareciera complicada, y lograr

encontrar la solucién més general:

A
E¢ = Ejexp <c>;
0

A
I° = Igexp(c>;
0

D = A+ A
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la cual muestra claramente la dependencia exponencial de las variables I¢ y E¢; y la dependencia
lineal de la variable ® en términos del pardmetro afin A. Ademds se mostré que existe una
constante de movimiento Cg asociada a la variable ®, y una constante adicional C. para cada
para de variables (E°, I¢). Observamos que la primera integral Cg estd asociado con la primera
ley de la termodindmica y no proporciona ninguna informacién adicional. También calculamos

la norma asociada a el vector tangente (en cada punto) de una geodésica,

var =CE+ A Cu (4-1)

c=1

esta norma muestra una dependencia en las primeras integrales.

Las ecuaciones geodésicas y sus soluciones son el resultado principal del presente trabajo.
Estos resultados nos dan pie para un posterior trabajo en el cudl podemos encontrar el sig-
nificado fisico de estas primeras integrales. La propuesta consistiria en calcular la proyeccién,
sobre el espacio de estados de equilibrio, de la norma asociada a los vectores tangentes. Esta
norma puede asociarse punto a punto con un vector en £ y estaria determinada completamente
por los valores de las primeras integrales. Este es un resultado interesante que nos permite
encontrar una conexién entre el concepto de relatividad térmica desarrollado recientemente por

Zhao (Zhao| [2011]), haciendo uso del formalismo GTD.

De las propiedades geométricas que hemos estudiado, podriamos utilizar la ecuacién (|4-1))

como base para establecer una relacién:

C =y (’UAUA) , en & (4-2)

Zhao, en su articulo (Zhao| [2011]), ofrece una interpretacién de la segunda ley de la ter-

modindmica como un principio de causalidad térmica:

El elemento de linea ds? entre dos estados de equilibrio cualesquiera que pueden
ser conectados por un proceso termodindmico deben ser no negativos. Es decir, el

cambio en la entropia propia debe ser real.
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La relacién que establece Zhao puede expresarse de la siguiente maneras:
ds? = ds? (4-3)

donde dS indica una variacién en la entropia del sistema, es decir, la distancia entre dos puntos
del espacio de equilibrio, identificados como dos procesos termodindmicos, es el cambio en la
entropfa entre esos procesos. Utilizando la relacién establecida en y el valor establecido
en podriamos establecer en un futuro trabajo que,

ds®> =C, (4-4)

de tal forma que relativo a cualquier punto X en &, la totalidad de este espacio se divide en

dos regiones diferentes.

figura 4: Cono C

La regién que puede conectarse termodindmicamente con X, que cumple que C' > 0. Y la que
no lo puede hacer, dada por C' < 0. Esto induce un principio de causalidad térmica en el espacio

de estados de equilibrio. El limite de causalidad térmica entre las dos regiones esta determinado
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para todas las lineas donde C' = 0; que consiste de todos los estados que se pueden conectar
a X por procesos reversibles. Las primeras integrales que encontramos abren la posibilidad
para desarrollar una teorfa de "relatividad térmica” que generaliza el trabajo de Zhao. En este
sentido, el cono C, tiene un gran potencial de aplicacién si este pudiera ser relacionado con un
cono adiabédtico, mismo que nos permitiria conocer cuales sistemas son posibles desde el punto

de vista de la termodindmica.
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Apéndice A

Elementos de Geometria Diferencial

El problema bésico de cualquier teoria fisica es el de encontrar un conjunto M que contenga
todos los estados plausibles. Este es el llamado espacio de estados del sistema. El otro ingrediente
necesario es la estructura de este espacio. La estructura es usualmente definida utilizando un
tensor, un campo de vectores o vectores covariantes, o una conexién. El grupo de automorfismos
que preserva la estructura geométrica de M es considerado como el grupo de simetrias de la
teorfa. Desde este punto de vista, cualquier teoria fisica puede ser tratada como una rama de
la geometria. Para la mecédnica clédsica, la relatividad especial y general, la electrodindmica, las
teorias de norma y la fisica cudntica es bastante conocido este tipo de estructuras.

En este capitulo presentaremos los elementos bdsicos que conforman la Geometrotermod-
indmica (GTD). A decir, presentaremos el formalismo matematico en el que estd basada: la
Geometria Diferencial junto con la geometria de Riemann; y el campo de la fisica sobre el cudl
aplicaremos este formalismo: la termodindmica.

La principal herramienta matematica que utilizamos en estos dias para estudiar las teorias
fisicas se engloba en el concepto de Geometria Diferencial. Explicar este concepto de manera
sélida es una tarea por demds formidable, debido a que en realidad al hablar de Geometria
Diferencial estamos haciendo referencia a una variedad de conceptos que estén intrinsecamente
mezclados. Las categorias en la cuales cae este concepto entra en el dlgebra, la geometria,
la topologia y el andlisis matematico. Cada una de estas ramas de la matemédtica progresa
activamente y el encerrar a la Geometria Diferencial en solo una de ellas seria un error. Una

forma de explicar este concepto es no definiendo de manera general lo que este significa, en lugar
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de eso, hacer una definicién a través de un objeto matemdtico, de tal manera que al hablar de
diferentes ramas de Geometria Diferencial estamos hablando de diferentes objetos matemaéticas
cuyas propiedades e interrelaciones, con otros objetos matematicos, son estudiadas.

Un objeto matemético que es un eje para todas las ramas de la Geometria Diferencial es el
de variedad diferencial. Las interrelaciones y propiedades de este objeto son estudiadas por el
andlisis de variedades diferenciales. En lo que sigue definiremos este importante concepto y las

propiedades que de él necesitaremos para el formalismo matemético de la GTD.

A.1. La variedad topolégica y la parametrizaciéon global

La idea bédsica de la geometria analitica se centra en asignar nimeros a entidades geométricas;
de tal manera que los problemas de geometria son transformados en problemas de anélisis
y algebra. Los fenémenos fisicos suceden en espacios fisicos y sus propiedades deben de ser
independientes de qué coordenadas utilicemos para describir este espacio. Para definir de manera
abstracta los espacios que puedan ser descritos por diferentes clases de coordenadas utilizamos
las variedades. Una variedad es un espacio topolégico el cual tiene una estructura adicional que
permita asignarle diferentes clases de coordenadas. Comencemos nuestro estudio de variedades
utilizando una clase de coordenadas que nos dan las propiedades globales de la variedad: las
coordenadas globales.

Dada una variedad M, una parametrizacién global de M es un homeomorfismo
¢: M — R". (A-1)

El homeomorfismo ¢ asigna a cada punto p € M un vector (¢; (p), ..., d, (p)) € R™. Cada
una de las funciones ¢, : M — R son las coordenadas de p bajo ¢. Al ser ¢ un homeomor-
fismo, la asignacién de ¢; es unica, debido a que un homeomorfismo es una funcién biyectiva y
continda con inversa continia.

Se puede dar el caso en el que exista una parametrizacion ¢’ : M — R™ para M, podemos

definir un mapa v : R® — R™, dado por:

y=¢ o™ (A-2)
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~ es un homeomorfismo entre R"™ y R™; debido a que la composicién de homeomorfismos es un
homeomorfismo. Adicionalmente, debido a que un homeomorfismo es una biyeccién, tendremos
que m = n. El nimero n es una caracteristica invariante para las variedades y es asociado
con la dimensién del espacio R™. Al ser una caracteristica invariante, definimos a n como la
dimensién de la variedad M.

Hemos mencionado en la introduccién, el espacio mds importante para los fisicos es el es-
pacio de estados de un sistema. Podemos identificar el espacio de estados con R™, de tal forma,
que al definir funciones sobre este espacio y aplicando las herramientas del cdlculo diferencial
e integral, podemos obtener informacién sobre el estado del sistema. Hasta este momento, una
variedad topolégica ha sido identificada con R" a través de parametrizaciones globales ¢. Los
vectores asociados a la parametrizacién son entonces candidatos para aplicar en ellos las técnicas
de célculo (debido a que estas estdn en R™). Un problema que surge es si consideramos que dos
parametrizaciones ¢ y ¢’, que tiene diferente grado de diferenciabilidad, lo cual puede derivar
en diferentes resultados de las operaciones de cilculo para cada parametrizacion. Es decir, difer-
entes parametrizaciones pueden no darnos la misma informacién, lo cual no es deseable, debido
a que la informacién fisica de un sistema no debe depender de sus coordenadas. Evitamos este
problema si hacemos una restriccién hacia las parametrizaciones védlidas. El punto de partida
es utilizar el mapa como regulador de parametrizaciones. En principio deseamos saber a
qué tipo de funciones podemos aplicar las técnicas de cédlculo. Nuestro conocimiento se centra
en el estudio de funciones del tipo f : R™ — R, la cuales definimos como de clase C* (o

infinitamente diferenciables) si sus derivadas parciales cumplen:

&

dCIL’Z’7 dCEiCIZj T

1:<j<n (A-3)

existen para todos los érdenes y sobre las cuales las operaciones del cdlculo son aplica-
bles. Mds atin, podemos definir un mapa v : R” — R™ como C* si cada una sus fun-
ciones componentes fi,...f, son C'°, es decir, aquellas que para £ € R", asignamos el vector
V(&) = (f1(Z), s fm (Z) ).

La idea de tener un mapa del tipo C'° es la que utilizaremos para regular el cdlculo para
las parametrizaciones de una variedad. Si tenemos un mapa v : R” — R™ tal que tanto «

1

como v+ sean C*°, definiremos a v como un difeomorfismo. Un difeomorfismo es la
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caracteristica que necesitamos para el mapa (A-2)) y para poder realizar célculo bajo cualquier
. . . . . / .
sistema coordenado. De manera precisa, diremos que dos parametrizaciones ¢ y ¢ estan

C* relacionadas si el mapeo asociado (A-2|) es un difeomorfismo.

Existe una manera mds ttil de poder entender de manera intuitiva como llevar el célculo
de R™ a M. En principio, definamos a F (R™) como el conjunto de todas las funciones f :
R™ — R que sean C*°. Estas funciones pueden ser sumadas, multiplicadas y multiplicadas
por un numero real. Podemos realizar todas estas operaciones debido a que f (Z) € R, para
cualquier ¥ € R™, y estas operaciones ya estdn definidas bajo el formalismo algebraico de R.
Técnicamente F (R™) define un algebra conmutativa y asociativa sobre los nimero reales. La
idea de definir asi a F'(R™) nos da una forma elegante de poder aplicar las ideas del cédlculo
diferencial dado que cualquier elemento de F' (R™) posee las propiedades de diferenciabilidad. Lo
que necesitamos ahora es poder realizar las operaciones de célculo que se realizan sobre F' (R™)
pero ahora teniendo como base una variedad. La forma en la que lo logramos es al utilizar una
parametrizaciéon ¢ compuesta con cualquiera de las f € F'(R™). De manera precisa, definimos

al conjunto Fy (M) como el conjunto de todas las funciones fy : M — R definidas por

fo="foo™! (A-4)

donde f € F(R™). Supongamos que dos parametrizaciones ¢ y ¢’ estdén C' relacionadas,
esto es equivalente a decir que existe un difeomorfismo v entre ellas, si componemos a f, con

vy l=¢o (¢,)71, tenemos que

foor Tt =Fo(¢)T =ty (A-5)

1

y al ser v~ " un difeomorfismo encontramos que

Fy(M)=Fy (M). (A-6)

De tal forma que tener dos parametrizaciones C'™° es equivalente a describir cualquier funcién
de valor real bajo cualquier parametrizacién. Esta tltima parte nos dice que podemos realizar

célculo sobre una variedad utilizando las parametrizaciones para operar sobre un espacio R”
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extender esta propiedad hacia toda la variedad. Intuitivamente lo que hacemos serd definir una
coleccion de parches, subconjuntos de M, los cuales estdn C*°relacionados. Mateméticamente
lo que haremos serd dar una estructura a la variedad, la estructura de un atlas. Un atlas para
una variedad M es una familia de parametrizaciones locales § = {(A;, ¢;)} con las siguientes

propiedades:

1. Todo punto de M pertenece a un subconjunto A;.

2. Cualesquiera dos parametrizaciénes locales de [ estdn C'*° relacionadas.

Si B es un atlas definimos a F' (M, 3) como el espacio de todas las funciones f: M —
R tal que para cualquier (4, ¢) € 3, f restringida a A pertenece a Fj, (M). Utilizando
la condicién observamos que si una funcién es C'*° con respecto a una parametrizacion
local de un atlas, entonces es C'°° para cualquier otra parametrizacién, debido a que toda
parametrizacion local en el atlas esta C™° relacionada.

Un miembro particular (A, ¢) de un atlas § es referida, cominmente, como una carta o un
sistema coordinado para A. Recordemos que la propiedad que queremos mantener es la forma
en la cudl podemos hacer cdlculo, ahora de manera local en una carta, utilizando las funciones
en F' (M, 3). La idea aqui es dar una nocién precisa matemética de cuando esto es posible, este
es el propésito de la siguiente definicién. Dos atlas 3 y 3 son C™ equivalentes para una
variedad M si

La relacion (A-8)) es una relacién de equivalencia, lo que es equivalente a tener una par-
ticién. Cada clase de equivalencia tiene un conjunto de funciones F' (M) independientes de la
parametrizacién local que se utilice. Una clase de equivalencia de un conjunto de atlas sobre M

le da a la variedad una estructura de variedad diferencial.

Con esto hemos completado la definicién para variedad diferencial, sin embargo existen
algunas restricciones que debemos de pedir al espacio topolégico M. La primera de ellas es
definir el espacio como paracompacto, esta propiedad nos permitird extender la integral de una
forma diferencial hacia todo el espacio. La segunda es que nuestro espacio topoldgico debe de ser

metrizable, lo que es equivalente a tener una métrica en el espacio, mds atin, debemos de pedir
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que nuestro espacio sea complet(ﬂ intuitivamente lo que pedimos es que a la variedad topolégica
no le falten puntos. La iltima condiciéon que pediremos serd que la variedad topoldgica sea
Hausdorff, en este tipo de variedades a cada par de puntos en la variedad se les puede asignar
vecindades disjuntas; esto es equivalente a decir que nuestras variedades no tendran arrugas.
Con el concepto de variedad diferencial, y las restricciones que le hemos dado, podemos
comenzar a definir los objetos matemadticos que se utilizardn para llegar a la definiciéon de
campos vectoriales y formas diferenciales. Para llegar a estas definiciones debemos de primero
entender las relaciones que pueden existir entre dos variedades diferenciales a través de un

mapeo.

A.3. Los difeomorfismos entre variedades diferenciales

Un difeomorfismo ¢ : M — M’ entre dos variedades M y M’ es un mapa C* entre ellas.

Formalmente, la condicién de ser C'*° se define al cumplir la siguiente propiedad:
» Para cada f’ € F (M'), la composicién f’ o ¢ pertenece a F (M)

Un difeomorfismo es entonces una aplicacién continua y diferenciable entre dos variedades
que tiene inversa que a su vez es continua y diferenciable. Teniendo un difeomorfismo podemos
transportar propiedades conocidas de una variedad hacia otra, esto es debido a las propiedades
que tienen las funciones C*° de formar una dlgebra conmutativa. En general podemos también
inducir una estructura de grupo para los difeomorfismos en una variedad. Si esta estructura
de grupo preserva alguna de las estructuras de la variedad se dird que es una simetria. Las
simetrias de un sistema nos permiten substraer informacién de una variedad; existe un teorema
que relaciona simetrias con leyes de conservacion’}

Una de las herramientas que se usa de manera constante en la Geometria Diferencial es la

dualidad entre puntos de una variedad diferencial y funciones reales. Si tenemos un difeomor-

1'Un espacio topoldgico es completo si toda secuencia de Cauchy tiene un limite.
2Teorema de Emmy Noether
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fismo ¢ : M — M', una funcién f' € F (M'); denotemos la composicién de f’ o ¢ como:

" (f'(p)) = f (¢ () (A-9)

para algin punto p € M. ¢* es entonces un mapa entre F (M') a F'(M). Esta propiedad es de
mucho uso en la Geometria Diferencial, la resumimos de la siguiente manera: si un difeomorfismo
 envia objetos en una direccién, el mapeo dual ¢* manda objetos duales en direccién contraria.

Varias propiedades pueden demostrarse de manera sencilla al utilizar la naturaleza de alge-

bra conmutativa de F' (M):
Loo* (fi + f2) = ¢* (f1) + ¢ (f2)
2. 9" (f1f2) = ¢* (S1) ¢" (f2)
3. Si tenemos difeomorfismos ¢, : M — M’ y ¢y : M' — M" entonces, (¢105)" = pips.

La propiedad de dualidad y el contrasentido del mapeo dual nos permitirdn establecer lo

que es un vector y un covector tangente.

A.4. Los vectores y covectores tangentes

Nuestro formalismo tiene como objetivo llevar el cdlculo diferencial de los espacios Euclidianos
a variedades diferenciales. En el cdlculo, la idea de derivada de una funcién real ¢ — f (¢) para

una variable real ¢ es:

(A-10)

esto puede ser extendido a las funciones de n variables reales f (x1, ..., z,,) al definir las derivadas

parciales:

o of

A-11
ox1’ " Oxp, ( )

esto es solamente un caso especial de (A-10]) puesto que cada una de las derivadas parciales en
(A-11) es la derivada de funciones del tipo t — f (x1,..,2; + t, ..., z,) para t = 0. Una notacién
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v que estas operaciones son equivalentes para cualquier parametrizacién que escojamos, con lo
cual podemos definir al conjunto de funciones C* libre de parametrizacién, esto los hacemos
al decir que todas las funciones pertenecen al conjunto F' (M). En resumen, podemos realizar

cédlculo no importando qué parametrizacién seleccionemos.

Finalmente hemos introducido el concepto de variedad como una generalizacién del espacio
R™ al cual le hemos identificado con una dimensién n, y equipado con parametrizaciones o
cartas ¢ las cuales son reguladas por un homeomorfismo con el cudl hacemos una
identificacién del conjunto de funciones C'*° con F' (M) para operar con ellas utilizando
las técnicas de célculo tradicional.

La importancia de utilizar a F' (M) radica en que a través de ella podemos definir los tres
objetos matematicos mds importantes de la Geometria Diferencial: mapeos C'*° entre variedades,

campos vectoriales y formas diferenciales.

A.2. La variedad diferencial y la parametrizacién local

La construcciéon que hemos realizado hasta el momento para llevar el calculo diferencial a
espacios generalizados se basa en encontrar una parametrizacién global para este espacio. Esto
nos restringe, dado que solo podremos operar sobre objetos con parametrizaciones globales.
Muchos de los espacios que emergen de manera natural en el estudio de los fenémenos fisicos
no permiten una parametrizacién global. Como ejemplo tomemos a dos particulas unidas por
un lazo, suficientemente rigido, donde una de las particulas es libre de moverse en un plano
v la otra solo en una linea paralela al plano. El espacio de configuracién para la posicién de
las particulas estd dado por R x S'. En los casos que no exista una parametrizacién global
utilizaremos una parametrizaciéon local para un espacio topolégico M. La definicién precisa
consiste en tomar un subconjunto A de la variedad y una parametrizacién global ¢, esto es un

par (A, ¢). Dos parametrizaciones locales (A, ¢) y (A’, (ﬁ/) se dicen C'* relacionadas si

F¢ (A N A,) = F¢/ (A N A,) , (A—7)
esto nos dice que las funciones C*° definidas en A N A’ nos dan el mismo cadlculo. La idea es
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conveniente para expresar las derivadas parciales es:

0
_6:@

On.

esta notacién es ampliamente utilizada en los textos modernos y a lo largo de este trabajo nos
acoplaremos a ella.

Las coordenadas (z1,...,x,) juegan un papel importante en esta definiciéon dado que si
tenemos un conjunto nuevo de coordenadas (1, .., x} ), entonces no podemos garantizar que las

derivadas parciales sean iguales:

Analizemos con mayor detalle lo que es una derivada parcial . Tomemos una curva
t — (x1,..,2; +1,...,2y), la cual podemos restringir a la funcién f y diferenciar utilizando (A-]
. Lo que debemos notar es que estamos utilizando un tipo especial de curvas; estas estdn
determinadas por la variacién de uno solo de los pardmetros de la curva y cominmente se les
denomina curvas coordenadas.

Cuando cambiamos de coordenadas, cambiamos el sistema de curvas coordenadas. Debemos
de buscar entonces un concepto que nos considere todos los posibles cambios de coordenadas,
es decir, que generalice el concepto de derivada parcial. El concepto que buscamos se conoce
como derivada direccional, supongamos que tenemos una curva t — z (¢) donde ¢t € [0, 1].

Tomemos un punto en la curva ¢, consideremos el mapeo:

d
for S (@) (A-13)
t=to
este es un mapa de las funciones de valor real = hacia los nimeros reales. Dos reglas algebraicas

son demostradas para este proceso:

1. El proceso es lineal.

2. Si f(x) y g(z) son funciones, entonces:

% (fg) (@) =g(z(t)) Zf(@®)] +[(z)) —g(=() (A-14)

t=to



Ahora definamos nuestra curva para un espacio Euclideano de n dimensiones como z (t) =
(x1(t),...,zy (t)) y pongamos que la derivada para cada una de las funciones z; (t) toma valores
v; reales en el punto tg, dicho de otra forma:

d
- ) -1
v; = dtxl (to) (A-15)

si tomamos la restriccién de la curva a una funcién f : R™ — R, que es un elemento de F' (R"),

entonces:

) =0 () (A-16)
=to

en esta iltima expresién hemos utilizado la convencién de la suma de Einstein, la cual nos

indica que si tenemos indices repetidos en una expresién, la expresién es una suma.
El vector (v1, ..., vy,) es definido como el vector tangente a la curva t — z (¢) al punto ¢t = tg.
La relacién (|A-16)) nos dice que al hacer uso de la estructura Euclideana de R™, y utilizar
su sistema coordenado candnico, el mapa lineal puede ser identificado como el vector
tangente a la curva t — x (t) al punto ¢ = ¢g. Si ademds tenemos que otra curva t — y (t) que
tiene el mismo vector tangente al punto ¢ = tg, entonces la funcién definida en es la
misma para ambas curvas. Podemos entonces identificar el conjunto de los vectores tangentes a
un punto z (tp) € R"™ como el conjunto de los mapeos de la forma . En la definicién que

hemos dado para una variedad diferencial, hemos dado una férmula para identificar las funciones

F (R™), con aquellas funciones en F' (M) definidas dentro de una variedad diferencial y, a partir

de las relaciones (A-6)), (A-7) y (A-8), hemos hecho que la definicién de estas funciones sea

independiente del sistema coordenado. La relacién (A-13|) también forma parte de la definicién

que hicimos para estas curvas al considerarlas de clase C*°.

A.4.1. Vectores Tangentes

Hasta aqui identificamos una idea geométrica de la derivada direccional a lo largo de una
curva con un concepto algebraico que es el de vector tangente, esta identificacién es (A-16). En
Geometria Diferencial utilizamos las estructuras algebraicas relacionadas con objetos geométri-

cos para estudiar las relaciones entre ellos. De tal forma que es importante dar una definicién
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precisa de vector tangente. Sea p un punto de una variedad diferencial M, un vector tangente

de M en p es un mapa v, : F' (M) — R que cumple las siguientes condiciones:

vp (f1f2) = f1(p)vp (f2) + f2 (P) vp (f2); (A-17a)
vp (f1+ f2) = vp (f1) +vp (f2); (A-17b)
Up (afi) = QUp (f1); (A-17c)

con o € R. Las iltimas dos condiciones dicen que v es lineal y la primera condicién es la ley
de Leibniz. Lo importante de esta definicién es que no depende de la eleccién de coordenadas
para describir M. Los vectores tangentes a un punto conforman un espacio vectorial
de dimensién n, este espacio se denomina el espacio tangente de M a p y se denota
por T,M. Al ser un espacio vectorial podremos definir una base para el espacio y una forma
para escribir cualquier elemento en términos de esa base. Tomemos las coordenadas dadas por
(1, ..., zp), para este conjunto de coordenadas (o para cualquier otro), los vectores tangentes

puden ser escritos como:

vp (f) = @iz, (f) (A-18)

donde a; = v (x;) y f es una funcién en F' (M).
Un fibrado tangente T'M, es la unién disjunta de los espacios tangentes de M, en otras

palabras: TM = U T,M.
peEM

A.4.2. Covectores Tangentes

El espacio vectorial T),M tiene su espacio dual Ty M, los elementos de este espacio son todos
los mapeos lineales w : T,M — R cada uno de los elementos de este espacio vectorial dual son
denominados los covectores tangentes de M al punto p.

Utilicemos lo que ya conocemos sobre funciones en F' (M) para generalizar la idea de una
derivada direccional, esto lo hacemos con el concepto de diferencial. Sea f una funcién de F' (M)

y p un punto de M; la diferencial de f en p es denotada por df y es un elemento de Ty M, el

66



cudl definimos como sigue:

df (v) = v (f), (A-19)

para v € T, M.
De manera inmediata podemos demostrar una versién de la regla de Leibniz heredada del

vector tangente v, esto es:

d(fif2) = fidf1 + fadfs. (A-20)

Un vector tangente lo hemos escrito utilizando como base las coordenadas (z1,...,2,) ¥
definiendo las funciones base coordenadas como 0z;, la dualidad del espacio T, M nos permite
utilizar esta base para definir una base dual para el espacio T; M, esta base es puesta en forma

de una diferencial, la cudl cumple que:

d:UZ' (837]) = (Sij, (A—Ql)

al utilizar esta base para los elementos de Ty M podemos escribir para cualquier f en F (M) :

df = Ox, (f) das; (A-22)

la férmula ((A-22)) serd cominmente utilizada cuando introduzcamos alguna clase de coordenadas

en particular para realizar un célculo.

El trabajo que hemos realizado hasta ahora nos permite escribir, si es que conocemos algin
sistema de coordenadas, los vectores y covectores asociados a un espacio vectorial T),M y su
dual 77 M. También podemos escribir un vector o un covector al dar una base para los espacios
vectoriales asociados. Para los vectores utilizamos y para los covectores ; donde
existe la relacién que nos lleva de uno a otro.Cada uno de estos elementos es un objeto
algebraico, al cual nosotros le hemos asociado una interpretacion geométrica dada por
. La ventaja, del lenguaje que hemos desarrollado, es una descripcién libre de coordenadas,
cuyos elementos pueden ser utilizados como objetos algebraicos. Con esto hemos terminado

el desarrollo béasico del lenguaje utilizado en Geometria Diferencial, en la siguiente seccién
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mostramos una primera aplicacién utilizando los difeomorfismos.

A.5. Los difeomorfismos y sus diferenciales

Los elementos més basicos de la Geometria Diferencial son los vectores, que pertenecen al es-
pacio T, M y los covectores, que pertenecen al espacio T,y M , ambos relacionados para una sola
variedad M. La pregunta que no surge de manera natural es el saber cudl es la importancia
de tener dos tipos de vectores en nuestro formalismo. Existe un problema al tratar con objetos
abstractos, que radica en la poca ayuda que brinda a la intuicién. Una forma en la que podemos
ayudar a nuestra intuicién es entendiendo las definiciones en términos topoldgicos, es decir de
manera, que no se requiera una medicién. Nuestro formalismo aun esta desprovisto de cualquier
nocién de medicién, asf que deberemos de encontrar una manera de resolver esto sin recurrir a
ninguna. Dicho de otra forma, necesitamos definiciones que continden siendo vélidas no impor-
tando la variedad diferencial sobre la cual estemos trabajando. Mds atin, ya hemos definido el
concepto de difeomorfismo entre variedades, a partir de esta definicién lo que necesitamos ahora
es que las propiedades de un vector en una variedad sean iguales a las del vector trasportado por
el homeomorfismo. Este tipo de pensamiento cae en lo que se conoce como pensar en invariantes
topoldgicas.

Comencemos a entender la invariancia topolégica utilizando los difeomorfismos. Sean M
y N variedades diferenciales y ¢ : M — N un difeomorfismo entre ellas. Ya hemos definido
lo que es el mapeo dual ¢* : F(N) — F (M) asociado al difeomorfismo ¢. Utilizaremos este
mapeo dual para definir la diferencial de ¢. Dado un punto p € M, la diferencial de ¢ a

p, denotada por ¢, es el mapeo lineal ¢, : T,M — Ty, (N), definida como sigue:

¢i (0) (f) = v (9" (), (A-23)

conv € T,My f e F(N). El comportamiento ¢, es aquel de llevar vectores de asociados a
una variedad hacia otra en el mismo sentido en que tiene el difeomorfismo ¢, es por eso que se

le llama el pushforward. Esta operacién es lineal, en el sentido de que:

¢ (v+w) (f) = v (6" (f)) +w (¢ (f)) (A-24)
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¢, (aw) (f) = av (9™ (f)) (A-25)

Ademsds también podemos demostrar que cumple una regla de Leibniz:

¢ (v) (fg) = v(¢"(f9))
= v((fo9)(g09))
= (fog)u((ged)) +(god)v((fo9))
= (07°1) (¢: (v) (9)) + (¢79) (¢ (v) () (A-26)

goo
¢

El mapeo dual de la diferencial ¢, sobre covectores, es el mapeo ¢* : T;(p) (N) —

T;M definido como:

¢ (w) (v) = w (04 (v)), (A-27)

para v € T,M y w € T(;(p) (N). En contraste con el comportamiento de ¢,, ¢* transporta
covectores en el sentido inverso al que tiene ¢, este comportamiento le da un nombre especial

al mapeo dual: el pullback.

Para dar una intuicién geométrica a los covectores debemos de saber de dénde es que se
generd el término. Si tomamos intuitivamente un difeomorfismo que comprime un espacio, la
magnitud de los covectores se hard més grande, mientras que la de los vectores se hard més chica.
Esta es la razén por la que en algunos textos se definen dos clases de vectores, los covectores y

los contravectores.

Mostremos ahora como las definiciones para el pushforward y el pul-back toman una forma
conocida al utilizar un sistema de coordenadas. Tomemos un sistema de coordenadas (y1, ..., Yn)
para una funcién en g € F' (N) que pasa por el punto ¢ (p) en N; y un sistema de coordenadas
(1, ..., Tm) asociadas a la funcién dada por f = ¢* (g) para funciones f en F' (M) que pasan por

el punto p. Con esta terminologia, tomemos bases para T, M y Ty (N) dadas por dz; y Jy;,

D)

respectivamente, y las bases duales que son econtradas utilizando las relaciones: dz; (0z;) = d;;
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y dy; (0y;) = 6;5. Suponiendo que ¢ = (¢1 (z1,....,%Tm) s ..., PpPq (21,...,Tr)) ¥y utilizando la

definicién (A-23):

¢, (0zi) (9) = Oxi (67 (9))
= Ozi(go9)
= (0zi (0;) 9ui) (9)- (A-28)

Desde el punto de vista del cédlculo, Ox; (gf)j) es la matriz Jacobiana para el mapeo ¢ si

identificamos a M con R™ y a N con R™ al utilizar coordenadas locales. Para el mapeo dual de

la diferencial y utilizando (A-27):

¢* (dyi) (v) (9) = dyi(¢s (v)(9))
= dyi ((8zi (¢;) Ous) (9))
= (0xi (¢;) dys) (9) .- (A-29)

En general podemos comprobar que los mapeos entre dos variedades tienen un compor-
tamiento similar al que tienen los mapeos entre dos espacios Euclidianos. A partir del uso de
cartas en cada una de las variedades se pueden realizar cdlculos explicitos al seleccionar un

sistema de coordenadas en cada variedad.

A.6. El teorema de la funcién implicita, las inmersiones, las
sumersiones y los encajes

El pushforward representa la mejor aproximacién lineal que un mapa ¢ puede tener cerca de

un punto dado. Podemos obtener mucha informacién sobre el mapa al estudiar sus propiedades

algebraicas en cada punto. La propiedad algebraica m&s importante es el rango, definido como

la dimensién de su imagen. Los mapeos cuyo pushforward dan informacién local son aquellos
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cuyo rango es constante. Existen tres categorias especiales: las sumersiones, mapeos cuyo push-
forward son sobreyectivos; las inmersiones, mapeos cuyo pushforward es inyectivo; y encajes,
que son inmersiones inyectivas que también son homeomorfismos. Para comenzar una discusién,
y la definicién, de estos conceptos debemos de utilizar el teorema de la funcién inversa y sus
corolarios: el teorema del rango y el teorema de la funcién implicita. Estos teoremas muestran
que bajo las hipétesis adecuadas sobre el rango de un mapeo, este se comporta localmente como

un pushforward.

A.6.1. El teorema de la funcién implicita

Supongamos que M y N son variedades diferenciales de la misma dimensién,y ¢ : M — N esun
mapeo entre ellos. Sea p € M tal que: ¢, (T, M) = Ty, (V). Entonces, existe un subconjunto

abierto U C M que contine a p y se cumple lo siguiente:

1. ¢ (U) es un subconjunto abierto de N;

2. ¢ es un difeomorfismo entre U y ¢ (U).

Este es el resultado principal que se utiliza para estudiar los mapeos entre variedades difer-

enciales de diferente dimension.

A.6.2. Las inmersiones y las variedades inmersas

Dado un mapeo ¢ : M — N en el que la dimensién de M es menor o igual a la dimensién de
N, ¢ es una inmersién si:
¢, TyM — Ty,) (N) es uno a uno para cada p € M, (A-30)

el par (¢, M) es llamado una variedad (sub-variedad) inmersa de N. Si adicionalmente pedimos
que ¢ sea uno a uno, entonces se dice que ¢ es un mapeo de sub-variedad, también se dice que

el mapeo ¢ define a M como una sub-variedad de N.
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A.6.3. Los encajes y las variedades encajadas

Si adicionalmente a la propiedad , pedimos que el mapeo ¢ sea uno a uno, entonces
¢ es llamada un encaje y el par (¢, M) es llamado una variedad (sub-variedad) encajada.
Finalmente, (¢, M) se dice que es una variedad encajada regular si ¢ es un homeomorfismo
entre M y ¢ (M). Si S es una sub-variedad encajada la diferencia entre la dimensién de M y

la dimensién de N es llamada la codimension de S en M.

A.6.4. Las sumersiones

El tipo de mapeo final que sirve para el estudio local de las variedades son las sumersiones. Sea

¢ : M — N un mapeo entre variedades, ¢ es una sumersién si se cumple la siguiente condicién:

¢s (TpM) = Ty (N) - (A-31)

Notamos que esta tltima condicién requiere que la dimensién de M sea mayor o igual que
la dimensién de N. El término de hipersuperficie es entendido como una variedad

inmersa o encajada de codimensién uno.

A.7. Los campos vectoriales

En esta seccién definiremos el primer objeto principal de la Geometria Diferencial: los campos
vectoriales. Ademds presentaremos las principales reglas bajo las cuales se pueden realizar
célculos sin utilizar sistemas de coordenadas.

Sea M una variedad y F' (M) el conjunto de todas las funciones de valor real sobre la var-
iedad M. Dos elementos f; y fa de F'(M) pueden ser multiplicados y sumados entre ellos;
y ademds pueden ser multiplicados por cualquier nimero real. De tal forma que F' (M) tiene
una estructura de un algebra conmutativa y asociativa sobre los nimeros reales. Esta estruc-
tura algebraica serd utilizada en las definiciones béasicas. Comencemos con definir un campo

vectorial X sobre M como un mapa lineal X : F' (M) — F (M) tal que:

X (fife) =X (f1) f2+ LX (f2) (A-32)
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El conjunto de todos estos objetos es denotado por V (M) y ademds todo X € V (M) puede

ser multiplicado por una f € F (M), de tal forma que.

(fX) (f1) = fX (f) (A-33)

podemos entonces contruir un mapa ¥ : F' (M) x V (M) — V (M), el cual le da a V (M) una
estructura conocida como un F' (M) —modulo. La idea de utilizar esta nueva estructura es con
el proposito de darle a V' (M) una estructura de espacio vectorial gelrlelraulizadaEl7 principalmente
entenderemos que los campos vectoriales son objetos matema&ticos cuya tinica ambicién es la
de diferenciar funciones, esto se nota de manera clara al observar la propiedad utilizada
en su definicién. Un campo vectorial Euclidiano es entendido como la asignacién de un vector
a cada punto del espacio Euclidiano. Esta idea es generalizada a variedades diferenciales de la
siguiente forma. Tomemos un punto p sobre la variedad y una funcién f € F (M), tomamos
un campo vectorial X (f), el cual esta también en F' (M), a esta funcién, evaluémosla sobre el
punto p: X (f) (p), he identificamos esta tltima funcién con un vector tangente al punto p de

la siguiente manera:

vp (f) =X (f) (p). (A-34)

Para verificar que este es un vector tangente, debe de seguir el comportamiento dictado por

(A-17a)), (A-17b) v (A-17c). La linealidad de el campo vectorial es equivalente a la idea de
linealidad en (A-17b)) y (A-17c), con lo que bastaria con comprobar (A-17a)); tomando una
g € F (M),

*Esta estructura es la de un F (M) —modulo, que es un espacio vectorial pero con un campo de escalares
generalizado por el anillo F' (M).
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v (fg) = X(fg)(p)

de tal manera que podemos identificar a los campos vectoriales con los vectores tangentes al

evaluar en cada punto de la variedad el campo vectorial.

Tomando una parametrizacién local ¢ : R — U € M, y observando que esto es un difeo-
morfismo, el mapeo dual ¢* : F'(R") — F (U) manda funciones sobre R™ a funciones sobre
U. Tomando las funciones coordenadas sobre R™ y denotdndolas por z*, podemos definir un
conjunto de funciones sobre U dadas por ¢* (z*), que usualmente son escritasﬁ como z* . Las
funciones z* son nombradas las coordenadas locales sobre U. Cualquier funcién f € F (U)
puede ser escrita como f (xl, . w”), es decir, como una funcién que depende de las coorde-
nadas locales. De manera similar, los campos vectoriales coordenadas 0, en R", que son base
para los campos vectoriales en R", pueden ser transportados a U. De nueva cuenta definimos
a este mapeo como 0, y los llamamos los campos vectoriales coordenados. De tal forma que

podemos escribir cualquier campo vectorial sobre U como:

— XM
X = X"0,. (A-35)
La ecuacion (A-35)) es una manera algebraica para escribir cualquier campo vectorial.
En lo que resta de esta seccién daremos una interpretacion fisica para los campos vectoriales

y expondremos la razén por la cual son importantes. En la parte final hablaremos una forma

para crear nuevos campos vectoriales a partir de campos vectoriales conocidos.

4Esto se puede prestar a confusiones, pero es una practica usual en la geometria diferencial
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A.7.1. Las curvas integrales

La forma maés facil de entender la importancia de los campos vectoriales es a través de la
dindmica de un sistema, es decir, interpretar una ecuacién diferencial como un campo vectorial.
Uno de los objetos geométricos mas importantes relacionados con un campo vectorial son las
curvas integrales, estas son funciones v : J C R — M, cuyo vector tangente a cada

punto en la variedad es igual al valor de un vector tangente, es decir

Y () = vy, (A-36)

donde v, € T, M para todo t € J, con esto estamos asociando a cada punto de la
variedad a lo largo de la curva con un elemento de su espacio tangente. En la practica se inicia
con un campo vectorial, sobre el cual se busca una curva cuyos vectores tangentes correspondan
a los del campo. El nombre de curvas integrales cobra sentido debido a que encontrar curvas
integrales dado un campo vectorial es un problema que se puede traducir a la solucién de sis-
temas de ecuaciones diferenciales. Escribamos a v (t) = (v (t), ..., 7, (t)) utilizando un sistema

de coordenadas locales (z1, ..., xy), la condicién (A-36) puede ser expresada:

i () 0z (v (1) = vi (74 (t)) Oxi (7 (t)) (A-37)

que es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE):

Y1) =01 (71 (£) 70 (1)) (A-38)

’Y;z ) =vn (71 ()57 ()

Para estos sistemas existe una solucién unica si se da una condicién inicial (; (0), ..., 7y, (0)) =
(a1, ...,ay). En un sistema de ODEs, su solucién se obtiene al integrar el sistema; esta es la razén
por la cual se utiliza la denominacién de curva integral para este tipo de curvas. Decimos que
un campo vectorial X es integrable si todas las curvas integrales estan definidas

para todo tiempo t.
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A.7.2. Los Flujos globales y los campos vectoriales completos

La coleccién de todas las curvas integrales para un campo vectorial dado determina una familia
de difeomorfismo en la variedad llamados los flujos. Para ser precisos, tomemos un campo
vectorial X sobre una variedad M y supongamos que este campo es integrable. Para cada t € R
definamos un mapa 6; : M — M que manda cada punto p € M al punto obtenido de seguir la

curva integral v (t) a lo largo de t:

01 (p) =~ () (p), (A-39)

si tomamos en cuenta todos los puntos p sobre la variedad, la familia de todas las funciénes
0: asociadas a cada punto serd definida como el flujo global determinado por esa familia de
puntos. Motivados por estas consideraciones, definimos un flujo global sobre M como un mapa
continuo: 0 : R x M — M que satisface las siguientes propiedades para cada s,t € R y toda

p e M:

0(t,0(s,p)) =6(t+s,p), (A-40a)

0(0,p) = p. (A-40Db)
Dado un flujo global @ sobre M, podemos definir dos colecciones de mapeos como sigue:

1. Para cada t € R, definimos 0; (p) = 0 (t,p). En esta caso, las propiedades (A-40a)) y
40b)) son equivalentes a las leyes un grupo. Para cada grupo, tenemos asociada una accién
de grupo, esto nos lleva a concluir que cada mapa 6; : M — M es un homeomorfismo, y

si la accién es suave, 0; es un difeomorfismo.

2. Para cada p € M, definimos la curva 6% : R — M, dada por
0w (1) =0 (t.p). (A-40)

La imagen de la curva (A-40)) es la 6rbita de p bajo la accién de grupo. Debido a que cualquier

acciéon de grupo particiona la variedad en conjuntos disjuntos, se sigue que M es la unién
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disjunta de las imégenes de las curvas definidas por (A-40)).
Todo flujo global es derivado de las curvas integrales para algin campo vectorial. Si 6 :
R x M — M es un flujo global suave, para cada p € M, definimos un vector tangente v, € T, M

COomao:

v, = 0P (1), (A-42)

La asignacién p — v, es un campo vectorial sobre M, que es llamado el generador infinitesi-
mal de 0. La idea importante de este concepto es que podemos determinar los flujos globales de
una variedad a través de los campos vectoriales. Sin embargo, el converso no es siempre cierto:
un campo vectorial no es siempre un generador infinitesimal de un flujo global. Los campos
vectoriales que si son un generador infinitesimal de un flujo son denominados como campos

vectoriales completos.

A.7.3. El paréntesis de Lie-Jacobi

Una forma de obtener un nuevo campo vectorial a partir de otros conocidos, que esté relacionada,
con los flujos globales, es introduciendo la operacién entre campos vectoriales conocida como
el paréntesis de Lie-Jacobi o el conmutador. Un paréntesis de Lie-Jacobi es un mapa bilineal:

(X,Y): V(M) xV(M)— V (M), denotado por (X,Y) — [X,Y] y definido como:

(X, Y1) =X (Y () - Y (X () (A-43)

.y que cumple las siguientes propiedades:

(X, [V, Z]l = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]] (A-44a)
[X,Y] = — [V, X] (A-44b)
(X, fY]=X (/)Y + f[X,Y], (A-44c)

para f € F'(M); X,Y € V (M). La ecuacién (A-44a)) es conocida como la identidad de Jacobi.
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Para comprobar que el paréntesis de Lie-Jacobi es genera un nuevo campo vectorial, debemos

de ver que se cumpla ([A-17al); tomando una f,g € F (M) :

(X, Y](f9) = X (Y (f9)-Y (X(f9))
= XY @f+Y () -YX(@f+X()g)
= XY )[+XY()g-YX@)f-YX()g
= (XY (9)-YX(9)f+XY(f)-YX(fyg

= f[X’Y] (g)+g[X,Y] (f)

de tal forma que [X, Y] es un nuevo campo vectorial.

A.8. Las formas diferenciales

El segundo objeto importante de la Geometria Diferencial es la forma diferencial. Estos objetos
son importantes dado que nos permiten realizar integracién sin hacer uso de coordenadas; y,
ademds, son el eslabén entre el andlisis y la topologl'aﬂ En fisica las formas diferenciales son
identificadas con el campo electromagnético y la corriente. El gradiente, el rotacional y la
divergencia pueden ser entendidos como diferentes aspectos de un mismo operador que actia
sobre formas diferenciales. Los teoremas de Stokes y Gauss son casos especiales de un teorema
que relacionado con formas diferenciales.

Matemadticamente, una p—forma diferencial denotada tipicamente por w, es un
mapa w : V(M) x .. x V(M) — F (M) que asigna a cada (Xi,...,X,) € V(M) x ... x
V (M) una funcién w(Xi,...X,) sobre M y w debe de satisfacer la condicién de ser

F (M) —multilineal, es decir:

w(Xl,...,in,..,Xp) :fw (Xl,..,Xp) (A-45a)

w (Xl, ey X5 A+ X1/7 ..,Xp) =w (Xl, ceey Xy Xp> +w (Xl, "'?Xz{7 Xp) ; (A—45b)

’El estudio de este enlace corresponde al estudio de las cohomologias de Rham.
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ademds w debe de ser anti simétrica, que es lo mismo que decir que cambia de signo para

cualquier permutacién de dos elementos adyacentes de su argumento:

w (Xl, ...,Xi,Xi+1...Xp) = —w (Xl, ceey Xi—&-l; Xsz) . (A—46)

FP (M) denota el conjunto de las p—formas diferenciales sobre M, este conjunto es de nueva
cuenta un F' (M) médulo.

La 0—formas diferenciales corresponden a las funciones f € F'(M). Una 1—forma
es entonces un mapa w : V (M) — F (M) que es lineal sobre F'(M). Justo como un campo
vectorial sobre M da un vector tangente a cada punto de M, una 1—forma sobre M da un tipo
de vector a cada punto de M, este vector ya lo conocemos y es el covector tangente a un punto
p € M. Sea T M el espacio de todos los vectores cotangentes al punto p, para cada w, € Ty M

al decir que para cualquier campo vectorial X sobre M,

wp (Xp) = w (X) (p) (A-47)

La naturaleza dual del los covectores tangentes nos permite escribir de manera algebraica
una 1—forma. Recordando las funciones locales x* utilizadas para escribir un campo vectorial
como ([A-35)); el dual a estas coordenadas es denotado por dx* y podemos escribir una 1—forma

€cOomao:

w = wydzt (A-48)

que es una representacion algebrdica de una 1—forma.
Debemos de enfatizar que es malo pensar a los campos vectoriales V' y a las 1—formas w
definidas por sus componentes X* y w,,. Como debemos de pensarles es como objetos matemati-

cos que tiene componentes que dependen de la base de coordenadas locales utilizada.

En la préctica, las formas diferenciales de orden mayor son creadas utilizando una operacién
conocida como la multiplicacién exterior; comenzando con funciones conocidas, f,g,...,etc;
encontramos formas diferenciales asociadas a estas funciones df,dg,..,etc; y a partir de la

multiplicacién exterior construimos formas de mayor orden. La multiplicacién exterior es una
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operaciéon que se realiza entre dos formas diferenciales para construir una de orden mayor a
las originales, existen mé&s operaciones que relacionan formas diferenciales y campos vectoriales

que mostraremos en la siguiente parte.

A.9. Unas Operaciones entre campos vectoriales y formas difer-

enciales

Presentamos en esta seccién las cuatro operaciones principales del cdlculo sobre una variedad

diferencial M.

A.9.1. La contraccién o el producto interior

Sea X € V (M), w € FP (M), la contraccién o producto interior de w con X es la (p — 1) —forma
1xw. Bl producto interior es una funcién 2x : FP (M) — FP~! (M) que cumple la propiedad:
ixw (X1, ..., Xpo1) =w (X, X1, ..., Xp—-1), (A-49)

a esta operacién también se le conoce como multiplicacién interna o derivada interna.

A.9.2. Multiplicacién Exterior

El producto exterior entre wy € FP (M) y we € F" (M) es denotada por wy A wy € FPT" (M).
Lo podemos identificar con un mapeo A : FP (M) x F" (M) — FPT" (M) que manda (wi,w2) a

w1 A wa, con la condicién de que A sea un mapa F' (M) —bilineal y que satisface que:

w1 A wy = (—1)p+r wa A w1 (A-50a)

1x (w1 A wg) = i1xwi A\wy + (—l)pwl A 1x w2 (A—50b)
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A.9.3. La derivada de Lie para campos vectoriales

La derivada de Lie es una construccién importante que utiliza los campos vectoriales para
generalizar la derivada direccional. Ya sabemos que podemos utilizar el concepto de la 1—forma
df, para una funcién f € F (M) con un vector tangente v, € T, M, para obtener una derivada
direccional de la funcién en el punto p € M. Generalizar la derivada direccional, a un campo
vectorial X sobre una variedad diferencial M, es dificil dado que los valores de X a diferentes
puntos, de la variedad, estdn en diferentes planos tangentes. Este problema puede ser resuelto
si utilizamos el flujo global asociado con el campo vectorial X. La idea general es utilizar el
flujo para para empujar los valores de X hacia p. El resultado es llamado la derivada de Lie
de M con respecto al campo vectorial X. De manera precisa necesitaremos tres elementos: Un
campo vectorial X, un campo vectorial Y y el flujo 6; : M — M asociado con X; definimos la

derivada de Lie de Y con respecto a X a el punto p € M, como:

L3 (V) (p) = i 02OV 0D 2V 0] ()

(A-51)

que existe en donde el limite, utilizado en su definicién, existe. Con esta definicién hemos
asignado a cada punto de la variedad un vector, lo cual nos permite intuir que la asignacién
p — Lx (Y)(p), para todo punto en p € M, es un campo vectorial. Este campo ya lo hemos

tratado con anterioridad y es definido como:

Lx (V) =[X,Y] (A-52)

A.9.4. La derivada de Lie para formas diferenciales

Hemos utilizado el pushforward para poder relacionar dos campos vectoriales utilizando la
derivada de Lie. Ahora utilizaremos el pull-back para relacionar p—formas diferenciales. Sea X
un campo vectorial de una variedad M y 0, : M — M su flujo asociado. Para cualquier p € M,
si t es lo cercano a cero, 6; es un difeomorfismo para vecindades de p a vecindades de 60, (p),
de tal manera que 0] asociada 1—formas en venciadades 6 (p) a 1—formas en vecindades de p.

Dada una 1—forma w sobre M, definimos la derivada de Lie para w con respecto X como:
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(01)" (w (X) (61) (p) — (X) (01) () (A-53)

Y

Lx () (p) = lim t

la cual tiene sentido si el limite existe. De manera similar que con la derivada de Lie para
campos vectoriales, la asignacién p — Lx (w) (p) define un campo de covectores Lx (w). Varias

propiedades pueden ser demostradas para la derivada de Lie:

Lx(f)=X(f), (A-54)
para f € F'(M);
Lx(wAn) =Lxw)An+wALx(n), (A-55)
para w, n € F1 (M);
Lx (Zyw) =Ly (Y)W +wwLlx (w) , (A—56)

paraY € V (M).

Una de las consecuencias de las propiedades para la derivada de Lie es que podemos encon-

trar una forma para escribir la derivada de Lie de una p—forma w, esta es:

Lx (w) (Y17"7Yp) = X (w) (Ylv"vyp)

- (W) (X, 1], Yp)

— (W) (Y1, Y1, [X, Y5)) (A-57)

donde Xj,..., X, € V (M), ademds podemos extender las propiedades (A-55)) y (A-56]) a cua-

lesquiera p—formas.
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A.9.5. La derivada Exterior

La derivada Exterior es la extension de el concepto de la diferencial de una 1—forma a p—formas
sobre una variedad diferencial M. A decir es una medida de la linealidad de una forma diferen-

cial. La derivada exterior es un mapeo R—lineal d : F" (M) — F"+1 (M), de tal forma que:

dd = 0. (A-58)

La segunda identidad nos dice que:

d (w1 A CUQ) = dwi Nwo + (—l)pwl A dwa, (A—59)

para wy € FP (M), wy € F" (M); Finalmente:

X (dw) =d (X (w)), (A-60)

para X € V(M) y w e FP(M).

Al tener un sistema. de coordenadas locales z*, podemos dar una expresién para dw en estas

coordenadas:

d(wydaxt) = dw,, A dz, (A-61)

Esta férmula es importante debido a que nos permite entender la importante relacién que
tiene d con las operaciones del célculo sobre R3. Como ejemplo tomemos la 1—forma dada por
pdx+qdy+rdz, y calculemos su derivada exterior. En principio debemos de aplicar la identidad

(A-61) :
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d(pdz + qdy +rdz) = dpANdx+dgANdy+drANdz

L)) ap Ap

0q 3q aq
<8 dx +3yd +8 dz)/\dy

or or or
(8 dx —i—ady—i—adz)/\dz

op op
= <_8yd ANdy — ad:l:/\dz)
dq

dq
+ <a$dx/\dy— ady/\alz)

or or
(axdm ANdz + 8—dy /\dz>

B 0q Op ar  0Jp ar  0Oq
= <8x 6y>dw/\dy+<8x az>dx/\dz+<ay s dy Adz

el largo célculo que acabamos de realizar no puede ser visto como el rotacional del vector
(p,q,r), si identificamos dy A dz = e, dv ANdz = e, y dx Ndy = e,. Existe un operador
formal que nos permite hacer esta identificacién llamado el operador estrella de Hodge, que
para su definicién requiere de una estructura adicional, el producto interno. En R3 tenemos una
definicién formal para lo que es un producto interno, pero, para un variedad en general, esta
definicién debe de ir acompanada por una estructura adicional a la de variedad diferencial, la
estructura dada por una métrica la cual definiremos en la seccién sobre geometria de Riemann.
Asi como el rotacional esté relacionado con la derivada exterior de una 1—forma, las operaciones
del gradiente y la divergencia estén relacionada con la derivada exterior de una 0—forma y de

una 2—forma respectivamente.

A.9.6. Las identidades de Elie Cartan

Existen varias identidades que relacionan la derivada exterior y la derivada de Lie. La teoria
bésica de estas identidades fue estudiada por el matemdtico francés Elie Cartan (1869-1951).

Estas identidades son:
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X (w) =1xdw + d (1xw) (A-62)

para X € V(M) ywe FP(M);

Lx (f) =wxdf (A-63)
para f € F'(M);
Lx (w) =1xdw +d (1xw) (A-64)
dLx (w) = Lx (dw) (A-65)
Lrix (w) = fLx (w) +1xw (A-66)

Las definiciones, relaciones e identidades (A-49) a (A-66) determinan las reglas bésicas el

célculo sobre variedades diferenciales.

A.10. Los mapeos entre variedades y sus relaciones con los cam-
pos vectoriales y las formas diferenciales
Sea ¢ : M — N un mapeo entre variedades. Existe un mapeo dual o un pullback ¢* : F" (N) —

FP (M) definido para p € N que cumple que:

¢" (f) (p) = f (o (P)), (A-67)

para f € F'(N), p € N;

¢" (dw) = d¢™ (w) (A-68)
para w € FP (M),
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9" (w1 Awa) = ¢* (w1) A ¢ (w2) (A-69)

para wy € FP (M), wy € F" (N).

A.11. Integracion sobre variedades diferenciales

Hemos introducido las formas diferenciales con la promesa de que estas son los objetos que
pueden ser integrados en una variedad de manera independiente de los sistemas coordenados.
El plan que se sigue usualmente es el de definir la integral de una forma diferencial sobre un
espacio Euclidiano y después al utilizar invariancia de difeomorfismos y particién de la unidad,
esta definicién se puede extender a la integral de n—formas sobre una n-variedad orientada. La

clave en esta definicién es la invariancia bajo difeomorfismos que preservan la orientacion.

A.11.1. Integracién de formas diferenciales en un espacio Euclidiano

Un dominio de integracién es un subconjunto acotado de R™ cuya frontera tiene una medida
n-dimensional cero. Sea D C R™ un dominio de integracién compacto y sea w una n—forma

sobre D, w = fdx! A...Adz", con f € F (D). Definimos la integral de w sobre D como:

/Dw—/dfdxl...dx". (A-70)

En términos simples, para calcular la integral de una n—forma simplemente lo que hacemos es
quitar las cunas y evaluar como si fuera una integral miltiple sobre R™.

De manera mds general deseariamos poder definir la integral de cualquier n—forma sopor-
tada compactamente sobre U, subconjunto abierto de R™. Primero definamos el concepto de
soporte para una n—forma. Sea w € F"™ (M), entonces el soporte de w, denotado como sup p (w),
es el conjunto de puntos p € M con la propiedad de que no hay subconjuntos abiertos de M
que contegan a p para los cuales w = 0. Se puede demostrar que supp (w) es un conjunto
cerrado y ademads, si este conjunto es compacto, diremos que w es soportada compactamente o

que define un conjunto sup p (w) compacto. De manera general, ni U, ni sup p (w) son dominios

86



de integracién, pero lo que si es cierto es que si tenemos un conjunto K compacto, para el cudl

K C U, entonces existe un dominio compacto de integracién D, para el cual K C D C U.

A.11.2. Integraciéon de formas diferenciales sobre variedades

Al final lo que deseamos es definir, o dar sentido, a la siguiente expresién | 1 w- Al tener un
variedad y una parametrizacion local (U C M, ¢), quisiéramos utilizar las propiedades del difeo-
morfismo ¢, para interpretar la integral sobre una variedad a través de la integral sobre dominios
integrales D C R"™. Para realizar esta interpretacién necesitaremos dar algunas definiciones adi-
cionales con el propdsito de que la definicién final para la integral de una n—forma sobre una

variedad M sea independiente de la parametrizacién seleccionada.

A.11.3. Orientacion

La palabra orientacién tiene significado familiar en la experiencia diaria, todos podemos distin-
guir que es el arriba y que es el abajo, aunque izquierda y derecha se nos complique a otros.
Para los espacios Euclidianos, la orientaciéon puede ser definida como la eleccién del orden de
una base candnica, visto el espacio Euclidiano como un espacio vectorial. La definicién formal
consiste en asignar a una categoria de orientacién cualquier base de un espacio vectorial. Esto
se logra al observar el signo de la matriz de cambio de base, si esta es positiva, las dos bases
tiene la misma orientacién. En las variedades podemos definir una orientacién puntual debido a
que a cada punto lo podemos identificar con el espacio tangente a ese punto. Sin embargo, esta
definicién no es en general extensible a toda la variedad debido a que la orientacién puede cam-
biar a cada punto. Para extender esta propiedad se define una orientacién continua a puntos, es
decir, para cada punto de la variedad. De tal manera que si este tipo de orientacién continia a
puntos existe, entonces la variedad es orientable. Esta ltima condicién es dificil de comprobar
para una variedad diferencial en general. La orientacién en una variedad se define de manera
natural utilizando la parametrizaciones locales, a cada parametrizacién, le podemos asignar una
orientacion al utilizar las cartas y verificar la orientacién en el espacio euclidiano subyacente.
El 1dnico problema que encontramos seria en las cartas que se sobreponen, para quitarnos este

problema lo que hacemos es simplemente pedir que el mapeo de transicién entre las cartas
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tenga un Jacobiano positivo. Lo anterior nos lleva a la definicién siguiente: Una variedad M, de

dimensién n, se dice orientable si existe al menos una n—forma w € F™ (M) de tal forma que:

w (p) # 0 para cada p € M. (A-71)

Una n—forma que satisface la condicién (A-71|) se le da el nombre de forma de volumen para
M. Ademés, definimos que dos formas de volumen, w y w’, son equivalentes en su orientacién

en M; si se cumple que:

W' = fuw, (A-72)

donde f € F(M)y f(p) >0 para todop € M.

A.11.4. Integracién sobre variedades compactas

Si tenemos una variedad que es compacta y orientable, entonces podemos demostrar que solo
existen dos clases de orientaciones. El proceso que sigue es poder definir una forma en la cual
podamos llevar cuenta de la orientacién para las subconjuntos dentro de una variedad y poder
integrar cada una de estas variedades a través de su parametrizacién local de la manera en que
lo hicimos en la seccién anterior. La definicién clave consiste en saber cudndo un difeomorfismo
preserva orientacién. Sean M y M’ variedades de la misma dimensién n, U y U’ subconjuntos
correspondientes en ese orden a cada variedad. Un difeomorfismo ¢ : M — M’ preserva ori-
entacion si para cada elemento de volumen ' de M, la forma dada por ¢* (w’) pertenece a la
misma clase de orientacién en U. Identificando a la primera variedad con R" y a (U’, ¢) como
una carta local tendremos el resultado que deseamos. Esto nos lleva a la siguiente definicién,
dependiente de las cartas, pero independiente del sistema de coordenadas: La integral de una

forma w sobre una variedad M es:

Para integrar sobre toda la variedad, debemos de introducir el concepto de particién de

unidad que nos permitird partir la integral sobre la variedad en la suma de integrales sobre
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cartas. Sea entonces {(U,, ¢,)} un atlas de M en el que cada carta estd orientada. Podemos

siempre encontrar una coleccién de funciones f, € F (M) que:

1. f, es cero fuera de U,

2. Cualquier punto p € M esta relacionado con un conjunto abierto que contiene al punto

para el cual solamente un nimero finito de las funciones f, no son cero.

3. Para cualquier punto p € M,

Zfazl-

El resultado de tener una particién de la unidad se basa en que la variedad es un espacio
paracompacto y Hausdorff. Lo importante es que al utilizar este concepto, podemos escribir la

forma de volumen como:

w= Z faw, (A-74)

donde f,w = 0 fuera de U,. Definimos entonces la integral de la forma de volumen como:

s

y de esta forma le damos sentido a la integral sobre una variedad.

A.11.5. El teorema de Stokes

El resultado central de la teorfa de integracién sobre variedades es el teorema de Stokes. Este
teorema es una generalizacién del teorema fundamental del calculo. El teorema dice que si
tenemos una variedad diferencial M orientada de dimensién n; y si tenemos una (n — 1) —forma

con soporte compacto sobre M, entonces:

/dw:/ w.
M oM
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A.11.6. Propiedades de la integral sobre formas de volumen

La integral sobre formas de volumen tiene propiedades que son similares a las de las integrales
miiltiples sobre un dominio integrable. Para todas estas identidades damos M y N variedades
orientables de dimensién n; w y 1, n—formas con soporte compacto en M. La primera identidad

tiene que ver con la linealidad, siendo a, b € R, tenemos:

/aw—i—bn:a/ w—i—b/ n. (A-75)
M M M

La segunda identidad tiene que ver con las orientaciones, Si M’ es una variedad con orientacién

/M’ Yo /M . (A-76)

La siguiente identidad tiene que ver con el signo de la solucién de la integral, si w es una forma

opuesta a M, entonces:

orientable para una orientacién dada de M , entonces:

/Mw > 0. (A-77)

La 1ltima identidad tiene que ver con la invariancia bajo un difeomorfismo, si F': N — M es

un difeomorfismo que preserva la orientacién, entonces:

| = [ )@ (A-78)

A.11.7. Caélculos de integrales sobre variedades compactas

Aunque la definicién dada en es practica para propdsitos tedricos, no es conveniente
al momento de hacer cédlculos. En general es dificil escribir de manera explicita una particién
de unidad. Con el propdsito de realizar cédlculos es mds conveniente cortar la variedad en un
nimero finito de piezas cuyas fronteras sean conjuntos de medida cero y calcular la integral en
cada uno de estos puntos utilizando parametrizaciones locales.

La técnica empleada tiene un nombre, integracién sobre parametrizaciones, comenzamos

tomando subconjuntos £ C M denominados como dominios de integracion, los cuales deben
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de cumplir que E, la cerradura de E, es compacta y 0F, la frontera de E, tiene medida cero.
Un ejemplo de estos subconjuntos estdn dados por un dominio regular compacto. Formalmente,
dada una variedad M orientable y una familia, F1, ..., Bk, de dominios compactos de integracién
sobre M; y D1,..., D, que son dominios compactos de integracién en R"; y para ¢ = 1,..., k,

m&s mapeos suaves F; : D; — M que satisfagan:

1. F; (D;) = E; y F; restringida al interior de D; es un difeomorfismo que preserva orienta-

ciones del interior de D; al interior de FE;.

2. Para cada i # j, E; y E; se intersectan solamente en sus fronteras.

entonces, para cualquier n—forma w sobre M cuyo soporte este contenido en la unién de los

FE;, tendremos que:

[ w= > /| F ), (A-79)

La técnica que nos llevé a la relacién (A-79|) parece ser pesada en el sentido del cdlculo, pero
una vez que se comprende se puede utilizar de manera sencilla. Para demostrarlo hagamos un
célculo. Integremos una 2—forma sobre la esfera con la orientacién dada por la base candnica
de R3. Esta 2—forma se puede escribir como:

w = ady N dz + ydz A dx + zdx A dy.
Tomemos a D como el rectdngulo [0, 7] x [0, 27] y demos el difeomorfismo por la parametrizacién
en coordenadas esféricas:
F (¢,0) = (sinpcosf,sin psin b, cos @) .

Podemos checar que este difeomorfismo preserva la orientacion al observar que es la restriccién

de la parametrizacién en coordenadas esféricas X : (0,1] x D — B? definida por:
X (p,p,0) = (psinpcos b, psinpsinb, pcosy) .

El jacobiano para esta transformacién estd dado por:
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sinpcosf pcospcos —psinpsind
det | sinpsing® pcospsind psinpcosd | = p’sine,
cos —psinp 0
el cudl es positivo en D. Sea ahora Dy = [0, 7] x [0, 7] y Dy = [0,7] x [0, 27]; y sean [} = F|p,
y F» = F|p,; Los dos mapeos Fy : D1 — S?y Fy: Dy — S? son utilizados debido a que F en
todo el dominio de D es S?, de tal forma que F (intD) no es igual a el interior de F' (D), esto

lo solucionamos al partir a D en D1 y Dy. Notamos que:

F*dx = cospcosfdp — sin g sin0db,
F*dy = cosgsinfdy + sin @ cos 0db,

F*dz = —sinpde.

De tal manera que:

/w = Fl*w+/ FQ*w:/F*w
52 Dy D; D

= / (sinpcos) F* (dy A dz)

+D(sin psinf) F* (dz A dx)

+ cos pF* (dz A dy)
= / (sin p cos @) [(cos psinfdy + sin p cos @) dO A (— sin pdp)]

—i—D(sin @ sin ) [(— sin pdp) A (cos ¢ cos Odp — sin ¢ sin 0d0)]

+ cos @ [(cos ¢ cos Odp — sin @ sin 0d) A (cos @ sin Odp + sin p cos 6db)]
= / (sin3 @ cos? «9) do A df

+D(sin3 ©sin®0) do A df

+ (0052 @ sin g sin? 0) dp N\ db + (sin @ cos? p cos? 0) dp N db

2 s
= / sin pdp A df = / / sin pdpdf = 47
D o Jo
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Este ejemplo muestra que al seleccionar una base de coordenadas, debemos de utilizar lo que
yva hemos visto sobre cédlculo sobre variedades, en especial las relaciones vistas en las secciones

precedentes.

A.12. Las variedades integrales y el teorema de Frobenius

Si tenemos un campo vectorial X sobre una variedad M que siempre es diferente de cero,
tendremos que cada curva integral determinada por V' es una inmersién. Geométricamente, las
imédgenes de las curvas integrales parecerdn lineas paralelas que toman la forma de la variedad.
Esta idea puede ser generalizada a variedades, o mejor dicho a variedades de mads alta dimensién.
A manera general, supongamos que para cada p € M damos un subespacio de 7, M de dimensién
k v que esta asignacién del subespacio es suave al pasar de punto a punt(ﬂ a la coleccién de
subespacios creados de esta manera se le denomina una distribucién tangencial. La pregunta es
entonces si podemos crear una subvariedad N, a la cudl llamamos una variedad integral, en la
cudl sus espacios T, N sean la distribucién tangencial asociada a la variedad M. La respuesta es
complicada debido a que se debe de introducir el concepto de involucién. Al tener el concepto de
involucién, lo reformularemos en el lenguaje de las formas diferenciales y después enunciaremos
el teorema de Frobenius el cudl nos da una condicién necesaria y suficiente para obtener una
variedad integral. El teorema de Frobenius nos dice que la condicién de involucién es suficiente

para la existencia de una variedad integral.

A.12.1. Distribuciones tangenciales

Comenzamos definiendo de manera precisa que es una distribucién tangente. Sea M una var-
iedad. Una eleccién de un subespacio lineal, D, C T),M, de dimensién k para cada punto p € M

es llamada una distribucién tangencial de dimensién k. La distribucién, D = U Dy, es suave

peEM
si y solo si se satisface que para cada punto p € M, tenemos una vecindad U para la cudl existen

SPara imaginarlo, supongamos que tenemos un lapiz que va recorriendo la variedad. Cada vez que el lapiz se
pone sobre un punto, una superficie casi euclidiana es puesta en una pantalla. Al mover el ldpiz, esta superficie
se ira transformando en otra superficie, sin que se rompa o desgarre.
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campos vectoriales Y7, ..., Yy tales que al ser evaluados en p, los vectores resultantes forman una

base para D, y esto ocurre para cada p € M.

A.12.2. Involucion

Supongamos que D C T'M es una distribucién tangencial suave. Una subvariedad, N C M,

inmersa es llamada una variedad integral de D si:

T,N = D, para cada p € N. (A-80)

Supongamos que D es una distribucién tangencial suave sobre una variedad M, decimos
que D es involutiva si para cualquier par de campos vectoriales, pongamos X y Y, definidos en
un subconjunto de M y para los cuales se cumpla que X,,, Y, € D, para cada p; entonces su

paréntesis de Lie-Jacobi, [X, Y], también cumple que

[Xp, Yy € D, para cada p. (A-81)

Decimos que la distribucién D es integrable si cada punto de M esta contenido en una variedad
integral de D. Finalmente podemos demostrar que toda distribucién integrable es involutiva.
Esto es, que la existencia de una variedad integrable esta asociada con la condicién de que una

distribucién sea involutiva.

Un ejemplo para el cuédl podemos aplicar esta condicién estd dada para la distribucién dada

por:

0 0
_ 9,
= ay’

de R3. El paréntesis de Lie-Jacobi para esta distribucién esta dado por:
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[X,Y] = XY-YX

0 0 0 0 0 0
- <am+yaz> (ay> B (ay> (aﬂaz>
0
0z

con lo cudl verificamos que [X, Y] no esta en D.

A.12.3. Involucién y formas diferenciales

Existe una forma alternativa para verificar la condicién de que una distribucién D sea involutiva.
Esta condicién utiliza las formas diferenciales. Sea M una variedad de dimensién n y sea D C
T M una distribucién tangencial de dimensién k. D es suave si y solo si todo punto p € M tiene

1

una vecindad U suave sobre la cudl existen 1—formas w', ..., w™ ¥ tales que para cada g € U,

D, = ker wll) N...ker wz_k. (A-82)

Si tenemos m = n — k 1—formas definidas en un subconjunto U C M que satisfacen la
propiedad para cada q € U se llamardn formas locales definidoras para la distribucion
D.

De manera mas general, decimos que una k—forma w aniquila a D si w (X7, ..., X;) = 0 para
las cuales el vector asociado al evaluar cada campo vectorial X1, ..., X} en el punto p; este se
encuentra en D), para cada p.

El criterio de involuciéon puede ser traducido a formas diferenciales utilizando la derivada

exterior. Este criterio nos dice que D es involutiva si y solo si se cumple los siguiente:

Sin es una 1 — forma que aniquila a D en (A-83)
un subconjunto abierto U C M, entonces

dn también aniquila a D sobre U
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A.12.4. Involucion e Ideales

Existe una tercera condicién para verificar si una distribucién D, de una variedad M, es involu-
tiva. Utilizando terminologia algebraica definimos un algebra graduada de formas diferenciales,
sobre una variedad M, como A* (M) = F°(M)®...® F"(M). Un ideal de A* (M) es un sube-
spacio lineal J que es cerrado bajo el producto cuna, es decir si w € J, entonces (n Aw) € J
para cada n € J. Sea JP (D) C FP (M) que denote el espacio de p—formas que aniquilan a D
ysea J(D)=J%(D)&..d JP (D) C A* (M).

Un ideal J C A* (M) es un ideal diferencial si d(J) C J, esto es que si w € .J, entonces
dw € J. Entonces tendremos que D es una distribucién tangencial suave si J (D) es un ideal

diferencial.

A.12.5. El teorema de Frobenius

Decimos que una distribucién D C T'M para una variedad M es completamente integrable si
existe una carga para D en una vecindad para cada punto de M. Toda distribucién integrable

es integrable y por lo tanto es involutiva. En resumen, tendremos:
completamente integrable = integrable = involutiva
El teorema de Frobenius nos dice que la cadena de implicaciones anteriores es en realidad
una serie de equivalencias:

completamente integrable <= integrable <= involutiva

El encontrar variedades integrales nos lleva a resolver ecuaciones diferenciales parciales, de
tal forma que podemos interpretar el teorema de Frobenius como un teorema para la existencia

y unicidad de sistemas de ecuaciones parciales.

El teorema de Frobenius puede ser aplicado de la siguiente forma. Supongamos que tenemos

un sistema de n ecuaciones asociadas con 1—formas:

w; =0;,J=0,1,2..n.
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Existe entonces un ideal J de formas diferenciales generadas por w;. Especificamente este ideal
es aquel en el cual la derivada exterior de cualquier forma en el ideal esta en el ideal, es decir,
este ideal es un ideal diferencial. Para un ideal formado por solo una 1—forma w, el ideal estara

dado por la siguiente secuencia:

w (A-84)
dw

w A dw

dw N dw

w A dw A dw

dw A dw N dw

wAdwAdwNdw.

Para cualquier solucién w = 0, cada una de estas formas diferenciales debe ser cero. Algunas
de estas formas son cero en toda la variedad. Una vez que una de ellas es identicamente cero,
todos los demds elementos en la secuencia son cero. Supongamos que el primer elemento de
la secuencia que es cero ocurre en la posicién r. El nimero r nos indica algo muy importante
sobre w: r es el minimo nidmero de variables que pueden ser utilizadas para expresar w. Esta
es la relacién que se establece entre el teorema de Frobenius y el teorema de Darboux que
presentamos en la siguiente seccién.

Para comprender la estructura del espacio fase de GTD debemos de entender que este
problema nos da permiso para poder encontrar espacios que son soluciones para problemas

propuestos en términos de ecuaciones diferenciales en termodindmica.

A.13. El teorema de Darboux

Supongamos que w es una 1—forma de una variedad M de dimensién n. Supongamos ademéds

que dw tiene rango constante k. Si:
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w A (dw)? = 0 en todos lados,

1

entonces existe un sistema local de coordenadas z!,...,2" P, yl...,y” en el cual:

w=zldyt + ... + ZPdyP.

Si por otra parte tenemos que,

A (dw)P # 0 en todos lados,

entonces si p = 2m + 1,

w = dz® + p;dz’.

y sip = 2m,

w = pidz!

donde tenemos un sistema de coordenadas dado por {xo; xt, pi} con i=1,....m.

A.14. Referencias

Es necesaria una gran cantidad de conceptos matemadticos para poder comprender a la GTD. La
referencia principal en geometria diferencial para este trabajo esta en el libro (Hermann| [1973]),
el alcance del mismo es mucho méas amplio que solamente la geometria diferencial. Da también
una introduccién a los modelos matemadticos que se utilizan en la fisica actual. Un trabajo
especializado en la relacién de los principios varacionales esta en la obra (Hermann| [1968]). Los
principios varacionales en la fisca son una de las mds importantes herramientas. Las dos obras
anteriores consisten en la estructura del presente apéndice, mds, muchos de los detalles para los
célculos asi como la ampliacién para los conceptos de campos vectoriales y flujos estédn en el libro
(Lee [2003]). Las matematicas utilizadas en la fisica moderna son en si mismas un reto intelectual

para cualquier profesional de la fisica. Por lo anterior agradecemos las aportaciones que nos
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permiten entenderlas de mejor manera como la presentada en (Baez y Muniain [1994]). La
gran mayorfa de las explicaciones que se dieron para los conceptos matemaéticos de ese trabajo.
Aunque en principio los conceptos de la geometria diferencial y los principios varacionales
pueden ser aplicados a diversos campos de la fisica es necesario poder encontrar un texto
especializado relacionado con el drea de estudio en la que se desea trabajar. Una referencia que
es un enlace entre la geometria diferencial y la termodindmica la encontramos en el gran trabajo

(Salamon et al.| [2006])

99



Apéndice B

Elementos de Geometria de

Riemann

La construccién, que realizamos, de una variedad diferencial se ha basado en dos aspectos de la
teoria matemadtica: la topologia y el andlisis de funciones C'°. La parte topoldgica nos permite
definir de manera correcta las funciones entre conjuntos dentro de la variedad, mientras que el
uso de las funciones C'*° asociadas a la variedad nos permitié definir el cdlculo sobre la variedad.
Una variedad es asociada con las soluciones de un sistema fisico. Al conocer ciertas caracteris-
ticas de la variedad, podemos inferir propiedades fisicas de un sistema. La propiedad esencial
de una variedad diferencial es la capacidad que tiene de no transformar sus caracteristicas al
transformar el sistema de coordenadas con la que se le describe. Esta es la puede ser resumida
en la siguiente oracién: Las caracteristicas de una variedad son independientes de un sistema
de coordenadas. Esta independencia es la razén por la cudl las variedades diferenciales son muy
importantes en el estudio de los fenémenos fisicos; dado que la caracteristica de invariancia de

informacién con respecto a descripcién es uno de los objetivos principales de la fisica.

Por otra parte, el estudio de problemas en la fisica nos lleva a la necesidad de incrementar
las capacidades de descripcién de la Geometria Diferencial. Este problema fue estudiado ampli-
amente por Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), y actualmente es entendido como
la asignacién de una métrica a la variedad. En su conferencia con titulo: Uber die Hypothesen,

welche der Geometrie zu grunde liegen (Sobre las hipdtesis en las cuales se basa la geometria),
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propone una relacién entre la validez de la geometria en lo infinitesimalmente pequeno y la base
interna de una relacién métrica del espacio (Riemann y Weyl [1923]). Una variedad discreta
contiene una relacién métrica intrinseca, mientras que la idea de métrica debe ser anadida para
una variedad continua. De tal manera que la realidad fisica, vista como la base para el espacio
de estados fisicos, debe de ser discreta o se debe de anadir una relacién métrica en las fuerzas

de conexién asociadas.

B.1. Los problemas de variaciones homogéneos y ordinarios en

la definicién de una métrica de Riemann

Sea M una variedad. Un problema de variacién homogéneo y ordinario sobre M es definido
utilizando una funcién real v — L (v) sobre T'M llamada el Lagrangiano sobre M. Esta funcién
debe de cumplir que:

L (\v) = AL (v), para A > 0. (B-1)

Supongamos que L satisface la siguiente condicién:

L(u+v)*=L(u—v)?=2Lw?*+2Lv)?, parauy ven TM. (B-2)
Utilizando la condicién (B-2|), podemos definir una forma bilineal simétrica en cada espacio
tangente T, M, para p € M, dada por una funcién (u,v) — (u,v), donde:
1
(uv) = 5 [L (ut+v)?—L(w?—L (U)Q] . (B-3)

La forma bilineal cumplird entonces que:

L (u) = (u, u>1/2 para toda u € T, M, (B-4)

lo cual también es escrito como: L (u) = [jul].
Si adicionalmente la forma bilineal definida por la ecuacién (B-3) es positiva definida, di-

remos que L definird una métrica de Riemann sobre M. El estudio de las propiedades
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geométricas de las curvas extremales de el Lagrangiano L es conocida como geometria de Rie-
mann. Las curvas extremales en este contexto son llamadas geodésicas.

Los teoremas bdsicos de la geometria de Riemann pueden ser considerados casos especiales de
los teoremas para problemas de variaciones generales. Sin embargo, existen resultados especiales,
los cuales se utilizan para comprender la estructura de los extremales. Una razén para esto
es la existencia de una nueva estructura, llamada la conexién afin, asociada con la métrica
de Riemann. Esta conexién nos permite estudiar las ecuaciones diferenciales asociadas a los

extremales con un mayor detalle; llevindonos finalmente al concepto de curvatura.

B.2. La conexién afin

De manera precisa, una conexién afin sobre una variedad M es un mapa V (M) x V (M) —
V (M), denotado por (X,Y) — VxY, para X, Y € V (M), que cumple las siguientes condi-

ciones:

Vxi+x, Y1 4+Y2) =Vx, Y1+ Vx, Yo+ Vx Yo + Vx, Y7, (B-5)

para todas X1, Xo, Y7, Yo € V (M);

VixY = fVxY, (B-6)

para f € F (M);

Vx (fY)=X(f)Y + fVxY. (B-7)

Una conexién afin puede ser entendida intuitivamente como una regla de diferenciacién
covariante; VxY es la derivada covariante del campo vectorial Y por el campo vectorial X.

Podemos dar sentido a la conexién affn como un objeto geométrico, el cual conecta espacios
tangentes cercanos y permite que los vectores en estos espacios puedan ser derivados como si
fuesen funciones sobre la variedad. Hasta el momento no hemos utilizado la métrica de Riemann
asociada a una variedad. La importancia de la métrica es que nos permite seleccionar de manera

natural una conexién afin conocida como la conexion de Levi-Civita. La eleccién de una conexion

102



afin es equivalente a describir la forma en la cual se derivardn los campos vectoriales sobre la

variedad.

Utilizando un conjunto de funciones coordenadas z* y las bases coordenadas para los campos
vectoriales 0,,, para el campo vectorial X, y 0,, para el campo vectorial Y’; encontramos los

componentes de la conexién afin:

Vo, (0) = Tpuede. (B-8)

Las funciones I',,,¢ caracterizan la conexién, esto se ve claramente si tomamos los campos
vectoriales como X9, y Y”0,; y aplicamos las reglas de las derivada covariante. Primero, a

partir de la regla (B-6]), tenemos:

Vixng, (Y'0,) = X'V, (Y¥0,),

seguido de la regla (B-7)),

X'V, (YY0,) = XH (0, (YY), +Y" Vo, (8))) ,

continuando con la aplicacién de los componentes (B-8)),

X# (8, (Y") B, +Y"Va, (0,)) = X (9u (V) By + YT k)

y finalizando con un renombre de coordenadas, obtenemos la expresién final:

Vixeg, (V0,) = X [0, (YE) + Y Tpue] 0. (B-9)

La importancia de la ecuacién se centra en el espiritu de la Geometria Diferencial,
es decir, que es una definicién libre del sistema de coordenadas. Esta ecuacién tendrd una
modificacién cuando encontremos la dependencia de los coeficientes de la conexién con la métrica

de Riemann.
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B.3. El transporte paralelo y la conexién afin

Una derivada es una medida del cambio que se tiene con respecto a la cualidad de ser constante.
., Qué idea debemos de tener por constante para los objetos geométricos definidos en la geometria
diferencial? ; Como es que identificamos a un campo vectorial como constante en una variedad?
La propiedad de ser constante esta relacionada con una caracteristica de cualquier operacién del
tipo de derivacién y esta es, que cuando el objeto es alimentado a la derivacién, esta nos debe
de regresar un objeto particular al identificaremos como el objeto cero. La idea de constancia
esta relacionada con la caracteristica de ser paralelo para un campo vectorial. En una variedad
en general definimos un vector asociado a un espacio tangente, este espacio tangente existe
para cada punto en la variedad. Asi que comparar vectores, es decir, saber decir cuando son
paralelos, seria solo posible si tenemos un objeto que sirva como conexién entre los diferentes
espacios tangentes. Estas ideas son las que nos llevan a entender la idea de la conexién afin y
su caricter como derivada covariante. Mdas atin, la idea de paralelismo la definimos en base a
las curvas que existen sobre la variedad y esto hace que el paralelismo tenga una dependencia
con respecto a las curvas. La idea se dependencia con respecto a una curva, al movernos entre
dos puntos de la variedad, para el paralelismo es un ingrediente esencial en las teorias fisicas
modernas de la interaccién entre particulas.

La importancia de la conexién afin es que nos da la oportunidad de crear un método para
realizar traslaciones paralelas de vectores tangentes, de una variedad M, a lo largo de cualquier
curva de M. El proceso del transporte paralelo puede ser descrito cualitativamente de la sigu-
iente forma, supongamos que tenemos una curva o : [a,b] — M. Para cualesquiera dos puntos
sobre la curva, les podemos asociar sus espacios tangentes; estos espacios son espacios vecto-
riales y por lo tanto son isomorfos. No existe una manera inica de describir un isomorfismo
entre espacios vectoriales, pero si M es euclidiano, podemos describir este isomorfismo debido
a que ambos espacios tangentes serian isomorfos con M; una manera de pensar esto es ver a
M euclidiano como un puente entre los espacios tangentes. Sin embargo, esto no es en general
cierto para cualquier variedad diferencial. Por una traslacién paralela a lo largo de una curva
o, lo que entenderemos serd un método para dar un isomorfismo entre dos puntos a lo largo de
la curva; de tal manera que este isomorfismo sea suave. Recordando, que en cierto sentido, el

espacio tangente a un punto de una variedad es una descripcién local de la geometria de este
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punto, entonces el transporte paralelos corresponderia a una regla para transportar la geometria
local a lo largo de una variedad.

De manera general el isomorfismo entre dos espacios tangentes depende de la curva con la
que se unen los puntos asociados con dichos espacios. La conexién afin, a través de las reglas para
la derivacién covariente, nos describe un proceso para encontrar un isomorfismo. Comencemos
suponiendo que ¢ es una curva integral para un campo vectorial X sobre M. Supongamos,

adicionalmente, que Y es otro campo vectorial sobre M, con la condicién:

VxY (0 (t)) =0 parat € [a,b]. (B-10)

Si Y satisface la condicién anterior diremos que su derivada covariante a lo largo de o es cero. Un
campo vectorial sobre o es un mapa v : [a, b] — Mg 1), es decir, asigna un vector v (t) € TyyM
a cada t € [a,b]. Podemos crear una nueva operacién que asigne un campo vectorial Vv a cada
campo vectorial v sobre o, que cumple las siguientes propiedades:

Si « (t) es una funcién real de ¢ € [a, b],

V(@) () = %U(t) Fa(t)Vo(t): (B-11)

si u y v son dos campos vectoriales a lo largo de o,

Vu+ Vo=V (u+wv); (B-12)

si X y Y son campos vectoriales sobre M que cumplen que 6 (t) = X (o(t)) y v(t) =

Y (0 (t)), para t € [a, b], entonces,

Vo (t) = VxY (o (1)), (B-13)

si vg es un vector tangente en 75, M, existe un tnico campo vectorial v a lo largo de o
con v (a) = v*y Vv = 0. La correspondencia v* — v (t), para cada t € [a,b] es lineal, y crea
un isomorfismo entre T4y M y T5;)M. Esta correspondencia la llamaremos una traslacién
paralela de vectores tangentes a lo largo de o. En resumen, decimos que un vector es trans-

portado paralelamente si se cumple que:
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Vs@yv (t) = 0, para todo t € [a,b] . (B-14)

Una mejor idea de lo que nos dice la ecuacién (B-14]) la obtenemos al escribirla utilizando
un sistema de coordenadas x#. En este sistema, escribimos: X = X#0,,Y =Y"0, y % = XH.
Aplicando la férmula y la regla de la cadena, llegamos a que podemos expresar (B-14))
como:

dxt

4 (Yﬁ) + Y Ty =0, (B-15)

B.4. Las lineas auto-paralelas

Cualquier campo vectorial v sobre o que cumpla que Vv = 0 se dira que es auto-paralelo. En
una variedad diferencial con una conexién afin, las lineas auto-paralelas del espacio satisface

que:

Ve (t) =0 (B-16)

En esta iltima ecuacion, al utilizar un sistema de coordenadas z#, si o (t) = (:cl (), .,z (t)),

los componentes del campo vectorial & (t) serdn %, y utilizando 1@'

d2zs dax* dx¥

e B-1
dt2 WETOE dt (B-17)

La relacién (B-17) son un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales y de segundo
orden. A lo més, podremos decir de ellas que tienen un solucién tinica cuando seleccionamos

las condiciones x (a) y Z—f (a); esto es, cuando tanto o (a) y ¢ (a) son datos dados.

B.5. El tensor de torsién y el tensor de curvatura

Ahora describiremos lo que es el tensor de torsién y el tensor de curvatura asociados con

una conexién afin de una variedad M. El tensor de torsién lo definimos como un mapa T :
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V(M) xV (M)— V(M) definido como:
T(X,Y)=V,Y - VyX — [X,Y], (B-18)

para X,Y € V (M). La idea geométrica que debemos de tener en mente es que el tensor
de torsién nos indica que tanto gira un plano tangente asociado a un punto cuando este es
transportado paralelamente.

El tensor de curvatura es definido como un mapa R : V(M) x V(M) x V(M) — V (M)
definido como:

R(X,)Y)(Z)=Vx(VyZ)-Vy (VxZ) = VixyZ, (B-19)

para X, Y, X € V (M). La idea geométrica en esta ocasién es un poco mds complicada que
con la torsién. En este caso, al transportar paralelamente, a lo largo de una curva, un vector
asociado a un punto y por ende asociado a un espacio tangente, el cual se entenderd que rodara
con un cierta velocidad dependiendo que depende de la curvatura.

Podemos deducir algunas propiedades algebraicas de estos tensores, sin embargo, estas
propiedades, como la formula en coordenadas para los tensores, serdn mas faciles de comprender
cuando hayamos introducido formalmente el concepto del producto interno de una variedad y

su asociacién con alguna métrica de Riemann asociada a la variedad.

B.6. Intermedio: Del dialecto fisico

Hasta este momento hemos desarrollado de manera formal un lenguaje matemé&tico para en-
tender el comportamiento de los objetos geométricos dentro de la geometria diferencial. Las
relaciones que estos objetos para con la fisica parecen obscuros de momento. En fisica la ca-
pacidad de poder identificar el comportamiento de un fenémeno, como por ejemplo utilizando
ecuaciones diferenciales para entender su evolucién, es tan importante como poder calcular de
manera precisa el estado en el que dicho fenémeno se encuentra. Podemos resumir que para la
fisica es tan importante la comprensién, a nivel matemaético, como la posibilidad de describir,
realizar cdlculos. La geometria diferencial tiene en si misma grandes capacidades de descripcién,

pero su fortaleza completa solo puede ser observada si desarrollamos herramientas ttiles para
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realizar cdlculos. La idea principal que hemos utilizado hasta estos momentos es la de tener un
objeto matemadtico, que describa de manera correcta una de las mds importantes propiedades
fiscas, esta es la capacidad de describir sin en un mismo lenguaje matemdtico sin tener que
estar atados a los sistemas coordenados que se utilicen. Finalmente, la geometria de Riemann
extiende las capacidades de descripcion utilizando una métrica. Diversas teorias fisicas son de-
sarrolladas dependiendo de las caracterfsticas de una métrica. En esta seccién daremos inicio
a lo que es popularmente conocido como el lenguaje de geometria diferencial utilizado por los

fiscos. El nodo que utilizaremos para comenzar a utilizar el dialecto fisico serd el Lagrangiano.

B.7. El producto interno y el Lagrangiano

Supongamos que tenemos una variedad M con un Lagrangiano L € F' (T'M). Esto significa que

para cada p € M, existe una forma bilineal simétrica positiva (u,v) — (u,v) en cada espacio

1/2

tangente 1), M, de tal forma que: L (v) = (v,v) /" = ||v||. Si X y Y son campos vectoriales sobre

M, el producto interno de X y Y, denotado por (X,Y") es definido como:

(X, Y) (p) = (X (p),Y (p))- (B-20)

Con las siguientes propiedades:
(X,Y) e F(M) para X, Y € V (M); (B-21)
(X,Y)=(Y, X); (B-22)

para fi, fo € F(M)y X1,X>,Y € V (M),

(fiX1 4+ foX2,Y) = fi (X1,Y) + fo (X2,Y); (B-23)

(X,X)>0,si (X, X) =0, entonces, X (p) = 0. (B-24)
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Con estas identidades podemos definir una métrica de Riemann utilizando el producto interno

que satisface las anteriores propiedades.

Una conexién afin es una estructura extra que hemos dado a la variedad, sin embargo, no
existe en principio nada que nos diga cuantas conexiones afines podemos asociar a una variedad.
Esto se traduce en la amenaza extendida de tener una definicién multiple de los que seria el
transporte paralelo. En lugar de atacar el problema de seleccionar un tipo de paralelismo,
utilizamos el producto interno para definir una dnica conexién afin V sobre una variedad M.

Esta es la propiedad principal que obtenemos al tener un producto interno.

Supongamos entonces que tenemos una producto interno sobre M, que satisface las propiedades

(B-21)) a (B-24]), entonces, existe una unica conexién V sobre M que cumple:
VxY =VyX +[X,Y], (B-25)

para X, Y € V (M), la propiedad (B-25)) significa que el vector de torsién es cero; y para
ZeV (M)

Esta conexion afin es conocida como la conexién de Riemann o también es conocida como la

conexion de Levi-Civita. Para comprobar la unicidad, a partir de (B-26)), escribimos:

(VzX,Y)=Z((X,)Y)) - (X,VzY),

lo cual es cierto debido a que todos los términos de la ecuacién son elementos de F (M), es

decir que obedecen las operaciones de los nimeros reales; después, aplicando (B-25)),

Z(X,Y) = (X,VzY) = Z((X,Y))—(X,VyZ+[2,Y])

= Z((X,Y)) —(X,Vy2Z)— (X,[2,Y]),

donde en la tdltima parte hemos aplicado las operaciones lineales del producto interno, y comen-

zamos a darle sentido a la razén de utilizarle. Al tomar (X, Vy Z) y aplicar la relacién (B-26}),
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obtenemos que (X,VyZ) =Y ((X,Z)) — (Vy X, Z), esta identidad nos dice que:
Z((X,Y)) — (X, 9y Z) — (X,[Z,Y]) = Z({(X,Y)) = Y (X, 2)) — (X, [Z,Y]) + (Vy X, 2),

lo que observamos con este juego es que podemos empujar el campo de variacién utilizando
las identidades que hemos definido. El juego terminara si llegamos a una expresién que nos
relacione la identidad original con una sucesién de aplicaciones de sus propiedades. El resultado

final es concatenar todas las igualdades obtenidas, finalmente:

2(VzX,Y) = Z(X,Y)—(X,[ZY) (B-27)
-Y <X7 Z> + <[KX] 7Z>

+X (Y, 2) = (Y, [X, Z]).

Debido a que el lado derecho de (B-27)) no esta en funcién de V, esta expresiéon serd una regla

que define de manera tinica a V.

B.8. La métrica de Riemann

Supongamos que para un sistema de coordenadas x* escribimos:

guy - (81“ 8y> . (B—28)

Las propiedades (B-21) a (B-24)) implican que para cada p, g, (p) es una matriz positiva
definida y simétrica. Los componentes de g, son los componentes de esta métrica con respecto
a el sistema coordenado dado. Recordemos que el producto interno esta relacionado con la

definicién del Lagrangiano L (v) = ||v]|, de tal forma que este puede ser escrito como:

L = giti’. (B-29)

Los coeficientes para la conexién también pueden ser expresados utilizando la métrica. Lo que

tenemos que hacer es utilizar la relacién (B-8) y observar que:
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(Va, (0),0s) = Tpve (06, 0s) = T e gens

por otro lado, utilizando la identidad (B-27)), y observando que [0y, 0,] = §,,,,, encontramos que:

[au (Gvw) — O (gvu) + 0y (gw)] ;

N —

<v8u (8’/) ’a’i> =

. .. —-1
si tomamos la matriz inversa (ggﬁ) , encontramos que:

e = [@t (Gvw) — O (gvu) + 0y (gw)] (9&6)_1 . (B-30)

N | —

La identidad (B-30) muestra de manera clara que al tener una métrica podemos calcular

los componentes de la conexién de Levi-Civita.

En las siguientes secciones trasladaremos lo que hemos aprendido de la conexién afin, en
este caso especial, sobre la conexién de Levi-Civita, utilizando el poder de célculo que nos da

la métrica de Riemann.

B.9. Escribiendo en términos de la métrica de Riemann

En este trabajo, el objeto principal de estudio son las geodésicas. Hasta el momento hemos
desarrollado las ideas que nos llevan hacia ellas, prestando especial atencién al definir las lineas
auto-paralelas. Con la métrica de Riemann dimos un paso adelante para poder describirles. Sin
embargo, la pregunta sigue en el aire, jqué es lo que debemos de entender por una geodésica?
En este punto, comenzaremos con escribir los objetos matematicos de la geometria diferencial
en términos de la métrica. El plan a seguir es utilizar la métrica para definir las geodésicas desde
dos frentes diferentes. Primero les definiremos utilizando la conexién de Levi-Civita y después

lo haremos utilizando el Lagrangiano.
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B.9.1. Los vectores base del espacio tangente a un punto y la métrica de

Riemann

Dado un Lagrangiano L € F (T'M), sobre una variedad M, a cada p € M, existe un producto
interno en cada espacio tangente 7, M. Si X y Y son campos vectoriales sobre M, estos pueden
ser escritos en coordenadas locales como: X = X*9,, Y = Y"0, . Para el producto interno

tendremos que

(X;Y)(p) = (X19,,Y"0,) (p)

= XMYY(0,,00) (p) -

Una notacién, mds acorde con el cardcter de espacio vectorial de T, M, para los vectores base

O,y 0, es €,y €,, respectivamente, de esta manera podemos escribir el producto interno como:

XMYY (O, 0y) (p) = (X*YY) (p) [€x (p) - € (p)],

por otra parte, la relacién (B-28)) nos dice que:

XYY g (p) = (XPYY) (€ - €) (p),

con lo cual llegamos a la identificacion de la métrica con los vectores base de un espacio tangente:

9w (P) = (€~ €,) (p), (B-31)

mds ain, podemos llegar a identificar a la base dual con la métrica de la siguiente manera:

g (p) = (e"-¢e") (p), (B-32)

las cantidades definidas por g son en general diferentes de las dadas por g,,. A las primeras
se les denomina los componentes contravariantes de la métrica. De manera general, diremos que

para dos vectores v, = Uy wy, = W € T,M, el producto interno de ellos estard definido por:
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U0 = guotw”, (B-33)

con esta férmula comenzamos a notar que la meétrica contiene dentro de ella la descripcién
geométrica local, a decir, una métrica de un espacio euclidiano deberfa de ser: ¢ - W = vH*w",
para ¥ y w € R™. Esta idea la podemos extender con la conexién de Levi-Civita y la curvatura

asociada a esa conexién para entender que un espacio plano es un espacio con curvatura cero.

B.9.2. Subir y bajar indices con la métrica de Riemann

Podemos especificar cualquier vector sobre 1), M, ya sea utilizando la base natural o su dual. En
este contexto, entenderemos que un vector esta especificado por los componentes en cualquiera
de estas dos bases. A los componentes asociados con la base dual los llamamos covariantes;
mientras que a los asociados con la base natural los llamaremos contravariantes. Los compo-
nentes covariantes y contravariantes son formas equivalentes de poder describir un vector de
una manera correcta. El enlace entre ellas se encuentra al considerar las diferentes formas en
las que uno puede escribir el producto interno entre dos vectores. Recordemos que, de manera

general:

<L

Sl = guvtw” (B-34)

v = g"vwy, (B-35)

una importante relacién, que debemos tener en mente, se debe a lo que define que una base sea

dual. De manera precisa, tendremos:

2, & = o (B-36)

Con esta ultima relacién, obtenemos dos formas en las cuales podemos relacionar componentes
covariantes y contravariantes. Comenzamos con el producto interno entre dos vectores y obser-

vamos que:
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v = (v'ey,) - (wye”) = v'w, o), (B-37)
y
U = (vue) - (w’e,) = v,w”ol. (B-38)

Comparando todas las expresiones anteriores, llegamos a las siguientes conclusiones:

g/.u/wy = Wy (B—?)g)

9w, = wh. (B-40)

En palabras diremos que g,,,, baja fndices al multiplicarse por un componente contravariante
vy g"” sube indices al aplicdrsele a un componente covariante.

Finalmente, con las relaciones y (B-40)), podemos relacionar los elementos de la base
natural y la dual:

€y = g€’ (B-41)

& = g, (B-42)

B.9.3. Relaciéon entre los componentes covariantes y contravariantes de la

métrica de Riemann

Un resultado sobre los componentes contravariantes de la métrica g y lo componentes de
la covariantes g, se da al tomar las propiedades para subir y bajar indices que estas tienen.

Primero, demostremos que:

9" gue = 0. (B-43)

La demostracion es siguiendo el siguiente conjunto de igualdades para algin componete v¢ de

un vector U :
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(5?1}5 = Uu = gl“/,UV - g’ul/g’/fv£7

al ser v¢ cualquier componente, la igualdad |i se sigue. Esta relacién nos indica, que si
identificamos a g, con una matriz G; y a g"” con una matriz G, tendremos que GG = I, de

tal manera que G y G son inversas una de la otra.

B.9.4. Los coeficientes de la conexién y la métrica de Riemann

De la relacién (B-43)), aplicada a la definicién de los coeficientes (B-30)), tendriamos que escribir:

1 K
FMVE = 595 [a,u (Gvw) — Ok (gvu) + 0, (gw)] )

esto nos indica, utilizando la convencién para los indices:

1
Ffw = 596H [a,u (gwi) + 0, (g/{u) — Oy (gu,u)] ,

esta ultima expresion se acostumbra escribirla con un orden diferente en los indices de la sigu-

iente forma:

be = %gad [0 (gea) + Oc (gav) — Oa (geb)] (B-44)

donde también se utiliza el alfabeto romano en lugar del griego.

B.9.5. Los vectores base del espacio tangente a un punto y los coeficientes

de la conexién afin

Utilizando esta nueva terminologia podemos escribir la derivada covariante de la siguiente forma:
Vo, (Y?0,) = [0p (Y°) +YT},] O,
que al utilizar la convencién para escribir las bases del espacio tangente, esto se escribe como:

Va, (v*€) = [0 (v°) + v T,] &,
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donde nos hemos tomado la libertad de escribir el vector Y*9, = v%e,; finalmente, se toma una
nueva convencion para indicar con respecto de que base se esta derivando, tomédndose solo la

letra de su indice, esto es:

Yy (v9€,) = [8) (v°) + v°T%, ] &.. (B-45)

de esta misma identidad podemos identificar inmediatamente que:

By (1) = V (8,) = [%,2, (B-46)

Por otra parte, también podemos ver que:

g%V (v€,) = Vy(v'¢g°%e,) = Vi (ve°)
= 9" [0 (v°) +vT,] &

= [0 (v*) + 0T ] &

y volviendo a operar de la misma forma:

gcavb ('Uaef) - vb (gcavaéc) - vb (Ucac)

= [817 (gcava) =+ gcavcf‘gc] e’

= [ab (UC) + Va Ic;c} éa?

siendo entonces la identidad final:

Vb (0:6%) = [0y (v) + val%] & (B-47)

que es la derivada covariante para los covectores.

116



B.9.6. Relacién entre la torsién y la derivada covariante

Podemos escribir los coeficientes de la torsién en términos de la derivada covariante, para

hacerlo, rescribimos la relacién (B-18)) para los vectores base:

T (€y,€p) = Vo — Vi€y — [€4, €] -

En esta expresién debemos de recordar que para un conjunto de sistemas coordenados [€,, €] =
0, lo cual nos dice que:

T (€y,€p) = Vaeh — Viéy.

Aplicando la relacién (B-46|):
Topee =T (€a, &) = (I'gy — I'py) €. (B-48)

a

en el caso de que la torsién sea cero, como en el caso de la conexién de Levi-Civita, obtenemos:

Cc

ab — lc)a (B_49)

B.9.7. Relacién entre la curvatura y la derivada covariante

También podemos obtener una expresién para la curvatura y los coeficientes de la conexidn.

Comenzamos con la expresiéon para la curvatura general,
R(X,)Y)(Z)=Vx(VyZ)—-Vy (VxZ) = VixyZ,
v los escribimos en términos de una base para un espacio tangente:
R (€q, ) (€:) = Vo (Viee) — Vi (Vaee) — Vig, g€c,
aplicando la definicién (B-46)):

R (E0,é) (&) = Va (Theca) = Vo (D)
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la propiedad (B-7)) de la derivada covariante nos permite escribir esta expresiéon como:

R (@) (@) = O (TH) @+ TV (E)

— (FZC) €1 — T2V, (1),

y aplicando nuevamente (B-46]), llegamos a que:

R(@&)(2) = 00 (Th) @+ ThIz

d\ > d ~
~0y (Th.) & - TaTige.
ordenando los indices llegamos a la expresién final:

Rap (56) - (ﬁav gb) (50)

Fl?c) - ab <Fgc) + Fle;cFZe - FZche' (B_50)

/N O

R

B.10. Las Geodésicas y la conexiéon de Levi-Civita

Sabemos que un campo vectorial es auto-paralelo si satisface que:

Vs (t) = 0.

Donde suponemos que o:[a,b] — M, es una curva sobre una variedad M. Esta condicién la

hemos escrito utilizando un sistema de coordenadas locales, a decir, escribimos que:
d?zt I dx* dx®
a2z M de
La idea principal es identificar a 0 como una curva integral para un campo vectorial X sobre

la variedad. En esta parte, lo que hacemos es tomar cualquier otro campo vectorial, digamos Y

y observar que si la condicién se cumple, tendriamos que:
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VxY (o (t) =0,

para todo punto t € [a,b]. Esta es una condicién que hemos aplicado sobre una conexién.
Podemos seleccionar esta conexién como la de Levi-Civita y aplicando la terminologia de la

geometria de Riemann, escribimos:

d?z® , dzb dx¢
- 7 —=0. B-51

daz T (B-51)

El sistema de ecuaciones (B-51)) definird para cada coordenada x® una curva z (t), la cual

serd la ecuacién geodésica asociada a esa coordenada.

B.11. Las Geodésicas y la primera variacién

El cédlculo de variaciones permite encontrar una funcién o conjunto de funciones que hace que
una integral que depende de una funcién sea estacionaria, es decir, hace que el valor de esa

integral sea un méximo o minimo local. Consideremos la siguiente integral:

B
I:/ F (2%, 2% u) du,
A

donde A, B y el integrando F son fijos, pero la curva % (u) se toma de tal manera que sea un
valor estacionario de 1. Observamos que podemos tomar el integrando como le Lagrangiano que
definimos en .

Consideremos ahora hacer una variacién % (u) — 2% (u)+0x* (u) en esta curva. Mantenemos

los puntos A y B fijos. La primera variacién en el valor de la integral estara dada por:

B B
ol = / OFdu = / (8F ox? + 8_}763':‘1) du.
A A (%“ 81‘“

Integrando por partes y pidiendo que 61 = 0, obtenemos:

B B
OF d (OF a,
A+/A [am“_du<8i:“>}5x du = 0.

Dado que A y B son puntos fijos, el primer término de la expresién anterior es igual a cero.

oF
ox®

ol = oz
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Entonces, dado que dz¢ es arbitrario, la curva extremal 2% (u) satisface las siguientes ecuaciones:

d (9PN _OF .
du \ 9z oxe

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Considerando ahora el Lagrangiano (B-29)), las ecuaciones de Euler-Lagranges son:

d (OL\ 0L
du <axa> " ome (B-52)

La forma en la cudl podemos ver que estas ecuaciones son equivalentes con las dadas por (B-21J),

es simplemente desarrolldndolas:

d OL B oL Ogapi®a? 78gab:'vai‘b
du \ 0z ore 0z° Ox?

d

du

d oz 0Gab .q b
= g (o) - G

d

du

d .

due

» (gabxb> - 8(1 gab) iaib
— 04 (8y) - & + €, - Dy (€)] &%a°
= Gy — [[C,8c- € + &, - [,E,] i%°
= Fq— T gaci®i®
b

= -;I}a — szi'c.ﬁ

o

de lo cuél se sigue que determina los mismo elementos que (B-51]).
De la demostracién anterior nos damos cuenta de que si g, no depende de alguna coordenada

d

en particular, digamos x“, entonces tendremos que:

oL b
9id = gqpx” = constante.

Entonces, si relacionamos a 4® = t*, donde ¢ es el vector tangente a la geodésica, encontramos

que:
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tq = constante.

De tal forma que tenemos un importante resultado:

Si los coeficientes de la métrica g, no dependen (B-53)
de alguna coordenada 2%, entonces el d — componente
de t4, es decir del vector tangente, es una cantidad

conservada a lo largo de una geodésica.

B.12. Referencias

El principal trabajo que utilizamos para estudiar los conceptos de la geometria de Riemann lo
encontramos en (Hobson et al. [2006]). Siendo un libro de relatividad pensamos que esta obra
serd en las préximas décadas un cldsico para la ensenanza de la misma. Su estructura es muy
clara y no entra en detalles que en algin momento serdn necesario, para este tipo de eventos
podemos referir al trabajo clasico (Carmo| [1992]). Una importante obra que ha servido también
en la elaboracién de esta seccién es (R. [2010]). El uso que le hemos dado para entender desde
una perspectiva méds heuristica los conceptos de la fisica y su asociacién con la geometria de

Riemann.
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Apéndice C

Elementos de Termodinamica

La termodindmica es una teoria que ha tenido mucho éxito en explicar las propiedades de la
materia y su relacién con la mecédnica de los d4tomos y las moléculas. En esencia, la termod-
indmica, estudia el movimiento interno de sistemas de muchos cuerpos. Virtualmente todas las
sustancias que nos encontramos en la vida diaria son sistemas de muchos cuerpos. A este tipo
de sistemas se les denomina sistemas macroscépicos.

., Cémo depende la presién de un gas con la temperatura y el volumen de su contenedor?
., Cémo es que funciona un refrigerador? ;Podemos hacerle més eficiente? ;Cudnta energia se
necesita anadirle al agua para transformarla en vapor? ;Por qué las propiedades del agua son
diferentes a las del vapor siendo que ambas estdn hechas de las mismas moléculas? Todas estas
preguntas estdn relacionadas con propiedades macroscépicas como la presién, el volumen y
la temperatura; y su relacién con el calor y el trabajo. La termodindmica es una teorfa que nos
permite relacionar las propiedades macroscépicas de un sistema con otro. En la termodindmica
solo se estudian las cantidades macroscépicas y se ignora el resto de las variables microscépicas

que caracterizan las moléculas individuales.

C.1. Conceptos fundamentales

Una teorfa inductiva esta basada en las leyes universales de la experiencia. Estas expresan que
lo que ha sido cierto en el pasado se espera que sea verdadero en el futuro. La termodindmica

es una teoria de este tipo; de tal forma que es una teoria fenomenoldgica. La termodindmica,
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y su interpretacién matemadtica, estdn basadas en un conjunto de axiomas o postulados. Para

comprender estos axiomas debemos primero presentar algunos conceptos fundamentales.

C.1.1. Sistemas y pardmetros termodindmicos

Un sistema termodindmico es cualquier sistema macroscépico. A cada sistema termodindmico
le asociamos pardametros termodindmicos que son cantidades macroscépico medibles. Algunos
ejemplos de estas cantidades son la presion, el volumen, la temperatura o el campo magnético;
y son definidas experimentalmente. Al especificar un valor para cada una de estas variables
esta especificando un estado termodindmico y la cantidad de pardmetros que tengamos que

especificar esta relacionada con la interaccién entre los mismos.

C.1.2. Equilibrio termodinamico, la ecuacién de estado para un sistema y

su interpretaciéon geométrica

Cuando un sistema no cambian con el tiempo, es decir cuando sus pardmetros termodindmicos
son constantes en el tiempo, tendremos un equilibrio termodindmico en el sistema. En si, la
interaccién entre pardmetros termodindmicos esta definida por una ecuacién de estado, esta
ecuacién es una relacién funcional entre sus pardmetros termodindmicos y es aplicada a los
sistemas en equilibrio. Si definimos a I® y a £ como los pardmetros de un sistema, su ecuacién

de estado la podemos expresar como:

f(EYI%) =0. (C-1)

El caracter matemaético de las ecuaciones de estado nos permite pensar en la reduccién de
variables independientes de un sistema. La funcién f se asume como especifica de un fenémeno
o la especificacién de un sistema. Podemos interpretar la ecuacién de estado como una superficie
geométrica en un espacio cuyas coordenadas son los pardmetros termodindmicos. Cada punto

en esta superficie representard un estado de equilibrio.
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C.1.3. Las transformaciones termodinamicas, los procesos cuasi-estédticos y

los procesos reversibles

El punto de interés en toda teoria fisica es poder interpretar los cambios que se dan en un
sistema. En termodindmica el cambio de un estado lo conocemos como transformacién termod-
indmica. Si el estado inicial es un estado de equilibrio, la transformaciéon se hace solamente
por cambios en las condiciones externas del sistema. Una transformacién es cuasi-estatica si las
condiciones externas cambian de manera lenta que a cada momento el sistema esta aproximada-
mente en equilibrio. De tal manera que un proceso cuasi-estdtico es una sucesién de estados de
equilibrio densa. Podemos caracterizar una transformacién como reversible si la transformacién
puede volver sobre sus pasos cuando las condiciones externas vuelven sobre su historia en el
tiempo. Una transformacion reversible es cuasi-estdtica, pero el converso no es cierto. Las trans-
formaciones reversibles estdn relacionadas con las coordenadas termodindmicas. De tal manera
que estas trazan diferentes curvas sobre una superficie de equilibrio; las cuales pueden ser de

tipo isotérmica, adiabdtica, etc.

C.1.4. EIl Trabajo y el Calor

Los axiomas termodindmicos se definen en términos de energfa y por lo mismo estdn asociados
al trabajo y al calor. La definicién de trabajo esta ligada con la definicién hecha del mismo en
la mecédnica clasica. Como un ejemplo, si tenemos un sistema con los pardametros P, V y T’ el
trabajo hecho en una transformacién infinitesimal en la cudl el volumen es incrementado por
dV es dado por:

dW = PdV. (C-2)

El calor es un tipo de energia que es absorbido por un sistema homogéneo si su temperatura se

incremente mientras que no se hace trabajo sobre el sistema.

C.1.5. La capacidad calorifica como medida del calor

Para poder darle sentido fisico al calor, debemos de encontrar una forma de medirle. La capaci-

dad calorifica es el concepto deseado. Si una cantidad pequena de calor AQ es absorbida, un
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cambio pequeno de temperatura AT acompaifia la absorcién de calor. La capacidad calorifica

es definida como:

AQ = CAT; (C-3)

y depende de la naturaleza del sistema. Un hecho experimental nos dice que para el mismo AT,
AQ es diferente para formas diferentes de calentar un sistema. De manera correspondiente, la
capacidad calorifica depende, también, de la forma en la que se calenté un sistema. Algunas
capacidades calorificas comunes son Cy y C,; asociadas a procesos de calentamiento con V'y P
constantes. La capacidad calorifica por unidad de masa o mol para una substancia es definida

como el calor especifico.

C.1.6. Variables Intensivas y Extensivas

A los pardmetros termodindmicos también se les llama variables termodindmicas. Una variable
termodindmica es extensiva si es proporcional a la cantidad de sustancia en el el sistema consid-
erado; y es intensiva si es independiente de esta cantidad. Un hecho experimental es que, bajo
una buena aproximacion, las variables termodindmicas pueden estar solamente de un grupo, es

decir pueden ser solo intensivas o extensivas.

C.1.7. Axiomas, postulados y leyes termodindamicas

Los axiomas, o postulados o leyes, termodindmicas son axiomas que definen un modelo
matemadtico. Es posible deducir consecuencias de estos axiomas, pero debemos de recordar que
este modelo no corresponde rigurosamente al mundo fisico dado que ignora la estructura atémica
de la materia. En el dominio macroscépico la termodindmica es 1til en el sentido de que nos
permite obtener conclusiones precisas. Esta caracteristica se debe a que la ecuacién de estado

es una funcién regular en la que las leyes termodindmicas le son enormemente restrictivas.
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C.1.8. La primera ley de la termodindmica

En una transformaciéon termodindmica arbitraria AQ es la cantidad de calor absorbido por el
sistema y AW es el trabajo total hecho por el sistema. La primera ley de la termodindmica

dice que podemos definir una cantidad AU de la siguiente forma:

AU = AQ — AW. (C-4)

Esta cantidad es la misma durante todas las transformaciones que nos llevan de un mismo
estado inicial a un estado final comin. Con esto decimos que para todas las transformaciones
termodindmicas que comienzan en un mismo estado y finalizan en un estado final, que es igual
para todas, la cantidad AU es la misma.

La primera ley de la termodindmica define una funcién de estado U, llamada la energia
interna. Empiricamente U es una cantidad extensiva y esto lo podemos ver de manera clara
debido a que la energia de una sustancia se duplica si su masa se duplica. El fundamento
experimental de esta ley es conocido como la demostracién de Joule entre el calor y la energia
mecénica. Al definir al calor como una forma de energia, debemos incluirlo dentro de la ley de
conservacién de la energfa que es precisamente la primer postulado.

Para una transformacion infinitesimal, la primera ley nos dice que:

dU = dQ — dW. (C-5)

Donde la diferencial debe de ser exacta. Esto significa que existe una funciéon U cuya difer-
encial es dU; o que la integral [ dU es independiente de el camino de integracién; dependiendo
solamente de los limites en los cuales esta se integra. Esta propiedad no es compartida por d@)

y dW. Matemdticamente, la condicién para que una diferencial,

df =g (A, B) dA+h (A, B) dB, (C—G)
sea exacta es:
dg oh
98~ 04" (G1)
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C.1.9. La segunda ley de la termodinamica

Existen procesos que satisfacen la primera ley de la termodindmica, pero que estos no existen.
Un ejemplo seria tener una piedra en reposo sobre el piso. Esta nunca se ve que espontdneamente
se enfrié y salte con la energia asi obtenida. El propdsito del segundo postulado es incorporar
estos hechos a la termodindmica. Su fundamentacién experimental es el sentido comun.
Histéricamente existen dos enunciados equivalentes para enunciar el segundo axioma ter-

modindmico:

1. No existen transformaciones termodindmicas cuyo solo efecto sea extraer una cantidad de

calor, de una reserva de calor infinita, para convertirle en trabajo.

2. No existe una transformacién termodindmica cuyo solo efecto sea extraer una cantidad
de calor de un sistema a una temperatura més baja para llevarle a otro sistema a mayor

temperatura.

C.1.10. La entropia

La segunda ley de la termodindmica nos permite definir una funcién de estado S, la entropia.

Esta funcién la podemos definir utilizando un proceso ciclico para el cudl la temperatura cumple

@
7{ =<0 (C-8)

Donde la integral es sobre un ciclo de la transformacién. Cuando la expresiéon anterior es una

la siguiente desigualdad:

igualdad decimos que un ciclo termodindmico es reversible.
Una consecuencia de esta definicién es que para un sistema aislado en un estado de equilibrio

es identificado con aquel para el cual se alcanza el médximo en la entropia.

C.1.11. Potenciales termodinamicos

En la termodindmica se introducen dos funciones de estado adicionales: la energia libre de

Helmholtz A y la energia libre de Gibbs G. Su definicién es la siguiente:
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A=U-TS; (C-9)

G=A+PV. (C-10)

Estos potenciales son 1itiles al momento de determinar el estado de equilibrio de un sistema que

no esta aislado.

El significado fisico de la energia libre A lo encontramos en las transformaciones isotérmicas.
En estas el cambio de la energia libre es el negativo del trabajo maximo posible hecho por el
sistema. Podemos demostrar que para un sistema aislado que se mantiene a una temperatura
constante, la energia libre de Helmholtz nunca se incremente. Un corolario de lo anterior seria
que para un sistema aislado mecdnicamente, el cual se mantiene a temperatura constante, el

estado de equilibrio es un minimo para A.

Considerando ahora el potencial de Gibbs, observamos que, para un sistema a temperatura
y presién constante, G nunca se incrementa. Al igual que con H, el potencial de Gibbs es un

minimo para las condiciones de temperatura y presién constante.

C.2. Sistemas generales

En la seccién anterior establecimos los principios de la termodindmica para sistemas simples. El
patréon de generalizacién para estos sistemas es simple. La ecuacién fundamental de un sistema

simple es de la forma:

o= (B I%; (C-11)

que nos dice que la ecuacién fundamental es una funcién de los pardmetros extensivos E® y los
pardmetros intensivos I®. Los pardmetros extensivos para sistemas generales incluyen diversos
pardametros termodindmicos que pueden ser del tipo magnético, eléctrico y eldstico; ademaés de
la entropia, el volumen y el nimero de moles. A medida que se va estudiando un fenémeno,

diferentes pardmetros extensivos pueden ser encontrados.
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En los sistemas generales decimos que existen estados particulares, que macroscépicamente
estan caracterizados por completo cuando se especifica la ecuaciéon fundamental @ y el conjunto
de los pardmetros extensivos E?. El segundo postulado de la termodindmica nos dice que existe
una funcién de estado (a la que llamamos entropia) la cual es una relacién de los pardmetros
extensivos. Esta funcién esta definida para todos los estados de equilibrio en los cuales los
valores de los E?, en ausencia de ligaduras, son aquellos que maximizan la entropfa respecto al

conjunto de estados de equilibrio.

La forma diferencial de la ecuacién fundamental queda definida como:

0®

b —
d oF®

dE; (C-12)
donde, en la representacién de la energfa, la expresién anterior es:

oU
aU = 1ds + Y age.
tama

lo tnico que hemos hecho es sacar el primer sumando de la expresion dada en (C-12|), esper-

amos que esto no se preste a confusiéon. La idea de utilizar esta expresién es debido a que el

término T'dS es entendido como el calor intercambiado y 8851 dE?® es el trabajo. Los pardmetros

intensivos son funcién de los pardmetros extensivos, que puesto como una relacién matematica,
es equivalente a lo siguiente:

I* =1 (E%). (C-13)

C.3. La Termodinamica y la Fisica

En la termodindmica no existe una ecuacién unificadora tal como la segunda ley de Newton;
las ecuaciones de Maxwell en electrodindmica; o la ecuacién de Schrédinger en la mecédnica
cudntica no relativista. Los conceptos de la termodindmica son universales pero su aplicacién a

sistemas particulares no lo es.
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C.4. Referencias

Para el presente trabajo decidimos utilizar como referencia en los conceptos de termodindmica
a (Callen| [1985]). La principal fortaleza de este tratado para nuestro propdsito se centra en la
fundamentacién matemadtica precisa para los sistemas termodindmicos. Sin embargo, muchos de
los conceptos principales de la termodindmica deben de ser también definidos de manera precisa.
En el trabajo (Huang| [1987]) encontramos a manera de resumen los conceptos necesarios para
la realizacién de el presente trabajo. Debemos de citar nuevamente a (Salamon et al. [2006])
debido a que es el pequeno paso que tomamos para introducir la interpretacién geométrica de

la termodindmica.
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