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Introduccion

If you are not completely confused by quantum mechanics, you do not un-
derstand it.

John A. Wheeler

La mecéanica cuantica representa una de las teorias mas exitosas de la fisica, pero en
muchos aspectos es también una de las méas dificiles de entender e interpretar pues
nos presenta una imagen de los sistemas microscépicos muy alejada de nuestras ideas
clasicas. La interpretacién probabilistica de la teoria y el principio de superposicién
nos llevan a abandonar las leyes del determinismo y la idea de la existencia de propie-
dades intrinsecas e independientes del observador, pero sin duda una de las partes mas
controversiales de la teoria, y el tema en el que se centrard este trabajo, reside en el
hecho de que la descripcién de los sistemas fisicos adquiere un caracter explicitamente
no-local.

Al describir los sistemas fisicos por medio de funciones de onda en espacios de Hil-
bert las nociones de espacio y tiempo parecen no ser relevantes. La falta de localidad
se hace especialmente evidente al estudiar los llamados estados enredados y los pro-
cesos de medicién. Bajo ciertas condiciones la mecanica cudntica tinicamente permite
describir de manera global el estado de un sistema de dos o mas particulas por lo que
el estado no es separable en términos de propiedades individuales de cada subsistema.
En los estados enredados el todo es més que la suma de sus partes y al realizar medi-
ciones locales sobre éstos es posible alterar de manera instantanea la informacién de
todo el estado, generando asi correlaciones entre resultados que no son reproducibles
de manera clasica.

La posibilidad de interpolar una imagen posiblemente local y realista entre la pre-
paracién de un estado y su medicién motiva a considerar la opciéon de complementar a
la mecéanica cudntica con variables adicionales, sin embargo la condicién de localidad
impone una serie de restricciones sobre los valores esperados de las mediciones que
la mecanica cuantica no satisface. Hasta ahora los esfuerzos experimentales parecen
verificar, si se aceptan algunas suposiciones, que los sistemas cudnticos efectivamente
obedecen leyes no-locales, no-realistas, o ambas.

A pesar del éxito en las predicciones de la teoria, quedan algunos conceptos que no
son tan claros, por ejemplo, lo que se entiende por colapso instantdneo de la funciéon



de onda. Por otro lado, las leyes de la mecdnica cuantica no son las tinicas que rigen el
comportamiento de los sistemas fisicos, también esta la relatividad especial que impone
una estructura local y causal a los eventos que ocurren en el espacio tiempo y limita la
velocidad de propagacion de cualquier tipo de senal. Si la mecanica cudntica no es una
teoria localmente causal, que es la condicién que pide la relatividad especial, debemos
entender las implicaciones fisicas que tiene este hecho.

Consideramos entonces como fundamental el estudio de la estructura local y causal
de la mecéanica cuantica para poder garantizar una descripcién consistente de ambas
teorias, asi como entender mejor la descripcién de los procesos fisicos que ocurren
a escalas pequenas. En este trabajo se describiran algunas situaciones en las que la
mecanica cuantica nos lleva a predicciones inesperadas y sus implicaciones en un es-
quema local y causal. A lo largo de los capitulos nos encontraremos con paradojas que
ponen a prueba la descripcién cuantica, y resolverlas nos ayudard a entender cémo es
que los modelos clésicos fallan al describir al mundo cuantico y determinar algunas con-
diciones necesarias para que las descripciones cuanticas y relativistas sean consistentes
entre si. Varias preguntas quedaran abiertas pero nuestro objetivo es simplemente in-
tentar obtener un entendimiento mas profundo de algunos aspectos fundamentales de
la teoria.

La estructura del trabajo es la siguiente: En el primer capitulo se presentan algunas
nociones bésicas de la teoria cudntica. Como motivacién para presentar el formalismo
de la teoria se describen los resultados de un experimento de una doble rendija con
particulas individuales. Por completez, se presentan los postulados de la mecénica
cudntica que relacionan vectores y operadores lineales en espacios de Hilbert con sis-
temas fisicos. Se introducen también otros resultados sobre sistemas de dos niveles,
sistemas compuestos y operadores de densidad que son necesarios para describir las
correlaciones entre sistemas enredados

El segundo capitulo estudia la posibilidad de completar a la mecéanica cuantica por
medio de un modelo local y realista. Primero se presenta el argumento de Einstein,
Podolsky y Rosen que cuestiona la completez de la mecanica cudntica y sugiere el uso
de variables ocultas. Se estudian algunos ejemplos de modelos locales y realistas que
reproducen algunas predicciones de la mecanica y posteriormente se deduce el teorema
de Bell y algunas variantes. Todos los resultados nos muestran que las teorias locales
y realistas nos son compatibles con las correlaciones cuanticas.

Los temas centrales del tercer capitulo son localidad y causalidad. Se introducen
primero algunas definiciones cuidadosas que permiten determinar las condiciones que
debe tener una teoria localmente causal y se muestra explicitamente que la mecanica
cuantica no las satisface. Como alternativa a la causalidad local se introduce el concepto
de conmutatividad local, el cual permite darle una estructura causal a la mecdanica
cudntica pero Unicamente en relacién a las mediciones. Dados los conflictos que surgen
entre mecanica cuantica y relatividad en relacion al proceso de medicién, se lleva a
cabo un andlisis de las mediciones en mecédnica cudntica desde el punto de vista de la
relatividad. Se encuentra que no es posible dar una descripcién covariante del vector
de estado en un sistema que estd sujeto a una serie de mediciones, sin embargo las



3 Introduccién

predicciones estadisticas son las mismas independientemente del observador.

En el cuarto capitulo se presentan ejemplos fisicos en los que la dualidad entre
ondas y particulas se vuelve relevante para determinar si la descripcién cuantica es
localmente causal. Se describe un experimento de eleccion retardada cuantico en el que
es posible tener una superposiciéon de dos configuraciones experimentales y se muestra
que el concepto de complementariedad tal vez requiera de una reinterpretacion. Por
dltimo se muestra un argumento que de una manera alternativa a los teoremas tipo
Bell demuestra que es imposible reproducir los resultados de la mecéanica cudntica por
medio de modelos locales y realistas.

Si el lector se siente confundido al finalizar este trabajo, esperemos que sea porque
entiende un poco mas de mecédnica cudntica.






Capitulo 1

Preliminares matematicos y un
ejemplo fisico

En este capitulo se presentaran, por completez, algunos conceptos de mecanica cuanti-
ca que son necesarios para el desarrollo de este trabajo. Desde sus inicios, la mecanica
cuantica se ha desarrollado con la finalidad de describir los fendmenos fisicos que ocu-
rren a escalas pequenas (atémica o subatémica). La teoria nos presenta una forma
de describir los posibles resultados de una medicién y ha sido altamente exitosa en su
predicciones. Como motivacién fisica para presentar el formalismo cuantico a continua-
cién discutiremos un experimento de interferencia de una doble rendija con particulas
individuales. Los resultados de este tipo de experimentos sirven para ejemplificar al-
gunas de las caracteristicas principales de la mecénica cudntica y ademaés nos llevan
a concluir que unicamente se puede dar una interpretacién completa de los fenéme-
nos observados si se considera tanto el aspecto ondulatorio como el corpuscular de los
objetos cuanticos.

1.1. El experimento de la doble rendija y el principio de
complementariedad

Consideremos un arreglo experimental como el que se muestra en la figura 1.1. Una
fuente F emite electrones que inciden sobre una placa perfectamente absorbente con
dos pequenas rendijas 7| y ro y posteriormente iluminan una pantalla de observacién P.
En este caso particular consideramos electrones pero los resultados de este experimento
son los mismos para cualquier particula descrita por la mecénica cuantica.

A lo largo de la pantalla se observan destellos, cada uno de ellos con la misma
intensidad, que forman una distribucién I(z) que es funcién de la altura en la pantalla
y se asocia con un patrén de interferencia. Si la fuente emite un electrén a la vez, por
cada particula se observa un tinico destello en la pantalla por lo que se concluye que las
particulas llegan a la pantalla de manera discreta. Dadas ciertas condiciones iniciales,
es imposible predecir con certeza en qué punto de la pantalla incidird el electron, pero
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la probabilidad de que incida en un intervalo es proporcional a I en ese intervalo.
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Figura 1.1: Diagrama de un experimento de una doble rendija. Cada rendija produce una
distribucién de intensidad I (z) e Iz2(x) por separado pero cuando las dos rendijas estdn
abiertas producen una distribucién I(z) que no corresponde a la suma I (x) + I(X).

Debido a la naturaleza discreta del fenémeno, para explicar la distribucion en la
pantalla I(x) proponemos lo siguiente:

Proposicion 1. Cada electron pasa por una unica rendija y la distribucion I debe
corresponder a la suma de los electrones que pasan por r1 y los que pasan por rs.

Para verificar si la proposicién 1 es cierta podemos considerar dos opciones:

1. Podemos bloquear primero la rendija r2 y medir la distribucién de electrones I (x)
y posteriormente bloquear la rendija r; y de igual forma medir la distribucién
I5(x). Al comparar las diferentes distribuciones se observa que I(x) # I1(x) +
I(z) y dado que cada destello en la pantalla se produjo de manera individual
no podemos atribuir esta discrepancia a alguna interaccion entre los electrones.
Por lo tanto, la Proposiciéon 1 es incorrecta ya que no podemos interpretar los
resultados del experimento en términos de una teoria corpuscular.

2. Podemos alterar de alguna forma el experimento para que nos permita determinar
por qué rendija pasé el electrén sin necesidad de bloquearlas. Entonces, cada
destello en la pantalla se puede identificar con un electrén que atravesd r1 o ro
pero no ambos a la vez. En este caso, los electrones que pasan por r9 tienen
una distribucién I7(z) y los que pasan por 71 tienen una distribucién I}(x),
ambas gausianas. Si nos fijamos en la distribucién total independientemente de
qué rendija atravesé el electrén I'(z) notamos que I'(x) = I1(x) + Ix(z)’, por lo
tanto podemos concluir que la Proposicién 1 es correcta. Sin embargo, al intentar
determinar qué camino tomo el electrén se pierde el patron de interferencia pues

I'(z) # I(x).
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El intentar explicar los resultados de este experimento nos lleva a una aparente
contradiccién. En el contexto de una teoria corpuscular resulta dificil explicar por
qué los resultados cambian de manera tan dréstica si una o las dos rendijas estan
abiertas, y si el electron atraviesa una sola rendija a la vez no esperariamos que lo que
ocurre en la otra rendija tuviese importancia. Por otro lado, el hecho de que se observan
destellos individuales tampoco es compatible con una interpretaciéon ondulatoria.

El andlisis anterior nos muestra que es imposible explicar los resultados del experi-
mento si se considera una tinica descripcion para el comportamiento del electrén, ya sea
onda o particula. Las propiedades de ondas y particulas son inseparables al describir
sistemas cuanticos, y es precisamente la parte ondulatoria la que permite determinar la
probabilidad de que una particula se manifieste. Sin embargo, aun cuando ambas pro-
piedades estan presentes, pareciera que no se manifiestan de manera simultdnea pues
no se puede observar el patréon de interferencia y una trayectoria definida al mismo
tiempo. A partir de este tipo de observaciones, Bohr definié el llamado Principio de
Complementariedad el cual afirma que los resultados de un experimento en mecédnica
cuantica dependen del tipo de medicién que se realice y deben ser descritos en términos
de conceptos propios de la mecédnica clésica.

1.2. Los postulados de la mecanica cuantica

El formalismo de la mecénica cuantica esta construido para explicar dos principales
caracteristicas de los sistemas microscopicos, las cuales se manifiestan explicitamente
en el experimento de la doble rendija. Primero, el hecho de que los posibles resultados
de una medicion de alguna propiedad fisica estan restringidos a un conjunto de valores.
En segundo lugar, para cualquier cantidad fisica que se mida, en general no es posible
predecir el resultado que se obtendra, inicamente se puede calcular la probabilidad de
obtener cierto resultado.

Con la finalidad de poder explicar estas caracteristicas, la mecanica cuantica des-
cribe a los sistemas fisicos por medio de objetos matemédticos llamados vectores de
estado o funciones de onda 1 que reemplazan al concepto de trayectorias de la mecani-
ca cldsica, y representan toda la informacién que se puede obtener sobre el sistema.
Estos se representan por medio de vectores en un espacio de Hilbert H sobre C. Un
espacio de Hilbert es un espacio vectorial con un producto interno definido, en donde
toda sucesién de Cauchy converge a un vector dentro del espacio.

Dados dos vectores ¢ y 1 en H, el producto interno es una funcién bi-lineal

(] HxH—=C
(lY) — c € C.

Si (p]1p) = 0 se dice que los vectores ¢ y 1 son ortogonales. El producto interno
también permite definir la norma de un vector como /(1[1)).
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Dado un espacio de Hilbert, un funcional lineal f estd definido por una operacién
lineal que asocia un nimero complejo a cada vector b de H. Se puede mostrar que el
conjunto de los funcionales lineales que actian en H es un espacio vectorial, el cual es
llamado espacio dual H*. Para cada vector dual f € H* existe un vector ¢ € H tal
que f(v) = (P|y) Voo € H, esto nos motiva a denotar al vector ¢ por el simbolo |¢))
llamado ket y al funcional f por el simbolo (¢| llamado bra.

Asi como definimos el producto interno entre dos vectores, podemos formar también
su producto externo, que es un operador en H

) (¢l H —H
&) = [¥) (¢l€) -

Un operador de la forma f’¢ = |¢) (¢| se llama operador de proyeccién ya que al
actuar sobre un estado [¢)) nos da la proyeccién de éste en el subespacio generado por
|¢). Los operadores de proyeccién P también satisfacen la relacién P? = P.

En esta trabajo nos enfocaremos principalmente a espacios de Hilbert de dimensién
finita. Para simplificar las operaciones matematicas entre operadores y vectores, recor-
demos que si se tiene una base ortonormal de H, {|a,)}"_; podemos escribir cualquier
vector como una combinacién lineal de los elementos de dicha base

) = 3 fan) fanlt) = 3 v )

n

Esta relaciéon nos permite determinar la acciéon de un operador A : H — H sobre

|) € H:
Aly) = Z Jaz) (ai| A laz) (aj]4))

= Z|az ij CL]|1/)>

Entonces, en la base {|a,)} el operador esta representado por una matriz cuyos ele-
mentos estan dados por

(1.1)

Aij = <CLZ‘ A \aj) . (1.2)

En particular, si los eigenvectores de A forman una base de H, podemos representar
al operador como una combinacién lineal de proyectores P,, = |ay,) (an|

S

En esta base, también conocida como representacién espectral, el operador A esté re-
presentado por una matriz diagonal cuyos elementos son precisamente los eigenvalores
del operador.
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Si por otro lado el operador tiene un espectro continuo {a} con a € R, los vectores
en H se pueden representar por una integral sobre los eigenvalores de A:

) = / la) (alp) da.

De especial importancia en mecédnica cuantica son los operadores llamados autoad-
juntos. Se dice que A' es el operador adjunto de A si,

(B Ap) = (ATg|y) . (1.3)

Un operador es autoadjunto si para todo ¢ y ¢ € H, A = At En este trabajo tam-
bién les llamaremos operadores hermitianos, y no distinguiremos entre ambos términos
ya que por lo general trabajaremos con espacios de Hilbert de dimensién finita. Una
de las propiedades mas importantes de este tipo de operadores es que su espectro es
un subconjunto de R, lo cudl nos permite asociarlos con cantidades fisicas.

Otros tipos de operadores que son de importancia en mecdnica cuantica son los
llamados operadores unitarios U, los cuales tienen la propiedad de preservar productos
internos:

({U|UY) = (¢|1h) Vo, 9 € H (1.4)

Los operadores unitarios representan transformaciones fisicas de un sistema como
rotaciones y reflexiones. La ecuacién (1.4) también permite mostrar que los eigenvalores
A de U satisfacen la relacién IA]?> = 1, por lo que su espectro es un subconjunto de S*.

Esta estructura matemaética que acabamos de presentar se relaciona en la mecédnica
cuantica con conceptos fisicos tales como medicién, observable y estado, por medio de
una serie de postulados que a continuaciéon enumeramos.

1. Cada sistema fisico tiene un espacio de Hilbert asociado. El estado del sistema
a un tiempo t corresponde de manera biyectiva, excepto por una fase global
e’ a € R, a un vector unitario [ (t)) € H

2. Cada cantidad fisica A que se puede medir en un sistema esta descrita por un
operador A lineal que actia en ‘H. El operador A debe ser un observable, es decir

que sea autoadjunto y que sus eigenvectores formen una base de H.

3. El tnico posible resultado de la mediciéon de una cantidad A es uno de los eigen-
valores del espectro de A.

4. Si el sistema se encuentra en un estado |¢)) y se mide una observable A, entonces

(a) Siel espectro de A es discreto, la probabilidad P (ay,) de obtener un resultado
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Gy, €5
P(an) = Z | (@[
= (] Zpa55> ),

donde {\a,(f)>}ie 7 son los eigenestados de A asociados al eigenvalor a,, y
P = lai) (af?.
(b) Si el espectro de A es continuo, la probabilidad de medir un valor entre a y
a + da es
dP(a) = |{(a|¢) *da (1.5)

donde de igual forma |a) representa un eigenestado de A asociado al eigen-
valor a.

5. Si la medicién de la cantidad fisica A da como resultado a,, el estado del siste-
ma inmediatamente después de la medicion es la proyeccién normalizada en el
subespacio generado por |ay,), es decir

P,
) > el

(W] Pay, |9)

6. La evolucién temporal del vector de estado |¢(t)) estd determinada por la ecua-
cién de Schrédinger

L d A
ih— [W(@) = H (1)), (1.6)

donde H es el operador Hamiltoniano y representa una observable del sistema.

La introduccién de estos postulados tiene varias implicaciones en la interpretacion
de la teoria. El postulado 1 implica que una combinacién lineal de estados en el espacio
de Hilbert representa también un sistema fisico. Si [¢)) = a[¢1) + B [1)2), se considera
que el sistema no se encuentra en el estado 1 y en el estado 19 al mismo tiempo, pero
al hacer una medicion siempre se encuentra que el sistema se encuentra en un tnico
estado. A esta propiedad se le conoce como principio de superposicién.

Por los postulados 2 y 3 vemos que los resultados de un experimento estardn condi-
cionados a la base de eigenestados del operador que se elige para hacer las mediciones.
Dado un estado [¢), al hacer un experimento para medir una observable A siempre
obtendremos algin eigenvalor a,,, incluso si el estado inicial no es un eigenvector de A.
En consecuencia, el valor de A no estéd bien definido y solo podemos hablar de un valor
promedio, también llamado valor esperado, que refleja la estadistica de los resultados
de la medicién de A en varios sistemas igualmente preparados. El valor esperado de A
en el estado [¢) se define como
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(A)y = @A) (1.7)

A diferencia de la mecénica clédsica, la mecanica cuantica no permite predecir con
precision los resultados de un experimento y tinicamente es posible predecir los resul-
tados de una medicién de forma probabilistica, tal como lo indica el postulado 4. Como
en general los resultados experimentales difieren del valor esperado podemos introducir
el concepto de dispersién

AA=\/(A—(A)1) (1.8)
que representa una medida de la desviacion de los resultados experimentales con res-
pecto al valor esperado.

Si se desean medir dos observables A y B asociadas a un sistema, se puede mostrar
que

AAAB < 1| (A, B)) |, (1.9)

donde [/1, E] := AB — BA es el conmutador de los operadores A y B. Este principio
de incertidumbre impone un limite a la precision con la que se pueden conocer de
manera simultdnea los valores asociados a operadores que no conmutan. La mediciéon
de la observable A ocasiona que el estado colapse a un eigenestado de A por lo que es
imposible tener un valor bien definido de BB ya que no es posible encontrar un conjunto
completo de eigenvectores comunes para dos operadores que no conmutan. Unicamente
si A y B conmutan es posible encontrar estados para los cuales tanto A como B estian
bien definidos. En el siguiente capitulo estudiaremos las llamadas teorias de variables
ocultas las cuales estudian la posibilidad de definir estados libres de dispersién.

El postulado 6 implica que la evolucién de un sistema cuantico cerrado estd descrita
por una transformacién unitaria. Dado un estado inicial |¢)(Zp)), el estado del sistema
a un tiempo t > ty se puede calcular utilizando el operador de evolucién unitario

[ (t)) = e 70/ gy (1)) . (1.10)

Cuando se realiza una medicién inevitablemente se perturba al sistema, por lo que
éste deja de ser cerrado y se introduce el postulado 5 para intentar explicar la evoluciéon
del sistema en este caso. La evolucion del estado debida a una mediciéon no es unitaria
y es irreversible. En el capitulo 4 analizaremos las implicaciones de introducir este
postulado en un esquema relativista.

1.3. Sistemas de dos niveles

Los sistemas mas sencillos que se pueden estudiar en mecanica cuantica son aquellos
que presentan unicamente dos grados de libertad discretos. Estos estdn representados
por vectores en un espacio de Hilbert de dos dimensiones complejas H = C2. En
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este trabajo estudiaremos principalmente este tipo de sistemas, pues nos permiten de
manera sencilla observar efectos que no tienen andlogos clasicos y mostrar de manera
explicita el cardcter no-local de la descripcién cudntica. Algunos ejemplos fisicos de
sistemas de dos niveles son 4tomos que bajo ciertas condiciones presentan interacciones
efectivas con dos niveles de energia, fotones con dos tipos de polarizacién, y particulas
con dos posibles proyecciones de espin, es decir con espin total de %

1.3.1. Operadores de Pauli

Independientemente de la propiedad que se quiera observar, podemos representar
a los grados de libertad con dos vectores ortonormales |0) y |1). Estos dos estados
representan la llamada base computacional y por convencién se definen como los eige-
nestados del operador &,:

5,10) =10
4 0) = [0) (L11)
6.|1) =—|1).
Cualquier estado en C? queda descrito entonces por
) = al0)+S|1). (1.12)

Los observables en este espacio se pueden construir a partir de la identidad 1 y los
operadores de Pauli

G2 = |0) (1] + 1) (0] (1.13a)
Gy = —i|0) (1] +1[1) (0] (1.13b)
6. = 10) (0] — 1) (1], (1.13¢)

los cuales satisfacen las relaciones de conmutacion
[64,54] = 2i€;jx0%, (1.14)

donde €5, es el simbolo de Levi-Civita. Los operadores de Pauli son hermitianos,
unitarios, con traza igual a cero y determinante igual a 1. Estos forman junto con la
identidad una base del espacio vectorial de operadores en C2.

En el caso particular de las particulas con espin % los operadores 6; se relacionan con
la proyeccién del espin en una direccién determinada por la orientacién de un campo
magnético de un aparato de Stern-Gerlach. Los observables de espin se construyen
como

S; = —6; (1.15)
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pero por simplicidad en este trabajo utilizaremos tinicamente a los operadores de Pauli
6; para describir al espin, y a las dos posibles proyecciones las etiquetaremos con +1
y —1.

Asi como los operadores de Pauli representan la medicién de la proyecciéon del
espin a lo largo de cualquiera de los ejes coordenados, también podemos introducir al
operador

A~

G -1l =ny0; +ny0y +n,07

o . (1.16)

= c0s00) (0] + e sin 0 |0) (1] + e sin O [1) (0] — cos @ [1) (1]
que representa una medicién de la proyeccién del espin a lo largo de un vector para-
metrizado por @ = (sin 0 cos ¢, sin  sin ¢, cos #). Los estados propios de este operador
son

0 ; 0
|0); = cos = |0) + €™ sin — [1) & -1|0)
; 2 ; 2 (1.17)
|1)ﬁ:sin§]O>—eZ¢cos§|1> &-i|l)

Notemos que al variar 6 y ¢, estos estados generan una esfera, la llamada esfera de
Bloch, en cuyos polos se encuentran los vectores |0) y |1).

Es importante mencionar que las relaciones de conmutacién (1.14) implican que
Unicamente es posible determinar la proyeccién del espin en una direccién de manera
simultanea. Esto serd importante para desarrollar el argumento E.P.R. en el siguiente
capitulo.

1.4. El operador de densidad

En las secciones anteriores consideramos sistemas cerrados cuyo estado nos era
conocido. Encontramos una forma de determinar su evolucién temporal, de predecir
los resultados de una medicion, y de determinar el estado a un tiempo dado al realizar
una medicién. Sin embargo, este no es el caso mas general, pues en la préctica al llevar
a cabo experimentos existen grados de libertad adicionales sobre los cuales no se tiene
conocimiento, por lo que no es posible determinar el estado total del sistema. Esto
ocurre, por ejemplo, al analizar un sistema que estd acoplado a un ambiente sobre el
cual no se tiene conocimiento ni control. La descripciéon de un sistema por medio de
estados tampoco es adecuada cuando se tiene una mezcla estadistica de estados bien
definidos pero diferentes entre si.

En estos casos resulta ttil introducir al operador de densidad, el cual nos permite
incorporar la informacién que poseemos sobre un sistema al formalismo cudntico. Si un
sistema estd constituido por una mezcla de estados |¢;) con un peso de probabilidad
p;, el estado estd descrito por el operador de densidad
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p= sz' i) (il - (1.18)

A partir de esta definicién se puede deducir que cualquier operador de densidad
cumple con las siguientes propiedades:

1 p=pf

2. tr(p) =1

3. (9[ple) =0V|p) € H

Podemos distinguir entre dos tipos de sistemas descritos por un operador de densi-
dad. Se dice que un estado es puro si existe una base en la cual todas las probabilidades
p; son cero menos una. En este caso el vector de estado |¢) y el operador de densidad
Py contienen la misma informacién ya que se obtienen las mismas probabilidades y
predicciones si se utiliza la traza de este operador. El valor esperado en este caso es

(A), = (| Aly)
= Z (Wlws) (wi| A |)

. (1.19)
= Z (il A1) (Plvs)
= tr(Apy),
y la probabilidad de obtener un valor a es
P(a) = (¢]a) (al)
= (Pa)y (1.20)

= tT(Paﬁw)-

El caso contrario a los estados puros estd descrito por los llamados estados mix-
tos. En este caso los valores esperados y las probabilidades asociados a estados mixtos
también se pueden calcular a partir de las relaciones (1.19) y (1.20). Es sencillo distin-
guir estados puros de mixtos. Si un estado es mixto al menos dos probabilidades son
distintas de cero por lo que se cumplen la desigualdades 0 < p; <1y 0 < pg < Pi,y
en consecuencia tr(p?) < 1. En el caso de un estado puro p? = p por lo que tr(p?) = 1.

No debemos confundir a un sistema como el descrito en (1.18) con un estado descrito
por una superposicién de estados de la forma ), ¢; [1;). Un estado descrito por |1))
tiene asociada una probabilidad |c;|> de encontrarse en el estado |1;), pero cualquier
combinacién lineal también tiene en general asociados términos de interferencia de
la forma c;ci. En el caso de las mezclas estadisticas resulta imposible reproducir los
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términos de interferencia que se observan en las superposiciones cuanticas. El siguiente
ejemplo dejard mas claro este punto.
Consideremos una base ortogonal {|¢;)} de H = C? y un estado

V) = alibr) + Bva) (Y2 . (1.21)

El operador de densidad asociado a |¢) es

py = lal [r) (Wil + aB” [i1) (o] + B [v2) (1| + |8 [92) (1.22)

mientras que si consideramos una mezcla estadistica de los estados [1)1) y |2) el sistema
esta descrito por

p = la? 1) (1] + B ih2) (1.23)

En ambos casos la probabilidad de encontrar al sistema en un estado [1;) es |a|?
y la probabilidad de encontrarlo en el estado |12) es |3|?, sin embargo al medir un
operador mas general de la forma

A= a 1) W] +blyn) (o] + o) (1] + d |1ha) [12) (1.24)

los valores esperados de cada estado difieren entre si. El valor esperado de un estado
mixto p es

(A), = tr(Ap)
— alaf? + d|8

mientras que para un estado puro py es
<A>ﬁw =ala? +ba* B+ caf +d|p?

por lo que unicamente si se mide un operador diagonal en la base {|;)} se tendran las
mismas predicciones. La diferencia entre estas se debe precisamente a los términos de
interferencia que estan fuera de la diagonal de py, también llamados coherencias.

El resto del formalismo de la seccién 1.2 también se puede generalizar a los opera-
dores de densidad. La evolucién de un sistema descrito por un operador de densidad
esta descrita la ecuacién de Von Neumann

d “
ih— 5 = [H. . 1.25
ihp [H, p] (1.25)

Es sencillo verificar la equivalencia entre ésta ecuacién y la evoluciéon temporal
descrita en el postulado 6, basta considerar el complejo conjugado de la ecuacién de
Schrodinger (1.6) y el hecho de que p es un operador lineal.

Por tdltimo, si el sistema es sujeto a una mediciéon de un operador A y se observa
el resultado a, inmediatamente después de la medicion éste estara descrito por
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5y JaPla (1.26)
tr(FPap)

1.5. Sistemas compuestos

Para estudiar los efectos no locales de la mecanica cudntica, en este trabajo nos
interesara estudiar sistemas que estén formados por dos o méas partes separadas espa-
cialmente. Este tipo de sistemas, y en general cualquier sistema compuesto por mas de
una parte o grado de libertad se pueden describir utilizando el producto tensorial.

Dados dos sistemas A y B descritos por estados en espacios de Hilbert H(4) y #(B),
el sistema compuesto por las dos partes estd descrito en un espacio de Hilbert

HAB) = W) g (B) (1.27)

donde el simbolo ® denota el producto tensorial de espacios y vectores. Si {|i;)}
y {|¢:)} son bases de H4) y H(B) respectivamente, y dimy y dimp sus dimensio-
nes, podemos generar al espacio HAB) a partir de una base definida por el producto
tensorial {|¢;) ® |¢;)} donde los indices i y j estdan determinados por las dimensio-
nes de sus espacios correspondientes 1 < ¢ < dimyg vy 1 < j < dimp. Notemos que
la dimensién de HAB) est4 dada por el nimero de elementos de su base, es decir
dimap = dimy X dimp. Por simplicidad se suele escribir el producto tensorial entre
estados como ) = [(A)) [p(B)) = (), (B)) = | Dyp(B)),

Como unicamente hemos definido el producto interno entre vectores dentro de un
mismo espacio, la definicién del producto interno en H(4®) surge de manera natural
como

(@D @ @D (16'Y) @ 69) = (pD|etD) (D] (1.28)

De igual forma los operadores en HAB) se construyen a partir de productos ten-

soriales de operadores que estan definidos en sus subespacios como
A=A g AB) (1.29)
y su accién sobre vectores se define como
A(™) @ [9)) = (AD [p)) @ (AP |p(D)). (1.30)

Es importante distinguir entre dos tipos de sistemas compuestos. Se dice que un
estado es separable si existen dos vectores [1)(1)) € HA y |B)) € H(B) tales que

W) = [ W) @ [Py (1.31)

Si el sistema estd descrito por un operador de densidad el estado es separable si
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p=> pip . (1.32)
(2

Se dice que un estado estd enredado si no es separable. Mas adelante veremos que
este tipo de estados presenta correlaciones que no son explicables por medio de teorias
locales y causales.

Al estudiar sistemas cuénticos es comun que nos encontremos con sistemas com-
puestos de los cuales solamente nos interesa estudiar una de sus partes. Este podria ser
el caso si quisiéramos estudiar un sistema acoplado a un ambiente o a una parte de un
aparato de medicién que queremos ignorar. Necesitamos entonces, una descripcion de
lo que le ocurre a A pero que sea completa y considere al sistema completo p. Podemos
lograr esto si consideramos operadores de la forma A=AW g 1, en este caso el valor
esperado de un estado p estd dado por

(), = tr (AW @ 1)p)
= S @ P 1AW 0 o, 0
ij

(A 4(4) PN (4) (1.33)
Zwuﬂ D@ a1 )
J
—§: DA A Dy
donde hemos definido la traza parcial de p como
. B)| A1 (B
# =3 W k)
J (1.34)

=trp(p)

De esta forma, la matriz p(Y, también llamada matriz de densidad reducida en
el subespacio H4), nos permite dar una descripcién completa de lo que ocurre en el
subsistema A pero descartando al subsistema B.

Aunque en nuestro anélisis solo consideramos sistemas compuestos por dos partes,
los resultados se pueden generalizar de manera directa para sistemas con un nume-
ro arbitrario de partes. Este andlisis quedara més claro si consideramos el siguiente
ejemplo, que ademdas nos serd de utilidad en las siguientes secciones. Un sistema de
dos particulas con espin % estd descrito en H{ = C? ® C?. Una posible base de H en
este caso esta formada por el conjunto de vectores {|00),]01),]10),|11)}. Cada uno de
estos vectores representa un estado separable. Podemos por otro lado considerar otra
base, formada por los llamados estados de Bell
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1 1
V2 V2

Los estados de (1.35) no permiten una factorizacién de la forma () @ [1p(B)),
y ademds se puede mostrar facilmente que los estados de Bell representan sistemas
maximamente enredados. Para definir un estado maximamente enredado es necesario
tener una forma de cuantificar el enredamiento. La medida mas comtn para cuantificar
el enredamiento en estados puros bipartitas es la entropia de enredamiento que se define
como la entropia de von Neuman de la matriz de densidad reducida

[*) = —=[]01) £ |10)] |¢%) = —=[|00) & |11)]. (1.35)

Sp = —tr(pWin pD) = —tr(pBin pB)) (1.36)

Existen otras medidas de enredamiento como la entropia lineal y la concurrencia
pero no profundizaremos en el tema pues no serd necesario para el resto del trabajo.
El lector puede consultar [7] si desea obtener més informacién sobre este tema.

El contenido de este capitulo representa todo el formalismo necesario para el andlisis
que se llevara a cabo en los siguientes capitulos. En términos operacionales, la mecanica
cudntica es una teoria sencilla pues Unicamente se requiere del uso del algebra lineal.
Sin embargo, como veremos a continuacién, la interpretacion fisica del formalismo
matematico de la mecanica cudntica nos puede llevar a formular paradojas o situaciones
que en ocasiones contradicen nuestra intuicion.



Capitulo 2

. Puede considerarse a la
mecanica cuantica como
completa?

En el capitulo anterior estudiamos algunas nociones bésicas del formalismo de la
mecanica cuantica y algunas consecuencias de su interpretacion, tales como el principio
de incertidumbre entre observables que no conmutan, la interpretacién probabilistica
de la funciéon de onda y la imposibilidad de asignar propiedades bien definidas a los
sistemas fisicos antes de realizar una medicién. En este capitulo presentaremos el ar-
gumento original de Einstein, Podolski y Rosen que cuestiona la completez de la teoria
y consideraremos la posibilidad de completarla en una teoria local y realista.

2.1. El argumento E.P.R.

Las primeras criticas a la mecanica cuantica surgen practicamente desde los inicios
de la teoria, sin embargo la interpretacién ortodoxa y las ideas de complementareidad
de Bohr eran generalmente aceptadas. No fue hasta el afio de 1935 que los problemas
en los fundamentos de la mecdnica cudntica comenzaron a tomarse mas seriamente
cuando Albert Einstein, Boris Podolski y Nathan Rosen (E.P.R.) publican un articulo
titulado “Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered
Complete?” (;Puede considerarse como completa la descripcién de la realidad fisica
por medio de la mecédnica cudntica?) [15].

El articulo, en esencia, argumenta que si partimos de suposiciones bien definidas,
la funcién de onda no permite dar una descripcién completa de la realidad fisica ni
mantener una condicién intuitiva de localidad. Para formalizar el argumento y poder
posteriormente analizar sus implicaciones a continuacién se introducen las condiciones:

Condicién 1 (Criterio de completez). Una teoria es completa si a cada elemento de
realidad le corresponde una variable fisica descrita por ésta.

19
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Condicién 2 (Elemento de realidad). Una cantidad fisica se considera real si existe
una posibilidad de predecirla sin perturbar de ninguna forma al sistema. En el contexto
de la mecdnica cudntica, dado un operador A con espectro {a}, se dice que a es un
elemento de realidad si podemos predecir su valor con certeza sin necesidad de efectuar
una medicién de A.

Condicién 3 (Criterio de localidad). Dos eventos E, y Ey separados de manera es-
pacial cumplen con el criterio de localidad si la probabilidad de que ocurra E, es inde-
pendiente de Ey, .

El punto clave en el argumento E.P.R. es el hecho de que la mecénica cuantica no
permite conocer simultdneamente los eigenvalores correspondientes a operadores que
no conmutan; dado que son cantidades que se podrian haber medido o inferido, y por
lo tanto existen, de ahi se concluye que (i) la descripcion de la realidad fisica por medio
de la funcién de onda es incompleta o (ii) no es posible asignar una realidad simultdnea
a dos cantidades fisicas correspondientes a operadores que no conmutan.

Si demostramos que (ii) no se cumple entonces la mecanica cudntica es necesa-
riamente incompleta. Para esto, consideremos dos sistemas de particulas S y §(5)
que interactdan por un tiempo finito y luego se alejan de forma tal que después de la
interaccion el estado compuesto del sistema estd descrita por

0) = ea lpi) [ul?) . (2.1)
n=1
En este caso |¢,(1A)> representa una base de eigenestados de un operador OgA) del

(B)

subsistema S4) y ]u%B)) son estados del subsistema S'7/. Si se hace una medicién de

o“) y se obtiene un eigenvalor correspondiente al estado \wliA)) el estado del sistema

compuesto queda reducido a |¢,§A)> |u,gB)>. Se puede, por otro lado, expresar el estado

)

original en otra base dada por los eigenestados ]¢§-A)> de otro operador OéA tal que

[OAgA), OéA)] # 0 como

) =" o) [0 (2.2)
j=1

donde \vj(.B)> son estados de S(B). Si se lleva a cabo ahora una medicién de OéA) y

se obtiene el estado |¢£A)>, el estado del sistema S(B) quedard dado por |vi(B)) . S se

cumple el criterio de localidad, una medicién en el primer sistema no debe alterar al
segundo sistema y en consecuencia es posible asignar dos funciones de onda diferentes

(en este caso \uECB)> y |v§B)>) a una misma realidad fisica de S(5).

. . ., . A(A
Consideremos a continuacion el caso particular en el que OE ) es el operador de

momento P4 = —iho/ 9z y la funcién de onda estd dada por
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\Il(x(A), :L'(B)) = / |¢1(JA)> |U;(zB)> dp = / ei(x(A)_$(B)+$O)p/hdpa (2.3)

—00

A i (A . .
con WI() )) = eire@/h eigenestado del operador de momento con eigenvalor p corres-

. B .
= e—sz( )/h es el eigenestado de

pondiente al primer sistema y de igual forma |u,(3B)>
momento del segundo sistema con eigenvalor —p.
Si asociamos el segundo operador a la posicién de la primera particula QW) = )

el estado queda de la forma

o0

(@, 2P)) = / (65 [0$P)) do = / 0@ =)o — o) + mo)dw,  (24)

es decir |¢>3(6A)> y |vg(CB)> son eigenestados de los operadores de posicién con eigenvalores
Ty x 4+ xg correspondientes al primero y segundo sistema respectivamente.

En consecuencia, si el resultado de medir PA) eg p, el estado en S (B) estard asociado
al eigenvalor —p. Si por otro lado se mide la posicién Q¥ y se encuentra el valor
x4 xo el estado en S estard asociado al eigenvalor z. Como al medir la posicién
o el momento en S es posible determinar con certeza el resultado de la misma
medicién en SB) y viceversa, de acuerdo a la Condicién 2 y si se cumple el criterio
de localidad, el momento y la posiciéon de los dos subsistemas deben ser elementos
asociados a la misma realidad fisica. Sin embargo, el formalismo de la funcién de
onda no permite describir todos los elementos asociados a la realidad fisica ya que los
operadores de momento y posicion no conmutan, y la precisién con la que se pueden
conocer sus valores estd limitada por el principio de incertidumbre. Por lo tanto, la
mecanica cudntica es una teoria incompleta.

El argumento anterior podria objetarse si se considera que el criterio de realidad no
es suficientemente restrictivo y que tal vez deberiamos considerar como simultdaneamen-
te reales inicamente a aquellas cantidades fisicas que puedan ser medidas o predichas
simultaneamente. Es decir, si la posicién y el momento son reales pero en un distinto
contexto de medicion, no necesariamente ambos son reales al mismo tiempo. Esto im-
plicaria que una medicién en el primer sistema afecta al segundo y de acuerdo a E.P.R.
no hay una definicién razonable de la realidad que permita esto.

2.1.1. La versién de Bohm

Si bien el argumento E.P.R. introduce por primera vez un problema conceptual en
la teoria cuantica, por méas de 15 anos éste unicamente se quedd en la categoria de
experimento pensado y no hubieron mayores contribuciones al tema. En 1951 David
Bohm presenta en [8] una versién andloga al argumento E.P.R. en la que se considera
un sistema con enredamiento en el grado de libertad del espin. Es importante estudiar
esta versiéon porque permite mostrar que la mecdnica cudntica presenta correlaciones
que no son reproducibles clasicamente y abre paso al desarrollo de las desigualdades
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de Bell que estudiaremos posteriormente, ademas de que resulta mas sencillo realizar
mediciones de variables discretas. A esta version del argumento la llamaremos E.P.R.B.

Consideremos entonces una molécula compuesta por dos dtomos en un estado tal
que el espin total del sistema es cero. Supongamos que la molécula se desintegra por
medio de un proceso que conserva el espin total. Los atomos se separan después de la
interaccién y aunque no se conozca el espin individual, el espin total debe conservarse
pues por hipétesis no se introdujeron torcas externas. Como el espin es el inico grado
de libertad relevante para el argumento podemos describir la situaciéon anterior por
medio del vector de estado

0) @ 1)) — 1), @ [0(P))
V2

Los superindices A y B sirven para diferenciar a cada uno de los dtomos. Ahora
consideremos a dos observadores A y B quienes se encuentran espacialmente separados
y desean realizar mediciones en los dtomos A y B respectivamente. Observamos que
por la forma de [¢)”) ambos observadores tienen la misma probabilidad de obtener el
resultado +1 6 —1 al medir la proyeccién del espin 6, en su dtomo. Sin embargo, si
uno de ellos realiza una medicién el espin de la otra particula toma inmediatamente un
valor determinado que esté perfectamente anticorrelacionado con el valor del espin que
se midid, es decir, si se encuentra que el espin de una particula es +1 (—1) el de la otra
necesariamente serd —1 (41) . Esta anticorrelacién perfecta no sélo se observa al medir
7, pues se puede mostrar que el estado [¢)7) tiene la misma forma para cualquier base
de H = C? que se utilice por lo que se tiene la misma situacién fisica en cualquier otra
direccién de espin & - n siempre y cuando ambas mediciones se realicen en la misma
direccién.

Si el observador A realiza una medicién en una direccién determinada y comunica
su resultado, entonces el observador B puede predecir con certeza la orientacién del
espin de su particula, y si el criterio de localidad es valido, no la perturba de ninguna
forma ya que las interacciones en el sistema del observador A no deberian afectar al
estado del observador B. Parece razonable entonces considerar que la orientacion del
espin del observador B en esa direccién es una propiedad intrinseca, o bien un elemento
de realidad fisica de acuerdo al lenguaje de E.P.R.

Por otro lado, el observador A puede medir la componente del espin en cualquier
direccién, por lo que la orientacién del espin de la particula del observador B debe
corresponder a un elemento de realidad fisica para todas las direcciones. Sin embargo,
como se vio en el capitulo anterior, los operadores de espin asociados a diferentes
direcciones de mediciéon no conmutan entre si por lo que de acuerdo a la mecdanica
cudntica no pueden estar bien definidos simultdneamente. Por lo tanto, la teoria debe
estar incompleta ya que existen cantidades fisicas reales que no estan descritas por la
teoria.

Es importante notar que en ambos argumentos hay dos suposiciones fundamentales:
la idea de realismo que permite asociar propiedades bien definidas a cada subsistema,
y el principio de localidad que implica que la interaccién en un subsistema no afecta al

™) = (2.5)
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otro. Un error comun es pensar que el argumento E.P.R. presenta un rechazo a prior:
al indeterminismo de la mecdnica cudntica, y tal vez la famosa frase de Einstein “Dios
no juega a los dados” no ayuda a aclarar esta confusién. Sin embargo es precisamente la
no-localidad que presentan los estados enredados lo que molestaba a los autores. Para
garantizar la validez del principio de localidad y evitar la accién a distancia es necesario
atribuir a cada region en el espacio tiempo propiedades reales que estén bien definidas
antes de la medicién y que estén correlacionadas; el determinismo simplemente se
infiere. Como el formalismo de la funcién de onda no contempla estas propiedades,
aun si sus resultados son correctos, no nos permite tener una descripcién completa de
la realidad fisica.

2.2. Desigualdades y el teorema de Bell

A partir de las objeciones presentadas por E.P.R., resulta natural preguntarse si es
posible describir los fenémenos cudnticos de una forma més cercana a nuestras ideas
clasicas. Por ejemplo, el resultado del experimento E.P.R.B. no le pareceria del todo
extrano a alguien que conoce al Dr. Bertlmann, a quien le gusta usar dos calcetines de
diferentes colores. Es imposible predecir anticipadamente qué color de calcetin traerd en
un pie pero si vemos que tiene puesto un calcetin verde, podemos estar seguros que el
otro calcetin no es verde. La observacion de un calcetin nos da informacién inmediata
sobre el otro, tal como ocurre en el experimento de E.P.R.B., pero en este caso no hay
mecanismos no-locales involucrados. Las correlaciones son idénticas, jno podria ser
que los espines del estado |¢)~) se comportan simplemente como los calcetines del Dr.
Bertlmann, es decir, es posible que los espines tengan un valor determinado y opuesto
desde su preparacién pero que simplemente nosotros no lo conocemos? Este caso ha sido
considerado por varios autores en las llamadas teorias de variables ocultas, las cuales
intentan complementar a la mecanica cuantica por medio de parametros adicionales que
estan bien definidos antes de la medicién y nos permiten considerar que las cantidades
fisicas tienen una realidad asociada. El término “ocultas” proviene del hecho de que
estos parametros nos son desconocidos al no estar consideradas en el formalismo de
la mecédnica cuantica, sin embargo nos permiten obtener las mismas predicciones que
la mecanica cudntica. En este contexto el cardcter probabilistico de la teoria surge de
manera natural debido a nuestra ignorancia. En un modelo de variables ocultas locales,
los parametros asociados a sistemas espacialmente separados son independientes entre
si y de esta forma se garantiza que una simple correlacion entre resultados no implica
accion a distancia.

Se han propuesto diversos modelos de variables ocultas y aunque la dindmica de
cada uno de ellos puede ser diferente, todos siguen un formalismo similar. En general
se considera un espacio de parametros A cuyos elementos son variables ocultas A que
siguen una distribucién de probabilidad p(A) tal que [, p(A\)dA = 1. La forma exacta
de A no necesariamente estd especificada ni tiene restricciones pero todo sistema fisico
se encuentra siempre en un estado descrito por A € A, adn si no se conoce, y éste



2.2. Desigualdades y el teorema de Bell 24

determina el resultado de cualquier posible mediciéon. En consecuencia, para una A
dada, cada observable A tiene un valor exacto A(a,\) que es revelado al momento
de realizar una medicién. De esta forma, toda cantidad fisica A se puede representar
como una funcion real en el espacio A, A: A — R, cuya imagen tiene que ser idéntica
al espectro del operador A que de acuerdo a la mecédnica cuantica corresponde a la
observable A.

El formalismo de las teorias de variables ocultas resultard mas claro si estudiamos
un ejemplo particular. En el caso de una particula individual, es sencillo describir los
resultados de la medicién del espin en términos de variables adicionales si suponemos
que la particula se encuentra en un estado bien definido de espin cuya orientacién
estd dada por un vector unitario p y consideramos como variable oculta a un vector
unitario A con distribucién de probabilidad uniforme en un segmento de un disco
de forma tal que A o > 0. Podemos especificar el resultado de una mediciéon de la
componente & - a si

A(a,\) = sgn (@' - X) (2.6)

donde a’ es un vector unitario que depende de a y de p. El vector @’ genera una recta
que divide al disco en dos regiones, tal como se observa en la figura 2.1. El resultado
de una medicién siempre serd +1 si el vector A esté en la regién hacia la cual @’ apunta
y siempre serd —1 en el otro caso. El valor esperado de la medicién se obtiene al
promediar el resultado A(a, 5\) sobre todos los posibles valores de A

1 (7 IR
= /0 sgn (a - A(¢))do (2.7)

donde 0’ es el d4ngulo entre @’ y p.

Por otro lado, de acuerdo a la mecanica cuantica interpretamos que el estado de
la particula es un eigenestado con eigenvalor positivo del operador de espin en la
direccién del vector p, es decir, [¢)) = [0); y se desea hacer una medicién del operador
6 - a. Podemos, sin perdida de generalidad, escoger nuestro sistema de referencia de
forma tal que p esté en la direccién del eje z por lo que si € es el angulo entre los
vectores a y p podemos escribir & - 4 = cos 6 &, + sin 0 6,. El valor esperado es en este
caso

2.8
= cos ¥, (28)

por lo que podemos obtener las mismas predicciones que en la mecanica cudntica
si construimos el vector @’ a partir de a y lo rotamos hacia p hasta que se cumpla
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Figura 2.1: Proyeccién en un plano del modelo de variables ocultas para un espin.

la relacién entre los dngulos 1 — 26’ /m = cosf. En este caso resulta fdcil ver que
el resultado de cada medicién queda completamente determinado por el valor de la
variable adicional \ = p y el caracter estadistico de la mecdnica cuantica surge porque
el valor exacto de esta variable nos es desconocido.

Ahora consideremos una situacién similar a la de E.P.R.B. en la que una fuente emi-
te un estado |17) de dos particulas enredadas que se alejan entre si. Dos observadores
A y B, quienes se encuentran espacialmente separados, comparten el estado y realizan
mediciones en determinadas direcciones de &4 y &P con detectores orientados en
angulos diferentes pero en el mismo plano, perpendicular a la direccion de propagacion
de las particulas. Como se vio anteriormente, la mecanica cudntica predice en este caso
que si el observador A mide la componente A a y obtiene el valor +1 (—1) entonces
de una medicién de 6P). & necesariamente se obtiene el valor —1 (+1).

Como podemos predecir con certeza el resultado de una medicién de ) en una
direccién determinada si se conoce el resultado de la medicién de 6 en la misma
direccion, es razonable buscar una descripciéon mas completa en la que la orientacién
de los espines esté definida antes de la medicién y determinada por un parametro
adicional A. De esta forma, el resultado de una medicion de 6(({4) solo depende de la
orientacion del detector y de una variable oculta A, y de igual forma el resultado de

una medicion 6%3) solo depende de b vy A, es decir,

A(
B(

A) = +1 .
A) = =£1. (29)

>

)

S

)

El valor esperado del producto de las mediciones a y b se define como

E(a,b) = /A A(a, \)B(b, \)p(X)dA. (2.10)
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En las ecuaciones (2.9) y (2.10) se considera que los resultados de las mediciones son se-
parables, y como veremos en el siguiente capitulo, la separabilidad es una consecuencia
de la localidad.

Cualquier modelo de variables ocultas que consideremos debe poder reproducir
las (anti)correlaciones perfectas que predice la mecanica cuédntica, por lo que se debe
cumplir que

(2.11)

lo cual es sencillo de obtener si consideramos a A como un vector unitario A con una
distribucién de probabilidad uniforme en una esfera unitaria y tomamos, por ejemplo,

A(a, \) = sgn(a - \)

B ) (2.12)

[yl

JA) = —sgn(b- ).

Los vectores a y b generan dos planos que dividen a la esfera en cuatro regiones, pero
como supusimos que las mediciones se realizan en direcciones coplanares tinicamente
necesitamos observar lo que ocurre en una proyecciéon en el plano perpendicular a la
direccién de propagacion de las particulas para poder calcular los valores esperados.
Tenemos entonces un disco dividido en cuatro regiones cuya razén entre areas es 6 :
m — 6, tal como se observa en la figura 2.2.

Figura 2.2: Proyeccién en un plano del modelo de variables ocultas para dos espines

Si A se encuentra orientado en la misma direccién que a y b el producto de las
mediciones de los observadores A y B valdra —1 mientras que si las proyeccién de A
en a y b es opuesto el resultado serd +1. El valor esperado de estas mediciones queda
determinado entonces por
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E(a,b) = — /A sgn(a - A)sgn(b - A) p(A) dA

T—0 T
S <—2/ do + 2/ d9> (2.13)
27 0 T—0

Notemos que atin cuando los valores de A y B no estan bien definidos cuando é- A=0 y
b- A = 0, estos puntos forman un conjunto de medida cero y la integral (2.13) esta bien
definida.

Si el modelo es completamente compatible con las predicciones de la mecédnica
cuéntica esperarfamos que este resultado fuese igual al valor esperado ((&4)- a)(&(P).

b)>|w7>. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el vector a es paralelo al eje z

y el vector b se encuentre en el plano x — z, es decir, b = sin 67+ cos 6 k. La componente
del operador de espin en la direccién del vector b es entonces

& -b=cos06, + sin 5, = cos 0(|0) (0] — 1) (1]) +sin6(|0) (1] +[1) (0])  (2.14)

por lo que si el observador B actiia con este operador sobre el estado |¢)™) se obtiene

|01) — [10)
V2
|01) — |10)
\/§
1. .
= 7 [sinf |00) —sinf |11) — cos @ |01) — cosO |10)] .

(1®6P).b) ™) =cosh (1®]0) (0] —1® 1) (1])

+sind (1@ 10) (1] + 1@ 1) (0]) (2.15)

De igual forma, si el observador A realiza una medicién se obtiene

01) — [10)

(EW-aw 1)) =[0)0lel-1)(1|el
V2 (2.16)

_|o1) +]10)
V2

y finalmente el valor esperado del producto de ambas mediciones es
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(W [(5a-a)(6R-b)[¢) = %(<01| + (10[)(sin 6 |00) — sin 6 |11)
—cosf |01) — cos 8 |10))

1
= 5(— cosf — cos6) (2.17)

= —cosfy

=—a-b.

Es evidente entonces que las correlaciones cudnticas no son reproducibles por medio
de nuestro modelo de variables ocultas. Podriamos todavia hacer modificaciones para
que los resultados de (2.13) sean iguales a los de (2.17) si permitimos que los resultados
de la medicién A(a,\) y B(b,\) también dependan de b y a respectivamente. Por
ejemplo, podemos remplazar al vector a en (2.13) por un vector @’ que se obtiene
rotando a hacia b hasta que

20’

1—— =cos¥ (2.18)
T

donde 0’ es el dngulo entre a' y b. Esto implicaria sin embargo que el resultado de las
mediciones del observador A ahora depende también de la orientacién del detector del
observador B por lo que nuestro modelo de variables ocultas dejaria de ser local.

Hasta ahora solo hemos considerado un modelo especifico de variables ocultas y
es necesario buscar un resultado mas general. Para ello, observamos que si tomamos
los valores esperados de tres conjuntos de mediciones, para cualquier modelo local de
variables ocultas siempre se cumple que:

E(a,b) — E(a,¢)

A la ecuacion (2.19) se le conoce como la desigualdad de Bell [4]. Este resultado
es importante porque nos permite establecer una condicién que deben cumplir todas
las teorfas locales y verificar si éstas son compatibles con la mecanica cudntica.
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Si se escogen las orientaciones de los detectores a, 13, y ¢ de forma tal que estas
formen &ngulos con valores Oy = 7/2 y Oy = Ope = 7/4, la ecuacién (2.19) y las
correlaciones cudnticas (2.17) nos darfan que 1/v/2 < 1 — 1/4/2 por lo que si el for-
malismo de la mecédnica cudntica es correcto, no es posible describir las resultados de
las mediciones en una forma local y realista como en (2.9). La inconsistencia entre la
mecanica cuantica y las teorias locales de variables ocultas tiene implicaciones profun-
das y apunta hacia la realizacién de un experimento que ponga a prueba la validez
de estas teorias. La deduccién de la ecuacién (2.19), a pesar de ser matemdaticamente
correcta, supone la existencia de (anti)correlaciones perfectas, lo cual es poco realista
en la practica debido a limitaciones en la eficiencia de los detectores, por lo que resulta
dificil verificar experimentalmente la violacién de la desigualdad de Bell.

Para solucionar esta situacién Clauser, Horne, Shimony y Horne [12] proponen un
esquema alternativo al de Bell, que de igual forma permite verificar si la mecanica
cudntica es compatible con una teoria local y realista, y que en principio se puede
poner a prueba experimentalmente. Los autores proponen que para alguna eleccién de
b y b se cumpla que E (I;, v )=1—06con0 < 4§ <1y de esta forma se evita la condicién
poco realista de correlacién perfecta (i.e. 6 = 0). Si dividimos al espacio de parametros
A en dos subespacios Ay y A_ tales que Ax = {\A(Y,\) = £B(b,\)} entonces

1-0=E®bV) = /A B2(b, \) p(\) dX — / B2(b, \) p(\) dA
* - (2.20)

— / B2(b, \) p(A) dX — 2 / B2(b, ) p(X) dA
A

y esto implica que

/ p(\) d\ = 6/2. (2.21)

Por otro lado se tiene que

/ B(b,\) B(¢,\) p(\) dA = / AW, X) B(&,\) p(X) dX — / AV, 0) B(&,\) p(X) dA
A

Ay
— [ AW N BE N p(n) dr— 2 / A 2) B(6, ) p(\) dA
A

> B, ¢) —2/ ‘A(E’,A)B(é, A)‘ p(N) dA

=E®,¢) - 0. _
(2.22)

Entonces, utilizando (2.20) y (2.22) podemos re-escribir (2.19) como
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|M@®—E@éﬂ§LiAB@MB®AMMMA

<1-E®Wl,é)+6 (2.23)

=2-E(l,¢)— EW,b)

que es la desigualdad CHSH. La ventaja de este resultado es que puede aplicarse
directamente a mediciones experimentales si se utiliza un ensamble de particulas, cada
una de ellas preparada en un estado enredado. Es necesario utilizar dos aparatos de
mediciéon y se deben etiquetar los eventos de deteccién con los valores +1 y —1. Si
Unicamente se toman en cuenta las cuentas de las coincidencias entre ambos detectores,
el valor esperado se puede aproximar de acuerdo a

_ N++(a7 b) + N——(a’ b) — N+_(CL, b) — N_+(CL, b)
a N-H-(a) b) + N——(a’ b) + N+_(CL, b) + N—+(a7 b)’
donde Ni4(a,b) corresponde a medir que la primera particula esté en el estado +1 y
la segunda en el estado +1 cuando los detectores estan orientados en la orientacién a
y b respectivamente, y similarmente para los valores de las otras N’s. De esta forma la
desigualdad (2.23) se puede aplicar directamente al nimero de cuentas experimentales.

En la préactica llevar a cabo un experimento concluyente que descarte las teorias de
variables ocultas locales resulta més complicado de lo que muestra la ecuacién (2.24).
Por un lado, se debe excluir la posibilidad de que las mediciones en A afecten los re-
sultados de B por medio de una influencia local que se propaga con velocidad menor
a ¢, es decir, se requiere que la eleccion de la orientacion de los detectores y la detec-
cion de las particulas sean eventos espacialmente separados. El experimento de Weihs
[35] logré esto utilizando una configuracién en la que la orientacién de los detectores
se cambiaba de manera aleatoria en un tiempo muy corto con respecto al tiempo de
vuelo de las particulas. Adicionalmente al problema de la comunicacién, dado que ini-
camente se detecta una muestra del nimero total de particulas emitidas por la fuente,
es necesario suponer que la muestra de particulas detectadas es representativa. De
otra forma, se podria argumentar que es posible dar una descripcién local y realista
del comportamiento del ensamble de particulas, pero que la muestra detectada tiene
una distribucién tal que se viola la desigualdad de Bell. Para evitar esta suposicién
se requieren eficiencias mayores a 2(v/2 — 1) ~ 82.84%. Si los detectores tienen adi-
cionalmente algin tipo de filtro o polarizador, lo cual es comin cuando se realizan
experimentos con fotones, se asume también que las tasas de deteccién en coincidencia
con un filtro colocado en cada detector son menores a las tasas de detecciéon cuando
solo se utiliza un filtro en uno de los detectores. Se han realizado experimentos con
iones [33] para los cuales se tienen altas eficiencias de deteccidn, evitando asi hacer
suposiciones adicionales. Sin embargo, hasta antes del 2005 [17] no se tienen experi-
mentos que al mismo tiempo logren resolver el problema de las eficiencias de deteccion
y la comunicacion al mismo tiempo, aunque es posible que el experimento de Zeilinger
de 2011 [39], o algtn refinamiento del mismo, lo logre.

E(a,b)

(2.24)



Capitulo 2. jPuede considerarse a la mecanica cudntica como
31 completa?

Hasta ahora hemos visto que las desigualdades de Bell son una forma de determinar
si es posible dar una descripciéon mas completa de la realidad fisica por medio de varia-
bles ocultas locales. Sin embargo, este resultado es més general y tiene implicaciones
mas alla de la existencia de modelos de variables ocultas, pues como veremos a con-
tinuacion, también es posible deducir desigualdades de este tipo de forma puramente
fenomenolodgica y sin utilizar el concepto de variables ocultas.

Para esto consideremos una vez més el caso en el que dos observadores A y B
realizan mediciones locales del espin de dos particulas en el estado [1)™) en la direccién
de dos vectores coplanares @ y b. Llamemos A(a) al resultado de medir &4 a y B(b) al
resultado de medir &%)- b. Los valores promedio después de repetir ambas mediciones
N veces son

(@) = 5 Y 4i(a)
. ! (2.25)
(BO) = 1 Y Bib).

Siguiendo el desarrollo de Peres [29], tratemos de imaginar cudles podrian ser los
resultados de otras mediciones en direcciones a’ y . Es imposible saber con certeza los
resultados (al menos que @' = +a y V= :I:B) porque no se realizé ninguna medicién.
Sin embargo, las mediciones podrian haber sido realizadas en lugar de las mediciones
en la direccién de a y b y los resultados podrian haber sido inicamente +1.

Podemos entonces intentar construir una tabla que incluya los resultados de las
mediciones que si se llevaron a cabo y los resultados de las mediciones hipotéticas. No
sabemos como rellenar todos los espacios porque para cada medicién en las direcciones
de ay b tenemos 4 posibles resultados de las mediciones hipotéticas. Si se llevan a
cabo N mediciones entonces podemos imaginarnos 4V tablas diferentes. Desafortuna-
damente, como veremos a continuacién, ninguna de estas tablas es aceptable.

No. exp. 1 2 3 - - - N
Experimentos  A(a) +1 41 -1 .
realizados B(b) -1 +1 -1
Experimentos  A(a’) O
no realizados  B(V) O S

Tabla 2.1: Comparacién entre mediciones realizadas e hipotéticas.

La forma correcta de rellenar la tabla debe cumplir que para una N suficientemente
grande esperamos que (A(a)) = (B(b)) = 0, y que el promedio del producto de dos
mediciones reproduzca las correlaciones

(A(a)B(b)) = % Z Aj(a)B;j(b) = E(a,b).
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Si queremos que los resultados de las mediciones hipotéticas sean consistentes con
la mecanica cuantica, las correlaciones deben ser

E(a,b') = ((6-a)(5 - V)
E(d',b) = ((& - &) (6 - b)) (2.26)
E(d,V) = ((6-d)(&-V))

porque los experimentos podrian haber sido realizados y los resultados obtenidos de-
berian ser consistentes con las leyes de la fisica.
Ahora, para cualquier eleccién de vectores a, a’, b y b’ siempre se cumple que

A(a)B(b) + A(a)B() + A(d)BY) — A(d)B() = +2 (2.27)

por lo que al promediar este valor para varias mediciones obtenemos

% 3" [A@)BE®) + Al@)BE) + A(@)BY) - A()BE)]|

(2.28)
= |E(a, b) + E(a,V) + E(d’,b) — E(a',b')’ < 2.
que es otra de las desigualdades de Bell.

Los valores promedio de cualquier tipo de medicién (clésica) con resultados alea-
torios, sin importar cudl sea el mecanismo detras de estos, necesariamente siguen esa
desigualdad. La sencillez del argumento nos lleva a pensar que los resultados de cual-
quier teorfa fisica razonable deberian seguir la desigualdad (2.28), sin embargo en el
caso de la mecanica cuantica las correlaciones son mas fuertes que en el caso de las
teorias clasicas ya que como se observa en la figura 2.3

|E(d7 Z;)cudntico| 2 ‘E(&7 I;)cldsico| (229)

y hay un espectro continuo de dngulos de medicién para los cuales (2.28) no se cumple.
La méxima violacién ocurre cuando @’ y ¢’ forman un dngulo de 57/4 y los otros tres
un angulo de 7/4. Entonces,

i b=a-b=a-V=—a-0'=1/V2 (2.30)

y el lado izquierdo de (2.28) vale 2v/2.

El problema con el razonamiento anterior es que supusimos que era posible rellenar
la tabla pero la mecédnica cudntica no permite asignar valores bien definidos a las
cantidades A(a), A(a), B(b) y B(Y); en un experimento se pueden medir tinicamente
a dos de ellas como méaximo por lo que no tiene sentido hablar de las cuatro cantidades,
ni siquiera como cantidades desconocidas. Al comparar los resultados de experimentos
que se llevan a cabo con los resultados de experimentos hipotéticos que podrian haberse
llevado a cabo llegamos inevitablemente a la conclusién de que es imposible imaginar
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E(a,b)

— Mecanica cuantica
-- Teorias locales

-1

Figura 2.3: Correlaciones clasicas y cuanticas.

los resultados de experimentos no realizados en una forma en que sean compatibles con
los experimentos realizados, la separabilidad (localidad) de las mediciones individuales,
y la mecanica cuantica. En otras palabras, los experimentos no realizados no tienen
resultados, o la suposiciéon de localidad en las mediciones no es correcta.

Ante la situacién que se nos presenta, la salida facil es pensar que no tiene sentido
especular sobre los resultados de experimentos no realizados. De esta forma la mecanica
cudntica quedaria liberada de varias dificultades conceptuales pues ni siquiera tendria
sentido formular el argumento E.P.R. Sin embargo, solo estariamos déndole la espalda
al problema y si lo que realmente buscamos es tener un mayor entendimiento de la
teoria, la violacién de las desigualdades de Bell parece indicarnos que los resultados de
las mediciones no son independientes e inclusive puedan depender de una infinidad de
parametros adicionales A = A(a, b, \, 4, )

Este resultado no deja de ser sorprendente pues estamos acostumbrados a pensar en
términos de sistemas aislados cuyo comportamiento es independiente de lo que ocurre
en el resto del mundo, y las desigualdades de Bell nos muestran que esta separacion no
es posible si estamos dispuestos a aceptar que las predicciones de la mecanica cuantica
son correctas. Una medicién individual en A no es independiente de lo que ocurra en
B y viceversa, al observar el calcetin izquierdo del Dr. Bertlmann se determina el color
del calcetin derecho. La separabilidad en mecanica cuantica inicamente es valida para
un promedio de mediciones, pues sin importar cudntos pardmetros consideremos que
afecten el resultado de una medicién, siempre se cumple que

P
N
—
Q>
[« %
>
o
se
—
>
>
P
~—
~
I

|
Q>
[« b

Esto sera de importancia para definir la estructura causal de la mecénica cuantica en
el siguiente capitulo.
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Es importante mencionar que aunque hasta ahora hemos tratado el tema de la falta
de realismo local y las violaciones del teorema de Bell para el estado de singulete [¢)7),
el teorema de Gisin [20] muestra que cualquier estado puro, bipartita, y enredado viola
la desigualdad de Bell (2.28). Para el caso de los estados mixtos la relacién entre el
enredamiento y la falta de realismo local no es tan directa pues existen estados mixtos
que a pesar de estar enredados no presentan violaciones de la desigualdad (2.28),
permitiendo asi una descripcion local y realista [37].

2.3. La igualdad de GHZ, o el teorema de Bell sin de-
sigualdades

Las desigualdades de Bell dejan claro que hay un conflicto entre las predicciones
estadisticas de la mecéanica cuantica y la idea de realismo y localidad cuando considera-
mos un sistema de dos particulas enredadas. Sin embargo, en 1989 Greenberger, Horne
y Zeilinger mostraron [18] que si se consideran sistemas de mds de dos particulas es
posible observar violaciones més dramaticas del realismo local en la mecdnica cuéntica.
Estas violaciones no se restringen tinicamente a las predicciones estadisticas e inclusive
permiten introducir igualdades.

Consideremos un sistema de tres particulas con espin 1/2 descrito por

W)y = é (I000) — [111)). (2.31)

Es facil mostrar que |¢) 5 es un eigenestado del conjunto de operadores formados

a partir del producto tensorial de los operadores de espin de cada particula 6’1-0 ), de
forma tal que podemos medir en dos particulas la proyeccién en y y en una la proyeccion
en x. Por ejemplo, para la combinacién &;1)&52)653), si medimos el espin de la primera
particula obtenemos
1
A(1
Ug(g ) Wanz = ﬁ (1100) —|011)) = W/>GH2- (2.32)

Si posteriormente se mide el espin de la segunda particula se obtiene

1

&1(12) W)enz = NG (1110) +(001)) = ") g7 - (2.33)

Y finalmente para la medicién de la tercera particula

i2

V2

Como los operadores de espin de las tres particulas conmutan entre si no importa
el orden en que se realicen las mediciones y encontramos que, efectivamente, (1) -y, €s
un eigenestado de 6&1)6(2)&353) con eigenvalor 1. Por la simetria del estado es evidente
que éste también es un eigenestado con el mismo eigenvalor del producto de operadores

o0 W) anz = 75 (I111) = 1000) = [¢) 17 - (2:34)
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~(1)~(2) ~(3) - (1) ~(2) ~(3

)
Oy 0y 0y y Oy 0y 0p . Esto implica que antes de realizar una medicién podemos

saber con certeza que el producto de las tres mediciones siempre toma el valor +1, atin
(4)

cuando no tenemos forma de predecir el valor de cada medicién individual de 6,y pues
P(a?(f) ® 0(2) ® ol )=1)=1
Pe) ® ‘73(52) ® oy, ) —1)=1 (2.35)
PV ® 0152) ® UZ(! J=1)=1

Vemos por otro lado que si medimos la proyeccién del espin en x de las tres particu-
las obtenemos

1
D W) oy = 5 (1110) — Jo01) = " crz (2.36)
y
1
R 7 (J111) — [000)) = — [¥) ez (2.37)

por lo que [¢) sy, también es un eigenestado del producto de operadores 09(; )03(62) g(c )

con eigenvalor igual a —1. En este caso

PeV@oP ool =-1)=1 (2.38)

y el producto de las tres mediciones siempre debe valer —1.

A continuacién tratemos de investigar las propiedades de [¢),, desde un punto
de vista local y realista en el esquema de E.P.R. Supongamos entonces que el espin
de una particula es una cantidad bien definida y llamemos Ay, Byy vy Czy a los
resultados de las mediciones del espin de la primera, segunda y tercer particula, ya sea
en la direccién del eje x 6 y. Dadas las probabilidades (2.35) se tiene que

A,B,Cp =1
AyB,Cy =1 (2.39)
AyB,Cy = 1.

Si se mide el espin de cada particula en regiones espacialmente separadas, la loca-
lidad implica que los valores obtenidos para cada particula deben ser independientes
del tipo de medicién que se realice en las otras dos. Podemos entonces realizar mas
mediciones sobre el mismo estado, y como el cuadrado de cualquier valor A,B, o C
siempre vale 1 podemos combinar los resultados para encontrar el valor del producto
de los tres espines en x:

(AyB,Co)(AyByC,)(AgB,Cy) = AyByCy = +1. (2.40)
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Hemos encontrado una contradiccion pues de acuerdo a (2.38) esta cantidad deberfa
tener un signo opuesto. En este caso la contradiccion entre la mecénica cudntica y las
teorias locales y realistas se vuelve mas dréastica ain, pues las predicciones no solo
difieren por un factor de v/2 como en el caso de las desigualdades de Bell sino que son
completamente opuestas.

La contradiccién entre nuestro razonamiento y la mecanica cuantica se debe a que,
por un lado, supusimos que si las mediciones se llevan a cabo en regiones espacialmente
separadas los resultados de cada medicién deben ser independientes de las mediciones
que se efectiian en las otras particulas. Por otro lado, supusimos que las proyecciones
de los espines en x y y son propiedades intrinsecas bien definidas. En el caso de las
mediciones del espin de [)™) vimos que solo podemos asociar un valor bien definido o
“elemento de realidad” al espin de una particula para una configuracién experimental
determinada, ya que los operadores de espin no conmutan entre si. En este caso los
cuatro operadores que utilizamos conmutan entre si y en principio se podria utilizar
un dispositivo para medir los 4 simultdneamente. Sin embargo, al utilizar un razona-
miento realista también supusimos que la medicién del producto de tres operadores es
equivalente a la medicién separada de cada uno de ellos y se les atribuye “elementos de
realidad ”separados, lo cual nos lleva a contradicciones. Por lo tanto, resulta imposible
disenar un 1nico experimento que nos permita conocer por separado las cantidades
Ay, Bryy Cypy, cosa que antes habfamos asumido que era posible.

Para finalizar este capitulo, podemos resumir la estructura légica de las desigual-
dades (2.28), (2.23) y (2.19) y la igualdad que acabamos de estudiar como una forma
de mostrar que el siguiente conjunto de suposiciones resulta contradictorio:

1. Las cantidades fisicas tienen asociados propiedades intrinsecas antes de su medi-
cion o “elementos de realidad”

2. El principio de localidad es valido

3. Las predicciones de la mecanica cuantica son correctas

y que debemos renunciar al menos a una de ellas. La motivacién para realizar pruebas
experimentales del teorema de Bell es precisamente verificar si es la tercera suposicién
la que debemos abandonar. Hasta ahora, los experimentos han mostrado que las pre-
dicciones de la mecénica cudntica son correctas y de ahi su incompatibilidad con las
teorias locales. Ningun experimento es perfecto y se podria argumentar que las pruebas
experimentales no son concluyentes pues todavia existen huecos que permitirian expli-
car los resultados de una forma local. Es necesario hacer un experimento en el que no
sea necesario hacer suposiciones adicionales sobre la muestra de particulas detectadas
vy al mismo tiempo se excluya una conexién causal entre la fuente, las particulas, y
los detectores. Sin embargo, parece poco realista pensar que hasta ahora los experi-
mentos se ajustan de manera casi perfecta a las predicciones de la mecdnica cuantica
pero fallardn en situaciones suficientemente criticas. Consideramos entonces que es de
mayor importancia estudiar las consecuencias de la violacion del teorema de Bell en el
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contexto de la relatividad especial, las mediciones y la causalidad, que es el tema del
siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Sobre localidad y causalidad

En esta capitulo trataremos de formular las nociones de causa, efecto y correla-
ciones en el contexto de la mecanica cuantica y la relatividad especial utilizando el
principio de causalidad local de Bell. Dado que la mecénica cudntica no es una teoria
localmente causal estudiaremos otras condiciones que consideramos importantes para
que la descripcién cuantica y relativista sean consistentes: causalidad en las mediciones
e invariancia de las probabilidades bajo transformaciones de Lorentz.

Combinar mecanica cuantica y relatividad ha sido quiza uno de los problemas mas
grandes que ha enfrentado la fisica moderna. Para garantizar la coezistencia pacifica
[34] entre ambas teorias, la descripciones del mundo fisico que nos proporcionan ambas
teorias deben ser consistentes entre si. Esto no resulta del todo sencillo. Cuando se
trabaja en el contexto de la relatividad, usualmente se piensa en eventos localizados
en el espacio-tiempo en los que las cantidades fisicas tienen asociados valores obje-
tivos. Las leyes de transformacién entre sistemas inerciales estan bien definidas por
lo que no hay ambigiiedades al definir conceptos como momento, posiciéon o tiempo.
La velocidad de la luz impone un limite a la velocidad de propagacién de cualquier
tipo de senal y esto genera una estructura causal en el espacio-tiempo. La mecénica
cuantica por otro lado nos habla de funciones de onda y operadores hermitianos en un
espacio de Hilbert. La localizabilidad de las particulas clésicas es reemplazada por la
difusividad de la mecénica ondulatoria y el concepto de “momento de una particula”
no es problematico inicamente cuando no se piensa mucho en él pues el colapso de la
funcién de onda permite localizar instantdneamente algo que antes estaba disperso en
todo el espacio. Si bien nada puede viajar més rapido que la luz, parece que éste no
es el caso de las convenciones matematicas que pueden propagarse con una velocidad
tan rapida como sea conveniente. Este podria ser el caso de la funcién de onda si se
le considera tnicamente como una herramienta matematica que contiene informacion
de los posibles resultados de experimentos y que no tiene significado fisico alguno. Sin
embargo, algunos experimentos recientes [26] muestran que es posible medir la funcién
de onda, e inclusive determinar la parte real e imaginaria de ésta, lo cual nos lleva a
cuestionarnos si la funcién de onda es simplemente una convencién.

Si queremos tomarnos en serio el limite impuesto por la velocidad de la luz es nece-

39
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sario entonces distinguir entre convenciones matematicas y cantidades objetivas. Bell
[5] define el concepto de beables o ezistibles de una teoria como todo lo que, al menos
en principio, podemos pensar que corresponde a algo real. Si la propiedad estd aso-
ciada a una regién especifica del espacio tiempo podemos hablar de ezistibles locales.
Como vimos en el capitulo anterior, el concepto de “realidad” puede ser problemético
en mecanica cuantica, pero si queremos pensar que el mundo tiene propiedades inde-
pendientes del observador los ezistibles parecen una buena alternativa. Sin embargo,
como se estudié en el primer capitulo, en mecanica cuantica tinicamente se define el
concepto de observable por lo que inicamente los aparatos de medicion y los resultados
experimentales pueden considerarse como reales y localizables.

3.1. La causalidad local de Bell

f La formulacion actual de la mecdnica cuantica no nos permite distinguir sin am-
bigiiedad qué es lo que no puede viajar mas rapido que la luz, sin embargo como minima
condicién para que ésta sea consistente con la relatividad esperariamos que las causas y
efectos no se propaguen con velocidades superluminicas. De otra forma en algiin marco
de referencia los efectos precederian a las causas lo cudl no es aceptable. Bell introduce
la siguiente definicién [5] para determinar si es posible describir a la mecénica cuanti-
ca en un contexto que sea, en la forma menos restringida posible, consistente con los
conceptos de localidad y causalidad que impone la relatividad especial.

Condicién 4 (Principio de causalidad local). Las causas y efectos de los eventos son
cercanos y no se encuentran mds lejos de lo permitido por la velocidad de la luz, por
lo que dos eventos Ey y Es estan causalmente relacionados si y solo si (xe — x1)2 —
C(tg — t1)2 <0

Si se tienen dos regiones 1 y 2 espacialmente separadas entre si como se muestra
en la figura 3.1, las causas de un evento en la regiéon 1 deben encontrarse en su cono
de luz del pasado y los efectos en su cono de luz del futuro. Si la regién 2 se encuentra
espacialmente separada de 1, no deberia haber causas ni efectos en los eventos de 1.
Esto, sin embargo, no implica que eventos en 2 y 1 no puedan estar correlacionados. La
definicién es bastante intuitiva pero podemos formalizarla un poco mas si introducimos
la siguiente definicion.

Condicién 5 (Teoria localmente causal). Una teoria es localmente causal si para dos
eventos E1 y Fy contenidos respectivamente en regiones espacialmente separadas 1 vy
2, la probabilidad de ocurrencia, descrita por la teoria, del evento F es independiente
de Eo y estd especificada por un conjunto suficiente de eventos Es en el cono de luz
del pasado de 1 como se muestra en la figura 3.2, es decir,

P(E:|Es, E3) = P(E4|E3). (3.1)
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efectos
tiempo
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canusas

Figura 3.1: Localizacion en el espacio tiempo de las causas y efectos de los eventos en la
regién 1.

Si la region 3 no se intersecta con el cono de luz del pasado de 2, entonces cualquier
informacién acerca de la regién 2 se vuelve redundante cuando 3 estd completamente
especificado.

Figura 3.2: En una teoria locamente causal, las especificaciones de lo que ocurre en 3
vuelven redundantes los eventos que ocurren en 2 para las predicciones de 1.

El principio de causalidad local es también importante para explicar y entender
las correlaciones entre eventos, lo cual es de particular importancia en la mecénica
cudntica, como se vio en el capitulo anterior. Si se observan correlaciones entre dos
eventos, ya sea en un sistema clasico o cudntico, es natural buscar una explicacién, por
lo que usualmente se asume que ambos tienen una causa comun o que un evento es la
causa del otro. Si la segunda opcion es la explicacién de las correlaciones, y estas se dan
de manera instantanea entre dos eventos espacialmente separados entonces se tendria
accién a distancia, lo cudl no estd permitido de acuerdo a la relatividad especial. Es
necesario distinguir entre accién a distancia y correlaciones localmente explicables.

Consideremos un sistema bipartita sobre el cual se realizan mediciones de alguna
propiedad determinada y cuyos resultados estan correlacionados. Los resultados de las
mediciones estan representados por A en la regién 1 y B en la region 2 y los parametros
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a y b los determinan dos observadores. Esta situacion se ilustra en la figura 3.3. La
regién 3 del espacio-tiempo atraviesa los conos de luz del pasado de 1y 2 e incluye una
region en la que éstos no se intersectan. En este caso A junto con ¢, y ¢, que son los
parametros relevantes de cada subsistema especifican completamente los resultados.

ONPZON
ZA N VR SN

Figura 3.3: Diagrama en el espacio tiempo de las causas y efectos de dos eventos en un
sistema bipartita.

1

En general, si dos resultados A y B estédn correlacionados la probabilidad conjunta
no es separable, es decir,

P(A, Bla,b) # P(Ala)P(B|b) (3.2)

pero si tenemos informacién adicional sobre el sistema, en particular sobre sus causas
en el pasado, la probabilidad P(A, Bla,b, ¢4, cp, A) tendra un valor distinto que a su
vez podemos reescribir en términos de probabilidades condicionales como

P(A,Bla,b,cq,cp,\) = P(A|B,a,b,ca,cp, \)P(Bla, b, cq, cp, A). (3.3)

Hasta ahora solo se han usado reglas de probabilidad béasica. Sin embargo, si su-
ponemos que el sistema estd descrito por una teoria localmente causal y dado que
habfamos supuesto también que c,p y A especifican completamente al sistema en la
region 3, el conocimiento de algunas variables se vuelve redundante si las regiones 1 y
2 estan espacialmente separadas. La expresién (3.3) se reduce entonces a

P(A, Bla,b,c,\) = P(A|,a,cq, \)P(B|b, cp, A). (3.4)

La expresion anterior implica que en una teoria localmente causal la probabilidad
conjunta es factorizable en un producto de probabilidades en el que cada factor depende
unicamente de sus respectivos parametros locales a y b, de sus causas en el cono de luz
del pasado ¢, p y de la variable adicional A. Hemos encontrado entonces una formulacién
matematica de las consecuencias del principio de causalidad local: la factorizabilidad
de probabilidades. Unicamente las correlaciones que permitan una factorizacién de la
forma (3.4) son local y causalmente explicables. Podemos resumir el resultado anterior
por medio de la siguiente relacién.

teoria localmente causal = factorizabilidad de probabilidades (3.5)



43 Capitulo 3. Sobre localidad y causalidad

3.2. La estructura causal de la mecanica cuantica

En el caso de las correlaciones de los resultados de un experimento tipo E.P.R.B.
podemos interpretar a A y B como los resultados de las mediciones del espin de dos
observadores, a a y b como las orientaciones de los detectores, ¢; como cualquier variable
permitida por la mecanica cuantica ordinaria que sirva para especificar al dispositivo
experimental, y A como una variable adicional y desconocida.

La tinica herramienta con la que contamos para calcular probabilidades en mecéanica
cuantica es la funcién de onda. Las probabilidades asociadas al estado [1)™) se pueden
calcular facilmente:

) 1,0,

P(1,1ja,b) = P(~1,~1]a,b) = 5 sin? 71’ (3.6a)
P ~ 7 1 Qeab

P(1,-1|a,b) = P(—1,1]a,b) = 5 cos” == (3.6b)

que claramente no son factorizables en expresiones de la forma (3.4). La situacién es
similar cuando se consideran las probabilidades asociadas a los otros estados de la base
de Bell. Entonces, por contraposicién de la relacién (3.5) se sigue que las correlaciones
cuanticas no son local ni causalmente explicables. Cuando ambos detectores tienen la
misma orientacion, la medicién de una particula en la regién 1 permite predecir con
certeza el antes desconocido resultado de la otra particula en 2, y no hay forma de que
hagamos que el resultado de 1 sea redundante para 2 si especificamos los eventos en
alguna regién 3 del cono de luz del pasado de 2: la mecanica cuantica no es localmente
causal.

La violacién del principio de causalidad local esta implicita también en las desigual-
dades de Bell ya que podemos escribir la correlacion en términos de las probabilidades
condicionales como

> ABP(Ala,ca, \) P(Bb, ¢, A) p(X|ca, cp) dX
A,B

E(a,b,c)

(3.7)

>\ >\

(A(a, A, cq))(B(b, A, cp)) p(Aca, cp) dA

de donde se pueden deducir las desigualdades por medio de una simple manipulacién
algebraica. Lo que hemos adquirido con el andlisis anterior es que ahora tenemos una
imagen clara en el espacio tiempo de lo que implica la violacién del principio de causali-
dad local de las correlaciones cuanticas. Queda claro entonces que la mecénica cuantica
no es localmente causal y esto no se debe algin tipo de incompletez en su formalismo.

. Por qué no impresiona esto a algunos fisicos? No todos estan dispuestos a tomarse
en serio a la funcién de onda, y no creen que sea la historia completa. Es mas facil pensar
en calcetines con colores determinados o sistemas con propiedades bien definidas antes
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de la medicion. La mecdnica cuantica no es como los calcetines del Dr. Bertlmann, pero
si el color de los calcetines se define al momento de la observacién entonces empezamos
a dudar si hay algo mas alld y conjeturamos que una teoria méas completa deberia ser
localmente causal.

La falta de causalidad local nos lleva a formular paradojas sobre los resultados de
las mediciones. Por ejemplo, consideremos a un observador en un sistema de referencia
S que hace una medicién de 69) de una particula en un estado |1)~) a un tiempo t;. Las
probabilidades de medir +1 é —1 son las mismas. Supongamos, por ejemplo, que mide
el valor +1, entonces el estado colapsa instantdneamente al estado |01), correspondiente

(1)

al eigenvalor de 65’ que se midid, por lo que si otro observador espacialmente separado
e (2 , . ,

hace una medicién de ag ) en la otra particula a un tiempo t9 > t1 observara con toda

certeza el resultado —1. Ahora consideremos la misma situacién desde otro sistema de

referencia S que se mueve respecto de S con una velocidad tal que #, < t}. La mecédnica

cudntica nos dice que en este caso podemos medir ambos eigenvalores de O',g; ) +1y —1,
con la misma probabilidad. Pero para el otro sistema de referencia hablamos visto que
debiamos medir el valor +1 con probabilidad 1 y en consecuencia la descripcién de una
misma situacion fisica puede cambiar drasticamente para dos sistemas de referencia.

Otra paradoja que nos lleva a conclusiones igualmente impactantes es la siguiente.
Un sistema de dos particulas se prepara inicialmente en el estado [00). Si a un tiempo
determinado t; se efectiia una medicién del cuadrado del espin total J J2 el sistema
queda inalterado pues es un eigenestado de este operador, y si a un tiempo t1; + € se
mide (39) se obtiene con certeza el resultado +1. Consideremos por otro lado que a un
tiempo t1 — € algulen voltea el espin de la primera particula de forma tal que el estado
cambia a [10). Este no es un e1genestado de J2 pero podemos escribirlo en términos
de la base de eigenestados de J? y J.

1. = 0,02 =0) = [$7), [J. = 0,J% =2) = [¢7)
T, =1,J>=2)=|00), |J, = —1,J%=2) =|11)

como [10) = % [[¥+) — [¢7)]. Entonces, después una medicién de J2 el sistema ins-
tantdneamente cambia al estado |1)T) o [1»7). Independientemente de cuél sea el re-

sultado, si a un tiempo t1 + € se mide &22 , la probabilidad de medir el resultado +1
6 —1 es la misma mientras que si no se volted el primer espin se mide a t = t; — € el
resultado +1 con certeza. En consecuencia, si se efectiia una medicién de J? al tiempo
t1, las probabilidades asociadas al segundo espin al tiempo t; + € dependeran de las
propiedades del primer espin al tiempo ¢; — €. Dado que podemos hacer la separacion
entre las particulas arbitrariamente grande y el tiempo € arbitrariamente pequeiio, pa-
receria que la medicién de J? es capaz de transmitir informacién discernible entre 1 y
2 a velocidades superluminales, generando asi una violacion de la causalidad local.
Sin embargo, a pesar de la existencia de situaciones aparentemente contradictorias
como las que se mencionaron, y la falta de localidad causal, resulta que la mecanica
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cudntica si tiene una estructura causal que surge a partir de una relacién de conmuta-
tiidad local propuesta por Heisenberg [21]:

La mecédnica cudntica asume que para cualesquiera dos operadores A y B que
actian en regiones espacialmente separadas siempre se cumple que

[21, B} =0 (3.8)

independientemente de si estos conmutan o no entre si cuando operan localmente. Lo
que se estd asumiendo implicitamente en (3.8) es que la accién de los operadores es
local. Esto significa que el sistema cuantico se describe efectivamente en en un espacio
producto de dos diferentes espacios de Hilbert |¥(#')) € D @ HB) y cada uno de los
operadores afecta inicamente a un subespacio, es decir, A = E?) @1 yB=1® EB).
Esta condicién garantiza que adn si los resultados de A y B muestran correlaciones
que se propagan mas rapido que la luz, éstas no pueden ser usadas para transmitir
informacion.

Podemos escribir a los operadores en términos en sus respectivas bases de eige-
nestados A = 3,a; Po, y B =Y, b;D,, con Po, = |a;) (as| y Py, = |bj) (bs]. Si un

observador A mide el operador A y obtiene el valor a; el estado colapsa a

p— ]?’aip]aji = pi. (3.9)

Si otro observador B espacialmente separado pudiese obtener informacién acerca
de lo que hizo el observador A, esto se veria reflejado en las estadisticas de medicién
de otro operador B. Si A no le informa sus resultados por medio de algiin tipo de
comunicacioén clasica la probabilidad de B de medir b; es

PBG) =" tr(Py,p)
el
= Ztr(ﬁbjpajp]?’gj)
i€l

icl (3.10)

En la expresion (3.10) podemos eliminar a los operadores del observador A. En-
tonces las estadisticas en B son independientes de los resultados que A esté midiendo
simultaneamente en otra regién del espacio, por lo que la expresién (3.8) efectivamente
garantiza que no haya transferencia instantanea de informacién, es decir, las prediccio-
nes estadisticas de los resultados de las mediciones no dependen de influencias externas
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afuera del cono de luz del pasado de la observable en cuestiéon. Como la probabilidad de
medir un resultado no se ve alterada por otra medicién cuando tomamos el promedio
sobre todos los posibles resultados de la primera medicién, para la mecanica cuantica
no tiene sentido formular las paradojas anteriores.

3.3. Otras consideraciones

(Debemos entonces tomar la idea de no-senalizacién con velocidad méas rapida
que la luz como la expresién fundamental de la estructura causal de la fisica con-
temporanea? Si bien la formulacién matematica es clara y nitida, ésta se relaciona
Unicamente con una estructura causal en lo que concierne a intervenciones externas
o mediciones, y utiliza conceptos como el colapso instantdneo de la funcién de onda
que no tienen una formulacién covariante. Nos preguntamos entonces si el teorema de
Bell y la no-senalizacion son suficientes para garantizar una coezistencia pacifica entre
mecdanica cuantica y relatividad o si hay una inconsistencia aparente.

Primero, notemos que la condicién de conmutatividad local no se sigue como conse-
cuencia de un conjunto de principios sino que se postula como el argumento matematico
que representa el hecho de que no se puede intercambiar una senal entre dos puntos
separados por un intervalo espacial y por lo tanto las mediciones en tales puntos no
deben interferir entre si. Algunos autores como Peres [32] consideran la no-senalizacién
como una prueba de consistencia entre mecénica cudntica y relatividad, sin embargo
podemos pensar que una prueba de un resultado de una teoria que fue construida para
garantizar ese mismo resultado no es una prueba contundente [28]. Tal vez lo tnico que
muestra la conmutatividad local es que el requerimiento de no-senalizacién se puede
trabajar de forma consistente con el formalismo cudntico. La causalidad local de Bell
hace explicita la incompatibilidad entre las probabilidades asociadas a una medicion en
mecdanica cudntica y la estructura causal del espacio tiempo que impone la relatividad.
Con respecto a esto Bell [6] menciona que:

“Para mi ese es el verdadero problema con la teoria cuantica: el aparen-
te conflicto esencial entre cualquier formulacién precisa de ésta y la re-
latividad. Es decir, tenemos una aparente incompatibilidad, al nivel mas
profundo, entre los dos pilares fundamentales de la fisica contemporanea...”

Incluso si se toma como valida la conmutatividad local, no necesariamente se ga-
rantiza esta coeristencia pacifica entre relatividad y mecénica cuantica y es necesario
preguntarnos qué otras condiciones debemos pedir. A partir de las paradojas presen-
tadas en la seccién anterior consideramos que hay dos puntos importantes. Primero,
esperariamos que existiese una descripcién de la evolucion, en distintos sistemas de
referencia, de un estado cudntico sobre el cual se efectiian mediciones en diferentes
regiones espacialmente separadas. Ademds, si se realiza una transformacién lineal de
las coordenadas en el espacio-tiempo, las probabilidades asociadas a observables deben
permanecer constantes. Por otro lado, en relacion a la segunda paradoja, es importante
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considerar si es posible o no hacer mediciones locales de observables que no violen la
causalidad. Como veremos méds adelante estas dos condiciones estan relacionadas entre
si.

En mecéanica cudntica las transformaciones entre sistemas de referencia se repre-
sentan por medio de transformaciones unitarias. Se puede mostrar [36] que cualquier
transformacion de simetria, como es el caso de las transformaciones de Lorentz, tiene
una representacién unitaria. No abordaremos con detalle el tema de las representacio-
nes de las transformaciones relativistas y inicamente consideraremos algunas genera-
lidades que son necesarias para la discusién posterior. Si el lector desea obtener mas
informacién sobre este tema puede consultar [36].

Para encontrar las representaciones unitarias de las transformaciones de Lorentz se
trabaja en un espacio de Hilbert de estados |p, o) donde p es el vector de 4-momento y o
representa grados de libertad discretos, como por ejemplo el espin. La forma especifica
de las representaciones dependera de si se consideran particulas masivas o sin masa y
el nimero de grados de libertad discretos que se tienen, pero en general la descripciéon
del estado de una particula en un nuevo sistema de referencia es de la forma

U(A) |p, o) NZDM ) |Ap, o). (3.11)

En el nuevo marco de referencia el 4-momento de la particula es Ap. La rotacién de
Wigner estd dada por W(A,p) = L~(Ap) A L(p), donde L(p) representa una trans-
formacién de Lorentz que cambia el 4-momento de una particula de k = (m,0)”
p=(p",p)T y L7! representa la transformacién inversa y su accién cambia el espin de
la particula por medio de la matriz D, . (V). Se puede mostrar que las rotaciones de
Wigner dejan invariante al vector k:

W (A, p)k = L_I(Ap) AL(p)k = L_I(Ap) (Ap) = k. (3.12)

No profundizaremos en la forma especifica de los coeficientes D, (W), pero el lector
puede consultar [36] si desea obtener més informacién sobre este tema. Para el siguiente
desarrollo unicamente necesitaremos el resultado (3.12).

Es necesario pedir que las transformaciones sean unitarias ya que de esta forma se
conservan las probabilidades relacionadas con los resultados experimentales:

P'(a) = tr(P} [4') (')
= tr([U() L O WO () 1) (] TF ) (3.13)
= tr(Pu |4) (4]
= P(a).

Sin embargo, pedir que las probabilidades sean invariantes para todo sistema de
referencia no es una condicion trivial ya que las reglas para calcularlas involucran una
serie de operaciones matematicas que corresponden a eventos con un orden temporal
definido, y como ya se vio anteriormente, para observadores espacialmente separados
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el orden temporal entre eventos puede cambiar. En el caso particular del experimento
de E.P.R.B. la evolucién del sistema parece ser completamente diferente para dos
diferentes sistemas de referencia en movimiento relativo, y es precisamente por esto
que surge la primera paradoja que mencionamos. Antes de continuar tratando este tema
consideraremos la posibilidad de realizar mediciones causales de observables no-locales
y esto nos permitira responder algunas preguntas sobre la transformacién relativista
del estado de un sistema bipartita sobre el cudl se realizan mediciones.

3.4. Un esquema de mediciones causales

La instantaneidad del colapso de la funcién de onda puede ocasionar violaciones de
la causalidad local al hacer mediciones, en particular al medir observables no-locales,
tal como se observé en la seccion anterior. En esta seccién se dard una descripcién de
un esquema de medicion en el cual por medio de interacciones locales es posible medir
propiedades no-locales sin ocasionar violaciones a la causalidad.

Para dar una descripcién del proceso de medicién que sea consistente con la re-
latividad especial es importante considerar primero qué propiedades se pueden medir
a un tiempo bien definido y de manera causalmente local. Para esto introducimos la
siguiente definicién:

Condicién 6 (Medicién localmente causal). Dadas dos regiones del espacio 1 y 2
espacialmente separadas entre si, se dice que una medicion es localmente causal si a
un tiempo bien definido t1 se cumple que:

= Las probabilidades locales asociadas a la region 2 del espacio-tiempo al tiempo
t1 + € deben ser independientes de las condiciones en la region 1 al tiempo t1 — €.

» Las probabilidades locales asociadas a la region 1 del espacio-tiempo al tiempo
t1 + € deben ser independientes de las condiciones en la region 2 al tiempo t1 — €.

para una € suficientemente pequena.

Antes de continuar con los esquemas de mediciones causales, es necesario dar una
descripcién dindmica del proceso de medicién en mecénica cudntica. En general, al ha-
cer cualquier medicion se considera una interaccién con un aparato que esta construido
de forma tal que los valores asociados a sus grados de libertad estén correlacionados
con una observable O que se desee medir. Usualmente se describe al aparato con un
Gnico grado de libertad ¢ y un momento canénicamente conjugado 7. Para describir
el proceso de medicién se puede considerar una interaccién impulsiva, es decir, que la
interaccién entre el sistema y el aparato sea muy fuerte y de corta duracién, de tal
forma que los cambios debidos a cualquier otra interaccién se vuelven despreciables,
y se puede aproximar al Hamiltoniano total del sistema y aparato inicamente por un
Hamiltoniano de interaccién, es decir Hyy = Hjp;. Es necesario ademas que el Hamil-
toniano dependa de algin grado de libertad del aparato y de la observable para poder
lograr un acoplamiento entre el sistema que se mide y el aparato. Finalmente, si se
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elige un Hamiltoniano que sea funcién de cantidades que conmuten con el observable
que se desea medir se evita que la interaccion produzca cambios incontrolables en 0.
De esta forma, dependiendo de la forma especifica del Hamiltoniano, al medir una de
las cantidades asociadas al aparato se obtiene informacién sobre el estado cudntico.
Es importante notar que esta descripcién introduce una linea divisoria entre sistemas
cudnticos y aparatos clasicos, y la teoria no dice nada sobre cémo hacer tal separacion.
Sin embargo, hasta la fecha ésta es la descripciéon mas comunmente aceptada ya que ha
permitido explicar las observaciones experimentales por lo que es la que consideraremos
para intentar describir un proceso de medicién causal.

Aharonov y Albert [1] consideran un dispositivo disenado para medir el espin de
una particula por medio de una interacciéon local en un punto fijo x del espacio. La
interaccion entre el dispositivo y la particula esta descrita por el Hamiltoniano

Hine = g(t) 46 (3.14)

donde g(t) representa un acoplamiento que es diferente de cero durante un intervalo
corto de tiempo t; — € < t < t; + € mientras el aparato estd funcionando y cuya
integral G = ffll:f g(t)dt es finita. La variable § es una variable interna relacionada
con el aparato de medicién, y tiene un momento canénicamente conjugado 7 tal que
se cumple la relaciéon de conmutacion

Podemos interpretar a las variables ¢ y & como la posicién de una aguja en un medidor
y el momento de esta respectivamente.

El Hamiltoniano descrito por (3.14) representa un experimento de no demolicién
ya que

06 , .
8; =i[H,5,)=0. (3.16)
La evolucién de 7(t) esta dada, en el esquema de Heisenberg, por
o4
S = ilH.7] = —g(t) . (3.17)

por lo que si consideramos un intervalo muy corto de tiempo entre t1 — e y t; + €
podemos aproximar a 7 por una constante y se puede obtener el espin de la particula
como

Tt <ti—e)—m(t >t +e
0y = e .

Por lo tanto, el esquema anterior nos permite medir el espin de una particula. Ahora
buscamos una combinacién de dis%)())sitiv(o? como el que acabamos de describir que nos
1 2

permita medir el operador J, =67 +6% por medio de interacciones locales pero sin
medir directamente 6‘21) 6] 6',(22). Esto lo podemos lograr utilizando dos dispositivos que

interactian con el sistema por medio del Hamiltoniano

(3.18)
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Hint = h1 + he, (3.19)
donde

hi = gi(t) ¢V 6. (3.20)

Si las interacciones de los dos dispositivos son simultdneas podemos suponer que
g1(t) = g2(t). A un tiempo ty < t; — € ( considerando que t; — € es el tiempo en el cual
inicia la interaccién) se juntan ambos dispositivos y se preparan en un estado inicial
que cumple con las siguientes caracteristicas:

#W(t) + 7@ (tg) = 0 (3.21a)
¢V (to) — ¢® (to) = 0. (3.21D)

Posteriormente, se separan los dispositivos para que cada uno interactie con una

particula. Una vez terminada la interaccion se habrd medido &S) + &,22) ya que

(7MW >t A2 (t >t
T, =oW) 0@ = [( 1+ 6)G+ e 1+¢€)] (3.22)
donde se usé la condicién inicial (3.21b) para eliminar 70 (t < t; —e) + 7@ (t < t; —e).
Notemos que las variables internas de los aparatos cumplen con las siguientes relaciones
de conmutacion:

-7}(1), g — (j(?)] 40 .
72, ¢ q@)] £0

:ﬁu) 7@ ) _ q(m] £0

por lo que #(1) + #(2) y ¢ — ¢ estdn bien definidos simultdneamente, pero 71 y
72 por separado no estan bien definidos, al igual que su diferencia. De esta forma
basta con conocer 7 (t > t; + €) + 73 (t > t; + ¢) para obtener el eigenvalor J, y
no es necesario hacer una medicién de 69), 622) o) a—ﬁ” — 69). Por lo tanto el esquema
anterior permite conocer una propiedad no local por medio de interacciones puramente
locales a un tiempo bien definido pues la diferencia € se puede hacer arbitrariamente
pequena.

Este esquema se puede extender facilmente una vez mas para hacer una medicion
que nos permita determinar si un sistema esta en un eigenestado particular del operador

J 2 por ejemplo [¢p~). Este estado queda determinado por las condiciones
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Jr = 03(31) + Uf) =0
Jy=0 +c® =0 (3.24)
J.o=0 40P =0

por lo que podemos construir nuestros aparatos para que interactien con las particulas
por medio de

Hi = g(t) (610 ) + 60 4)) + 6004 + 6242 + 6 4P + 64 )  (3.25)

y con condiciones iniciales

D _ A2) A1) _ 4(2) A1) _ A2
gD =, ¢V =g, ¢ = (3.26)
) = _72) ﬁél) — _7}52), #() — _~(2)
Podemos reescribir (3.25) como
17+ . R P R PN N
Hin = g(t)5 [Jx(qgil) +3) + Jy (@ +¢P) + J.(@) + q,§«2))} (3.27)
y entonces resulta claro que especificamente para el estado [)~) se cumple que
[Hintij} = [Hmt»jy] = [Hintajz} =0 (3'28)

por lo que la medicién permite verificar si se tiene al estado |1/~ ). Entonces, si se utiliza
un procedimiento de este tipo no se obtienen violaciones a la causalidad local al hacer
mediciones como ocurria en la segunda paradoja de la seccién anterior. La diferencia
esencial es que en este caso se realiza una medicién para verificar un estado especifico
de J2 y no una medicion del operador como tal. Tenemos entonces efectivamente
una medicién localmente causal. Si la medicién se lleva a cabo a un tiempo t;, las
probabilidades en x5 al tiempo t; 4+ € son independientes de lo que ocurra en x; al
tiempo t; — €. Esto sin embargo tnicamente es véalido para el estado [¢)7) ya que fue
necesario usar el hecho de que

|:j17jk:| ‘¢7> 207 Z7k =T,Y,%, (329)
porque

Ji |v~) = 0. (3.30)
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3.5. Mediciones que ocurren en distintos sistemas de re-
ferencia

El esquema que presentamos en la seccién anterior nos permite reconciliar algunas
mediciones en mecanica cuantica con la causalidad local. Sin embargo, inicamente se
consideré el caso en el que las mediciones sobre ambas particulas ocurren simultdnea-
mente, por lo que la descripciéon Unicamente es valida para un sistema de referencia
particular al cual llamaremos S. Motivados por la discusién de la secciéon 3.3, nos
interesa ahora considerar una descripcién del esquema anterior en un sistema de refe-
rencia tal que las mediciones en z(%) y 2 ocurren en tiempos diferentes. Al considerar
mediciones sobre el estado [)7) veremos que tnicamente se puede asociar de manera
consistente una sucesion covariante de estados en distintos sistemas de referencia antes
o después de que ocurran ambas mediciones y no es posible encontrar una descrip-
cién covariante para el estado intermedio. En consecuencia, la nocién de estado y las
probabilidades solo tendran sentido para un sistema de referencia dado.

Para describir dos mediciones que ocurren en tiempos diferentes resulta convenien-
te formular el esquema de mediciéon de la seccién anterior en términos de estados y
operadores del sistema que se desea medir y del aparato de medicién. De esta forma se
podré describir la evolucién del sistema cudntico y el aparato en el esquema de inter-
accién y se podran considerar estados intermedios. Primero consideramos la medicion
del espin de una sola particula, que ocurre durante t1 —e <t <ty +e.

Inicialmente el sistema cuéntico esta descrito por

%) = ¢ |0) + 1 [1) (3.31)

y el aparato por |A%) = |7%), donde |7°) satisface

70 |70 = 70 |n0) (3.32)

es decir, es un eigenestado del momento del aparato. El sistema completo esta descrito
por

00 = [¢°%) ®]4°%) = [¢°) ® [7°). (3.33)

Dado que durante la medicion podemos considerar al Hamiltoniano de interaccién
como el Hamiltoniano total del sistema, el estado del sistema después de la interaccién
esta dado por

(U(t >t +€)) = e PG |40 @ |x0)

=¢p|0) ® (e*iGd ‘71.0» foll)® (—l—eiG‘j |71-0>), (3.34)
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Para dos variables candnicamente conjugadas, como lo son ¢ y 7, se cumple que

~( Ftiaqg - :_7;2 eiia(j -
m(e= 1 |m) aq' ) (3.35)

= (rta)eted|r)

por lo que podemos reescribir ¢4 |7) = |7 + a). Entonces el estado después de la
interaccion queda descrito por

[W(t>t14+€) =co|0)|m—G)+c1]l) |7+ G). (3.36)

Si se mide el momento del aparato inmediatamente después de la interaccion se
medir4 un valor 7° — G con probabilidad |cg|? o un valor 7%+ G con probabilidad |e;|?;
identificamos a estos valores con el valor del espin +1 y —1 respectivamente. Podemos
resumir estos dos resultados en la relacién

m(t>ti+e)=7"—Go,. (3.37)

Como 7 representa el momento del aparato antes de la medicién, encontramos que

m(t<ti—e)—m(t >t +e)
O, = )
G

por lo que los resultados son los mismos que los que se obtuvieron en (3.18). La des-

cripcién de una medicién del espin total de un sistema de dos particulas se puede hacer

de manera analoga si se introduce un segundo aparato de medicién con condiciones

iniciales como en (3.21) y se escribe el estado del sistema cuédntico en la base de espin
total |J, M).

Lo que nos interesa es describir la evolucién del estado [¢)™) en un sistema de
referencia 8’ que se mueve con velocidad constante v con respecto al sistema en el que
ambas mediciones ocurren de manera simultdnea. Podemos sin pérdida de generalidad
suponer que éste se mueve en la direccién positiva del eje x, entonces las mediciones
no ocurren de manera simultanea y estdn separadas por el intervalo temporal

(3.38)

At = th(z?) — ) (2M) = =y v(@® — V), (3.39)
donde

= (3.40)

Si la velocidad con la que se alejan se acerca a c¢, la separacién temporal entre las
dos interacciones puede hacerse arbitrariamente grande de tal forma que |At'| >> €y
las interacciones no se traslapan en el tiempo. Entonces, para un observador O’ en &’
hay un intervalo intermedio #; < # < t, en el cual la medicién de 73 en 2(?) ya se
llevé a cabo mientras que la medicién de #(1) no ha ocurrido; este intervalo no existe
para un observador O en S, tal como se observa en la figura 3.4.



3.5. Mediciones que ocurren en distintos sistemas de referencia 54

e 2 1 =12

¢y e e 2O 7

Figura 3.4: Una medicién vista en dos sistemas de referencia inerciales S (izquierda) y &’
(derecha).

Para simplificar la descripcion del estado en S’ resulta conveniente considerar a las
dos particulas fijas en (! y 2(?) respectivamente, de esta forma tnicamente la funcién
de onda en el grado de libertad del espin no se ve alterada por el cambio de sistema
de referencia. Es por esto que en la descripcién que se hara a continuacion tnicamente
se hard una distincién explicita del tiempo ¢’ en S'.

El estado inicial es

[Pt <t —€)) =) ®]A°, (3.41)

y dado que se tienen dos particulas el estado del aparato |A) estd descrito por cuatro
grados de libertad 7, #(2) que cumplen relaciones similares a (3.32) y (3.35) y sus
respectivas variables conjugadas. Para describir el estado inicial de |A°) en términos
de las condiciones iniciales (3.21) conviene introducir el siguiente cambio de base

=70 473
. L1y R
] (3.42)
2 2 (A1) a2
T 5 <7r T )
G= q(l) _ (j(2).

Se puede verificar que los pares de variables m y ¢, y T y ¢ son candnicamente
conjugados, y ademds la transformacién (ﬁ(l),ﬁ(Q);q(l),q(Q)) — (m,7;q,4) representa
una transformacién candnica. El estado inicial del aparato debe satisfacer

#1A% =0,y ¢|A°% =0, (3.43)
por lo que lo podemos escribir en la representacion de |7, §) como
|A%) = |7 =0,§=0). (3.44)

En estado inicial del sistema completo es
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1
— (|01) = [10)) ® |7 = 0,§ = 0) . 3.45
75 (01 —10) | q=0) (3.45)
El Hamiltoniano de interaccién es en este caso el mismo que en (3.19) pero en este
caso g1(t') = g2(t' — At') por lo que si t) — € < t' < t] + € el estado del sistema
evoluciona a

Tt <t —¢) =

() = e ZGQ(””}OOD 110)) @ [r = 0, = 0)

. (3.46)

=7 [e“G@(” 01) — eG4 10)| ® |7 = 0,3 = 0).

A continuacién es conveniente utilizar nuevamente la representacién |7r(1), 7r(2)>

r=0,G=0 / / ) 2@ (x| Z 0.5 = 0y drD g (3.47)

donde se debe cumplir que
(7 7@ |r =0,§=0)=0si 7 +73 £0. (3.48)
Utilizando la ecuacién (3.35), la ecuacién (3.46) queda de la forma
1
w(t)) = 7 01) ® // |7, 7Y (7D 722 £ Gl = 0, G = 0) dr V) dr @
——|10 //\71' W 7@ —@lr =0, =0)drV dxr®,

y cuando se observa un resultado de la medicién 72 en el aparato, por la regla de
seleccién (3.48)

(3.49)

|\1!(t’)):\2 [l01) |7 = —® 1@, 7®) — |10) 7 = —=® — @, 2] . (350)

El resultado (3.50) representa al estado inmediatamente después de que se realiza
la medicién de #(2). Este es el estado del sistema de acuerdo a un observador @' en S’
en el intervalo temporal ¢} — € <t < t] + €. Es evidente que |¥(t')) no es separable
en un producto de estados de espin, es decir |¥(t')) # [is) ® |A), por lo que éste
representa a un estado enredado. En consecuencia, no es posible relacionar los estados
en S y & por medio de una transformacién de Lorentz, por lo que unicamente es
posible dar una descripcién consistente de lo que le ocurre al estado [¢™) utilizando
solamente estados de espin en el sistema de referencia en el que ambas interacciones
ocurren simultdneamente. En este intervalo temporal el sistema tampoco se encuentra
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en un eigenestado definido de J;, debido a que los estados |[01) y |10) representan
superposiciones en la base de espin total |.J, M).

Este resultado es generalizable fécilmente si en lugar de |¢)7) se utiliza un estado
de la forma |¢p) = 37, - ¢ij |ij). El estado inmediatemente después de la interaccién con

el aparato de medicién en 2 queda de la forma

[W'()) = (c0000) + e10[01)) @ [V = =2 — @, x?)

3.51
+ (c10]10) + 11 [11)) @ |7V = =@ 4 G, 7@y (3:51)

lo cual nos indica que la tnica forma de que el estado intermedio sea separable en un
producto de estados correspondientes al espin y al aparato es que el espin en el subes-
pacio correspondiente a &9) esté bien definido, es decir, que no haya una superposicion.
Tal vez uno podria pensar que la no-separabilidad entre sistema y aparato, y en conse-
cuencia la imposibilidad de describir un estado sobre el cual se realizan mediciones en
distintos sistemas de referencia, es una propiedad asociada a sistemas enredados. La
ecuacién (3.51) nos indica que las restricciones que se necesitan imponer sobre |1) para
poder dar descripciones consistentes de la medicién en diferentes sistemas de referencia
son mas fuertes que unicamente pedir separabilidad en el estado inicial de espines.

Regresemos ahora al estado |¥) de (3.50). Al interactuar con el segundo detector
#), éste queda descrito por
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[l01) = 10)] @ |7V = =7, 7)) |
(3.52)

por lo que en este caso el estado cudntico descrito por el observador O corresponde
a la transformacién de Lorentz del estado descrito por O, y como ambas particulas se
encuentran en posiciones fijas, resulta ser el mismo en ambos sistemas de referencia.
Ademss, si se mide el resultado de #(1) se puede calcular el espin total de |1y de la
misma forma que se hizo anteriormente:

A1) L 22
—

En resumen, en un sistema de referencia &’ donde las mediciones de #(1) y #(2)
no ocurren de manera simultdnea, una medicién de 7 (#(1)) altera al sistema de

JF =
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forma tal que el estado cudntico y el aparato quedan enredados por lo que no es
posible relacionar los estados en S y S8’ por medio de transformaciones de Lorentz
en un intervalo temporal t| < ¢’ < t} y, en consecuencia, en este intervalo solo tiene
sentido definir el estado para un observador en un sistema de referencia determinado.
Al terminar la segunda interaccion, y si no ocurren interacciones adicionales, el sistema
cudntico regresa a su estado original y se obtienen los mismos resultados de la medicién
que en el sistema de referencia en el que las interacciones ocurren de manera simultdnea.
No es posible dar una descripcion covariante del vector de estado en un sistema que
estd sujeto a una serie de mediciones.

La funcién de onda no es covariante, sin embargo los pardmetros clasicos asocia-
dos a ésta si deben transformarse de manera covariante y las probabilidades deben
dar las mismas predicciones para cualquier observador. El problema es que para el
calculo de las probabilidades se utiliza explicitamente la funcién de onda, y si no po-
demos relacionar a la funcién de onda en distintos sistemas de referencia por medio de
transformaciones unitarias la invariancia de la probabilidad no parece trivial.

Esta situacién se puede resolver una vez mas utilizando la relacién de conmutati-
vidad local (3.8). Si los observables asociados a dos regiones espacialmente separadas
conmutan, los resultados de las mediciones no dependen del orden en el que estas se
llevaron a cabo. En el caso que discutimos anteriormente sobre las probabilidades aso-

ciadas al estado |¢7), si un observador mide en un tiempo fijo tp que el espin &S)

tiene un valor +1, cualquier medicién espacialmente separada del espin &9) dara con
certeza el resultado —1, sin importar si esta se realiza a un tiempo mayor o menor
a tg. Las predicciones también seran las mismas si se considera que el colapso de la
funcién de onda ocurrié de manera instantinea en la hipersuperficie t = ty 6 en alguna
otra hipersuperficie espacial ¢ = t;. Pareceria entonces que el colapso de la funcién
de onda ocurre de manera instantanea para cualquier observador, por lo que si cada
uno de ellos aplica el postulado del colapso instantaneo de la funcién de onda en su
propio sistema de referencia siempre se derivan las mismas predicciones para las me-
diciones de observables locales. En el caso de observables no-locales como el que se
consider$ anteriormente, se obtienen las mismas predicciones independientemente de
si las interacciones ocurren de manera simultanea o no siempre y cuando no se altere
al sistema antes de que el proceso de medicién se haya terminado.

Si bien esta solucion se presenta de manera natural y permite dar una descripcion
consistente con la relatividad, inicamente nos proporciona una forma de utilizar de
forma consistente la informacion que se obtiene al realizar una medicién para predecir
probabilidades de eventos en el futuro. Esta descripcién no proporciona informacion
sobre el significado fisico del colapso de la funcién de onda y simplemente nos muestra
una vez mas que el formalismo cudntico se puede trabajar de manera consistente con
relatividad especial.

Para finalizar el andlisis de éste capitulo, podemos concluir que atin en las situacio-
nes mas complicadas ideadas por los fisicos, no ha sido posible probar que las prediccio-
nes de la mecanica cudntica sean incorrectas ni que ocurran violaciones explicitas del
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principio de relatividad. Ante las paradojas que se nos presentan sobre la estructura
causal de la mecdnica cuantica y la invariancia de las probabilidades, la conmutativi-
dad local permite mostrar que las predicciones estadisticas de la mecanica cuantica son
invariantes. Es cuestién de opiniones si se decide tomar esto como la prueba definitiva
de la compatibilidad entre mecanica cuantica y relatividad. En este sentido, parece que
la naturaleza obedece leyes que son no-locales, no-realistas o ambas, pero que si siguen
una estructura causal que permite trabajar con ellas en una forma tal que se evita
llegar a contradicciones.



Capitulo 4

Sobre causalidad y
complementariedad

En los capitulos anteriores se vio que es imposible dar una descripcion local de las
correlaciones que ocurren en estados enredados en H = C2, dado que no es posible
asignar una estructura causal y local a la teoria. En este capitulo se estudiard una
situacién en la que se tiene una aparente violacion de causalidad local, pero al hacer
un analisis detallado se encuentra que la descripcién cudntica si es local y causal.
En este caso, la causalidad estd estrechamente relacionada con la descripciéon de los
fenémenos fisicos en términos de propiedades de onda y particula.

4.1. Experimentos de eleccién retardada

El estudio del comportamiento de fotones individuales en un interferémetro tipo
Mach-Zender nos proporciona otra buena ilustracién de la idea de complementariedad
en mecéanica cuantica, donde también los conceptos de localidad y causalidad se vuelven
relevantes. Clasicamente podemos describir al interferémetro de Mach-Zender como
un arreglo de divisores de haz y espejos como el que se muestra en la figura 4.1.
Primero, un haz de luz incidente es dividido por un divisor BS;. Las dos componentes
resultantes recorren diferentes caminos pero con la misma longitud de camino éptico
y posteriormente son reflejadas y recombinadas por un segundo divisor de haz BSy. Si
ambas componentes llegan en fase se observard un haz igual al original pero si se induce
una diferencia de fase ¢ en uno de los caminos, se observara un patrén de interferencia.
Este resultado se puede explicar en términos de la teoria electromagnética.

El experimento se vuelve mas interesante si consideramos un solo fotén en el in-
terferémetro y colocamos dos detectores Dy y Dy para identificar el camino que éste
recorre. Si se utiliza una configuracion abierta del interferémetro, es decir, si no se
coloca el segundo divisor de haz BSs como parte del arreglo experimental, se obser-
va que uUnicamente uno de los dos detectores mide al foton, cada uno con la misma
probabilidad. Podemos relacionar cada evento de deteccién con un camino tnico por

99



4.1. Experimentos de eleccion retardada 60
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Figura 4.1: Configuracion de un interferémetro de Mach-Zender

el que viaja el foton, tal como lo haria una particula. Si colocamos el segundo divisor
BSs (configuracion cerrada) también se activa solo un detector a la vez pero al repetir
el experimento varias veces se observa que las distribuciones de intensidad en cada
detector varian como funciones senoidales que dependen de la diferencia de fase ¢. La
presencia de este patrén de interferencia muestra un comportamiento ondulatorio del
foton que parece indicar que éste recorrié los dos caminos dentro del interferémetro.

Para explicar este comportamiento podriamos pensar ingenuamente que al pasar
por BS; el fotén recibe algin tipo de “informacién oculta” sobre la configuracion
experimental que se eligié y de esta forma decide si toma un camino o los dos. Para
verificar si esa interpretacion es correcta Wheeler propuso un experimento que busca
eliminar una conexién causal entre el arreglo experimental y el comportamiento del
fotén [38]. En el experimento de Wheeler se decide si se inserta el segundo divisor de
haz BSs después de que el fotéon ha pasado por BS; y de esta forma se evita que el
fotén “sepa” anticipadamente qué comportamiento debe adquirir o si debe viajar por
uno o los dos caminos.

Una vez mas, al igual que en el experimento de E.P.R.B., el comportamiento de los
fotones alejado de nuestras ideas clasicas motiva a la realizacién de experimentos para
verificar sus propiedades fundamentales. En 2007 Jacques [23] realiz6 un experimento
de eleccién retardada con un interferémetro de Mach-Zender utilizando una fuente de
fotones individuales, un modulador electro-6ptico que permite cambiar la configuracion
del interferémetro y un generador de nimeros aleatorios que determina la configura-
cion. La diferencia de fase entre los dos brazos del interferémetro se introduce al rotar
el dngulo de incidencia del segundo divisor de haz. Si se registran todas las cuentas
de ambos detectores y posteriormente se separan los datos correspondientes a la con-
figuracién abierta y cerrada se encuentra que, efectivamente, el comportamiento del
foton en el interferémetro depende de la eleccién del tipo de medicién, atin cuando ésta
se haga con una separacién de tipo espacial con respecto al momento en que el fotén
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entra al inteferémetro.

Este resultado podria resultar controversial con respecto a las ideas de localidad
y causalidad. Si aceptamos que la presencia del segundo divisor de haz determina
completamente el comportamiento del fotén y que el patron de interferencia se produce
porque el fotdn recorre ambos brazos del interferémetro, nos enfrentamos una situacién
en la que, en las palabras de Wheeler [38], “tenemos una extrania inversion del orden
temporal. Si introducimos o quitamos el espejo (BSy) tenemos un efecto inevitable
en lo que podemos decir con certeza es la historia del pasado del foton”. Si por otro
lado consideramos que el fotén siempre recorre una sola trayectoria bien definida,
para explicar el patrén de interferencia se podria introducir un efecto no-local que
afecta las estadisticas de deteccién sin importar qué tan separados estén los brazos del
interferometro.

De acuerdo a la interpretacién anterior, el experimento de eleccién retardada tam-
bién pareciera indicar que las ideas de complementariedad de Bohr son correctas pues se
observa ya sea un comportamiento ondulatorio o corpuscular del fotén, dependiendo de
la configuracién del interferémetro y nunca una combinacién de estos. A continuacion
veremos que esta interpretacién no es la mas adecuada al hacer un analisis detallado
de lo que le ocurre a cada fotén en el interferémetro.

4.1.1. El interferémetro de Mach-Zender desde el punto de vista de
la 6ptica cuantica

A continuacién se dard una explicacién de los resultados experimentales de los
experimentos de eleccién retardada en términos de la evolucion de los fotones, desde
su entrada hasta su deteccién. Para estudiar la interaccién de fotones individuales
con los elementos 6pticos de un interferémetro es necesario considerar la cuantizacién
del campo electromagnético. S6lo se mencionaran algunos resultados necesarios para
nuestro andlisis, si el lector desea obtener una descripcion més detallada sobre este
tema puede consultar [25].

La cuantizacion del campo electromagnético, en resumen, se efectiia al remplazar
al potencial vectorial A por un operador A al considerar al campo electromagnético
como una superposicion infinita de osciladores armoénicos cuantizados. Esta transicién
resulta natural si se expande A en términos de ondas planas de la siguiente forma

—

A7) =Y = 45 oy (005 — a5 (0)Ee 7] (4.1)
J

Los campos eléctrico y magnético quedan también expresados en una expansion
similar debido a las relaciones

dt (4.2)
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A partir de (4.1) y (4.2) la energia total del campo electromagnético se puede

escribir de la forma
1 2 2
2 eoF Jr B
v (4.3)

Zh(;] a]a +a; a])
J

Consideremos ahora el Hamiltoniano de un oscilador armoénico cuantico

- 1
=2 4 —mw?§?, (4.4)

1
4= ——(mwq§ + ip 4.5a
Vot ") (452)

1

At IR
a' = ——(mwq — ip). 4.5b
Vot ") (45b)
De esta forma se puede reescribir al Hamiltoniano como
o hw 1

Los eigenestados |n) de (4.6) cumplen

H |n) = E, |n) (4.7)

y ademés se puede mostrar que los operadores @ y @' también cumplen con las relaciones

aln) =vnln—1) (4.8a)
atln) =vn+1|n+1) (4.8b)
afa =n|n) (4.8¢)

Al comparar los Hamiltonianos (4.3) y (4.6) resulta evidente la relacién entre el
oscilador arménico cudntico y el campo electromagnético. Este dltimo se cuantiza al
remplazar las amplitudes a; y a}'f en (4.1) por operadores de creacién y aniquilacién
bosénicos a; y &;.

En consecuencia, se asocia un oscilador armonico a cada modo del campo de radia-
cién y los operadores a; y &; respectivamente destruyen o crean un fotén con energia

hw; y frecuencia w; = ck;, es por esto que usualmente al operador a se le llama ope-

rador de aniquilacién y a af operador de creacién. Los eigenestados del operador d}dj
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son de la forma |n;) y son conocidos como estados de ntimero de fotén o estados de
Fock, y representan estados de n fotones de frecuencia w;. Es importante aqui enfati-
zar que en esta seccién los estados |0) y |1) se referirdn a los estados del vacio y un
fotén respectivamente, y no a los estados de la base computacional. La frecuencia no
es un grado de libertad para el andlisis que haremos posteriormente, por lo que no se
utilizard el subindice j.

Ya que tenemos las bases necesarias, consideremos el caso de un fotén que incide
en un divisor de haz. La forma ma&s general de representar lo que ocurre es considerar
dos modos de entrada que interactian e interfieren en el divisor de haz y dos en la
salida como se muestra en la figura 4.2.

4@

&(2)[

Figura 4.2: Representaciéon de un divisor de haz en el que se muestran los operadores
asociados al campo entrante y saliente.

En el esquema de Heisenberg, las relaciones entre los operadores del campo en
la entrada y la salida estan dadas por las condiciones de frontera del campo electro-
magnético en la interfase del divisor de haz que refleja y transmite parcialmente por
lo que de manera analoga a un campo clasico se debe cumplir que

a® = RaM + Ta® | y a® =Ta® + Ra®, (4.9)

Como los modos de entrada y salida deben ser independientes, sus operadores de
creacion y aniquilacién deben satisfacer las relaciones de conmutacién

{dw)’d(m)} -0

(4.10)
{dm), @T(m)] — S
y los coeficientes de reflexién y transmisién deben satisfacer las relaciones
R>+|T)>=1,y RT*+R*T =0. (4.11)

Usualmente, dependiendo de cémo esté disenado el divisor de haz, los haces trans-
mitido y reflejado difieren en su fase por un factor de e'2 = i. Entonces, para un divisor
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Figura 4.3: Representacién de un interferémetro de Mach-Zender haz en el que se muestran
los operadores asociados a cada camino.

50:50 y asumiendo que el haz reflejado sufre un cambio de fase de 5 sus coeficientes
i

— i - 1

son R = ol T = 75
En un interferémetro como el de la figura 4.3 cada espejo contribuye en un cambio
de fase global de 7 que omitiremos ya que no afecta de ninguna forma las estadisticas
de deteccion. Si posteriormente se introduce un cambio de fase de ¢ en uno de los

brazos del interferémetro entonces

al) = 71260, (4.12)

Por dltimo, si se introduce un segundo divisor de haz, de manera anéloga a (4.9)
los modos a la salida del interferémetro son

1 - 1 ,
G — ( —ig4(3) A(4)> 4(6) — 7< —id5(3) -A<4>)
a\ = te Ca +a av’ = e a" +1a 4.13
V2 ' V2 (4.13)

Para estudiar la evolucion del estado de un fotén que incide en uno de los brazos
del interferémetro resulta conveniente escribir las relaciones inversas de (4.9) y (4.13)

aM) = %(—m@) +aWyy a® = %(a@ —ia@), (4.14)
Yy

NGO N SVIPN ) NN (5 NN ) B SN & BN (o

a —\/5( ia"” +a")y a —\/i(a ia'™). (4.15)

El estado inicial es
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1), 10), = '™ [0), 10),, (4.16)
y a la salida del primer divisor de haz éste evoluciona de acuerdo con (4.14)
1
V2

Después del cambio de fase, el estado del sistema es

19,100, > <5 (19 + a0 0)3 100 = 2= (0D, 1[0 00,). (@417

1 (-w(za) AT(4)) L (o ies1(3) o A1)
=5 (i@ +al @) 0)310), — = (i€l +a'D) Jo), o),
V2 V2 (4.18)

1
V2
La ecuacion (4.18) representa al estado del fotén cuando el interferémetro estd abier-

to. Por otro lado, si se coloca el segundo divisor de haz el estado evoluciona de acuerdo
a (4.15). Notemos que

(105 [1)4 4115 10)) =+ [apierso)

. .
;EODJ®6+ZW%H%) (4.19)

;5 (10)5 1106 + (1) 0)g)

por lo que al sustituir (4.19) en (4.18) se obtiene

10)3[1)4 =

[1)310)4 =

1110}z = 5 [(14+ €900 1) + (1 ) [1510)g] = [eerraas) - (420

La ecuacién (4.20) representa a el estado del fotén cuando el interferémetro esté ce-
rrado. Utilizando (4.18) y (4.20) podemos calcular la probabilidad de que Dy 6 Dy
detecten un fotén. Si la configuracién del interferémetro es abierta

1
P(ns =1,m6 = 0) = |5(1| (0| [tbabicrto) |* = B
1 (4.21)
P(n5 =0,n6 = 1) = |5<0‘ 6<1| ’wabiert0> |2 = 57
mientras que si es cerrada
21 .9 ¢
P(n5 =1,n6 = 0) = |5<1’ 6<0‘ ’¢cerrado> ’ = 5(1 — COS ¢) = S 5
(4.22)

1
P(ns = 0,n6 = 1) = [5(0] 6(1| [¢cerrado) I = 5(1 + cos ¢) = cos? %
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En la seccién anterior, el hecho de que las estadisticas de deteccion dependan de la
fase tinicamente si se inserta el segundo divisor de haz BSs nos llevé a concluir que las
propiedades de onda y particula son complementarias debido a que la medicién de una
misma cantidad (ntdmero de fotones) puede tener dos diferentes significados; se puede
medir una propiedad de onda si el interferémetro estd cerrado o una propiedad de
particula si estd abierto, pero nunca ambas. Sin embargo, el andlisis que acabamos de
realizar més bien parece mostrarnos que las propiedades de onda y particula en realidad
son compatibles. La evolucién del foton es diferente si se inserta o no el segundo divisor
de haz debido a que las relaciones entre los operadores del campo son diferentes.

Esto también nos da una explicacién consistente de por qué el nimero de fotones
en los detectores es constante cuando el interferémetro estd abierto y varia con la fase
cuando se inserta BSy: no ocurre que la eleccién de la configuracion del interferémetro
determine si el fotén viaja por un brazo o los dos del interferémetro, solo cambia de
manera local la evolucion del fotén al incidir en BSs y posteriormente al ser detectado.

En el contexto del principio de causalidad local de Bell, tenemos probabilidades
condicionadas P(ns = a,ng = b|BS3) donde BSy representa si se inserta o no el
segundo divisor de haz y estd en el cono de luz del pasado de la medicién. No se
viola el principio de causalidad local. Esta situacién nos muestra es que en ciertas
situaciones aparentemente paraddjicas en la mecanica cudntica, un analisis detallado
permite encontrar una explicacién consistente con la localidad y causalidad.

4.2. Experimentos cuanticos de eleccion retardada

En el experimento de Wheeler se consideran las configuraciones del interferémetro
como mutuamente excluyentes: se coloca o no el segundo divisor de haz. Sin embargo
la mecénica cuantica nos da la posibilidad de considerar una superposiciéon de ambas.
Ionicioiu y Terno [22] proponen un circuito cudntico equivalente al experimento de
Wheeler como el que se muestra en la siguiente imagen:

0)—H HFH D~

0)—H {7~ D~

Figura 4.4: Circuito cuantico equivalente a un interferémetro de Mach-Zender

donde ¢ representa una compuerta de cambio de fase y H el operador de Hadamard,
y sus acciones sobre un estado [1)) € H? estdn descritas por
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610) = [0)
611) = e 1)
y
1
H10) = —= (0) + [1)

2
1

V2

En este caso la accion del operador de Hadamard es equivalente a introducir un
divisor de haz en el interferémetro pues transforma un estado inicial bien definido |0)
6 |1) en una superposicién en la que los dos estados son igualmente probables. Si se
encuentra que el estado final estd en el estado |0) 6 |1) es equivalente a que el fotén
recorra uno u otro brazo del interferémetro.

El estado de la parte inferior de la figura 4.4, llamado g-bit de control en el lenguaje
de la teorfa de la informacién cudntica, es inicialmente preparado en el estado |0) y
posteriormente evoluciona a % (10) 4+ |1)), y al medirse actiia como un generador de

S5

H1) = —=(0) = 1)) .

numeros aleatorios que determina si se aplica el segundo operador de Hadamard. La
evolucién del estado de la parte superior de la figura 4.4, antes de que actie el segundo
operador de Hadamard, estd descrita por

1 1
V2 V2

Si se mide que el g-bit de control estd en |0) el operador de Hadamard no actia y
el interferémetro estd abierto. El estado final queda entonces descrito por (4.23). Por
otro lado, si se mide que el g-bit de control estd en |1) el operador de Hadamard actia
nuevamente sobre el estado [1,), e el interferémetro esta cerrado, y el estado final es
entonces

0) = —= (10) + 1)) = —= (10) + € 1)) = ). (4.23)

=e'2 (cos(é) |0) —ising |1))
=: [¢o) .

(4.24)

En el circuito cudntico los operadores Dy = |0) (0| y Dy = |1) (1] son equivalentes
a los detectores de fotones y las intensidades que se miden corresponden a los valores
esperados de estos operadores. Si el interferémetro estd abierto las intensidades
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13(6) = (bl Do i) = (1.250)

I7(¢) = (p| D1 [Yp) = (4.25b)

N =N =

no dependen de la fase, lo cual equivale a las propiedades de particula del estado como
se vio en las secciones anteriores. Por otro lado, si el interferémetro estd cerrado los
valores de las intensidades

¢
Ig(¢) = <wo‘ Dy W]o> = cos” 9 (4‘263‘)

.2 ¢
I7(¢) = (to| D1 [tho) = sin® 5 (4.26b)
dependen de la diferencia de fase ¢ lo cual equivale a un comportamiento ondulatorio.
Es evidente entonces la analogia entre el circuito cuantico y el experimento de
Wheeler pues se observan las mismas estadisticas de deteccion. Esto nos permite adop-
tar una definicién mas bien operacional de “onda” o “particula” que representa la
habilidad o inhabilidad de producir interferencia, y resulta natural la definicién que se

hizo anteriormente de los estados

1 i
4) = 75 (100 -+ ¢?11) (4.27)
y
o) = ei% <cos§) 10) —ising |1>> . (4.28)

Este circuito presenta una caracteristica adicional, pues es posible considerar una
superposicion de ambas configuraciones si se elimina el medidor del g-bit de control,
quedando este en la superposicién %[|O> + [1)], como se muestra a continuacién en 4.5

0)— H —{—H |— D~

0)—H D~

Figura 4.5: Experimento de eleccién retardada en un estado de superposicién.

De esta forma, la evolucién del estado inicial |1)g) = |0) |0) estd dada por

o) = 10)[0) = |¢) = 12 (14p) 10) + [¥0) 1)) (4.29)
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La ecuacién (4.29) indica que el fotén de la parte superior de la figura 4.5 queda
en una superposicién de onda y particula. Si se mide al bit de control en el estado |0)
(]1)) el interferémetro esta abierto (cerrado) y se tiene un comportamiento de particula
(onda). Una consecuencia importante de introducir el elemento de control cudntico en
el circuito es que es posible detectar al fotén antes de decidir la configuracion del inter-
ferémetro. Esto representa una ventaja al intentar implementar experimentalmente el
circuito pues el bit de control siempre estd preparado antes de que el otro bit (fotén)
llegue a la compuerta H (segundo divisor de haz) y no se requieren dispositivos ultra-
rapidos que cambien la configuracién del interferémetro. La necesidad de hacer una
postseleccion de g-bits para determinar la configuracién del interferémetro también tie-
ne implicaciones un nuestras ideas de compementariedad en mecénica cuantica como
veremos a continuacién.

Podemos en general preparar al bit de control en el estado cos a|0) +sina|1), y en
este caso el estado final del sistema es

) = cos ar[afy) 0) + sin v 44) [1) (4.30)

y al trazar sobre el bit de control obtenemos la matriz de densidad reducida

Pop = cos® a [vp) (¥p| + sin® o [14) (1o (4.31)

que nos permite calcular la distribucién de intensidad en uno de los detectores

Io(¢, @) = tr(Do pop)

= cos” atr(Do [tp) (p|) + sin® actr(Do |vho) (o)

= cos® a I%($) + sin2 a I(¢) (4.32)
2 ¢ 2

= % cos® a + cos 5 sin” a.

La ecuacién (4.32) nos indica que el fotén muestra un comportamiento mixto en-
tre onda y particula, que ademas podemos variar de manera continua manipulando el
parametro libre a. Sin embargo, si correlacionamos las intensidades de los detectores
con las mediciones del bit de control se observa que el fotén tiene un tnico comporta-
miento, particula si se mide |0) en el bit de control y onda si se mide [1). Contrario a
la opinién de Bohr, es posible observar las propiedades supuestamente complementa-
rias de onda y particula utilizando el mismo dispositivo experimental e inclusive, como
mencionamos arriba, al introducir al parametro o podemos variar continuamente entre
ambas propiedades.

El elemento de control cudntico en el experimento hace que no tenga mucho sentido
la disyuncién “onda o particula” que se hace usualmente. Podemos por ejemplo hacer
una medicién del bit de control en la base |£) = % (|0) £ |1)) y el fotén queda en una

superposicién cos a [1,) Esin a |,) que no tiene un andlogo clasico. Este circuito ha sido
implementado experimentalmente usando la técnica de resonancia magnética nuclear
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[27] v se ha verificado que las estadisticas de deteccién predichas por las ecuaciones
(4.26b), (4.25b) y (4.32) son correctas. Parece que después de todo de Broglie tenia
razon al afirmar “onda y particula”

4.2.1. Eleccion retardada y variables ocultas

El experimento de la seccion anterior parece dejar claro que la distincion entre onda
y particula en mecdnica cuantica no es relevante. Para complementar este resultado, nos
preguntamos entonces si es posible explicar el comportamiento del fotén (o cualquier
otro sistema de dos niveles) en un experimento de eleccién retardada cudntica por
medio de una teoria local de variables ocultas. En caso de ser posible la teoria deberia
satisfacer las siguientes dos condiciones:

1. Debe reproducir las estadisticas de detecciéon que predice la mecanica cuantica.

2. Para un estado dado, la propiedad de “onda” o “particula” debe ser intrinseca.

La probabilidad conjunta de medir al estado en a = 0,1 y al bit de control en
b = 0,1 se puede calcular a partir de (4.30) y la podemos escribir en la base a ® b =
(00,01,10,11) como

1 1
p(a,b) = ( cos? a, B cos? a, sin? a cos? %, sin?

5 o sin? ﬁ) . (4.33)

Supongamos que cada estado tiene un grado de libertad adicional A que corresponde
a un comportamiento de onda (A = o) o particula (A = p). Cualquier distribucién de
probabilidad debe satisfacer las siguientes condiciones: para cualesquiera dos variables
i, se debe satisfacer que p(i) = Zj p(i,7) v p(i,5) = p(i|j)p(4), por lo que cualquier
modelo de variables ocultas debe cumplir que p(a,b) = >, p(a,b, \) donde p(a,b,\) =
p(alb, \)p(b|A\)p(N), es decir,

p(a,b) = plalb, p(b|A)p(\). (4.34)
A

No conocemos la forma exacta de la distribucién p(a,b, \) pero podemos estable-
cer una serie de constricciones a las distribuciones condicionales p(a|b, ) en base al
comportamiento esperado de las ondas y particulas en un interferémetro abierto o
cerrado.

Como ya se vio, en un interferémetro abierto (b = 0) las estadisticas de medicién
son

plalb=0.1=p) = (5. ) (43

mientras que para un interferémetro cerrado (b = 1) se observa el patrén de interfe-
rencia
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p(alb =1, = 0) = (cos? ?, sin? ¢

2 2

Las otras dos probabilidades que describen el comportamiento de una onda (A = o)

en un interferémetro abierto (b = 0) y una particula (A = p) en un interferémetro
cerrado (b = 1) son desconocidas, pero dado que deben cumplir una condicién de

normalizacién podemos escribirlas en términos de dos pardmetros x y y como

). (4.36)

plalb=0,A=0) = (z,1 —x)

p(a‘b: 17)\:])) = (y71 _y)'

La distribucién de probabilidad del bit de control la podemos obtener a partir de
(4.30)

p(b) = (cos® a, sin® ). (4.37)

Es importante notar aqui que ésta se puede elegir libremente si se varia el parametro
« al momento de preparar al sistema.

Para la variable oculta A suponemos que una fuente emite fotones con comporta-
miento de onda o particula con probabilidad f y 1 — f respectivamente:

p(A) = (f, 1= ). (4.38)

Finalmente, las probabilidades condicionales para el bit de control b y la variable
oculta A también se escriben en términos de parametros desconocidos z y v como

pOIA =p) = (2,1 - 2)
p(b|A =0) = (v,1 —v).

Estas deben satisfacer también, por consistencia, la condicién p(b) = >, p(b|A)p(N),
es decir, usando (4.37)

Y plINP(A) = (2,1 = 2) f+ (0,1 = v)(1 — f)
A (4.39)

2, sin? ).

= (cos

A continuacién veremos que no es posible asignar valores a los pardmetros de las

distribuciones de probabilidad que sean consistentes con la distribucion de probabilidad
(4.33) y nuestra intuicién fisica.

Si sumamos las componentes de la primera entrada de la ecuacion (4.39) obtenemos
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zf +v(l—f)—cos’a=0 (4.40)

A partir de las ecuaciones (4.33) y (4.34), y las constricciones (4.35) y (4.36), se
obtienen las siguientes relaciones

(1= f)(z - %) —0 (4.41)
f(1 = 2)(y — ccos? %) =0 (4.42)
zf +v(l — f) —cos®a = 0. (4.43)

A partir de estas relaciones podemos imponer maés restricciones a la distribucion
de variables ocultas si consideramos casos limites. Primero descartamos el caso v = 0

y f = 0 pues implican que cos’a = 0, y también f = 1 y z = 1 porque implican

cos’>a = 1, ya que el valor de « lo escoge el experimentador de forma arbitraria.

Cinco de las soluciones no triviales restantes tienen x = %, y = cos? % 6 ambas. La

solucién = = % implica que una onda en un interferometro abierto tiene estadisticas de
deteccién

11
alb=0,Ax=0)=(=,=
pla )= G5op)
que corresponden a una particula. La segunda solucién y = COSZ§ implica que una

particula en un interferémetro cerrado se comporta como una onda pues

plalb =1,\ = p) = (cos? §,sin2 %)

Ninguna de estas soluciones es fisicamente aceptable ya que tanto ondas como
particulas mostrarian un comportamiento inconsistente: ondas en interferémetros ce-
rrados con estadisticas de deteccién de particulas, y particulas en interferémetros abier-
tos con patrones de interferencia.

La tdltima solucién restante es v = 0, z = 1y f = cos®a, con x y y indeter-
minados. Esto implica que una fuente emite ondas y particulas con una distribucién
p(A) = (cos?a,sin?a) idéntica a la distribucién de probabilidad del bit de control
p(b), que elige el experimentador. Ademds, si la fuente emite un fotén con propieda-
des de particula, siempre se mide que el bit de control esta en el estado |0) ya que
p(b|]A = p) = (1,0) por lo que el interferémetro esté abierto. Por otro lado, cuando se
emite un fotén con propiedades de onda siempre se encuentra que el interferémetro
estd cerrado pues p(b|A = o) = (0,1), es decir, la variable oculta y el bit de control
estan perfectamente correlacionados.

Esta correlacién indica que la variable oculta también determina completamente
el valor del bit de control que en principio el experimentador eligié libremente. Para
explicar esto habria que agrandar el modelo de variables ocultas para incluir también

2
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el parametro a. Esta alternativa no es viable ya que nos llevaria a introducir cada vez
mas variables para compensar la conexién causal entre la preparacién del bit de control
y la fuente por lo que no seria posible separar al sistema que se desea estudiar del resto
del mundo y la idea de libre albedrio pierde sentido. En consecuencia, si la variable A
determina el valor de b, entonces no es posible determinar A al elegir o y preparar b.

En la siguiente tabla se resumen todas las posibles soluciones a las ecuaciones (4.41),
(4.42) y (4.43) y por qué no no son fisicamente viables

’ v f x z Y ‘ Qué ocurre

0 0 - - - El valor de a no es arbitrario.

0 cosa - 1 - Se necesita agrandar el
modelo de variables ocultas.

0 - - Cojf a  cos? % Una particula en un interferémetro
cerrado tiene estadisticas de onda.

- 1 - 1 - El valor de a no es arbitrario.

- 1 - cos’a cos? % Una particula en un interferémetro
cerrado tiene estadisticas de onda.

cos’ a 0 % - - Una onda en un interferémetro

abierto tiene estadisticas de particula.

- COSff;_” % 1 - Una onda en un interferémetro
abierto tiene estadisticas de particula.

- Cosf_‘);)_” % - cos? % Una onda (particula) en un interferémetro abierto
(cerrado) tiene estadisticas de particula (onda).

Tabla 4.1: Posibles distribuciones de probabilidad en el modelo de variables ocultas.

La verificacién experimental de las predicciones del experimento nos lleva a con-
cluir que no es posible encontrar un modelo de variables ocultas que reproduzca los
resultados de la mecanica cuantica y que al mismo tiempo sea consistente con nuestra
intuicién fisica. En este caso el fotén muestra un comportamiento cambiante entre onda
y particula lo cual méas que corresponder a propiedades intrinsecas reflejan la forma en
la que se estudia al fotén. La eleccién clédsica entre onda y particula se hace después de
que el fotén fue detectado al correlacionar los datos del fotén con los del bit de control.
En resumen, es posible observar propiedades complementarias utilizando un tnico dis-
positivo experimental que contenga un elemento en un estado de superposicién, lo cual
sugiere una reinterpretacion del principio de complementariedad de Bohr ya que en
este caso mas que tener dispositivos complementarios se tienen datos experimentales
complementarios.

Con respecto a la eleccion retardada y las mediciones, se podria argumentar que
no ocurren en realidad violaciones a la causalidad entre eventos si se mide al foton
antes que al bit de control que decide la configuracién experimental. No es hasta
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que se correlacionan los datos que podemos hablar de un comportamiento de onda o
particula: el comportamiento esté en la observacién.

En resumen, podemos decir que aunque clasicamente se hace una distincién entre
onda y particula, la mecanica cuantica nos ensena en este caso que, asi como no es posi-
ble interpretar la orientacién del espin de una particula como una propiedad intrinseca,
tampoco podemos considerar las propiedades de onda o particula como reales y ex-
cluyentes. En el caso de la radiacién electromagnética, la mecanica cuantica permite
unificar los conceptos de onda y particula y ponerlos en el mismo plano conceptual,
esto se hace especialmente evidente al considerar un interferémetro cuya configuracion
esta en un estado de superposicion. De esta forma es posible dar una descripcion cau-
sal de los resultados de experimentos con fotones individuales en un interferémetro de
Mach-Zender.



Conclusiones

Las predicciones de la teoria cuantica hasta ahora han demostrado estar de acuerdo
con los resultados experimentales, incluso aquellas que parecen completamente contra-
intuitivas. Sin embargo, la situaciéon conceptual no es tan clara en algunos aspectos, y
algunas preguntas quedan abiertas.

En la primera parte de este trabajo nos preguntamos si puede considerarse como
completa la descripcién de la realidad fisica que nos proporciona la mecanica cudntica.
Esta observacion surge a partir de las correlaciones no-locales que muestran los siste-
mas enredados y del hecho de que al hacer una medicién particular se elige describir
las propiedades de un sistema en una base de estados particular, por lo que en general
se pierde informacién sobre cualquier otro observable que no conmute. La mecénica
cuantica inicamente permite asignar propiedades bien definidas a un sistema después
de una medicién, pero las correlaciones sugieren una conexién causal entre propiedades
preexistentes, por lo que resulta natural considerar la posibilidad de complementar la
mecanica cuantica por medio de parametros adicionales que permitan asignar propie-
dades locales y realistas a los sistemas cuanticos.

La pregunta original de E.P.R. pudiese parecer casi de caracter filosofico, pero de
acuerdo a los observaciones de Bell es posible determinar si la mecanica cuantica es
una teoria completa en este sentido por medio de argumentos fisicos y experimentos.
El teorema de Bell muestra de forma clara y general que las ideas de localidad en las
mediciones y la realidad intrinseca de las propiedades fisicas son incompatibles con las
predicciones de la mecanica cuantica. En todas las pruebas de las diferentes versiones
del teorema que se presentaron se asumié de una u otra forma que los resultados
locales existen, independientemente de si hay un observador que los mida o no. Esta
aparentemente razonable suposicién resulta inconsistente con las predicciones de la
mecdnica cudntica, por lo que su validez se debe verificar experimentalmente. Aun
cuando las eficiencias de los detectores de que se dispone actualmente siguen siendo
menores a lo deseado, todos los resultados experimentales hasta ahora indican que la
mecanica cuantica no es una teoria incompleta en el sentido propuesto por E.P.R. En
consecuencia, no es posible completar a la mecanica cudntica por medio de variables
locales, y si la teoria llegase a ser completada por variables adicionales, éstas serian
explicitamente no-locales.

A pesar de la violacién experimental del teorema de Bell, la pregunta original
sobre si la mecanica cuantica es la teoria més completa sigue abierta en otros sentidos,
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pues ésta no explica la transicion entre probabilidades y la obtencién de un resultado
determinado. El inico concepto que estd definido en mecanica cudntica en relacién a la
obtencién de resultados es el de aparato de medicién, el cual no siempre permite una
descripcién de la interaccién entre sistemas micsorcopicos y variables macroscépicas
e introduce una linea divisoria entre el dominio de la mecanica cuantica y el de la
mecanica clésica.

Es posible por otro lado entender las violaciones del teorema de Bell como con-
secuencia de un resultado mas general: la falta de causalidad local en la descripcion
cuantica. Resulta imposible describir las correlaciones entre los resultados de una me-
dicion en una forma tal que los parametros de una medicién solo afecten al estado
de manera local, y las causas y efectos de éstas se propaguen con velocidad finita. El
principio de causalidad local de Bell hace explicita la incompatibilidad entre la forma
de relacionar probabilidades asociadas a las mediciones en mecanica cudntica y la es-
tructura causal del espacio tiempo que impone la relatividad especial, por lo que se
puede argumentar que la violacion de esta condicion implica una inconsistencia entre
ambas teorias.

Se mostrd que a pesar de la falta de causalidad local la mecanica cuantica si tiene
una estructura causal en relacién a promedios de mediciones, si se postula una re-
lacién de conmutatividad local. Esta relacion permite mostrar que los resultados de
mediciones que se realizan en regiones separadas espacialmente son independientes del
orden temporal en el que éstas se realicen y garantiza la imposibilidad de transmitir
senales de manera instantanea. Podria decirse en este sentido que la mecédnica cuantica
es separable y causal en relaciéon a promedios de los resultados de una medicién. Se
ha argumentado también que la no-senializacién es una condicién suficiente para ga-
rantizar la compatibilidad entre mecanica cuantica y relatividad, pero estrictamente la
relatividad especial no habla sobre la transmisién de sefiales sino sobre la estructura
del espacio-tiempo por lo que la compatibilidad entre ambas teorias no resulta del todo
clara.

En relacién a los sistemas sobre los cuales se realiza una serie de mediciones, se
encontré que no existe una descripciéon covariante de la funcién de onda. Cuando se
miden observables no-locales existe un intervalo temporal (que en principio puede ser
arbitrariamente largo) durante el cual el sistema cudntico y el aparato estan enreda-
dos; sin embargo, si no ocurren interacciones adicionales en este intervalo se obtienen
siempre los mismos resultados independientemente del marco de referencia en el que se
realicen las mediciones. Unicamente las propiedades cuanticas asociadas a parametros
clésicos, como son las probabilidades y los resultados que mide un aparato, tienen una
descripcién covariante, y esta condicion es suficiente para evitar contradicciones entre
los resultados de la mecénica cudntica y los de la relatividad.

Por tdltimo, se analizé la causalidad y localidad en relacién a la dualidad entre la
descripcién ondulatoria y corpuscular de la mecanica cudntica. Al describir los resulta-
dos de un experimento en un interferémetro de Mach-Zender con fotones individuales
es necesario, por un lado, considerar una descripciéon ondulatoria de los operadores de
creacién y aniquilacion del campo pero también es necesario considerar interacciones
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discretas con los detectores . De esta forma es posible dar una descripcion localmente
causal a un experimento de eleccién retardada que de otra forma nos llevaria a aparen-
tes contradicciones. Este resultado se hizo atin mas evidente al considerar los resultados
de un experimento de eleccion retardada en superposicion, en el que las estadisticas de
medicién correspondientes a ondas y particulas se presentan en una misma configura-
cion experimental. Se mostré también que es imposible reproducir los resultados del
experimento por medio de un modelo de variables ocultas en el cual ambas propiedades
sean excluyentes. Pero la descripciéon cuantica de la radiacién electromagnética y los
resultados del experimento de eleccion retardada en el interferémetro de Mach-Zender
son un caso particular. En otros casos mas generales la parte ondulatoria de la descrip-
cién cuantica esta relacionada no con una propiedad fisica sino con la funcién de onda
y la amplitud de probabilidad, lo cual en muchas ocasiones lleva también a violacio-
nes de causalidad local al momento de hacer una mediciéon. Quedan entonces algunas
preguntas abiertas en relacién a la funcién de onda y su evolucién. Por ejemplo, ;por
qué es necesario introducir dos postulados para describir su evolucién, cémo es que
uno de ellos deja de ser valido para darle lugar al otro, qué se entiende por colapso de
la funcién de onda, y, sobre todo, por qué el observador debe tener un papel central
en este proceso? Tal vez cuando se entiendan mejor estas cuestiones la descripcién del
mundo fisico por medio de la mecanica cudntica sea més clara.

Previo al desarrollo de la mecdnica cudntica se creia que el objetivo fundamental de
la fisica, y de cualquier ciencia en general, era el de explicar como el mundo realmente
es en nuestra ausencia. En concreto, la fisica debia proveer una explicacion del por
qué de las cosas por medio de representaciones matematicas que permiten formar una
imagen espacial y temporal de los fenémenos naturales. La mecédnica cudntica rompe
este esquema pues resulta incompatible con la idea de que las mediciones representan
un proceso por medio del cual se obtiene informacién de una propiedad preexistente.
Pero Bohr nos ensena que es incorrecto extender nuestra experiencia cotidiana a los
sistemas microscopicos y que la mecanica cuantica inicamente trata sobre lo que noso-
tros podemos decir sobre el mundo. Es importante mencionar que este nuevo esquema,
ha resultado altamente exitoso y que a pesar de todos los esfuerzos de los fisicos pa-
ra encontrar los limites de validez de la mecédnica cuantica, nadie ha podido siquiera
mostrar que tales limites existen.

Para finalizar, solo nos queda agregar la siguiente observacién de Bell:

Who do we think we are?
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