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Introducción

En 1854, Riemann escribió en Über die Hypothesen welche der Geome-
trie zu Grunde liegen1 acerca del desarrollo de un nuevo tipo de geometŕıa.
En este nuevo contexto se abarcaban no solamente el caso euclidiano sino
también el esférico y el hiperbólico; además este trabajo daŕıa pie a la gene-
ralización de la teoŕıa geométrica de superficies a dimensiones mayores. Sin
embargo el tipo de métrica usada en estos espacios no es del todo general,
siempre se está restringido a una forma diferencial cuadrática.

En 1918 Paul Finsler, bajo la dirección de Carathéodory, publica su
tesis doctoral y revive el interés en estudiar métricas más generales. La
geometŕıa de Riemann-Finsler tiene sus oŕıgenes en uno de los 23 problemas
planteados por Hilbert en 1900. El problema en cuestión es el último, el
cual curiosamente no está formulado concretamente sino que solamente es
un llamado al desarrollo del Cálculo de Variaciones. Uno de los temas más
comunes en esta rama de las matemáticas es estudiar integrales de la forma

S :=

� b

a
F

�
x
i
,
dx

i

dt

�
dt 1 ≤ i ≤ n (1)

con las xi coordenadas del espacio. Como buscamos que la longitud de arco
S sea independiente de la elección del parámetro requerimos que F cumpla

F (xi
,λy

i) = λF
�
x
i
, y

i
�
, λ > 0. (2)

1Una traducción de este texto puede encontrarse en Spivak, Michael. A Comprehensive
Introduction to Differential Geometry. Vol 2

i



ii ÍNDICE GENERAL

El estudio de la geometŕıa de Riemann-Finsler puede llegar a parecer
demasiado complejo, el lenguaje de tensores y formas diferenciales es usa-
do frecuentemente. En este trabajo tratamos de encontrar el significado
geométrico detrás de muchas de las definiciones que en principio pueden
parecer demasiado abstractas. A lo largo del texto iremos trabajando con
distintos ejemplos, mismo que serán usados constantemente, esto con el fin
de aprovecharlos al máximo.

En el primer caṕıtulo mencionaremos algunos conceptos preliminares que
ayudarán a recordar ideas planteadas en los cursos de Geometŕıa Diferencial
y en su caso Riemanniana.

En el segundo caṕıtulo definiremos primero los espacios de Minkowski,
que tiene como análogo los espacios vectoriales con producto interior que
usábamos en Geometŕıa Riemanniana. Se darán ejemplos y se demostrarán
algunos resultados útiles para cuando veamos variedades de Finsler.

El tercer caṕıtulo comienza con una discusión sobre la necesidad de usar
otro haz distinto a TM y se realiza la construcción pertinente. A continua-
ción recordamos el papel de la conexión de Levi-Civita y construimos una
conexión que se desempeñe de manera similar. En particular tendremos que
para variedades riemannianas estas conexiones coinciden.

En el cuarto caṕıtulo definimos las geodésicas de una variedad de Finsler
y hacemos algunas observaciones acerca de ellas. Una vez que tengamos el
concepto de geodésica veremos los distintos tipos de curvatura asociados a
una variedad de Finsler, daremos nociones intuitivas de lo que estos tipos de
curvatura no riemanniana describen de nuestras variedades diferenciables.
Además trabajaremos con algunos ejemplos tanto de geodésicas como de
curvatura.

Finalmente en el caṕıtulo 5 incluimos algunas referencias a art́ıculos que
tratan algunos temas de geometŕıa diferencial para variedades de Riemann-
Finsler.



CAṔITULO 1

Conceptos Preliminares

En este primer caṕıtulo nos centraremos en sentar las bases de los dis-
tintos conceptos que usaremos a lo largo de esta tesis. Como estamos traba-
jando en espacios más generales a los que posiblemente el lector haya tenido
oportunidad de estudiar, es necesario generalizar las construcciones con las
que se contaba en cursos de Geometŕıa Diferencial.

Sea M una n-variedad diferenciable. Denotemos, para cada x ∈ M , a
TxM como el espacio tangente a x. Aśı mismo denotaremos al dual de TxM

por T ∗
xM y se le llamará espacio cotangente.

Definimos TM :=
�

x∈MTxM el haz tangente sobre M donde todo ele-
mento en TM tiene la forma (x, v) con x ∈ M y v ∈ TxM . Se le dará además
la proyección natural p : TM → M dada por p(x, v) = x.

Hacemos lo análogo con cada T
∗
xM y formamos el haz cotangente T ∗

M .
Nótese que tanto TM como T ∗

M son variedades diferenciables de dimensión
2n.

1.1. Haces vectoriales y conexiones

A lo largo de esta sección usaremos haces en general, es decir, nuestros
objetos no serán necesariamente espacios tangentes o sus duales.

1



2 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Definición 1.1.1. Un haz vectorial k-dimensional sobre una variedad dife-
renciable N es una terna (E,N,π), tal que E es una variedad diferenciable,
llamada espacio total, N , es llamada espacio base y π : E → N es una
aplicación suprayectiva que cumple

∀p ∈ N se tiene que π
−1(p) es un espacio vectorial de dimensión k.

A Ep := π
−1(p) se le llama la fibra de p.

(Axioma de trivialidad local) ∀p ∈ N ∃U vecindad de p para la cual
existe un difeomorfismo

ϕ : π−1(U) → U × Rk
,

tal que para cada p ∈ U

ϕp := ϕ|Ep : Ep → {p}× Rk

sea un isomorfismo de espacios vectoriales.

En lo posible para simplificar la notación nos referiremos al haz (E,N,π)
simplemente como E, a menos que sea necesario dar el espacio base o la
proyección de manera expĺıcita.

Definición 1.1.2. Sea (E,N,π) un haz vectorial.

Una sección diferenciable del haz es una aplicación diferenciable X :
N → E tal que X(p) ∈ Ep para toda p ∈ N . Γ(E) denotará al espacio
de secciones diferenciables del haz.

Un marco móvil de (E,N,π) es un conjunto de secciones {ei}ki=1 del
haz, definidas en un abierto U ⊂ N tal que para toda p ∈ U , el
conjunto {ei(p)}ki=1 sea una base de la fibra Ep.

Otra forma de ver un haz vectorial es pensarlo como la unión de todas
las fibras sobre el espacio base, es decir

E :=
�

p∈N

Ep

De esta forma podemos tomar E
∗
p el espacio dual a la fibra Ep, y con

ello definir el haz dual como:

E
∗ :=

�

p∈N

E
∗
p ,

lo denotamos como la terna (E∗
, N,π).
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Definición 1.1.3. Sean N,M variedades diferenciables, (E,N,π) un haz
vectorial. Si f : M → N es una función diferenciable entonces definimos el
fibrado inducido

(f∗
E,M,π

∗),

donde f
∗
E = {(q, e) ∈ M × E|f(q) = π(e)} y π

∗ es la proyección natural
sobre M. Con lo cual el siguiente diagrama conmuta

f
∗
E

fπ ��

π∗

��

E

π

��
M

f
�� N

A la construcción anterior también se le conoce como el pullback de f .

Consideremos E y E
� haces vectoriales sobre una misma variedad M , de-

notemos a las fibras correspondientes como Ep y E
�
p, al ser espacios vectoria-

les podemos entonces considerar su producto tensorial (E ⊗ E
�)p := Ep⊗E

�
p.

Con lo cual se sigue de forma natural que podemos definir el siguiente haz

E ⊗ E
� :=

�

p∈M

Ep ⊗ E
�
p.

Las métricas con las que trabajaremos no son diferenciables, en general,
en todo el haz tangente TM , para solucionarlo definiremos un tipo particular
de haz que se define a continuación.

Definición 1.1.4. Sea (TM,M, ρ) el haz tangente a una variedad dife-
renciable M con ρ : TM → M proyección. Definimos el doble haz tangente
como (TTM, TM, dρ), donde dρ : TTM → TM denota a la diferencial de
ρ.

Vale la pena detenernos un poco para analizar cómo se comportan las fi-
bras de este nuevo haz. Consideremos (x, y) ∈ TM el cual podemos describir
como (x, yi ∂

∂xi ) con { ∂
∂xi } un marco móvil. Entonces localmente escribimos

(x1
, x

2
, · · · , xn

, y
1
, y

2
, · · · , yn) y tenemos el marco móvil { ∂

∂xj ,
∂

∂yj }. Aśı un
campo vectorial X en TM , es decir X ∈ Γ(TTM), se puede escribir como:

X = X
j ∂

∂xj
+X

n+j ∂

∂yj
. (1.1)



4 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Definición 1.1.5. Sea (E,M,π) un haz vectorial sobre M . Una conexión
lineal ∇ en E es una transformación

∇ : Γ(E) → Γ(E ⊗ T
∗
M)

tal que cumple:

1. ∇s(fX +X
�
, θ) = f∇s(X, θ) +∇s(X �

, θ)

2. ∇(λs+ s
�) = λ∇s+∇s

�

3. (Regla de Leibniz) (∇(fs)) (X, θ) = f∇s(X, θ) + (df ⊗ s) (X, θ).

Para todo s, s
� ∈ Γ(E), X,X

� ∈ Γ(TM), θ ∈ Γ(E∗), f ∈ C
∞(M) y λ ∈ R.

Lema 1.1.6. Sea (E,M,π) un haz vectorial sobre M , ∇ una conexión
lineal. Para U ⊆ M abierto consideremos un marco móvil {ej} entonces
existen ω

k
j ∈ Γ(T ∗

M) tales que

∇ej = ω
k
j ⊗ ek. (1.2)

Demostración. Una demostración de este lema se encuentra en [11].

Otro concepto que es necesario definir es el de derivada covariante para
una conexión en un haz.

Definición 1.1.7. Sea ∇ una conexión en un haz vectorial E. Para X ∈
Γ(TM) definimos la transformación ∇X : Γ(E) → Γ(E) como

∇Xs := (∇s)(X), para s ∈ Γ(E).

A ∇X se le llamará la derivada covariante en la dirección de X.

Una vez definido el concepto de derivada covariante de una conexión
consideremos (E,N,π) un haz vectorial, ∇ una conexión. Sea x ∈ N ,
U ⊂ N un abierto que contenga a x y {ei} un marco móvil. Entonces

∇eiej = (∇ej)(ei) = (ωk
j ⊗ ek)(ei) = ω

k
j (ei)ek = Γk

ijek

por la ecuación (1.2).
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Definición 1.1.8. Sean (E,M,π) un haz vectorial sobre M , ∇ una cone-
xión lineal y T un campo tensorial de rango (1, 1) en la variedad M .T =
T

j
i ej ⊗ θ

i ∈ Γ(E ⊗ E
∗). Donde {ej} y {θi} son marcos móviles en E y E

∗

respectivamente. Dado X ∈ Γ(TM) definimos la derivada covariante de T

en la dirección de X como

∇XT := (∇XT )ji ej ⊗ θ
i
, (1.3)

donde (∇XT )ji := dT
j
i + T

k
i ω

j
k − T

j
kω

k
i .

1.2. Propagaciones

Debido a que trabajaremos en haces vectoriales más generales no siem-
pre podremos usar construcciones totalmente análogas a las hechas en va-
riedades riemannianas. Por ejemplo para definir geodésicas usaremos los
conceptos de ecuación diferencial de segundo orden y basándonos en ésta
definiremos el concepto de propagación. Para ello trabajaremos con un tipo
particular de campo vectorial que representará un sistema de ecuaciones
diferenciales de gran utilidad.

Consideremos una curva suave γ : (a, b) → M , luego podemos hablar de
su derivada respecto a t.

γ̇(t) ∈ Tγ(t)M,

y gracias a esto podemos definir la curva de velocidades

γ̇ : (a, b) → TM. (1.4)

Nótese que dada la ecuación (1.4), es fácil ver que tenemos una curva
suave en TM .

Entonces repitiendo el argumento anterior podemos definir:

γ̈ : (a, b) → TTM, (1.5)

donde TTM es el haz tangente de la variedad TM .

Definición 1.2.1. Una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden en
una variedad M en un campo vectorial en TM , es decir, ξ ∈ Γ(TTM). Con
la propiedad de que toda curva integral β de ξ sea la curva de velocidades
de su proyección sobre M , en otras palabras, que se cumpla β = γ̇ para
γ = π ◦ β.
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(a, b)

γ̇

γ

π

M

TM

β = γ̇

1

Figura 1.1: Curva de velocidades.

Definición 1.2.2. A una curva γ : (a, b) → M se le llama curva integral
de la ec. dif. de segundo orden ξ en M si γ̇ es curva integral de ξ en TM ,
en otras palabras si para toda t se tiene que γ̈(t) = ξ(γ̇(t)).

TTM

dπ

��
TM

ξ

��

π

��

(a, b)
β=γ̇

��

β̇=ξ◦β

��

γ

��
M

Entonces como las curvas integrales de ξ en TM y en M se obtienen una de
otra mutuamente γ = π ◦β , β = γ̇, las consideramos como formas distintas

\ I 

(~ 
/ 



1.2. PROPAGACIONES 7

de un mismo objeto.

Definición 1.2.3 (Propagación). Sea M una variedad diferenciable. Una
propagación1 G en M es un campo vectorial en TM de la forma

G(x, y) := y
i ∂

∂xi
− 2Gi ∂

∂yi
, (1.6)

con G
i = G

i(x, y) funciones que localmente cumplen

G
i(x,λy) = λ

2
G

i(x, y.)

Ahora si consideramos una curva diferenciable γ : (a, b) → M con
coordenadas γ

i(t), por (1.4) la curva de velocidades γ̇ tiene coordenadas
(γi(t), γ̇i(t)). Si γ̇ es curva integral de la propagación G se tiene:

γ̈ = G(γ̇),

es decir las coordenadas satisfacen

γ̈
i(t) + 2Gi(γ(t), γ̇(t)) = 0. (1.7)

Definición 1.2.4 (geodésica de una propagación). Sea M una variedad
diferenciable y G una propagación. Decimos que una curva diferenciable
γ(t) : (a, b) → M es una geodésica de G si γ es una curva integral de la
propagación.

Veamos que la definición de curva geodésica para propagaciones (1.2.4)
es equivalente a la definición usual de geodésica que se tiene para variedades
riemannianas. Sea (M, g) variedad riemanniana, el haz tangente TM y una
conexión ∇ en TM .

Definición 1.2.5. Sean (M, g) una variedad riemanniana y γ : (a, b) → M

una curva diferenciable. Decimos que γ es una geodésica de M si

∇γ̇(t)γ̇(t) = 0, ∀ t ∈ (a, b). (1.8)

Aśı si la curva γ : (a, b) → M tiene coordenadas γi(t), por (1.4) su curva
de velocidades es γ̇ : (a, b) → TM con coordenadas γ̇

i(t). Con lo cual la
ecuación de la definición anterior queda expresada como:

∇γ̇ γ̇ = γ̇
j∇ ∂

∂xj
γ̇

1En la literatura en inglés el término usado es spray.
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= γ̇
j∇ ∂

∂xj
γ̇
k ∂

∂xk
= γ̇

j
γ̇
k∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
+

∂γ̇
k

∂xj

∂

∂xk

como por definición ∇ ∂
∂xj

∂
∂xk = Γi

jk
∂

∂xi , con Γi
jk śımbolo de Christoffel.

Luego γ̇
i ∂γ̇
∂x = γ̈

i

=
�
γ̈
i + Γi

jkγ̇
j
γ̇
k
� ∂

∂xi
= 0.

De donde se obtiene que:

γ̈
i + Γi

jkγ̇
j
γ̇
k = 0. (1.9)

Esta ecuación es conocida como la ecuación geodésica.
Entonces dada una variedad riemanniana (M, g) podemos definir una

propagación G en TM tomando G
i(x, y) = Γi

jky
j
y
k. Aśı por la ecuación

(1.7) una curva γ es geodésica de G si sus coordenadas cumplen:

γ̈
i(t) + 2Gi(γ(t), γ̇(t)) = 0,

lo cual al sustituir tenemos:

γ̈
i + Γi

jkγ̇
j
γ̇
k = 0,

que es equivalente a la definición usual de una geodésica para variedades
riemannianas.



CAṔITULO 2

Los espacios de Finsler

En este caṕıtulo introduciremos las nociones básicas de espacios de Min-
kowski y variedades de Finsler, mostrando sus análogos a las vistas en geo-
metŕıa Riemanniana.

En el primer caso, intuitivamente, podemos decir que se trata de espacios
en los que la forma de medir depende de la dirección que se esté consideran-
do. En el segundo tenemos que se trata de variedades diferenciables para la
cuales en lugar de tener un espacio vectorial con un producto interior, en
cada punto, tenemos otro espacio un poco distinto, un espacio de Minkowski.

2.1. Normas de Minkowski

Definición 2.1.1. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre
R. Una función F : V → R es una norma de Minkowski si cumple con las
siguientes propiedades:

1. F (y) ≥ 0 , ∀y ∈ V y F (y) = 0 ⇔ y = 0

2. F (λy) = λF (y) , ∀y ∈ V y λ > 0

3. F es C
∞ en V � {0}

9



10 CAPÍTULO 2. LOS ESPACIOS DE FINSLER

4. Para todo y ∈ V , el siguiente funcional bilineal simétrico es positivo
definido

(gij) (y) :=

��
1

2
F

2

�

yiyj

�
(y)

Vale la pena precisar el último inciso . Si tomamos F : V → R y {bi}
una base de V . Podemos pensar a F (y) = F (yibi) como una función de
(yi) ∈ Rn y con ello:

[F 2]yiyj (y),

denota a las parciales de F
2 respecto a los yi y y

j . Solamente falta mostrar
que este último inciso no depende de la elección de la base.

Sean {bi} , {ci} ⊂ V bases de V . Luego es claro que bi = r
j
i cj con lo

cual si tomamos y ∈ V ⇒ y = y
i
bi = y

i
r
j
i cj = ỹ

j
cj . Entonces si

(gij) (y) :=

��
1

2
F

2

�

yiyj

�
(y) , (g̃ij) (y) :=

��
1

2
F

2

�

ỹiỹj

�
(y)

son las matrices definidas por las bases {bi} y {ci} tenemos que:

(gij) = A
t (g̃ij)A,

donde la matriz A = (rji ) es la matriz del cambio de coordenadas. Por lo
tanto si tomamos un vector (yi) ∈ Rn

,

(yi)t (gij) (y
i)) = (yi)At (g̃ij)A(yi) =

�
(yi)tAt

�
(g̃ij)

�
A(yi)

�
= (ỹi)t (g̃ij) (ỹ

i).

De donde se sigue que el funcional es positivo definido sin importar qué base
se tome.

Definición 2.1.2. Dada una norma de Minkowski F en V , definimos

SF := {y ∈ V |F (y) = 1} ,

una hipersuperficie cerrada con centro en el origen, la cual es difeomorfa a
la esfera usual Sn−1 ⊂ Rn. A SF le llamaremos la indicatriz de F.

Veamos ahora un ejemplo de norma de Minkowski. Consideremos en R2

la siguiente función
F : R2 → R
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(x, y) �→
��

x4 + y4 + �(x2 + y2),

con � > 0.
Veamos que F es una norma de Minkowski. Primero notemos que:

�
x4 + y4 ≥ 0 , �(x2 + y

2) ≥ 0

de donde se sigue que F (x, y) ≥ 0. Además es claro que F (x, y) = 0 ⇔
(x, y) = (0, 0). Sea λ > 0, entonces

F (λ(x, y)) =

��
(λx)4 + (λy)4 + �

�
(λx)2 + (λy)2

�
=

=

�
λ2

�
x4 + y4 + λ2�(x2 + y2) = λF (x, y).

Calculemos las entradas de la matriz g, para (x, y) ∈ R2� 0 se tiene que

F
2

2
=

�
x4 + y4 + �

�
x
2 + y

2
�

2
.

Ahora calculemos las derivadas:

�
1

2
F

2

�

x

=
1

2

�
4x3

2
�

x4 + y4
+ 2�x

�
=

x
3

�
x4 + y4

+ �x.

Análogamente

�
1

2
F

2

�

y

=
y
3

�
x4 + y4

+ �y.

Luego

gxx =

�
1

2
F

2

�

xx

=

�
x
3

�
x4 + y4

�

x

+ (�x)x

= x
3

�
−4x3

2(x4 + y4)
�
x4 + y4

�
+

3x2

�
x4 + y4

+ � =
x
6 + 3x2

y
4

(x4 + y4)
�

x4 + y4
+ �.

gyy =

�
1

2
F

2

�

yy

=
y
6 + 3y2x4

(x4 + y4)
�

x4 + y4
+ �.

gxy =

�
1

2
F

2

�

xy

=

�
x
3

�
x4 + y4

�

y

+ (�x)y = x
3

�
−4y3

2(x4 + y4)
�

x4 + y4

�
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=
−2x3

y
3

(x4 + y4)
�
x4 + y4

.

Es claro que gxy = gyx. Sea (u, v) ∈ R2, queremos ver que

(u, v)

�
gxx gxy

gxy gyy

��
u

v

�
≥ 0.

Pero esto es equivalente a ver

u
2
gxx + 2uvgxy + v

2
gyy ≥ 0.

Entonces

u
2

�
x
6 + 3x2

y
4

(x4 + y4)
�

x4 + y4
+ �

�
+ 2uv

�
−2x3

y
3

(x4 + y4)
�

x4 + y4

�

+v
2

�
y
6 + 3y2x4

(x4 + y4)
�
x4 + y4

+ �

�
.

Agrupando apropiadamente obtenemos

(ux3 − vy
3)2 − 2uvx3

y
3 + 3u2

x
2
y
4 + 3v2y2x4

(x4 + y4)
�

x4 + y4
+ �(u2 + v

2)

=
(ux3 − vy

3)2 + x
2
y
2(3u2

y
2 − 2uvxy + 3v2x2)

(x4 + y4)
�

x4 + y4
+ �(u2 + v

2)

=
(ux3 − vy

3)2 + x
2
y
2(2(u2

y
2 + v

2
x
2) + (uy − vx)2)

(x4 + y4)
�

x4 + y4
+ �(u2 + v

2) ≥ 0.

Con lo cual concluimos que la matriz es definida positiva.

2.1.1. Algunas propiedades

Dado que en este trabajo usaremos normas de Minkowski definidas sobre
espacios vectoriales de dimensión finita, las siguientes propiedades serán
enunciadas para normas de Minkowski en Rn.

Teorema 2.1.3 (Euler). Sea una función H : Rn → R, tal que sea diferen-
ciable fuera del origen. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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H es homogénea positiva de grado r. Es decir,

H(λy) = λ
r
H(y) ∀λ > 0.

La derivada direccional radial de H es r veces H.

y
i
Hyi(y) = rH(y)

Demostración. Supongamos que H satisface H(λy) = λ
r
H(y) para toda λ

positiva. Fijamos y y derivando respecto a λ obtenemos

y
i
Hyi(λy) = rλ

r−1
H(y).

Tomando λ = 1 obtenemos el criterio buscado.
Ahora supongamos y

i
Hyi(y) = rH(y). De nuevo fijemos y y considere-

mos la función H(λy) con λ > 0. Por la regla de la cadena, tenemos

d

dλ
H(λy) = y

i
Hyi(λy) =

1

λ
(λyi)Hyi(λy).

Usando la hipótesis tenemos que el último término es igual a 1
λrH(λy).

De esta manera planteamos la siguiente ecuación diferencial.

d

dλ
H(λy)− r

λ
H(λy) = 0.

Resolviéndola por el factor integrante1 1
λr obtenemos H(λy) = Cλ

r,
donde C es alguna constante que depende de y, pero no de λ . Haciendo
λ = 1 obtenemos que C = H(y).

En particular tenemos que una norma de Minkowski F es homogénea
positiva de grado 1, con lo cual:

y
i
Fyi(y) = F (y), y

j
Fyiyj (y) = 0. (2.1)

Y con ello tenemos que Fyi es homogénea de grado cero y Fyiyj es ho-
mogénea de grado −1.

Teorema 2.1.4. Sea F una norma de Minkowski en Rn entonces se cum-
plen:

1. F (y) > 0 si y �= 0.

1Si el lector requiere consultar un libro sobre resolución de E.D.O. puede ver por

ejemplo: [4], [5]
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2. (Desigualdad del triángulo)

F (y1 + y2) ≤ F (y1) + F (y2) donde la igualdad se cumple si y sólo si

y1 = αy2 α ≥ 0.

3. (Desigualdad Fundamental)

w
i
Fyi(y) ≤ F (w) si y �= 0,

la igualdad se cumple si y sólo si w = αy para alguna α ≥ 0.

Demostración. Observemos primero que

(gij)(y) := ([
1

2
F

2]yiyj )(y) = (FFyiyj + FyiFyj )(y) (2.2)

mediante la regla de la cadena.
Luego gijy

i
y
j = y

i
y
j(FFyiyj + FyiFyj ), de donde al distribuir apropia-

damente se tiene
y
i
Fy

j
Fyiyj + y

i
Fyiy

j
Fyj = F

2
, (2.3)

por la ecuación (2.1).
Ahora el lado izquierdo de la igualdad anterior es positivo siempre que

y �= 0, debido a que gij = F
2 y gij es positivo definido.

Para la desigualdad del triángulo, sea y ∈ Rn � 0, luego la matriz
(gij(y)) define un producto interior. Entonces por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, si η := (ηi) y ξ := (ξi) son vectores en Rn,

[gijξ
i
η
j ]2 ≤ [gijξ

i
ξ
j ][gijη

i
η
j ],

donde la igualdad se cumple si y sólo si η y ξ son colineales. Tomando
η
i = y

i y usando que gij(y)yiyj = F
2(y) ,

[gijξ
i
y
j ]2 ≤ F

2(y)[gijξ
i
ξ
j ]. (2.4)

Por otro lado la ecuación (2.3) para gij nos da

F
2(y)

�
gijξ

i
ξ
j
�
−
�
gijy

i
ξ
j
�2

=
�
FFyiyj + FyiFyj

�
y
i
y
�
gijξ

i
ξ
j
�
−

�
gijy

i
ξ
j
�2

como Fgijy
i
y
h = F

3 entonces

= F
3
Fyiyjξ

i
ξ
j + FyiFyjy

i
y
j
gijξ

i
ξ
j −

�
gijy

i
ξ
j
�2
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por la ecuación (2.1) tenemos que y
i
Fyi = F y con ello

= F
3
Fyiyjξ

i
ξ
j + F

2
gijξ

i
ξ
j −

�
gijy

i
ξ
j
�2

= F
3
Fyiyjξ

i
ξ
j + gjiy

j
y
i
gijξ

i
ξ
j −

�
gijy

i
ξ
j
�2

= F
3
Fyiyjξ

i
ξ
j + gjiξ

j
y
i
gijξ

i
y
j −

�
gijy

i
ξ
j
�2

= F
3
Fyiyjξ

i
ξ
j +

�
gijξ

i
y
j
�2 −

�
gijy

i
ξ
j
�2

.

Por lo tanto F
2(y)

�
gijξ

i
ξ
j
�
−

�
gijy

i
ξ
j
�2

= F
3
Fyiyjξ

i
ξ
j entonces

Fyiyj (y)ξiξj =
1

F 3(y)
{F 2(y)[gijξ

i
ξ
j ]− [gijy

i
ξ
j ]2},

usando la ecuación (2.4) obtenemos la siguiente desigualdad

Fyiyj (y)ξiξj ≥ 0 , ∀ξ ∈ Rn
, (2.5)

donde la igualdad se cumple si y sólo si ξ y y son colineales.
Probemos que

2F (y) ≤ F (y + ξ) + F (y − ξ)∀y , ξ ∈ Rn

y que la igualdad se cumple si y sólo si ξ = λy para alguna |λ| ≤ 1.
Veamos primero qué pasa si ξ = λy. Si |λ| ≤ 1, la homogeneidad de F

en el lado derecho implica la desigualdad anterior. Si |λ| > 1 el lado derecho
se reduce a:

F (y + λy) + F (y − λy) = F ((1 + λ)y) + F ((1− λ)y)

que es mayor que 2F (y) pues se tiene de antemano que |λ| > 1 con lo cual
(1 + λ) > 2 ó (1 − λ) > 2, pero entonces para alguno de los sumandos de
la derecha podemos aplicar la homogeneidad de F y con ello es clara la
desigualdad.

Ahora veamos el caso en que ξ y y no son colineales. Consideremos la
función de variable real F (y + tξ), que además es de clase C

∞. Usando el
teorema del valor medio

F (y ± ξ) = F (y)± Fyi(y)ξi +
1

2
Fyiyj (y ± �ξ)ξiξj ,
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para alguna 0 < � < 1. Dado que y± �ξ y ξ son linealmente independientes,
por la ecuación (2.5) sabemos que 1

2Fyiyj (y±�ξ)ξiξj > 0. Entonces tenemos

F (y + ξ) > F (y) + Fyi(y)ξi, F (y − ξ) > F (y)− Fyi(y)ξi, (2.6)

sumando estas dos últimas expresiones tenemos el resultado buscado.
Finalmente demostremos la desigualdad fundamental:

w
i
Fyi(y) ≤ F (w) ∀y �= 0

donde la igualdad se da si y sólo si w = αy para alguna α ≥ 0. Si w = αy

para alguna α ≥ 0, ambos lados de la desigualdad son αF (y).En caso de
que w fuera un múltiplo negativo de y el lado izquierdo es negativo por lo
tanto se cumple la desigualdad.

Ahora si y, w son linealmente independientes, también lo son y y ξ =
y − w. Usando la desigualdad (2.6) obtenemos

F (w) > F (y)− Fyi(y)(yi − w
i),

de donde se sigue el resultado.

2.2. Variedades de Finsler

Una vez definidos en la sección anterior los espacios de Minkowski, po-
demos ahora empezar a trabajar con las variedades que conciernen a este
texto.

Definición 2.2.1. Sea M una n-variedad diferenciable. Una estructura de
Finsler en M es una función

F : TM → [0,∞)

con las siguientes propiedades:

F es C
∞ en TM � 0, donde TM � 0 se define como el haz tangente

TM menos la sección cero.

∀x ∈ M F (x, ) es una norma de Minkowski.

A la pareja (M,F ) se le llamará variedad de Finsler. Cuando no haya po-
sibilidad de confusión la denotaremos simplemente como M.
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Sea U ∈ M un abierto y (x1
, . . . , x

n) = (xi) : U → Rn un sistema
de coordenadas local en U . Entonces se tiene que esta carta da lugar a
coordenadas (xi

, y
i) en TM mediante

y = y
i ∂

∂xi
,

con lo cual las yi están definidas en cada fibra. Aśı podemos describir a F

localmente como

F (x, y) = F (x1
, . . . , x

n; y1, . . . , yn).

En algunos casos puede que F cumpla condiciones adicionales como por
ejemplo F (x,−y) = F (x, y). En este caso diremos que F es absolutamente
homogénea, F (x,λy) = |λ|F (x, y) ∀λ ∈ R � {0}. Esto ocurre por ejemplo,
cuando la métrica de Finsler es en realidad una métrica riemanniana.

Lema 2.2.2. Sea (M,F ) variedad de Finsler. Entonces se cumplen:

y
i
Fyi = F,

y
i
Fyiyj = 0,

y
k
Fyiyjyk = −Fyiyj

Demostración. Las primeras dos afirmaciones se siguen claramente pues
∀x ∈ M se tiene que F es una norma de Minkowski y por el teorema (2.1.3)
se tiene el resultado. Para la tercera afirmación consideremos λ > 0 y

F (x,λy) = λF (x, y), derivando respecto de y
i

λFyi(x,λy) = λFyi(x, y)

cancelando la constante y derivando ahora respecto de y
j

λFyiyj (x,λy) = Fyiyj (x, y)

con esto queda claro que Fyiyj es homogénea de grado −1, se sigue del
teorema (2.1.3) la fórmula buscada.
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2.2.1. Algunos ejemplos

Variedades de Riemann.
Sea (M, g) una variedad riemanniana, es decir, M es una variedad
diferenciable y g ∈ Γ((TM ⊗ TM)∗). Aśı definimos F : TM → [0,∞)
como:

F (x, y) :=
�

gx(y, y)

Es fácil ver que F es C∞ en TM y que en cada punto es una norma
de Minkowski, con la peculiaridad de que gij definido anteriormente
no depende de y.

• (Métrica de Klein) Sea B
n ⊂ (Rn

, � · �) la bola unitaria, y � · �
la norma euclidiana usual. Definimos:

α−1 :=

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2 , y ∈ TxB
n ∼= Rn

.

α−1 es una métrica riemanniana en B
n, llamada métrica de

Klein. A la pareja (Bn
,α−1) se le conoce como modelo de Klein2.

Espacios de Randers.

Sea M una variedad diferenciable. Una métrica de Randers es una
estructura de Finsler en TM de la forma:

F (x, y) := α(x, y) + β(x, y) ,

definiendo α(x, y) :=
�

aijy
iyj ,β(x, y) := bi(x)yi.

Los aij son los componentes de una métrica riemanniana y los bi son
los de una 1-forma. Hay que tener un poco de cuidado debido a la
presencia del término β, que al ser lineal en y, no tiene un signo fijo.
Para que F sea positiva en TM \ 0, debemos controlar el tamaño de
los bi. Mostremos que F es positiva si y sólo si:

�b� :=
�
aijb

ibj < 1, con b
i := a

ij
bj

2El modelo de Klein es usado en geometŕıa hiperbólica.
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Teorema 2.2.3. Sea F (x, y) := α(x, y)+β(x, y) métrica de Randers.
Son equivalentes:

1. �b� :=
�

aijb
ibj < 1.

2. F (x, y) es positiva para toda y �= 0.

3. El tensor fundamental gij(x, y) es positivo definido para toda y �=
0.

Demostración. (1) ⇒ (2) Supongamos que �b� < 1; luego usando
Cauchy-Schwarz,

±β ≤ |β| = |biyi| ≤ �b��y� ≤ 1 ·
�

aijy
iyj = α.

Con lo cual F = α+ β es positiva.

(2) ⇒ (1) Supongamos ahora que F es positiva. Entonces para −b
i =

−b
i(x),

F (x,−b
i) = α(x,−b

i) + β(x,−b
i) =

�
aijb

ibj − bi(b
i) =

=
�

aijb
ibj − a

ij
b
j
b
i = �b�(1− �b�) > 0

⇒ �b� < 1.

(3) ⇒ (2). Se tiene que F
2(x, y) = gij(x, y)yiyj , con lo cual al ser

el tensor fundamental positivo definido se sigue que F es positiva.
Finalmente

(2) ⇒ (3) El resultado es claro, pues recordando la definición de
gij(x, y) se observa que

(gij) = ([
1

2
F

2]yiyj ),

al ser F positiva, es claro que gij también lo es.

• (Deformación de la métrica de Klein) Definimos en B
n ⊂ Rn

F :=

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2 +
�x, y�

1− �x�2 , y ∈ TxB
n ∼= Rn

.

A esta métrica también se le conoce como métrica de Funk.
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Obsérvese además que en el caso de los espacios de Randers F no puede
ser absolutamente homogénea a menos que F sea riemanniana ( i.e. β = 0).

2.2.2. El tensor fundamental y el tensor de Cartan

Ya que definimos variedades de Finsler, nos gustaŕıa sacar provecho de
las propiedades de F , aqúı definiremos dos tensores, el primero jugará en lo
posible el papel de una métrica riemanniana, el segundo nos servirá como
una gúıa para saber qué tanto se parece el primero a una métrica rieman-
niana.

Con ellos podremos hacer construcciones lo más parecidas a las hechas
para variedades riemannianas, por ejemplo al momento de hablar de cone-
xiones.

Definición 2.2.4 (Tensor Fundamental). Sea (M,F ) variedad de Finsler.
Definimos

g := gijdx
i ⊗ dx

j
,

le llamaremos a g el tensorfundamental. Donde gij es el funcional bilineal
definido en (2.1.1).

Lema 2.2.5. Los componentes del tensor fundamental satisfacen las si-
guientes propiedades:

1. y
i
gij = FFyj ,

2. y
i
y
j
gij = F

2,

3. y
i ∂gij
∂yk = y

j ∂gij
∂yk = y

k ∂gij
∂yk = 0

Demostración. Observemos primero que el tensor fundamental cumple:

(gi,j) := ([
1

2
F

2]yiyj ) = (FFyiyj + FyiFyj ),

Ahora mostremos 1, usando la fórmula anterior tenemos

y
i(FFyiyj + FyiFyj ) = Fy

i
Fyiyj + (yiFyi)Fyj ,

por el teorema (2.2.2) concluimos yigij = FFyj .

Para 2 consideremos de igual forma

y
i
y
j(FFyiyj + FyiFyj ) = y

j
F (yiFyiyj ) + (yiFyi)(yjFyj )

por el teorema (2.2.2) se tiene el resultado.
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Finalmente para 3 usando una vez más el teorema (2.2.2),

y
k ∂gij

∂yk
= y

k(FykFyiyj + FFyiyjyk + FyiykFyj + FyiFyjyk)

= (ykFyk)Fyiyj + F (ykFyiyjyk) + (ykFyiyk)Fyj + Fyi(ykFyjyk)

= FFyiyj − FFyiyj + (ykFykyi)Fyj + Fyi(ykFykyj ) = 0,

El último paso se sigue del hecho de que Fyiyj = Fyjyi debido a que F

es de clase C
∞. Los demás casos son análogos.

Definición 2.2.6 (Tensor de Cartan). Sea (M,F ) variedad de Finsler, si
gij denota a los componentes del tensor fundamental.Definimos

A := Aijkdx
i ⊗ dx

j ⊗ dx
k
,

donde

Aijk :=
F

2

∂gij

∂yk
=

F

4
(F 2)yiyjyk .

Teorema 2.2.7. Sea F una norma de Minkowski en Rn
. Son equivalentes:

1. F es euclidiana. Es decir, F está inducida por un producto interior.

2. Aijk = 0 ∀i, j, k.

Demostración. Supongamos que F (x, y) :=
�
hx(y, y) entonces es fácil ver

que

Aijk =
F

2

∂hij

∂yk
= 0,

pues

gij =

��
F

2

2

��

yiyj

=

��
h(y, y)

2

��

yiyj

=

��
hkly

k
y
l

2

��

yiyj

=

��
hily

l + hliy
l

2

��

yj

=

��
hij + hji

2

��
= hij .

Por lo tanto gij := ([ 12F
2]yiyj ) = hij no depende de y.

Supongamos ahora que Aijk = 0 para toda i, j, k. Por definición se tiene
que
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Aijk =
F

2

∂gij

∂yk
= 0.

Aśı, es claro ver que gij no depende de y
k para toda k. Con lo cual F

debe ser euclidiana.

Proposición 2.2.8. Sea (M,F ) variedad de Finsler. Entonces los compo-
nentes del tensor de Cartan cumplen

1. Aijk es totalmente simétrica, es decir, Aijk = Ajik = Aikj,

2. y
iAijk = 0,

3. (M,F ) es variedad riemanniana ⇔ A = 0

Demostración. Recordemos la definición de Aijk = F
2

∂gij
∂yk .

Para 1 consideremos:

∂gij

∂yk
= FykFyiyj + FFyiyjyk + FyiykFyj + FyiFyjyk ;

como F es de clase C∞ en TM�0, sabemos que podemos permutar el orden
de las derivadas parciales en el caso de Fyiyjyk . Por lo que basta hacer la

observación de que con los términos restantes, al tomar ∂gji
∂yk y ∂gik

∂yj lo único
que cambia es el orden de los sumandos.

Para 2 se tiene

y
iAijk = y

iF

2

∂gij

∂yk
=

F

2
(yi

∂gij

∂yk
) = 0,

por el lema 2.2.5.
Para 3, si (M,F ) es una variedad riemanniana es claro que gij(x) no

tiene dependencia de y con lo cual ∂gji
∂yk = 0, de la definición de los Aijk, se

tiene que también estos son cero.
Supongamos que Aijk = 0 para todo i, j, k. Entonces por el teorema

anterior se sigue el resultado.



CAṔITULO 3

La conexión de Chern y el haz inducido

En este caṕıtulo discutiremos la necesidad de trabajar en π
∗
TM en lugar

de usar solamente TM como en el caso en que tenemos métricas riemannia-
nas. Continuaremos recordando los conceptos de conexión en haces vectoria-
les y construiremos las secciones, bases y demás objetos que nos facilitarán
la construcción de la conexión de Chern y el estudio de sus propiedades.
Mencionaremos además algunas propiedades de la derivada covariante res-
pecto a las bases que definiremos a lo largo del caṕıtulo.

3.1. El haz inducido π∗TM

En la definición de variedad de Finsler, observamos que en general F es
de clase C

∞ solamente en TM � 0. Hasta ahora esta restricción no hab́ıa
presentado ningún inconveniente, pero consideremos lo siguiente: La falta
de diferenciabilidad de F en todo el haz tangente nos impide trabajar en él,
volviendo un poco desalentador el tratar de emular lo hecho para la conexión
de Levi-Civita. Recordemos el tensor fundamental g definido en (2.2.4), el
cual para todo (x, y) ∈ TM � 0 es invariante bajo rescalamiento positivo de
y, es decir, es homogéneo positivo de grado cero.

Lema 3.1.1. El tensor fundamental g definido en (2.2.4) es invariante bajo
reescalamiento positivo.

23
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Demostración. Como una consecuencia del teorema de Euler (2.1.3) tene-
mos que Fyi , Fyiyj son funciones homogéneas de grado 0 y −1 respectiva-
mente (véase la ecuación (2.1)) . Luego tenemos que:

gij = FFyiyj + FyiFyj ,

basta hacer notar que F al ser métrica de Finsler es homogénea positiva de
grado 1 por definición, con ello el producto FFyiyj es homogéneo positivo
de grado 0 y por lo tanto es claro que gij también lo es.

Aśı el tensor gijdxi⊗dx
j podŕıa haber funcionado como producto interior

en TxM de no ser por la condición de que y �= 0. Estas observaciones nos
obligan en cierta manera a conseguir una conexión lineal en algún otro haz
que, en lo posible, pudiese ser de una importancia y utilidad comparable a
la conexión de Levi-Civita que se tiene para variedades riemannianas.

Dada una variedad diferenciable M de dimensión n el haz tangente TM
es a su vez una variedad diferenciable, pero de dimensión 2n. Si además
contamos con una métrica de Finsler F (2.2.1) se tiene que en general no es
diferenciable para y = 0, esto nos lleva a considerar el haz tangente menos
la sección cero:

TM � 0 = {(x, y) ∈ TM |y �= 0}. (3.1)

Tenemos la proyección canónica en la primera coordenada π : TM�0 → M ,
construimos el haz inducido por π. Sobre M tenemos los haces vectoriales
TM y T

∗
M , con sus proyecciones canónicas correspondientes q y q̂. Cons-

truimos el fibrado inducido por π (1.1.3).

π
∗
TM

πq ��

q∗
��

TM

q

��
TM � 0 π

�� M

Y hacemos lo análogo para el haz cotangente T ∗
M .Aśı se tienen que los

haces inducidos π∗
TM y π

∗
T

∗
M están definidos como:

π
∗
TM := {(x, y, x, v) ∈ TM � 0× TM |π(x, y) = q(x, v)} (3.2)

π
∗
T

∗
M := {(x, y, x, v) ∈ TM � 0× T

∗
M |π(x, y) = q̂(x, v)} (3.3)
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El tensor fundamental g (2.2.4) es invariante bajo reescalamiento po-
sitivo, con lo cual se tiene que los productos interiores gij(x,y)dx

i ⊗ dx
j y

gij(x,λy)dx
i ⊗ dx

j son iguales. De esta forma es fácil convencerse que en
los puntos de la forma (x,λy) con λ > 0, hemos puesto el mismo espacio
tangente y le hemos dado el mismo producto interior. Esto hace a nuestra
construcción un poco redundante, pero esto es fácil de resolver. Considere-
mos TM � 0 y definamos la siguiente relación de equivalencia:

(x, y), (x, z) ∈ TM � 0 , (x, y) ∼ (x, z) ⇔ ∃λ > 0 tal que (x, y) = (x,λz).

Definimos el haz unitario SM := (TM � 0)/ ∼. En el caso de que F fuera
absolutamente homogénea, y esto obligase a que gij(x,y) = gij(x,λy) para
toda λ �= 0, definimos una relación de equivalencia similar ∼� y con ello
formamos el haz proyectivo PTM := (TM � 0)/ ∼�. Formalizemos ahora la
construcción discutida. Consideremos el diagrama:

ρ
∗
TM

ρq ��

q∗
��

TM

q

��
SM ρ

�� M

De manera análoga hacemos el pullback correspondiente al haz cotan-
gente obteniendo ρ

∗
T

∗
M . Para propósitos globales trabajaremos con obje-

tos invariantes bajo reescalamiento positivo, es decir definidos sobre SM .
Cuando sea necesario usar coordenadas locales usaremos TM � 0 como el
espacio base. El haz tangente a TM � 0 es de la forma:

TTM � 0 :=
�

(x,y)∈TM�0

T(x,y)TM � 0. (3.4)

Las coordenadas locales (xi) de M nos dan secciones básicas { ∂
∂xi } y {dxi},

en los haces correpondientes. Para cada punto (x, y) en la variedad TM�0,
la fibra de π∗

TM es el espacio vectorial TxM mientras que la de π∗
T

∗
M es

su dual T ∗
xM . Aśı obtenemos fácilmente secciones en π

∗
TM y en π

∗
T

∗
M .

Estas secciones transplantadas están definidas localmente en x y globalmen-
te en y. Una vez que fijamos x es claro que las secciones no dependen de y,
por lo que no vaŕıan y podemos decir que están definidas de manera global.
Sea x

i = x
i(x̃1

, . . . , x̃
n) un cambio de coordenadas en M .La regla de la

cadena nos da y
i = ∂xi

∂x̃k ỹ
k. Con estas relaciones podemos deducir:

Lema 3.1.2. Con las hipótesis anteriores { ∂
∂xi } se transforman de la si-

guiente forma:
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1 Si consideramos a ∂
∂xi como marcos móviles de π∗

TM , se transforman

∂

∂x̃k
=

∂x
i

∂x̃k

∂

∂xi
(3.5)

2 Por otro lado, como campos vectoriales en TM , se transforman

∂

∂x̃k
=

∂x
i

∂x̃k

∂

∂xi
+

∂
2
x
i

∂x̃k∂x̃l
ỹ
l ∂

∂yi
(3.6)

Demostración. Sea x
i = x

i(x̃1
, x̃

2
, · · · , x̃n) un cambio de coordenadas en

M . Luego

y
i =

∂x
i

∂x̃k
ỹ
k (3.7)

Por la construcción del haz inducido π
∗
TM , ∂

∂xi se transforma como
∂

∂x̃k = ∂xi

∂x̃k
∂

∂xi pues nótese que en cada punto (x, y) ∈ TM � 0 la fibra
correspondiente es TxM .

Ahora de la definición del doble haz tangente (1.1.4) tenemos que un
marco móvil es de la forma { ∂

∂xk ,
∂

∂yk }. Por lo tanto ∂
∂xi se transforma

como:

∂

∂x̃k
=

∂x
i

∂x̃k

∂

∂xi
+

∂y
i

∂x̃k

∂

∂yi
⇒ ∂

∂x̃k
=

∂x
i

∂x̃k

∂

∂xi
+

∂
2
x
i

∂x̃k∂x̃l
ỹ
l ∂

∂yi
.

Al sustituir por la ecuación (3.7).

Lema 3.1.3. Sea x
i = x

i(x̃1
, x̃

2
, · · · , x̃n) un cambio de coordenadas en M ,

entonces como formas diferenciales en TM {dxi
, dy

i} se comportan como:

1 dx̃
k = ∂x̃k

∂xi dx
i
.

2 dỹ
k = ∂x̃k

∂xi dy + ∂x̃k

∂xi∂xj y
j
dx

i

Demostración. Sea xi = x
i(x̃1

, x̃
2
, · · · , x̃n) un cambio de coordenadas enM ,

luego su inversa es x̃
i = x̃

i(x1
, x

2
, · · · , xn). Entonces al aplicar la derivada

exterior obtenemos

dx̃
k =

∂x̃
k

∂xi
dx

i
.

Ahora ỹ
k = ∂x̃k

∂xi y
i
, con lo cual

dỹ
k = d

�
∂x̃

k

∂xi
y
i

�
=

∂x̃
k

∂xi
dy

i +
∂
2
x̃
k

∂xi∂xj
y
j
dx

i
.
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Este comportamiento hace tedioso el trabajar con estos marcos móviles
tal como fueron definidos anteriormente, más adelante los cambiaremos por
otros con los que nos resulte más cómodo trabajar.

Definición 3.1.4. Definimos � ∈ Γ(π∗
TM), la sección distinguida de

π
∗
TM , como

�(x,y) :=
y
i

F (y)

∂

∂xi
= �

i ∂

∂xi

Definición 3.1.5. Definimos ω ∈ Γ(π∗
T

∗
M), la forma de Hilbert, como

ω(x,y) := Fyi(x, y)dxi

Ambas secciones (3.1.4) y (3.1.5) están definidas globalmente en TM�0,
y además son duales una de la otra

ω(�) =
y
i

F
Fyi = 1,

como consecuencia del teorema (2.1.3).
Ahora el haz π∗

TM admite una métrica Riemanniana, recordando el ten-
sor fundamental definido en (2.2.4). Entonces se tiene que g ∈ Γ(π∗

T
∗
M ⊗

π
∗
T

∗
M). De manera similar el tensor de Cartan (2.2.6) es una sección

simétrica de ⊗3
π
∗
T

∗
M .

Una consecuencia del Teorema (2.1.3) es que la sección distinguida �

tiene norma 1 respecto a esta métrica Riemanniana.

g(�, �) = gij
y
i

F

y
j

F
= 1.

Como (π∗
TM, g) es una variedad riemanniana nos puede resultar útil el

definir una base g−ortonormal de la siguiente forma: {ea} debe satisfacer:

1. g(ea, eb) = δab

2. en = � la sección distinguida.

Esto resulta fácil de hacer al usar el proceso de ortogonalización de
Gram-Schmidt.

De manera similar podemos definir en π
∗
T

∗
M una base {ωb} de la forma

ω
b(ea) = δ

b
a,

ω
n = ω la forma de Hilbert.
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Ahora tenemos que las bases { ∂
∂xi } y {ea} pueden escribirse una respecto

de la otra. Lo mismo pasa para sus respectivos duales.

ea = u
i
a

∂

∂xi
,

∂

∂xi
= v

a
i ea.

Análogamente

ω
a = v

a
i dx

i, dxi = u
i
aω

a
.

Enunciaremos algunas identidades que nos serán útiles más adelante:

Lema 3.1.6.

1. v
α
i y

i = 0.

2. u
i
αFyi = 0.

3. u
i
agiju

j
b = δab.

4. g
ij = u

i
aδ

ab
u
j
b.

5. gij = v
a
i δabv

b
j .

6. g
ij = u

i
aδ

ab
u
j
b.

7. v
a
i g

ij
v
b
j = δ

ab
.

8. u
i
a = δabv

b
jg

ji
.

9. v
a
i = δ

ab
u
j
bgji.

Demostración. Primero observemos que (ui
a) y (vai ) como matrices son in-

versas una de la otra.

v
a
i u

i
b = δ

a
b , ui

av
a
j = δ

i
j . (3.8)

Cuando usamos letras griegas para los ı́ndices se tiene entonces que
corren hasta n− 1.

1. Consideremos 0 = δ
α
n = ω

α(en) = ω
α(�) = ω

α(y
i

F
∂

∂xi ) = v
α
j dx

j(y
i

F
∂

∂xi ) =

v
α
i

yi

F .

2. 0 = ω
n(eα) = ω(uj

α
∂

∂xj ) = u
j
αω(

∂
∂xj ) = u

j
αFyidx

i( ∂
∂xj ) = u

i
αFyi .

3. δab = g(ea, eb) = g(ui
a

∂
∂xi , u

j
b

∂
∂xj ) = u

i
ag(

∂
∂xi ,

∂
∂xj )u

j
b = u

i
agiju

j
b.
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4. Consideremos v
a
i g

ij
v
b
j = δ

ab, nótese que es equivalente a demostrar

6), es decir al multilpicar por ui
a y por uj

b de la siguiente forma:

u
i
av

a
i g

ij
v
b
ju

j
b = u

i
aδ

ab
u
j
b,

simplificando

g
ij = u

i
aδ

ab
u
j
b,

luego observemos dos cosas, primero gij es simétrica por lo cual pode-
mos considerar sin pérdida de generalidad gji. Segundo, de antemano
sabemos que (gij)−1 = g

ij ,con lo cual basta demostrar la expresión
anterior, para ello basta ver que

gjiu
i
aδ

ab
u
j
b = v

b
jδ

ba
v
a
i u

i
aδ

ab
u
j
b = 1,

de manera similar multiplicando del otro lado. Por lo tanto se sigue
la igualdad buscada.

5. Considere la identidad del inciso 3) ui
agiju

j
b = δab. Multiplicando por

la izquierda v
a
i y por la derecha v

b
j , obtenemos el resultado

6. El procedimiento es análogo al inciso anterior usando la identidad 4).

7. Usando la identidad 3) u
i
agiju

j
b = δab. Multiplicando por la derecha

v
b
jg

ij se sigue el resultado.

8. Análogo al anterior usando la identidad 6).

Como una última observación respecto al comportamiento de u , v . Por
(3.8) tenemos que al derivar

0 = d(δab ) = d(vai u
i
b) = (dvai )u

i
b + v

a
i du

i
b

⇒ (dvai )u
i
b = −v

a
i du

i
b.

Y de manera análoga para u
i
av

a
j = δ

i
j .
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3.1.1. La conexión no lineal en TM � 0

La falta de diferenciabilidad del tensor fundamental g nos llevó a definir
el haz inducido π

∗
TM con espacio base TM�0. A continuación definiremos

objetos con los cuales daremos solución a la manera un tanto incómoda en
que se comportan { ∂

∂xj ,
∂

∂yj } y {dxj
, dy

j}.

Definición 3.1.7. Los componentes del tensor fundamental g son funcio-
nes en TM � 0. Definimos

γ
i
jk := g

is 1

2

�
∂gsj

∂xk
− ∂gjk

∂xs
+

∂gks

∂xj

�

y definimos

N
i
j

F
:= γ

i
jk�

k −
Ai

jk

F
γ
k
rs�

r
�
s

Por los lemas (3.1.2) y (3.1.3) observamos como se comportan los marcos
móviles inducidos al hacer un cambio de coordenadas. Para remediar esto
utilizaremos γi

jk y N
i
j . Cambiamos ∂

∂xj por

δ

δxj
:=

∂

∂xj
−N

i
j
∂

∂yi
,

y dy
i por

δy
i

F
:=

1

F
(dyi +N

i
jdx

j).

Definición 3.1.8. La variedad TM � 0 admite una métrica Riemanniana

gijdx
i ⊗ dx

j + gij
δy

i

F

δy
j

F
,

conocida como la métrica de Sasaki [12] .

Con respecto a esta métrica tenemos que el subespacio generado por
{ δ
δxj }, llamado el subespacio horizontal, y el subespacio generado por {F ∂

∂yi },
llamado el subespacio vertical, son ortogonales. Entonces TM � 0 admite
una conexión de Ehresmann,1 esto gracias a la existencia de las N

i
j , las

cuales son conocidas como la conexión no lineal.
Hemos definido entonces bases que son duales entre śı

1Una conexión de Ehresmann en un haz E es un subhaz H de TE tal que TE =

H ⊕ V.[18]
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{ δ
δxi , F

∂
∂yi } para el haz tangente de TM � 0, y

{dxi
,
δyi

F } para el haz cotangente de TM � 0.

De la misma forma que con las bases g-ortonormales podemos encontrar
respecto a la métrica de Sasaki nuevas bases

{êa, ên+a}, para T (TM � 0), {ωa
,ω

n+a} para T
∗(TM � 0).

Si recordamos los términos u y v , tenemos que las bases recién definidas
pueden expresarse en términos de las bases que dependen de la conexión no
lineal.

êa = u
i
a

δ

δxi
, ên+a = u

i
aF

∂

∂yi.

ω
a = v

a
i dx

i , ωn+a = v
a
i
δy

i

F
.

3.2. La conexión de Chern

En el caṕıtulo dedicado a los conceptos preliminares definimos haz vec-
torial (1.1.1) y el concepto de conexión lineal asociada a un haz (1.1.5). En
esta sección construiremos la conexión lineal asociada a π

∗
TM , veremos

que en el caso de que nuestra variedad sea Riemanniana, la conexión de
Chern coincide con la de Levi-Civita.

Teorema 3.2.1 (Chern). Sea (M,F ) una variedad de Finsler. El haz in-
ducido π

∗
TM admite una única conexión lineal, llamada la conexión de

Chern,2 tal que sus formas de conexión están caracterizadas por las siguien-
tes ecuaciones:

[Libre de torsión]

dx
j ∧ ω

i
j = 0.

[Casi compatibilidad con la métrica]

dgij − gkjω
k
i − gikω

k
j = 2Aijs

δy
s

F
.

2En la literatura esta conexión se le conoce también como conexión de Rund [17]
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Demostración. Para construir la conexión primero daremos una expresión
para {ωi

j} a partir de las propiedades de libertad de torsión y casi compa-
tibilidad con la métrica. Posteriormente definiremos una función ∇ y pro-
baremos que es una conexión lineal en el haz inducido π

∗
TM , la unicidad

será clara por la definicion de {ωi
j}. Sea {ωi

j} un conjunto de 1-formas en
TM � 0, localmente cada ω

i
j se expresa como:

ω
i
j = Γi

jkdx
k +Πi

jkdy
k
.

Primero consideremos la libertad de torsión

0 = d
2
x
i = dx

j ∧
�
Γi
jkdx

k +Πi
jkdy

k
�
.

El hecho de que la conexión sea libre de torsión implica la ausencia de
términos que incluyan algún dy

k en ω
i
j , es decir

ω
j
i = Γi

jkdx
k
.

Y además se cumple Γi
jk = Γi

kj . Ahora para la condición de casi compatibi-
lidad con la métrica

dgij = gkjω
k
i + gikω

k
j + 2Aijs

δy
s

F
,

Recordando que definimos δyi

F = 1
F (dyi +N

i
jdx

j) obtenemos:

dgij = gkjΓ
k
ildx

l + gikΓ
k
jldx

l +
2

F
Aijs(dy

s +N
s
l dx

l).

Por definición (2.2.6) sabemos que el tensor de Cartan tiene por componen-

tes a Aijs =
F
2

∂gij
∂ys . Con lo cual es fácil ver que

∂gij

∂xl
= gkjΓ

k
il + gikΓ

k
jl +

2

F
AijkN

k
l . (3.9)

Al permutar los ı́ndices obtenemos

∂gjl

∂xi
= gjkΓ

k
il + gklΓ

k
ij +

2

F
AjklN

k
i . (3.10)

∂gli

∂xj
= gklΓ

k
ij + gikΓ

k
jl +

2

F
AiklN

k
j . (3.11)

Ahora si sumamos (3.10) con (3.11) y restamos (3.9) obtenemos:
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∂gjl

∂xi
+
∂gli

∂xj
− ∂gij

∂xl
= gjkΓ

k
il+gklΓ

k
ij+

2

F
AjklN

k
i +gklΓ

k
ij+gikΓ

k
jl+

2

F
AiklN

k
j

−gkjΓ
k
il − gikΓ

k
jl −

2

F
AijkN

k
l

Ahora, agrupando adecuadamente obtenemos:

∂gjl

∂xi
+

∂gli

∂xj
− ∂gij

∂xl
= 2gklΓ

k
ij +

2

F
(AjklN

k
i +AiklN

k
j −AijkN

k
l ).

Aśı podemos despejar Γk
ij , y obtenemos la expresión

g
lk

2
(
∂gjl

∂xi
+

∂gli

∂xj
− ∂gij

∂xl
)− g

lk

F
(AjklN

k
i +AiklN

k
j −AijkN

k
l ) = Γk

ij ,

de donde se sigue por la definición de śımbolo de Christoffel (3.1.7)

Γl
jk = γ

l
jk − g

li(Aijs
N

s
k

F
−Ajks

N
s
i

F
+Akis

N
s
j

F
).

Además podemos escribirla en términos de nuestra base { δ
δxk }. Primero

observemos que δ
δxk = ∂

∂xk + N
k
j dx

k, aśı que reordenando los términos de
la expresión , es fácil ver que

Γk
ij =

g
lk

2
(
δgjl

δxi
+

δgli

δxj
− δgij

δxl
). (3.12)

Esta última expresión parece justificar el hecho de que cambiáramos
de base, resulta terriblemente familiar a la conexión de Levi-Civita. Sin
embargo yacen escondidos los N

j
i , es decir, los coeficientes de la conexión

no-lineal, misma que parece ya evidente que mide qué tanto nos estamos
alejando de las variedades riemannianas.

Una vez que tenemos una expresión para ω
i
j definimos ∇ : Γ(π∗

TM) →
Γ(T ∗

M ⊗ π
∗
TM) como:

∇s :=
�
ds

i + s
j
ω
i
j

�
⊗ ∂

∂xi
(3.13)

donde s = s
i ∂
∂xi es una sección de π∗

TM. Veamos que∇ define una conexión

lineal en π
∗
TM . Sean λ > 0, f ∈ C

∞(M), θ ∈ Γ(π∗
T

∗
M) y X, X̂ ∈ Γ(TM).

Entonces:
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∇(λs+ ŝ) = ∇
�
λs

i ∂

∂xi
+ ŝ

i ∂

∂xi

�
=

�
d
�
λs

i + ŝ
i
�
+
�
λs

i + ŝ
i
�
ω
i
j

�
⊗ ∂

∂xi

=
�
λds

i + dŝ
i + λs

i
ω
i
j + ŝ

i
ω
i
j

�
⊗ ∂

∂xi
= λ∇s+∇ŝ.

∇(fs) =
�
d(fsi) + fs

j
ω
i
j

�
⊗ ∂

∂xi
=

�
fds

i + s
i
df + fs

i
ω
i
j

�
⊗ ∂

∂xi

= f
�
ds

i + s
i
ω
i
j

�
⊗ ∂

∂xi
+ df ⊗ s

i ∂

∂xi
= f∇s+ df ⊗ s.

Finalmente

∇s(fX + X̂, θ) =

�
(dsi + s

j
ω
i
j)⊗

∂

∂xi

��
fX

i ∂

∂xi
+ X̂

i ∂

∂xi
, θidx

i

�

=

�
ds

i ⊗ ∂

∂xi

��
fX + X̂, θidx

i
�
+

�
s
j
ω
i
j ⊗

∂

∂xi

��
fX + X̂, θidx

i
�
.

Recordando que ω
i
j = Γi

jkdx
k se sigue que

ds
i(fX + X̂)⊗ ∂

∂xi
(θidx

i) + s
jΓi

jk(fX + X̂)⊗ ∂

∂xi
(θidx

i)

= fds
i(X)⊗ θi + ds

i(X̂)⊗ θi + fs
jΓi

jk(X)⊗ θi + s
jΓi

jk(X̂)⊗ θi.

Asociando adecuadamente

(fdsi(X)+fs
jΓi

jk(X))⊗θi+(dsi(X̂)+s
jΓi

jk)(X̂)⊗θi = f∇s(X, θ)+∇s(X̂, θ).

Por lo tanto ∇ es una conexión lineal en π
∗
TM .La unicidad de ∇ se sigue

del hecho de que si∇̄ es una conexión lineal que en π
∗
TM sea libre de torsión

y es casi compatible con la métrica implica que ω̄
i
j = ω

i
j , pues tendŕıamos

que:

Γk
ij =

g
lk

2
(
δgjl

δxi
+

δgli

δxj
− δgij

δxl
) = Γ̄k

ij .

Por lo tanto ∇ = ∇̄ y la conexión de Chern es única.

Puede resultar útil además expresar la conexión de Chern en términos
de las bases g-ortonormales definidas anteriormente.

Primero se tiene que

∇veb := ω
a
b (v)ea y ∇vω

a := −ω
a
b (v)ω

b
.
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Usando que eb = u
k
b

∂
∂xk ,

ω
a
b ea = ∇eb = ∇(uk

b
∂

∂xk
) = u

k
b∇

∂

∂xk
+ du

k
b

∂

∂xk
= u

k
bω

l
k

∂

∂xl
+ du

k
b

∂

∂xk
,

renombrando los ı́ndices obtenemos

= u
l
bω

k
l

∂

∂xk
+ du

k
b

∂

∂xk
= (duk

b + u
l
bω

k
l )

∂

∂xk

⇒ ω
a
b ea = ω

a
b (u

k
a

∂

∂xk
) = (duk

b + u
l
bω

k
l )

∂

∂xk

⇒ ω
a
bu

k
a = du

k
b + u

l
bω

k
l ,

multiplicando por la derecha v
a
k

⇒ ω
a
b = du

k
bv

a
k + u

l
bω

k
l v

a
k .

Aśı tenemos las formas de la conexión de Chern expresadas en términos
de la base g − ortonormal que vimos anteriormente. De manera análoga si
partimos de ∇vω

a := −ω
a
b (v)ω

b
,obtenemos la expresión

ω
i
j = (dvaj )u

i
a + v

b
jω

a
bu

i
a.

Lema 3.2.2. Una conexión se dice que es g-compatible si

dgij − gkjω
k
i − gikω

k
j = 0.

Entonces son equivalentes:

1. Existe una conexión libre de torsión y g-compatible en π
∗
TM .

2. La estructura de Finsler F es riemanniana.

Demostración. 1) ⇒ 2)
Sea ∇ conexión libre de torsión y g-compatible en π

∗
TM , luego vemos

que para el tensor fundamental g

(∇g)ij = dgij − gkjω
k
i − gikω

k
j = 0,

por la condición de compatibilidad con la métrica.
Es claro entonces que el tensor de Cartan se anula y por lo tanto F es

riemanniana. 2) ⇒ 1) Supongamos ahora que F es Riemmanniana entonces
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es claro que por el lema , que los componentes del tensor de Cartan Aijk son
todos cero, recordando la condición de casi compatibilidad con la métrica

dgij − gkjω
k
i − gikω

k
j = 2Aijk

δy
k

F
= 0,

con lo cual la conexión de Chern construida en el teorema anterior cumple
las condiciones buscadas.

3.2.1. La derivada covariante horizontal y vertical

Una vez construida la conexión de Chern podemos centrar por lo pronto
nuestra atención en la derivada covariante. Si recordamos nuestras bases
{êa, ên+a}, {ωa

,ω
n+a}. Observamos que, gracias en parte a la métrica de

Sasaki, nos dividen nuestro espacio en dos, el horizontal y el vertical. Esta
división se observa también en la derivada covariante. Recordando la defini-
ción (1.1.7), podemos entonces definir la derivada covariante y analizar su
comportamiento.

Empecemos pues considerando a T ∈ Γ(π∗
TM⊗π

∗
T

∗
M) yX ∈ Γ(TM),

por la definición (1.1.8) tenemos que

∇XT = (∇XT )ji
∂

∂xj
⊗ dx

i
,

Como (∇XT )ji son 1-formas en TM � 0, expandiendo respecto a la base

{dxs
,
δys

F }

(∇XT )ji = T
j
i|sdx

s + T
i;s
j

δy
s

F

Los śımbolos | y ; nos ayudan a distinguir entre los coeficientes corres-
pondientes a las distintas partes de la base. Nos ayudan a denotar cómo se
comporta la derivada covariante de un campo tensorial respecto a los subes-
pacios vertical y horizontal de los que hab́ıamos hablado con anterioridad.

Con tal de introducir terminoloǵıa a | se le conoce como la derivada
horizontal y a ; como la derivada vertical .

Ahora por ejemplo para el tensor fundamental g se tiene que

(∇g)ij = 2Aijk
δy

k

F
,
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debido a la condición de casi compatibilidad con la métrica de la conexión
de Chern. Nótese entonces que

gij|s = 0 , gij;s = 2Aijk

es decir el tensor fundamental es constante en el subespacio horizontal y
proporcional al tensor de Cartan en el vertical.

De lo presentado en este caṕıtulo queda claro, hasta cierto punto ,que la
conexión de Chern generaliza en lo posible la conexión de Levi-Civita, sin
embargo el lector puede tener dudas acerca de su definición. Por ejemplo,
¿por qué se pide que sea libre de torsión y casi compatible con la métrica?,
¿hay otras conexiones que se utilicen para trabajar con estas variedades?. La
respuesta es śı, durante el desarrollo de la geometŕıa de los espacios de Fins-
ler se definieron varias conexiones, las cuales cumplen distintas propiedades
que resultan útiles al momento de trabajar con alguna clase particular de
métricas de Finsler. En [17] se hace una comparación de estas conexiones.





CAṔITULO 4

Geodésicas y curvatura

4.1. Geodésicas

Un problema que se estudió para variedades, fue el asignar un métrica a
nuestra variedad, para ello dispońıamos en principio de la métrica rieman-
niana. Sin embargo ésta estaba definida en el haz tangente TM y no en
M , pero después de mucho trabajo se pod́ıa hablar de cuándo una curva
γ(t) tuviese las propiedades que deseábamos, por ejemplo el que minimizara
distancias.

Sea (M,F ) una variedad de Finsler. Dada una curva suave c(t) : [a, b] →
M nos preguntamos sobre su longitud en la variedad. Con la ayuda de la
estructura de Finsler F definimos la longitud de c como:

LF (c) :=

� b

a
F (c(t), ċ(t)) dt.

Ahora nos gustaŕıa definir una noción de distancia entre dos puntos
p, q ∈ M . Si consideramos curvas c(t) tales que c(a) = p y c(b) = q definimos:

dF : M ×M → R+

dF (p, q) = infL(c).

39
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Observamos que dF nos define una “distancia”que cumple:

dF (p, q) ≥ 0, donde la igualdad se da si y sólo si p = q.

dF (p, q) ≤ dF (p, r) + dF (r, q), ∀p, q, r ∈ M .

Sin embargo, esta noción de distancia es, en general, más débil que la
que se tiene para un espacio métrico. Esto se debe a que dF (p, q) �= dF (q, p),
ya que la estructura de Finsler no es necesariamente reversible.

Definición 4.1.1. Sea c(t) : [a, b] → M una curva suave, decimos que c(t)
es minimizante si

L(c) = dF (c(a), c(b)).

Y c(t) es localmente minimizante si ∀t0 ∈ [a, b] existe � > 0 tal que c(t)|I ,
I := [t0 − �, t0 + �] ∩ [a, b], es minimizante

Recordando el concepto de propagación visto en el caṕıtulo de prelimi-
nares, se trata de un campo vectorial en TM � 0 de la forma:

G = y
i ∂

∂xi
− 2Gi ∂

∂yi
,

tal que G
i cumple:

G
i(x,λy) = λ

2
G

i(x, y) , λ > 0.

Ahora procedamos a realizar lo propio con nuestras variedades de Fins-
ler. Sea (M,F ) variedad de Finsler, vemos que F induce una propagación
definida de la siguiente forma

G
i :=

1

4
g
il
�
[F 2]xkyly

k − [F 2]xl

�
. (4.1)

Proposición 4.1.2. Sea (M,F ) variedad de Finsler, la propagación (4.1)
cumple:

1. G
i = 1

2N
i
jy

j = 1
2Γ

i
jky

j
y
k
.

2. ∂Gi

∂yj = N
i
j .

Demostración. Primero hacemos la observación de que Gi = 1
2γ

i
jky

j
y
k
, don-

de

γ
i
jk =

1

2
g
il

�
∂gjl

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

∂xl

�
.



4.1. GEODÉSICAS 41

Entonces

γ
i
jky

j
y
k =

1

2
g
il

�
∂gjl

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

∂xl

�
y
j
y
k
.

Notamos que
�
F

2
�
xl =

∂gij
∂xl y

i
y
j ,
�
F

2
�
xkyl y

k = 2∂gij
∂xk y

i
y
k
. Aśı al sustituir

obtenemos

1

2
γ
i
jky

j
y
k =

1

4

��
F

2
�
xkyl y

k −
�
F

2
�
xl

�
= G

i
.

Recordemos que Γi
jk (3.12) es:

Γi
jk = γ

i
jk − g

il

�
Aljs

N
s
k

F
−Ajks

N
s
l

F
+Akls

N
s
j

F

�
.

Entonces

1

2
Γi
jky

j
y
k =

1

2
γ
i
jky

j
y
k − 1

2
g
il

�
Aljs

N
s
k

F
−Ajks

N
s
l

F
+Akls

N
s
j

F

�
y
j
y
k
.

Por la proposición (2.2.8) tenemos que Aijk es simétrico en todos sus
sub́ındices y que y

iAijk = 0, por lo cual el segundo término de 1
2Γ

i
jky

j
y
k se

anula. Por lo tanto

⇒ 1

2
Γi
jky

j
y
k =

1

2
γ
i
jky

j
y
k = G

i
.

Para la otra igualdad tenemos

N
i
jy

j =

�
γ
i
jky

k − g
ilAljk

F
γ
k
rsy

r
y
s

�
y
j
.

Por el lema (2.2.8) sabemos que y
jAljk = 0, por lo tanto

N
i
jy

j = γ
i
jky

j
y
k = 2Gi

.

Esta última ecuacion nos da otra expresión para N
i
j

N
i
j = γ

i
jky

k − Fg
ilAljk

F
G

k
.

Podemos notar además que N
i
j = Γi

jky
k
.

Γi
jky

k = γ
i
jky

k − g
ilAljs

F
N

s
ky

k = γ
i
jky

k − g
ilAljs

F
G

s = N
i
j .
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Para el segundo inciso de la proposición usamos que G
i = γ

i
jky

k y cal-

culamos la derivada respecto a y
j
.

∂G
i

∂yj
=

1

4
g
il

�
∂gjl

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

∂xl

�
y
k+

1

4

∂g
il

∂yj

�
∂gjl

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

∂xl

�
y
j
y
k

+g
il

�
∂
2
gjl

∂yj∂xk
+

∂
2
glk

∂yj∂xj
− ∂

2
gjk

∂yj∂xl

�
y
j
y
k

Observamos que ∂2gjl
∂yj∂xk y

j = ∂gjl
∂xk , y análogamente para las otras deriva-

das. Entonces

∂G
i

∂yj
=

1

2
g
il

�
∂gjl

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

∂xl

�
y
k+

1

4

∂g
il

∂yj

�
∂gjl

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

∂xl

�
y
j
y
k
.

Notamos que gmlG
m = 1

4

�
∂gjl
∂xk + ∂glk

∂xj − ∂gjk
∂xl

�
y
j
y
k
. Luego

⇒ ∂G
i

∂yj
= γ

i
kjy

k +
∂g

il

∂yj
gmlG

m
.

Como Aijk

F = 1
2
∂gij
∂yk . Tenemos

∂g
il

∂yj
gml + g

il ∂gml

∂yj
=

∂g
il
glm

∂yj
= 0

⇒ ∂g
il

∂yj
gmlG

m = −2gil
Ajml

F
G

m
.

Por lo tanto

∂G
i

∂yj
= γ

i
jky

k − g
ilAljm

F
G

m = N
i
j .

Definición 4.1.3. Decimos que una curva suave c(t) : [a, b] → M es
una geodésica en una variedad de Finsler (M,F ) si es una geodésica de la
propagación G (1.2.4) inducido por la métrica F.

Lema 4.1.4. Si c(t) es una geodésica en una variedad de Finsler (M,F )
entonces tiene velocidad constante.



4.1. GEODÉSICAS 43

Demostración. Primero recordemos que para el tensor fundamental se cum-
ple:

∂gij

∂xk
= gimΓm

jk + gmjΓ
m
ik +

2

F
AijkN

m
k (4.2)

Además como c(t) es geodésica entonces

c̈
i(t) + 2Gi(c(t), ċ(t)) = 0 (4.3)

Ahora calculamos

d

dt

�
F

2(c(t), ċ(t))
�
=

d

dt

�
gij ċ

i(t)ċj(t)
�
=

∂gij

∂xk
ċ
k
ċ
i
ċ
j+2

∂gij

∂yk
c̈
k
ċ
i
ċ
j+2gij c̈

i
ċ
j
.

Usando las ecuaciones (4.2) y (4.3) tenemos

∂gij

∂xk
ċ
k
ċ
i
ċ
j =

�
gimΓm

jk + gmjΓ
m
ik +

2

F
AijmN

m
l

�
ċ
k
ċ
i
ċ
j =

gim

�
Γm
jk ċ

k
�
ċ
i
ċ
j + gmj

�
Γm
ik ċ

k
�
ċ
i
ċ
j +

2

F
AijmN

m
k ċ

k
ċ
i
ċ
j
.

Usamos que N
i
j = Γi

jk ċ
k para obtener

⇒ ∂gij

∂xk
ċ
k
ċ
i
ċ
j = gimN

m
j ċ

i
ċ
j + gmjN

m
i ċ

i
ċ
j +

2

F
AijmN

m
k ċ

k
ċ
i
ċ
j
.

Luego como N
m
j ċ

j = 2Gm
,

Aijm

F = ∂gij
∂ym .

⇒ ∂gij

∂xk
ċ
k
ċ
i
ċ
j = 2gimG

m
ċ
i + 2gmjG

m
ċ
j + 4

∂gij

∂yk
G

k
ċ
i
ċ
j
.

Por la ecuación (4.3) c̈i = −2Gi(c, ċ), sustituimos y obtenemos

2
∂gij

∂yk
c̈
k
ċ
i
ċ
j + 2gij c̈

i
ċ
j = −4

�
∂gij

∂yk
G

k
ċ
i
ċ
j + gijG

i
ċ
j

�
.

Por lo tanto

d

dt

�
F

2(c(t), ċ(t))
�
=

d

dt

�
gij ċ

i(t)ċj(t)
�
= 0.
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Definición 4.1.5. Sea (M,F ) variedad de Finsler, decimos que F es po-
sitivamente (negativamente) completa si toda geodésica σ(t) en (a, b) puede
extenderse a una geodésica en (a,∞) ((−∞, b)). F es completa si es com-
pleta tanto positiva como negativamente.

4.2. Métricas proyectivamente equivalentes

Seguramente el lector recuerda de sus cursos de geometŕıa riemanniana,
que el determinar las geodésicas de una variedad no siempre es una tarea
fácil. Incluso con nuestra definición alternativa de geodésica con base en pro-
pagaciones, no resulta claro que las podamos calcular con mayor facilidad.
Con el fin de proveer ejemplos interesantes de geodésicas introduciremos un
concepto de equivalencia entre las geodésicas determinadas por dos métri-
cas de Finsler. Un resultado importante será que podremos aprovechar las
geodésicas que conocemos en las variedades riemannianas y veremos como
es que se comportan en el contexto más general de una métrica de Finsler.

Sean (M,F ), (M, F̄ ) dos métricas de Finsler en una misma variedad
M . Diremos que F y F̄ son proyectivamente equivalentes si sus geodésicas
son las mismas, como conjuntos de puntos. Más formalmente tenemos la
siguiente definición.

Definición 4.2.1. Dadas dos métricas de Finsler F, F̄ en una variedad
M . Son proyectivamente equivalentes si dada σ̄(t̄) geodésica de F̄ existe una
parametrización t̄ = t̄(t) tal que σ(t) := σ̄(t̄(t)) es una geodésica de F .

Proposición 4.2.2. Sean F , F̄ métricas de Finsler en una variedad dife-
renciable M. (M,F ) y (M, F̄ ) son proyectivamente equivalentes si y sólo si
las propagaciones correspondientes cumplen

G
i(x, y) = Ḡ

i(x, y) + P (x, y)yi,

donde P (x, y) es una función tal que P (x,λy) = λP (x, y) ∀λ > 0.

Demostración. Denotemos ahora por G y por Ḡ a las propagaciones corres-
pondientes a F y a F̄ respectivamente. Supongamos que F es equivalente
a F̄ . Sea y ∈ TxM � 0 , σ(t) una geodésica de F tal que σ(0) = x y
σ̇(0) = y. Entonces existe una reparametrización t̄(t) tal que σ̄(t̄) := σ(t) es
una geodésica de F̄ . Recordemos que una curva σ(t) en M se llama geodési-
ca si es una curva C

∞, tal que su levantamiento canónico γ(t) := σ̇(t) es
una curva integral de la propagación G (4.1.3), en otras palabras γ(t) debe
cumplir
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σ̈
i(t) + 2Gi (σ(t), σ̇(t)) = 0.

Entonces dado

σ(t) = σ̄(t̄(t)) se tiene entonces
d

dt
σ(t) =

d

dt
σ̄(t̄(t))

⇒ σ̇(t) = ˙̄σ(t̄) ˙̄t(t) derivando una vez más obtenemos

σ̈(t) = ˙̄σ(t̄)¨̄t(t) + ¨̄σ(t̄)( ˙̄t(t)) evaluando en 0 y simplificando

σ̈(0) = ˙̄σ(0)¨̄t(0) + σ̈(0).

Ahora recordando que σ(t) es una geodésica de la propagación G vemos

2Gi(x, y) = −σ̈
i(0) = −¨̄σ

i
(0)− ¨̄t(0) ˙̄σ

i
(0) = 2Ḡi(x, y)− ¨̄t(0)yi,

pues de antemano sabemos que ˙̄σ(0) = y.

Llamémosle P = − 1
2
¨̄t(0), es claro que la parametrización t̄(t) solamente

depende de x ∈ M y de y ∈ TxM por lo cual P = P (x, y). De hecho P

cumple

P (x,λy) = λP (x, y) , λ > 0.

Por lo tanto obtenemos la siguiente ecuación

G
i(x, y) = Ḡ

i(x, y) + P (x, y)yi (4.4)

Y es claro que de cumplirse la ecuación anterior llegamos a que F es pro-
yectivamente equivalente a F̄ . Aśı tenemos una relación entre las geodésicas
de las métricas y sus respectivas propagaciones.

Una vez desarrollada la teoŕıa de cuando dos métricas de Finsler son pro-
yectivamente equivalentes resulta necesario poner a prueba la herramienta
que hemos construido. Veremos como son las geodésicas de dos métricas
de Finsler, y además mostraremos que una de ellas es completa positiva
mientras que la otra si es completa.
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4.2.1. Geodésicas en la métrica de Funk

Recordando la definición de métrica de Funk (2.2.1) , en B
n ⊂ Rn.

F :=

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2 +
�x, y�

1− �x�2

Lema 4.2.3. La métrica de Funk en B
n ⊂ Rn cumple:

Fxk = FFyk .

Demostración. Basta calcular las derivadas correspondientes.

Fxk =

��
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2

�

xk

+

�
�x, y�

1− �x�2

�

xk

=

=

�
−�y�2xk + �x, y�yk

� �
1− �x�2

�
�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2) (1− �x�2)2

+

+
2
�

�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)xk

(1− �x�2)2
+

�
y
k
�
1− �x�2

�
+ 2�x, y�xk

�

(1− �x�2)2

Fyk =

��
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2

�

yk

+

�
�x, y�

1− �x�2

�

yk

=

=
y
k − �x�2yk + �x, y�xk

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2) (1− �x�2)

+
x
k

1− �x�2

Entonces al multiplicar obtenemos

FFyk =

��
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2 +
�x, y�

1− �x�2

�

�
y
k − �x�2yk + �x, y�xk

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2) (1− �x�2)

+
x
k

1− �x�2

�
=

=

��
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

�
y
k − �x�2yk + �x, y�xk

�
�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2) (1− �x�2)2

�
+
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+

��
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2

��
x
k

1− �x�2

�
+

+

�
�x, y�

�
y
k − �x�2yk + �x, y�xk

�
�

�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2) (1− �x�2)2

�
+

�
�x, y�xk

(1− �x�2)2

�

Lema 4.2.4. La métrica de Funk es proyectivamente equivalente a la métri-
ca euclidiana.

Demostración. Calcularemos la propagación inducida por F usando la pro-
piedad Fxk = FFyk demostrada en el lema anterior. Primero la propagación
inducida por F está definida como:

G
i :=

1

4
g
il
�
[F 2]xkyly

k − [F 2]xl

�
.

Entonces tenemos

G
i =

1

4
g
il
�
[2FFxk ]yly

k − [2FFxl ]
�
=

1

2
g
il
�
[FylFxk + FFxkyl ]yl − 2FFxl

�

⇒ G
i =

1

2
g
il
�
FFyl

�
y
k
Fyk

�
+ FFxkyly

k − FFxl

�
=

=
1

2
g
il
�
F
�
FFyl

�
+ FFxkyly

k − FFxl

�
.

Como FFyl = Fxl entonces

⇒ G
i =

1

2
g
il
�
FFxl + FFxkyly

k − FFxl

�
=

1

2
g
il
�
FFxkyly

k
�
.

⇒ G
i =

1

2
g
il
�
F [Fxk ]yly

k
�
=

1

2
g
il
�
F [FFyk ]yly

k
�

⇒ G
i =

1

2
g
il
�
F [FylFyk + FFykyl ]yk

�
=

1

2
g
il
�
FFyl

�
Fyky

k
�
+ FFykyly

k
�
=

=
1

2
g
il
�
F

2
Fyl + FFykyly

k
�
.

Usando que F
2 = gily

i
y
l y Fykyly

k = Fylyky
k = 0.
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⇒ G
i =

1

2
g
il
�
gily

i
y
l
Fyl

�
=

1

2
Fy

i = Ĝ
i + Py

i
,

donde Ĝ
i = 0 es la propagación inducida por la métrica euclidiana y P =

1
2Fy

i
. Por lo tanto F es proyectivamente equivalente a la métrica euclidiana.

Por el lema anterior F es proyectivamente equivalente a la métrica eu-
clidiana, con lo cual las geodésicas son rectas. Mostraremos ahora que la
métrica de Funk en B

n es completa positiva pero no completa.
Dado un punto x ∈ B

n y un vector distinto de cero y ∈ TxB
n
, damos

una curva

c(t) = s(t)a+ x, (4.5)

donde a ∈ Sn−1 es un vector tal que y = ka para alguna k > 0. Determina-
remos la función s(t) que parametriza la curva c(t).

Pedimos además que la curva c(t) cumpla c(0) = x y ċ(0) = y. Esto es
equivalente a pedir que la función s(t) cumpla s(0) = 0, ṡ(0) = k.

Aśı tenemos que la curva c(t) debe satisfacer la ecuacion diferencial:

d
2
c
i

dt2
+ F (c(t), ċ(t))

dc
i

dt
= 0. (4.6)

Primero evaluamos F (c(t), ċ(t))

F (c(t), ċ(t)) =

�
�ċ�2 −

�
�c�2�ċ�2 − �c, ċ�2

�

1− �c�2 +
�c, ċ�

1− �c�2 .

Para simplificar los cálculos desarrollaremos �c�2, �ċ�2 y �c, ċ� .

�c�2 =
n�

i=1

(sai + xi)
2 =

n�

i=1

�
s
2
a
2
i + 2saixi + x

2
i

�
= s

2 + 2s �a, x�+ �x�2.

�ċ�2 =
n�

i=1

(s�ai)
2
= (s�)

2
.

�c, ċ� =
n�

i=1

s
�
ai (sai + xi) = s

� (s+ �a, x�) .

Luego tenemos que
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�ċ�2 −
�
�c�2�ċ�2 − �c, ċ�2

�
= (s�)

2 −
��

s
2 + 2s �a, x�+ �x�2

�
(s�)

2
�
+

(s�)
2
(s+ �a, x�)2 = (s�)

2
�
1− s

2 − 2s �a, x� − �x�2 + s
2 + 2s �a, x�+ �a, x�2

�

= (s�)
2
�
1− �x�2 + �a, x�2

�
.

Además

1− �c�2 = 1−
�
s
2 + �x�2 + 2s �a, x�

�
.

Por lo tanto tenemos

F (c, ċ) = s
�



 (s+ �a, x�) +
�
1− �x�2 + �a, x�2

1− (s2 + �x�2 + 2s �a, x�)



 .

Como a y x son vectores en Rn podemos tomar el ángulo entre ellos:

cos θ =
�a, x�
�x��a� ⇒ �x� cos θ = �a, x� .

Definimos λ = �x� y sustituimos en F (c, ċ)

s
�

�
(s+ λ cos θ) +

√
1− λ2 + λ2 cos2 θ

1− s2 − λ2 − 2sλ cos θ

�
.

Usamos la identidad trigonométrica λ
2 = λ

2 cos2 θ + λ
2 sen2 θ.

⇒ F (c, ċ) = s
�

�
(s+ λ cos θ) +

√
1− λ2 sen2 θ

1− s2 − λ2 cos2 θ − λ2 sen2 θ − 2sλ cos θ

�
.

⇒ F (c, ċ) = s
�

�
(s+ λ cos θ) +

√
1− λ2 sen2 θ

(1− λ2 sen2 θ)− (s+ λ cos θ)2

�
.

⇒ F (c, ċ) = s
�
�

1√
1− λ2 sen2 θ − (s+ λ cos θ)

�
.

Por lo tanto
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d
2
c
i

dt2
+ F (c, ċ)

dc
i

dt
= s

��
ai +

(s�)2√
1− λ2 sen2 θ − (s+ λ cos θ)

a1 = 0.

Aśı basta resolver la ecuación diferencial

s
�� +

(s�)2√
1− λ2 sen2 θ − (s+ λ cos θ)

= 0.

Distribuimos adecuadamente y reescribimos esta última ecuación como:

s
��
��

1− λ2 sen2 θ − λ cos θ
�
− s

��
s+ (s�)

2
= 0.

Definimos η :=
√
1− λ2 sen2 θ−λ cos θ e introducimos la función h(s) :=

s
�
. Tenemos entonces que

s
�� =

d
2
s

dt2
=

d

dt

�
ds

dt

�
=

d

dt
(h(s)) =

dh(s)

ds

ds

dt
=

dh(s)

ds
h(s).

Sustituimos y la ecuación diferencial queda

η
dh(s)

ds
h(s)− dh(s)

ds
h(s)s+ (h(s))2 = 0.

Despejamos dh(s)
ds

⇒ dh(s)

ds
=

h(s)

s− η
.

Consideramos la solución h(s) �= 0 y dividimos por h(s)

⇒
dh(s)
ds

h(s)
=

1

s− η
.

Integramos respecto a s

� dh(s)
ds

h(s)
ds =

�
ds

s− η
⇒ ln (h(s)) = ln (s− η) + c1.

⇒ h(s) = e
c1 (s− η) .

Recordamos que h(s) = s
� y hacemos el cambio de variable para obtener
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s
�

s− η
= e

c1 .

Integramos con respecto a t

�
s
�

s− η
dt =

�
e
c1dt ⇒ ln(s− η) = te

c1 + c2.

⇒ s = e
tec1+c2 + η.

Usamos que las condiciones iniciales son s(0) = 0 y s
�(0) = k para

obtener los valores de c1 y c2. Por lo tanto la solución es:

s(t) = η

�
1− e

−kt
η

�
=

��
1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

��
1− e

−kt√
1−λ2 sen2 θ−λ cos θ

�

Buscamos ahora el intervalo máximo para el qué está definida nuestra
solución s(t). Para ello consideremos una recta r(l) = la + x, veamos para
que valor l ∈ R se tiene qué r(l) corta a Sn−1

.

Entonces calculamos la solución a

1 = �r(l), r(l)� =
n�

i=1

(lai + xi)
2 =

n�

i=1

�
l
2
a
2
i + 2laixi + x

2
i

�
= l

2+2lλ cos θ+λ
2
.

Resolvemos para l y sus ráıces son

l0 = −λ cos θ −
�

1− λ2 sen2 θ, (4.7)

l1 = −λ cos θ +
�

1− λ2 sen2 θ. (4.8)

Ahora tenemos que ver si existen valores t0, t1 tales que s(t0) = l0,

s(t1) = l1. Para esto basta considerar

l0 = s(t) ⇔ −λ cos θ −
�

1− λ2 sen2 θ = η(1− e
−kt
η ).

Entonces despejamos t

e

−kt√
1−λ2 sen2 θ−λ cos θ = 1 +

λ cos θ +
√
1− λ2 sen2 θ√

1− λ2 sen2 θ − λ cos θ
.

⇒ −kt√
1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

= ln

�
1 +

λ cos θ +
√
1− λ2 sen2 θ√

1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

�
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⇒ t = −ln

�
1 +

λ cos θ +
√
1− λ2 sen2 θ√

1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

� √
1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

k
.

Para la otra ráız

l1 = s(t) ⇔ −λ cos θ +
�
1− λ2 sen2 θ = η

�
1− e

−kt
η

�

Para este caso observamos que cuando tratamos de despejar t

e

−kt√
1−λ2 sen2 θ−λ cos θ = 1 +

λ cos θ −
√
1− λ2 sen2 θ√

1− λ2 sen2 θ − λ cos θ
= 0.

Y por lo tanto no existe t para el cual l1 = s(t). Esto nos dice que el
intervalo máximo en el que está definida s(t) es (−t0,∞), donde

t0 := ln

�
1 +

λ cos θ +
√
1− λ2 sen2 θ√

1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

� √
1− λ2 sen2 θ − λ cos θ

k
.

Aśı queda demostrado que la métrica de Funk es positiva completa pero
no completa.

4.2.2. La métrica de Klein

Aunque el ejemplo anterior (4.2.1) muestra que las variedades de Finsler
no son en general completas, esto no quiere decir que no podamos construir
ejemplos de métricas de Finsler que śı lo sean. Aqúı mostramos que la
métrica de Klein definida en (2.2.1), śı es completa.

La métrica de Klein en B
n es:

H(x, y) :=
1

2

�
F + F̄

�
,

donde F es la métrica de Funk y F̄ (x, y) = F (x,−y).
Sabemos que la métrica de Funk cumple Fxk = FFyk , es fácil ver que F̄

cumple: F̄xk = −F̄ F̄yk . Antes de proceder a calcular la propagación inducida
por H demostremos la siguiente propiedad:

Hxkyly
k = Hxl (4.9)

Hxkyly
k =

1

2

�
Fxkyl + F̄xkyl

�
y
k
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⇒ Hxkyly
k =

1

4

��
F

2
�
ykyl −

�
F̄
�
ykyl

�
y
k

⇒ Hxkyly
k =

1

4

��
F

2
�
yl −

�
F̄
�
yl

�

⇒ Hxkyly
k =

1

2

�
Fxl + F̄xl

�
= Hxl .

Ahora la propagación de H.

G
i =

1

4
g
il
��

H
2
�
xkyl y

k −
�
H

2
�
xl

�
.

⇒ G
i =

1

2
g
il
��
HylHxk +HHxkyl

�
y
k −HHxl

�

Por la ecuación (4.9)

⇒ G
i =

1

2
g
il
�
HylHxky

k
�

⇒ G
i =

1

8
g
il
��

F + F̄
�
yl

�
F + F̄

�
xk y

k
�

⇒ G
i =

1

8
g
il
��

Fyl + F̄yl

� �
Fxk + F̄xk

�
y
k
�

⇒ G
i =

1

8
g
il
��

Fyl + F̄yl

� �
FFyk − F̄ F̄yk

�
y
k
�

⇒ G
i =

1

8
g
il
��

Fyl + F̄yl

� �
Fy

k
Fyk − F̄ y

k
F̄yk

��

⇒ G
i =

1

8
g
il
��

Fyl + F̄yl

� �
F

2 − F̄
2
��

⇒ G
i =

1

8
g
il

�
�
Fyl + F̄yl

� �
F

2 − F̄
2
�
�
F + F̄

�
�
F + F̄

�
�

⇒ G
i =

1

8
g
il

�
�
Fyl + F̄yl

� �
F − F̄

�
�
F + F̄

�2
�
F + F̄

�
�
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⇒ G
i =

1

8
g
il

�
�
Fyl + F̄yl

� �
F − F̄

� 4H2

�
F + F̄

�
�

Como H
2 = gily

i
y
l
, al sustituir obtenemos

⇒ G
i =

1

2

��
Fyl + F̄yl

� �
F − F̄

�

F + F̄
y
i
y
l

�

⇒ G
i =

1

2

��
y
l
Fyl + y

l
F̄yl

� �
F − F̄

�

F + F̄

�
y
i
.

Por lo tanto H es proyectivamente plana es decir, Gi = Py
i
.

G
i =

1

2

�
F − F̄

�
y
i

Entonces podemos calcular las geodésicas de manera similar al ejemplo
de la métrica de Funk. Sean x ∈ B

n, y ∈ TxB
n vector no nulo. Definimos

la curva

c(t) = s(t)a+ x,

donde a ∈ Sn−1 tal que y = ka para algún k > 0. Además pedimos que c(t)
cumpla las siguientes condiciones iniciales: c(0) = x , ċ(0) = y. Mismas que
son equivalentes a s(0) = 0 y ṡ(0) = k.

Como c(t) es geodésica entonces debe satisfacer

d
2
c
i

dt2
+

�
F − F̄

�
(c, ċ)

dc
i

dt
.

Observamos que

F̄ (c, ċ) =

�
�ċ�2 −

�
�c�2�ċ�2 − �c, ċ�2

�

1− �c�2 − �c, ċ�
1− �c�2 .

Por lo tanto

�
F − F̄

�
(c, ċ) =

�
�ċ�2 −

�
�c�2�ċ�2 − �c, ċ�2

�

1− �c�2 .



4.2. MÉTRICAS PROYECTIVAMENTE EQUIVALENTES 55

Para las geodésicas de la métrica de Funk vimos que �c�2 = s
2 +

2s �a, x� + �x�2, �ċ�2 = (s�)2 y �c, ċ� = s
� (s+ �a, x�) . Sustituimos en la

ecuación anterior para obtener:

s
�

�
1−

�
�x�2 − �a, x�2

�

1− (s2 + 2s �a, x�+ �x�2) .

Además tenemos que si θ es el ángulo entre los vectores a y x, entonces

cos θ =
�a, x�
�x��a� ⇒ λ cos θ = �a, x� ,

donde definimos λ := �x�.
Entonces la ecuación queda de la siguiente forma:

s
�

� √
1− λ2 + λ2 cos2 θ

1− s2 − λ2 − 2sλ cos θ

�
= s

�

� √
1− λ2 sen2 θ

(1− λ2 sen2 θ)− (s+ λ cos θ)2

�
.

Aśı la ecuación diferencial a resolver es:

s
�� +

(s�)2
√
1− λ2 sen2 θ

(1− λ2 sen2 θ)− (s+ λ cos θ)2
= 0.

Despejamos

s
��
�
(s+ λ cos θ)2 −

�
1− λ

2 sen2 θ
��

− (s�)
2
�
1− λ2 sen2 θ = 0.

Para simplificar los cálculos definimos µ := λ cos θ y ν :=
√
1− λ2 sen2 θ.

⇒ s
��
�
(s+ µ)2 − ν

2
�
− (s�)

2
ν = 0.

Definimos la función g(s) = s
�
, notamos que s

�� = dg(s)
ds g(s).

⇒ dg(s)

ds
g(s)

�
(s+ µ)2 − ν

2
�
− (g(s))2 ν = 0.

Despejamos dg(s)
ds .

dg(s)

ds
=

g(s)ν

(s− µ)2 − ν2
.
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Consideremos la solución g(s) �= 0 y pasamos dividiendo

dg(s)
ds

g(s)
=

ν

(s− µ)2 − ν2
.

Integramos respecto a s para obtener

� dg(s)
ds

g(s)
ds =

�
νds

(s− µ)2 − ν2
⇒ ln (g(s)) = ln

�
(s+ µ)2 − ν

2
�
+ c1

⇒ g(s) = e
c1
�
(s+ µ)2 − ν

2
�
.

Hacemos la sustitución g(s) = s
�
.

⇒ s
� = e

c1
�
s
2 + 2sµ+ µ

2 − ν
2
�
.

Resolvemos el polinomio s
2+2sµ+µ

2−ν
2 = 0, para encontrar las ráıces

s1 = −µ+ ν y s2 = −µ− ν.

⇒ s
� = e

c1 (s+ µ− ν) (s+ µ+ ν) .

Pasamos dividiendo (s+ µ− ν) (s+ µ+ ν) e integramos respecto de t.

1

ec1

�
s
�

(s+ µ− ν) (s+ µ+ ν)
dt =

�
1dt.

Resolvemos la integral por fracciones parciales

⇒ 1

ec1

� �
s
�

2ν (s+ µ− ν)
− s

�

2ν (s+ µ+ ν)

�
dt =

�
1dt.

⇒ 1

2νec1
(ln (s+ µ− ν)− ln (s+ µ+ ν)) = t+ c2.

Despejamos s

⇒ ln

�
s+ µ− ν

s+ µ+ ν

�
= (t+ c2) 2νe

c1 .

⇒ s+ µ− ν = (s+ µ+ ν) e(t+c2)2νe
c1
.

Definimos d1 = e
c1 , d2 = e

c22νe
c1 para simplificar la fórmula. Entonces

tenemos
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s(t) =
(µ+ ν) d2et2νd1 + ν − µ

1 + d2e
t2νd1

.

Ahora dadas las condiciones iniciales s(0) = 0 y s
�(0) = k obtenemos las

constantes d1 y d2.

s(0) = 0 ⇔ (µ+ ν) d2 + ν − µ = 0 ⇔ d2 =
µ− ν

µ+ ν
.

Para la condición inicial s�(0) = 0 calculemos primero s
�

s
� =

�
1 + µ−ν

µ+ν e
td12ν

�2
−

−

�
(µ− ν) etd12ν + ν − µ

� �µ−ν
µ+ν d12νe

td12ν
�

�
1 + µ−ν

µ+ν e
td12ν

�2

⇒ s
� =

(µ− ν) d12νetd12ν − (µ−ν)2

µ+ν d12νetd14ν

�
1 + µ−ν

µ+ν e
td12ν

�2 .

Entonces s�(0) = k si y sólo si

(µ− ν) d12ν − (µ−ν)2

µ+ν d12ν
�
1 + (µ−ν)

µ+ν

�2 = k.

⇔ d1 = k

�
1 +

(µ− ν)

µ+ ν

�2
�
µ− ν − (µ− ν)2

µ+ ν

�−1

=

= k (µ− ν)−1
�

2µ

µ+ ν

�2 � 2ν

µ+ ν

�−1

.

Por lo tanto

s(t) =
(µ− ν) e4t(

k
µ−ν ) + ν − µ

1 + µ−ν
µ+ν e

4t( k
µ−ν )

⇒ s(t) =
�
µ
2 − ν

2
�
�

e
4t( k

µ−ν ) − 1

(µ+ ν) + (µ− ν) e4t(
k

µ−ν )

�
.
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En el ejemplo anterior calculamos cuando es que una recta de la forma
ta+ x corta a Sn−1 (4.7), las ráıces son:

l0 = −λ cos θ −
�
1− λ2 sen2 θ = −µ− ν,

l1 = −λ cos θ +
�
1− λ2 sen2 θ = −µ+ ν.

Supongamos que existen puntos en el dominio de la curva que pasan por
las ráıces. Para l0 tenemos

�
µ
2 − ν

2
�
�

e
4t( k

µ−ν ) − 1

(µ+ ν) + (µ− ν) e4t(
k

µ−ν )

�
= −µ− ν.

⇔ − 1

µ− ν

�
(µ+ ν) + (µ− ν) e4t(

k
µ−ν )

�
= e

4t( k
µ−ν ) − 1

⇔ 1− (µ+ ν)

µ− ν
= 2e4t(

k
µ−ν )

⇔ 1

2

�
−2ν

µ− ν

�
= e

4t( k
µ−ν ),

donde la última equivalencia no se puede dar pues la exponencial es estric-
tamente mayor que cero.

Para l1

−µ+ ν =
�
µ
2 − ν

2
�
�

e
4t( k

µ−ν ) − 1

(µ+ ν) + (µ− ν) e4t(
k

µ−ν )

�

⇔ −µ+ ν

µ2 − ν2

�
(µ+ ν) + (µ− ν) e4t(

k
µ−ν )

�
= e

4t( k
µ−ν ) − 1

⇔
�
−µ+ ν

µ− ν

�
(µ− ν) + 1 = e

4t( k
µ−ν ) (1− (µ− ν))

⇔ −µ+ ν + µ− ν

µ− ν
= e

4t( k
µ−ν ) (1− (µ− ν)) .

⇔ 0 = e
4t( k

µ−ν ) (1− (µ− ν)) ,

lo cual no es posible pues la exponencial es distinta de cero para todo t.

Aśı queda demostrado que el dominio de la curva c(t) = s(t)a + x se
extiende a todo R y con ello H es completa.
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4.3. Curvatura

Introduciremos resultados sobre la forma de curvatura asociada a una
conexión, en este caso la conexión de Chern, tales como las identidades de
Bianchi.

Consideremos aśı las 2-formas de curvatura de la conexión de Chern.

Ωi
j := dω

i
j − ω

k
j ∧ ω

i
k.

Ahora al ser 2-formas en TM � 0 las podemos expandir de la siguiente
manera:

Ωi
j :=

1

2
R

i
jkldx

k ∧ dx
l + P

i
jkldx

k ∧ δy
l

F
+

1

2
Q

i
jkl

δy
k

F
∧ δy

l

F
.

A R,P y Q se les conoce como los tensores de hh-curvatura, hv-curvatura
y vv-curvatura respectivamente. Recordemos que a TM�0 le hab́ıamos dado
una métrica de Sasaki misma que le otorga una conexión de Ehresmann,
es decir, una descomposición en un subespacio vertical y uno horizontal
respecto a dicha métrica.

Los componentes dx
k son llamados horizontales, mientras que los δyk

F
son los verticales. Aśı cuando hablamos de hv-curvatura nos referimos a la
presencia de dx

k o de δyk

F .
Más adelante mostraremos que la vv-curvatura se desvanece para la co-

nexión de Chern, y que en el caso de variedades riemannianas lo mismo pasa
para la hv-curvatura.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer

R
i
jlk = −R

i
jkl, Q

i
jlk = −Q

i
jkl.

Ahora consideremos lo siguiente. La conexión de Chern es libre de tor-
sión, es decir, se tiene dx

j ∧ ω
i
j . Ahora aplicando la derivada exterior obte-

nemos

dx
j ∧ dω

i
j ,

pero sabemos que dx
j ∧ dω

k
j ∧ ω

i
k = 0, por lo cual podemos restarlo sin

afectar la igualdad anterior. Y con ello

dx
j ∧ dω

i
j − dx

j ∧ dω
k
j ∧ ω

i
k = dx

j ∧ Ωi
j = 0.

Expandiendo Ωi
j ,
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dx
j ∧ (

1

2
R

i
jkldx

k ∧ dx
l + P

i
jkldx

k ∧ δy
l

F
+

1

2
Q

i
jkl

δy
k

F
∧ δy

l

F
) =

1

2
R

i
jkldx

j ∧ dx
k ∧ dx

l + P
i
jkldx

j ∧ dx
k ∧ δy

l

F
+

1

2
Q

i
jkldx

j ∧ δy
k

F
∧ δy

l

F
= 0.

Entonces los distintos coeficientes deben anularse, procedamos uno por
uno.

Para Q se tiene que al anularse es simétrico en los ı́ndices k y l, lo
cual implica que Q

i
jkl = 0.

Para P al anularse vemos que es simétrico en j y k, es decir P i
jkl = P

i
kjl.

Finalmente para R obtenemos la primera identidad de Bianchi

R
i
jkl +R

i
klj +R

i
ljk = 0. (4.10)

Observamos que la expresión de la forma de curvatura Ωi
j depende so-

lamente de dx
k ∧ dx

l y de dx
k ∧ δyl

F , es decir , tiene la forma:

Ωi
j :=

1

2
R

i
jkldx

k ∧ dx
l + P

i
jkldx

k ∧ δy
l

F
. (4.11)

4.3.1. Fórmulas para R y P

En la sección anterior dedujimos la expresión (4.11) para las 2-formas de
curvatura de la conexión de Chern.Ahora buscaremos expresiones para R y
P en términos de los śımbolos de Christoffel. Usando la primera definicion
de estas 2-formas tenemos:

dω
i
j − ω

h
j ∧ ω

i
h =

1

2
R

i
jkldx

k ∧ dx
l + P

i
jkldx

k ∧ δy
l

F
. (4.12)

Observemos que dω
i
j = dΓi

jl ∧ dx
l
, como dΓi

jl es una 1-forma en TM � 0

podemos expresarla en términos de dx
k y δyk

F . Entonces

dω
i
j =

δΓi
jl

δxk
dx

k ∧ dx
l + F

∂Γi
jl

∂yk

δy
k

F
∧ dx

l
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=
δΓi

jl

δxk
dx

k ∧ dx
l − F

∂Γi
jl

∂yk
dx

l ∧ δy
k

F
.

Ahora para −ω
h
j ∧ωi

k = ω
i
k∧ωk

j sustituimos dωi
j = dΓi

jl∧dxl y obtenemos

ω
i
k ∧ ω

h
j = Γi

hkΓ
h
jldx

k ∧ dx
l
. (4.14)

Sustituyendo las fórmulas (4.13) y (4.14) en (4.12)

�
δΓi

jl

δxk
+ Γi

hkΓ
h
jl

�
dx

k ∧ dx
l − F

∂Γi
jk

∂yl
dx

k ∧ ∂y
l

F

=
1

2
R

i
jkldx

k ∧ dx
l + P

i
jkldx

k ∧ δy
l

F

Por lo tanto:

1

2
R

i
jkl =

δΓi
jl

δxk
+ Γi

hkΓ
h
jl.

Como R es antisimétrico se sigue que

R
i
jkl =

δΓi
jl

δxk
−

δΓi
jk

δxl
+ Γi

hkΓ
h
jl − Γi

hlΓ
h
jk. (4.15)

De manera análoga

P
i
jkl = −F

∂Γi
jk

∂yl
. (4.16)

Finalmente observamos que P
i
jkl = −F

∂Γi
jk

∂yl ⇒ P
i
kjl = P

i
jkl.

4.3.2. Curvatura riemanniana

En esta sección hablaremos un poco sobre el concepto de curvatura, en
principio curvatura de Riemann. Definamos entonces el tensor de Riemann.

Recordando la 2 forma de curvatura de la conexión de Chern

Ωi
j :=

1

2
R

i
jkldx

k ∧ dx
l + P

i
jkldx

k ∧ δy
l

F
.
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Definición 4.3.1. Definimos el tensor de Riemann

R := R
i
k

∂

∂xi
⊗ dx

k

con

R
i
k := y

j
R

i
jkly

l

Lema 4.3.2. Sea (M,F ) variedad de Finsler. El tensor de Riemann R
depende solamente de la propagación inducida por F

G = y
i ∂

∂xi
− 2Gi ∂

∂yi
.

Demostración. En (4.15) mostramos que R
i
jkl se expresa en base a los

śımbolos de Christoffel Γi
jk de la siguiente manera:

R
i
jkl =

δΓi
jl

δxk
−

δΓi
jk

δxl
+ Γi

ksΓ
s
jl − Γs

jkΓ
i
ls.

Ahora tenemos que N
i
j = y

mΓi
mj y δ

δxk = ∂
∂xk +N

i
k

∂
∂yi .

R
i
kl =

∂N
i
l

∂xk
− ∂N

i
k

∂xl
+N

s
l
∂N

i
k

∂ys
−N

s
k
∂N

i
l

∂ys
.

R
i
k = 2

∂G
i

∂xk
− y

i ∂
2
G

i

∂xj∂yk
+ 2Gj ∂

2
G

i

∂yj∂yk
− ∂G

i

∂yj

∂G
j

∂yk
(4.17)

4.3.3. Curvatura bandera

Aśı como la curvatura seccional generaliza para variedades riemannianas
la idea de cuvatura de Gauss que se teńıa para superficies, en esta sección
veremos como poder llevar esta noción a los espacios de Finsler.

Para poder definir nuestra “bandera” necesitaremos lo siguiente:

Un punto p ∈ M en el que plantaremos el asta.

Un vector y ∈ TpM distinto de cero, el cual servirá de asta.

Un vector v := v
i ∂
∂xi que sea l.i. a y.
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TxM
p

y
v

�

M

1

Figura 4.1: Bandera.

Para mayor claridad refirámonos a la figura (4.1). Con lo anterior pode-
mos definir la curvatura bandera como sigue:

K(y, v) :=
v
i(yjRjikly

l)vk

g(y, y)g(v, v)− [g(y, v)]2
(4.18)

recordando que

g := gijdx
i ⊗ dx

j =

�
1

2
F

2

�

yiyj

dx
i ⊗ dx

j

el tensor fundamental.
Observemos que si dividimos por F 2(p, y) del lado derecho de (4.18) no

se afecta la igualdad, entonces:

K(y, v) =
1

F 2(p,y)v
i(yjRjikly

l)vk

1
F 2(p,y) (g(y, y)g(v, v)− [g(y, v)]2)

=

=
v
i(�jRjikl�

l)vk

g(�, �)g(v, v)− [g(�, v)]2
= K(�, v)

....... 
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donde � = �
i ∂
∂xi es la sección distinguida definida en (3.1.4). Aśı obte-

nemos una expresión más simple para la curvatura bandera g(�, �) = 1.

K(y, v) =
v
i
Rikv

k

g(v, v)− [g(�, v)]2
(4.19)

donde Rik := �
j
Rjikl�

l.

Proposición 4.3.3. Sea F una métrica riemanniana en una variedad M .
Entonces para todo p ∈ M , se tiene que K(y, v) = K(v) es decir la curvatura
bandera es independiente de la elección del vector y. Con lo cual coincide
con la curvatura seccional.

Demostración. Como F es riemanniana se tiene que el tensor fundamen-
tal gij = gij(x) y R

i
jkl = R

i
jkl(x). Con lo cual Rjikl = gimR

m
jkl depende

únicamente de x ∈ M.

Entonces tenemos que

Rik(x, y)v
i
v
k = Rjikl(x)y

j
y
l
v
i
v
k = Rijlk(x)v

i
v
k
y
j
y
l = Rjl(x, v)y

j
y
l
.

Luego dado un punto x ∈ M , un asta y ∈ TxM � 0. y un vector v ∈
TxM � 0 l.i. a y.

K(y, v) =
Rik(x, y)vivk

(gjl(x)gik(x)− gij(x)gkl(x)) yjylvivk
=

=
Rjl(x, v)yjyl

(gjl(x)gik(x)− gij(x)gkl(x)) yjylvivk
= K(v, y),

es decir la curvatura bandera es independiente de y ∈ P � {0}.

Es decir, con el resultado anterior vemos que la curvatura bandera ge-
neraliza la curvatura seccional definida para variedades riemannianas.

Definición 4.3.4. Sea (M,F ) una variedad de Finsler. Decimos que F

tiene curvatura bandera escalar si K(y, v) = K(x, y), donde x ∈ M, es decir,
si K es una función escalar en TM � 0.

Lema 4.3.5. Sea (M,F ) variedad de Finsler. M es de curvatura bandera
escalar si y sólo si Ri

k = K(x, y)F 2
h
i
k, con K(x, y) función escalar en TM�

0 y h
i
k = δ

i
k − F

−2
gkqy

q
y
i
.
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Demostración. La prueba es clara pues dado x ∈ M, y, v ∈ TxM � {0} l.i.

v
i
Rikv

k = v
i
gimR

m
k v

k = K(x, y)vigim
�
F

2
δ
m
k − gkqy

q
y
m
�
v
k
.

⇔ v
i
Rikv

k = K(x, y)
�
gimF

2
δ
m
k v

i
v
k − gimv

i
y
m
gkqv

k
y
q
�

⇔ v
i
Rikv

k = K(x, y)
�
g(y, y)g(v, v)− [g(y, v)]2

�
.

Proposición 4.3.6. Toda métrica de Finsler proyectivamente plana es de
curvatura bandera escalar.

Demostración. Sea (M,F ) métrica de Finsler proyectivamente plana, es
decir, los coeficientes de la propagación inducida por F son de la forma
G

i = Py
i

Como ya demostramos que los coeficientes R
i
k del tensor de Riemann

dependen solamente de la propagación inducida por F basta sustituir Gi =
Py

i
.

R
i
k = 2

∂G
i

∂xk
− y

j ∂
2
G

i

∂xj∂yk
+ 2Gj ∂

2
G

i

∂yj∂yk
− ∂G

i

∂yj

∂G
j

∂yk
.

⇒ R
i
k = 2

∂
�
Py

i
�

∂xk
− y

j ∂
2
�
Py

i
�

∂xj∂yk
+ 2

�
Py

j
� ∂2

�
Py

i
�

∂yj∂yk
−

∂
�
Py

i
�

∂yj

∂
�
Py

j
�

∂yk
.

⇒ R
i
k =

�
P

2 − y
j
Pxj

�
δ
i
k +

�
2Pxk − y

j
Pxjyk − PPyk

�
y
i
.

Definimos Θ := P
2 − Pxky

k
, Λk := 2Pxk − y

j
Pxjyk − PPyk . Se sigue

además que Λk = 3
�
Pxk − PPyk

�
+Θyk.

R
i
k = Θδ

i
k + Λky

i (4.20)

Obtenemos también que

Λky
k = −Θ,

Rjk := gijR
i
k = Θgjk + Λgijy

i
.

Como Rjk = Rkj ,
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⇒ Λkgijy
i = Λjgiky

i
.

Contrayendo esta última expresión con y
j y usando Λky

k = −Θ

⇒ Λkgijy
i
y
j = Λjgiky

i
y
j

⇒ ΛkF
2 = Λjy

j
giky

i
y
j = −Θgiky

i

⇒ Λk = −ΘF
−1

Fyk .

Sustituyendo esto último en (4.20)

R
i
k = Θ

�
δ
i
k − F

−1
Fyky

i
�

(4.21)

Por lo tanto F tiene curvatura bandera escalar y podemos calcularla
mediante

K =
Θ

F 2
=

P
2 − Pxky

k

F 2
(4.22)

Ahora que tenemos algunos resultados acerca de la curvatura bandera
veamos algunos ejemplos.

En B
n ⊂ Rn la métrica de Funk

F (x, y) =

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2 +
�x, y�

1− �x�2 ,

tiene curvatura bandera negativa. En la sección de geodésicas demos-
tramos que la métrica de Funk, F, es proyectivamente equivalente a la
métrica euclidiana (4.2.4), para ello calculamos la propagación indu-
cida y vimos que es de la forma G

i = Py
i
. Por la proposición anterior

tenemos que F es de curvatura bandera escalar y además en la de-
mostración dimos una expreśıon (4.22) para calcularla en base a la
propagación.

K =
P

2 − Pxky
k

F 2
,

con lo cual al sustituir P = 1
2F



4.3. CURVATURA 67

⇒ K =
F 2

4 − Fxk

2 y
k

F 2
=

F 2

4 − FFyk

2 y
k

F 2
=

F 2

4 − F(ykFyk)
2

F 2
=

F 2

4 − F 2

2

F 2
.

Por lo tanto la métrica de Funk tiene curvatura bandera escalar ne-
gativa igual a − 1

4 .

En B
n ⊂ Rn la métrica de Klein

H :=
1

2

�
F + F̄

�
,

donde F es la métrica de Funk y F̄ = F (x,−y).

En la sección de geodésicas mostramos que la métrica de Klein es
proyectivamente plana (4.2.2) y además

G
i = Py

i =
1

2

�
F − F̄

�
y
i
.

Por la ecuación (4.22) podemos calcular la curvatura de la siguiente
manera:

K =
P

2 − Pxky
k

H2
=

1
4

�
F − F̄

�2 − 1
2

�
F − F̄

�
xk y

k

1
4

�
F + F̄

�2 =

=

�
F − F̄

�2 − 2
�
FFyk + F̄ F̄yk

�
y
k

�
F + F̄

�2 .

⇒ K =

�
F − F̄

�2 − 2
�
F

2 + F̄
2
�

�
F + F̄

�2 = −1.

4.3.4. S-curvatura

Ahora discutamos un poco una noción de curvatura que no se presenta
en el caso de que la variedad sea riemanniana. Para (M,F ) variedad de
Finsler tenemos que cada espacio tangente es un espacio de Minkowski.
Consideremos la indicatriz SF en TpM, como se hab́ıa mencionado antes
esta hipersuperficie cerrada es homeomorfa a S1. Podŕıamos decir que se
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trata intuitivamente de, digamos un intento de dibujar un ćırculo (esfera) a
mano alzada.

Sea V un espacio vectorial con F una norma de Minkowski. Sean {bi} ,
{θi} bases de V y V

∗ respectivamente, definimos aśı

σF :=
V ol {Bn}

V ol{(yi ∈ Rn|F (yibi) < 1}
y

dVF := σF θ
1 ∧ · · · ∧ θ

n
.

Observemos que σF depende de la elección de la base {bi}, mientras que
dVF está bien definida.

Queremos ver cómo es que vaŕıa σF respecto al tensor fundamental g,
para ello definiremos el concepto de distorsión en un espacio de Minkowski.

Definición 4.3.7. Sea V un espacio vectorial con F norma de Minkowski,
gij :=

1
2

�
F

2
�
yiyj (y). Entonces definimos la distorsión de F como:

τ(y) := ln

�
det(gij(y))

σF
.

Nótese que en general σF �=
�

det(gij(y).
Para la demostración de la siguiente proposición necesitaremos un lema

de álgebra lineal.

Lema 4.3.8 (Fórmula de Jacobi). Sea A : R → Rn×n una curva suave.
Entonces la derivada del determinante de A es

d det (A)

dt
= tr

�
adj (A)

dA

dt

�
.

Nótese además que si A es invertible entonces adj (A) = A
−1

.

Demostración. La demostración de este lema se encuentra en el apéndice.

Como una aplicación de la fórmula de Jacobi calculamos τyk .

τyk =
∂

∂yk

�
ln

�
det (gij)

�
,

pues nótese que σF depende únicamente de x. Luego por la fórmula de
Jacobi
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∂

∂yk

�
ln

�
det (gij)

�
=

1

2
g
ij ∂gij

∂yk
= g

ijAijk

F
.

Por lo tanto

τyk = g
ijAijk

F
. (4.23)

Ahora si trabajamos en variedades de Finsler (M,F ) tenemos que por
definición F (x, ) es una norma de Minkowski, con lo cual es fácil extender
la definición de distorsión a toda la variedad. De igual manera el lema
anterior puede extenderse a una variedad de Finsler y con ello obtenemos
que la distorsión τ nos permite diferenciar estructuras de Finsler de métricas
riemannianas en un punto de la variedad.

Ahora resultará conveniente encontrar una manera de calcular expĺıci-
tamente, en especial para los ejemplos, el valor de σF (x). Empecemos con-
siderando el caso en que nuestra variedad sea riemanniana. Sea

α =
�
aij(x)yiyj , y = y

i
ei ∈ TxM.

Sea ademásA una matriz tal queAt
A = (aij). Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que det(A) > 0, además la transformación lineal x =

Ay manda a Ux :=
�
(yi) ∈ Rn|

�
aij(x)yiyj < 1

�
en la bola unitaria B

n.

Tenemos también que

det(At
A) = det((aij)) ⇒ det(A) =

�
det(aij).

Calculemos el volumen de la bola unitaria

V ol {Bn} =

�

Bn

dx
1
. . . dx

n
.

⇒ V ol {Bn} =

�

Ux

det (A) dy1 . . . dyn.

Entonces

V ol {Ux} =
V ol {Bn}�
det (aij)

.

Por lo tanto

σα(x) =
�

det (aij).
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Proposición 4.3.9. Sea (M,F ) una variedad de Finsler. Son equivalentes:

1 F es riemanniana.

2 τ es constante.

3 τ = 0.

Demostración. 1 ⇒ 3.
Como (M,F ) es riemanniana entonces tenemos que σF =

�
det (gij).

Por lo tanto

τ = ln

�
det (gij)

σF
= ln1 = 0.

3 ⇒ 2. Es obvio.
2 ⇒ 1.
Como τ es constante, entonces τyk = 0 para toda k.

Por lo tanto ∂Aijk

∂yk = 0 y por el lema (2.2.8) se sigue que F es rieman-
niana.

En general no podemos expresar a σF (x) en términos de funciones ele-
mentales. Sin embargo veremos que para métricas de Randers (2.2.1) śı es
posible.

Lema 4.3.10. Sea (M,F ) variedad de Finsler, F = α + β métrica de
Randers, donde α =

�
aijy

iyj es una métrica riemanniana y β = biy
i es

una 1-forma.Entonces

σF (x) =
�
1− �β�2α

�n+1
2

σα(x).

Demostración. Dado x ∈ M , sea {ei} una base ortonormal de (TxM,αx)
tal que β(y) = �B�αy1. Denotemos por Ux :=

��
y
i
�
∈ Rn|F (x, yiei) < 1

�

Entonces tenemos para
�
y
i
�
∈ Rn

.

F (x, yiei) < 1. ⇔ α(x, yiei) + β(x, yiei) < 1.

⇔
�

aijy
iyj + biy

i
< 1.

Despejamos
�

aijy
iyj y elevamos al cuadrado.

aijy
i
y
j
< (1− biy

i)2 ⇒ aijy
i
y
j
< 1− 2�β�αy1 + �β�2α

�
y
1
�2

.
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Como la base {ei} es ortonormal tenemos que aijy
i
y
j = δijy

i
y
j
.

�
y
1
�2

+
n�

j=2

�
y
j
�2

< 1− 2�β�αy1 + �β�2α
�
y
1
�2

.

⇒
�
y
1
�2 −

�
y
1
�2 �β�2α +

n�

j=2

�
y
j
�2

< 1− 2�β�αy1.

⇒
�
1− �β�2α

� �
y
1
�2

+ 2�β�αy1 +
�β�2α

1− �β�2α
+

n�

j=2

�
y
j
�2

< 1 +
�β�2α

1− �β�2α
.

⇒
�
1− �β�2α

��
y
1 +

�β�α
1− �β�2α

�2

+
n�

j=2

�
y
j
�2

< 1 +
�β�2α

1− �β�2α
.

⇒
�
1− �β�2α

�2
�
y
1 +

�β�α
1− �β�2α

�2

+
�
1− �β�2α

� n�

j=2

�
y
j
�2

<
�
1− �β�2α

�
+�β�2α.

Por lo tanto tenemos que F (x, y) < 1 es equivalente a

�
1− �β�2α

�2
�
y
1 +

�β�α
1− �β�2α

�2

+
�
1− �β�2α

� n�

j=2

�
y
j
�2

< 1.

Es claro entonces que la imagen de la bola B
n bajo la transformación

z
1 =

�
1− �β�2α

� �
y
1 + �β�α

�
, z

i =
�

1− �β�2αyi, ∀i > 1, es Ux. Además el

determinante de dicha transformación es
�
1− �β�2α

�n+1
2

Por lo tanto

V ol {Ux} =
V ol {Bn}

(1− �β�2α)
n+1
2

�
det (aij)

.

Además tenemos que

dVF =
�
1− �β�2α

�n+1
2

dVα.
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Lo pertinente ahora seŕıa estudiar como cambia la distorsión en la va-
riedad al tomar trayectorias, naturalmente trabajaremos en las geodésicas
definidas anteriormente.

Definición 4.3.11 (S-curvatura). Sea (M,F ) una variedad de Finsler, τ
distorsión. Entonces para cada vector y ∈ TpM , sea γ = γ(t) una geodésica
tal que γ(0) = p y γ̇(0) = y

S(p, y) := d

dt
[τ(γ(t), γ̇(t))] |t=0.

Luego S es homogénea positiva de grado uno, es decir,

S(p,λy) = λS(p, y) , λ > 0.

Lema 4.3.12. La S-curvatura puede expresarse como:

S =
∂G

m

∂ym
− y

m ∂

∂xm
(lnσF ) ,

donde G
m es la propagación inducida por F.

Demostración. Sea p ∈ M, y ∈ TpM y γ = γ(t) una geodésica tal que
γ(0) = p, γ̇(0) = y. Entonces por definición

S(p, y) = d

dt
[τ (γ(t), γ̇(t))] |t=0.

Calculamos

d

dt
[τ (γ(t), γ̇(t))] |t=0 = γ̇

i(0)
∂τ

∂xi
+ γ̈

i(0)
∂τ

∂yi
.

Nótese que como γ es geodésica entonces γ̈i = −2Gi
.

⇒ d

dt
[τ (γ(t), γ̇(t))] |t=0 = y

i ∂τ

∂xi
− 2

∂τ

∂yi
G

i
.

Luego

∂τ

∂xi
=

∂

∂xi

�
ln

�
det (gml)

σF

�

⇒ ∂τ

∂xi
=

∂

∂xi
ln

�
det (gml)−

∂

∂xi
(lnσF ) .

Por la fórmula de Jacobi (4.3.8) tenemos
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⇒ ∂τ

∂xi
=

1

2
g
ml ∂gml

∂xi
− ∂

∂xi
(lnσF ) .

Al sustituir obtenemos:

d

dt
[τ (γ(t), γ̇(t))] |t=0 =

1

2
g
ml ∂gml

∂xi
y
i − 2

∂τ

∂yi
G

i − y
i ∂

∂xi
(lnσF ) .

Calculemos

∂G
m

∂ym
= N

m
m = γ

m
miy

i − g
mlAmli

F
G

i
.

Ahora

γ
m
mi =

1

2
g
ml

�
∂gml

∂xi
+

∂gli

∂xm
− ∂gmi

∂xl

�
y
i

Basta observar que ∂gli
∂xm y

i = ∂gmi

∂xl y
i

⇒ γ
m
mi =

1

2
g
ml

�
∂gml

∂xi

�
y
i
.

Mostramos anteriormente que τyi = g
lmAlmi

F . Por lo tanto

d

dt
[τ (γ(t), γ̇(t))] |t=0 =

∂G
i

∂yi
− y

i ∂

∂xi
(lnσF ) .

Definición 4.3.13. Sea (M,F ) una variedad de Finsler. F tiene S-curvatura
isotrópica si

S = (n+ 1)cF,

donde c = c(x) es una función escalar en M . Decimos que F tiene S-
curvatura constante si S = (n+ 1)cF para c constante.

Lema 4.3.14. Sean G = (gij) , H = (hij) matrices simétricas de n × n y
c = (ci) ∈ Rn vector. Supongamos que H es invertible con H

−1 =
�
h
ij
�
. Si

gij = hij + λcicj . entonces

det (gij) =
�
1 + λh

ij
cicj

�
det (hij) .

Además si
�
1 + λh

ij
cicj

�
�= 0, G es invertible y su inversa está dada por
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G
−1 =

�
g
ij
�
=

�
h
ij − λc

i
c
j

1 + λhrscrcs

�
,

donde c
i := h

ij
cj .

Demostración. La demostración de este lema puede consultarse en el apéndi-
ce.

Ahora veamos un ejemplo. Consideremos la métrica de Funk (2.2.1)
definida en B

n

F (x, y) =

�
�y�2 − (�x�2�y�2 − �x, y�2)

1− �x�2
+

�x, y�
1− �x�2

Definimos la matriz

aij =
1

1− �x�2

�
δij +

x
i
x
j

1− �x�2

�
.

Aplicando el lema (4.3.14) tenemos:

1. det (aij) =
1

(1−�x�2)n+1 .

2. a
ij =

�
1− �x�2

� �
δ
ij − x

i
x
j
�
.

Entonces tenemos que al ser F métrica de Randers

�β�α =
�
aijbibj = �x�2,

dVα =
�
1− �x�2

�−n+1
2

dx
1
. . . dx

n
.

Aśı obtenemos

dVF =
�
1− �x�2

�n+1
2

dVα =
�
1− �x�2

�n+1
2 −n+1

2
dx

1
. . . dx

n
.

Por lo tanto

σF = 1.

En la sección de geodésicas mostramos que F es proyectivamente plana
(4.2.4) y calculamos
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P =
1

2
F.

Para calcular la S-curvatura de F necesitamos calcular ∂(Pym)
∂ym .

∂ (Py
m)

∂ym
=

∂P

∂ym
y
m + nP = Pymy

m + nP.

Nótese que P = 1
2F entonces

Pymy
m =

1

2
Fymy

m =
1

2
F.

Por lo tanto

∂ (Py
m)

∂ym
= (n+ 1)P.

Luego como σF = 1 entonces lnσF = 0. Por el lema (4.3.12) concluimos

S =
n+ 1

2
F.





CAṔITULO 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo desarrollamos la teoŕıa básica necesaria para
estudiar a las variedades de Finsler. Para concluir mencionamos algunos
temas que resultan interesantes para profundizar nuestro estudio de las va-
riedades de Finsler.

En el caṕıtulo 4 definimos dos tipos de curvatura en variedades de FIns-
ler: la curvatura bandera (4.18) y la S-curvatura (4.3.11). La primera es
una generalización de la curvatura seccional para variedades riemannianas,
la segunda es un concepto exclusivo de las variedades de Finsler.

La métricas de Randers son quiza las más sencillas de entre las métri-
cas de Finsler. En general no es claro que se pueda describir la distorsión
(4.3.7) en términos de funciones elementales, sin embargo mostramos que en
espacios de Randers si es posible (4.3.10). Resulta entonces natural estudiar
como se comportan la S-curvatura y la curvatura bandera en estas métri-
cas. Es posible dar una clasificación de espacios de Randers homogéneos de
S-curvatura isotrópica y curvatura bandera positiva [8].

En esta tesis solamente desarrollamos propiedades geométricas intŕınse-
cas a las variedades. Para estudiar subvariedades en geometŕıa de Finsler
hace falta introducir la noción de curvatura media y curvatura normal.
Además es necesario definir las ecuaciones que relacionan la curvatura de la
subvariedad respecto a la variedad ambiente, aśı como la conexion intŕınseca
y la inducida.[13]
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También podemos tomar un enfoque más af́ın al Análisis geométrico y
probar teoremas de comparación del Laplaciano, Hessiano y de volúmenes
bajo restricciones sobre la curvatura de nuestras variedades de Finsler [19].
Aqúı resulta interesante mencionar que la medida de Hausdorff no es útil en
este contexto [1], pues en este art́ıculo se construye una clase de métricas en
R3 para las cuales si usamos la medida de Hausdorff como noción de volu-
men en una variedad de Finsler se deduce que las subvariedades totalmente
geodésicas no son necesariamente mı́nimas. Este inconveniente se soluciona
al considerar el volumen de Holmes-Thompson.



APÉNDICE A

Algunos resultados de Álgebra Lineal

En este apéndice reunimos un par de lemas que usamos en la sección
dedicada a S-curvatura del caṕıtulo 4.

Lema A.0.15. Sean G = (gij) , H = (hij) matrices simétricas de n × n,
c = (ci) ∈ Rn un vector y λ ∈ R. Supongamos que H es invertible con
H

−1 =
�
h
ij
�
. Si gij = hij + λcicj , entonces

det (gij) =
�
1 + λh

ij
cicj

�
det (hij) .

Además si
�
1 + λh

ij
cicj

�
�= 0 entonces G es invertible y G

−1 =
�
g
ij
�
es

g
ij = h

ij − λc
i
c
j

1 + λhrscrcs
,

donde c
i = h

ik
ck.

Demostración. Comencemos probando el lema para el caso H = IdRn = I.

Definimos
√
λc :=

�√
λci

�
, y las matrices

�
I 0�√
λc

�t
1

��
I +

�√
λc

��√
λc

�t √
λc

0 1

��
I 0

−
�√

λc

�t
1

�
=

79
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�
I

√
λc

0 1 + λδ
ij
cicj

�

Tomando el determinante concluimos que

det (G) = det
�
I + λc

t
c
�
=

�
1 + λδ

ij
cicj

�
det (I) .

Para el caso general basta notar que:

det (G) = det (hij + λcicj) = det (hij) det
�
δij + λh

ij
cicj

�
.

Ahora supongamos que
�
1 + λh

ij
cicj

�
�= 0, es claro entonces que det (G) �=

0. Por lo tanto es invertible. Luego

G = H + (λcicj) = H +
�√

λc

��√
λc

�t
.

Definimos la matriz B como

B = H
−1 −

H
−1

�√
λc

��√
λc

�t
H

−1

1 +
�√

λc

�t
H−1

�√
λc

� .

Veamos que GB = I.

GB =

�
H +

�√
λc

��√
λc

�t
�


H
−1 −

H
−1

�√
λc

��√
λc

�t
H

−1

1 +
�√

λc

�t
H−1

�√
λc

�





⇒ GB = HH
−1 +

�√
λc

��√
λc

�t
H

−1−

−
HH

−1
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1 +
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1

1 +
�√

λc

�t
H−1

�√
λc

�

⇒ GB = I +
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1−

−

�√
λc

��√
λc

�t
H

−1 +
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1

1 +
�√

λc

�t
H−1

�√
λc

�
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⇒ GB = I +
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1−

−

�√
λc

��
1 +

�√
λc

�t
H

−1
�√

λc

���√
λc

�t
H

−1

1 +
�√

λc

�t
H−1

�√
λc

�

Notamos que como 1 +
�√

λc

�t
H

−1
�√

λc

�
es un escalar, entonces po-

demos simplificar el cociente y la expresión queda

GB = I +
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1 −
�√

λc

��√
λc

�t
H

−1 = I.

De manera análoga se desarrolla BG = I.

Lema A.0.16. Sean A, B matrices de n× n. Entonces

n�

i,j=1

AijBij = tr(At
B).

Demostración. Por definicion la mtariz producto AB tiene entradas

(AB)jk =
n�

i=1

AjiBik.

Usando este hecho para A
t
B

�
A

t
B
�
jk

=
n�

i=1

AijBik.

Tomamos la traza de ambos lados de la igualdad

tr
�
A

t
B
�
=

n�

j=1

�
A

t
B
�
jj

=
n�

j,i=1

AijBij =
n�

i,j=1

AijBij .

Lema A.0.17 (Fórmula de Jacobi). Sea A : R → Rn×n una curva suave.
Entonces la derivada del determinante de A es
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d det (A)

dt
= tr

�
adj (A)

dA

dt

�
.

equivalentemente si d (detA) denota a la diferencial de detA se tiene

d (detA) = tr (adj (A) dA) .

Nótese además que si A es invertible entonces adj (A) = A
−1

.

Demostración. Por la fórmula de Laplace para el determinante tenemos

detA =
n�

j=1

Aijadj
t (A)ij ,

notemos que i es fijo.
Además podemos ver el determinante de A como una función Φ en sus

entradas.

= Φ (A11, A12, . . . , Ai1, Ai2, . . . , Ann ) .

Aśı por la regla de la cadena

d (detA) =
n�

i,j=1

=
∂Φ

∂Aij
dAij

Entonces

∂detA

∂Aij
=

∂
�n

k=1 Aikadj
t (A)ik

∂Aij
=

n�

k=1

∂ (Aikadj
t (A)ik)

∂Aij
.

⇒ ∂detA

∂Aij
=

n�

k=1

�
∂Aik

∂Aij
adj

t (A)ik +Aik
∂adj

t (A)ik
∂Aij

�
.

Como una entrada Aij de la matriz y un cofactor adjt (A)jk están en la
misma fila (o columna) esto implica que adjt (A)jk no depende de Aij , pues
adj

t (A)ik está expresado en términos de elementos que no se encuentran en
su fila (columna.)

∂adj
t (A)ik

∂Aij
= 0.

Entonces
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∂detA

∂Aij
=

n�

k=1

adj
t (A)ik

∂Aik

∂Aij
.

Notamos además que las entradas de la matriz son independientes entre
si.

⇒ ∂Aik

∂Aij
= δkj .

⇒ ∂detA

∂Aij
=

n�

k=1

adj
t (A)ik δkj = adj

t (A)ij .

Por lo tanto

d (detA) =
n�

i,j=1

adj
t (A)ij dAij .

Aplicamos el lema anterior

d (detA) = tr (adj (A) dA) .
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