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Introduccidén

En 1854, Riemann escribié en Uber die Hypothesen welche der Geome-
trie zu Grunde liegen' acerca del desarrollo de un nuevo tipo de geometria.
En este nuevo contexto se abarcaban no solamente el caso euclidiano sino
también el esférico y el hiperbdlico; ademas este trabajo darfa pie a la gene-
ralizacion de la teoria geométrica de superficies a dimensiones mayores. Sin
embargo el tipo de métrica usada en estos espacios no es del todo general,
siempre se estd restringido a una forma diferencial cuadratica.

En 1918 Paul Finsler, bajo la direccién de Carathéodory, publica su
tesis doctoral y revive el interés en estudiar métricas mdas generales. La
geometria de Riemann-Finsler tiene sus origenes en uno de los 23 problemas
planteados por Hilbert en 1900. El problema en cuestion es el ultimo, el
cual curiosamente no esta formulado concretamente sino que solamente es
un llamado al desarrollo del Calculo de Variaciones. Uno de los temas mas
comunes en esta rama de las matematicas es estudiar integrales de la forma

b i
S:—/F(xﬂﬁ)dt 1<i<n (1)

con las ' coordenadas del espacio. Como buscamos que la longitud de arco
S sea independiente de la eleccién del pardmetro requerimos que F' cumpla

F(a', \y") = AF (¢',9), A >0. (2)

1Una traduccién de este texto puede encontrarse en Spivak, Michael. A Comprehensive
Introduction to Differential Geometry. Vol 2
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El estudio de la geometria de Riemann-Finsler puede llegar a parecer
demasiado complejo, el lenguaje de tensores y formas diferenciales es usa-
do frecuentemente. En este trabajo tratamos de encontrar el significado
geométrico detrds de muchas de las definiciones que en principio pueden
parecer demasiado abstractas. A lo largo del texto iremos trabajando con
distintos ejemplos, mismo que seran usados constantemente, esto con el fin
de aprovecharlos al maximo.

En el primer capitulo mencionaremos algunos conceptos preliminares que
ayudaran a recordar ideas planteadas en los cursos de Geometria Diferencial
y en su caso Riemanniana.

En el segundo capitulo definiremos primero los espacios de Minkowski,
que tiene como andlogo los espacios vectoriales con producto interior que
usdbamos en Geometria Riemanniana. Se daran ejemplos y se demostraran
algunos resultados utiles para cuando veamos variedades de Finsler.

El tercer capitulo comienza con una discusién sobre la necesidad de usar
otro haz distinto a TM y se realiza la construccién pertinente. A continua-
cién recordamos el papel de la conexién de Levi-Civita y construimos una
conexién que se desempene de manera similar. En particular tendremos que
para variedades riemannianas estas conexiones coinciden.

En el cuarto capitulo definimos las geodésicas de una variedad de Finsler
y hacemos algunas observaciones acerca de ellas. Una vez que tengamos el
concepto de geodésica veremos los distintos tipos de curvatura asociados a
una variedad de Finsler, daremos nociones intuitivas de lo que estos tipos de
curvatura no riemanniana describen de nuestras variedades diferenciables.
Ademas trabajaremos con algunos ejemplos tanto de geodésicas como de
curvatura.

Finalmente en el capitulo 5 incluimos algunas referencias a articulos que
tratan algunos temas de geometria diferencial para variedades de Riemann-
Finsler.



cAPiTuLO 1

Conceptos Preliminares

En este primer capitulo nos centraremos en sentar las bases de los dis-
tintos conceptos que usaremos a lo largo de esta tesis. Como estamos traba-
jando en espacios mas generales a los que posiblemente el lector haya tenido
oportunidad de estudiar, es necesario generalizar las construcciones con las
que se contaba en cursos de Geometria Diferencial.

Sea M una n-variedad diferenciable. Denotemos, para cada x € M, a
T, M como el espacio tangente a x. Asi mismo denotaremos al dual de T, M
por T M vy se le llamara espacio cotangente.

Definimos TM := |J,¢,TeM el haz tangente sobre M donde todo ele-
mento en T'M tiene la forma (z,v) conz € M y v € T, M. Se le dard ademas
la proyeccién natural p : TM — M dada por p(z,v) = «.

Hacemos lo analogo con cada Ty M y formamos el haz cotangente T* M.
Noétese que tanto T'M como T™* M son variedades diferenciables de dimensién
2n.

1.1. Haces vectoriales y conexiones

A lo largo de esta seccién usaremos haces en general, es decir, nuestros
objetos no seran necesariamente espacios tangentes o sus duales.
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Definicion 1.1.1. Un haz vectorial k-dimensional sobre una variedad dife-
renciable N es una terna (E, N, ), tal que E es una variedad diferenciable,
llamada espacio total, N, es llamada espacio base y m# : E — N es una
aplicacion suprayectiva que cumple

= Vp € N se tiene que 7~ '(p) es un espacio vectorial de dimension k.
A E, :=n"1(p) se le llama la fibra de p.

» (Azioma de trivialidad local) Vp € N 3U wvecindad de p para la cual
existe un difeomorfismo

o1 Y U) = U x Rk,
tal que para cada p € U

— . k
¢p = ¢lg,  Bp = {p} xR
sea un isomorfismo de espacios vectoriales.

En lo posible para simplificar la notacién nos referiremos al haz (E, N, )
simplemente como E, a menos que sea necesario dar el espacio base o la
proyeccién de manera explicita.

Definicién 1.1.2. Sea (E, N,7) un haz vectorial.

= Una seccion diferenciable del haz es una aplicacion diferenciable X :
N — E tal que X (p) € E, para todap € N. '(E) denotard al espacio
de secciones diferenciables del haz.

= Un marco mévil de (E, N, ) es un conjunto de secciones {ei}le del
haz, definidas en un abierto U C N tal que para toda p € U, el
conjunto {e;(p)}¥_, sea una base de la fibra E,.

Otra forma de ver un haz vectorial es pensarlo como la unién de todas
las fibras sobre el espacio base, es decir

E:=|]JE,

pEN

De esta forma podemos tomar E, el espacio dual a la fibra E,, y con
ello definir el haz dual como:

E* =] E;,

peEN

lo denotamos como la terna (E*, N, 7).
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Definicién 1.1.3. Sean N, M variedades diferenciables, (E, N, m) un haz
vectorial. St f : M — N es una funcion diferenciable entonces definimos el
fibrado inducido

(f*E7 M7 Tr*)?

donde f*E = {(q,e) € M x E|f(q) = n(e)} y 7" es la proyeccion natural
sobre M. Con lo cual el siguiente diagrama conmuta

PE fx

T

M —-
A la construccién anterior también se le conoce como el pullback de f.

Consideremos F y E’ haces vectoriales sobre una misma variedad M, de-
notemos a las fibras correspondientes como E,, y E,,, al ser espacios vectoria-
les podemos entonces considerar su producto tensorial (E ® E'), := E,QFE,.
Con lo cual se sigue de forma natural que podemos definir el siguiente haz

/. /
EQE =] E,eF,
peEM
Las métricas con las que trabajaremos no son diferenciables, en general,
en todo el haz tangente T'M , para solucionarlo definiremos un tipo particular
de haz que se define a continuacién.

Definicién 1.1.4. Sea (T'M, M, p) el haz tangente a una variedad dife-
renciable M con p: TM — M proyeccion. Definimos el doble haz tangente
como (TTM,TM,dp), donde dp : TTM — TM denota a la diferencial de
p.

Vale la pena detenernos un poco para analizar como se comportan las fi-
bras de este nuevo haz. Consideremos (z,y) € T'M el cual podemos describir

como (z,y' %) con {52} un marco mévil. Entonces localmente escribimos
(', 22, 2™ y', 9%, -+ ,y") v tenemos el marco mévil {0%_,, aiy)} Asf un

campo vectorial X en TM, es decir X € I'(TTM), se puede escribir como:

X:in. +Xn+ji

o 5 (1.1)
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Definicién 1.1.5. Sea (E, M, ) un haz vectorial sobre M. Una conezion
lineal V en E es una transformacion

V:I'(E) > T(E®T"M)
tal que cumple:
1. Vs(fX + X',0) = fVs(X,0) + Vs(X',0)
2. V(As +¢') =AVs+ Vs
3. (Regla de Leibniz) (V(fs)) (X,0) = fVs(X,0)+ (df ® s) (X, 0).
Para todo s,s' e T'(E), X, X' e T(TM),0 e T(E*),f € C*°(M) y A € R.

Lema 1.1.6. Sea (E,M,w) un haz vectorial sobre M, V una conexidn
lineal. Para U C M abierto consideremos un marco movil {e;} entonces
existen wk € T(T*M) tales que

Ve; = wf ® eg. (1.2)
Demostracion. Una demostracién de este lema se encuentra en [11]. O

Otro concepto que es necesario definir es el de derivada covariante para
una conexion en un haz.

Definicion 1.1.7. Sea V una conexion en un haz vectorial E. Para X €
[(TM) definimos la transformacién Vx : T'(E) — I'(E) como

Vxs:=(Vs)(X), para s € T(E).
A Vx sele llamard la derivada covariante en la direccion de X .
Una vez definido el concepto de derivada covariante de una conexién

consideremos (F, N,7m) un haz vectorial, V una conexién. Sea z € N ,
U C N un abierto que contenga a = y {e;} un marco mévil. Entonces

Ve.e; = (Vej)(e) = (w;C ®er)(e;) = wf(e,;)ek = Ffjekz

por la ecuacién (1.2).
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Definicién 1.1.8. Sean (E, M, ) un haz vectorial sobre M, V una cone-
zion lineal y T un campo tensorial de rango (1,1) en la variedad M.T =
T!e; @ 0" € T(E ® E*). Donde {e;} y {0'} son marcos méviles en E y E*
respectivamente. Dado X € I'(TM) definimos la derivada covariante de T
en la direccion de X como

VxT = (VxT) e; ® 0, (1.3)

donde (VxT)! := dT! + TFwl — TIwk.

1.2. Propagaciones

Debido a que trabajaremos en haces vectoriales més generales no siem-
pre podremos usar construcciones totalmente analogas a las hechas en va-
riedades riemannianas. Por ejemplo para definir geodésicas usaremos los
conceptos de ecuacion diferencial de sequndo orden y basandonos en ésta
definiremos el concepto de propagacion. Para ello trabajaremos con un tipo
particular de campo vectorial que representard un sistema de ecuaciones
diferenciales de gran utilidad.

Consideremos una curva suave 7 : (a,b) — M, luego podemos hablar de
su derivada respecto a t.

Y(t) € Ty M,

y gracias a esto podemos definir la curva de velocidades

4 ¢ (a,b) — TM. (1.4)

Nétese que dada la ecuacién (1.4), es facil ver que tenemos una curva
suave en T'M.
Entonces repitiendo el argumento anterior podemos definir:

5 (a,b) = TTM, (1.5)
donde TT'M es el haz tangente de la variedad T'M.

Definicion 1.2.1. Una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden en
una variedad M en un campo vectorial en TM, es decir, £ € T(TTM). Con
la propiedad de que toda curva integral 5 de £ sea la curva de velocidades
de su proyeccion sobre M, en otras palabras, que se cumpla B = ¥ para

y=mop.
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T™

/_\/ M
Figura 1.1: Curva de velocidades.

Definicién 1.2.2. A una curva v : (a,b) = M se le llama curva integral
de la ec. dif. de segundo orden & en M si % es curva integral de & en T M,
en otras palabras si para toda t se tiene que ¥(t) = &(§(t)).

TTM
RN
“ 3=£0f3
¢ |an NG
| .
TM (a.b
i (@)
.//
v
iy //
/""
M

Entonces como las curvas integrales de € en T'M y en M se obtienen una de
otra mutuamente v = mo 3 , f = 4, las consideramos como formas distintas



1.2. PROPAGACIONES 7

de un mismo objeto.

Definicién 1.2.3 (Propagacién). Sea M una variedad diferenciable. Una
propagacion' G en M es un campo vectorial en TM de la forma

o .0

G(z,y) = yiaxi G o

(1.6)

con G = G'(x,y) funciones que localmente cumplen
Gz, \y) = NG (z,y.)

Ahora si consideramos una curva diferenciable v : (a,b) — M con
coordenadas v¢(t), por (1.4) la curva de velocidades # tiene coordenadas
(v4(t), 4% (t)). Si 7 es curva integral de la propagacién G se tiene:

7 =G(),

es decir las coordenadas satisfacen

F'(t) +2G (y(t), 5 (1)) = 0. (1.7)

Definicién 1.2.4 (geodésica de una propagacién). Sea M una variedad
diferenciable y G una propagacion. Decimos que una curva diferenciable
v(t) : (a,b) = M es una geodésica de G si vy es una curva integral de la
propagacion.

Veamos que la definicién de curva geodésica para propagaciones (1.2.4)
es equivalente a la definicién usual de geodésica que se tiene para variedades
riemannianas. Sea (M, g) variedad riemanniana, el haz tangente TM y una
conexion V en T M.

Definicién 1.2.5. Sean (M, g) una variedad riemanniana y v : (a,b) = M
una curvae diferenciable. Decimos que v es una geodésica de M si

Vim¥(t) =0, Y te(ab). (1.8)

Asf sila curva v : (a,b) = M tiene coordenadas v*(t), por (1.4) su curva
de velocidades es ¥ : (a,b) — T'M con coordenadas +*(t). Con lo cual la
ecuacién de la definicién anterior queda expresada como:

Vi =4V o %

B

1En la literatura en inglés el término usado es spray.
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- 0 . 0 9y 0

= Ad kT zisk Jr v

v Vﬁv ok~ 7 vaii Ox*  Oxi Ok
como por definiciéon V _a_ % = F;.k%, con F;k sfimbolo de Christoffel.

. . dxd
Luego Mg—l =~
(5 + T534") 57
De donde se obtiene que:

H 4 Th AR = 0. (1.9)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacién geodésica.

Entonces dada una variedad riemanniana (M, g) podemos definir una
propagacion G en TM tomando G'(z,y) = T, y7y". Asf por la ecuacién
(1.7) una curva v es geodésica de G si sus coordenadas cumplen:

F(t) +2G" (v(1),7(1)) = 0,
lo cual al sustituir tenemos:
¥+ DA =0,

que es equivalente a la definiciéon usual de una geodésica para variedades
riemannianas.



CAPITULO 2

Los espacios de Finsler

En este capitulo introduciremos las nociones béasicas de espacios de Min-
kowski y variedades de Finsler, mostrando sus andlogos a las vistas en geo-
metria Riemanniana.

En el primer caso, intuitivamente, podemos decir que se trata de espacios
en los que la forma de medir depende de la direccién que se esté consideran-
do. En el segundo tenemos que se trata de variedades diferenciables para la
cuales en lugar de tener un espacio vectorial con un producto interior, en
cada punto, tenemos otro espacio un poco distinto, un espacio de Minkowski.

2.1. Normas de Minkowski

Definicion 2.1.1. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre
R. Una funcién F : V — R es una norma de Minkowski si cumple con las
siguientes propiedades:

1. Fly) >0, VyeVyF(y)=0y=0
2. FQ\y) =AF(y) ,Yy eV yA>0

3. FesC™® enV~ {0}
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4. Para todo y € V, el siguiente funcional bilineal simétrico es positivo

definido
(9i7) (v) = (BFQ} yy) ()

Vale la pena precisar el dltimo inciso . Si tomamos F : V — Ry {b;}
una base de V. Podemos pensar a F(y) = F(y'b;) como una funcién de
(y*) € R™ y con ello:

[F2]yiyj (v),
denota a las parciales de F2 respecto a los y* y 47. Solamente falta mostrar
que este 1ltimo inciso no depende de la eleccién de la base. 4
Sean {b;} , {c;} C V bases de V. Luego es claro que b; = rlc; con lo

cual si tomamos y € V =y = y'b; = y'rlc; = §’c;. Entonces si

(96) () 1= (BF] ) W) (35) ) = (EF} ) )

son las matrices definidas por las bases {b;} y {c;} tenemos que:

(9i5) = A" (9i5) A,
donde la matriz A = (Tf) es la matriz del cambio de coordenadas. Por lo

tanto si tomamos un vector (y*) € R™,

(") (9i5) (") = (W) A (9i5) Aly") = ()" A") (G15) (Ay") = ()" (35) (@)

De donde se sigue que el funcional es positivo definido sin importar qué base
se tome.

Definiciéon 2.1.2. Dada una norma de Minkowski F en V, definimos

Spi={yeVI|F(y) =1},

una hipersuperficie cerrada con centro en el origen, la cual es difeomorfa a
la esfera usual S*~t C R™. A Sp le llamaremos la indicatriz de F.

Veamos ahora un ejemplo de norma de Minkowski. Consideremos en R?
la siguiente funcién
F:R* >R
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(z,y) = \/ zt +yt +e(x? +y?),

con € > 0.

Veamos que F' es una norma de Minkowski. Primero notemos que:

Vat+yt >0, e(2® +4%) >0

de donde se sigue que F(z,y) > 0. Ademds es claro que F(z,y) = 0 &

(,

y) = (0,0). Sea A > 0, entonces

F(\x,y)) = \/\/m +e ((Ax)2 + ()\y)Q) =
= \//\2\/3?94 + A2e(2? 4+ y2) = A\F(z,y).

Calculemos las entradas de la matriz g, para (z,y) € R? \ 0 se tiene que

F?2 ot ytte (2 +y7)
2 2 '
Ahora calculemos las derivadas:

<1F2> 1 4a3 Ly z? N
Z = | — € | = —— + ex.
2 " 2 .7}4 + y4 /.Z'4 + y4

Anélogamente

Luego

1 x>
g (2 By ( T+y4>x (ex),

3 —423 322 28 + 322yt
=x + +e= + €.
2(:c4 +y4)\/m4 +y4 \/m4 +y4 (x4 + y4) /x4 +y4

1 YO + 3y2axt
yy = (QFZ) = ( + e
vy

x4+y4) /$4+y4

() =)t e, = 4y
== = | —/———— €x) =T
G R S NV T . ! 20zt +yt) /2t +yt
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_ 72x3y3
CETONCET

Es claro que gy = gy Sea (u,v) € R?, queremos ver que

(’LL,’U) (gazx gacy) <u> > 0.
Gy  Gyy) \V

Pero esto es equivalente a ver

u29m + 20V Gy + v2gyy > 0.

Entonces

28 + 3a2y* —223y3
2
U +e| +2uv
(l‘4+y4) /$4+y4 (m4+y4) /.T4+y4

NIRRT
+v +e].
SN
Agrupando apropiadamente obtenemos
(ua® — vy)? — 2uvxdy® + 3uax?y* + 3v?yat
@+ )
3 ,03\2 2023202 — 2 30222
:(ux vy?)? + 2%y* (Bu’y uvry + vm)+€(u2+vg)
@+ )/
(= o) + 2P+ 0%) + (uy — v)?)
EES N

Con lo cual concluimos que la matriz es definida positiva.

+ e(u? +v?)

+ €(u® +v?) > 0.

2.1.1. Algunas propiedades

Dado que en este trabajo usaremos normas de Minkowski definidas sobre
espacios vectoriales de dimension finita, las siguientes propiedades seran
enunciadas para normas de Minkowski en R".

Teorema 2.1.3 (Euler). Sea una funcién H : R™ — R, tal que sea diferen-
ciable fuera del origen. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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= H es homogénea positiva de grado r. Es decir,

H(\y) = N H(y) VA > 0.

» La derivada direccional radial de H es r veces H.

y'Hyi(y) = rH(y)

Demostracion. Supongamos que H satisface H(\y) = A"H (y) para toda A
positiva. Fijamos y y derivando respecto a A obtenemos

y' Hy (Ay) = rA " H(y).

Tomando A = 1 obtenemos el criterio buscado.
Ahora supongamos y'H,:(y) = rH(y). De nuevo fijemos y y considere-
mos la funcién H(Ay) con A > 0. Por la regla de la cadena, tenemos

L H(w) =y Hy () = £ 0w Hys O).

Usando la hipétesis tenemos que el tltimo término es igual a %’I‘H (Ay).
De esta manera planteamos la siguiente ecuacién diferencial.

d r
—H(\y) — -H(\y) =0.
o H ) = THQ)
Resolviéndola por el factor integrante! )\% obtenemos H(\y) = CA",
donde C es alguna constante que depende de ¥, pero no de A . Haciendo
A =1 obtenemos que C' = H(y). O

En particular tenemos que una norma de Minkowski F' es homogénea
positiva de grado 1, con lo cual:

Y'Fyi(y) = F(y), v Fyiyi(y) =0. (2.1)

Y con ello tenemos que Fy: es homogénea de grado cero y Fiys es ho-
mogénea de grado —1.

Teorema 2.1.4. Sea F una norma de Minkowski en R™ entonces se cum-
plen:

1. F(y) >0 siy #0.

1Si el lector requiere consultar un libro sobre resolucién de E.D.O. puede ver por
ejemplo: [4], [5]
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2. (Desigualdad del tridngulo)
F(y1 +y2) < F(y1) + F(y2) donde la igualdad se cumple si y sdlo si
Y1 =ays a > 0.
3. (Desigualdad Fundamental)
w'Fy, (y) < F(w) siy#0,
la igualdad se cumple si y sélo si w = ay para alguna o > 0.

Demostracion. Observemos primero que

(0) W) = (5

2F2}yiyj)(y) = (FFyluJ + Fyiij)(y) (2'2)

mediante la regla de la cadena.
Luego gi;y'y? = y'y? (FF,i,; + F,iF,;), de donde al distribuir apropia-
damente se tiene o ‘ _
Y Py Fyiyi +y' Fuy'Fy = F?, (2.3)

por la ecuacién (2.1).

Ahora el lado izquierdo de la igualdad anterior es positivo siempre que
y # 0, debido a que g;; = F% y g;; es positivo definido.

Para la desigualdad del tridngulo, sea y € R™ ~ 0, luego la matriz
(94j(y)) define un producto interior. Entonces por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, si n := (n') y € := (£) son vectores en R™,

[9:6' "1 < (916" € gagn'n’),
donde la igualdad se cumple si y sélo si n y £ son colineales. Tomando
7' =y'y usando que gi; (y)y'y’ = F*(y) ,

[9:5€"y]” < F2(y)]g15€°¢7) (24)
Por otro lado la ecuacién (2.3) para g;; nos da
F2(y) [9:5€°¢] — [9459'¢]
= (FFyyo + FyiFy) y'y [95€°€] = [9:y'€’]
como Fg;;y'y" = F3 entonces

= FPFii &' + FyiFuy'y’ 9667 — [9i59°¢]
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por la ecuacién (2.1) tenemos que y*F,: = F y con ello
= FPFii ¢ + F2gi,6°¢ — [gijy'¢’]
=F3F,i 8¢ + 9597y 967 — [9:59'¢]
= F3F 6060 4 g0yl gii€iy — g,y
= yiyd g]lf Yy g’ljg Y [gwy § }

= F3F,, €6 + 956y )" — [9'€"]”

Por lo tanto F2(y) [g;;¢'¢7] — [gijyigj]g = F3F,i,;£'¢’ entonces

o 1 o o
Fyiyi (y)€'¢7 = F50y) {F?(0)[9:5€'€"] — 9y €1},
usando la ecuacién (2.4) obtenemos la siguiente desigualdad

Fiyi ()€€ >0, V¢ e R, (2.5)

donde la igualdad se cumple si y sélo si £ y y son colineales.
Probemos que

2F(y) S Fly+ &)+ Fly - vy, e R”

y que la igualdad se cumple si y sélo si £ = Ay para alguna |A| < 1.

Veamos primero qué pasa si £ = Ay. Si |[A| < 1, la homogeneidad de F
en el lado derecho implica la desigualdad anterior. Si |A| > 1 el lado derecho
se reduce a:

Fly+My)+ Fy—Ay) = F((1+ Ny) + F((1 = Ny)

que es mayor que 2F(y) pues se tiene de antemano que |A| > 1 con lo cual
(14+X) >26(1—X) > 2, pero entonces para alguno de los sumandos de
la derecha podemos aplicar la homogeneidad de F y con ello es clara la
desigualdad.

Ahora veamos el caso en que £ y y no son colineales. Consideremos la
funcién de variable real F(y + t€), que ademads es de clase C*°. Usando el
teorema del valor medio

Fly =€) = Fly) & Fy ()€ + 5 Fyoys(y = €6,
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para alguna 0 < € < 1. Dado que y £ €€ y £ son linealmente independientes,

por la ecuacién (2.5) sabemos que %Fyi,y_y (y+e€)€i¢? > 0. Entonces tenemos

Fy+€) > F(y) + Fu()E', Fly — &) > Fy) — Fyi(y)€', (2.6)

sumando estas dos tltimas expresiones tenemos el resultado buscado.
Finalmente demostremos la desigualdad fundamental:

w'F,i(y) < F(w) Yy # 0

donde la igualdad se da si y sélo si w = ay para alguna o > 0. Si w = ay
para alguna a > 0, ambos lados de la desigualdad son aF(y).En caso de
que w fuera un multiplo negativo de y el lado izquierdo es negativo por lo
tanto se cumple la desigualdad.

Ahora si y,w son linealmente independientes, también lo son yy & =
y — w. Usando la desigualdad (2.6) obtenemos

F(w) > F(y) — Fi(y)(y' — w'),

de donde se sigue el resultado. O

2.2. Variedades de Finsler

Una vez definidos en la seccién anterior los espacios de Minkowski, po-
demos ahora empezar a trabajar con las variedades que conciernen a este
texto.

Definicion 2.2.1. Sea M una n-variedad diferenciable. Una estructura de
Finsler en M es una funcion

F:TM — [0,00)
con las siguientes propiedades:

s Fes C® en TM N0, donde TM \ 0 se define como el haz tangente
TM menos la seccion cero.

» Vo € M F(z,.) es una norma de Minkowski.

A la pareja (M, F) se le llamard variedad de Finsler. Cuando no haya po-
sibilidad de confusion la denotaremos simplemente como M.
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Sea U € M un abierto y (z!,...,2") = (z') : U — R™ un sistema
de coordenadas local en U. Entonces se tiene que esta carta da lugar a
coordenadas (z¢,y%) en TM mediante

0

I
y_y afl’i’

con lo cual las y* estan definidas en cada fibra. Asi podemos describir a F
localmente como

F(.’L‘,y) = F(I17 A 7In;y15 A Vyn)'

En algunos casos puede que F' cumpla condiciones adicionales como por
ejemplo F(z,—y) = F(x,y). En este caso diremos que F es absolutamente
homogénea, F(z,\y) = |A|F(z,y) YA € R\ {0}. Esto ocurre por ejemplo,
cuando la métrica de Finsler es en realidad una métrica riemanniana.
Lema 2.2.2. Sea (M, F) variedad de Finsler. Entonces se cumplen:

L] thyz = F,

L yiFyiyj = 0,

n Y Fyiyiye = —Fyiys
Demostracion. Las primeras dos afirmaciones se siguen claramente pues

Vz € M se tiene que F es una norma de Minkowski y por el teorema (2.1.3)
se tiene el resultado. Para la tercera afirmacion consideremos A > 0y

F(z,\y) = AF(z,y), derivando respecto de
AEi(x, \y) = AFyi(2,y)
cancelando la constante y derivando ahora respecto de g’
)\Fyiyj (:L', /\y) = Fyiyj (.Z', y)

con esto queda claro que Fy:,; es homogénea de grado —1, se sigue del
teorema (2.1.3) la férmula buscada. O
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2.2.1. Algunos ejemplos

= Variedades de Riemann.
Sea (M, g) una variedad riemanniana, es decir, M es una variedad
diferenciable y g € I'((TM @ TM)*). Asi definimos F' : TM — [0, 00)

CcComo:
F(z,y) == V92(y, %)

Es facil ver que F es C*° en TM y que en cada punto es una norma
de Minkowski, con la peculiaridad de que g;; definido anteriormente
no depende de y.

o (Métrica de Klein) Sea B™ C (R™,|| - ||) la bola unitaria, y || - ||
la norma euclidiana usual. Definimos:

A1 = QPR — )

1=l ’

yeT,B"~R".

a_1 es una métrica riemanniana en B™, llamada métrica de
Klein. A la pareja (B™, a_1) se le conoce como modelo de Klein?.

= Espacios de Randers.

Sea M una variedad diferenciable. Una métrica de Randers es una
estructura de Finsler en T'M de la forma:

F(w’y) = a(xvy) +B(xay) )

definiendo «(x,y) := W,ﬂ(%y) = b (2)y".

Los a;; son los componentes de una métrica riemanniana y los b; son
los de una 1-forma. Hay que tener un poco de cuidado debido a la
presencia del término [, que al ser lineal en y, no tiene un signo fijo.
Para que F sea positiva en TM \ 0, debemos controlar el tamafio de
los b;. Mostremos que F' es positiva si y solo si:

b1l == yfassbib < 1, con b = ab,

2El modelo de Klein es usado en geometria hiperbdlica.
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Teorema 2.2.3. Sea F(z,y) := a(z,y)+ B(x,y) métrica de Randers.
Son equivalentes:

1. |b]| := /ai;jb'bi < 1.
2. F(x,y) es positiva para toda y # 0.

3. El tensor fundamental g;j(x,y) es positivo definido para toda y #
0.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que ||b|] < 1; luego usando
Cauchy-Schwarz,

£6 <16 = byl < IIbllllyll < 1-y/aiy'y? = .

Con lo cual F = «a + 3 es positiva.

(2) = (1) Supongamos ahora que F es positiva. Entonces para —b* =
7bi (.2?),

F(x,—b") = a(z, —b") + B(x, —b") = 1/a;;bibd — b;(b*) =

= \Jaybibi — a0 = |1~ [jb]) > 0

(3) = (2). Se tiene que F?(z,y) = gij(z,y)y'y’, con lo cual al ser
el tensor fundamental positivo definido se sigue que F es positiva.
Finalmente

= ||b|| < 1.

(2) = (3) El resultado es claro, pues recordando la definicién de
gij(z,y) se observa que

1
(gij) = ([§F2]yiyj)a
al ser F' positiva, es claro que g;; también lo es. O

e (Deformacién de la métrica de Klein) Definimos en B™ C R®

I = (el - @)
= 1= [al? e

T Ue T,B™ = R".

A esta métrica también se le conoce como métrica de Funk.
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Obsérvese ademds que en el caso de los espacios de Randers F' no puede
ser absolutamente homogénea a menos que F' sea riemanniana ( i.e. 8 = 0).

2.2.2. El tensor fundamental y el tensor de Cartan

Ya que definimos variedades de Finsler, nos gustaria sacar provecho de
las propiedades de F', aqui definiremos dos tensores, el primero jugara en lo
posible el papel de una métrica riemanniana, el segundo nos servira como
una guia para saber qué tanto se parece el primero a una métrica rieman-
niana.

Con ellos podremos hacer construcciones lo més parecidas a las hechas
para variedades riemannianas, por ejemplo al momento de hablar de cone-
xiones.

Definicién 2.2.4 (Tensor Fundamental). Sea (M, F) variedad de Finsler.
Definimos 4 »
g = gud;ﬂz & d.’EJ,

le llamaremos a g el tensor fundamental. Donde g;; es el funcional bilineal
definido en (2.1.1).

Lema 2.2.5. Los componentes del tensor fundamental satisfacen las si-
guientes propiedades:

1. y'g;; = FF,;,
2. y'ylgi; = F?,

i99ij _ 590915 _  kO0Ggij __
3 Y G =Y g =Y G =

Demostracion. Observemos primero que el tensor fundamental cumple:

1
(gi,j) = ([§F2]y'yf) = (FFy""yj + Fy’Eﬂ)a
Ahora mostremos 1, usando la férmula anterior tenemos
yi(FFyiyj + Fvay]) = FyiFyiyj + (yiFyi)ij,

por el teorema (2.2.2) concluimos y'g;; = FF,;.
Para 2 consideremos de igual forma

yiyj(FFylyJ + Fyle) = y]F(ylelyJ) + (yzFul)(yJFyJ)

por el teorema (2.2.2) se tiene el resultado.
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Finalmente para 3 usando una vez més el teorema (2.2.2),
1 99i
oyF
= (V" Fy) Fyiys + F(y Fyiyiye) + (" Fyiy ) Fys + Fyi (" Fyiyr)
= FFU iyd FFyiyj + (y Fykyi)ij + F ( kFykyJ) =0,

El dltimo paso se sigue del hecho de que Fyiys = Fy;,: debido a que F'
es de clase C*°. Los demads casos son analogos. O

:yk(Fy’“Fy"ijrFFnyy’“JrFyy wFyi + FyiFyiye)

Definicién 2.2.6 (Tensor de Cartan). Sea (M, F') variedad de Finsler, si
gi; denota a los componentes del tensor fundamental. Definimos

A= Ajjpda’ ® do? @ da®,
donde

F 8gij F 2
oyt~ a v

Aiji i=
Teorema 2.2.7. Sea I’ una norma de Minkowski en R™. Son equivalentes:
1. F es euclidiana. Es decir, F estd inducida por un producto interior.

2. Aijr =0 Vi, 5,k

Demostracion. Supongamos que F(z,y) := \/h.(y,y) entonces es facil ver
que

E 8h”
2 Oy

o= (7)), - (%2,
(), - (=),

Aijie =

=0,

pues

Por lo tanto g;; := ([ F?],i,s) = hij no depende de y.
Supongamos ahora que A;;; = 0 para toda i, j, k. Por definicién se tiene

que
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FOgij
2 oyk

Aijr =
Asi, es claro ver que g;; no depende de y* para toda k. Con lo cual F

debe ser euclidiana. O

Proposicién 2.2.8. Sea (M, F) variedad de Finsler. Entonces los compo-
nentes del tensor de Cartan cumplen

1. Aj i es totalmente simétrica, es decir, Aiji = Ajir = Aikj,
2. yi.Aijk = 0,

3. (M, F) es variedad riemanniana < A =0

. c dgi;
Demostracion. Recordemos la definicién de A1, = g az,j.
Para 1 consideremos:
8gij_F F. +FF. . FonEF i +FiF  w:
dyk = Loyrliyiyi + yiyiyh T Fyiyh Bys & Fyibysges

como F es de clase C* en T'M \. 0, sabemos que podemos permutar el orden
de las derivadas parciales en el caso de Fy iy ;,~. Por lo que basta hacer la
observacién de que con los términos restantes, al tomar gz’}j y %%f lo tinico
que cambia es el orden de los sumandos.

Para 2 se tiene

2 oyk 5(?/ Oy

Y Ak = ) =0,

por el lema 2.2.5.

Para 3, si (M, F) es una variedad riemanniana es claro que g;;(x) no

9g;i .
6%’,; = 0, de la definicién de los Ajjx, se

tiene dependencia de y con lo cual

tiene que también estos son cero.
Supongamos que A;j;, = 0 para todo 1, j, k. Entonces por el teorema

anterior se sigue el resultado. O



cAPiTULO 3

La conexién de Chern y el haz inducido

En este capitulo discutiremos la necesidad de trabajar en 7*T'M en lugar
de usar solamente T'M como en el caso en que tenemos métricas riemannia-
nas. Continuaremos recordando los conceptos de conexién en haces vectoria-
les y construiremos las secciones, bases y demds objetos que nos facilitaran
la construccién de la conexién de Chern y el estudio de sus propiedades.
Mencionaremos ademas algunas propiedades de la derivada covariante res-
pecto a las bases que definiremos a lo largo del capitulo.

3.1. El haz inducido #*T'M

En la definicién de variedad de Finsler, observamos que en general F' es
de clase C*° solamente en T'M ~\ 0. Hasta ahora esta restriccién no habia
presentado ningin inconveniente, pero consideremos lo siguiente: La falta
de diferenciabilidad de F' en todo el haz tangente nos impide trabajar en él,
volviendo un poco desalentador el tratar de emular lo hecho para la conexién
de Levi-Civita. Recordemos el tensor fundamental g definido en (2.2.4), el
cual para todo (x,y) € TM \ 0 es invariante bajo rescalamiento positivo de
Yy, es decir, es homogéneo positivo de grado cero.

Lema 3.1.1. FEl tensor fundamental g definido en (2.2.4) es invariante bajo
reescalamiento positivo.

23
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Demostracion. Como una consecuencia del teorema de Euler (2.1.3) tene-
mos que Fyi, Fyi,; son funciones homogéneas de grado 0 y —1 respectiva-
mente (véase la ecuacién (2.1)) . Luego tenemos que:

Gij = FFy‘Lyj + Fyiij7

basta hacer notar que F' al ser métrica de Finsler es homogénea positiva de
grado 1 por definicién, con ello el producto F'Fi,; es homogéneo positivo
de grado 0 y por lo tanto es claro que g;; también lo es. O

Asf el tensor g;jdz’®dz? podria haber funcionado como producto interior
en T, M de no ser por la condicién de que y # 0. Estas observaciones nos
obligan en cierta manera a conseguir una conexion lineal en algtin otro haz
que, en lo posible, pudiese ser de una importancia y utilidad comparable a
la conexion de Levi-Civita que se tiene para variedades riemannianas.

Dada una variedad diferenciable M de dimensién n el haz tangente T M
es a su vez una variedad diferenciable, pero de dimensién 2n. Si ademas
contamos con una métrica de Finsler F' (2.2.1) se tiene que en general no es
diferenciable para y = 0, esto nos lleva a considerar el haz tangente menos
la seccién cero:

TM 0= {(z,y) € TM|y # 0}. (3.1)

Tenemos la proyeccién candnica en la primera coordenada 7 : TM 0 — M,
construimos el haz inducido por 7. Sobre M tenemos los haces vectoriales
TM y T*M, con sus proyecciones candnicas correspondientes ¢ y ¢. Cons-
truimos el fibrado inducido por 7 (1.1.3).

TM — = TM

J

Y hacemos lo andlogo para el haz cotangente T* M .Asf se tienen que los

haces inducidos 7*T'M y 7*T*M estan definidos como:

T TM = {(z,y,z,v) € TM \ 0 x TM|n(z,y) = q(z,v)} (3.2)

™ T*M = {(z,y,z,v) € TM N0 x T*M|m(z,y) = §(z,v)} (3.3)
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El tensor fundamental g (2.2.4) es invariante bajo reescalamiento po-
sitivo, con lo cual se tiene que los productos interiores gij(x,y)dmi ®dxl y
Gij(z y)dx" @ dz? son iguales. De esta forma es ficil convencerse que en
los puntos de la forma (z,A\y) con A > 0, hemos puesto el mismo espacio
tangente y le hemos dado el mismo producto interior. Esto hace a nuestra
construcciéon un poco redundante, pero esto es facil de resolver. Considere-
mos T'M \ 0 y definamos la siguiente relacién de equivalencia:

(z,9),(x,2) e TM N0, (z,y) ~ (x,2) & IX > 0 tal que (x,y) = (z, Az).

Definimos el haz unitario SM := (T'M ~\ 0)/ ~. En el caso de que F' fuera
absolutamente homogénea, y esto obligase a que gijz,y) = Gij(z,)y) PaTA
toda A # 0, definimos una relacién de equivalencia similar ~’ y con ello
formamos el haz proyectivo PTM := (T M ~.0)/ ~'. Formalizemos ahora la
construccién discutida. Consideremos el diagrama:

pTM L~ TM

SM?M

De manera andloga hacemos el pullback correspondiente al haz cotan-
gente obteniendo p*T™* M. Para propositos globales trabajaremos con obje-
tos invariantes bajo reescalamiento positivo, es decir definidos sobre SM.
Cuando sea necesario usar coordenadas locales usaremos TM ~ 0 como el
espacio base. El haz tangente a TM \ 0 es de la forma:

TTM~0:= | J  TyTM~o0. (3.4)
(z,y)ETM~0

Las coordenadas locales (') de M nos dan secciones bésicas {52} y {dz'},
en los haces correpondientes. Para cada punto (z,y) en la variedad TM \. 0,
la fibra de 7*T M es el espacio vectorial T, M mientras que la de 7*T* M es
su dual T M. Asi obtenemos facilmente secciones en 7*TM y en 7*T*M.
Estas secciones transplantadas estan definidas localmente en = y globalmen-
te en y. Una vez que fijamos x es claro que las secciones no dependen de v,
por lo que no varian y podemos decir que estan definidas de manera global.
Sea ' = z%(#',...,%") un cambio de coordenadas en M.La regla de la

agk §*. Con estas relaciones podemos deducir:

cadena nos da y* =

Lema 3.1.2. Con las hipdtesis anteriores {%} se transforman de la si-
guiente forma:
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1 Si consideramos a % como marcos moviles de 7T M, se transforman
a ozrt 0 35
ok Oxk Oxt (35)

2 Por otro lado, como campos vectoriales en T M, se transforman

3, 9zt 0 Pat D

- = 3.6

0% 0% 0zt | 07h0” Dy (3.6)

Demostracion. Sea x* = x*(#!,%2,--- ,#") un cambio de coordenadas en
M. Luego

. Ot

b= 0 3.7

Y= garl (3.7)

Por la construccién del haz inducido 7*T M, % se transforma como
9 oz’

55F = iF c’m pues nétese que en cada punto (z,y) € TM ~\ 0 la fibra
correspondiente es T, M.

Ahora de la definicién del doble haz tangente (1.1. 4) tenemos que un
marco mévil es de la forma {2 y 2.1 Por lo tanto W se transforma

comao:

9k Dy

0 dxt 0 oyt 0 o 0z 0 0%zt 0

93% ~ 93t or1 03k byl 03¢ 03k ox | 07k0al’ y

Al sustituir por la ecuacién (3.7). O

Lema 3.1.3. Sea z* = 2°(3',%%,--- ,3") un cambio de coordenadas en M,
entonces como formas diferenciales en TM {dx",dy'} se comportan como:

1 dik = 92 dat
2 djt = 9% =y + 522 " yidai

Demostracion. Seax ==z ( Lg2 ... a"
1
z

z
luego su inversa es ¥ = #¥(x!, 22, -+ 2"
exterior obtenemos

) un cambio de coordenadas en M,
). Entonces al aplicar la derivada

di* = dx’.

oz’

Ahora §* = 9L "y, con lo cual

ok ok . 0%zt ..
~k _ i) _ % J 3.0
dy"=d <3Jci Y ) Ox? dy’ + D9z dr.
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Este comportamiento hace tedioso el trabajar con estos marcos méviles
tal como fueron definidos anteriormente, mas adelante los cambiaremos por
otros con los que nos resulte mas cémodo trabajar.

Definicién 3.1.4. Definimos ¢ € T(x*TM), la seccién distinguida de
T*TM , como ‘
o ;0

o =29
(z.y) - F(y) 0ai oxt
Definicién 3.1.5. Definimos w € I'(n*T*M), la forma de Hilbert, como

W(z,y) = Fyi(m, y)da

Ambas secciones (3.1.4) y (3.1.5) estén definidas globalmente en TM .0,
y ademds son duales una de la otra

Y
UJ(Z) = nyi = 1,
como consecuencia del teorema (2.1.3).

Ahora el haz 7*T M admite una métrica Riemanniana, recordando el ten-
sor fundamental definido en (2.2.4). Entonces se tiene que g € T'(7*T*M &
7*T*M). De manera similar el tensor de Cartan (2.2.6) es una seccién
simétrica de @37*T* M.

Una consecuencia del Teorema (2.1.3) es que la seccién distinguida ¢
tiene norma 1 respecto a esta métrica Riemanniana.

y'y
0,0) =gi; == =1.
g( ) gz] F F
Como (7m*T'M, g) es una variedad riemanniana nos puede resultar tutil el
definir una base g—ortonormal de la siguiente forma: {e,} debe satisfacer:

1. gleq,ep) = dap

2. en, = £ la seccién distinguida.

Esto resulta facil de hacer al usar el proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt.
De manera similar podemos definir en 7*7* M una base {w’} de la forma

. wb(ea) = 537

s w" = w la forma de Hilbert.
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Ahora tenemos que las bases {52 } y {e,} pueden escribirse una respecto

de la otra. Lo mismo pasa para sus respectivos duales.

;0 0

7 a

oz’ ori

€q = U, €q-

Anélogamente
wt = vfdaci, dz' = uiw“.

Enunciaremos algunas identidades que nos seran tutiles mas adelante:
Lema 3.1.6.

1. vyt =0.

2. ul F,i = 0.

3. ulgijul = Oap.

4. g9 = ufl§abuz.

5. gij = v?dabvs.

6. g9 = ugéabui‘

7. vfgijvé? = §ab,

8. ul = 6abv§?g-7i.

9. v} = 5“buggji.

Demostracion. Primero observemos que (uf) y (v¥) como matrices son in-
versas una de la otra.

vfuy = 0f , ubu§ =6 (3.8)

Cuando usamos letras griegas para los indices se tiene entonces que
corren hasta n — 1.

1. Consideremos 0 = §% = w%(ey,) = w*(¢) = wa(y% ) = v?dxj(%i 2

2. 0=w"(eq) = w(ul,52) = uiw(%) = ug(Fyidxi(%) =ul Fi.

3. 5ab = g(eaa eb) = g(u;%au{;%) = ufzg(azm ) %)Ui = ufzgijui~
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4. Consideremos v%¢g"v? = §% nétese que es equivalente a demostrar
K3 J ?

6), es decir al multilpicar por u! y por ug de la siguiente forma:

i,.a ij,b,J _ i sab, J
U g7 vjuy = ug 6"y,

simplificando
ij __ i sab,
9" = ug 6 uy,
luego observemos dos cosas, primero g;; es simétrica por lo cual pode-
mos considerar sin pérdida de generalidad g;;. Segundo, de antemano

sabemos que (g;;)~! = g¥,con lo cual basta demostrar la expresién
anterior, para ello basta ver que

o isab, j _ bsba,a, i sab, ] __
Gjitlg 0"y = 076" v ug 6wy = 1,

de manera similar multiplicando del otro lado. Por lo tanto se sigue
la igualdad buscada.

5. Considere la identidad del inciso 3) uflgijug = d4p. Multiplicando por
la izquierda v y por la derecha véﬁ obtenemos el resultado

6. El procedimiento es andlogo al inciso anterior usando la identidad 4).

7. Usando la identidad 3) ufzgijuf; = J4p. Multiplicando por la derecha
v?gij se sigue el resultado.

8. Andlogo al anterior usando la identidad 6).

O

Como una ultima observacién respecto al comportamiento de u , v. Por
(3.8) tenemos que al derivar

0= d(6}) = d(viuj) = (dvf)up, + viduj

= (dvi)uj = —viduj.

Y de manera andloga para u},v} = 0%
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3.1.1. La conexién no lineal en TM ~ 0

La falta de diferenciabilidad del tensor fundamental g nos llevé a definir
el haz inducido 7*T'M con espacio base TM \. 0. A continuacién definiremos
objetos con los cuales daremos solucién a la manera un tanto incémoda en
que se comportan {52, 8%]»} y {da?, dy’}.

Definiciéon 3.1.7. Los componentes del tensor fundamental g son funcio-
nes en TM ~ 0. Definimos

i sl (0955 _ 09k, Ogks
Tik =99\ Gk T s T 9xi
y definimos
N ) Ailk
L it - ke

Por los lemas (3.1.2) y (3.1.3) observamos como se comportan los marcos
méviles inducidos al hacer un cambio de coordenadas. Para remediar esto
s i i : o)
utilizaremos v}, y N;. Cambiamos 775 por

o 0 0

dxi " Oxd I oyt
y dy' por

5y 1 ) o

W~ Ly + Nidah).

7 F(dy + Njda?)

Definicion 3.1.8. La variedad T M ~. 0 admite una métrica Riemanniana

i ; Sy oy’
gijda’ @ da’ +gij%%7
conocida como la métrica de Sasaki [12] .

Con respecto a esta métrica tenemos que el subespacio generado por
{%}7 llamado el subespacio horizontal, y el subespacio generado por { F %},
llamado el subespacio vertical, son ortogonales. Entonces 7'M ~ 0 admite
una conezién de Ehresmann,' esto gracias a la existencia de las N;, las
cuales son conocidas como la conexion no lineal.

Hemos definido entonces bases que son duales entre si

1Una conexién de Ehresmann en un haz E es un subhaz H de TE tal que TE =
H @ V.[18]
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] {ﬁ,Fa%i} para el haz tangente de TM \ 0,y

« {d2?, ‘5%} para el haz cotangente de TM ~ 0.

De la misma forma que con las bases g-ortonormales podemos encontrar
respecto a la métrica de Sasaki nuevas bases

{4, éniat,para T(TM N 0), {w®, w" T} para T*(TM ~ 0).
Si recordamos los términos u y v, tenemos que las bases recién definidas

pueden expresarse en términos de las bases que dependen de la conexién no
lineal.

) .0
A g ~ 1
€q = ua—éxi y bnta = u“Fﬁyi
Wt = vldat Wt = U,?TZ .

3.2. La conexién de Chern

En el capitulo dedicado a los conceptos preliminares definimos haz vec-
torial (1.1.1) y el concepto de conexién lineal asociada a un haz (1.1.5). En
esta seccion construiremos la conexién lineal asociada a 7#*TM , veremos
que en el caso de que nuestra variedad sea Riemanniana, la conexién de
Chern coincide con la de Levi-Civita.

Teorema 3.2.1 (Chern). Sea (M, F) una variedad de Finsler. El haz in-
ducido m*TM admite una unica conexion lineal, llamada la conexion de
Chern,? tal que sus formas de conexion estdn caracterizadas por las siguien-
tes ecuaciones:

» [Libre de torsidn]
da? A wj- =0.
» [Casi compatibilidad con la métrica]

oy
v

2En la literatura esta conexién se le conoce también como conexién de Rund [17]

dgij — gijwi — gikwéc =2A;js
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Demostracion. Para construir la conexiéon primero daremos una expresion
para {w;} a partir de las propiedades de libertad de torsién y casi compa-
tibilidad con la métrica. Posteriormente definiremos una funcién V y pro-
baremos que es una conexién lineal en el haz inducido 7*T' M, la unicidad
serd clara por la definicion de {w!}. Sea {w}} un conjunto de 1-formas en
TM \ 0, localmente cada w§ Se expresa como:

wh =T da® + I dy”.
Primero consideremos la libertad de torsién
0=d%" = da’ A (T da® + 11 dy*) .

El hecho de que la conexién sea libre de torsiéon implica la ausencia de
términos que incluyan algin dy* en wj, es decir

J_ i gk
w; = Ipda”.

Y ademds se cumple F; =Tt i Ahora para la condicién de casi compatibi-
lidad con la métrica

5 S
dgij = grjwf + gine} + QAijs%y

Recordando que definimos %yi =+(dy'+ N ;fdxj ) obtenemos:

2
dgl] = ngFZd.Tl + gikr‘];ldxl + FAug(dys + ledxl).

Por definicién (2.2.6) sabemos que el tensor de Cartan tiene por componen-
tes a A, = £ 29u
tjs = 2 9ys

. Con lo cual es facil ver que

9gi; 2
aTclJ = gie; T + gacTh + fAijkle- (3.9)

Al permutar los indices obtenemos

041 2
Ogui 2
63:; = gklrfj + gikfé?l + F.AZ-MN]’?. (3.11)

Ahora si sumamos (3.10) con (3.11) y restamos (3.9) obtenemos:
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g1 , Ogui  0gij

Ozt Oz Ol

2 2
= gLl +gul}; + FAjklNik + T} + gl + FAiksz

2
— gk T — gl — fAijkle

Ahora, agrupando adecuadamente obtenemos:

9gj1  Ogii  9gij ko 2 K k K
8;1' e &rlj = 2915 + f(-AjklNi + Ai N — Aije NI

k
35

Asi podemos despejar T'Y., y obtenemos la expresién

Lk 9a.: o i o i Lk )
Gt + 5 = i) = T (AaNf + AaNj = AgeNE) =T,

Ozt Oad Ot
de donde se sigue por la definicién de simbolo de Christoffel (3.1.7)

N N N
T 1 k j
Fik="k—9g l(Az‘jsfF - AjksT; + AkisfF )-

Ademds podemos escribirla en términos de nuestra base {5%,6}. Primero
observemos que % = % + N Jkdxk, asi que reordenando los términos de
la expresion , es facil ver que

rk _ ﬂ(fsgjl ogii 591’]‘)
v 2 “éxt o bxd St
Esta tultima expresién parece justificar el hecho de que cambidramos
de base, resulta terriblemente familiar a la conexién de Levi-Civita. Sin
embargo yacen escondidos los N7, es decir, los coeficientes de la conexién
no-lineal, misma que parece ya evidente que mide qué tanto nos estamos
alejando de las variedades riemannianas.
Una vez que tenemos una expresion para w;. definimos V : T'(7*TM) —
IN(T*M @ 7*TM) como:

(3.12)

Vs = (ds' + s/w!) ® (3.13)

ozt

donde s = s* 8?01. es una seccién de 7*T'M. Veamos que V define una conexién

lineal en 7*TM. Sean A > 0, f € C°(M),0 e T'(x*T*M) y X,X e (TM).
Entonces:
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0
oz’

0 + & 0
ozt ozt

V(As+35) =V (Asi ) =(dAs"+8)+ (A" +8)wl) ®

= ()\dsi +d§t+ )\siw; + §Zw;) ® i = A\Vs+ Vas.
ox*

V(fs) = (d(fsi) + fsjw;-) ® % = (fdsi + stdf + fsiwé) ® %

0 .0
-+ df @ s'— = fVs+df ®s.
ozt ozt

=f (dsi + siwé) ®
Finalmente

. o 5] ;0 5 0 ;
_ i g, i i i ) i
Vs(fX+X,0)= ((ds +s5 w7)®8xi> (fX py +X axi,ezdm>

9 X . o
- i Ayt Ji
_ (ds ® W) (fX+X,9,dx)+ (s Wi ®

Recordando que wj— = F;kdxk se sigue que

8(11.) (fX +X, Hidx"’) .

. . 9 . o X 9 _
i Y (n. i i Y (n. i
ds'(fX+X)® axi(ﬁzdac)Jrs ij(fXJrX)@awi(Hldx)

= fds'(X) @ 0; + ds' (X) ® 0; + fs'T%(X) ® 0; + s'T% . (X) @ ;.
Asociando adecuadamente
(fds"(X)+fsT% (X)) @0;+(ds' (X)+sT%, ) (X)®6; = fVs(X,0)+Vs(X,0).

Por lo tanto V es una conexién lineal en 7*7T'M.La unicidad de V se sigue
del hecho de que siV es una conexién lineal que en 7*T M sea libre de torsién
y es casi compatible con la métrica implica que &’ = w!, pues tendriamos

J J
que:
& Sgi  Sgu 09 -
Fk _ .97( 9gji gii _ gzg) _ Fk;
* 2 “oxt o dxd bt £
Por lo tanto V = V y la conexién de Chern es tnica. O

Puede resultar 1til ademés expresar la conexiéon de Chern en términos
de las bases g-ortonormales definidas anteriormente.
Primero se tiene que

Ve = wil(v)eq y Vow? := —wi(v)w’.
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— ,k_0
Usando que e, = u 5.7,

):ulgvi+duk 9 kot 9 8 0

u 0
wie, = Ve, = V(up 9k bk = Wk

uk =
b Dk
renombrando los indices obtenemos

0 0 0
1,k k k 1k
= Ul 5% + duy E = (dug + wywy’) F

0
) = (duf + Uéwk)@

k
= wie, = wi (U, —-
bta b( aal‘k

= wgu'; = dulg + uéwl’“,

multiplicando por la derecha v

= wi = dufvf + ubwiol.

Asi tenemos las formas de la conexién de Chern expresadas en términos
de la base g — ortonormal que vimos anteriormente. De manera andloga si
partimos de V,w® := fwg(v)wb,obtenemos la expresion

T ay, 1 b a,
wj = (dv§)ug + viwyug.

Lema 3.2.2. Una conexion se dice que es g-compatible si
dg;; — gkjwf - gz'kw;c =0.
Entonces son equivalentes:
1. Existe una conexion libre de torsion y g-compatible en w*T M.
2. La estructura de Finsler F' es riemanniana.

Demostracion. 1) = 2)
Sea V conexién libre de torsién y g-compatible en 7*T'M, luego vemos
que para el tensor fundamental g

(V9)ij = dgij — grjw} — giww] =0,

por la condicién de compatibilidad con la métrica.
Es claro entonces que el tensor de Cartan se anula y por lo tanto F es
riemanniana. 2) = 1) Supongamos ahora que F es Riemmanniana entonces
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es claro que por el lema , que los componentes del tensor de Cartan A5, son
todos cero, recordando la condicién de casi compatibilidad con la métrica

k k dy*
dgij — grjw; — gikw;j = 2Aijk? =0,
con lo cual la conexién de Chern construida en el teorema anterior cumple

las condiciones buscadas. O

3.2.1. La derivada covariante horizontal y vertical

Una vez construida la conexién de Chern podemos centrar por lo pronto
nuestra atencién en la derivada covariante. Si recordamos nuestras bases
{€a,énta}, {w* w™ e}, Observamos que, gracias en parte a la métrica de
Sasaki, nos dividen nuestro espacio en dos, el horizontal y el vertical. Esta
division se observa también en la derivada covariante. Recordando la defini-
cién (1.1.7), podemos entonces definir la derivada covariante y analizar su
comportamiento.

Empecemos pues considerando a T € T'(m*TM@nm*T*M)y X € T'(TM),
por la definicién (1.1.8) tenemos que

) ;
— J i
VxT = (VxT)] p ® dz’,

Como (VXT)Z son 1-formas en TM \ 0, expandiendo respecto a la base
{dz*, %

S

oy

(VxT) =T/ =

ils

do* + T

Los simbolos | y ; nos ayudan a distinguir entre los coeficientes corres-
pondientes a las distintas partes de la base. Nos ayudan a denotar cémo se
comporta la derivada covariante de un campo tensorial respecto a los subes-
pacios vertical y horizontal de los que habiamos hablado con anterioridad.

Con tal de introducir terminologia a | se le conoce como la derivada
horizontal y a ; como la derivada vertical .

Ahora por ejemplo para el tensor fundamental g se tiene que

Sy

(V9)ij = 2Aije
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debido a la condicién de casi compatibilidad con la métrica de la conexién
de Chern. Nétese entonces que

Gijls = 0, Gijis = 2Ai5k

es decir el tensor fundamental es constante en el subespacio horizontal y
proporcional al tensor de Cartan en el vertical.

De lo presentado en este capitulo queda claro, hasta cierto punto ,que la
conexion de Chern generaliza en lo posible la conexién de Levi-Civita, sin
embargo el lector puede tener dudas acerca de su definicién. Por ejemplo,
Jpor qué se pide que sea libre de torsién y casi compatible con la métrica?,
Jhay otras conexiones que se utilicen para trabajar con estas variedades?. La
respuesta es si, durante el desarrollo de la geometria de los espacios de Fins-
ler se definieron varias conexiones, las cuales cumplen distintas propiedades
que resultan ttiles al momento de trabajar con alguna clase particular de
métricas de Finsler. En [17] se hace una comparacién de estas conexiones.






cAPiTULO 4

Geodésicas y curvatura

4.1. Geodésicas

Un problema que se estudié para variedades, fue el asignar un métrica a
nuestra variedad, para ello disponiamos en principio de la métrica rieman-
niana. Sin embargo ésta estaba definida en el haz tangente TM y no en
M, pero después de mucho trabajo se podia hablar de cudndo una curva
~(t) tuviese las propiedades que desedbamos, por ejemplo el que minimizara
distancias.

Sea (M, F') una variedad de Finsler. Dada una curva suave c(t) : [a,b] —
M nos preguntamos sobre su longitud en la variedad. Con la ayuda de la
estructura de Finsler F' definimos la longitud de ¢ como:

b
Lr(c) ::/ F(c(t),¢(t)) dt.

Ahora nos gustarfa definir una nocién de distancia entre dos puntos
p,q € M. Si consideramos curvas ¢(t) tales que ¢(a) = py ¢(b) = ¢ definimos:

dp : M x M — Rt

39
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Observamos que dr nos define una “distancia”que cumple:
= dr(p,q) > 0, donde la igualdad se da si y sélo si p = g.
- dF(pvq) < dF(pvr) +dF(T7q)7 Vp,q,T €EM.

Sin embargo, esta nocién de distancia es, en general, mas débil que la
que se tiene para un espacio métrico. Esto se debe a que dr(p, q) # dr(q,p),
yva que la estructura de Finsler no es necesariamente reversible.

Definicién 4.1.1. Sea c(t) : [a,b] — M una curva suave, decimos que c(t)
es minimizante si

L(c) = dr(c(a), c(b))-

Y ¢(t) es localmente minimizante si Vtg € [a,b] existe € > 0 tal que c(t)|r,
I:=[to— €, to + € N[a,b], es minimizante

Recordando el concepto de propagacion visto en el capitulo de prelimi-
nares, se trata de un campo vectorial en TM ~\ 0 de la forma:
0 ;0

=y -2 -
¢ Y oz G@y"

tal que G cumple:

G'(x, \y) = NG (z,y) , A > 0.

Ahora procedamos a realizar lo propio con nuestras variedades de Fins-
ler. Sea (M, F') variedad de Finsler, vemos que F' induce una propagacidon
definida de la siguiente forma

) 1,
G' = Zgl [F2]mkylyk - [FQ]wl} . (41)

Proposicién 4.1.2. Sea (M, F) variedad de Finsler, la propagacion (4.1)
cumple:

1. Gt = %N]’fyj = %F;kyjyk.

G _ ari
2. Oy 7Nj.

Demostracién. Primero hacemos la observacién de que G* = %’y; LY y", don-
de

; 1 5 [0g5 , Ogi.  Ogjk
N ) J _ J
ik = 99 {&rk T 0w T oal f
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Entonces
i jk_lil agjl+aglkiagjk Gk
TR =g oxk  Oxi Ol v
Notamos que [FQ]ml = aangl”yiyj, [Fﬂxkyl yk = Q%yiyk. Asf al sustituir
obtenemos

1.1 '
Syt = ) - (), ) = 6

Recordemos que ', (3.12) es:

i i i Ny Ny N7
T =7, — 9" {Aljst - Ajks?l +Aklst}
Entonces
T R N N N#Y
STyt = S’y = 59" {-Aljs?k = Ajrs o + Amﬁ} y'y".

Por la proposicién (2.2.8) tenemos que A, es simétrico en todos sus
subindices y que y’A;j; = 0, por lo cual el segundo término de %F; WY y* se
anula. Por lo tanto

R B
= S’y = S’y =G

Para la otra igualdad tenemos

i, ] 7 iAl‘k T, S 1
Nyl = (my’“ =gy ) Y

Por el lema (2.2.8) sabemos que y7 A, = 0, por lo tanto
Ny =vjy'y" = 2G".

Esta ultima ecuacion nos da otra expresién para N H

Podemos notar ademds que NJZ: = F;.kyk.

_ _ A, _ A,
Thy® = vhy" — ngT;{S Niy® =" - QZZT;S G® = Nj.
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Para el segundo inciso de la proposicién usamos que G* = W;ky’“ y cal-
culamos la derivada respecto a 3.

ozk  OzI oz!

oyl 4

ozk  Oxd ozl

G 1 4 {agjl+ Oguk 89jk} k+i?}!§ {agﬂ n Oguk agjk}yjyk

g g1 N Par Pk iyt
Oyl Ox* ayj Oxi Oyl ozl

Observamos que By ]gﬁk Yyl = k , y andlogamente para las otras deriva-

das. Entonces

ozk  OxI oz!

oyl 2

ozk  OxI oz!

G 1 . fdgi g Ogix\ » 199" [dgji  Ogu  Ogik \ ;i x
4 OyI '

Notamos que g,,;G™ = + {aq” + 6(]“‘ } yy*. Luego

1
= W; = Yy" + gg;gmle-
Como A;jk = %gzi,f . Tenemos
ag" a09mi 09" gim
8y3 gmi + g oy oy 0
= ggngmle = —2g" AJ”” am.

Por lo tanto

ECZ i .k il v lljm m 7
O

Definicién 4.1.3. Decimos que una curva suave c(t) : [a,b] — M es
una geodésica en una variedad de Finsler (M, F) si es una geodésica de la
propagacion G (1.2.4) inducido por la métrica F.

Lema 4.1.4. Si c(t) es una geodésica en una variedad de Finsler (M, F)
entonces tiene velocidad constante.
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Demostracion. Primero recordemos que para el tensor fundamental se cum-
ple:

9gij 2
a‘ii = Gim Lk + g Ui + 7 Auje Ny (4.2)

Ademaés como c(t) es geodésica entonces

() +2GY(c(t),é(t) =0 (4.3)
Ahora calculamos
g [F?(c(t),¢(t)] = g [gijc' ()& (t)] = 2k € € cj+2aykc e +2g;E¢ .

Usando las ecuaciones (4.2) y (4.3) tenemos

Ag;; . ied m m 2 o\ ki
%ckc ¢ = <giijk + gms Lo + fAiJ'le >Ckc =

K\ g i m ek edeq 2 m ok i i
Jim (F;-’}Cck) '+ gmy (Fikck) e+ FAiijk ckéied,
Usamos que N =T, ¢* para obtener

= —aizlz Fee = Gim N "¢ + g NI "¢ + FAiij,?Lckczcj.

-j ijm 0gi;
Luego como N;"¢? =2G™, Aijm — 9945

F 7 oym-
0Gij 1 -i.i i i 0Gij ke vi i
= 8le e = 2gim GME 4 20m; GTE + 483/; G~ etéd.
Por la ecuacién (4.3) & = —2G(c, ¢), sustituimos y obtenemos

2—%‘;”; e 4 29,6 = —4 (ggy’g Greied gijGiéf) .

Por lo tanto

d

D[P (et), )] = & oud 0 0)] = 0.
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Definicién 4.1.5. Sea (M, F) variedad de Finsler, decimos que F' es po-
sitivamente (negativamente) completa si toda geodésica o(t) en (a,b) puede
extenderse a una geodésica en (a,00) ((—o0,b)). F es completa si es com-
pleta tanto positiva como negativamente.

4.2. Meétricas proyectivamente equivalentes

Seguramente el lector recuerda de sus cursos de geometria riemanniana,
que el determinar las geodésicas de una variedad no siempre es una tarea
facil. Incluso con nuestra definicion alternativa de geodésica con base en pro-
pagaciones, no resulta claro que las podamos calcular con mayor facilidad.
Con el fin de proveer ejemplos interesantes de geodésicas introduciremos un
concepto de equivalencia entre las geodésicas determinadas por dos métri-
cas de Finsler. Un resultado importante serd que podremos aprovechar las
geodésicas que conocemos en las variedades riemannianas y veremos como
es que se comportan en el contexto mas general de una métrica de Finsler.

Sean (M, F), (M, F) dos métricas de Finsler en una misma variedad
M. Diremos que F' y F son proyectivamente equivalentes si sus geodésicas
son las mismas, como conjuntos de puntos. Mas formalmente tenemos la
siguiente definicion.

Definicién 4.2.1. Dadas dos métricas de Finsler F, F en una variedad
M. Son proyectivamente equivalentes si dada & (t) geodésica de F existe una
parametrizacion t = t(t) tal que o(t) := (t(t)) es una geodésica de F.

Proposicion 4.2.2. Sean F, F métricas de Finsler en una variedad dife-
renciable M. (M, F) y (M, F) son proyectivamente equivalentes si y sélo si
las propagaciones correspondientes cumplen

G'(z,y) = G'(x,y) + P(z,9)y",
donde P(x,y) es una funcion tal que P(x, Ay) = AP(z,y) YA > 0.

Demostracidn. Denotemos ahora por Gy por G a las propagaciones corres-
pondientes a F' y a F respectivamente. Supongamos que F' es equivalente
a F.Seay € T,M ~ 0, o(t) una geodésica de F tal que o(0) = z y
6(0) = y. Entonces existe una reparametrizacion ¢(t) tal que 5(t) := o(t) es
una geodésica de F. Recordemos que una curva o(t) en M se llama geodési-
ca si es una curva C'°, tal que su levantamiento candnico y(t) := d(t) es
una curva integral de la propagacién G (4.1.3), en otras palabras (¢) debe
cumplir
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FH(t) +2G (o (t), (1)) = 0.

Entonces dado

o(t) = a(t(t)) se tiene entonces %U’(t) = %6(5(15))

= 6(t) = 5(D)i(t) derivando una vez més obtenemos

5(t) = &(D)t(t) + 5(F)(i(t)) evaluando en 0 y simplificando

5(0) = &(0)t(0) + &(0).

Ahora recordando que o(t) es una geodésica de la propagacién G vemos

2G'(z,y) = —5'(0) = —&'(0) — £(0)5'(0) = 2G'(z,y) — 1(0)y",

pues de antemano sabemos que 5(0) = y.

Llamémosle P = —3£(0), es claro que la parametrizacién ¢(t) solamente
depende de x € M y de y € T, M por lo cual P = P(xz,y). De hecho P
cumple

P(z,\y) = AP(z,y) , A > 0.

Por lo tanto obtenemos la siguiente ecuacion

Gi(z,y) = G(2,y) + P(a,y)y’ (4.4)

Y es claro que de cumplirse la ecuacion anterior llegamos a que F' es pro-
yectivamente equivalente a F'. Asi tenemos una relacién entre las geodésicas
de las métricas y sus respectivas propagaciones. O

Una vez desarrollada la teoria de cuando dos métricas de Finsler son pro-
yectivamente equivalentes resulta necesario poner a prueba la herramienta
que hemos construido. Veremos como son las geodésicas de dos métricas
de Finsler, y ademds mostraremos que una de ellas es completa positiva
mientras que la otra si es completa.
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4.2.1. Geodésicas en la métrica de Funk

Recordando la definicién de métrica de Funk (2.2.1) , en B™ C R™.

po VI = QPP - (2,9)?) | (@.y)
1= [ 1= |l

Lema 4.2.3. La métrica de Funk en B™ C R™ cumple:

Fo = FFy.

Demostracion. Basta calcular las derivadas correspondientes.

ka_(ww—<|w|2|y||2—<m,y>2>) L) -

L= |l L= |l
_ (lylPat + G y)y®) (1= l=)1?) N
VIyl? = (lzlPTyl? = (. 9)%) (1~ [|z]?)*

L 2VIIP = (e lPllyl? = (x,y)2)a* (" (1= ll=[*) + 2{z, y)a*)

(1 = Jl)i2)” (1— ||z]2)?
(V2= =Pyl — (=, 9)%) C(my)
e ( L= lal? ) ’ (1 |x|2>yk -
y* — 2]y + (2, y)a* ak

~ VP = (PP = (@ 9)?) (- «]2) T

Entonces al multiplicar obtenemos

(VP =P =GP ()
= ( T al? = ||x2>

yF — ||z]|2y" + (2, y)a* o ) B

(\/Ilyll2 — (=Tl = (.5 (L= [el?) 1=l

_ <\/Iyl2 — (l=lPllyll? = (2. 9)%) (" — ll=l*y* + <:r,y):r’“)> .
VIyl? = lzlPlyl? = (. 9)?) (1~ [|]|?)*
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+<¢wwwmwmw—mw%>< o )+

1= ||| 1= [l

(@,y) (v* — |l2]2F + (z, y)a*) ) ( (,y)a* )
+<¢mw—mﬂmm2—@w%u—wwf T\ apy

O

Lema 4.2.4. La métrica de Funk es proyectivamente equivalente a la métri-
ca euclidiana.

Demostracion. Calcularemos la propagacién inducida por F' usando la pro-
piedad F,» = F'F» demostrada en el lema anterior. Primero la propagacién
inducida por F' estd definida como:

. 1 .
GZ = Egll {[F2]xkylyk — [FQLC;} .

Entonces tenemos
N 1,
G'= 19 H2FFyi] g™ — 2FF,)} = igl [FyFyr + FEpplyt — 2FF, )}

=G = %g“ {FF, (y"Fyr) + FFuyy* — FF.} =

= %gil {F (FFyl) + Fsz-yz,yk - FFTL} .

Como F'F,; = F,: entonces

. 1 . 1 .
=G = 59” {FFu + FFp,y" — FF,} = §g” {FFuy*}.

C 1, 1
=G = Eg‘l {F[ka]ylyk} = 59” {F[FFyk]ylyk}

R 1 .
= G' = Sg" {FIFy Fyo + FFpply*} = 09" {FFy (Fpy®) + FFyyt} =
= %gil {FZFyz + FFykylyk} .

Usando que F? = gyy'y' y Fyrey® = Fyiy® = 0.
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S . 1 _
=G =59 {guy'y' Fy} = 5Fy' = G+ Py,

donde G = 0 es la propagacién inducida por la métrica euclidiana y P =
%Fyi. Por lo tanto F' es proyectivamente equivalente a la métrica euclidiana.
O

Por el lema anterior F' es proyectivamente equivalente a la métrica eu-
clidiana, con lo cual las geodésicas son rectas. Mostraremos ahora que la
métrica de Funk en B" es completa positiva pero no completa.

Dado un punto z € B™ y un vector distinto de cero y € T, B™, damos
una curva

c(t) = s(t)a+ =z, (4.5)

donde a € S”~! es un vector tal que y = ka para alguna k > 0. Determina-
remos la funcién s(t) que parametriza la curva c(t).
Pedimos ademds que la curva ¢(t) cumpla ¢(0) = = y ¢(0) = y. Esto es
equivalente a pedir que la funcién s(t) cumpla s(0) = 0, $(0) = k.
Asf tenemos que la curva c(t) debe satisfacer la ecuacion diferencial:
d%ct . dct B
gz + F(c(t),e(t)) i 0. (4.6)
Primero evaluamos F (¢(t), ¢(t))

ez = (el - e.0?)
F(e(t),é(t)) = \/ (1 e ) b { ’H?HQ.

Para simplificar los calculos desarrollaremos |c||?, [|¢]|? v (c, é).

n n
le|l? = Z (sa; + ar:i)2 = Z (s2af + 2sa;x; + xf) = 5%+ 2s(a,z) + ||z||*.

=1 =1

n

le)? =" (s'ai)* = ().

i=1

(e, ¢) = Zs'ai (sa; +x;) =8 (s +{a,z)).

i=1

Luego tenemos que
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el = (lellPlel® = (e.&)) = ()7 = (2 + 25 (a,2) + o)) (5)°) +
()% (s + @, 2)) = ()7 (1= 5% = 25 (a,2) — al]? + % + 25 (a,2) + (a,2)°)

= () (1= ll2l* + (a.2)°)

Ademi4s

L—|le]? =1—(s*+ ||lz]|* + 25 (a,z)) .

Por lo tanto tenemos

(s + (@,2)) + /1 - ] + (a,2)?

F(c,¢) =5
(9) [ (& 1 [P T 25 (@)

Como a y x son vectores en R™ podemos tomar el angulo entre ellos:

(@, 2)
[2[[[]all

Definimos A = ||z|| y sustituimos en F(c, ¢)

cosf = = ||z| cos O = (a,x) .

;[ (s+XcosB) + 1 — A2+ A2cos? 6
s 1—82—X2—2s\cosl '

Usamos la identidad trigonométrica A2 = A2 cos? 6 + A% sen? 6.

= F(e.d) /( (s+ Acosf) + /1 — A2sen?6 )
c,¢)=s .

1—52—X2c0s20 — \2sen? — 2s\cosf

= Fle,d) ,((s—i—)\cosﬁ)—i— 1—)\25en29>
c,é)=s .

(1 - A2sen26) — (s + Acos )’

1
éF(c,c')—s/( >
V1—A%?sen?6 — (s + Acos®)

Por lo tanto
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d?c dc’ (5’)2
+ F(e,¢)— = s"a; + a; =0
dt? ( )dt V1—X2sen?f — (s + Acosb) '
Asi basta resolver la ecuacién diferencial
v () Y

V1—X2sen?6 — (s+ Acosf)

Distribuimos adecuadamente y reescribimos esta ultima ecuacién como:

s” (\/ 1 — A2gsen26 — \cos 9) —s"s+ (s’)2 =0.

Definimos 7 := v/1 — A2 sen? 6 — A cos 0 e introducimos la funcién h(s) :=

. Tenemos entonces que

o d*s d (ds) _ % (h(s)) = dh(s) ds _ dh(s)h(s).

Tde T dt \dt ds dt  ds

Sustituimos y la ecuacién diferencial queda
dh(s) dh(s)
s hls) = ds

. dh(s)
Despejamos ==

h(s)s + (h(s))* = 0.

N dh(s)  h(s)

ds s—mn
Consideramos la solucién h(s) # 0 y dividimos por h(s)

dh(s)
dsS 1

- h(s) s—mn

Integramos respecto a s

dh(s) ds
ds = [ — n(h(s)) =In(s— c1.
[ [ S5 5 ms) =t =) +e,

= h(s) =€ (s—1n).

Recordamos que h(s) = s’ y hacemos el cambio de variable para obtener
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Integramos con respecto a t

/
/ i dt:/ecldt = In(s—n) =te® + ca.
§—1n

= 5= ele T2 +n.

Usamos que las condiciones iniciales son s(0) = 0y s'(0) = k para
obtener los valores de ¢ y c3. Por lo tanto la solucion es:

ot —kt
s(t)=n (1 — eTk> = (\/1 — A2 sen20—)\c059) (1 —e 1A2se"29“°59>

Buscamos ahora el intervalo maximo para el qué estd definida nuestra
solucién s(t). Para ello consideremos una recta (1) = la + =, veamos para
que valor I € R se tiene qué r(I) corta a S*~1.

Entonces calculamos la solucién a

L= (r(l),r(1) =Y (la; + ;)" = > (%a? + 2lagz; + 27) = *+20\ cos 0+
=1 =1

Resolvemos para [ y sus raices son
lo = —Xcosf—+/1—Asen?, (4.7)
li, = —Xcosf++v1— A2sen26. (4.8)

Ahora tenemos que ver si existen valores tg, t; tales que s(tg) = lo,
s(t1) = l1. Para esto basta considerar

lo=s(t) & —Acosbh — m:n(l —e_Tkt).

Entonces despejamos ¢

e =Tt o — 14 Acosf + /1 —)\250n20.
V1 —X2sen?6 — Acos@

—kt Acosf ++/1 — N2sen?6
v1—A2sen?6 — \cosf V1 —XA2sen?f — Acos@
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Acos@++v1—A2sen26 \ V1 — N2sen26 — \cosf
s>t=—-In|1+ .
v1—XA2sen?6 — \cos¥ k

Para la otra raiz

li =s(t) & —Acosf + m: " (1 B e%llct)
Para este caso observamos que cuando tratamos de despejar ¢
- — _ )2 cen?
em:1+)\0080 1 )\benaz
\/m — )\ Cos 9

Y por lo tanto no existe ¢ para el cual [ = s(t). Esto nos dice que el
intervalo méximo en el que estd definida s(t) es (—tg, 00), donde

v1—X2sen?6 — \cos0 k

Asi queda demostrado que la métrica de Funk es positiva completa pero
no completa.

Acosf +v1—X2sen20\ V1 — A2sen2 — \cosf
to =Iin|1+ .

4.2.2. La métrica de Klein

Aunque el ejemplo anterior (4.2.1) muestra que las variedades de Finsler
no son en general completas, esto no quiere decir que no podamos construir
ejemplos de métricas de Finsler que si lo sean. Aqui mostramos que la
métrica de Klein definida en (2.2.1), s es completa.

La métrica de Klein en B™ es:

H(x,y) :%{F+F}’

donde F es la métrica de Funk y F(z,y) = F(z, —y).

Sabemos que la métrica de Funk cumple F» = FFyx, es facil ver que F
cumple: Fyrx = —FFyx. Antes de proceder a calcular la propagacién inducida
por H demostremos la siguiente propiedad:

Hykpy® = Hy (4.9)

1 _
kayzyk = 5 {kayz + kauz}yk
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k
= Hl,kyzy =

{17y~ [F] ey o

NG

= Hoyt = {[F?), ~ [F],}

1 _
= kayzyk = 3 {sz + le} =H,.
Ahora la propagacién de H.

Gi— igil {[Hz}wkyl y* - [Hz]xl}.

=G = %gil [HyHyr + HH | y* — HH o}
Por la ecuacién (4.9)
=G = %gil {H, H,y"}
=G = L (P ), (F+F) ot}
= G = L {(Fy + Fy) (Fas + Fo) o)
= G' = g {(Fy + Fy) (R — FEp) o)

= G = g {(Fy + Fy) (Fy*Fpe — Fy* )}

= G = Lg" {(Fy + Fy) (F? - 7))

=G =g {(Fyl + Fy) (F? - F?) gig}

59" {(Fyl +Fy) (F = F) M}

(F+F)

53
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w0 (- ) |

Como H? = gyy'y', al sustituir obtenemos

i,} (Fyl+Fy1)(F_F) il
:>G_2{ F+F vy

i VW Fy+y'Fy) (F-F) |
éG_2{ F+F v

Por lo tanto H es proyectivamente plana es decir, G¢ = Py’.
G = r_Fly
2

Entonces podemos calcular las geodésicas de manera similar al ejemplo
de la métrica de Funk. Sean = € B", y € T, B™ vector no nulo. Definimos
la curva

donde a € S"~! tal que y = ka para algiin k > 0. Ademéas pedimos que ¢(t)
cumpla las siguientes condiciones iniciales: ¢(0) = z , ¢(0) = y. Mismas que
son equivalentes a s(0) =0y $(0) = k.

Como c(t) es geodésica entonces debe satisfacer

d?c _ L dc
W + {F—F} (C,C)E.

Observamos que

¢ lell2 = (lellPlel? = &%) -,
= [l R

F(e,¢) =

Por lo tanto

¢ lel2 = (llell2lel? - (e, &)%)

1= |leff?

{F—F(ed) =
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Para las geodésicas de la métrica de Funk vimos que |[c||? = s? +
25 (a,z) + ||lz|)2, [|él? = (s) y (¢, é) = s (s+ (a,z)). Sustituimos en la
ecuacion anterior para obtener:

Y- (112 - fo.2?)
T (s +2s(aa) + [2[?)

Ademas tenemos que si @ es el dngulo entre los vectores a y x, entonces

{a,7)

cosf) = ————
llz|lflall

= Acosf = {(a,z),

donde definimos A := ||z||.
Entonces la ecuacién queda de la siguiente forma:

1— 52— X2 —2s\cosf 1— A2sen26) — (s + Acosf)’

s'( V1 —)X2+ X2cos2f >—s'( V1 —XA2sen?6
= ( .

Asi la ecuacién diferencial a resolver es:

(s')? V1= A2sen 6

S// + —
(1 — A2sen2 ) — (s + Acosf)’

Despejamos

s ((s + Acosf)® — (1 — A?sen? 0)) —(s)* V1= A2sen26 = 0.
Para simplificar los cdlculos definimos p := Acosf y v :=+/1 — A2sen? 6.

=" ((s +u)? - V2) — (v =o.

Definimos la funcién g(s) = s’, notamos que s” = d‘fifég)g(s).
dg(s) 2 2 2
= L20(s) ((s+w° =1?) = (g(s)* v =0.

Despejamos d"ii—(ss).

dg(s) g(s)v

N
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Consideremos la solucién ¢(s) # 0 y pasamos dividiendo

dg(s)
ds

9(s) ~ (s—p)P 02

Integramos respecto a s para obtener

/dgf(igds_/@—;i;f—zﬂ = ln(g(s)):ln((er,u)zfl/z)+cl

= g(s) =™ ((s +p)* - 1/2) .
Hacemos la sustitucién g(s) = s'.

= = (s*+2sp+p* —v7%).

Resolvemos el polinomio s?+2spu+pu? —v? = 0, para encontrar las rafces
S1=—U+VYyS=—U—U.

=8 =" (s+tpu—v)(stu+tv).
Pasamos dividiendo (s + p — v) (s + p + v) e integramos respecto de ¢.

!
i/ 5 dt:/ldt.
er ) (stp—v)(s+ptv)

Resolvemos la integral por fracciones parciales

1 s s
= — - dt = [ 1dt.
et Ww(s+p—v) 2w(s+p+v)

(In(s+p—v)=In(s+pu+v)) =t+co.

2vect

Despejamos s

S+pu—v )
=In| —— | = (t +c2)2ve®.
(s+u+v> (4 c2)

:>5+,U/77/:(S+M+V)e(t+cz)211661_

. - €1 . . 7’
Definimos d; = e, dy = e°2?¥¢"" para simplificar la férmula. Entonces
tenemos
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d t2vdy _
S(t):(ﬂ+y) 2€ +v /j’
1+ dyet2vda

Ahora dadas las condiciones iniciales s(0) = 0 y s’(0) = k obtenemos las
constantes dy y da.

w—v
ptv

Para la condicién inicial s'(0) = 0 calculemos primero s’

s0)=0& (p+v)de+v—p=0&dy =

/
S =

2
—v _tdi2v
(1 + h@ 1 ) —
((N —v)etd2v 4y ,u) (Z:V/dlzyetdﬂu)
2
(1 + Z?etdelj)
~(p—v) di2veth?v — %dﬂyetdl‘l“
= 2
(1 + %etdlw)

Entonces s'(0) = k& si y sélo si

=5

(n—v)di2v — (’:;l;) di2v

2
(1 _|_ (Mfy))

v

2 2\ 1
@dlzk(u(’;%) (“VULJFVV)) -

= k=)™ (quV)z (MQ:V)l'

(p—v) ) v —p

14 aorett(s)

2 9 () 1 )
s(t) = (u* —v k '
= s(t) = (p >((M+V)+(M_V)e4t<w>

Por lo tanto

s(t) =
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En el ejemplo anterior calculamos cuando es que una recta de la forma
ta+ z corta a S"~! (4.7), las raices son:

lo=—XcosO —\/1—MA2sen?f = —p —v,
Iy = =XcosO+ /1 —Nsen?f = —p+ v

Supongamos que existen puntos en el dominio de la curva que pasan por
las raices. Para [y tenemos

T L ES .
v )((u+u)+(u—u)e4t(u*‘u) e

1 o .
& _ﬁ ((N+u)+(u—y) e (“,7”)) — ot () _ 1

- 1 ( —21/) :e4t(ﬂﬁy)7
2\p—v

donde la 1iltima equivalencia no se puede dar pues la exponencial es estric-
tamente mayor que cero.

Para 4

64t(uiu)7]_ )

—ut+v= 2—y2 .

' w ) ((u+u) +(n—v) (i)

o L () + (om0 ) = )

—p+v (o e
<:><M_V>(N—V)+1e( )(1 (1 —v))
(:)W:@“(%)(l—(u—u)).

& 0=c"G) (1- (u-v)),

lo cual no es posible pues la exponencial es distinta de cero para todo t.
Asf queda demostrado que el dominio de la curva c(t) = s(t)a + x se
extiende a todo R y con ello H es completa.
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4.3. Curvatura

Introduciremos resultados sobre la forma de curvatura asociada a una
conexion, en este caso la conexiéon de Chern, tales como las identidades de
Bianchi.

Consideremos asi las 2-formas de curvatura de la conexion de Chern.

P g0k i
Q) = dw; — wji Awg.

Ahora al ser 2-formas en T'M \ 0 las podemos expandir de la siguiente
manera;

l k l
Q= %R;ikldx’“ Adal + Plyda® A 5% + % ;kl% A 6%.

A R, Py @ seles conoce como los tensores de hh-curvatura, hv-curvatura
y vu-curvatura respectivamente. Recordemos que a T'M \.0 le habiamos dado
una métrica de Sasaki misma que le otorga una conexién de Ehresmann,
es decir, una descomposicién en un subespacio vertical y uno horizontal
respecto a dicha métrica.

Los componentes da* son llamados horizontales, mientras que los %
son los verticales. Asi cuando hablamos de hv-curvatura nos referimos a la
presencia de dz* o de 6%.

Maés adelante mostraremos que la vv-curvatura se desvanece para la co-
nexién de Chern, y que en el caso de variedades riemannianas lo mismo pasa
para la hv-curvatura.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer

i pi i i
Ry = =R, Qe = — Q-

Ahora consideremos lo siguiente. La conexién de Chern es libre de tor-
sién, es decir, se tiene dz’/ A wj. Ahora aplicando la derivada exterior obte-
nemos

dz’ A dws,

pero sabemos que da? A dw¥ A wj, = 0, por lo cual podemos restarlo sin

afectar la igualdad anterior. Y con ello
dz? N dw; — dz? A dwi Awy, = dz? AQG = 0.

Expandiendo €,
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. 1 . 5 k 5 l
Lo j i by - syk sy
§Rjkldld A da® A dat + P kldI] Adz® A ? + Q ld‘r] A ? A ? =0.

Entonces los distintos coeficientes deben anularse, procedamos uno por
uno.

= Para () se tiene que al anularse es simétrico en los indices k y I, lo
cual implica que @}, = 0.

» Para P al anularse vemos que es simétrico en j y k, es decir Py, = Py ;.

= Finalmente para R obtenemos la primera identidad de Bianchi

Observamos que la expresién de la forma de curvatura Q; depende so-
lamente de dz* A dz! y de dz® A 53’ , es decir , tiene la forma:

i 1 i 5yl
Q= iRjkldxk A dat + Plyda® A - (4.11)

4.3.1. Foérmulas para Ry P

En la seccién anterior dedujimos la expresién (4.11) para las 2-formas de
curvatura de la conexién de Chern.Ahora buscaremos expresiones para Ry
P en términos de los simbolos de Christoffel. Usando la primera definicion
de estas 2-formas tenemos:

5yt

Observemos que dwi = dI” A dx!, como dF’l es una l-forma en TM ~\ 0
podemos expresarla en términos de dz* y . Entonces

T AT suk
dw' = —Ida® A dot + F—3L2Y

!
J 5ok G Adx
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or? ort SyF
R W l gl g 1 Y
—&jkdx /\dac—Faykdx A?.

;l/\dacl y obtenemos

Ahora para fwgl/\wi = u.),i/\u);.C sustituimos dw;- =dI'
Wi A w? = FﬁlkF?ldxk A dzt. (4.14)

Sustituyendo las férmulas (4.13) y (4.14) en (4.12)

oI . or N
Jl h k l ik 5 k Y
1, ; 5yt
= 5 ;kldxk A d$l + Pf;kldfﬁk) A %
Por lo tanto:
1 . oTe, )
By ikl = ijk + il
Como R es antisimétrico se sigue que
) 1 & ;
ikl = ﬁ - Mjl + T3l = T3 (4.15)

De manera andloga

P! Farg"“ (4.16
ikl By -16)
Finalmente observamos que P;kl = fF% = P,f.jl = P;kl.

4.3.2. Curvatura riemanniana

En esta seccién hablaremos un poco sobre el concepto de curvatura, en
principio curvatura de Riemann. Definamos entonces el tensor de Riemann.
Recordando la 2 forma de curvatura de la conexién de Chern

i Lo k l i k 5y
94 =3 i de A dxt + Pl dx /\?.
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Definicion 4.3.1. Definimos el tensor de Riemann

con

R, =y R\

Lema 4.3.2. Sea (M, F) variedad de Finsler. El tensor de Riemann R
depende solamente de la propagacion inducida por F

_ 7

Oxt oyt’

0 G-E)

G =y

Demostracion. En (4.15) mostramos que Rjkl se expresa en base a los
simbolos de Christoffel Fé- ;. de la siguiente manera:

i ory, B ol
IR Sk oxt

i 2 al ) 9 e
Ahora tenemos que N} = y™T}, ;v 595 = gor + N By

i s s i
+ 05— il

. _ONj _ONj N 0N
KO 9xk ot L oys koys

9 j _ it
ok Y OxI Oy* * Oyioyk Oy Oyk

, i 92y 92y Vel
R}C:28G ;, 0°G 9 0°G aG* 0G (4.17)

4.3.3. Curvatura bandera

Asi como la curvatura seccional generaliza para variedades riemannianas
la idea de cuvatura de Gauss que se tenia para superficies, en esta seccién
veremos como poder llevar esta nocién a los espacios de Finsler.

Para poder definir nuestra “bandera” necesitaremos lo siguiente:

= Un punto p € M en el que plantaremos el asta.

= Un vector y € T, M distinto de cero, el cual servird de asta.

= Un vector v := v° a?gi que sea l.i. a y.
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Figura 4.1: Bandera.

Para mayor claridad refirdmonos a la figura (4.1). Con lo anterior pode-
mos definir la curvatura bandera como sigue:

v (Y Rjipayt vk

K0 = oty ma(o,0) - g o)

(4.18)

recordando que

) . 1 ) )
g = gi;dz’ @ da) = [QFz] dz' @ da’
yiyd

iqyd

el tensor fundamental.
Observemos que si dividimos por F2(p,y) del lado derecho de (4.18) no
se afecta la igualdad, entonces:

K(y,v) = oyt W Rjimy' " B
T e e, 0) — [, o))

o Ui(ijjiklél)vk
B g(ﬂ, E)g(v,v) - [g(gv 'U)]

5 = K({,v)



64 CAPITULO 4. GEODESICAS Y CURVATURA

donde ¢ = £ es la seccién distinguida definida en (3.1.4). Asf obte-

nemos una expresién mas simple para la curvatura bandera g(¢, ¢) = 1.

V'R 0"

Ky, ) = o g o

(4.19)

donde Rix := ¢/ Rj;l".

Proposicion 4.3.3. Sea F' una métrica riemanniana en una variedad M.
Entonces para todo p € M, se tiene que K(y,v) = K(v) es decir la curvatura
bandera es independiente de la eleccion del vector y. Con lo cual coincide
con la curvatura seccional.

Demostracion. Como F' es riemanniana se tiene que el tensor fundamen-
tal gij = gij() y Rjy; = Rjj(x). Con lo cual Rjix = gim It} depende
Unicamente de x € M.

Entonces tenemos que

Rig(z,y)v"v" = Rjg(2)y?y'v'v* = Riji(@)v'v™y/y' = Rji(x, v)y'y'.
Luego dado un punto x € M, un asta y € T, M ~\ 0. y un vector v €
T.M ~0li. ay.

. Rik(xvy)vi i —
K(y,v) = (g1(@)gir(x) — gij(x)gri(z)) yylvivk

- Rji(z,v)y'y' = K(v
 (gi1(2)gir () — gij(2)gri(2)) yiylvivk K(v,y),

es decir la curvatura bandera es independiente de y € P ~\ {0}. O

Es decir, con el resultado anterior vemos que la curvatura bandera ge-
neraliza la curvatura seccional definida para variedades riemannianas.

Definicién 4.3.4. Sea (M, F) una variedad de Finsler. Decimos que F
tiene curvatura bandera escalar si K (y,v) = K(z,y), donde x € M, es decir,
si K es una funcion escalar en TM \ 0.

Lema 4.3.5. Sea (M, F) variedad de Finsler. M es de curvatura bandera
escalar si y sélo si R, = K (z,y)F?ht, con K (x,y) funcién escalar en T M ~
0y by, = 0}, — F 2 grqyy’".
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Demostracion. La prueba es clara pues dado z € M, y,v € T, M ~ {0} L.i.
V' Ripv® = v gim R0 = K (2, )0 gim {F207" — grqy™y™ } v*.
& v R = K(2,9) {gim F2 05 00" — gimv'y™ grgv"y* }

& v Ry = K(2.y) {ou.v)9(v.v) ~ oy o) }
O

Proposicion 4.3.6. Toda métrica de Finsler proyectivamente plana es de
curvatura bandera escalar.

Demostracion. Sea (M, F) métrica de Finsler proyectivamente plana, es
decir, los coeficientes de la propagaciéon inducida por F son de la forma
G = Py

Como ya demostramos que los coeficientes R del tensor de Riemann
dependen solamente de la propagacién inducida por F' basta sustituir G* =
Py*.

oG! . 02GH - 0% GE oGt 0GI

_ j _ o
ok Y OxI Oyk Oyidyk  Oyi Oyk’

Ri =2

agzg)_4p32uwﬂ-+2(Py)azawg-—a(Py)a(PW>.

P =2 : : ,
= B Oxi Qyk Oyl Oy OyJ oyk

= Ri = {P2 7yjsz}5]i€ + {2ka 7y‘ijjyk — P.Pyk}yi.

Definimos © := P? — Py*, Ay := 2P, — y? Py — PP,.. Se sigue
ademds que Ay = 3 (Pyx — PPyi) + O,

¢ =05 + Ay’ (4.20)

Obtenemos también que

Akyk = 76:

Rji == gi; R}, = Ogji + Agijy'.
Como Rjj, = Ry,
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= Argijy' = Njgany’”.
Contrayendo esta tltima expresién con ¢/ y usando Apy* = —0©
= Megisy'y’ = Njgiry'y’
= A F? = My giny'y’ = —Ogiry’
= A = _GF_lEyk.
Sustituyendo esto tltimo en (4.20)
L =0{6 —F 'Fuy'} (4.21)

Por lo tanto F' tiene curvatura bandera escalar y podemos calcularla
mediante

© P2 - Pmkyk

O

Ahora que tenemos algunos resultados acerca de la curvatura bandera
veamos algunos ejemplos.

= En B™ C R" la métrica de Funk

(z,y)
L= =2’

F(z,y) = VIyl? = Al=Pllyl” = (@ 9)*)

1= [lal? *

tiene curvatura bandera negativa. En la seccion de geodésicas demos-
tramos que la métrica de Funk, F| es proyectivamente equivalente a la
métrica euclidiana (4.2.4), para ello calculamos la propagacién indu-
cida y vimos que es de la forma G* = Py*. Por la proposicién anterior
tenemos que F' es de curvatura bandera escalar y ademaés en la de-
mostracién dimos una expresion (4.22) para calcularla en base a la
propagacion.

P2 — Puy”

K = 2 ,

con lo cual al sustituir P = %F
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k
F2 For k 2 _ FFy;C k LQ _ F(y Fyk) 2 F:
N 2 ¥ _ 1 2 ¥ _ 1 2 _ 4 2

F? F? F? F?

Por lo tanto la métrica de Funk tiene curvatura bandera escalar ne-
gativa igual a —1.

= En B™ C R" la métrica de Klein
H=1{FiF)
2 9

donde F es la métrica de Funk y F = F(z, —y).

En la seccion de geodésicas mostramos que la métrica de Klein es
proyectivamente plana (4.2.2) y ademés

Gi:Pyi:%{F—F}yi.

Por la ecuacién (4.22) podemos calcular la curvatura de la siguiente

manera:
K:P%J@w:i@>ﬁf*ﬂF*®ﬁ¢:
H? L(F+F)°
_ (F—F)*—2(FFu + FF)y*
(F+F)? '
™2 2 2
:>K:(F F) 2_(12 +F):71.
(F+F)

4.3.4. S-curvatura

Ahora discutamos un poco una nocién de curvatura que no se presenta
en el caso de que la variedad sea riemanniana. Para (M, F') variedad de
Finsler tenemos que cada espacio tangente es un espacio de Minkowski.
Consideremos la indicatriz Sr en T,M, como se habia mencionado antes
esta hipersuperficie cerrada es homeomorfa a S'. Podrfamos decir que se
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trata intuitivamente de, digamos un intento de dibujar un circulo (esfera) a
mano alzada.

Sea V' un espacio vectorial con F' una norma de Minkowski. Sean {b;} ,
{0%} bases de V y V* respectivamente, definimos asf

S Vol {B"}
T Vol{(y' € RMF(yib;) < 1}

dVr ZZO'F91/\'~~/\9".

Observemos que o depende de la eleccién de la base {b;}, mientras que
dVF estd bien definida.

Queremos ver como es que varia o respecto al tensor fundamental g,
para ello definiremos el concepto de distorsion en un espacio de Minkowski.

Definicion 4.3.7. Sea V' un espacio vectorial con F' norma de Minkowski,

Gij = %[Fﬂyiyj (y). Entonces definimos la distorsion de F como:
(y) = In et(gi; (y))
oF

Nétese que en general op # +/det(g;(y).

Para la demostracion de la siguiente proposiciéon necesitaremos un lema
de algebra lineal.

Lema 4.3.8 (Férmula de Jacobi). Sea A : R — R"™*™ una curva suave.
Entonces la derivada del determinante de A es

ddet (A) o, dA
= tr (adj (4) dt) .

Nétese ademds que si A es invertible entonces adj (A) = AL

Demostracion. La demostracion de este lema se encuentra en el apéndice.

O

Como una aplicacién de la férmula de Jacobi calculamos 7.

0
Tye = a—yk [ln\/det (gij)} ,

pues nétese que op depende unicamente de x. Luego por la férmula de
Jacobi
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0 / 1 ;09: i Aijk
. . ] J — 4% J

Por lo tanto

= gij%. (4.23)

Ahora si trabajamos en variedades de Finsler (M, F') tenemos que por
definicién F(z,_) es una norma de Minkowski, con lo cual es ficil extender
la definicién de distorsién a toda la variedad. De igual manera el lema
anterior puede extenderse a una variedad de Finsler y con ello obtenemos
que la distorsion 7 nos permite diferenciar estructuras de Finsler de métricas
riemannianas en un punto de la variedad.

Ahora resultard conveniente encontrar una manera de calcular explici-
tamente, en especial para los ejemplos, el valor de or(x). Empecemos con-
siderando el caso en que nuestra variedad sea riemanniana. Sea

a=/ai(x)yly ,y= yle; € TuM.

Sea ademds A una matriz tal que A*A = (a;;). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que det(A) > 0, ademds la transformacién lineal z =

Ay manda a U, := {(y’) € R"|\/a;j(z)yiy? < 1} en la bola unitaria B™.

Tenemos también que

det(A'A) = det((az;)) = det(A) = \/det(as;).

Calculemos el volumen de la bola unitaria

Ty

Vol{B"} = dat ... dz".
B’VL

= Vol{B"} = / det (A)dy' ... dy"™.
Uy,
Entonces

Vol {B"}
det (aij) '

oa(z) = y/det (ai5).

Vol {U,} =

Por lo tanto
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Proposicién 4.3.9. Sea (M, F) una variedad de Finsler. Son equivalentes:
1 F es riemanniana.
2 T es constante.
3 17=0.

Demostracion. 1 = 3.
Como (M, F') es riemanniana entonces tenemos que op = +/det (gs5).
Por lo tanto

det (g,
T=1 (g”)flnle
or

3 = 2. Es obvio.

2=1.

Como 7 es constante, entonces 7,» = 0 para toda k.

Por lo tanto a;;ik = 0 y por el lema (2.2.8) se sigue que F es rieman-
niana. O

En general no podemos expresar a op(z) en términos de funciones ele-
mentales. Sin embargo veremos que para métricas de Randers (2.2.1) si es
posible.

Lema 4.3.10. Sea (M, F) variedad de Finsler, F = o + 8 métrica de
Randers, donde o = \/ai;y'y’ es una métrica riemanniana y f = by’ es
una 1-forma.Entonces

n+

n+1
op(@) = (1-BI3) 7 oala).
Demostracion. Dado x € M, sea {e;} una base ortonormal de (T, M, o)
tal que B(y) = || B|lay". Denotemos por U, := {(yl) € R"|F(x,y'e;) < 1}
Entonces tenemos para (yz) e R™.
F(z,y'e) < 1. & a(z,y'e;) + Bz, y'e;) < 1.
=1 aijyiyj + biyi < 1.

Despejamos +/a;i;y'y’ y elevamos al cuadrado.

aizy'y’ < (1—biy")? = ayy'y’ <1-2|Bllay’ + 18I (v)-
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Como la base {e;} es ortonormal tenemos que a;;y’y’ = &;;y'y’.

P30 < 1-20Bllay + 1812 (1)
=2
= ) = 812+ ()7 < 1= 20Bllay"
j=2

1812
T

> (1= 1812) () + 2080yt + 2

T g T W) <1+

NgE

2

J

2 n ) 2
= (1= 1812) (3 + ) + 3 ) <1 e

=2

2 n
= (1= 1012)" (4 s )+ IBIR) Y ()7 < (1= 112 4181

Jj=2

Por lo tanto tenemos que F'(x,y) < 1 es equivalente a

sy (v + 22 ) s S @)
o \¥ T I812

Jj=2

Es claro entonces que la imagen de la bola B™ bajo la transformacion

2l = (1 - ||BH2) (y1 + 118l ) 1—|I8I1Ry¢, Vi > 1 es U,. Ademads el

determinante de dicha transformacién es (1 — 3] )
Por lo tanto

Vol {B"}

(1= B8I12)"F /et (ay)

Vol{U,} =
Ademads tenemos que

nt1
dVe = (1—|BI12) % aVv.
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Lo pertinente ahora serfa estudiar como cambia la distorsién en la va-

riedad al tomar trayectorias, naturalmente trabajaremos en las geodésicas
definidas anteriormente.

Definicién 4.3.11 (S-curvatura). Sea (M, F) una variedad de Finsler, T
distorsién. Entonces para cada vector y € T,M, sea v = ~y(t) una geodésica
tal que 7(0) =p y 7(0) = y

8,9) = (1), A1) o

Luego S es homogénea positiva de grado uno, es decir,

S(p, \y) = AS(p,y) , A > 0.

Lema 4.3.12. La S-curvatura puede expresarse como:

aG™ 0
S= gy
g Y g

donde G™ es la propagacion inducida por F.

Inor),

Demostracion. Sea p € M, y € T,M y v = v(t) una geodésica tal que
~(0) = p, 4(0) = y. Entonces por definicién

8p,y) = 5 7 (12,36 i=o-

Calculamos
d . i O OT
a7 [T (v(®), ¥ ()] e=0 = 7 (0)@ +75 (0)87;1"
Nétese que como 7 es geodésica entonces 5 = —2G".
d Ot or
L (), 5] oo = ¥ 2= — 29T i
= T30 =0 =y 55 8yZG
Luego
37’4 _ 8. In det (gmi1)
oxt ot op
L9 O Jaet o) - 2 (o)
ozt Oxi Jmt) = i W)

Por la férmula de Jacobi (4.3.8) tenemos
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N or 1 B ( )
ari 29 ozt ggi T

Al sustituir obtenemos:

d . 1 ,.109mi or .0
— t t —o=—-g™ —yt —2—G' — - (1 .
G GO o = 50™ Sy~ 2556~y (ina)
Calculemos
aGm _ m __ .m i ml Amli 7
g~ Nm = miy’ = 9" G
Ahora

Tmi = 99 ozt Qz™  Ox!

Basta observar que %yi = %y"

m 1m agl i
= Tmi = 39 l{@;}y,

Mostramos anteriormente que 7,: = glm%. Por lo tanto

OO o = 5 — 4 (1n).

O

Definicién 4.3.13. Sea (M, F') una variedad de Finsler. F tiene S-curvatura
isotropica si
S = (n+1)cF,

donde ¢ = c(z) es una funcion escalar en M. Decimos que F tiene S-
curvatura constante si S = (n + 1)cF para ¢ constante.

Lema 4.3.14. Sean G = (g;;), H = (hi;) matrices simétricas de n x n y
¢ = (c¢;) € R™ vector. Supongamos que H es invertible con H™1 = (h”) . Si
9ij = hij + Acic;. entonces

det (gzj) = (1 + )\hijCiCj) det (h”) .

Ademds si (1 + )\hijcicj) # 0, G es invertible y su inversa estd dada por
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g g Aeted
-1 _ i) — i
¢ (6) (h 1+ )\h”crcs> ’
donde ¢ = hijcj.

Demostracion. La demostracion de este lema puede consultarse en el apéndi-

ce. O

Ahora veamos un ejemplo. Consideremos la métrica de Funk (2.2.1)
definida en B"

2 _ (2Pl = (2. )2 .
F(W)_mu (eIl = (r.9) ()

2 2
1 — || 1— ||

Definimos la matriz

o 1 P rixd
YT e " T el )

Aplicando el lema (4.3.14) tenemos:
) = 1
1. det (as5) = e E

2. a% = (1—|z|?) (69 — a'ad).

Entonces tenemos que al ser F' métrica de Randers

1Blle = +/a’ibid; = ||]1%,

n41

dVy = (1—||lz||*) 2 da'...da"

Asi obtenemos

Ve = (1— e?) ™ aVi = (1 — Jo)?)F % da. . do™

Por lo tanto

En la seccion de geodésicas mostramos que F' es proyectivamente plana
(4.2.4) y calculamos
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1
P=_F.
2
Para calcular la S-curvatura de F' necesitamos calcular a((r},};?’,’nm).
o(Py™) OP
oy~ ggn? TP = by Ak

Noétese que P = %F entonces

Por lo tanto

a(Py™)
= 1) P.
oy™ (n+1)
Luego como o = 1 entonces Inor = 0. Por el lema (4.3.12) concluimos

n+1
2

F.

S =






CAPITULO B

Conclusiones

A lo largo de este trabajo desarrollamos la teoria bésica necesaria para
estudiar a las variedades de Finsler. Para concluir mencionamos algunos
temas que resultan interesantes para profundizar nuestro estudio de las va-
riedades de Finsler.

En el capitulo 4 definimos dos tipos de curvatura en variedades de FIns-
ler: la curvatura bandera (4.18) y la S-curvatura (4.3.11). La primera es
una generalizacion de la curvatura seccional para variedades riemannianas,
la segunda es un concepto exclusivo de las variedades de Finsler.

La métricas de Randers son quiza las mas sencillas de entre las métri-
cas de Finsler. En general no es claro que se pueda describir la distorsién
(4.3.7) en términos de funciones elementales, sin embargo mostramos que en
espacios de Randers si es posible (4.3.10). Resulta entonces natural estudiar
como se comportan la S-curvatura y la curvatura bandera en estas métri-
cas. Es posible dar una clasificacién de espacios de Randers homogéneos de
S-curvatura isotrépica y curvatura bandera positiva [8].

En esta tesis solamente desarrollamos propiedades geométricas intrinse-
cas a las variedades. Para estudiar subvariedades en geometria de Finsler
hace falta introducir la nocién de curvatura media y curvatura normal.
Ademss es necesario definir las ecuaciones que relacionan la curvatura de la
subvariedad respecto a la variedad ambiente, asi como la conexion intrinseca
y la inducida.[13]

7
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También podemos tomar un enfoque més afin al Andlisis geométrico y
probar teoremas de comparacion del Laplaciano, Hessiano y de voliimenes
bajo restricciones sobre la curvatura de nuestras variedades de Finsler [19].
Aqui resulta interesante mencionar que la medida de Hausdorff no es 1til en
este contexto [1], pues en este articulo se construye una clase de métricas en
R3 para las cuales si usamos la medida de Hausdorff como nocién de volu-
men en una variedad de Finsler se deduce que las subvariedades totalmente
geodésicas no son necesariamente minimas. Este inconveniente se soluciona
al considerar el volumen de Holmes-Thompson.



APENDICE A

Algunos resultados de Algebra Lineal

En este apéndice reunimos un par de lemas que usamos en la seccién
dedicada a S-curvatura del capitulo 4.

Lema A.0.15. Sean G = (g;;), H = (h;j) matrices simétricas de n X n,
¢ = (¢;) € R™ un vector y A € R. Supongamos que H es invertible con
H 1= (h”) . 8% gij = hij + Acicy, entonces

det (g”) = (]. + )\hijCiCj) det (hU) .
Ademds si (1 + )\hijcz-c]-) £ 0 entonces G es invertible y G~ = (gij) es

Aéted

o= pi
g 14+ Ah"scpeg’

donde ¢t = hik¢y,.

Demostracion. Comencemos probando el lema para el caso H = Idgn = I.
Definimos v/Ac := (\/Xcz) , v las matrices

(g () (g )-
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1 Ve
0 1+ A(SijCiCj

Tomando el determinante concluimos que
det (G) = det (I + Xc'c) = (1+ A6 cic;) det (I).
Para el caso general basta notar que:
det (G) = det (hZJ + )\CiCj) = det (h”) det (5” + )\hijCiCj) .

Ahora supongamos que (1 + )\hijCiCj) # 0, es claro entonces que det (G) #
0. Por lo tanto es invertible. Luego

G =H+ (Acic;) =H+ (\/Xc) (\/Xc)t.

Definimos la matriz B como

Veamos que GB = [.

cp = (11 () () ) (H o (@ Ef%ff))

~GB=HH '+ (ﬁc) ( )\c)t H'-

o (45) () 0+ () () 1 () (/)
1+ (Vae) B (Vae)

=GB =1+ (Vi) ( Ac)tH_l—
(Vac) (Vae) 5+ (Vae) g\f)\c)tHl (Vac) (Vae) m
1+ (ﬁc) H-! (ﬁc)




81

=GB =1+ (Vi) (ﬁc)tHfl—
(vae) [1+ (vae) a1 (Vac) | (vae) -
14 (ﬁc)t H-1 (Vi)

t
Notamos que como 1 + (ﬁc) H! (ﬁc) es un escalar, entonces po-

demos simplificar el cociente y la expresién queda

GB =1+ (Vi) (ﬁc)tﬂ—l ~ (Vi) (ﬁc)tﬂ—l =1

De manera anéloga se desarrolla BG = I.

O
Lema A.0.16. Sean A, B matrices de n x n. Entonces
Z AngzJ = tT’(AtB).
ij=1
Demostracion. Por definicion la mtariz producto AB tiene entradas
(AB);, = A;iBu.
i=1
Usando este hecho para A*B
(A'B) =Y Ai;Bi.
i=1
Tomamos la traza de ambos lados de la igualdad
n n n
tr (AtB) = Z (AtB)jj = Z AijBi; = Z AijBij.
j=1 Gri=1 ij=1
O

Lema A.0.17 (Férmula de Jacobi). Sea A : R — R"*™ una curva suave.
Entonces la derivada del determinante de A es
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ddet (A) .o dA
= tr (adj (4) dt) .

equivalentemente si d (detA) denota a la diferencial de detA se tiene
d(detA) = tr (adj (A) dA).
Nétese ademds que si A es invertible entonces adj (A) = A~
Demostracion. Por la férmula de Laplace para el determinante tenemos
n
detA =" Ajjadj" (A),;,
j=1

notemos que i es fijo.
Ademas podemos ver el determinante de A como una funcién ® en sus

entradas.
- (P(AII’A127" . 7Ai17Ai27' . '7ATLTL )

Asi por la regla de la cadena

" ol
1,7=1
Entonces
ddetA _ 822:1 A;padjt (A)m _ zn: 0 (Ai;gadjt (A)ik)
0A;; B 0A;; _k:=1 0A;; '
Odet A =~ 0Air 4 Oadjt (A) i
= A). A —— )
= 4, ; <8Aij adj’ (A),;, + Air 0A,,

Como una entrada A;; de la matriz y un cofactor adj’ (A) ;i estén en la
misma fila (o columna) esto implica que adj’ (4),,, no depende de A;;, pues
adj' (A),), estd expresado en términos de elementos que no se encuentran en
su fila (columna.)

dadj' (A),,
8141‘]‘

=0.

Entonces
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ddetA <~ A

Notamos ademas que las entradas de la matriz son independientes entre
si.

Odet A - . .
= 94, — E adj' (A),), Ok; :adjt(A)ij.
K k=1

Por lo tanto

d(detA) = Y adj’ (A),; dA;;.

i,j=1

Aplicamos el lema anterior

d(detA) =tr(adj (A)dA).
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