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...Y será como el que tiene hambre y sueña,
y parece que come; mas cuando despierta,

su alma está vacía...
Isaías 29:8

...sino que lo necio del mundo escogió Dios,
para avergonzar a los sabios;

y lo débil del mundo escogió Dios,
para avergonzar a lo fuerte;

y lo vil del mundo y lo menospreciado escogió Dios,
y lo que no es, para deshacer lo que es...

1° Corintios 1:27-28
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Introducción

En este trabajo hacemos un análisis sobre algunos resultados relacionados al problema de momen-

tos. A continuación se presenta de forma breve un panorama histórico del origen, planteamiento

y soluciones de dicho problema.

Una breve reseña histórica

En 1885 Tchebyschev planteó el siguiente problema. Dadas las igualdades

∫ ∞
−∞

xnw(x)dx =
∫ ∞
−∞

xne−x
2
dx, n = 0, 1, ...

¾se puede concluir que w(x) = e−x
2
? En este caso la respuesta es a�rmativa, ver Ejemplo 3.3,

pero el problema general que planteamos más adelante está lejos de ser elemental.

En 1894 T.J. Stieltjes publicó su trabajo clásico “Recherches sur les fractions continues”, ver
[73], que contenía gran número de nuevas ideas, entre ellas un nuevo concepto de integral (nuestra

moderna integral de Stieltjes). En él propuso y resolvió completamente el siguiente problema

que llamó el “problema de momentos”.
Tal problema consiste en encontrar una función acotada y no decreciente α(x) en el intervalo

[0,∞), tal que su sucesión de momentos coincida con una predeterminada sucesión de escalares

{µn}, es decir:
µn =

∫ ∞
0

xndα(x), n = 0, 1, . . .

Asimismo Markov, discípulo de Tchebyschev, trabajó en el problema relacionado de encontrar

cotas para
∫
I dα(x), si se conocen los n+1 primeros momentos de la función no decreciente α(x) en

J , donde J ⊂ R es un intervalo que contiene a I. Este problema fue propuesto por Tchebyschev

v
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y Markov desarrolló completamente la solución en su tesis de 1884. Markov continuó el trabajo

de Tchebyschev en este terreno, aplicándolo con éxito a la demostración del teorema del límite
central de la teoría de la probabilidad.

En 1919, el matemático alemán H. Hamburger extendió el problema de Stieltjes a todo el eje

real, teniendo como principal objetivo determinar la convergencia o divergencia de las fracciones

continuas. Esta extensión no es trivial en absoluto pues al permitir que la variable x pueda tomar

valores negativos aumenta la complejidad del problema. Hamburger hace por primera vez uso

del principio de selección de Helly en este contexto.

En 1922 Marcel Riesz resuelve el problema de momentos en el intervalo [0, 1], obteniendo
resultados muy generales sobre la extensión de funcionales positivos. Utiliza los polinomios

cuasiortogonales para establecer en este caso la unicidad de soluciones y analiza también la

íntima conexión entre el problema de momentos y la llamada propiedad de la cerradura (fórmula

de Parseval) de los polinomios {Pn(x)}, ver por ejemplo [69, pág. 61].

En 1923 T. Carleman establece la conexión entre el problema de momentos y la teoría de

funciones cuasi-analíticas y las formas cuadráticas in�nitas. A él se debe la más conocida y

utilizada condición su�ciente para establecer la unicidad de la soluciones, ver [1, pág. 85].

En 1923 F. Hausdor� da un criterio para que el problema posea solución (necesariamente

única) en un intervalo �nito. Proporciona un teorema (ver [69, pág. 91]) que construye la función

de distribución solución a partir de la sucesión dada.

El interés por el problema de momentos fue creciendo hasta hoy. Entre las más impor-

tantes contribuciones debemos mencionar el trabajo de Akhiezer y M.G. Krein (1934) en el que

generalizaron resultados de Markov, extendiendo además la teoría al problema de momentos

trigonométrico.

Estos trabajos revelaron importantes conexiones entre el problema de momentos y muchas

ramas del análisis.

Los diferentes enfoques

Hay distintos puntos de vista y técnicas que se han ocupado para resolver el Problema de los

Momentos. Afortunadamente la literatura sobre este tema es abundante. A veces las técnicas se

entrecruzan, pero podemos distinguir al menos cinco formas de abordarlo.

1. Fracciones Continuas y sus Teoremas de Convergencia. Históricamente es el primer método,

como hemos señalado fue desarrollado por Stieltjes en [73] y posteriormente usado por

Hamburger en [31, 32, 33].
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2. Principio de Selección de Helly. Fue utilizado por Grommer en [27] y Hamburger [31, 32, 33].

3. Análisis Funcional. Es la herramienta usada por Hausdor� en [35] y Riesz en [65], por otra

parte Dieudonné a�rma que el Problema de los Momentos no es ajeno al nacimiento de la

teoría de los espacios de Banach. El germen de los trabajos de Banach y Hanh se encuentra

en los de Riesz y Helly.

4. Teoría de las Funciones Analíticas. Nevanlinna introduce un punto de vista diferente al

situar el problema en el contexto de esta teoría, ver [54].

5. Análisis Armónico y Análisis de Fourier. Esta herramienta fue recientemente utilizada por

Lin y López-García. En [45] Lin trabajó con el Criterio de Krein, obteniendo una prueba

elegante y desarrollando un nuevo criterio. Asimismo en [25, 48, 49] López-García caracterizó

familias de funciones que son solución a problemas de momentos.

Temas

La tesis abordará principalmente la noción de clases de Stieltjes. Se utilizarán conceptos y re-

sultados de Probabilidad, Teoría de la Medida y Análisis Complejo, Armónico y de Fourier, la

mayoría de los cuales vienen enunciados en el apéndice de la tesis. El contenido de cada capítulo

es el siguiente:

En el Capítulo 1 se introduce la de�nición de clase de Stieltjes y exploramos las consecuencias

de dicha de�nición, además estudiamos algunas técnicas para construir nuevas clases a partir de

una clase de Stieltjes dada.

En el Capítulo 2 se prueba uno de los teoremas principales de la tesis, el Teorema 2.2, el

cual, permite construir de manera explícita clases de Stieltjes de funciones de densidad que son

ampliamente conocidas en Probabilidad.

El objetivo del Capítulo 3 es ver la relación que existe entre las clases de Stieltjes y el criterio

de Krein, además analizamos el vínculo que hay entre las funciones de variación regular y el

criterio mencionado.

Por último, el Capítulo 4 está dedicado a un par de distribuciones bastante interesantes. Inici-

amos de�niendo la distribución skew-normal y a partir ella se construye la distribución log-skew-



viii INTRODUCCIÓN

normal. Para cada distribución analizamos el problema de determinación, además construimos

una clase de Stieltjes con centro en la distribución log-skew-normal, �nalizamos con algunas

generalizaciones de la distribución que acabamos de mencionar y una pequeña aplicación en el

campo de la medicina.



CAPÍTULO 1

Estructuras de clases de Stieltjes

A partir del estudio de funciones de distribución que son soluciones a un problema de momentos

surge el problema de indeterminación, es decir, veri�car si la solución es única o no. Hay varias

formas de encontrar la respuesta, una de ellas es exhibir explícitamente distribuciones distintas

con los mismos momentos.

En 1894 Stieltjes fue el primero en dar un ejemplo de una cantidad in�nita de funciones de

distribución de�nidas en R+ que tienen los mismos momentos. Además, H. Hamburger usó una

idea similar para distribuciones de�nidas en R.

A continuación planteamos de manera formal el problema de los momentos, en las Secciones

1.2 y 1.3 damos la de�nición de una clase de Stieltjes y algunas consecuencias de esta de�nición.

Después mostramos una técnica para construir una clase de Stieltjes a partir de una clase dada

e ilustramos con un ejemplo. Por último, de�nimos el índice de disimilitud para distribuciones

de clases de Stieltjes y damos algunos ejemplos.

1.1 Planteamiento formal del problema

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, donde Ω es un conjunto arbitrario no vacío, F es una

σ-álgebra de subconjuntos de Ω y P es una medida de probabilidad de�nida sobre F .

1



2 CAPÍTULO 1. ESTRUCTURAS DE CLASES DE STIELTJES

De�nición 1.1 Sean I ⊆ R un intervalo �jo y X : Ω → R una variable aleatoria con función

de distribución F (x) = P [X ≤ x], x ∈ R; se escribirá X ∼ F y el n-ésimo momento de X y F

se denotará por

µn(F ) :=
∫
I
xndF (x),

siempre que la integral sea �nita, n ≥ 0. En adelante, suponemos que toda distribución F tiene

asociada su sucesión de momentos �nita {µn(F )}∞n=0.

En la de�nición anterior I es el soporte de F . Si I = (0,∞) o R entonces no se escribe el

intervalo de integración, salvo cuando sea necesario.

De�nición 1.2 Sea {µn}∞n=0 una sucesión de números reales. El problema de momentos

relacionado con {µn}∞n=0 sobre el intervalo I, consiste en encontrar una función de distribución

F de�nida en I, cuya sucesión de momentos coincida con la sucesión dada, es decir,

µn(F ) = µn, para todo n ≥ 0.

Si existe tal F , entonces decimos que es una solución al problema de momentos (relacionado con

{µn}∞n=0 sobre el intervalo I).

En esta sección nos enfocamos en dar distribuciones distintas con la misma suce-

sión de momentos.

El problema de unicidad en el problema de momentos se plantea de la siguiente manera: ¾Es

F la única función de distribución que corresponde a {µn(F )}∞n=0? Si la respuesta es sí, diremos

que el problema de momentos tiene solución única, o que F es determinada. En caso contrario,

existe al menos una distribución G, tal que G 6= F y G tiene la misma sucesión de momentos

que F ; en este caso decimos que F es indeterminada, o que F y G son M -equivalentes. Esto da

pie a las siguientes de�niciones.

De�nición 1.3

1. El problema de momentos relacionado a la sucesión {µn}∞n=0 sobre el intervalo I es deter-

minado si tiene una única solución. En caso contrario, decimos que es indeterminado.

2. Una función de distribución F de�nida en un intervalo I es (in)determinada si el problema

de momentos asociado a {µn(F )}∞n=0 sobre I es (in)determinado.

Se puede mostrar que si el problema de momentos sobre un intervalo �nito tiene solución, ésta

es única, ver [35]. Sin embargo, esto cambia al considerar intervalos in�nitos.

Distinguimos tres casos que dependen del intervalo I:
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(i) cuando I = R+ se le re�ere como el problema de momentos de Stieltjes.

(ii) cuando I = R se le re�ere como el problema de momentos de Hamburger.

(iii) cuando I = [0, 1] se le re�ere como el problema de momentos de Hausdor�.

Observación 1.4 La existencia de la función generadora de momentos M(t) = E[etX ], t ∈
(−t0, t0) para alguna t0 > 0, implica que todos los momentos de X son �nitos y que F es

determinada. Esto se conoce como la condición de Cramer, ver [18]. En particular, el problema

de momentos de Hausdor� siempre tiene una única solución. Así las cosas, sólo nos importará

el problema de momentos de Stieltjes y Hamburger.

1.2 Definición de clases de Stieltjes

En [77] Stoyanov formalizó la primera construcción usada por Stieltjes [73] para exhibir algunas

funciones de distribución M -equivalentes, i.e. que tienen la misma sucesión de momentos. Las

siguientes secciones fueron redactadas en base a lo escrito en el artículo Structure of Stieltjes
classes of moment-equivalent probability laws, ver [59]. Los conceptos y la teoría la desarrollamos

sobre el intervalo I = (0,∞), se puede extender a I = R.

De�nición 1.5 Sea h una función medible que satisface |h| ≤ 1 en (0,∞) y
∫
xnh(x)dF (x) = 0,

para todo n ≥ 0. Sea
dFε(x) = (1 + εh(x))dF (x), x > 0. (1.1)

Decimos que S(F, h) = {Fε : −1 ≤ ε ≤ 1} es una clase de Stieltjes con centro en F y

perturbación h. A las funciones F±1 se les llama funciones extremas.

Observación 1.6

1. Cada elemento de S(F, h) es una función de distribución que tiene la misma sucesión de

momentos que F . Fε ≥ 0 en (0,∞) y Fε(x) = F (x) + ε
∫ x

0 h(t)dF (t) ↑ 1 cuando x→∞.

2. Si h no es idénticamente cero c.d. entonces los elementos de S(F, h) son distintos, así que

F es indeterminada.

3. Para todo ε ∈ [−1, 1] se tiene Fε ≤ 2F en (0,∞).

4. Si Fε1, Fε2 ∈ S(F, h) entonces∫
(1 + ε1h(x))dFε2(x) =

∫
(1 + ε2h(x))dFε1(x).
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1.3 Consecuencias estructurales

De�nición 1.7 Sea F una función de distribución indeterminada yM(F ) el conjunto de todas

las funciones de distribución que son M-equivalentes a F .

Observación 1.8

1. M(F ) es un conjunto convexo.

2. Una clase de Stieltjes con centro en F es un subconjunto deM(F ).

De�nición 1.9

1. Si F y G son funciones de distribución, escribimos F � G si F es absolutamente continua

con respecto a G, y escribimos F � G si F � G y G� F. Ver Apéndice A.

2. Sea f : X → R una función, se de�ne el soporte de f como:

sop(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

A continuación presentamos el primer resultado que proporciona información sobre los miem-

bros de una clase de Stieltjes.

Teorema 1.10 Si A y B son elementos de la clase de Stieltjes S(F, h) entonces A � B, y por

tanto sop(A) = sop(B). Inversamente si A y B son distribuciones M-equivalentes y A � B

entonces existe una clase de Stieltjes S(F, h), con

F (x) = 1
2(A(x) +B(x)) y h(x) = 1− λ(x)

1 + λ(x)

donde λ(x) = dA
dB

(x), tal que A = F−1 y B = F1.

Demostración. Por la Proposición A.9 se sigue que Fε � F para todo |ε| ≤ 1. Si 0 ≤ |ε| < 1
se cumple

F (x) =
∫ x

0

1
1 + εh(t)dFε(t),

y por la Proposición A.9 se tiene que F � Fε. Si ε = 1, notamos que

PF1({1 + h = 0}) :=
∫
{1+h=0}

dF1 =
∫
{1+h=0}

(1 + h)dF = 0,

para consultar la de�nición de PF1 ver Apéndice C. Entonces

F (x) =
∫ x

0

1
1 + h(t)dF1(t),
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así se tiene F � F1. De manera similar se ve que F � F−1. Por lo tanto Fε � F para todo |ε| ≤ 1.

Ahora supongamos que A y B son distribuciones M -equivalentes y A � B, por lo tanto

dA = dA
dB
dB, ver Apéndice A. Para n ≥ 0 tenemos∫ xn

1 + λ(x)dA(x) =
∫ xn

1 + λ(x)
dA

dB
(x)dB(x) =

∫ xnλ(x)
1 + λ(x)dB(x),

y además ∫ xn

1 + λ(x)dB(x) =
∫
xndB(x)−

∫
xn

λ(x)
1 + λ(x)dB(x)

=
∫
xndA(x)−

∫ xn

1 + λ(x)dA(x)

=
∫
xn

λ(x)
1 + λ(x)dA(x).

Por tanto ∫
xnh(x)dF (x) = 1

2

(∫
xnh(x)dA(x) +

∫
xnh(x)dB(x)

)
= 1

2

[∫ xn

1 + λ(x)dA(x)−
∫ xnλ(x)

1 + λ(x)dA(x)
]

+ 1
2

[∫ xn

1 + λ(x)dB(x)−
∫ xnλ(x)

1 + λ(x)dB(x)
]

= 0.

Por otra parte |1− λ(x)| ≤ 1 + λ(x) para todo x ∈ (0,∞), por lo tanto |h| ≤ 1 en (0,∞).
Para 0 ≤ p ≤ 1 consideramos

Kp(x) = pA(x) + (1− p)B(x), x ∈ (0,∞),

las distribuciones Kp son M -equivalentes:∫
xndKp(x) = p

∫
xndA(x) + (1− p)

∫
xndB(x) =

∫
xndB(x), n ≥ 0.

En términos de índices de clases, para ε ∈ [−1, 1] ponemos Fε(x) = K(1−ε)/2(x), x ∈ (0,∞). En
concreto,

Fε(x) = 1
2(A(x) +B(x)) + ε

2(B(x)− A(x)).

�

El siguiente ejemplo fue tomado de [70, Ejemplo 1.1], y muestra la existencia de funciones de

densidad mutuamente singulares que son M -equivalentes.
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Ejemplo 1.11 Sea b ∈ C∞c ((0,∞)) una función no nula y

b̂(x) = (2π)−1/2
∫ ∞

0
e−ixub(u)du, x ∈ R,

su tranformada de Fourier que pertenece al espacio de Schwarz J , ver [72, pág. 136]. Dado que

b(u) = (2π)−1/2
∫ ∞
−∞

b̂(x)eixudx,

podemos derivar n veces respecto a u para obtener

b(n)(u) = (2π)−1/2
∫ ∞
−∞

(ix)nb̂(x)eixudx

Haciendo u = 0 se obtiene ∫ ∞
−∞

xnb̂(x)dx =
√

2π(−i)nb(n)(0),

para todo n ≥ 0. Ahora consideramos b tal que b(n)(0+) = 0 para todo n, por ejemplo b(u) =
exp(−u−1). Sean

g1(x) = K1(<b̂(x))+ y g2(x) = K2(<b̂(x))−, x ∈ R,

dondeK−1
i =

∫∞
−∞<(b̂(x))±dx, i = 1, 2. Entonces g1 y g2 son funciones de densidad cuyos soportes

tienen interiores disjuntos y que comparten la misma sucesión de momentos. Las funciones de
distribución correspondientes son indeterminadas en el sentido de Hamburger. Dado que <b̂(x) es
una función par, entonces las funciones fi(x) = x−1/2gi(

√
x), x > 0, i = 1, 2, son M -equivalentes,

pero no pertenecen a una misma clase de Stieltjes por el teorema previo.

Los siguientes corolarios muestran que los elementos de una clase de Stieltjes comparten

propiedades de acotamiento.

Corolario 1.12 Supongamos que F y G son M-equivalentes, F � G y dG/dF (x) ≤ 2 para

x > 0. Entonces G ∈ S(F, h) donde h(x) = dG/dF (x)− 1, G = F1 y

1
2G(x) ≤ F (x) ≤ 1

2(1 +G(x)).

Demostración. Primero vemos que S(F, h) es una clase de Stieltjes,∫
xnh(x)dF (x) =

∫
xn
dG

dF
(x)dF (x)−

∫
xndF (x)

=
∫
xndG(x)−

∫
xndF (x) = 0, n ≥ 0.

Tenemos que dG/dF (x) ≥ 0 c.d., por tanto −1 ≤ dG/dF (x) − 1 ≤ 2 − 1 = 1, así |h| ≤ 1 c.d.

Por otra parte dF1 = dG
dF
dF = dG, entonces F1 = G.
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Finalmente tenemos

1
2G(x) = 1

2

∫ x

0

dG

dF
(t)dF (t)

≤ 1
2

∫ x

0
2dF (t) = F (x).

Además F (x) = 1
2(F−1(x) +G(x)) ≤ 1

2(1 +G(x)), ya que F−1(x) ≤ 1. �

Observación 1.13 Si se omite la condición de acotamiento dG/dF ≤ 2, entonces F y G deter-

minan una clases de Stieltjes unilateral, es decir, como en la De�nición 1.1 pero con 0 ≤ ε ≤ 1.
Esto es justamente el conjunto de combinaciones Fε(x) = (1− ε)F (x) + εG(x).

Si en el Teorema 1.10 A y B tienen funciones de densidad a(x) y b(x) respectivamente, entonces

h(x) = [b(x)−a(x)]/[b(x)+a(x)]; si en el corolario anterior f(x) = F
′(x) y g(x) = G

′(x), entonces
la condición de acotamiento es g(x) ≤ 2f(x), y en este caso h(x) = (g(x)/f(x))− 1.

Corolario 1.14 Si el centro F de S(F, h) tiene función de densidad f entonces Fε tiene función

de densidad

fε(x) = f(x)(1 + εh(x)), − 1 ≤ ε ≤ 1.

Además, si f es acotada entonces fε es acotada para cada ε. Inversamente, si f no es acotada y

existe ε̄ ∈ [−1, 1] tal que fε̄ es acotada entonces fε no es acotada para cada ε ∈ [−1, 1] \ {ε̄}.

Demostración. De la de�nición se sigue

Fε(x) =
∫ x

0
(1 + εh(t))dF (t) =

∫ x

0
(1 + εh(t))f(t)dt.

Si f está acotada por M > 0, entonces |fε(x)| ≤ 2M , x > 0. Si f no es acotada existe una

sucesión {xn}∞n=1 tal que f(xn)→∞ cuando n→∞. Dado que fε̄ es acotada así se cumple que

limn→∞ fε̄(xn) < ∞, entonces h(xn) → −1/ε̄, y por lo tanto fε(xn) → ∞ cuando n → ∞ para

todo ε 6= ε̄.

�

El siguiente resultado complementa al Corolario 1.12.

Corolario 1.15 Supongamos que F y G sonM-equivalentes y F � G. Si b = supx>0 dG/dF (x) <
∞ entonces S(F, hb) es una clase de Stieltjes donde

hb = dG/dF (x)− 1
1 ∨ (b− 1) ,
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si además b > 2, entonces

F1(x) = (b− 2)F (x) +G(x)
b− 1 , F−1(x) = bF (x)−G(x)

b− 1 ,

para x > 0, y
G(x)/b ≤ F (x) ≤ 1− b−1 + b−1G(x), x > 0.

Demostración. De la hipótesis se sigue que dG = dG
dF
dF , ver Apéndice A. Para cada n ≥ 0

tenemos ∫
xnhb(x)dF (x) = 1

1 ∨ (b− 1)

[∫
xn
dG

dF
(x)dF (x)−

∫
xndF (x)

]

= 1
1 ∨ (b− 1)

[∫
xndG(x)−

∫
xndF (x)

]
= 0.

Por otra parte

−1 ≤ dG(x)/dF (x)− 1
1 ∨ (b− 1) ≤ b− 1

1 ∨ (b− 1) ≤ 1.

Si b > 2 entonces hb = [(dG/dF ) − 1]/(b − 1), de donde se sigue la mencionada representación

de F1 y F−1. De la de�nición de b se sigue que

G(x) ≤
∫ x

0
bdF (t) = bF (x).

Para la otra desigualdad usamos que dF
dG

=
(
dG
dF

)−1
, ver Apéndice A, para obtener

1− F (x) =
∫ ∞
x

dF

dG
(t)dG(t) ≥ b−1

∫ ∞
x

dG(x) = b−1(1−G(x)).

�

Ahora la pregunta es ¾cuáles son los elementos de M(F ) que pueden ser centros de alguna

clase de Stieltjes? La respuesta la da el siguiente resultado.

De�nición 1.16 Sea S un conjunto convexo en un espacio vectorial real. Decimos que x ∈ S
es un punto extremo de S, si siempre que x está en el segmento que une a un par de puntos u,

v ∈ S entonces x = u o x = v.

Teorema 1.17 Supongamos que F es una distribución indeterminada. Entonces G ∈ M(F ) es

el centro de una clase de Stieltjes si y sólo si G no es un punto extremo deM(F ).
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Demostración. Si G ∈M(F ) es el centro de la clase S(G, h) entonces G = 1
2(G1 +G−1), por

lo tanto no es un punto extremo deM(F ).
Recíprocamente, si G no es un punto extremo de M(F ), entonces existen funciones de

distribución Gi ∈ M(F ), i = 1, 2, y 0 < α < 1 tal que G = αG1 + (1 − α)G2. No-

tamos que sop(Gi) ⊂ sop(G) = sop(G1) ∪ sop(G2). Por tanto las funciones de distribución

A = (1 − (1 − α)2)G1 + (1 − α2)G2 y B = α2G1 + (1 − α)2G2 satisfacen las condiciones de la

segunda parte del Teorema 1.10 y por tanto G = 1
2(A+B) es el centro de una clase de Stieltjes. �

Ahora bien, un teorema de Naimark a�rma que G es un punto extremo deM(F ) si y sólo si

los polinomios son densos en L1(G). Una demostración se encuentra en un artículo de Askhiezer

[1, pág. 47]; la prueba original se debe a Gelfand.

Supongamos que X es una variable aleatoria positiva que tiene función de distribución F .

El siguiente resultado proporciona dos transformaciones que mapean una clase de Stieltjes en

otra. Necesitamos la siguiente notación: sea w una función no negativa en (0,∞) tal que mw :=
E[w(X)] < ∞, y sea X̂w una variable aleatoria que tiene la función de distribución ponderada

F̂w(x) = m−1
w

∫ x
0 w(y)dF (y). Ponemos mn = E(Xn), n ≥ 0.

Teorema 1.18 Sea S(F, h) una clase de Stieltjes y w una función no negativa en (0,∞) tal que
mw <∞.

1. Supongamos que w(x) = ∑∞
j=0 ajx

j, x > 0, satisface ∑∞j=0 |aj|mj+n < ∞ para todo n ≥ 0.
Entonces S(F̂w, h) es una clase de Stieltjes.

2. Supongamos que τ(x) es un polinomio estrictamente creciente en (0,∞) con inversa η(y).
Entonces S(G, γ) es una clase de Stieltjes, donde G(y) = F (η(y)) y γ(y) = h(η(y)).

Demostración.

1. Los elementos de S(F̂w, h) son de la forma dF̂w,ε(x) = m−1
w (1 + εh(x))w(x)dF (x) y por el

Teorema de Fubini se tiene∫
xnh(x)w(x)dF (x) =

∞∑
j=0

aj

∫
xj+nh(x)dF (x) = 0, para todo n ≥ 0.

2. La función de distribución de Y = τ(X) es G(y) = F (η(y)) y haciendo el cambio de variable

η(y) = x se obtiene ∫
ynh(η(y))dG(y) =

∫
(τ(x))nh(x)dF (x),
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y como (τ(x))n es un polinomio entonces la parte derecha de la igualdad anterior es cero

para todo n ≥ 0.

�

1.4 Construcción por escalamiento aleatorio

Sean X, V variables aleatorias independientes con funciones de distribución F y K respectiva-

mente, entonces la función de distribución de Y = V X es

G(x) =
∫
F (x/v)dK(v). (1.2)

El lector puede consultar la prueba en el Apéndice B. Supongamos que (sn)∞n=0 y (νn)∞n=0 son laa

sucesiones de momentos �nitas de X y V ,þø respectivamente, entonces E[Y n] = νnsn, n ≥ 0;
se sigue que si F es una distribución indeterminada entonces G también lo es. Este método de

escalamiento aleatorio permite mostrar ejemplos de distribuciones M -equivalentes que se cons-

truyen a partir de un par de distribuciones, una de ellas indeterminada.

El siguiente resultado muestra la posibilidad de extender lo anterior a clases de Stieltjes.

Teorema 1.19 Si S(F, h) es una clase de Stieltjes, entonces también lo es S(G, κ) = {Gε : −1 ≤
ε ≤ 1} donde κ está dada implícitamente por∫ x

0
κ(y)dG(y) =

∫ ∞
0

∫ x/v

0
h(z)dF (z)dK(v), x > 0. (1.3)

Si b1 < b2 son constantes reales tal que b1 ≤ h ≤ b2 c.d. en R+ respecto a dF entonces b1 ≤ κ ≤ b2

c.d. en R+ respecto a dG.

Supongamos que P (V > 0) = 1 y que F tiene función de densidad f . Entonces G tiene

función de densidad

g(x) =
∫
v−1f(x/v)dK(v), x > 0 (1.4)

y

κ(x)g(x) =
∫
v−1h(x/v)f(x/v)dK(v). (1.5)

Demostración. Por de�nición dGε = (1 + εκ)dG, por lo tanto

Gε(x) = G(x) + ε
∫ x

0
κ(y)dG(y)

=
∫ ∞

0
F (x/v)dK(v) + ε

∫ ∞
0

∫ x/v

0
h(z)dF (z)dK(v)

=
∫ ∞

0
Fε(x/v)dK(v).
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Asimismo de la de�nición de κ se sigue∫
xnκ(x)dG(x) =

∫ ∫
xnh(x/v)dF (x/v)dK(v) =

∫
vn
(∫

znh(z)dF (z)
)
dK(v) = 0,

para todo n ≥ 0.

Si b1 ≤ h ≤ b2 en (0,∞), entonces para 0 < x′ < x′′, se tiene

b1(G(x′′)−G(x′)) = b1

∫ ∞
0

(F (x′′/v)−F (x′/v))dK(v) ≤
∫ x′′

x′
κ(y)dG(y) ≤ b2

∫ ∞
0

(F (x′′/v)−F (x′/v))dK(v) = b2(G(x′′)−G(x′)),

ahora utilizando el Lema A.1 se sigue b1 ≤ κ ≤ b2 en (0,∞). Al escoger b1 = −1 y b2 = 1
se sigue que S(G, κ) es una clase de Stieltjes. Finalmente, si F es absolutamente continua y

P (V > 0) = 1 entonces por (1.2) G es absolutamente continua con función de densidad (1.4). La

igualdad (1.5) se sigue de (1.3). �

Del resultado anterior se sigue que Gε es la función de distribución de Yε := V Xε si Fε es la

función de distribución de Xε.

El siguiente ejemplo puede ser visto como una interpretación alterna de las Secciones 2 y 3

en [12]. Para ello introducimos algunas nociones básicas del llamado q-cálculo. Si el lector desea

profundizar en este tema puede consultar [41, 63].

De�nición 1.20 El q-factorial se de�ne como sigue n!q := (1 − q)−1(q; q)n para q ∈ (0, 1) y

a ∈ R donde

(a; q)n =

 1, si n = 0,∏n
j=0(1− aqj), si n ≥ 1.

Para q ∈ (0, 1), escribimos

(a; q)∞ :=
∞∏
k=0

(1− aqk).

La función q-exponencial está dada por

eq(x) =
∞∑
n=0

xn/n!q = 1/((1− q)x; q)∞,

donde la segunda igualdad se obtiene por el q-teorema del binomio, ver [63, pág. 8]. Además

para x > 0 se cumple

eq(x)→ ex cuando q → 1. (1.6)

De�nición 1.21 Para x > 0 la función q-gamma está dada por

Γq(x) =

 (1− q)1−x (q;q)∞
(qx;q)∞ , si q ∈ (0, 1)

(q − 1)1−xq(
x
2) (q−1;q−1)∞

(q−x;q−1)∞ , si q > 1.
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El siguiente resultado se puede ver en [63, pág. 21].

Lema 1.22

lim
q→1

Γq(x) = Γ(x). (1.7)

Además la siguiente igualdad se puede encontrar en [57, (6.21)].∫ ∞
0

xa−1eq(−x)dx = Γ(a)Γ(1− a)
Γq(1− a) := Aq(a), a > 0.

Para a > 0 �ja introducimos la siguiente función de densidad de una variable aleatoria Cq(a),
ver [4, Sección 4],

fA(x; a) = xa−1eq(−x)/Aq(a), x > 0. (1.8)

La sucesión de momentos de fA es

MA(n) :=
∫ ∞

0
xnfA(x; a)dx = Aq(a+ n)

Aq(n) = (1− q)−n(qa; q)nq−an−(n2).

En [4, ecuaciones (4.4), (4.6)] Askey exhibe una distribución discreta que tiene la misma sucesión

de momentos que fA, así que fA es indeterminada para todo a > 0. De (1.6) y (1.7) se tiene para

todo x > 0 que

fA(x; a)→ xa−1e−x

Γ(a) cuando q → 1.

Esto es curioso ya que la densidad límite (densidad gama) es determinada. En [13] Berg llama al

problema de momentos relacionado con (MA(n))∞n=1 el problema de momentos q-Laguerre porque

fA es una medida de ortogonalidad para los polinomios q-Laguerre, ver [53].

El factor q−an−(n2) es la sucesión de momentos de las distribuciones M -equivalentes a la dis-

tribución log-normal LN(µ(a), σ2), donde µ(a) := (a− 1/2)σ2 y con función de densidad

fL(x;µ(a), σ) = 1
x
√

2πσ2
exp

[
−(log x− µ(a))2

2σ2

]
, x > 0.

El factor (1− q)−n(qa; q)n son los momentos de la variable aleatoria q-gamma discreta γq(a):

P (γq(a) = (1− q)−1qj) = (qa; q)qaj/(q; q)j, j ≥ 0,

ver [57, Sección 5]; la función de momentos para la q-gamma discreta es

Mdg(t; a) := E[γtq(a)] = Γq(a+ t)
Γq(a) (1.9)
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que converge a Γ(a+t)/Γ(a) cuando q → 1, la función de momentos de la distribución gamma con

paramétro λ = 1. Como mencionamos al principio de esta sección se pueden obtener soluciones

al problema de momentos q-Laguerre al considerar la distribución de Y = γq(a)X donde X ∼
LN(µ(a), σ2). Sea Λ(a) ∼ LN(µ(a), σ2), entonces la función de momentos de Wa = γq(a)Λ(a) es
q−at−(t2)Mdg(t; a). Su función de densidad es un caso especial del siguiente lema.

Lema 1.23 Si X ∼ LN(µ, σ2) entonces la función de densidad de γq(a)X es

g(x; a, µ, σ) = (qa; q)∞(−(1− q)−1x−1qa+1/2eµ; q)∞fL((1− q)x;µ, σ),

donde fL es la función de densidad de LN(µ, σ2) y q = e−σ.

Demostración. De (1.4) se obtiene

g(x; a, µ, σ) = E[γ−1
q (a)fL(x/γq(a);µ, σ)]

= (qa; q)∞√
2πσ2

∞∑
j=0

qaj

(q; q)j
exp

[
−(2σ2)−1(log x− µ+ jσ2 + log(1− q))2

]

= (qa; q)∞fL(x;µ− log(1− q), σ)
∞∑
j=0

[(1− q)−1x−1qa+1/2eµ]q(
j
2)/(q; q)j.

Otra identidad de Euler a�rma que la suma es igual al factor q-producto en la a�rmación, ver

[63, pág. 354]. �

1.5 Clases de Stieltjes para funciones de densidad

Supongamos que X es una variable aleatoria con función de distribución F que es absolutamente

continua y con densidad f , en este caso escribimos X ∼ f.

Sea L1
R (R) el espacio vectorial de funciones integrables sobre R con valores reales. Si xnf (x) ∈

L1
R (R) , n ∈ Z, de�nimos el momento de orden n de f como sigue:

sn (f) :=
∫ ∞
−∞

xnf (x) dx.

Ahora consideramos los siguientes subespacios vectoriales de L1
R (R),

M =
{
f ∈ L1

R (R) : sn (f) <∞ para todo n ≥ 0
}
, (1.10)

M0 = {f ∈M : sn (f) = 0 para todo n ≥ 0} .

Notación 1 Cuando reemplazamos en (1.10) la condición n ≥ 0 con n ∈ Z, escribiremos Ms,

Ms
0, en lugar deM,M0.
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De�nición 1.24 Sea f : R→ R una función integrable.

1. Si f ∈M decimos que f tiene sucesión de momentos �nita {sn (f)}n≥0.

2. Si f ∈M0 decimos que f tiene sucesión de momentos nula.

En esta ocasión trabajamos sobre el intervalo I = R, es claro que los conceptos tienen sentido

para I = (0,∞).

De�nición 1.25 Sea h : R→ R una función medible y acotada con ‖h‖∞ := sup|h(x)| = 1 y f

una función de densidad en R.

1. Decimos que h es una perturbación de la densidad f si el producto g = fh tiene sucesión de

momentos nula.

2. La clase de Stieltjes basada en la densidad f ∈M y con perturbación h está dada por

S (f, h) = {fε (x) = f (x) [1 + εh (x)] , x ∈ R, |ε| ≤ 1}

De las de�niciones anteriores se sigue el siguiente resultado:

Observación 1.26 Sea S(f, h) una clase de Stieltjes y ε, ε′ ∈ [−1, 1]

1. fε es una función de densidad de una variable aleatoria Xε inducida por la función de

distribución Fε(x) =
∫ x
−∞ fε(t)dt, ver Proposición B.4, además fε ∈M.

2. Si existe x0 ∈ R tal que f(x0)h(x0) 6= 0, entonces fε 6= fε′ para todo ε 6= ε′.

3. fε tiene la misma sucesión de momentos que f.

Observación 1.27 1. A partir de una clase de Stieltjes S(f, h) podemos construir otra clase de

Stieltjes S(g, q) como sigue: Sea b : R→ R una función medible tal que 0 < b1 ≤ b ≤ b2 <∞
c.d. en R. Ponemos c1 =

∫
f(u)b(u)du y c2 = supu|h(u)|/b(u), basta tomar

g(x) = 1
c1
f(x)b(x) y q(x) = 1

c2
h(x)/b(x), x ∈ R.

2. Si h1 y h2 son perturbaciones de la densidad f , entonces

(h1 + λh2)f ∈M0

para todo λ ∈ R.
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1.6 Índice de disimilitud para distribuciones de clases de Stieltjes

En [77] Stoyanov de�nió el índice de similitud para clases de Stieltjes como una variación total

entre la �distancia� de F1 y F−1. Además exhibe algunos de estos valores para clases de Stieltjes

basadas en la distribución log-normal y potencias de las distribuciones normal y exponencial.

Este último se analiza con más detalle por Stoyanov y Tolmatz en [80], y las potencias de la

distribución inversa Gaussiana son estudiadas por Ostrovska y Stoyanov en [78].

A continuación se da la motivación del índice de similitud. Sean Fε1 , Fε2 ∈ S(F, h), con
ε1, ε2 ∈ [−1, 1] y sean Xε1 y Xε2 las respectivas variables aleatorias. La Observación 1.6 implica

que Xε1 y Xε2 tienen los mismos momentos, además si ε1 6= ε2, entonces sus funciones de

distribución son diferentes Fε1 6= Fε2 .

Una pregunta importante es determinar que tan grande es la diferencia Fε1 − Fε2 . Por tanto,

necesitamos una forma de medirla, para ello introducimos la siguiente de�nición tomada de [62,

pág. 266].

Sea (U, ||.||) un espacio de Banach separable con el álgebra de Borel usual B(U) y sea £(U)
el espacio vectorial de las variables aleatorias de�nidas en un espacio de probabilidad (Ω,F , P )
tal que X(ω) ∈ U para todo ω ∈ Ω.

De�nición 1.28 (Métrica de variación total) Para X1, X2 ∈ £(U) de�nimos

σ(X1, X2) := sup
A∈B(U)

|P [X1 ∈ A]− P [X2 ∈ A]|

= sup {|E[f(X1)]− E[f(X2)]| : f : U → R es medible y |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)} ,

donde d es la métrica discreta.

Ahora de�nimos la métrica variación total como

V (X1, X2) := 2σ(X1, X2)
= sup {|E[f(X1)]− E[f(X2)]| : f : U → R es medible y ||f ||∞ ≤ 1} .

Si X1, X2 ∈ £(Rn), haciendo algunos cálculos, se obtiene V (X1, X2) =
∫
|dFX1 − dFX2|.

La diferencia entre Xε1 y Xε2 puede ser medida con la métrica anterior

V (Xε1 , Xε2) := 2σ(Xε1 , Xε2)

=
∫
|(1 + ε1h)dF − (1 + ε2h)dF |

= |ε1 − ε2|
∫
|h|dF
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Esto nos motiva a pensar en el siguiente número:

D(Fε1 , Fε2) := 1
2 |ε1 − ε2|

∫
|h(u)|dF (u)

El número D(Fε1 , Fε2) caracteriza el error que cometemos al elegir dos representantes de la clase

S(F, h). Sean ε1 y ε2 tales que D(Fε1 , Fε2) es máximo, esto se logra cuando ε1 = 1 y ε2 = −1,
o viceversa. Por lo tanto, la máxima distancia, denotada por DS , entre un par de distribuciones

de S(F, h) es:
DS = maxε1,ε2D(Fε1 , Fε2) = D(F1, F−1) =

∫
|h(u)|dF (u).

Lo anterior da pie a la siguiente de�nición:

De�nición 1.29 A cada clase de Stieltjes S(F, h) se le asocia un índice de disimilitud DS
dado por

DS = E[|h(X)|] =
∫
|h(u)|dF (u).

Observación 1.30 0 6 DS 6 1 y DS = 0 si y sólo si F es determinada.

A continuación calculamos el valor de índices de disimilitud de algunas variables aleatorias

conocidas. Para hacer los cálculos usamos MAPLE.

Sea X una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con función de densidad

f(x) = 1√
2πx

exp[−2−1(ln x)2], x > 0.

En el siguiente capítulo se prueba que X es indeterminada y también que

h(x) = sen(2π ln x), x > 0,

es perturbación de f . Para la clase S(f, h) el índice de disimilitud es DS = 0.436709.
Ahora consideramos ξ una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con función

de densidad

f0(x) = 1√
2π
x−3/2 exp

[
−(x− 1)2

2x

]
, x > 0.

Sea X = ξr con r > 0 se puede probar que su función de densidad es (ver Observación 2.10)

f(x) = e√
2πr

x−
(2r+1)

2r exp
[
−1

2(x1/r + x−1/r)
]
, x > 0.

Consideramos los siguientes casos:
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1. Con r = 3 se tiene X = ξ3. Así, la función de densidad f y la perturbación h son

f(x) = e

3
√

2π
x−7/6 exp[−1

2(x1/3 + x−1/3)], h(x) = sen
[√

3
2 (x1/3 + x−1/3) + π

6

]
.

Para la clase de Stieltjes S(f, h) el índice de disimilitud es DS = 0.621414.

2. Con r = 4 se tiene X = ξ4. Así, la función de densidad f y la perturbación h son

f(x) = e

4
√

2π
x−9/8 exp[−1

2(x1/4 + x−1/4)], h(x) = sen
[√

1
2 (x1/4 + x−1/4) + π

8

]
.

Para la clase de Stieltjes S(f, h) el índice de disimilitud es DS = 0.555248.

3. Con r = 6 se tiene X = ξ6. Así, la función de densidad f y la perturbación h son

f(x) = e

6
√

2π
x−13/12 exp[−1

2(x1/6 + x−1/6)], h(x) = sen
[√

3
6 (x1/6 + x−1/6) + π

12

]
.

Para la clase de Stieltjes S(f, h) el índice de disimilitud es DS = 0.255875.





CAPÍTULO 2

Integración compleja y clases de Stieltjes

En esta sección se utiliza la integración compleja para obtener, de manera sistemática, clases de

funciones con sucesión de momentos nula. Como consecuencia se construyen clases de Stieltjes

cuyos centros son densidades bastante populares en probabilidad.

Recordamos que una región en el plano complejo C es un conjunto abierto y conexo, además

C∗ = C\{0} denota el grupo multiplicativo en C. Decimos que una función g es analítica en

S ⊂ C, si g es una función analítica en alguna región que contiene a S.

Para α ∈ (0, 1) introducimos el conjunto

Sα = {z ∈ C∗ : 0 ≤ arg z ≤ πα}.

2.1 Teorema principal

En esta sección presentamos un resultado que nos permite construir perturbaciones de funciones

de densidad, por lo tanto podemos construir clases de Stieltjes. Stoyanov y Ostroska obtienen

un resultado, ver [78, Lema 3.1], que les permite construir clases de Stieltjes cuyo centro es una

pontecia de la distribución gaussiana inversa. El siguiente lema se debe a López-García, además

es nuevo y generaliza la proposición de Stoyanov y Ostroska, ver [51].

19
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Lema 2.1 Sean α ∈ (0, 1), A, ε, µ ∈ R. Si g es analítica en Sα y satisface

tµ−1 |g (t)| ∈ L1
(
R+
)
, (2.1)

lim
A→∞

Aµ
∫ πα

0

∣∣∣g (Aeit)∣∣∣ dt = 0, (2.2)

lim
ε→0

εµ
∫ πα

0

∣∣∣g (εeit)∣∣∣ dt = 0, (2.3)

entonces tµ−1 |g (teiπα)| ∈ L1 (R+) , y∫ ∞
0

tµ−1g
(
teiπα

)
dt = e−iπαµ

∫ ∞
0

tµ−1g (t) dt. (2.4)

Demostración. Tomamos 0 < ε < A <∞, por el teorema de Cauchy tenemos∮
Cε,A

zµ−1g (z) dz = 0,

donde el contorno Cε,A consiste del segmento que va de ε a A, el arco del círculo z = Aeit de

t = 0 a t = πα, el segmento de Aeiπα a εeiπα, y el arco del círculo z = εei(πα−t) de t = 0 a t = πα.

Por lo tanto,∫ A

ε
tµ−1g (t) dt+ i

∫ πα

0

(
Aeit

)µ
g
(
Aeit

)
dt− eiπα

∫ −ε
−A

(
−teiπα

)µ−1
g
(
−teiπα

)
dt

−i
∫ πα

0

(
εei(πα−t)

)µ
g
(
εei(πα−t)

)
dt = 0.

El resultado se sigue de la condiciones (2.1), (2.2) y (2.3). �

El lema anterior implica el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Sea α ∈ (0, 1). Si g es una función analítica en Sα que cumple las condiciones

(2.2), (2.3) con µ = n+1
α
, y xn|g (xα) | ∈ L1(R+) para todo n ≥ 0 (n ∈ Z), entonces

=
{
g
(
eiπαxα

)}
∈M0 (Ms

0) ,

siempre que g (x) ∈ R para todo x > 0.

Demostración. Haciendo µ = n+1
α
, t = xα, t−1dt = αx−1dx en (2.4) obtenemos que∫ ∞

0
xng

(
eiπαxα

)
dx = (−1)n+1

∫ ∞
0

xng (xα) dx,

para todo n ≥ 0 (n ∈ Z). �

En la siguiente sección vemos que hay bastantes densidades que satisfacen las condiciones del

teorema anterior.
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2.2 Ejemplos

Antes presentamos algunos resultados bastante básicos.

Observación 2.3 Sean λ ∈ C, z ∈ C∗, entonces

|ez| = e<z, |zλ| = |z|<λ exp(−(=λ) arg z). (2.5)

Demostración.

1. Sabemos que la serie ez = ∑∞
n=0

zn

n! converge uniformemente en subconjuntos compactos de

C y que la función conjugación es continua en C, por lo tanto ez = ez. Tenemos

|ez|2 = ezez = ezez = ez+z = e2<z.

2. Por de�nición zλ = eλ log z para z en alguna rama del logarítmo. De la parte previa se tiene

|zλ| = e<(λ log z).

Al escribir λ = λ1 + iλ2, λ1, λ2 ∈ R y log z = ln |z|+ i arg z, obtenemos

<(λ log z) = λ1 ln |z| − λ2 arg z,

de donde se sigue el resultado.

�

Proposición 2.4 Para cualquier λ ∈ R se tiene∫ ∞
0

xλ−1 exp{−(ln x)2}dx =
√
πe

λ2
4 . (2.6)

Demostración. Hacemos el cambio de variable y = ln x para obtener∫ ∞
0

xλ−1 exp{−(ln x)2}dx =
∫ ∞
−∞

exp{λy − y2}dy

= e
λ2
4

∫ ∞
−∞

exp

−
(
y − λ

2

)2
 dy =

√
πe

λ2
4 .

�

Proposición 2.5 Para cualquier δ ∈ R se tiene

lim
x→∞

xδ exp{−(ln x)2} = 0, (2.7)

lim
x↘0

xδ exp{−(ln x)2} = 0. (2.8)
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Demostración. Si δ ≤ 0 se sigue que xδ exp{−(ln x)2} → 0 cuando x→∞.

Si δ > 0 tenemos

xδ exp{−(ln x)2} = exp{δ ln x} exp{−(ln x)2}
= exp{− ln x(ln x− δ)} ≤ x−δ,

si ln x ≥ 2δ. Así
lim
x→∞

xδ exp{−(ln x)2} ≤ lim
x→∞

x−δ = 0.

Para la segunda parte usamos (2.7) con x−1 en vez de x. �

Finalmente tenemos preparado el terreno para presentar nuestro primer ejemplo.

Ejemplo 2.6 La función g(z) = zβe−(ln z)2 es analítica en Sα para todo α ∈ (0, 1) y g(x) ∈ R, si
x ∈ R+, β ∈ R. Afirmamos que g cumple las condiciones del Teorema 2.2; por (2.6)∫ ∞

0
tµ−1|g(t)|dt =

∫ ∞
0

tµ+β−1 exp{−(ln t)2}dt <∞,

para todo µ ∈ R. Por otro lado, tenemos

Aµ
∫ πα

0
|g(Aeit)|dt = Aµ

∫ πα

0
|Aβeitβe−(lnAeit)2|dt

= Aµ+β
∫ πα

0
exp{<{−(ln(Aeit))2}}dt

= Aµ+βe−(lnA)2
∫ πα

0
et

2
dt.

Usando (2.7) se sigue que g satisface (2.2) para todo µ ∈ R.

De manera similar

lim
ε→0

εµ
∫ πα

0
|g(εeit)|dt =

∫ πα

0
et

2
dt lim

ε→0
εµ+βe−(ln ε)2 = 0,

del Teorema 2.2 se sigue que ={g (eiπαxα)} ∈ Ms
0.

Calculando obtenemos

=(g(eiπαxα)) = =(eiπαβxαβ exp{−(α ln x+ iπα)2})
= xαβ exp{−α2(ln x)2 + (πα)2)}={eiπ(αβ−2α2 lnx)}
= xαβe(πα)2−α2(lnx)2 sen(παβ − 2πα2 ln x).

Poniendo α2 = 1/(2σ2) se tiene que

xβ/(
√

2σ) exp
[
−(ln x)2

2σ2

]
sen

(
πβ√
2σ
− π ln x

σ2

)
∈Ms

0



2.2. EJEMPLOS 23

para todo σ > 1/
√

2, β ∈ R. Un cálculo directo (como en la obtención de (2.6)) muestra que lo
anterior es válido para todo σ > 0. En particular, cuando β = −

√
2σ se tiene

x−1 exp
[
−(ln x)2

2σ2

]
sen

(
π ln x
σ2

)
∈Ms

0, (2.9)

es decir h(x) = sen (πσ−2 ln x) es una perturbación de la densidad f(x) = x−1

σ
√

2π exp
(
− (lnx)2

2σ2

)
para todo σ > 0.

A continuación vemos resultados que se obtienen de manera similar al anterior.

Ejemplo 2.7 Sean α, λ, ρ números positivos, β ∈ R, tales que α < 1, αλ < 1
2 y αβ > −1. La

función g(z) = zβe−ρz
λ es analítica en Sα para todo α ∈ (0, 1) y satisface las condiciones del

Teorema 2.2: ∫ ∞
0

xn|xαβe−ρxαλ|dx = 1
ρλα

∫ ∞
0

(
u

ρ

)n+αβ+1
λα

−1

exp{−u}du

= ρ−(n+αβ+1)/(λα)

λα
Γ
(
n+ αβ + 1

λα

)
,

para todo n ≥ 0. Por otro lado, para todo µ ∈ R se tiene

Aµ
∫ πα

0
|g(Aeit)|dt = Aµ+β

∫ πα

0
|e−ρAλeitλ|dt

= Aµ+β
∫ πα

0
exp{<{−ρAλeitλ}}dt

= Aµ+β
∫ πα

0
exp{−ρAλ cos(tλ)}dt

≤ παAµ+β exp{−ρAλ cos(παλ)}.

donde en la última desigualdad hemos usado que la función coseno es decreciente en [0, π2 ] y
0 < αλ < 1

2 . Claramente (ver (2.12))

lim
A→∞

Aµ+β exp{−ρAλ cos(παλ)} = 0,

para todo µ ∈ R, de donde sigue que g satisface (2.2). De manera similar tenemos que

εµ
∫ πα

0
|g(εit)|dt ≤ παεµ+β exp{−ρελ cos(παλ)}.

Como antes, se sigue que g cumple (2.3) si µ + β > 0. Del Teorema 2.2 se sigue que
={g (eiπαxα)} ∈ M0. Explícitamente tenemos

g
(
eiπαxα

)
= xαβeiπαβ exp{−ρxαλeiπαλ}
= xαβ exp{−ρxαλ cos(παλ)}[cos(παβ − ρxαλ sen(παλ))
+ i sen(παβ − ρxαλ sen(παλ))].
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Por lo tanto,
xαβ exp{−ρxαλ cos(παλ)} sen(παβ − ρxαλ sen(παλ)) ∈M0. (2.10)

En particular, consideramos a, b > 0 y 0 < c < 1
2 , poniendo λ = c

α
, β = a−1

α
, ρ = b

cos[παλ] , se
obtiene

xa−1 sen(πa− bxctan[πc]) exp(−bxc) ∈M0. (2.11)

Así que la función h(x) = sen(πa − bxc tan[πc]) es una perturbación de la densidad f(x) =
c−1b−a/cΓ(a/c)xa−1 exp(−bxc).

Proposición 2.8

e−x ≤ ssx−s para todo s, x > 0. (2.12)

Demostración. Si x > 0 entonces x ≤ ex, por lo tanto x
s
≤ ex/s cuando x, s > 0. �

Ejemplo 2.9 Sean α, λ, ρ1, ρ2 > 0, con α < 1, αλ < 1
2 y β ∈ R. La función g(z) = zβe−ρ1zλ−ρ2z−λ

es analítica en Sα. Afirmamos que xn|g (xα) | ∈ L1(R+) para todo n ∈ Z:∫ ∞
0

xn|g(xα)|dx =
∫ 1

0
xn+αβ exp{−ρ1x

αλ} exp{−ρ2x
−αλ}dx

+
∫ ∞

1
xn+αβ exp{−ρ1x

αλ} exp{−ρ2x
−αλ}dx

≤
∫ 1

0
xn+αβ exp{−ρ2x

−αλ}+
∫ ∞

1
xn+αβ exp{−ρ1x

αλ}dx

≤
∫ 1

0
xn+αβssρ−s2 xαλsdx+

∫ ∞
1

xn+αβssρ−s1 x−αλsdx <∞,

eligiendo s > 0 lo suficientemente grande.
Por otra parte, para cualquier µ ∈ R se tiene

Aµ
∫ πα

0
|g(Aeit)|dt = Aµ+β

∫ πα

0
exp{<{−ρ1A

λeitλ − ρ2A
−λe−itλ}}dt

= Aµ+β
∫ πα

0
exp{−(ρ1A

λ + ρ2A
−λ) cos(tλ)}dt

≤ Aµ+β(πα) exp{−(ρ1A
λ + ρ2A

−λ) cos(παλ)} → 0

cuando A→∞ por (2.12), por lo tanto se cumple (2.2). De manera similar tenemos

εµ
∫ πα

0
|g(εit)|dt ≤ εµ+β(πα) exp{−(ρ1ε

λ + ρ2ε
−λ) cos(παλ)} → 0
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cuando ε→ 0 por (2.12), por lo tanto se cumple (2.3).
Por el Teorema 2.2 tenemos ={g (eiπαxα)} ∈ Ms

0. Calculando obtenemos

g
(
eiπαxα

)
= xαβeiπαβe−ρ1eiπαλxαλ−ρ2e−iπαλx−αλ

= xαβ exp{−[ρ1x
αλ + ρ2x

−αλ] cos(παλ)}
× [cos(παβ + (ρ2x

−αλ − ρ1x
αλ) sen[παλ])

+ i sen(παβ + (ρ2x
−αλ − ρ1x

αλ) sen[παλ])].

Por tanto

xαβ sen
{
παβ +

(
ρ2x

−αλ − ρ1x
αλ
)
sen [παλ]

}
(2.13)

× exp
{
−
(
ρ1x

αλ + ρ2x
−αλ

)
cos [παλ]

}
∈Ms

0.

En particular, consideramos b1, b2 > 0, 0 < c < 1/2 y a ∈ R, poniendo λ = c/α, β = (a− 1) /α,
ρi = bi/ cos [παλ] , i = 1, 2, obtenemos

xa−1 sen
{
πa+

(
b2x
−c − b1x

c
)

tan [πc]
}

(2.14)

× exp
{
−
(
b1x

c + b2x
−c
)}
∈Ms

0.

Así que h(x) = sen {πa+ (b2x
−c − b1x

c) tan [πc]} es una perturbación de la densidad f(x) =
C exp {− (b1x

c + b2x
−c)}, donde C−1 =

∫∞
0 exp {− (b1x

c + b2x
−c)} dx.

2.3 Distribución log-normal

En [73] Stieltjes fue el primero que dio un ejemplo de una distribución indeterminada. Él mostró

que la distribución log-normal con función de densidad con soporte en R+ dada por

dσ (x) =
(
2πσ2

)−1/2
x−1 exp

(
−2−1σ−2 (ln x)2

)
, σ > 0,

junto con las densidades con ε ∈ [−1, 1]

dσ (x)
(
1 + ε sen

(
2πσ−2 ln x

))
≥ 0,

tienen la sucesión de momentos
(
en

2σ2/2
)
n∈Z

. Por (2.9) se deduce que h (x) = sen (πσ−2 ln x) es

una perturbación de la densidad dσ (x) para cualquier σ > 0. En [37, Sección 1] Heyde demostró

que h(x) = sen(2πnσ−2 ln x), |n| ≥ 1, es una perturbación de dσ.
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Observación 2.10 Si X es una variable aleatoria absolutamente continua y positiva con función

de densidad f de�nida sobre R+, entonces

1
r
x−1+1/rf

(
x1/r

)
, x > 0,

es la función de densidad de la correspondiente variable aleatoria Xr, r > 0.

2.4 Distribución gamma generalizada

Decimos que una variable aleatoria X tiene distribución gamma generalizada con parámetros

positivos a, b, c, denotado por X ∼ GG (a, b, c), si X es positiva, absolutamente continua y tiene

la función de densidad

G (x) = G (x|a, b, c) = L−1xa−1 exp (−bxc) , x > 0,

donde L = c−1b−a/cΓ (a/c) .

Observación 2.11 Por (2.11) tenemos que h (x) = sen (πa− bxc tan [πc]) , 0 < c < 1/2, es

una perturbación de G, por lo tanto la distribución gamma generalizada L (X) es indeterminada

si c < 1/2.

Asimismo podemos considerar las potencias positivas de X ∼ GG (a, b, c). Por la Observación

2.10, tenemos que

f(x) = 1
r
L−1x

a
r
−1 exp

(
−bxc/r

)
,

es la función de densidad de Xr, i.e Xr ∼ GG (a/r, b, c/r), r > 0.

Proposición 2.12 Sea X una variable aleatoria con X ∼ GG (a, b, c). Entonces E[Xr] < ∞
para todo r > 0.

Demostración. Haciendo el cambio de variable y = bxc, y−1dy = cx−1dx tenemos

E[Xr] = L−1
∫ ∞

0
xr+a−1 exp (−bxc) dx

= L−1b−(r+a)/c
∫ ∞

0
y
r+a
c
−1 exp (−y) dy = L−1b−(r+a)/cΓ

(
r + a

c

)
.

�

De la Observación 2.11 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.13 Sea X una variable aleatoria con X ∼ GG(a, b, c), si c/r < 1/2 entonces L(Xr)
es indeterminada.
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De hecho, en [60] se muestra que L (Xr) es indeterminada si y sólo si c/r < 1/2, ahí se utiliza
el criterio de Krein para ver que L(Xr) es indeterminada para c/r < 1/2.

2.4.1 Potencias de la distribución normal

Sea σ ∈ R �ja y η una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con función de

densidad
2√

2πσ2
χ(0,∞)(x) exp

(
−2−1σ−2x2

)
= G(x|1, 2−1σ−2, 2),

por lo tanto para r > 0 tenemos

L (ηr) ∼ G
(
x|r−1, 2−1σ−2, 2r−1

)
.

De la Observación 2.11 se tiene que para r > 4 la función sen
(
πr−1 − 2−1σ−2x2r−1 tan [2πr−1]

)
es una perturbación para la densidad de L (ηr). Entonces L (ηr) es indeterminada si r > 4. De
hecho, en [10, Proposición 2.2] Berg fue el primero en demostrar L (ηr) es indeterminada si y sólo

si r > 4. En [76, Proposición 2.2] hay otra prueba basada en el criterio de Krein.

2.4.2 Potencias de la distribución exponencial

Sea σ > 0 �ja y ξ una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con función de

densidad

χ(0,∞)(x)σ exp (−σx) = G(x|1, σ, 1),

de donde se sigue que para r > 0

L (ξr) ∼ G
(
x|r−1, σ, r−1

)
.

De la Observación 2.11 se tiene que para r > 2 la función sen
(
πr−1 − σxr−1 tan [πr−1]

)
es una

perturbación para la densidad de L (ξr). Entonces L (ξr) es indeterminada si r > 2. De hecho,

esto fue probado en [60] utilizando los criterios de Krein y Lin.

2.5 Potencias de la distribución gaussiana inversa generalizada

Sea Y una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con función de densidad

I(x) = I(x|a, b1, b2, c) = Cχ(0,∞)x
a−1 exp{−(b1x

c + b2x
−c)}

donde b1, b2 > 0, a,c ∈ R, c 6= 0 y C−1 =
∫∞

0 xa−1 exp{−(b1x
c + b2x

−c)}dx.
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Observación 2.14 Por (2.14) tenemos que

h(x) = sen
{
πa+

(
b2x
−c − b1x

c
)

tan [πc]
}

con 0 < |c| < 1/2, es una perturbación de I, por lo tanto la correspondiente distribución L(Y )
es indeterminada si 0 < |c| < 1/2.

Sea η una variable aleatoria positiva absolutamente continua con función de densidad I(x|a, b1, b2, 1),
b1, b2 > 0, a ∈ R, lo que se denota por η ∼ GIG(a, b1, b2). Por las Observaciones 2.10 y 2.14 se

tiene que para r > 0, L(ηr) ∼ I(x|a/r, b1, b2, 1/r), la función sen
{
πa/r +

(
b2x
−1/r − b1x

1/r
)

tan [π/r]
}

es una perturbación de la densidad L(ηr) cuando r > 2. Entonces L(ηr) es indeterminada si

|r| > 2. De hecho, utilizando técnicas de Krein-Lin, en [75] se demuestra que L(ηr) es indeter-

minada si y sólo si |r| > 2.

2.6 Potencias de la distribución logística

Decimos que una variable aleatoria η tiene distribución logística estándar si tiene la siguiente

función de densidad

f0(x) = e−x

(1 + e−x)2 , x ∈ R. (2.15)

Además η es determinada, porque η tiene función generadora de momentos, ver [9, pág. 4].

Consideramos la variable aleatoria Y = |η|r con r > 0, por la Observación 2.10 se tiene que la

función de densidad de Y es

f(x) = 2
r
x−(1−1/r) e−x

1/r

(1 + e−x1/r)2 , x > 0. (2.16)

El siguiente resultado muestra que Y tiene sucesión de momentos �nita.

Proposición 2.15 Sea Y como arriba. Entonces E[Y n] <∞ para todo entero positivo n.

Demostración. Haciendo un cálculo sencillo se tiene

E[Y n] = 2
r

∫ ∞
0

yn−1+1/re−y
1/r(1 + e−y

1/r)−2dy

≤ 2
r

∫ ∞
0

yn−1+1/re−y
1/r
dy = 2Γ(2nr + 1),

para todo n ≥ 1. �

En [39, Teorema 2.1], Lin y Huang mostraron que Y es determinada para 0 < r ≤ 2 y es

indeterminada para r > 2.
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Observación 2.16 Consideremos la siguiente función

h̃(x) =
(
1 + e−x

1/r)2
sen[xβ tan πβ] exp

[(
1− 1

r

)
ln x+ x1/r − xβ

]
, x ∈ R+. (2.17)

Entonces para r > 2 y β ∈ (1/r, 1/2), la función h̃ es continua y acotada. Con c̃ = supx |h̃(x)|,
por (2.11) la función h(x) = h̃(x)/c̃, x ∈ R+ es una perturbación de f .





CAPÍTULO 3

Condición de Krein-Lin y Clases de Stieltjes

En 1944 M. G. Krein propuso una condición para establecer la no unicidad en un problema de

momentos cuando las distribuciones son absolutamente continuas. Esta condición se expresa en

términos de la integral logarítmica normalizada de la densidad y existen un par de versiones que

dependen del intervalo de integración.

Existen otra formas de la condición de Krein; basado en un trabajo hecho por H. Dym y H.

P. McKean, G. D. Lin establece la unicidad de una solución para un problema de momentos.

En esta sección presentamos resultados recientes, uno de ellos se debe a López-García, ver [52],

además damos pruebas de resultados previamente conocidos y relacionados con otros temas.

3.1 Criterio de Carleman

Un criterio ampliamente utilizado para veri�car la unicidad en un problema de momentos es el

criterio de Carleman, ver [20, pág. 227] o [74, pág. 100]. Si F es una función de distribución

con sucesión de momentos �nita {µk}∞k=0, ponemos

C := CF =


∑∞
k=0 µ

−1/2k
k si sop(F ) = R+,

∑∞
k=0 µ

−1/2k
2k si sop(F ) = R.

31
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La constante C es conocida como la cantidad de Carleman. En ambos casos, una condición

su�ciente para que F sea determinada es que C =∞. A esto se le llama el criterio de Carleman.
Una consecuencia inmediata es que si la distribución F es indeterminada, entonces C <∞. Sin

embargo, hay distribuciones determinadas para las cuales C <∞, ver [38] o [74, pág. 113].

Si además la función de distribución F es absolutamente continua con función de densidad

f > 0, existe una condición adicional a C < ∞ que implica que f es indeterminada, ver [58,

Sección 3].

Ahora bien, existe una condición su�ciente, relativamente fácil de veri�car, que establece que

una función de densidad positiva f ∈ M es indeterminada. Esta condición consiste en veri�car

que la integral logarítmica (3.1) de f es �nita y se le conoce como criterio de Krein.

3.2 El criterio de Krein-Lin y el problema de momentos de Ham-
burger

Teorema 3.1 Sea f una función de densidad positiva de�nida en R con sucesión de momentos

�nita tal que ∫ ∞
−∞

− log f(x)
1 + x2 dx <∞, (3.1)

entonces f es indeterminada.

Este resultado se puede obtener de otros más generales que aparecen en [43]. La prueba y

varios comentarios están disponibles en [1]. Existen diferentes pruebas en [11, Teorema 4.1],

[45, Teorema 1.1], [71, Corolario 2.1] que están basadas en ideas diferentes. Lin usa resultados

fundamentales de los espacios de Hardy H1 para hallar una función de densidad con la misma

sucesión de momentos que f . En el Teorema 3.6 reescribimos tal demostración y exhibimos clases

de Stieltjes con centro f .

Por otro lado, existen densidades positivas que son indeterminadas y cuya integral logarítmica

es in�nita, ver [74, pág. 114]. El criterio de Lin establece condiciones adicionales para que junto

con la divergencia de la integral logarítmica de f se concluya que f es determinada:

Teorema 3.2 Sea f una función de densidad de�nida en R con sucesión de momentos �nita tal

que ∫ ∞
−∞

− log f(x)
1 + x2 dx =∞,
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supongamos además que existe x0 ≥ 0 tal que f es par, decreciente, diferenciable en (x0,∞) y

−xf ′(x)
f(x) ↗∞ cuando x→∞.

Entonces f es determinada.

La prueba se puede ver en [45, Teorema 2.2] y consiste en mostrar que la cantidad de Carleman

Cf es in�nita, de donde el resultado se sigue por el criterio de Carleman.

Ejemplo 3.3 Para α > 0 de�nimos la densidad f(x) = Cα exp(−|x|α), x ∈ R, donde C−1
α =

2
α

Γ( 1
α

). Los momentos impares de f son cero y un cambio de variable muestra que

s2n(f) = Cα
2
α

Γ
(2n+ 1

α

)
<∞,

para todo n ≥ 0. Si 0 < α < 1 entonces f satisface (3.1) por lo que es indeterminada. Por otra

parte si α ≥ 1 la sucesión de momentos de f satisface Cf =∞ y por el criterio de Carleman f

es determinada.

3.3 El criterio de Krein-Lin y el problema de momentos de Stieltjes

Existen resultados correspondientes en el contexto del problema de momentos de Stieltjes, en

este caso se supone que la densidad positiva f está de�nida en R+.

Teorema 3.4 Sea f una función de densidad positiva de�nida en R+ y con sucesión de momentos

�nita tal que ∫ ∞
0

− log f(x2)
1 + x2 dx <∞. (3.2)

Entonces f es indeterminada.

La prueba está basada en un procedimiento de simetrización y se encuentra en [71, Corolario

2.1]. Asimismo, el siguiente resultado se puede ver en [45, Teorema 3.3].

Teorema 3.5 Sea f una función de densidad positiva de�nida en R+ y con sucesión de momentos

�nita tal que ∫ ∞
0

− log f(x2)
1 + x2 dx =∞,

supongamos además que existe x0 ≥ 0 tal que f es decreciente, diferenciable en (x0,∞) y

−xf ′(x)
f(x) ↗∞ cuando x→∞.

Entonces f es determinada.
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3.4 Teorema principal

En esta sección se relaciona el criterio de Krein con las clases de Stieltjes. Acerca de este criterio

Stoyanov a�rma en [78, pág. 167] que “es un resultado cualitativo, no hay indicio de cómo escribir
otras distribuciones con los mismos momentos que f”. El siguiente resultado es nuevo y muestra

que esto no es así; se debe a López-García, ver [52]. La demostración del siguiente teorema utiliza

algunas de�niciones y resultados del análisis complejo; estas herramientas se pueden consultar

en el Apéndice C.

Teorema 3.6 Sea f una función de densidad positiva en R con sucesión de momentos �nita. Si

f cumple (3.1), entonces S(f, limt→0 cos v(x, t)) y S(f, limt→0 sen v(x, t)) son clases de Stieltjes,

donde v(z) es la armónica conjugada de Pt ∗ log f(x) en R2
+.

Demostración. La condición (3.1) es equivalente a que log f ∈ L1(dt/(1 + t2)), por lo cual

podemos considerar la extensión armónica de log f al plano superior R2
+ dada por

u(x, t) = (Pt ∗ log f)(x)

donde

Pt(x) = 1
π

t

t2 + x2 = <
(
i

πz

)
es el núcleo de Poisson, y z = (x, t) ∈ R2

+. Por el Teorema C.1 se tiene que

lim
t→0

u(x, t) = log f(x), c.d. x ∈ R. (3.3)

Sea v(z) la función armónica conjugada de u(z) en R2
+. Dado que u+ iv es una función analítica

en R2
+, resulta que

g(z) = exp(u(z) + iv(z))

es una función analítica en R2
+. Usando la desigualdad de Jensen, obtenemos

|g(z)| = expu(z) ≤ 1
π

∫
R
Pt(x− y)f(y)dy,

por el Teorema de Tonelli ∫
R
|g(x, t)|dx ≤

∫
R
f(y)dy para todo t > 0.

Por de�nición, la función g pertenece al espacio de Hardy analítico H1(R2
+). Por otro lado, el

Teorema C.2 implica que existe una función g̃ ∈ L1(R) de tal manera que

g̃(x) = lim
t→0

g(x, t), c.d. x ∈ R.
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De (3.3) tenemos que

lim
t→0
|g(x, t)| = f(x), c.d. x ∈ R,

por lo tanto g̃ es una función no idénticamente cero tal que

lim
t→0

exp(iv(x, t)) = g̃(x)
f(x) , c.d. x ∈ R,

de donde se sigue

g̃(x) = f(x) lim
t→0

exp(iv(x, t)), c.d. x ∈ R.

Ahora por el Lema C.3 se tiene que∫ ∞
−∞

g̃(x)eitxdx = 0 para todo t ≥ 0, (3.4)

Por hipótesis f tiene sucesión de momentos �nita, así que podemos derivar k veces respecto a t

la igualdad en (3.4) para obtener∫ ∞
−∞

(ix)kg̃(x)eitxdx = 0 para todo t ≥ 0, k ≥ 0.

Haciendo t = 0 se obtiene ∫ ∞
−∞

xkg̃(x)dx = 0 para todo k ≥ 0,

es decir, g̃ tiene sucesión de momentos nula y por lo tanto también =g̃ y <g̃, así que

S(f, lim
t→0

cos v(x, t)) y S(f, lim
t→0

sen v(x, t))

son clases de Stieltjes.

�

A continuación presentamos el caso cuando la densidad f está de�nida en R+.

Corolario 3.7 Sea f una función de densidad positiva de�nida en R+ con sucesión de mo-

mentos �nita. Si f cumple (3.2) entonces S(f, limt→0 cos(v(
√
x, t)) + limt→0 cos(v(−

√
x, t))) y

S(f, limt→0 sen(v(
√
x, t)) + limt→0 sen(v(−

√
x, t))) son clases de Stieltjes, donde v(z) es la ar-

mónica conjugada de Pt ∗ f ∗(x) en R2
+ y f ∗(x) = |x|f(x2).

Demostración. Ponemos f ∗(x) = |x|f(x2) y notamos que f ∗ es una función de densidad

de�nida en R: ∫ ∞
−∞

f ∗(x)dx = 2
∫ ∞

0
xf(x2)dx = 1.



36 CAPÍTULO 3. CONDICIÓN DE KREIN-LIN Y CLASES DE STIELTJES

Además la densidad f ∗ satisface (3.1):∫ ∞
−∞

− log f ∗(x)
1 + x2 dx = −2

∫ ∞
0

log x
1 + x2dx− 2

∫ ∞
0

log[f(x2)]
1 + x2 dx <∞.

De la demostración del teorema anterior se sigue que∫ ∞
−∞

x2k|x|f(x2) lim
t→0

exp(iv(x, t))dx = 0 para todo k ≥ 0,

donde v es la armónica conjugada en R2
+ de u(x, t) = Pt ∗ f ∗(x). Por lo tanto∫ ∞

0
xkf(x)

{
lim
t→0

exp(iv(
√
x, t)) + exp(iv(−

√
x, t)))

}
dx = 0, k ≥ 0.

�

El resultado anterior nos lleva a plantear el siguiente problema abierto.

Problema 1 ¾Las perturbaciones obtenidas en el Teorema 3.6 y Corolario 3.7 son distintas a

las obtenidas en el Capítulo 2?

3.5 Funciones de variación regular

Esta sección fue redactada con base a lo escrito en [29]. En la parte restante de este capítulo

suponemos que todas las variables aleatorias son positivas, absolutamente continuas y que tienen

sucesión de momentos �nita.

De�nición 3.8 La variable aleatoria X está en la clase de Lin, denotado X ∈ L, si tiene una

función de densidad f que es positiva, diferenciable y existe x0 ≥ 0 tal que f es decreciente en

[x0,∞), además

Lf (x) := −xf
′(x)

f(x) = −x d
dx

(log f(x))↗∞ cuando x0 < x→∞. (3.5)

En [61] Pedersen muestra que el intervalo de integración de (3.1) y (3.2) puede ser reemplazado

por (−∞,−a)∪ (a,∞) y por un intervalo de la forma (a,∞) para alguna a > 0, respectivamente;

lo que da pie a considerar la siguiente notación y de�nición.

Notación 2

1. También denotamos por LX a la función Lf y denotamos por Lr a la función asociada a

LXr .
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2. La integral de Krein de una densidad f la denotamos por

K(a) =
∫ ∞
a

− log f(x2)
1 + x2 dx, para un cierto a > 0.

De�nición 3.9 Decimos que X ∈ Kc (X ∈ Kd) si su densidad f asociada es positiva sobre

(a,∞) para alguna a > 0 y K(a) <∞ (K(a) =∞).

Proposición 3.10 Sea X una variable aleatoria con sucesión de momentos �nita.

(i) Si X ∈ Kc, entonces X es indeterminada.

(ii) Si X ∈ L ∩ Kd, entonces X es determinada.

Demostración. La parte (i) está en [58, Proposición 3.1], la cual es extendida en [71, Corolario

2.1]. La parte (ii) se debe a [45, Teorema 2.1]. �

La transformación dada en (3.5) está relacionada con las funciones de variación regular; ver

[14, págs. 1-57], [19], [20, págs. 275-289] y [64, págs. 7-26].

De�nición 3.11 Sea u una función medible y positiva sobre [a,∞) para alguna a ≥ 0. Decimos

que v es de variación regular, denotado por u ∈ VR(ρ) con ρ ∈ R, si
u(xt)
u(t) → xρ cuando t→∞ para todo x > 0.

Si ρ = 0 escribimos u ∈ VS.

Los siguientes lemas contienen algunas propiedades de las funciones de variación regular.

Lema 3.12 Sea u ∈ VR(ρ), ρ ∈ R.

(a) Existe ` ∈ VS tal que

u(x) = xρ`(x).

Además, si u tiene derivada monótona u′, entonces

Lu(x) := −xu
′(x)

u(x) → −ρ, x→∞.

Si ρ 6= 0 entonces

u(x)→


∞ si ρ > 0,

0 si ρ < 0,
cuando x→∞.
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(b) Si ui ∈ VR(ρi), i = 1, 2, entonces u1 + u2 ∈ VR(máx{ρ1, ρ2}).

(c) log u ∈ VS.

(d) Supongamos que ui ∈ VR(ρi), i = 1, 2, u2 → ∞ cuando x → ∞ y u(x) = u1(u2(x)).
Entonces u ∈ VR(ρ1ρ2).

(e) Si ` ∈ VS y p < −1 entonces
∫∞

0 yp`(y)dy <∞.

(f) Sea ρ > 0 y u−1(y) = inf{x : u(x) ≥ y}, y ≥ 0. Entonces u−1 ∈ RV(1/ρ).

Demostración.

(a) Haciendo

`(x) := u(x)
xρ

,

tenemos que
`(tx)
`(t) → 1 cuando t→∞,

para todo x > 0. Si existe u′ se sigue que

Lu(x) = −ρ− x`′(x)
`(x) .

Del Teorema de Representación y la Observación B.13, ver Apéndice B, se sigue que existe

b > 0 tal que

`(x) = c exp
{∫ x

b
s−1ε(s)ds

}
para todo x ≥ b,

donde c ∈ R+ y ε : R → R es una función medible y acotada que cumple ε(s) → 0 cuando

s→∞. Se tiene que `′(x) = x−1ε(x)`(x) y por lo tanto

lim
x→∞

x`′(x)
`(x) = 0.

Para la última parte consideramos ρ > 0, por el Teorema de Representación, existe b > 0
tal que

u(x) = xρ`(x) = c exp
{
ρ ln x+

∫ x

b
s−1ε(s)ds

}
,

dado que ε(s)→ 0 cuando s→∞ elegimos A > 0 su�cientemente grande tal que |ε(s)| < ρ/2
si s ≥ A. Por lo tanto

ρ ln x+
∫ x

b
s−1ε(s)ds ≥ ρ ln x− ρ

2

∫ x

A
s−1ds = ρ

2 ln x+K →∞

cuando x→∞, entonces u(x)→∞. De manera similar se trata el caso ρ < 0.
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(b) Haciendo un cálculo sencillo se tiene

u1(tx) + u2(tx)
u1(t) + u2(t) = u1(tx)

u1(t)

(
u1(t)

u1(t) + u2(t)

)
+ u2(tx)

u2(t)

(
u2(t)

u1(t) + u2(t)

)

≤ u1(tx)
u1(t) + u2(tx)

u2(t) .

(c) Consideramos la siguiente la igualdad,

log u(tx)
log u(t) =

log
(
u(tx)
u(t) u(t)

)
log u(t) = log (u(tx)/u(t))

log u(t) + 1.

Ahora por el Teorema B.11 aplicado a u se sigue

lim
t→∞

log u(tx)
log u(t) = lim

t→∞

log (u(tx)/u(t))
log u(t) + 1 = 1.

(d) Por el Teorema B.11 aplicado a u1 y por el hecho de que u2 →∞ cuando x→∞ se tiene

lim
t→∞

u1(u2(tx))
u1(u2(t)) = lim

t→∞

u1
(
u2(tx)
u2(t) u2(t)

)
u1(u2(t))

= lim
y→∞

u1(yxρ2)
u1(y) = xρ1ρ2 .

Las pruebas de los incisos (e) y (f) se pueden consultar en [14, págs. 23 y 27] y [64, págs. 17 y

23], respectivamente. �

Si el lector desea profundizar sobre las funciones de variación regular puede consultar las re-

ferencias mencionadas.

Dada r > 0, podemos hablar de la r-ésima potencia Xr de una variable aleatoria positiva X.

En los siguientes resultados aparecen condiciones para que la potencia de una variable aleatoria

pertenezca a las clases mencionadas.

Lema 3.13 Sea r > 0 y X una variable aleatoria con densidad f . Si X ∈ L, entonces Xr ∈ L.

Demostración. Utilizando la Observación 2.10 y haciendo un cálculo sencillo, se tiene

Lr(x) = −x
(

1/r − 1
x

+ f
′(x1/r)
f(x1/r) ·

1
r
x(1/r)−1

)
= 1− 1

r
+ 1
r
Lf (x1/r).
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�

El siguiente resultado determina cuándo la potencia de una variable aleatoria pertenece a la

clase Kd.

Lema 3.14 Sea r > 0 y X una variable aleatoria positiva con densidad f . Entonces Xr ∈ Kd si
y sólo si

Kr(a) :=
∫ ∞
a

yr−1(log f(y2))
1 + y2r dy =∞

para alguna a > 0.

Demostración. Utilizando propiedades del logaritmo y haciendo el cambio de variable y = x1/r

obtenemos∫ ∞
a

− log(r−1x2/r−2f(x2/r))
1 + x2 dx =

∫ ∞
a

− log(r−1x2/r−2)
1 + x2 dx+

∫ ∞
a

− log(f(x2/r))
1 + x2 dx

= I + r
∫ ∞
a

yr−1(log f(y2))
1 + y2r dy

para todo a > 0, además

|I| ≤ C
∫ ∞
a

| log x|
1 + x2 dx <∞.

El resultado se sigue de la Observación 2.10. �

A continuación presentamos una aplicación sencilla de los criterios de Krein y Lin.

Teorema 3.15 Sea r > 0 y X una variable aleatoria con sucesión de momentos �nita.

(i) Si Kr(a) <∞ para alguna a > 0, entonces Xr es indeterminada.

(ii) Si Kr(a) =∞ para alguna a > 0 y X ∈ L, entonces Xr es determinada.

Demostración. Para la primera parte se utiliza el Lema 3.14 y la Proposición 3.10 inciso (i).

Para el inciso (ii) se usan los Lemas 3.13 y 3.14 y la Proposición 3.10 inciso (ii). �

3.5.1 Determinación y variación regular

En [76, pág. 947] Stoyanov menciona que las funciones de densidad de la forma (3.6) permiten

estudiar el problema de determinación de las densidades de tipo exponencial, ya que sólo basta

dar condiciones en términos de u y v. Aunque el problema se puede estudiar de manera más

general, nos limitaremos a tomar u ∈ VR(ρu) y v ∈ VR(ρv), ver [56].
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Teorema 3.16 Sea X una variable aleatoria positiva que tiene función de densidad dada por

f(x) = C·u(x) exp{−v(x)}, x > 0. (3.6)

con u ∈ VR(ρu), ρu > −1 y v ∈ VR(ρv), ρv > 0.

1. Si ρv < 1/2, entonces X es indeterminada.

2. Supongamos que u tiene derivada u′ y existe xu > 0 tal que u′ y v son monótonas en [xu,∞).
Si ρv > 1/2, entonces X es determinada.

La prueba se in�ere de la siguiente observación.

Observación 3.17 Bajo las hipótesis del teorema anterior se tiene que X ∈ L, ya que

LX(x) = −xu
′(x)

u(x) + xv′(x) = Lu(x)− v(x)Lv(x),

y por el Lema 3.12 inciso (a) tenemos

lim
x→∞

LX(x) = −ρu + ρv lim
x→∞

v(x) =∞.

Dado que log v ∈ SV se sigue que ∫ ∞
a

| log u(x2)|
1 + x2 dx <∞,

por lo tanto

K(a) = C ′ +
∫ ∞
a

v(x2)
1 + x2dx = C ′ +

∫ ∞
a

x2ρv`v(x2)
1 + x2 dx,

por el Lema 3.12 inciso (a).

Si ρv < 1/2, se tiene

K(a) = C ′ + 1
2

∫ ∞
a2

yρv−(1/2)`v(y)
1 + y

dy

≤ C ′ + 1
2

∫ ∞
a2

yρv−(3/2)`v(y)dy <∞,

por el Lema 3.12 inciso (e); así X ∈ Kc y por lo tanto X es indeterminada.

Si ρv > 1/2, por el Lema 3.12 inciso (a) se sigue que yρv−(1/2)`v(y)→∞ si y →∞, entonces

para cada N > 0 existe M > 0 tal que yρv−(1/2)`v(y) > N si y > M , por lo tanto

K(a) = C ′ + 1
2

∫ M

a2

yρv−(1/2)`v(y)
1 + y

dy + 1
2

∫ ∞
M

yρv−(1/2)`v(y)
1 + y

dy

> C ′ + 1
2

∫ M

a2

yρv−(1/2)`v(y)
1 + y

dy + 1
2

∫ ∞
M

N

1 + y
dy =∞.
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Observación 3.18 Cuando ρv = 1/2 la conclusión depende de `. Un ejemplo es `(x) = 1 y en

este caso K(a) =∞.

Finalmente consideramos el caso cuando v es suma de dos funciones de variación regular, una

con exponente positivo y otra con exponente negativo.

Teorema 3.19 Sea f una función como en (3.6) con u ∈ VR(ρu), ρu ∈ R y v = v1 + v2, donde

v1 ∈ VR(ρ1), ρ1 > 0 y v2 ∈ VR(−ρ2), ρ2 > 0.

(i) Si ρ1 < 1/2, entonces X es indeterminada.

(ii) Además, supongamos que u, v1 y v2 cumplen las hipótesis del Teorema 3.16 inciso (2). Si

ρ1 > 1/2, entonces X es determinada.

Demostración. Tenemos que

K(a) = C ′ +
∫ ∞
a

x2ρ1`1(x2) + x−2ρ2`2(x2)
1 + x2 dx,

la cual es �nita si ρ1 < 1/2, la prueba es similar a la de la Observación 3.17. Por otra parte si

ρ1 > 1/2 entonces K(a) =∞, además por el Lema 3.12 inciso (b) tenemos que

lim
x→∞

LX(x) = −ρu + ρ1 lim
x→∞

v1(x) =∞,

esto demuestra (ii). �

Observación 3.20 La conclusión del resultado anterior es independiente de ρ2.



CAPÍTULO 4

Distribución logaŕıtmica skew-normal

Las distribuciones normal y log-normal juegan un papel importante tanto en la teoría como en

las aplicaciones de la probabilidad y estadística. Sin embargo, cuando se modela un fenómeno

aleatorio complejo, en ocasiones se necesitan distribuciones más �exibles.

O'Hagan y Leonard fueron los primeros en introducir la distribución skew-normal, ver [55].

En [5, 6] Azzalini estudia propiedades fundamentales y propone varias generalizaciones, entre

ellas algunas extensiones multivariadas. La distribución skew-normal multivariada tiene algunas

aplicaciones dentro de la estadística, ver [3, 7].

Primero nos enfocamos en probar algunas propiedades básicas de la distribución skew-normal

y la relación con el problema de momentos. También estudiamos la distribución logarítmica

skew-normal, algunas de sus propiedades y su conexión con el problema de momentos, además

exhibimos explícitamente clases de Stieltjes para dicha distribución. Por último, nos apoyamos

en [15] para presentar una aplicación de ésta, Chai y Bailey la utilizaron como modelo para

analizar datos de la calci�cación de la arteria coronaria.

43
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4.1 Definición y propiedades de la distribución skew-normal

De�nición 4.1 Denotamos por φ y Φ a la densidad normal estándar y la distribución normal

estándar, respectivamente. Dada λ ∈ R �ja, decimos que una variable aleatoria Xλ tiene dis-

tribución skew-normal, denotado por SN(λ), si Xλ ∼ fλ donde fλ(x) = 2φ(x)Φ(λx), x ∈ R.

Figura 4.1: Gráfica de la distribución skew-normal con diferentes parámetros.

Dado que φ es una función par se tiene que Φ(x) + Φ(−x) = 1, x ∈ R. El siguiente resultado
muestra que fλ es efectivamente una función de densidad.

Proposición 4.2 fλ es una función de densidad sobre R.

Demostración. Para todo λ ∈ R fλ es positiva, además∫ ∞
−∞

fλ(x)dx =
∫ ∞

0
2φ(x)Φ(λx)dx+

∫ 0

−∞
2φ(x)Φ(λx)dx

=
∫ ∞

0
2φ(x)Φ(λx)dx−

∫ 0

∞
2φ(−x)Φ(−λx)dx

=
∫ ∞

0
2φ(x)[Φ(λx) + Φ(−λx)]dx =

∫ ∞
0

2φ(x)dx = 1.
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�

Ahora estudiamos propiedades fundamentales de la distribución skew-normal. Sea Z una

variable aleatoria con distribución normal estándar y denotemos por d= la igualdad en distribu-

ción. El siguiente resultado presenta una recopilación de algunas propiedades conocidas sobre la

distribución en cuestión.

Proposición 4.3 Para λ ∈ R sea δ = λ/
√

1 + λ2 y Xλ ∼ SN(λ). Entonces son válidas las

siguientes a�rmaciones

1. SN(0) = N(0, 1).

2. |Xλ|
d= |Z|.

3. X2
λ ∼ χ2

1, donde χ
2
1 denota una variable aleatoria con función de distribución ji-cuadrada

con un grado de libertad.

4. −Xλ ∼ SN(−λ), o equivalentemente −Xλ
d= X−λ.

5. La función generadora de momentos de Xλ es Mλ(t) = exp(t2/2)Φ(δt), t ∈ R.

6. La función característica de Xλ es Ψt(t) = exp(−t2/2)(1 + iτ(δt)), t ∈ R donde

τ(x) =
∫ x

0

√
2/π exp(y2/2)dy y τ(−x) = −τ(x) para todo x ≥ 0.

7. SN(λ) es la distribución condicional de U dado V < λU , donde U y V son variables

aleatorias independientes con distribución normal estándar.

8. Xλ
d→ |Z| cuando λ→∞ y Xλ

d→ −|Z| cuando λ→ −∞ (convergencia en distribución).

Demostración.

1. Es claro.

2. De la Proposición B.6 inciso (4) se sigue

f|Xλ|(x) = 2φ(x)Φ(λx) + 2φ(−x)Φ(−λx) = 2φ(x), x ≥ 0.

3. Por la Proposición B.6 inciso (5) se sigue

fX2
λ
(x) = x−1/2φ(x1/2) = x−1/2

√
2π

e−x/2, x > 0.
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4. Utilizando la Proposición B.6 inciso (6) se sigue

f−Xλ(x) = 2φ(−x)Φ(−λx) = 2φ(x)Φ(−λx).

5. Se sigue de la Proposición 4.9.

6. Reescribimos la función generadora de momentos Mλ

Mλ(t) = 2et2/2Φ(δt) = 2et2/2
(

1
2 +

∫ δt

0
φ(x)dx

)
, t ∈ R.

Sea γ∗ el segmento de línea que va de 0 a δti, es decir γ∗ consiste de los puntos z̃ = yi,

donde y ∈ (0, δt). Entonces la función característica está dada por

Ψt(t) = Mλ(it)

= 2e−t2/2
(1

2 +
∫
γ∗
φ(z̃)dz̃

)

= e−t
2/2
(

1 + 2i
∫ δt

0

1√
2π
ey

2/2dy

)
, t ∈ R.

7. De la de�nición de función de distribución condicional y de la hipótesis se sigue

FU |V <λU(x) = P [U ≤ x, V < λU ]
P [V < λU ]

=
∫ x
−∞

∫ λu
−∞ fUV (u, v)dvdu∫∞

−∞
∫ λu
−∞ fUV (u, v)dvdu

=
∫ x
−∞

∫ λu
−∞ φ(u)φ(v)dvdu∫∞

−∞
∫ λu
−∞ φ(u)φ(v)dvdu

=
∫ x
−∞ φ(u)Φ(λu)du∫∞
−∞ φ(u)Φ(λu)du

= 2
∫ x

−∞
φ(u)Φ(λu)du,

donde fUV es la función de densidad conjunta de U y V .

8. Se tiene

Φ(λx)→



1 si x > 0,

0 si x < 0,

1/2 si x = 0.
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cuando λ→∞, entonces

fλ(x)→



2φ(x) si x > 0,

0 si x < 0,

1/
√

2π si x = 0,

cuando λ → ∞. Por lo tanto fλ → f|Z| c.d., entonces Xλ
d→ |Z|. Análogamente cuando

λ→ −∞.

�

4.1.1 El problema de momentos de la distribución skew-normal

Por la Proposición 4.3 inciso (5) la función generadora de momentos Mλ(t) de la distribución

skew-normal existe para todo t ∈ R. Esto implica que para cada λ ∈ R, la distribución skew-

normal es determinada, ver [28, 46]. En [10] Berg considera el problema de momentos de las

potencias de la distribución normal estándar y obtiene el siguiente resultado.

Proposición 4.4 Sea Z ∼ N(0, 1). Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Zn es indeterminada para todo entero impar mayor que 1.

(b) Sea r > 0, |Z|r es determinada si y sólo si r ≤ 4.

Para obtener algunas propiedades básicas de la distribución skew-normal necesitamos el si-

guiente resultado de Arnold y Lin, ver [2, Lema 2].

Lema 4.5 Se satisface el siguiente comportamiento asintótico de Φ,

lim
x→∞

− ln(Φ(−x))
x2 = 1

2 .

Demostración. Aplicando un par de veces la regla de L'Hopital obtenemos

lim
x→∞

− ln[1− Φ(x)]
x2 = lim

x→∞

φ(x)/x
2(1− Φ(x)) = 1

2 lim
x→∞

(
1 + 1

x2

)
.

�

Vamos a estudiar el problema de momentos de potencias de la distribución skew-normal y pro-

bar que dicha distribución tiene las mismas propiedades descritas en la Proposición 4.4. Tenemos

los siguientes resultados.
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Teorema 4.6 Sea λ ∈ R y Xλ ∼ SN(λ). Entonces

(a) Xn
λ es indeterminada para todo entero impar mayor que 1.

(b) Sea r > 0, |Xλ|r es determinada si y sólo si r ≤ 4.

Demostración. De la Proposición 4.3 inciso (2) y la Proposición 4.4 inciso (b), se sigue

(b). Para probar (a), sea Yn = Xλ
n , donde n es un número impar mayor o igual a 3, y por la

Observación 2.10 la función de densidad de Yn es

gn(y) = 2
n
|y|

1
n
−1φ(y 1

n )Φ(λy 1
n ), y ∈ R.

Utilizando el criterio de Krein basta probar que∫ ∞
−∞

− ln gn(y)
1 + y2 dy =

∫ ∞
0

− ln gn(y)
1 + y2 dy +

∫ 0

−∞

− ln gn(y)
1 + y2 dy ≡ I + II <∞,

para n impar mayor que 1.

Primero consideramos λ ≥ 0. Para estimar la primera integral, notamos que 1
2 ≤ Φ(x) ≤ 1

para x ≥ 0 y se tiene que

I ≤
∫ ∞

0

− ln 2
n

+ ln 2 + (1− 1
n
) ln y − lnφ(y 1

n )
1 + y2 dy

=
∫ ∞

0

− ln 2
n

+ ln 2− ln 1√
2π + (1− 1

n
) ln y − y2/n

2

1 + y2 dy <∞,

para n ≥ 3. Para estimar la segunda integral, escribimos

II =
∫ ∞

0

− ln gn(−y)
1 + y2 dy

=
∫ ∞

0

− ln 2
n

+ (1− 1
n
) ln y − lnφ(y 1

n )− ln Φ(−λy 1
n )

1 + y2 dy.

Por el Lema 4.5 se tiene que existe A > 0 tal que − ln Φ(−λy1/n) ≤ Cλ2y2/n + 1 si y ≥ A, por lo

tanto ∫ ∞
0

− ln Φ(−λy1/n)
1 + y2 dy ≤ C1 + Cλ2

∫ ∞
A

y2/n

1 + y2dy <∞,

para n ≥ 3. De manera similar se trata el caso λ < 0. �

4.2 Distribución log-skew-normal

A continuación presentamos la de�nición de la distribución logarítmica skew-normal.
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De�nición 4.7 Una variable aleatoria positiva Yλ tiene distribución logarítmica skew-normal,

denotado por Yλ ∼ LSN(λ), si la variable aleatoria ln Yλ tiene distribución skew-normal. Así, la

función de densidad de Yλ es

gλ(y) = 2
y
φ(ln y)Φ(λ ln y), y > 0. (4.1)

Observación 4.8 Si λ = 0 entonces LSN(λ) = LN(0, 1).

Figura 4.2: Gráficas de la distribución log-skew-normal con diferentes parámetros.

La variable aleatoria Yλ ∼ LSN(λ) tiene momentos �nitos de cualquier orden, de hecho, en el

siguiente resultado damos una fórmula explícita para E[Y t
λ ] = E[etXλ ], t ∈ R, donde Xλ es una

variable aleatoria con función de distribución skew-normal.

Proposición 4.9 Sea Yλ ∼ LSN(λ), λ ∈ R. Entonces el momento E[Y t
λ ] de orden t ∈ R, está

dado por

mt(λ) = E[Y t
λ ] = E[etXλ ] = 2et2/2Φ(δt) (4.2)

donde δ = λ√
1+λ2 .



50 CAPÍTULO 4. DISTRIBUCIÓN LOGARÍTMICA SKEW-NORMAL

Demostración. Notamos que et
2/2φ(x− t) = etxφ(x) para todo t ∈ R, así

E[etXλ ] = 2
∫ ∞
−∞

etxφ(x)Φ(λx)dx

= 2et2/2
∫ ∞
−∞

φ(x− t)Φ(λx)dx

= 2et2/2
(∫ ∞
−∞

∫ λ(x+t)

−∞
φ(x)φ(y)dydx

)

= 2et2/2
(∫ ∞
−∞

∫ λx

−∞
φ(x)φ(y)dydx+

∫ ∞
−∞

∫ λ(x+t)

λx
φ(x)φ(y)dydx

)

= 2et2/2
(

1
2 +

∫ ∞
−∞

∫ λ(x+t)

λx
φ(x)φ(y)dydx

)
.

Ahora consideramos el cambio de variablesx
y

 =
cosα − senα
senα cosα

x̃
ỹ

 ,
donde tanα es la pendiente de la recta y = λx; por lo tanto

E[etXλ ] = 2et2/2
(

1
2 +

∫ ∞
−∞

φ(x̃)dx̃
∫ λt cosα

0
φ(ỹ)dỹ

)

= 2et2/2
(∫ λt cosα

−∞
φ(ỹ)dỹ

)
= 2et2/2Φ(λt cosα).

Notamos que λt cosα es la distancia entre las rectas y = λx y y = λ(x + t); por geometría

elemental cosα = 1√
1+λ2 . �

De la Sección 2.3 sabemos que la distribución log-normal estándar es indeterminada, esta

propiedad también es válida para LSN(λ).

Teorema 4.10 Para cualquier λ ∈ R, la variable aleatoria Yλ ∼ LSN(λ) es indeterminada.

Demostración. En esta ocasión usamos el criterio de Krein. Basta mostrar que

K(1) =
∫ ∞

1

− ln gλ(y2)
1 + y2 dy

= I1 + I2 + I3 + I4 <∞,

donde

I1 =
∫ ∞

1

− ln 2
1 + y2dy, I2 =

∫ ∞
1

2 ln y
1 + y2dy
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I3 =
∫ ∞

1

− lnφ(2 ln y)
1 + y2 dy, I4 =

∫ ∞
1

− ln Φ(2λ ln y)
1 + y2 dy.

Notamos que I1 <∞, además

I2 ≤ 2
∫ ∞

1

ln y
y2 dy = 2

∫ ∞
0

xe−xdx = 2Γ(2),

de manera similar se ve que I3 < ∞. Por otro lado, si λ ≥ 0 entonces Φ(2λ ln y) ≥ 1
2 cuando

y ≥ 1, así
I4 ≤

∫ ∞
1

ln 2
1 + y2dy <∞.

Si λ < 0, por el Lema 4.5 se tiene que existe A > 1 tal que − ln Φ(2λ ln y) ≤ Cλ2(ln y)2 si y ≥ A,

por lo tanto

I4 ≤ C1 + Cλ2
∫ ∞
A

(ln y)2

1 + y2 dy <∞.

�

4.3 Clases de Stieltjes para la distribución LSN

En esta sección volvemos a mostrar que la densidad gλ dada en (4.1) es indeterminada pero

usamos el método de Stoyanov al mostrar una clase de Stieltjes con centro gλ. Antes de construir

una clase de Stieltjes para la distribución SLN(λ) con λ ≥ 0, necesitamos algunos resultados.

Primero consideramos la función p̃ de�nida como sigue

p̃(x) =


`(x−1)
`(x)

sen[π ln(x−1)]
Φ(λ lnx) , x > 1

0, c.d.
(4.3)

donde ` es la función de densidad de la log-normal LN(0, 1):

`(x) =


1√
2π

1
x

exp
[
−1

2(ln x)2
]
, x > 0

0, x ≤ 0.
(4.4)

Proposición 4.11

1. p̃ es continua en (1,∞).

2.
(

x
x−1

)1+ 1
2 ln(x(x−1))

= `(x−1)
`(x) , si x > 1.

3. limx→1+
`(x−1)
`(x) = 0 y limx→∞

`(x−1)
`(x) = 1.
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Demostración.

1. Las funciones `(x−1)
`(x) , sen[π ln(x − 1)] y 1/Φ(λ ln x) son continuas en (1,∞), por lo tanto p̃

es continua en (1,∞).

2. Si x > 1 entonces

`(x− 1)
`(x) = x

x− 1 exp
[1
2((ln x)2 − (ln(x− 1))2)

]

= x

x− 1

(
exp

[
ln x

x− 1

]) 1
2 ln(x(x−1))

=
(

x

x− 1

)1+ 1
2 ln(x(x−1))

.

3. Del inciso anterior tenemos
`(x− 1)
`(x) = exp{h(x)}

donde h(x) = (1 + 1
2 ln(x(x− 1))) ln(x/(x− 1)), a�rmamos que

lim
x→1+

h(x) = −∞ y lim
x→∞

h(x) = 0.

Se cumple que limx→1+ ln(x/(x− 1)) = − limx→1+ ln(1− 1/x) =∞, además

lim
x→1+

(
1 + 1

2 ln(x(x− 1))
)

= 1 + 1
2 lim
x→1+

(ln x+ ln(x− 1)) = −∞,

por lo tanto limx→1+ h(x) = −∞.

Ahora

h(x) = ln
(

x

x− 1

)/ 1
1 + (1/2) ln(x(x− 1)) .

Utilizando la regla de L'Hôpital se sigue

lim
x→∞

h(x) = lim
x→∞

2x(1 + 1
2 ln(x(x− 1)))2

(2x− 1)(x− 1)

= lim
x→∞

2(1 + 1
2 ln(x(x− 1)))2

2x− 1

= lim
x→∞

(2x− 1)(1 + 1
2 ln(x(x− 1)))

x(x− 1)

= lim
x→∞

2x− 1
x(x− 1) + 1

2 lim
x→∞

ln(x(x− 1))
x(x− 1) = 0.
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�

El siguiente resultado muestra que p̃ es una función acotada.

Lema 4.12 Existe una constante c̃ > 0 tal que |p̃| ≤ c̃ en R para cada λ ≥ 0.

Demostración. Se puede ver que

|p̃(x)| =
∣∣∣∣∣`(x− 1)
`(x)

sen[π ln(x− 1)]
Φ(λ ln x)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣`(x− 1)
`(x)

∣∣∣∣∣ 1
Φ(λ ln x) ≤ 2

∣∣∣∣∣`(x− 1)
`(x)

∣∣∣∣∣ , x > 1.

Dado que `(x − 1)/`(x) es continua en (1,∞) y acotada en vecindades de 1 y ∞, se sigue el

resultado. �

Teorema 4.13 Sea g = gλ la función de densidad dada en (4.1) con λ ≥ 0 y p(x) = (1/c̃)p̃(x),
x > 0. Entonces la familia de funciones

S (g, p) = {gε (x) = g (x) [1 + εp (x)] , x > 0, |ε| ≤ 1}

es una clase de Stieltjes con centro g y perturbación p.

Demostración. Para x > 1 tenemos

g(x)p(x) = 2
xc̃
φ(ln x)Φ(λ ln(x))`(x− 1)

`(x)
sen[π ln(x− 1)]

Φ(λ ln x)

= 2
c̃
`(x− 1) sen(π ln(x− 1)).

Escribimos xk = ∑k
j=0

(
k
j

)
(x− 1)j. Por (2.9) tenemos

∫ ∞
1

xkg(x)p(x)dx = 1
c̃

k∑
j=0

(
k

j

)∫ ∞
1

(x− 1)j`(x− 1) sen(π ln(x− 1))dx = 0

para todo k ≥ 0. �

4.4 Posibles extensiones

1. En esta sección usamos los siguientes resultados que aparecen en [5, 47], respectivamente.

Lema 4.14 Sea f una función de densidad par no negativa y G una función de distribución

absolutamente continua tal que G′ es par. Entonces 2G(λy)f(y), y ∈ R, es una función de

densidad para cualquier λ ∈ R.
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Teorema 4.15 La función de densidad g : R→ R satisface la ecuación funcional

g(x− 1) = e−1/2exg(x), x ∈ R,

si y sólo si existe una función ψ : R→ R de periodo 1, no negativa, tal que ψ ∈ L1(0, 1),

g(x) = 1√
2π
e−x

2/2ψ(x),

y ∫ 1

0
θ (x, 1/2)ψ(x)dx = 1,

donde la función θ está dada por

θ(x, t) =
∑
n∈Z

e−4π2n2t+2πnix.

Estos resultados dan pie para considerar las siguientes funciones de densidad.

De�nición 4.16 Sean ψ1, ψ2 : R → R funciones pares que satisfacen las mismas condi-

ciones que la función ψ en el teorema anterior. Dada λ ∈ R �ja, decimos que una vari-

able aleatoria Xλ tiene distribución skew-simétrica normal si su densidad es fλ(x) =
2φ(x)ψ1(x)

∫ λx
−∞ ψ2(y)φ(y)dy, donde φ es la densidad normal estándar.

De�nición 4.17 Una variable aleatoria Yλ tiene distribución logarítmica skew-simétrica

normal si la variable aleatoria ln Yλ tiene distribución skew-simétrica normal, es decir, la

densidad de Yλ es

gλ(x) = 2
x
φ(ln x)ψ1(ln x)

∫ λ lnx

−∞
ψ2(y)φ(y)dy. (4.5)

El siguiente resultado es el análogo de la Proposición 4.9.

Proposición 4.18 Para cualquier λ ∈ R �ja, la variable aleatoria Yλ con función de den-

sidad (4.5) tiene la función generadora de momentos

E[Y t
λ ] = et

2/2
[∫ ∞
−∞

φ(x)ψ1(x+ t)G(λx)dx
]

+ et
2/2
[∫ ∞
−∞

∫ δt

0
φ(x)φ(y)ψ1(x cosα− y senα + t)ψ2(x senα + y cosα)dydx

]
, t ∈ R,

donde G(λx) =
∫ λx
−∞ ψ2(y)φ(y)dy.
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Demostración. Procedemos como en la demostración de la Proposición 4.9.

E[Y tλ ] = 2
∫ ∞
−∞

etxψ1(x)φ(x)
(∫ λx

−∞
ψ2(y)φ(y)dy

)
dx

= 2et
2/2
∫ ∞
−∞

φ(x)ψ1(x+ t)
(∫ λx+λt

−∞
ψ2(y)φ(y)dy

)
dx

= 2et
2/2
[∫ ∞
−∞

φ(x)ψ1(x+ t)
(∫ λx

−∞
ψ2(y)φ(y)dy

)
dx+

∫ ∞
−∞

φ(x)ψ1(x+ t)
(∫ λx+λt

λx

ψ2(y)φ(y)dy
)
dx

]
= 2et

2/2
[∫ ∞
−∞

φ(x)ψ1(x+ t)G(λx)dx+
∫ ∞
−∞

∫ δt

0
φ(x)φ(y)ψ1(x cosα− y senα+ t)ψ2(x senα+ y cosα)dydx

]
,

donde hemos hecho el mismo cambio de variables que en la Proposición 4.9, así que

cosα = 1√
1 + λ2

, senα = λ√
1 + λ2

.

�

En particular, la sucesión de momentos de Yλ es:

E[Y n
λ ] = en

2/2
[
1 + 2

∫ ∞
−∞

∫ δn

0
φ(x)φ(y)ψ1(x cosα− y senα)ψ2(x senα + y cosα)dydx

]
,

(4.6)
n ∈ Z. Por las condiciones impuestas a ψ1 y ψ2, se sigue que se pueden representar como

series cosenoidales y la expresión (4.6) se puede reducir más. Consideremos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 4.19 Si ψ1 ≡ 1 y ψ2(x) = ∑∞
n=0 an cos(nx) obtenemos

E[Y n
λ ] = en

2/2
[
1 + 2

∫ ∞
−∞

∫ δn

0
φ(x)φ(y)ψ2(x senα + y cosα)dydx

]

= en
2/2 + 2en2/2

∞∑
n=0

an

∫ ∞
−∞

∫ δn

0
φ(x)φ(y) cos(nx senα) cos(ny cosα)dydx

− 2en2/2
∞∑
n=0

an

∫ ∞
−∞

∫ δn

0
φ(x)φ(y) sen(nx senα) sen(ny cosα)dydx

= en
2/2 + 2en2/2

∞∑
n=0

an

∫ ∞
−∞

φ(x) cos(nx senα)dx
∫ δn

0
φ(y) cos(ny cosα)dy

− 2en2/2
∞∑
n=0

an

∫ ∞
−∞

φ(x) sen(nx senα)dx
∫ δn

0
φ(y) sen(ny cosα)dy.
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Ahora utilizando el hecho que φ es una eigenfunción de la Tranformada de Fourier i.e.
φ̂(ξ) = φ(ξ) donde φ̂(ξ) =

∫∞
−∞ φ(x)e−ixξdx, ξ ∈ R, se sigue

∫ ∞
−∞

φ(x) cos(nx senα)dx =
∫ ∞
−∞

einx senα + e−inx senα
2 φ(x)dx

= 1
2

(∫ ∞
−∞

e−i(−nx senα)φ(x)dx+
∫ ∞
−∞

e−inx senαφ(x)dx
)

= φ(n senα),

de manera similar se obtiene∫ ∞
−∞

φ(x) sen(nx senα)dx = 0.

Por lo tanto

E[Y n
λ ] = en

2/2
[
1 + 2

∞∑
n=0

anφ(n senα)
∫ δn

0
φ(y) cos(ny cosα)dy

]
.

2. Sea (Z1, Z2) un vector aleatorio con distribución normal bivariada, esperanza (0,0), varianza

var(Zi) = 1, (i = 1, 2) y coe�ciente de correlación ρ ∈ (−1, 1). El siguiente resultado se

encuentra en [8, Sección 3.2].

Proposición 4.20 La distribución condicional de Z1 dado Z2 es SN(λ(ρ)), donde λ(ρ) =
ρ/
√

1− ρ2. En general, para cualquier a ∈ R �ja, la distribución condicional de Z1 dado

Z2 > a, tiene función de densidad

fa,λ(x) = [Φ(−a)]−1φ(x)Φ
(
−a√
1− ρ2 + λ(ρ)x

)
, x ∈ R. (4.7)

Demostración. El resultado se sigue de la de�nición de distribución condicional y del

siguiente cálculo

FZ1|Z2>a(x) = P [Z1 ≤ x, Z2 > a]
P [Z2 > a]

= [2π
√

1− ρ2Φ(−a)]−1
∫ x

−∞

∫ ∞
a

exp
[
− 1

2(1− ρ2)(u2 − 2ρuy + y2)
]
dydu

= [2π
√

1− ρ2Φ(−a)]−1
∫ x

−∞
exp

(
−u

2

2

)∫ ∞
a

exp
[
−(y − ρu)2

2(1− ρ2)

]
dydu

= [Φ(−a)]−1
∫ x

−∞
φ(u)Φ

(
−a√
1− ρ2 + λ(ρ)u

)
du.
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�

Sea a ∈ R y Ya,λ una variable aletoria positiva tal que ln Ya,λ tiene función de densidad

ga,λ(y) = [Φ(−a)y]−1φ(ln y)Φ
(
−a√
1− ρ2 + λ(ρ) ln y

)
, y > 0. (4.8)

Teorema 4.21 Para toda a ∈ R, Ya,λ es indeterminada.

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema 4.10. �

Asimismo podemos construir una clase de Stieltjes con centro en ga,λ. Primero consideramos

la función q̃ de�nida como:

q̃(x) =


`(x−1)
`(x)

sen[π ln(x−1)]

Φ
(
−a√
1−ρ2 +λ(ρ) lnx

) , x > 1

0 , x ≤ 1.
(4.9)

donde ` es la función de densidad log-normal LN(0, 1).

Lema 4.22 Para ρ ∈ (−1, 1) existe una constante c̃ > 0 tal que |q̃| ≤ c̃ en R.

Demostración. Si x > 1 tenemos

|q̃(x)| ≤
∣∣∣∣∣`(x− 1)
`(x)

∣∣∣∣∣ 1

Φ
(

−a√
1−ρ2

) ,
ya que

Φ
(
−a√
1− ρ2

)
≤ Φ

(
−a√
1− ρ2 + λ(ρ) ln x

)
,

el término de la derecha se acota usando la Proposición 4.11 incisos 2 y 3. �

Teorema 4.23 La familia de funciones

S (fa,λ, q) = {fε (x) = fa,λ (x) [1 + εq (x)] , x > 0, |ε| ≤ 1}

es una clase de Stieltjes con centro en fa,λ y perturbación q(x) = q̃(x)
c
, x > 0.

Demostración. La prueba es análoga al Teorema 4.13. �
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3. Sea g una función de densidad par y π una función medible que satisface

0 ≤ π(x) ≤ 1 y π(x) + π(−x) = 1 c.d. en R.

Dada λ ∈ R �ja, decimos que una variable aleatoria Xπ,λ tiene distribución skew-normal-
generalizada, denotado por Xπ,λ ∼ SNG(λ), si Xπ,λ ∼ fπ,λ donde fπ,λ(x) = 2g(x)π(λx).

Observación 4.24 Como en la Proposición 4.2 se puede ver que, fπ,λ es una función de

densidad sobre R.

De�nición 4.25 Una variable aleatoria positiva Yπ,λ tiene distribución logarítmica skew-

normal-generalizada, denotado por Yλ ∼ LSNG(λ), si ln Yπ,λ ∼ SNG(λ). La función de

densidad de Yπ,λ es

gπ,λ(y) = 2
y
g(ln y)π(λ ln y), y > 0. (4.10)

Teorema 4.26 Sea λ ∈ R, si π y g satisfacen∣∣∣∣∣
∫ ∞

1

ln g(2 ln y)
1 + y2 dy

∣∣∣∣∣ <∞,
∣∣∣∣∣
∫ ∞

1

ln π(2λ ln y)
1 + y2 dy

∣∣∣∣∣ <∞,
entonces la variable aleatoria Yπ,λ es indeterminada.

Demostración. La prueba es análoga al Teorema 4.10, remplazando Φ y φ por π y g

respectivamente. �

4.5 Aplicación de la distribución logarítmica skew-normal

En esta sección nos apoyamos de [50] para redactar los siguientes párrafos.

Cabe mencionar que esta distribución tiene conexión con un modelo probabilístico en la calci�-

cación de la arterias coronarias (CAC). La enfermedad coronaria arterosclerótica continúa siendo

la principal causa de muerte en occidente. La Asociación Americana del Corazón estima que

cerca de 71 millones de personas son afectadas por enfermedades cardiovasculares en los Estados

Unidos y que a su vez, éstas son responsables del 30% de las muertes totales en ese país. Los

costos generados de forma directa e indirecta, pueden ascender a cifras astronómicas de hasta 60

billones de dólares sólo en los Estados Unidos. Debido a la transición epidemiológica, la preocu-

pación prioritaria dentro de las políticas de salud pública debe ser el diseño e implementación de

métodos adecuados de tamizaje para enfermedades cardiovasculares, ver [68].
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La presencia de calcio en las arterias coronarias, ver [40], es un excelente indicador de arteroescle-

rosis, un síndrome caracterizado por el depósito e in�ltración de sustancias lipídicas en las paredes

de las arterias, y se ha asociado como factor de riesgo independiente para futuros eventos corona-

rios, por lo tanto la evaluación de su utilidad como método de tamizaje es de especial importancia,

ver [16]. Sin embargo, a pesar de su utilidad como predictor de eventos coronarios, su relación

con la existencia de lesiones estenóticas hemodinámicamente signi�cativas permanece incierta.

La nueva generación de tomógrafos multidetectores permite la detección y caracterización del

calcio coronario, así como la obtención de estudios angiográ�cos coronarios de alta calidad y

resolución, ver [21]. Sin embargo, a pesar de esta ventaja técnica, en la literatura médica aún no

se encuentra un consenso acerca de la relación de estos dos parámetros, ver [24, 44].

En particular, existe un debate en torno a la forma ideal de tamizaje por imágenes para

pacientes fuera del grupo de alto riesgo, debido a la calidad de las imágenes y su capacidad

de caracterizar lesiones así como la dosis de radiación recibida. Por esta razón, se estudia el

comportamiento de los niveles de calcio coronario en función de la angiografía coronaria por

multidetectores.

Esta información puede ser de vital importancia en el diseño e implementación de métodos de

tamizaje de pacientes con enfermedad coronaria.

La arteroesclerosis es una enfermedad in�amatoria crónica que afecta de manera ineludible

todos los lechos arteriales incluyendo no sólo los vasos coronarios, sino la aorta torácica y ab-

dominal, vasos mesentéricos, carótidas, vasos renales y periféricos, ver [67]. Esta enfermedad es

un proceso de envejecimiento, endurecimiento y degeneración de la pared de las arterias que so-

breviene con los años, aunque también puede afectar a personas relativamente jóvenes, debido a

algunas enfermedades y a alteraciones que afectan a los tejidos de la parte interna de la pared de

la arteria. La placa de ateroma está formada de colesterol, productos de desecho, células, calcio

y �brina. La pared de la arteria se engruesa y pierde su elasticidad, y puede llegar a obstruirla

totalmente. La arterosclerosis es una enfermedad lenta y progresiva, pero tiene el potencial, a

veces, de progresar rápidamente.

Resulta de una compleja interacción entre factores genéticos y ambientales que llevan a que

la pared arterial responda a diferentes estímulos de tipo in�amatorio, a través de las acciones

de las células endoteliales, células musculares lisas, plaquetas y células in�amatorias. Estas a

su vez producen una gran variedad de sustancias tales como factores de crecimiento, citoquinas,

enzimas y radicales libres, las cuales alteraran la estructura de la pared arterial y �nalmente

llevarán al desarrollo de la placa arteroesclerótica. La placa se encuentra compuesta de varias

cantidades de células musculares lisas, macrófagos, linfocitos T, ésteres de colesterol, fosfolípidos



60 CAPÍTULO 4. DISTRIBUCIÓN LOGARÍTMICA SKEW-NORMAL

y tejido conectivo extracelular. Esta estructura forma la matriz extracelular que incluye también

colágeno, proteoglicanos y la matriz pericelular formada por �bronectina y �bras de elastina,

[81]. La placa continúa su crecimiento paulatino hasta incluso, llegar a obliterar el lumen del

vaso, reduciendo el �ujo sanguíneo y causando diferentes tipos de manifestaciones clínicas, ver

[36].

La enfermedad arteroesclerótica cardiaca es la principal causa de muerte en el hemisferio

occidental y en los países industrializados. Los mayores esfuerzos en recursos económicos y

cientí�cos han ido encaminados en las últimas décadas al tratamiento de sus complicaciones

tales como el infarto agudo del miocardio, la angina, muerte súbita y falla cardiaca. Esto se

re�eja en el desarrollo de técnicas de diagnóstico invasivas y no invasivas, cirugías de puentes

coronarios, procedimientos percutáneos como la angioplastia y colocación de �stents�. Cabe

pensar entonces que una mejor alternativa sería enfocarse en la prevención del desarrollo de la

enfermedad mediante la detección de aquellos pacientes en riesgo.

Ahora mencionamos, de forma breve, los modelos utilizados en el análisis de los datos de CAC.

El modelo Tobit [79] fue propuesto por James Tobin (1958) para describir la relación entre una

variable aleatoria dependiente no negativa yi y una variable aleatoria independiente (o vector)

xi.

Matemáticamente, el modelo se ve como sigue

yi =

 0 si wi ≤ 0
wi si wi > 0

(4.11)

donde wi es una variable latente (i.e. no observable), tal que wi = xᵀi β + εi, εi ∼ N(0, σ2).
Además yi, i = 1, ..., n, denota el resultado observado, xi ∈ Rk denota los valores de k variables

explicativas para la i-ésima observación, β = (β1, ..., βk)ᵀ denota los parámetros de regresión y εi
denota el i-ésimo término residual.

En 1971 Cragg propone un modelo alterno al de Tobin, ver [17]. Formalmente, la función

de densidad de un resultado yi bajo la especi�cación de Cragg se puede expresar de la siguiente

forma

g(yi) = piIi + (1− pi)f+(yi) (4.12)

donde Ii es la función indicadora que toma el valor uno si yi = 0 y cero en caso contrario, pi es

una probabilidad y f+ es una función de densidad con sop(f) ⊂ R+.
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Moulton y Halsey [34] generalizaron el modelo anterior como sigue

g(yi) = [pi + (1− pi)F+(T )]Ii + (1− pi)f+(yi) (4.13)

donde T > 0 �jo y F+ es la correspondiente función de distribución de f+.

Haciendo

pi = P [yi = 0] = Φ(−xᵀ(1)iβ(1)), x(1)i ⊆ xi, β(1) ⊆ β

log(yi|yi > 0) ∼ SN(xᵀ(2)i, σ, δ), x(2)i ⊆ xi, β(2) ⊆ β

donde los datos observados yi son variables aleatorias idénticamente distribuidas e independientes,

el conjunto de variables explicativas x(j) = (x(j)1, ..., x(j)n)ᵀ con j = 1, 2.
El modelo probit/log-skew-normal desarrollado se utiliza para el análisis de los datos de la

CAC.





Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue analizar la de�nición de clase de Stieltjes y sus propiedades

básicas. También, se obtuvieron algunas técnicas para construir clases de Stieltjes a partir de

una dada. La �nalidad de dicha de�nición fue resolver la unicidad del Problema de Momentos.

Gracias a algunas herramientas del análisis complejo, entre ellas la integración compleja, se

obtuvieron perturbaciones y como efecto fue posible construir explícitamente clases de Stieltjes

cuyos centros son funciones de densidad muy conocidas en probabilidad y estadística. Es impor-

tante mencionar que el Teorema 2.2, que nos permitió construir estas perturbaciones, es nuevo,

ver [51].

Otro aspecto nuevo es que a partir del criterio de Krein se pueden obtener clases de Stielt-

jes. Por otra parte, a partir de un resultado de Perdersen [61], se pudo debilitar el intervalo

de integración de (3.1) y (3.2); además mostramos la relación que existe entre el problema de

determinación y las funciones de variación regular y así estudiar funciones de densidad de la

forma (3.6).

Estudiamos algunas propiedades de las distribuciones skew-normal y log-skew-normal LSN,

además analizamos el Problema de Momentos para tales distribuciones, y exhibimos clases de

Stieltjes cuyo centro es la distribución LSN .
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APÉNDICE A

Teoŕıa de la Medida

En este apéndice recordamos algunas de�niciones y teoremas de la Teoría de la Medida, nos

apoyamos en [26, Capítulos 10, 11].

Lema A.1 (Lema del promedio) Sea (X,S, µ) un espacio de medida. Dada k ≥ 0 y una

función integrable f tal que
∣∣∣ 1
µ(E)

∫
E fdµ

∣∣∣ ≤ k para todo E ∈ S con 0 < µ(E) < +∞. Entonces

|f | ≤ k c.d. rel. µ.

De�nición A.2 Sea (X,S) un espacio medible. Una medida con signo en (X,S) es una función
conjuntista ν : S −→ R tal que:

1. ν(∅) = 0.

2. ν toma a lo más uno de los valores extendidos +∞ o −∞.

3. Si (Ei) es una sucesión disjunta de elementos de S, entonces: ν (∪∞i=1Ei) = ∑∞
i=1 ν(Ei), en

donde la igualdad anterior se debe entender como sigue:

Si |ν (∪∞i=1)Ei) | < +∞ entonces la serie converge absolutamente y si |ν (∪∞i=1)Ei) | = +∞,

entonces la serie converge (en el sentido extendido) a +∞ o −∞ (respectivamente).

Decimos que ν es �nita si |ν(E)| <∞ para todo E ∈ S y es σ-�nita si existe una sucesión

(En) de elementos de S tal que X = ⋃∞
n=1En y |ν(En)| < +∞ para todo n.

65
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De�nición A.3 Sea (X,S) un espacio de medida, µ1 : S −→ R+
una medida y µ2 : S −→ R

una medida con signo. Decimos que µ2 es absolutamente continua con respecto a µ1, denotado

por µ2 � µ1, si µ2(E) = 0 siempre que µ1(E) = 0, E ∈ S.

Teorema A.4 (Radon-Nikodym(1930)) Sean (X,S) un espacio medible, µ : S −→ R una

medida σ-�nita y ν : S −→ R una medida con signo σ-�nita tal que ν � µ. Entonces existe

una función medible f tal que ν(E) =
∫
E fdµ para todo E ∈ S. Si existe f̃ medible tal que

ν(E) =
∫
E f̃dµ para todo E ∈ S entonces f = f̃ c.d. rel. µ.

De�nición A.5 Sean (X,S) un espacio medible, µ : S −→ R una medida σ-�nita y ν : S −→ R
una medida con signo σ-�nita tal que ν � µ. La única función (rel. µ) f medible que satisface

ν(E) =
∫
E fdµ para todo E ∈ S se llama la derivada de Radon-Nikodym de ν con respecto a µ y

se denota f = dν
dµ

[µ] ([µ] abrevia la expresión c.d. rel. µ).

A continuación enunciamos algunas propiedades de la derivada de Radon-Nikodym. Por

simplicidad nos restringimos al caso de medidas σ-�nitas.

Proposición A.6 Sean (X,S) un espacio medible, ν, ν1, ν2, ρ y µ : S −→ R medidas σ-�nitas

entonces:

1. Si ν1 � µ y ν2 � µ, entonces ν1 + ν2 � µ y

d(ν1 ± ν2)
dµ

= dν1

dµ
± dν1

dµ
[µ].

2. Si ρ� ν y ν � µ entonces: ρ� µ y

dρ

dµ
=
(
dρ

dν

)(
dν

dµ

)
[µ].

3. Si ν y µ son equivalentes i.e. ν � µ y µ� ν, denotado por ν � µ, entonces

ν

(
{x ∈ X : dν

dµ
(x) = 0}

)
= 0, dµ

dν
=
(
dν

dµ

)−1

[µ].

En adelante consideramos un espacio medible (X,S).

Proposición A.7 Si µ es una medida sobre S y f : S −→ R es una función medible no negativa,

entonces ν : S −→ R de�nida por ν(E) =
∫
E fdµ es una medida con signo.
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Por otra parte, una función de distribución F (ver B.3) genera una medida de probabilidad

µF sobre los borelianos de R. Esto se hace de la siguiente manera:

Primero se de�ne la medida de los intervalos de la forma (−∞, x]:

µF ((−∞, x]) = F (x).

De donde es natural poner µF ((a, b]) = F (b) − F (a), a, b ∈ R, a < b. Posteriormente se

extiende µF al álgebra de las uniones �nitas disjuntas de conjuntos de la forma (a, b], a, b ∈ R,
a < b. Finalmente usamos el teorema de extensión de Caratheodory para de�nir µF sobre los

borelianos de R.
Recíprocamente, si se tiene una medida de probabilidad µ sobre los borelianos en R se puede

de�nir:

F (x) = µ((−∞, x]), x ∈ R.

Esta función así de�nida es una función de distribución y la medida que se genera a partir de

ella, como se mencionó anteriormente, coincide con µ.

En otras palabras, hay una correspondencia uno a uno entre las funciones de distribución y

las medidas de probabilidad sobre los borelianos de R.

De�nición A.8 Se dice que una función de distribución F es absolutamente continua con res-

pecto a una función de distribución G, si la medida generada por F es absolutamente continua

con respecto a la medida generada por G, y se denota por F � G.

Del teorema de Radon-Nikodym se deriva inmediatamente el siguiente resultado:

Proposición A.9 Sean F y G dos funciones de distribución, entonces F es absolutamente con-

tinua con respecto a G si y sólo si existe una función medible no negativa f tal que F (x) =∫ x
−∞ f(y)dG(y) para cualquier x ∈ R.

De�nición A.10 (Medidas producto) Sean (X,F) y (Y,G) dos espacios de medida. Intro-

ducimos el espacio producto (X × Y,F ⊗ G), donde F ⊗ G es la σ-algebra de subconjuntos de

X × Y generada por F × G, es decir, σ(F × G) = F ⊗ G.

De�nición A.11 Sea H ⊂ X × Y y x ∈ X, de�nimos la x-sección de H (denotada por Hx)

como el subconjunto de Y dado como sigue: Hx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ H}. De manera similar

podemos de�nir la y-sección de H (denotada como Hy), como el subconjunto de X dado como

sigue: Hy = {x ∈ X : (x, y) ∈ H}.
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Se puede probar que si H ∈ F ⊗ G entonces Hx ∈ G y Hy ∈ F . El siguiente resultado nos

garantiza la existencia de una medida en el espacio producto con la propiedad de que la medida

de rectángulos medibles es el producto de sus medidas.

Teorema A.12 (De la medida producto) Sean (X,F , µ) y (Y,G, ν) dos espacios de medida σ-

�nita, entonces la función conjuntista π : F ⊗ G −→ R de�nida por:

π(H) =
∫
ν(Hx)dµ =

∫
µ(Hy)dν

es una medida σ-�nita, y es la única medida sobre F ⊗ G con la propiedad de que: π(A× B) =
µ(A)ν(B) para todo A×B ∈ F ⊗G. Llamamos a π la medida producto de µ y de ν, se le denota

por µ⊗ ν.

La demostración del teorema anterior se encuentra en Halmos [30]

Teorema A.13 Sean (X,F , µ) y (Y,G, ν) dos espacios de medida σ-�nita, f ∈ L1(X × Y ) y

F ×G ∈ F × G. Entonces∫
F×G

fd(µ⊗ ν) =
∫
F

(∫
G
fdν

)
dµ =

∫
G

(∫
F
fdµ

)
dν.
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Probabilidad

Para este tema nos apoyamos en las fuentes [42, Capítulo 4] y [66, págs. 68-90].

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, donde Ω es un conjunto arbitrario no vacío, F es

una σ-álgebra de subconjuntos de Ω y P es una medida de probabilidad de�nida sobre F .

De�nición B.1 Sea X : (Ω,F , P )→ R una variable aletoria.

1. La distribución de X es la probabilidad PX(B) = P (X−1(B)), B ∈ F .

2. La función de distribución de X es FX(x) = PX((−∞, x]) = P [X ≤ x] =
∫ x
−∞ dFX(t), donde

consideramos la integral de Lebesgue-Stieltjes.

Se denota FX para relacionar la función de distribución a la variable aletoria X, pero cuando no

hay ambigüedad solo se escribe F .

Proposición B.2 Sea F una función de distribución de una variable aletoria. Entonces

1. limx→+∞ F (x) = 1 y limx→−∞ F (x) = 0.

2. Si x ≤ y, entonces F (x) ≤ F (y).

3. F es continua por la derecha, i.e. F (x+) = F (x).
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De�nición B.3 Una función F : R → [0, 1] es llamada función de distribución si cumple las

propiedades anteriores.

Proposición B.4 Sea F una función de distribución. Entonces, existe un espacio de probabili-

dad (Ω,F , PF ) y una variable aletoria X de�nida en Ω, tal que FX = F .

Proposición B.5 Sea X una variable aletoria con función de distribución F . Para cualesquiera

números reales a < b, se cumple

1. P (X < a) = F (a−).

2. P (X = a) = F (a)− F (a−).

3. P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a).

4. P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a−).

5. P (a < X < b) = F (b−)− F (a).

6. P (a ≤ X < b) = F (b−)− F (a−).

Proposición B.6 Sea X una variable aletoria con función de distribución F . Entonces se

cumplen la siguientes a�rmaciones

1. F|X|(x) = F (x)− F ((−x)−)

2. F−X(x) = 1− F ((−x)−)

3. FX2(x) = F (x1/2)− F ((−x1/2)−), x ≥ 0.

Si además se cumple que F es absolutamente continua con F ′ = f entonces

4. F|X|(x) = F (x)− F (−x) y f|X|(x) = f(x) + f(−x), x ≥ 0.

5. F−X(x) = 1− F (−x) y f−X(x) = f(−x)

6. FX2(x) = F (x1/2)− F (−x1/2) y fX2(x) = x−1/2

2 (f(x1/2) + f(−x1/2)), x ≥ 0.

De�nición B.7 Sea X una variable aletoria con función de distribución F . La esperanza de X,

denotada por E(X), se de�ne como el número

E(X) =
∫ ∞
−∞

xdF (x),

cuando esta integral sea absolutamente convergente, i.e.
∫∞
−∞ |x|dF (x) <∞, y en tal caso se dice

que X es integrable, o que tiene esperanza �nita.
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Teorema B.8 Sea X una variable aleatoria con función de distribución F y sea g : R→ R una

función Borel medible tal que g(X) tiene esperanza �nita. Entonces

E[g(X)] =
∫ ∞
−∞

g(x)dF (x).

Es común abreviar
∫∞
−∞ g(x)dF (x) con

∫
gdF .

Proposición B.9 Sea F una función de distribución en R.

1. Si g ≡ c, entonces
∫
gdF = c.

2. Para B ∈ F ,
∫
χBdF = PF (B).

3. Si h, g son integrables con respecto de F y a, b ∈ R, entonces
∫

(ag + bh)dF = a
∫
gdF +

b
∫
hdF .

4. Si g y h son integrables con respecto a F y g ≤ h, entonces
∫
gdF ≤

∫
hdF .

La siguiente parte se tomó de [22, págs. 12-13]. Sean X, Y variables aleatorias y F (x, y) =
P [X ≤ x, Y ≤ y]. Entonces

P [XY ≤ z] =
∫ ∫

xy≤z
dF (x, y).

Si P [X = 0] = P [Y = 0] = 0, entonces x ≤ z/y si y > 0 y z/y ≤ x si y < 0, así

P [XY ≤ z] =
∫ 0

−∞

(∫ ∞
z/y

dF (x, y)
)

+
∫ ∞

0

(∫ z/y

−∞
dF (x, y)

)
. (B.1)

Si X y Y son independientes, se tiene

F (x, y) = P [X ≤ x]P [Y ≤ y] = FX(x)FY (y),

entonces simpli�cando (B.1), obtenemos

P [XY ≤ z] =
∫ 0

−∞

(
1− FX

(
z

y
− 0

))
dFY (y) +

∫ ∞
0

FX

(
z

y

)
dFY (y).

Además, si g(y) = F ′Y (y) existe c.d. entonces dFY (y) = g(y)dy.

A continuación damos algunos resultados básicos de la teoría de las funciones de variación

regular y nos apoyamos en [14, págs. 1-57], [19], [20, págs. 275-289] y [64, págs. 7-26].
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De�nición B.10 Sea u una función medible y positiva sobre [a,∞) para alguna a ≥ 0. Decimos

que u es una función de variación regular, denotado u ∈ VR(ρ) con ρ ∈ R, si

u(xt)
u(t) → xρ cuando t→∞ para todo x > 0.

Si ρ = 0 escribimos u ∈ VS.

Estas funciones fueron introducidas y estudiadas por Karamata en 1930, con u una función

continua en lugar de medible. El teorema básico de Convergencia Uniforme, fue probado por

Karamata en 1930 y en 1949 Korevaar lo demostró en el caso medible.

Teorema B.11 (Teorema de Convergencia Uniforme (TCU)) Si u ∈ VR(ρ) con ρ ∈ R
entonces

lim
t→∞

u(xt)
u(t) = xρ

uniformemente local en (0,∞). Es decir, si ρ < 0 entonces converge uniformente en intervalos

de la forma (b,∞), b > 0. Si ρ > 0 y u es acotada en intervalos de la forma (0, b] entonces
converge uniformente en intervalos de la forma (0, b] para todo b > 0.

En 1930 Karamata demostró el siguiente teorema.

Teorema B.12 (Teorema de Representación) ` ∈ VS si y sólo si

`(x) = c(x) exp
{∫ x

b

ε(s)
s
ds

}
, x ≥ b,

para alguna b > 0, donde c : R→ R y ε : R→ R son funciones medibles y acotadas que satisfacen

c(x)→ c ∈ (0,∞) y ε(x)→ 0 cuando x→∞.

Observación B.13

lim
x→∞

c(x) exp
{∫ x

a
ε(s)
s
ds
}

c exp
{∫ x

a
ε(s)
s
ds
} = 1
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Núcleo de Poisson y espacios de Hardy

Para los siguientes temas nos apoyamos de la fuente [23, Capítulos 1,2].

Sea u(z) una función armónica en el disco abierto D y continua en D, esto es, u ∈ C2(D)∩C(D)
y satisface la ecuación de Laplace

∆u = ∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0 en D,

por el teorema del valor medio para funciones armónicas tenemos

u(0) = 1
2π

∫ 2π

0
u(eiθ)dθ.

Sea z0 = reiθ0 ∈ D. Existe una fórmula similar para u(z0), que se obtiene por un cambio de

variable a través de una transformación de Möbius. Sea τ(z) = (z − z0)/(1 − z̄0z). El círculo

unitario ∂D es invariante bajo τ , y podemos escribir τ(eiθ) = eiϕ. Por tanto

dϕ

dθ
= τ ′(eiθ)
τ(eiθ) e

iθ = 1− |z0|2

|eiθ − z0|2
= 1− r2

1− 2r cos(θ − θ0) + r2 := Pz0(θ). (C.1)

La función Pz0(θ) es llamada núcleo de Poisson para el punto z0 ∈ D. Como u(τ−1(z)) es otra

función continua en D̄ y armónica en D, haciendo el cambio de variable produce

u(z0) = u(τ−1(0)) = 1
2π

∫ 2π

0
u(eiθ)Pz0(θ)dθ,
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obteniendo la llamada fórmula integral de Poisson.

El núcleo de Poisson Pz(θ) también se puede escribir como sigue

Pz(θ) = <e
iθ + z

eiθ − z
,

de donde se sigue que para θ �jo Pz(θ) es una función armónica de z ∈ D. Por lo tanto cuando

f(θ) ∈ L1(∂D), la función de�nida por

u(z) = 1
2π

∫ 2π

0
Pz(θ)f(θ)dθ. (C.2)

es armónica en D. El extremo derecho de (C.1) muestra que la fórmula integral de Poisson puede

ser interpretada como una convolución. Si z = reiθ0 , entonces

Pz(θ) = Pr(θ0 − θ)

y (C.2) toma la forma

u(z) = 1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ0 − θ)f(θ)dθ = (Pr ∗ f)(θ0).

Ahora consideramos la función z : D −→ R2
+ de�nida como z(w) = i(1−w)/(1 +w). Sea w0 ∈ D

�jo y sea z0 = z(w0) ∈ R2
+. Esta función manda ∂D a R ∪ {∞} de modo que si w = eiθ ∈ ∂D, y

w 6= −1, entonces z(w) = t ∈ R. Derivando obtenemos

1
2πPw0(θ)dθ

dt
= 1
π

y0

(x0 − t)2 + y2
0

:= Pz0(t), z0 = x0 + iy0.

El lado derecho es el llamado núcleo de Poisson en el semiplano superior, Pz0(t) = Py0(x0 − t)
(la notación no es ambigua porque z0 ∈ R2

+ y y0 /∈ R2
+). Por tanto la fórmula integral de Poisson

para R2
+ es

u(z) =
∫
Pz(t)u(t)dt =

∫
Py(x− t)u(t)dt.

cuando u(z) es continua en R2
+ y armónica en R2

+.

Si t ∈ R �jo, el núcleo de Poisson para el semiplano superior es una función armónica de z ya

que

Pz(t) = 1
π
=
( 1
t− z

)
, z = x+ iy.

se sigue que Pz(t) ≤ cz/(1 + t2), donde cz es una constante que depende de z. Por tanto, Pz(t) ∈
L2(R) y la función

u(z) =
∫
Pz(t)f(t)dt.
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es armónica en R2
+ cuando f(t) ∈ Lp(R) con 1 ≤ p ≤ ∞.

Asimismo la fórmula integral de Poisson para el semiplano superior se puede escribir como

una convolución

u(z) =
∫
Py(x− t)f(t)dt = (Py ∗ f)(x), z = (x, y) ∈ R2

+.

El núcleo de Poisson tiene las siguientes propiedades

1. Py(t) ≥ 0,
∫
Py(t)dt = 1.

2. Py(t) = Py(−t).

3. Py es decreciente cuando t > 0

4. Py(t) ≤ 1/πy, t ∈ R.

5. Para δ > 0 �jo, sup|t|>δ Py(t)→ 0 si y → 0.

6. Para δ > 0 �jo,
∫
|t|>δ Py(t)dt→ 0 si y → 0.

7. Además, {Py}y>0 es un semigrupo Py1 ∗ Py2 = Py1+y2 .

Acontinuación mencionamos algunos teoremas de suma importancia

Teorema C.1 1. Si 1 ≤ p ≤ ∞ y f ∈ Lp, entonces

||Py ∗ f − f ||p −→ 0, cuando y −→ 0.

2. Cuando f es acotada y uniformemente continua en R, (Py ∗ f)(x) converge uniformemente

a f(x).

Para estudiar los siguientes temas se recomienda al lector consultar [23].

La teoría clásica de los espacios de Hardy Hp es una mezcla del análisis real y complejo.

Además, hay dos teorías de espacios de Hardy Hp, una para el disco y otra para el semiplano

superior. En esta ocasión necesitamos la teoría del espacio de Hardy Hp(dt) en el semiplano

superior.

Sea 1 ≤ p < ∞ y f(z) una función analítica en el semiplano superior R2
+. Decimos que

f ∈ Hp = Hp(dt) si
sup
y>0

∫
|f(x+ iy)|pdx = ||f ||pHp <∞.
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Cuando p = ∞ escribimos H∞ para el conjunto de funciones analíticas y acotadas en R2
+, la

norma en H∞ está dada por

||f ||∞ = sup
z∈R2

+

|f(z)|.

Se puede demostrar que Hp es un espacio de Banach, 1 ≤ p ≤ ∞.

Sea α > 0 �jo, consideremos el cono

Γα(t) = {z ∈ R2
+ : |x− t| < αy ∈}, t ∈ R.

Si u(z) es una función armónica en R2
+, de�nimos la función maximal no-tangencial de u para

t ∈ R como

u∗(t) = sup
z∈Γα(t)

|u(z)|.

El valor de u∗ depende del parámetro α pero una vez que α ha sido �jada omitimos esta distinción.

Teorema C.2 Sea 1 ≤ p <∞ y f ∈ Hp(dt). Entonces para cualquier α > 0, la función maximal

no-tangencial

f ∗(t) = sup
z∈Γα(t)

|f(z)|, t ∈ R,

está en Lp(R) y

||f ∗||pp ≤ Aα||f ||pHp ,

donde la constante Aα depende sólo de α. Por otra parte, f(z) tiene límite no-tangencial f̃(t) :=
limΓα(t)�z→t f(z) c.d. en R que satisface∫

|f̃(t)|pdt = ||f ||pHp

y

lim
y−→0

||f(t+ iy)− f̃(t)||pp = 0.

El siguiente lema también es de suma importancia.

Lema C.3 Sea f(z) ∈ H1(dt). Entonces la tranformada de Fourier de su límite no-tangencial

satisface

f̂(s) =
∫ ∞
−∞

f̃(t)e−2πistdt = 0

para todo s ≤ 0.

Teorema C.4 Sea 1 ≤ p < ∞ y h ∈ Lp(R) con h > 0. Entonces existe f ∈ Hp(dt) tal que

|f̃(t)| = h(t) c.d. t ∈ R si y sólo si ∫ log h(t)
1 + t2

dt > −∞.
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