UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Los primeros trabajos de Euler sobre algunos teo-
remas de Fermat y otros acerca de la teoria de
numeros.

T E S | S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:
Matematico

P R E S E N T A:

Pedro José Sobrevilla Moreno

DIRECTOR DE TESIS:
Mat. Julio César Guevara Bravo
2012




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Indice General

1. Introduccion 5
2. Capitulo | 10
2.1 El encuentro con Christian Goldbach..................ocoiiiiiiiiiin 10
2.2 Elprimerarticulo. ... ..o 12
2.3 Sobre los Teoremas de Fermat............cooeoeviiiiiiiiiniiiieeens 14
3. Capitulo 11 27
3.1 ¢Seran primos los nimeros de Fermat?..........cccceevvevieeieiieneesesnnn, 27

3.2Divisoresde @* +b” 29
4. Capitulo I11 39
4.1 LOS NUMEr0S PrfeCtOS. .. .ououee it 39
4.2 Con Euler se llega a las condiciones necesarias y suficientes............. 44
A3 EIFactor de Euler.......oovuininiiiie e 51
A4 APENAICE. ...t 57
5. Capitulo IV 62
5.1 Sobre el pequefio Teoremade Fermat..............cooeviiiiiiiniinininnnn.. 62
5.2 San Petersburgo....... ..o 63
5.3 DESUE PrUSIA. .. vttt e e 70



5.4 Llego lateoria de reSiduns. .........oveviniiiiniiiiiiieeee e 74

6. Capitulo V 82
6.1 La funcion ¢ (n) y el teorema de Fermat......................o.oevennen. 82
6.2 Mas reflexiones para la funcién @(n)...............cooooiiiiiiiin. 90
6.3 Difusion de sus resultados. .............oueeiiiiiiiii e, 93
B.4 ADPENAICE. ..o, 95
7. Conclusion 98
8. Referencias 100



INTRODUCCION

Cuando se revisan de manera superficial las aportaciones culturales de los
individuos de una comunidad, es frecuente que no se perciba lo importantes
y fructiferas que estas fueron. En ocasiones se identifican s6lo algunos pasa-
jes de sus contribuciones, y si bien pueden ser importantes, tampoco implica
que sean los Unicos o los mas trascendentes. El riesgo que se corre cuando
solo se popularizan algunas aportaciones en la vida de las personas, es perder
partes importantes que pueden proporcionar datos fundamentales para com-
prender mejor como se desarrollaron las vidas de los individuos, tanto en el
ambito personal como en el académico.

En el caso de la ciencia pasa algo semejante, y nos referimos a que el
desarrollo de las teorias cientificas generalmente no se gesta de manera ais-
lada o casi espontanea.’ Los practicantes de estas disciplinas por lo menos
intercambian comentarios con algunos de sus colegas y escriben versiones
preliminares de sus resultados.

Pero si se da el caso de que en alguna investigacion historica no se
recurre a la mayoria de las fuentes aportadas por algin autor, entonces puede
pasar que sélo algunos de sus resultados cientificos alcancen cierta populari-
dad en tanto que otros no. Una consecuencia de lo sefialado es que se empie-
za a crear una imagen de que lo importante en el trabajo intelectual de cier-

tos autores se restringe solo a eso resultados famosos. Y mas aln, cuando

! Por ejemplo, tenemos el caso de Galois, de cuya vida existen multiples versiones que estan
a nivel de entretenidas narraciones noveladas, en las que se menciona que escribié todas sus
ideas referentes a las matematicas durante la noche previa al duelo en el que perdi6 la vida.
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vemos uno de sus trabajos publicados no podemos saber cuéles fueron los
intercambios de ideas previas entre los individuos involucrados, y es porque
s6lo podemos ver el trabajo final.

El caso que aqui trataremos gira en torno de los primeros trabajos so-
bre teoria de los niumeros de Leonhard Euler. Actualmente, cuando se estu-
dian las aportaciones de Euler a la teoria de los nimeros, se hace tomando
como referencia escritos modernos, ya sea libros o articulos de revistas espe-
cializadas, y éstos generalmente son presentados como ejemplos de los
estandares de rigor de lo que hoy entendemos como demostrar en matemati-
cas. Aqui, en el trabajo de tesis, lo que nos interesa es regresar a los articulos
originales de Euler y a partir de ellos entender como se gestaron sus primeras
aportaciones a la teoria de los nimeros. Con este enofoque se podra entrever
coémo se desarrollaron los resultados que podemos encontrar en los libros
actuales, pero expuestos de manera generalmente diferente a los trabajos
originales.

Al recurrir a los articulos originales y a la correspondencia, es posi-
ble conocer las relaciones que mantuvo Euler con diversos personajes de su

época, asi como los trabajos relevantes de la teorfa de los nimeros, y no

%Esto es relevante porque su relacion con otros personajes se puede reconstruir a través de la
correspondencia, y es ahi donde se puede encontrar parte de las claves para entender el
génesis de diversas teorias. Y para el caso de la teoria de los nimeros es fundamental la
relacion de intercambio matematico que se dio entre Euler y Christian Goldbach. Ademés
del interés por tratar de entender los primeros trabajos de Euler nos parece importante mos-
trar en esta tesis que el intercambio matematico entre ellos no se puede restringir a pensar
que practicamente lo Gnico que se dio es lo correspondiente al pasaje de lo que hoy conoce-
mos como conjetura de Goldbach. Consideramos que es importante mostrar una parte de lo
fructifero y trascendente que fue su intercambio de ideas matematicas.

6



quedarse sélo con aquellos que son los méas conocidos.

Sabemos del interés de Euler por la teoria de los nimeros desde su
llegada a San Petersburgo, invitado por Pedro el Grande y Catalina I. A las
pocas semanas de llegar conocio a Christian Goldbach y la relacion entre
ellos fue duradera. Por la correspondencia que ha llegado a nuestros dias,
ahora nos podemos enterar que desde finales de 1729 ellos empezaron a te-
ner una comunicacion escrita muy fructifera desde el punto de vista matema-
tico. Al revisar los inicios de la correspondencia se puede entender cuales
fueron las inquietudes que llevaron a Euler a escribir el primer trabajo sobre
teorfa de los nimeros,® y nos referimos al Observationes de theoremate quo-
dam Fermatiano aliisque ad numeros primos spectantibus.” Este articulo es
el punto de partida del trabajo de tesis, cuyo objetivo es estudiar los temas
que ahi se desarrollan, y a partir de ellos investigar hasta donde es que Euler
logro profundizar —a traves de otros trabajos- sobre cada uno de ellos. Para
alcanzar dicho objetivo la tesis se sustenta principalmente en los articulos
originales en los que Euler trat de alguna manera los mismos temas que en
E26.

A continuacion se presenta una breve exposicion del contenido de cada capi-

tulo que contiene esta tesis.

3es importante mencionar que toda la correspondencia conocida entre ellos cubre diversos
temas, y que cada una de las cartas contiene varios puntos sobre cuestiones matematicas.

Observaciones sobre teoremas que Fermat y otros sobre nimeros primos. A partir de aqui
nos referiremos a los trabajos de Euler por la clasificacion hecha por Gustav Enestrém, que
enlista todos los articulos escritos por Euler de 1 a 866. Para el caso del articulo mencionado
es E-26. El archivo completo se puede consultar en: www.eulerarchive.org
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e En el primer capitulo se hace un analisis de los tres temas centrales
del primer articulo de Euler en teoria de nimeros (E26), y son los si-
guientes: Primero se trata el argumento para deducir que el quinto

numero de Fermat (225+1) no es primo; después se describen ciertos
resultados que Euler encontrd acerca de nimeros perfectos, ademas
de la descripcion que hace sobre el pequefio teorema de Fermat vy, fi-
nalmente, se revisan los teoremas que presenté al final del articulo,
pero que no demostro.

En los siguientes capitulos se lleva a cabo el estudio de la tras-
cendencia de las propuestas planteadas por él en E26.

e En el segundo capitulo se retoman los nimeros de Fermat, tema que
Euler trat6 en tres articulos, ademas de E26. Se hard un analisis de
cada uno de ellos, pero sobre todo del segundo Theoremata circa
divisores numerorum®, que es en realidad el primero, en donde expli-
ca como es que encontrd el divisor del quinto nimero de Fermat.
Ademas se agregara una demostracion moderna de este hecho.

e En el tercer capitulo se tratan los nimeros perfectos, sobre todo la
demostraciéon de Euler donde exhibe que todo numero perfecto par
tiene que ser de la forma euclidiana. Al final se anexa un apéndice en
el que se detalla la demostracion de Euclides de este resultado.

e En el cuarto capitulo se estudian los trabajos de Euler sobre el

pequefio teorema de Fermat, tema que tratd principalmente en tres

Teoremas sobre divisores de nimeros, con la clasificacion E134.
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articulos, seleccionados para ser analizados porque cada uno de ellos
proporciond una demostracion diferente. En los trabajos la prueba del
pequefio teorema pareciera el objeto perfecto a través del que se
pudieron mostrar avances en la construcion de la teoria de niumeros.

e Finalmente, en el quinto capitulo, se presenta un tema que esta
totalmente vinculado con el cuarto capitulo. Se trata de la
generalizacion del pequefio teorema de Fermat (conocido
actualmente como teorema de Euler-Fermat). Ademas del estudio de
la demostracion se hace una revision de algunos teoremas que se
encuentran en el articulo Theoremata arithmetica nova methodo de-
monstrata (E271) en el que Euler desarrolla la teoria de residuos. Y
para terminar se agregan algunos resultados modernos sobre la

funcion ¢ de Euler.®

® Esta funcion se refiere a que un entero positivo n tiene ¢(n) enteros positivos menores o
iguales a él, y que son primos relativos con n.
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Capitulo |

El encuentro con Christian Goldbach

Ya se menciond en la introduccion que el interés de Euler por la teoria de los
numeros surgid -por o menos en un sentido- desde 1729 a partir de su cercan-
fa con Christian Goldbach’ que inici6 cuando llegé a San Petersburgo. En
1732 el producto de las primeras reflexiones que iniciaron con Goldbach se
reflejé en las Observaciones sobre teoremas que... (E26). Como uno de los
objetivos de la tesis es estudiar la trascendencia de sus primeras proposicio-
nes, entonces es conveniente revisar las primeras comunicaciones con Gold-
bach para asi entender coémo se originaron las ideas vertidas en el articulo
arriba sefialado.

La primera carta entre ellos fue del 13 de octubre de 1729 y la escribio
Euler. La inici6 con un comentario sobre una de las ideas que habia utilizado
para el célculo del factorial de valores fraccionarios o irracionales de la ex-
presidn convergente

1.2m 2l=m.gm 3l-m. gm 4l-m. gm
1+m 24+4m 3+m  4+m

()" =216 =516 =51

’ A la muerte de Catalina | de Rusia en 1727, el nuevo Zar Pedro Il design6 a Christian
Goldbach (1690-1764) asesor de su prima Ana lvanovna de Courland. A la muerte de Pedro
Il en 1730, Goldbach siguié al servicio de Ana —Ila sucesora al trono—, y en 1732 fue
nombrado secretario de la Academia de Ciencias de San Petersburgo, posteriormente, en
1737 junto con Johann Schumacher, se hizo cargo de su administracién.
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misma que le generaba valores semejantes a los que obtenia Daniel Bernoulli
con la serie hipergeométrica.

El primero de diciembre del mismo afio Goldbach le respondid, y lo
que predomind en la carta fueron los comentarios a la formula antes mencio-
nada. Goldbach le sefial6 que seria conveniente explorar con una expresion
equivalente pero que ésta ahora fuera creada con métodos de integracion, y

asi Euler considero los trabajos de Newton y Wallis, y en especial uso la
integral de Wallis jolxﬁp(l—x)"dx como punto de partida para su estudio.

También es importante mencionar que le recomendd consultar lo expuesto
por Christian Wolff en su Elementa Matheseos Universae.

Después de que Goldbach termind con sus comentarios a la formula
antes expuesta, y casi para concluir la carta, escribi6 en el Gltimo parrafo lo
siguiente:

¢Ha advertido usted la observacion de Fermat de que todos los nimeros de

la forma2% +1, es decir, 3, 5, 17, etc. son nimeros primos? Pero él no
afirma haberlo demostrado, ni siquiera, hasta donde sé existe alguna perso-
na que haya sido capaz de demostrarlo.

A partir de este pequefio parrafo Euler dio inicio a toda una vida de extraor-
dinarias aportaciones a la teoria de los nimeros.

La respuesta de Euler sobre este particular llegd el 8 de enero de
1830, mencionando que aun no tenia una solucién para los posibles primos
de Fermat. Pero los dos afios siguientes Euler mostré un gran interés ya no
s6lo en los posibles divisores de los nimeros de la forma 22" + 1, sino que
ademas su vision del problema se dirigié al estudio general de los divisores
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de los nimeros con las representaciones a™ + 1y a™ + b™.

El primer articulo

Antes de adentrarnos en proporcionar un panorama general del articulo
(E26) de 1832, es apropiado sefialar algunas de las caracteristicas de sus pu-
blicaciones. En la época de Euler el rigor de los editores y la forma en la que
se exponia la matematica era diferente a lo que es ahora. Por un lado, no se
exigia que todos los resultados fueran probados de manera tan rigurosa; por
el otro, era posible publicar resultados matematicos en los que s6lo se daba a
conocer el enunciado sin ninguna demostracion; ademas, los articulos no
eran siempre monotematicos, y en el caso de Euler, uno de ellos podia con-
tener diversas vertientes aunque estuvieran comprendidos en la misma disci-
plina.

Respecto a E26 pasa exactamente lo mencionado. Para los 0jos de un
lector actual, acostumbrado a un orden légico de los resultados expuestos y
con un resumen previo de lo que se le va a presentar, resulta que este articulo
puede ser confuso, carente de un objetivo, ya que no concreta algo en parti-
cular, esto es, proporciona informacién importante pero no demuestra practi-
camente nada. Lo que que nos muestra esta situacion es que no se deben leer
por separado los articulos, y es porque algunos pueden contener las primeras
reflexiones, otros las justificaciones, o lo que llamamos demostraciones, y
otros los nuevos resultados generados a partir de los primeros trabajos.

En este articulo de las Observaciones... podemos ver claramente el
proceso sefialado. En él presenta resultados que en su mayoria no son justifi-
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cados; parece que son las primeras reflexiones a las preguntas que le habia
formulado Goldbach durante los tres afios anteriores. Para poder entender el
desarrollo de las teorias expuestas es necesario consultar los articulos rela-
cionados que publico en los afios posteriores dado que en ellos se encuentran

las justificaciones a sus primeras propuestas.

¢, Qué contiene este articulo de 18327

Resumen

El primer tema de Euler fue la respuesta a la pregunta de Goldbach sobre la
posibilidad de que los nimeros de Fermat fueran primos®. La respuesta que
escribié no se limité al estudio de los nimeros de la forma 22" + 1, sus ideas
escalaron a ver cdmo tenian que ser las sumas de potencias a™ + 1 para que
el nimero pudiera ser 0 no un primo de Fermat, es decir, tenia que ver como
es n cuando a™ + 1 es factorizable, y cdmo cuando no lo es.

Después afirma que hasta el momento no se habia encontrado algun
caso en el que 22" + 1 tuviera divisores, en el entendido que sélo se probd
(hasta esos dias) para m igual a 0,1, 2, 3 y 4,y por esta razén Euler cree que
Fermat llegd a concluir que 22™ + 1 siempre podia ser primo.

El camino de su exposiciéon en el articulo se dirigié después a los
nameros de Mersenne, es decir, aquellos de la forma 2™ — 1. Ahi sefiala que
2™ — 1 es compuesto cuando n no es primo; también observa que lo mismo

pasa con nimeros de la forma a™ — 1. Y de aqui llevo su atencién hacia los

® Un ntmero de Fermat es de la forma 22" + 1 que puede ser o no un niimero primo.
13



nimeros perfectos, aquellos de la forma 2"~1(2™ — 1) donde (2" — 1) tenia
que ser un primo de Mersenne.’

Euler termino el articulo con la mencion de que ha encontrado mas
problemas relacionados con lo anterior, y penso que deberian de ser investi-
gados. Asi, finalizd con seis enunciados que él llama teoremas, de los que no
proporciond las demostraciones, y posiblemente no lo hizo porque parece ser

que éstas dependian de otros resultados en proceso.

Sobre los Teoremas de Fermat

En esta seccidén exponemos el contenido del articulo y lo que afiadiremos son
las justificaciones de algunos de los resultados que Euler nos presenta, y en
los capitulos posteriores de la tesis presentamos la trascendencia de los resul-
tados que bosquejo en este articulo de 1832.

Inicia suponiendo que es conocido que la cantidad a™ tjene divisores

diferentes de uno siempre que n sea un nimero impar, o que sea divisible por
un nimero impar distinto de la unidad. Euler no da una demostracion para
este hecho por lo que aqui se presenta una en la que se intenta usar sélo ele-

mentos matematicos de su época:

Demostracion. Primero probaremos que a™ + b™ con n impar o con n divi-
sible por un impar diferente de la unidad, se puede factorizar como(a +
b)(a®* ' —a™?%b + a" 3b%*—....—ab™ % + b7 D).

® Un primo de Mersenne es un niimero primo de la forma 2™ — 1
14



Al desarrollar(a + b)(a™ ! —a™2b + a® 3b?—...—ab™ % + b™ 1) obte-
nemos (a®—a"* b+ a" %bh*—...—a’b™" % + ab™ 1) + (ba™ ! —
b%2a™ % + b3a™3—...—ab™ 1 + b™). Por ser n impar tenemos un nimero

par de sumandos repetidos entonces podemos reescribirlo asi:
a" +((ba"* —ba" ")+ (b*a"* —b’a"*) +...+ (b"'a-b""a)+b" =a" +b"

por lo tanto (a + b)|(a™ + b™). Ahora, si n es divisible por un impar, es
decir, n=rs con s impar entonces podemos escribir a™ + b™ como
a™ +b"™ = (a")*+ (b")%y como s es impar podemos repetir el proceso
anterior y asi (a + b)|(a™ + b™). Por lo tanto, si tomamos b = 1 y como n es
impar, se sigue que a + 1|a™ + 1.

Euler continu6 en esta direccion con el analisis de a™ + 1, y vio que
si n es par por lo tanto a™ + 1 no se puede factorizar de la manera anterior,
por ejemplo
a*+1#@+1D@—-a’+a-1)=a*-a*+a’?-a+a®>—-a’+a-
1 =a*— 1. Y maés aln, dice que estos nimeros no siempre son factoriza-
bles, por ejemplo 2* + 1 = 17 es primo. Euler concluy? sin demostrar que si
existen primos de la forma a™ + 1, éstos podrian ser de la forma a?™ + 1.
Pero dice que a®" + 1 no siempre da como resultado un niimero primo; por
ejemplo, si tomamos a impar y distinta de la unidad, entonces a?" sera
unndmero impar y por lo tanto a2 + 1 ser4 un ndmero par mayor que 2.

Pero aln si a s un nimero par se pueden encontrar varios casos en los que

a?™ 4 1 da como resultado un nimero compuesto, por ejemplo, a% + 1 es
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divisible por 5 cuando a = 5b + 3, y es asi porque a® + 1 = 25bh% + 30b +
10, y como 5 divide a cada elemento de la suma, por lo tanto 5|a? + 1.
Continla el texto, y en él afirma que hasta el momento no se habia
encontrado algin ndmero de la forma™ 22™ + 1 que tuviera divisores dife-
rentes a él mismo y a la unidad, pero en esta parte aclara que la revision se
hizo con una tabla de nimeros primos hasta 100000, y por estas razones
menciona que posiblemente Fermat llegé a pensar que 22 + 1 siempre ge-
nera un primo, y esto lo hizo saber a Wallis y a otros matematicos para que
trataran de demostrarlo. Enseguida sefial6 que el teorema de Fermat es cier-
to s6lo para valores de m iguales a 1, 2, 3 y 4 (actualmente agregamos al
cero), que dan como resultado al 5, 7, 257 y 65537, todos ellos nimeros

primos. Finalmente concluye cuando dice que no sabe porqué para n =5 el

teorema falla, y es porque 641 divide a 22° 4+ 1. Aungue se tiene que men-
cionar que en este articulo Euler no dice como es que lleg6 a dicha factoriza-
cion (en el capitulo 2 de la tesis se expone cémo es que lo hace).

Como ya se dijo antes, su articulo tiene como proposito el estudio de
ciertos divisores de los binomios a™ + 1, y en este sentido, después de

ocuparse de los numeros de Fermat dirigié su exposicion a los numeros de

19 Una razén probable por la que se eligid a 22" 41, es quesi2™ 4+ 1es
un primo impar entonces m es una potencia de 2.

Demostracion. Supongamos que m no es potencia de 2, entonces m = rs 'y
con s impar, y por la demostracion anterior sabemos que si sustituimos a = 27,
b=1yn=s tenemos que (2" + 1)|(2" + 1) entonces (2" + 1)|(2™ + 1) en-
tonces 2™ + 1 no es primo, por lo tanto m debe ser una potencia de dos.

1 Afios después se podra ver que esto era un inicio de lo que seria la gran teoria de los resi-
duos de potencias, y en particular de los residuos cuadraticos.
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Mersenne, aquellos de la forma 2™ — 1.

Sefiala que 2™ — 1 es compuesto cuando n no es primo; también ob-
serva que lo mismo pasa con nameros de la forma a™ — 1. Una vez mas
Euler no presenta una demostracion para estos dos resultados. Cabe de cual-
quier manera, el siguiente comentario: para el caso general de a"-1 resulta
que éste puede ser compuesto directamente, casi para cualquier a, pues se

tiene que

n
n-1 n-2 a -1

a7 +a"?+a" +...+a+l=
a-1

~(@a-pP@*+a"*+a"*+..+a+l)=a"-1
Asi, se ve que si a no tiene restricciones, entonces en la mayoria de los casos
se puede concluir que a"- 1 no es primo, por ello es que si a = 2 entonces se
llegaa que 2"~ 1 =2""+ ... + 2 + 1, y esta suma al menos a primera vista no
tiene porqué ser un compuesto. De manera mas detallada se tratara el caso de
2"-1 en el capitulo 3.

Euler posteriormente considerd el caso cuando n es primo en la ex-
presion 2™ — 1, y mencion6 que parecia que en este Gltimo caso podia ser
primo, pero exhibe que 21 — 1 tiene a los divisores 23 y 89, asi como
223 — 1 puede ser divido por 47. Euler menciond que los ejemplos anterio-
res, junto con 2° — 1, estaban incluidos en la lista de primos de Christian
Wolff que aparecen en su libro Elementa Matheseos Universae, pero sefiala
que Wolff ha cometido un error al sefialar algunos nimeros como primos sin

que lo sean. El paso natural hacia donde se extendio su anélisis de los nime-
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ros de Mersenne fue el considerar a los nimeros perfectos.

En este mismo tenor a Euler le Ilamo la atencion que Wolff afirmara
que 2" 1(2™ — 1) es un nimero primo siempre que 2™ — 1 lo fuera, y en
consecuencia propuso que n debe ser un primo (ya que cree que si 2™ — 1 es
un namero primo entonces n también lo sera). Euler al respecto escribid en
su articulo que encontrd que vale la pena el esfuerzo de examinar los casos
en los que 2™ — 1 no es primo, a la vez que n si lo es. Continud con el anali-
sis de los nimeros de Mersenne,y dice que si 8m — 1y n = 4m — 1 son dos
nimeros primos, entonces 8m — 1|2™ — 1. Nuevamente Euler no propor-
ciond una prueba para este hecho(ésta se abordara en el capitulo 3). Con este
resultado aclara que se deben excluir los siguientes nimeros primos: 11, 23,
83, 131, 179, 191, 239 etc., cuando se sustituyen por n, pues resulta que2™ —
1 serd un numero compuesto, y lo mismo dice para las potencias de nimeros
primos en 237 — 1 que es dividido por 233, 2*3 — 1 por 431, 2%° — 1 por
1103 y 273 — 1 por 439 (una vez mas sin decir como encontro estos diviso-
res). A pesar de esto no puede excluir al resto de los primos, pero con estos
resultados se aventuré a aseverar que excluyendo los casos anteriores, el
resto de los primos menores de 50, y hasta menores de 100, daban lugar a
que 2™~1(2™ — 1) fuera un nimero perfecto; asi es como se pueden obtener
11 nameros perfectos al tomar a n entre los primos: 1, 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19,
31, 41 y 47. De esta lista sabemos que el 41 y 47 no generaban perfectos
pares, y Euler lo rectific hasta 1750 después que lo not6 Christian Wins-
heim en 1749 [Sandifer, 2007, 76].
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Concluyo esta parte del articulo con un teorema que no demostro y a
partir del cual parece que dedujo algunas de las observaciones anteriores. El
teorema referido es una version del pequefio teorema de Fermat y lo enuncid

como sigue:

Teorema 1 a™ — b™ siempre es divisibles por n + 1, si n 4+ 1 es un primo
que no divida a 0 b.

Dice que cree que la prueba es dificil pues el teorema no es cierto a
menos que n + 1 sea primo. A partir de este teorema lleg6 a las siguientes
conclusiones: 1) 2™ — 1 podra dividirse por n + 1 siempre que n + 1 sea un
namero primo, y siempre que n + 1 no sea 2, pues si pasa que a = 2 enton-
ces no puede ocurrir que n + 1 = 2, ya que el teorema requiere que n + 1 no
divida a a; Il) también se sigue del teorema que 22™ — 1 es divisible por
2m + 1 siempre que 2m + 1 sea un primo. Aqui regresa al punto de los divi-
sores de los numeros de la forma a™ + 1, y dice que 2™ + 1 6 2™ — 1, serén
divididos por 2m + 1; esto es porque 22™ — 1 = (2™ + 1)(2™ — 1), y por
ser 2m + 1 primo y divisor de 22™ — 1, entonces debe dividir a alguno de
los dos términos. Ademas, dice que 2™ + 1 puede ser dividido si m = 4p +
1 6 4p + 2; mientras que 2™ — 1 tendra el divisor 2m+ 1 si m=4p 0
4p — 1.

Euler terming el articulo con otros teoremas vinculados con lo ante-
rior, y de ellos s6lo proporciona los enunciados sin dar demostraciones, y
menciona que estos resultados aun tienen que ser investigados.

Lo que resta de este capitulo de la tesis sera dedicado a enunciar los
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teoremas y proporcionaremos las demostraciones desarrolladas para esta
tesis.
El primer teorema es una version diferente del pequefio teorema de

Fermat.

Teorema 2 Si n es un namero primo, todas las potencias que tengan el ex-
ponente n-1 dejaran residuo 1 6 0 cuando son divididas por n. (En notacion
moderna: si n es primo entonces a™~! = 1(mod n) 6 a®~* = 0(mod n))*?
Demostracion. Suponga primero gque n|a, entonces a deja residuo 0, y como
ala™ 1, por lo tanto n|a™"1, y entonces a™* deja residuo O.

Ahora suponga que n t a entonces los residuos mas pequefios de los
nameros a, 2a,3a,...,a(n — 1) mdédulo n son los mismo que los enteros
1,2,3,...,(n — 1) en algin orden, asi que su producto es congruente modulo
n, es decir, 1-2-3-....(n—1)=a-2a-3a....a(n—1)(mod n) enton-
ces (n—1)!'=m—1)!a"?, pero ((n—1)!, n) =1y entonces a™ 1 =
1(mod n).

El siguiente teorema es un caso especial del teorema de Euler vy,
ademas, prefigura a la funcion ¢ de Euler, y es porque aparece el término

n™ 1(n — 1), que es el mismo que @(n™).

Teorema 3 Si n es un ndmero primo, cada potencia cuyo exponente sea

'2para todas las demostraciones de los siguientes teoremas se emplean elementos mateméti-
cos de la época de Euler, pero también posteriores a él. La idea es proporcionar demostra-
ciones para el trabajo de tesis, aun cuando no correspondan a la herencia matemética de
Euler.
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n™ 1(n — 1) deja residuo 0 6 1 cuando es dividido por n™. (En notacion
moderna: si n es primo y a es cualquier entero, entonces " (nmD) =
a?™™ = 1(mod n™) 6 a®™™ = 0(mod n™))
Demostracion. Si n™|a y como a|a®®™™), entonces, por transitividad,
n™a®™™ por lo tanto a®™™ = 0(mod n™).

Por otro lado si n™ t a entonces los residuos de los numeros a, 2a,
3a, ..., ("™(n - 1))a son los enteros 1, 2, 3, ..., "™}(n — 1), que apareceran en
algin orden. Y al igual que en el teorema anterior se obtiene la relacion

a?™™ = 1(mod n™).

El tercer teorema es una generalizacion del teorema de Fermat.
Teorema 4 Sean m, n, p, g, etc. numeros primos distintos, y sea A el minimo
comun multiplo de ellos reducidos por la unidad, piense en ellos como m-
1,n-1,p-1,g-1,etc. Digo que cualquier potencia del exponente A, como por
ejemplo a4, si se divide por mnpg... dejara residuo 0 6 1, a menos que a
pueda ser dividida por alguno de los nimeros m, n, p, q, etc.

(En notacion moderna: Sean m, n, p, g, r, ... primos y A =m. ¢c. m. de (m —
1),(n-1),(p-1),(q-1), ..., esdecir, A=[(m-1), (n-1), (p—-1), (q-1),
...]. Entonces, para cualquier entero a se tiene que:

a® = 1(mod mnpq..) 6 a® = 0 (mod mnpq..), a menos que a sea dividi-
da por alguno de los enteros m, n, p, q, ... ).

Demostracion. Si tanto mnpgq ...|a, como a|a? entonces por transitividad

mnpq ...|a?, y en consecuencia dejara residuo 0.
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Ahora se tiene el caso en que mnpq ... + a y ninguno de los nimeros
m,n,p,q.. divide a a. Por comodidad nombramos la lista de primos como
D1, P2, D3--, Y por el pequefio teorema de Fermat resulta que aPi~! =
1(mod p;). Si ambos lados de la congruencia se elevan a la potencia ﬁ
(que es un entero porque A es el m.cmde p;, —1,p, —1,p3 —1,...) se ob-

tiene:

A A
(aPi"1)Pit = 17 (mod p;) = a® = 1(mod p;),

y como se puede hacer lo mismo con todos los primos p;, p2, ps,...entonces
se llega a que
a? = 1(mod m.c.m(py, P2 P3--.))

Por lo tanto

a® = 1(mod p;p,ps...)

Los dltimos 3 teoremas tratan sobre problemas de divisores de los
numeros de la forma a™ + b™, y estan relacionados con el pequefio teorema
de Fermat, aunque Euler no lo menciona. Pero lo importante es que son parte
del camino hacia el desarrollo de la teorfa de los residuos cuadréticos.™®

Los tres teoremas con los que termina el articulo nos proporcionan
indicios para entender que ya tenia en mente lo que seria la teoria de los re-

siduos cuadraticos. Los elementos mateméticos que emplearemos para las

13 eae . .

Sea m un entero positivoy a un entero tal que a y m sean primos relativos. Entonces
sedice que a es un residuo cuadréatico de m si la congruencia x? = a (mod m) tiene solu-
cion.
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demostraciones fueron usados posteriormente por Euler a lo largo de otros

trabajos.

Teorema 5 Sea 2n + 1 un ndmero primo, entonces 3™ + 1 podra ser dividi-
dopor2n+1,sin=6p+20n=6p+ 3, mientras que 3" — 1 podra ser
divididopor 2n+1sin=6p 6 n = 6p — 1.

Demostracion. Primero veamos que 2n + 1 es divisor de 3" — 1 o de
3"+ 1.
Como 2n + 1 es primo entonces se puede usar el pequefio teorema

de Fermat y obtener que 2n + 1|32"*1"1 — 1 y en consecuencia 2n +
1|3%™ — 1; por otro lado como 32" —1=3"-1)B"+1)y 2n+1 es
primo, entonces™ 2n + 1|3" =16 2n + 1|3" + 1

Renombremos a 2n + 1 = q. Sabemos que si existe x tal que

x?*= 3 (mod q)

entonces se dice que 3 es un residuo cuadratico médulo g, y esto sélo pasa si
g = +1(mod12), y si no es residuo cuadratico entonces ¢ = +5(mod12)."”
Ahora, 3 es un residuo cuadratico mddulo q sélo cuandon = 6p 6 n = 6p —
1, y con base en esto Euler propone que tiene que suceder que 3™ =
1(mod 2n + 1), por lo tanto 2n + 1|3™ — 1.

Para el otro caso, si no existe x tal que x? = 3(mod q), entonces se
dice que 3 no es un residuo cuadratico moédulo ¢, y esto sélo pasa si g =

+5(mod12). Asi, cuando 3 no es residuo cuadratico modulo g sucede que

“No puede dividir a ambos porque se llegaria a que 2n + 1|2, lo que no es posible.
PEsto se deduce de las leyes de reciprocidad cuadratica y propiedades del simbolo de Le-
gendre para mayores detalles vease [Koshy, 2002, 508].
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n=6p+20n=6p+ 3,y por esto Euler propone que tiene que suceder

que 3" = —1(mod 2n + 1), por lo tanto 2n + 1|3™ + 1.

Teorema 6 3™+ 2" puede ser dividido por 2n+1 si n=12p + 3,
12p+5, 12p+6 0 12p + 8, y 3™ — 2™ puede ser dividio por 2n + 1 si
n=12p, 12p+2,12p+90 12p + 11.

Demostracion.Como 2n + 1 es primo entonces, por la version del pequefio
teorema de Fermat que da Euler en este texto, se sigue que 2n + 1|(3%" —
22™). Ahora, como 32" — 22" = (3" — 2™)(3" + 2"), y 2n+ 1 es primo,
entonces 2n + 1|(3" — 2™) 6 2n + 1|(3™ + 2™).

Se demostrara primero el caso cuando 2n + 1|(3™ — 2").

e Sin=12p,entones 2n + 1 = 2(12p) + 1 = 12r + 1, y si esto lo llama-
mos g, entonces q = 1(mod 12), y por ello 3 es residuo cuadratico
modulo @, y en consecuencia, por el criterio de Euler, 3™ =
1(mod 2n + 1), y por lo tanto 2n + 1|(3™ — 1).

e Nuevamente, sin=12p, entones 2n+1=2(12p)+1=8r+1,alo
que llamamos nuevamente g, y entonces ¢ = 1(mod 8), y por lo tan-
to 2 es residuo cuadratico mddulo g y en consecuencia por el criterio
de Euler 2" = 1(mod 2n + 1), por ende, 2n + 1|(2" — 1).

Es asi como se llega a que 2n+ 1|3" — 1y 2n + 1|2™ — 1 cuando n = 12p,
y que entonces 2n + 1|(3™ — 2™), y con esto se tiene el primer caso.
De la misma manera si n =12p+ 2, entones2n +1=2(12p+2) +1 =
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12r + 5, a lo que llamamos g. Entonces g = 5(mod 12), y de aqui que 3 no
es residuo cuadratico modulo g, y en consecuencia, por el criterio de Euler,
3" = —1(mod 2n + 1), y por lo tanto, 2n + 1|(3™ + 1). Por el otro lado,
2n+1=2(12p +2) +1=8r—-3=q, yentonces g = 3(mod 8), por lo que 2
no es residuo cuadratico modulo q, y por el criterio de Euler 2" =
—1(mod 2n + 1), por lo que 2n + 1|(2" + 1).
Asi, para este caso se concluye que 2n+1|(3"+1)y2n+1|2"+ 1)y
en consecuencia 2n + 1|(3™ — 2").

Con un proceso semejante se llega a lo mismo para los casos 12p + 9
0 12p + 11, e igualmente paran =12p + 3, 12p +5,12p+ 6 0 12p + 8
se llegaria a que 2n + 1|(3™ + 2M).

El ultimo teorema es una extension del anterior, y la diferencia esta en que
los numeradores (3" + 1) y (2™ £ 1) ahora se multiplican. El teorema dice
lo siguiente:

Teorema 7 Bajo las mismas condiciones que se pedian para 3™ + 2™,
6™ + 1 también sera dividido por 2n + 1y 6™ — 1 para aquellas que se ped-
fan para 3™ — 2"™.

Si se reescribe el enunciado, dice lo siguiente:

2n+ 1 divide a 6™+ 1 si pasa que n=12p+3, 12p+5, 12p+6 6
12p +8. O pasa que 2n+ 1 divide a 6™ —1 si sucede que n = 12p,
12p +2,12p + 9 6 12p + 11.

Demostracion. La prueba tiene un camino semejante, por ejemplo, si n =

12p+ 2, entonces 3" = —1(mod 2n+ 1) y 2" = —1(mod 2n + 1), y de
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esto se obtiene que 6" = 1(mod 2n + 1), y entonces que 2n + 1|(6™ — 1).

Otro ejemplo, si n = 12p+ 3, entonces 3" = —1(mod 2n+1) y
2" =1(mod 2n+ 1) y de esto se obtiene que 6™ = —1(mod 2n+ 1), y
entonces 2n + 1|(6™ + 1).

De la misma forma se demuestra para todos los casos.
Con esta exposicion se puede apreciar que las primeras preguntas que le
planteé Goldbach sobre algunos problemas de Fermat no quedaron en res-
puestas acotadas, esto es, lo que le pregunté Goldbach fue un detonador para
que €l se adentrara en estos temas, y el articulo de 1732 fue el primer reflejo
que lo que se vendria en los siguientes afos, y si bien en este primer trabajo
no formalizé la mayoria de los resultados, si nos deja ver por donde camina-
ban sus ideas. Y un ejemplo de esto es la funcion que ahora denotamos como
¢ ; Euler ahi ain no menciona la necesidad de calcular los enteros menores,
positivos y primos relativos a un entero n, pero por otro lado encontramos

expresiones que corresponden a los valores de ¢, y méas aun, varias de las

demostraciones que aqui se propusieron para los teoremas que €l no de-

mostro se conducen de manera natural usando la funcion ¢. Asi, da la im-
presion a partir de algunos enunciados, que Euler ya manejaba la idea de ¢,

aunque en ese trabajo de 1732 no dio los elementos que lo exhiban explici-

tamente.
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Capitulo |1

¢Seran primos los numeros de Fermat?

Por la informacion proporcionada en la introduccién y en el Capitulo | se
aprecia que la puerta de entrada para que Euler se interesara en la teoria de
los nimeros fue la de los numeros de Fermat. Ademas, se mencionaron en el

Capitulo I las primeras respuestas que Euler le envié a Goldbach respecto a
la primalidad de los nimeros de la forma 2% +1, que son los nimeros de

Fermat.
En este capitulo se expone la manera en la que Euler continto su
interés por este tema y que dio a conocer por primera vez en el articulo de

1732. En ese trabajo dejo ver que la interrogante de Fermat acerca de si
2% +1 podia ser nimero primo, para cualquier n, estaba resuelta, y su res-

puesta fue que no, pues resultd que 641 divide a 2% +1. Pero en el articulo
no dijo explicitamente cdmo llego a tal resultado. Fue hasta el articulo Theo-
remata circa divisores numerorum®® (E134), escrito en 1747, que profundizé
sobre la cuestion de como son los divisores de un numero de Fermat. Pero su
interés se extendio en el tiempo, y en 1760 escribid el articulo “Sobre name-
ros primos muy grandes”, y también su obra inconclusa “Tratado de los
numeros”, donde aborda el tema en el capitulo nueve. Pero de ésta ultima no
se sabe exactamente cuando la escribio.

En el resto de este capitulo de la tesis se analizan secciones de los

18 Teoremas sobre divisores de ntimeros.
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trabajos mencionados, que se ocupan de los nimeros de Fermat.

Recuérdese que en el articulo de 1732 Euler hizo sefialamientos respecto a
los nimeros de la forma a" +1 y la posibilidad de que éstos sean primos.
Primero se descarto el caso cuando n tiene un factor impar, es decir, que n
fuera divisible por un impar diferente de la unidad. De esto concluyo que si
a" + 1 es un primo, entonces éste requiere ser de la forma a®™ + 1. Pero adn
estos nlimeros no siempre resultan primos, pues si a es un ndmero impar a2"
+ 1 dard como resultado un numero divisible entre 2, ademas, Euler da va-
rios ejemplos en los cuales a es un nimero par y a2™ + 1 no es un primo. Asf,

con estos resultados como base, menciona que no se habia encontrado

ningun caso en el cual los nimeros de la forma 2% +1no resultaran un nime-
ro primo, cuando eran comprobados en la lista de nimeros primos (que no
iban mas all& del 100000 segun el propio Euler).

El siguiente articulo donde Euler retomé a los numeros de Fermat es

el Theoremata... (E134). En esta exposicion Euler si da una explicacion

acerca de porqué 2% +1 no es un primo y porqué 641 lo divide."

Los temas centrales para Euler en este articulo fueron: 1) encontrar
los divisores de los niumeros de la forma a™ + b™, para lo que antes necesita
presentar teoremas relacionados con el pequefio teorema de Fermat; 11) en
otra parte demuestra algunos resultados que corresponden a las diferencias

de potencias y sus divisores.

7 Ademés, es en este trabajo donde (como ya se menciond en la Introduccién) se encuentra
la segunda demostracion hecha por Euler del “pequefio teorema de Fermat™.
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Divisores de a™ + b™

Euler us6é un método muy parecido a lo que hoy conocemos como induccion,
al que ya habia recurrido en otros articulos de teoria de numeros. Se debe
considerar que este método —a mediados del siglo XVIII- aun estaba en su
etapa de gestacion y por ello tiene algunas lagunas léogicas, y es la razén por
la que no se le consideré como una demostracion bien cimentada.

La demostracion inicia con el caso m = 1, donde el problema se redu-

ce a encontrar los divisores de @’ +b? = a®+b?; después continua para el
caso m = 2, posteriormente para m = 3y, finalmente, analiza el caso general.
Ademas, es importante mencionar que en todas las demostraciones de estos
casos, el pequefio teorema de Fermat jugoé un papel fundamental, pues es
necesario en cada uno porque a través de €l se pueden eliminar los primos
que no dividen a a®" + b2".

Para proponer un resultado general Euler requirid los siguientes teo-
remas que enseguida se presentan.
Teorema 1. La suma de dos cuadrados a? +b? nunca podra ser dividida por
un primo de la forma 4n—1, a menos que ambos a y b sean divisibles por 4n
—1.

Demostracion. Sea 4n-1 un numero primo que no divide niaaniab.

Por el pequefio teorema de Fermat se tiene que (4n — 1)|(a4“’2— 1), y de la
misma forma (4n — 1)|(b4“‘2— 1), y por lo tanto

(@n-1)|@" 1) - "2 - 1),
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pero (@2 —1) — ("2 — 1) =a™ % — b*2. Por otro lado, si suponemos que
a*™ % + b*™ % es divisible por 4n-1, entonces se tendria que

(4n - 1)|[(a4n*2 _ b4n*2) + (a4n*2+ b4n*2)]’

pero de este resultado se infiere que (4n — 1)|a, lo que es una contradiccion
porque se supuso que (4n — 1) no divide a a.

Por lo anterior se llega a que 4n — 1 no puede dividir a a™ 2 + b** .
Ademas, como 4n — 2 = 2(2n — 1), entonces se puede reescribir a a*™* +
b*™% como (a%)®"? + (b%)®™?, pero de esto se tiene que

(&) + (7)Y = (@ +b7)((@)" ~ (@) () +...— (@07 + (0F)),
y como 4n — 1 no divide a a*™* + b*" entonces tampoco divide a ninguno
de los dos factores de la derecha en la igualdad anterior, y en particular no
dividea a®+b°>. =

Euler agrega que nadie mas, a excepcion de Fermat, habia probado
este resultado, pero que como Fermat no publicé la prueba, él recibiria el
crédito por haberlo publicado por primera vez. Sin mas continua con el si-

guiente teorema.

Teorema 2. Todos los divisores de la suma de dos nimeros a la cuarta po-
tencia (a* + b*) y que ademas son primos relativos, son el 2 o nimeros de la

forma 8n + 1.

Demostracion. Sean a*y b* dos cuartas potencias con a y b primos relativos,

entonces, 0 ambos son impares 0 uno es par y el otro impar. En el primer
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caso, 2 es divisor de la suma a* + b*; en el otro caso, los divisores impares, si
es que existen, deben ser de la forma 4n+1, y es porque se puede ver a las

cuartas potencias como cuadrados. Entonces podemos escribir la suma como
a*+b* = (a®)? +(b®)?, y por el teorema anterior resulta que sélo los niime-

ros primos de la forma 4n + 1 dividen a la suma de dos cuadrados.

Ahora bien, los nimeros de la forma 4n+1 también se pueden escribir
de la forma*® 8n + 1, o de la forma®® 8n — 3. Pero ningtin niimero de la forma
8n — 3 puede dividir a la suma de dos cuartas potencias, pues si se tiene un

primo de dicha forma, éste tendria (por el pequefio teorema de Fermat) que

dividir a a®* — b**, por lo tanto no podria dividir a a®* + b**™*, porque si

lo hace entonces 8n — 3 dividiria a a, y esto pasaria solo si a 'y b fueran divi-
sibles entre 8n — 3, pero este caso se puede eliminar pues por hipotesis ay b

son primos relativos. Por lo tanto ningdn nimero primo de la forma 8n — 3

podré dividir a a®* + b*" .

Y como en el teorema anterior, se tiene que a*** + p¥* = g** D

+b*@ D 'y se puede escribir como (a*)?"* + (b*)?"*

(a4)(2n-l)+ (b4)(2n-1) :(a“+b4)((a“)2”‘2—(a4)2”‘3(b4)+...—(a4)(b4)2”‘3+(b4)2”‘2),

, y ademas

pero como 8n — 3 no divide a (a*)*"* + (b*)?"*, entonces tampoco lo hace
para a*+ b,

Ahora, para el caso en que un divisor de a***™ +b*® " no sea pri-

'8 Sj n=2k entonces 4n+1=4(2k)+1=8k+1, por lo tanto 4n+1 se puede escribir como 8n+1 sin
es par.

% 5j h=2k+1 entonces 4n+1=4(2k+1)+1=8k+4+1=8k+5, pero 5= -3 (mod 8), por lo tanto
4n+1 se puede escribir como 8n-3 si n es impar.
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mo, entonces cualquier divisor primo de ese divisor no puede ser de la forma
8n — 3 porque entonces dividirfa a a*®* ™" +b*** Yy eso no es posible, enton-
ces, cualquier factor primo del divisor tiene que ser de la forma 8n + 1, y
para terminar se tiene que el producto de divisores de esta forma es de ésta
misma, por lo tanto cualquier divisor es de la forma 8n + 1, y en consecuen-
cia los divisores de a* + b*, s6lo son aquellos de la forma 8n + 1 6 2.%°

Asi, Euler continua con el caso en el que m = 3, en el cual busca los

divisores de a® + b,

Teorema 3. Todos los divisores de los nimeros de la forma a® + b®, dado

gue a 'y b son nimeros primos relativos, son el 2 o son de la forma 16n + 1.

Demostracion. Como a® y b® se pueden escribir como cuartas potencias, s6lo
los nGimeros de la forma 8n+1 pueden dividir a la suma a® +b®.

Ahora 8n + 1 se puede escribir como® 16n + 1 0 16n —7.% Si es de la forma

16n*8_b16n*8 16n*8+b 16n—8

16n — 7 entonces debe dividir a a
16n-8 _ |yl6n-8

, perono a a , por lo

anterior. Como a esigual a
a8(2n—1) + b8(2n—1) — (a8)2n—1 + (b8)2n—1

y de esto se tiene que

2% Que cabria preguntarnos si un compuesto que sea divisor de ¥ 4 i puede ser de la
forma 8n — 3 y lo que se tiene es que no puede ser generado por factores sélo de la forma
8n+ 1.

21 5j n=2k entonces 8n+1=8(2k)+1=16k+1 por lo tanto 8n+1 se puede escribir como 16n+1 si
n es par.

22 5j n=2k+1 entonces 8n+1=8(2k+1)+1=16k+8+1=8k+9 pero 9= -7 (mod 16), por lo tanto
8n+1 se puede escribir como 16n-7 si n es impar.
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(aS)(Zn-l) " (bB)(Zn-l) :(a8+b8)((a8)2"’2—(ag)znfs(bg)+...—(a8)(b8)2n’3+(b8)2”’2),
entonces 16n—7 tampoco dividira a a® +b®. Y de manera semejante a como se
hizo antes los divisores de a® + b® son niimeros de la forma 16n + 1 = 2*n+ 1.

Asi, Euler llego6 al caso general, que es el teorema que utilizd para
explicar como es que encontro los divisores del quinto nimero de Fermat.

Pero antes proporciona la siguiente demostracion.

Teorema 4. La suma de dos niimeros a> +b?", para los que el exponente es
una potencia de dos, no admite otros divisores que aquellos de la forma
2™ + 1,

Demostracion. Por el teorema 1 se tiene que todos los divisores de a° + b?
son de la forma 4n+1, y a partir de esto se mostré que los divisores de a* + b*
son de la forma 2°n+1; y aquellos divisores de a® +b® son de la forma 2°n +
1; de la misma manera se demuestra que a*® + b'® sélo admite divisores de la
forma 2°n+1. De aqui en adelante se puede entender que a*’+b*?, a®*+b®,

s6lo pueden tener divisores de la forma 2°n+1, 2'n+1, etc. Asi, en general es

evidente que a? +b?" sélo tiene divisores de la forma 2™ + 1.

No pasé mucho tiempo para que se observara que la demostracion
presentada por Euler no estaba completa. Como se puede ver, a través de tres
casos particulares infirid6 que se podia generalizar para cualquier potencia de
la forma 2™. Pero también se tiene que decir que si tenia razon en que los
divisores tenfan la forma 2™"n + 1.

Si se trata de completar la demostracion por el método de induccién —
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el que conocemos actualmente- se trataria de hacer lo siguiente:

Demostracién. Suponga que vale el caso para m = k — 1; ahora se tiene que

- - k k
ver que se cumple para m = K, es decir, que los divisores de ¢ +d* son de
la forma 2'n + 1.

Asi, se tiene quea® =a? =(a%)” y b* =b*?" =(b*)*". Por lo tanto

k k k-1 k-1 L. k-1 k-1
a’ +b> =(a®)® +(b*?* , pero esto Gltimo es de la forma ¢ +d? |,y
por tanto tiene divisores de la forma 2n + 1, y en consecuencia estos tam-

bién son divisores de c® +d? . Ahora, 2“n + 1 se puede escribir como
2ktIn + 162k 1n — (2% — 1) . Si 2¥*1n — (2¥ — 1) es primo entonces,

~ .. k+1.,_ok k+1.,,_ok
por el pequefio teorema de Fermat, divide a a2 ™=2" — p2"'"=2" pero no a

a2k+1n_2k 2k+1n_ok

k+1,,_ok k+1,_ok k —
+ b2 ™72, Ahora, como a® "% + b = (a®*) 1+

(b)2n=1 por lo tanto 2%*1n — (2% — 1) tampoco puede dividir a la suma

de (a®) + (b%), por lo tanto s6lo lo dividen los primos de la forma
2k*+1n + 1. Por otro lado cualquier otro divisor sélo puede tener divisores de
la misma forma, y como antes, un compuesto de la forma 2%+1n — (2% — 1)

no puede ser producto de factores 25*1n + 1. ]

De esta forma se puede ver que el resultado acerca de los divisores de
los numeros de Fermat es correcto. Pero nos podemos preguntar ¢por qué no
termind la demostracion? Una respuesta podria ser que como la exposicion
para exhibir a los divisores de a®+ b?, a* + b* y a® +b®, acudia a una manera
recursiva que usaba la forma de los divisores de las sumas de las potencias
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del anterior, entonces, parece que decidio dejarselo al lector, y en verdad
solo se tenian que seguir las formas que uso en esos casos particulares, pero
ahora suponiendo que se cumplia con m = k — 1, para llegar a m = k. Posi-
blemente, la carga de trabajo que Euler tenia por la gran cantidad de articu-
los que escribio en ese afio, lo llevaron a confiar en que el lector entenderia,
en este caso, como se demostraba la generalizacion, y de esta forma ya no

empleaba tiempo en escribir esta parte.

En 1878 Edouard A. Lucas [1878] demostré de manera general que
los divisores primos p de un nimero de Fermat Fy, (m > 1) son de la forma p
= 2™k + 1. El teorema es el siguiente.
Teorema (Lucas). Sim > 1y p es un primo que divide a Fr, entonces p es
de la forma p = 2™?2k + 1, donde k pertenece a los naturales.

Demostracion.
Sea b=22"" (2" —1). Por hipétesis p|(2* +1).
Entonces b? = (22" )?(27" —1)?=27" (2% —=2.27" +1) =
=277 (2 +1)-2-27" =—2.2%" =2 (médulo p),
entonces se obtiene que b* =2 (mod p)
= b2™" = 22" = -1 (mbd p), pues p|(2* +1)=2% =-1(mod p)
—b?" =1(mod p)
Como b y p son primos relativos entonces existe una potencia de b que es la
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mas pequefa de todas tal que b™ = 1 (imod p), y ésta divide a cualquier otra
potencia de b que sea congruente con 1 mddulo p; por lo tanto la potencia
mas pequefia es de la forma 2! (i.e. Ord,b = 27), donde j <m + 2. Si se con-

sidera que j <m + 2 y e es la mas pequefia de las potencias tal que
b® =1(mod p), entonces, b?" ' —1=b*" —1=2%" —1(mod p). Asi, de la
Gltima congruencia se tiene que 2° —1=0(mod p), y de la hip6tesis se

tenia que p| (22m +1), con lo que se llega a una contradiccién, porque si esto

sucede entonces p|2, lo cual es imposible. Con lo anterior se tiene que la

2™2 'y por el pequefio teorema de Fermat se

mas pequerfia de las potencias es
tiene que bP~! = 1 (mod p). Por otro lado, la mas pequefia de las potencias,
que es 2™2, divide a p-1, y entonces

p-1= k2™? =p = k2™? + 1.

Se puede notar que el resultado al que llegdé Lucas es semejante al
que propone Euler. Por un lado Euler dice que los divisores de Fn, son de la
forma p = 2™k + 1, mientras que Lucas demuestra que son de la forma p =
2™2k’> + 1,% con lo que se nota que parece que la k generalmente es par.

Pero el resultado original de Euler puede tener otra justificacion sus-
tentada en resultados mas actuales, y son los siguientes:

Teorema 5. Sea q = p" una potencia de un nimero primo impar p, con n >

1. Entonces el nimero de Fermat Fr, es divisible por g si y solo si Ordq2 =

23 , , e . .
Y aqui no se trata sélo de modificar la cota inferior de m en el teorema de Lucas, ya que
si se trata de demostrar el teorema para m mayor o igual a uno el proceso se altera.
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2m+1.

Demostracion. Supongamos que q|F,. Entonces q divide a (sz +
(22" —1) = 22" — 1. Por lo tanto® Ord,2 < 2™+ y 2™*1 = kOrd, 2
para alguna k € N. Entonces, k tiene que ser una potencia de 2 y e =
Ord,2 = 27. Sin embargo, si j fuera menor que m+1 entonces 2¢2" 1 =
22™ — 1 serfa divisible por el nimero impar g > 1, lo cual contradice la su-
posicién de que q|F,, por lo tanto Ord,2 = 2™**, y por lo anterior, enton-
ces Ordg2 = 2™,

Ahora, supongamos que Ord,2 =2™*!. Entonces q|22™" -1 =
(22" +1)(22™ = 1). Como p es impar, p >1y g es una potencia de p
entonces q debe dividir a 22" +1 o 22" — 1. Pero q no puede dividir a
22" — 1 pues Ord,2 que es 2™ tendria que dividir a 2™, lo que no es posi-

ble, por lotanto ¢|22" +1=F,. =

Teorema 6. Si p es un primo y p|Fm, entonces p es de la forma 2™ k+1,
donde k es un nimero natural.

Demostracion. Como p|Fn, entonces (por el teorema anterior) Ord,2 = 2mt

por lo tanto p|(22™"" — 1). Por otro lado, como p es primo impar, entonces p
divide a (2" — 1), y como el orden de 2 médulo p es 2™ entonces 2™**

divide a p — 1. Por lo tanto p —1 =k2™" entonces p = k2™'+1. =

*Puessie = Ord,2 entonces q|2™ — 1 conn = ek con k € N.
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Con este teorema Euler puede concluir que el quinto nimero de Fermat no es
primo, pues al ser los nimeros de Fermat de la forma 2*" +1 y de no ser
primo, debe tener como divisores a los nimeros de la forma 2™'n + 1. De
esta manera Euler dice que en lugar de buscar los divisores de 2% +1 =
2%+1 entre la lista de primos puede reducir el problema a buscar entre los de
la forma 64n + 1. También dice que le fue facil encontrar que con n = 10 el
primo 641 divide a 2% + 1, y que encontrar un niimero primo més grande
que 22 +1sigue siendo un problema abierto.

A continuacién daremos una prueba de que un nimero de la forma 2™*n + 1
divide al quinto nimero de Fermat

Como 641 =26-10+1 entonces 22" +1=23241=2%.22841=
(641 — 625)228 +1 = (641 —5%)228 + 1 =641-228 —(5-2")* +1 =
641-228 —(10-2%) + 1 =641-22% — (641 — 1)* + 1 = 641 - 228 —
(641* —4-6413+6-6412 —4-641+ 1) +1 = 641(2%% — 6413 + 4 -
6412 — 6 - 641 — 4) por lo tanto 641|(2%° + 1)

En el intercambio de ideas que se dio entre Euler y Goldbach, los numeros
de Fermat ocuparon su atencién mas de lo que muestra la carta de 1729.
Goldbach, por su parte, aportd algunos resultados que son parte de toda la

gama de propiedades de estos numeros. Propuso por ejemplo, que dos nime-

ros diferentes de la forma 2" +1no podrian tener factores comunes diferen-
tes de 1.
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Teorema. Dos nimeros de Fermat diferentes no pueden tener un méaximo
comun divisor diferente que 1.
Demostracion. Supongamos que

qEny qlFm-k
Para m>k > 1. Ahora como q|F,_xy F;|(F, —2)% para toda s =
0,1,..,m—1 por lo tanto q|(F, — 2). Entonces como q|F,, Se tiene que
q|2, pero como E,, es impar, se tiene que q = 1. ]
De este resultado se sigue que cada numero de Fermat (Fy, Fy, ..., E,,) es di-
visible por un primo que no divide a ningin otro nimero de Fermat. Por lo
tanto existen al menos m+1 ndmeros primos que no dividen a Fp,, de esto se

puede concluir que existen una infinidad de nimeros primos.

% Primero demostremos que Fy,,, = E,, + ZZmFoF1 -+ F,,_, paratodam > 1.
Demostracion. Se tiene que Fy,,q — E, = 227 +1—22" —1 = 22"(22" — 1) pero
22" —1= (27" —1)(22" +1) = (27" = 1)F,,_, asf, asuvez, 2277 — 1 también
se puede ver como una diferencia de m-1 potencias con lo cual se obtiene que 22" 1=
(22" —1)F,,_,F,,_,, de esta manera aplicando el procedimiento recursivamente se tiene
que 22" —1 = (22" = 1)F,,_1Fp_y - Fop_s1Fm_y paratoda k € {1, ..., m}, en particu-
lar cuando m = k se tiene que 22" — 1 = F,,,_, --- F, F,. Con esto se obtiene que Fy,,; —
Fp = 22" Fpy_1Fp_p -+ F1Fy por 10 tanto Fp,q = Fpy + 22" F,Fy -+ Fyp_y.
Ahora demostraremos que F,,, = FoF; -+ Fpp_q + 2
Demostracion Por el teorema anterior se tiene que paratoda m > 1 se tiene que F,, — 2 =
(22" +1) — 2 =2%" —1 = FyF, -+ F,,_;que es lo que se queria demostrar.
De esto se sigue que Fy|F,, — 2 paratodak =0,1,...,m — 1.

39



Capitulo 1

Los niimeros perfectos

De regreso nuevamente al primer articulo de 1732, se puede apreciar que
después de las ideas que vertié Euler acerca de los numeros de la forma
a" +b" -en particular los de Fermat-, no es de extrafiarse que extendiera el
estudio de los divisores de estas sumas de potencias ahora a los de la forma
a" —b". Y no es raro porque ya se mencion6 que el estudio de los residuos
de estos numeros esté relacionado con los residuos de potencias, que fue uno
de sus grandes temas en la teoria de los nimeros.

La dltima expresién la dirigié principalmente, como caso particular,
hacia los nimeros de la forma 2° — 1, que son los que actualmente conoce-
mos como primos de Mersenne. Euler sefiala que 2° — 1 es compuesto cuan-
do n es compuesto, pero dejo claro, aunque no lo demuestra, que no se cum-
ple para todos los casos; asf, por ejemplo, si n es primo entonces 2° — 1 tam-
bién lo es. El sabia que si P no es un primo, entonces es un compuesto de la

forma P=a-bdondea>1y b>1.Ahora, si P se sustituye en 2° -1 se
tiene que: 27 —1=22" —l:(Za)b—l.

Por otro lado, como la diferencia (2*‘) ®_1 esigual a:

(221 ((2) (@) "+ (@2) (@) (@) (2)7)

Entonces,
2" —1=(2° _1)( (22) " (22) " (20) T w20 +1)
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De esta manera, 2° —1 tendra como factor a (2a —1) >3. Asi,2° -1 no es

un numero primo, y cuando si lo es, tiene que suceder que P también sea un
primo.?®
La atencion que presto a los numeros de Mersenne le marcé un camino

para extender sus intereses hacia los nimeros perfectos.

Antes de ver cual fue el que juegan estos nimeros en el articulo, recor-
demos que Goldbach, desde la primera carta que le escribe a Euler en 1729,
le sugirio consultar el Elementa Matheseos Universae de Christian Wolff.
Ademas de que Euler tenia que conocer la obra por las cuestiones fisicas y
matematicas ahi tratadas, sabemos —porque él lo menciona en su articulo-
que la consulto para estar al tanto sobre qué escribié Wolff respecto a los
numeros perfectos.

Wolff en su Elementa Matheseos menciona que los numeros perfectos
son de la forma y™x, donde x y y son primos. Asi, la suma de los divisores

de estos nameros es igual a y™x, esto es,

%Fermat obtuvo tres resultados que fueron usados por Mersenne en su “Cogitata Physica
Mathematica™ para generar a los primos de la forma 2° —1 que se hallan en el nimero

perfecto 2"’1(2P - 1). Tales resultados son los siguientes:

a) “Si P es compuesto, entonces, 2°—1 es compuesto”.
b) “Si P es primo, entonces, a”—a=Pt paraalgint € Z
(Es decir, a”—a es un mdltiplo de P).
c) “Si Pesprimoym dividea 2°-1, entonces,(m—1)= P-q para algun q
que pertenece a los enteros”.
(Es decir, m—1 es un multiplo de P).
Con estos enunciados Mersenne logrd establecer la propiedad: “Si un nimero de la forma
2P —1 es primo, entonces, P es primo”. De esta manera, la bisqueda de primos de Mersenne
se redujo a los P primos. Fermat también establecio un test donde condiciona a estos P pri-
mos para obtener a 2° —1 primo.
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n 27

I+ Y+ Y+ Yt Y XA XY+ XY =Xy,

Si se factoriza x se obtiene

n

I+ Y+ Y+ YV 4+ 4+ Y + XA+ Y+ + Y D) =xy
Entonces
I+ y+ Y+ Y o+ Y+ =xy" = XA+ Y+ + ")
Por lo tanto,
1+ y+y +..+y"
y'-1-y-y -..—y

X= n-1

Yy COMO X es un nlmero entero entonces se requiere que

y'=l-y-y’ —.—y"'=1,
Wolff aqui comentd que esto s6lo pasa cuando y = 2, pues y*—1—y —

2_..._ Tl—1: n__ & = i n_ yn_l =
y y y (y_1 ), Y cuando y=2 se tiene que y (y_l)
1.

Entonces, si y = 2 se tiene que
x=1+2+2%4- 42" =211,
por lo tanto xy™ = 2"(2"*! — 1), donde 2 y 2™*1 —1 son primos por
hip6tesis. De esta manera Wolff llegd a la forma que propuso Euclides y la
que mas tarde conocid Euler.

Con ayuda del binomio 2"*1 — 1, Wolff generd los primos que
darian lugar a los perfectos, y es aqui donde comete el error de decir que
2047 es primo, error que Euler sefal6 en E26. Ademés, Euler también dice
que Wolff indica que 511 es primo, cosa que no es cierto como se puede ver

2" Nétese que para Wolff el término xy" no es uno de los divisores.
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en el siguiente texto:

EceueNra Anavvseos ) N Evements’ ANaLYSBOS
PROBLEMA Py g Gores relolvi poffit: erunt partes tat numeram termidoram, qui
%6, Irvenire wf}mﬁm u”_’”_f_f, ¢jus aliquore lpv:{;i'f ¥ -Hg &e, iftiusmodi terminum pracedunt.
quarum s in quadratkm alieriss ' X—3y'whoy=g—p donec exponens evadat =, & » Quars problema, quod fpeciem
s cubu effis, g Wy by % &e. donec ex- indeterminati mentiebatut,
i : ; PE =y ha=a—y ponens fiat=n—1. gamobrema terminatum cﬂ.
peflctolmg;:nmsﬁgéssm (Facile jam e fi valor i+ ex natura numeri perfecti aet autem fimal
R plius rationalis defideretur, fieri Theorema 1, i numerorum feres in
y_a‘ix? #g debere y==a: quo fadboeric , 14 4" 4 b ?H“y ¥ raone duph ab usitte continue pro-
L 0¥ =30 =0 qo'epy ke =y'x portionalium_contiouetur,, donec €0+
oy T n 5 rum fouma it wumerus primhm;“(nm-
» e =y #—x—yx mainmaxidum muliplicaca faciet nu=
jzp —— ) i)Y ‘i‘.’f ) .
L_x_zx T —beee=0 . ke, e peredom,
wid=x . R LR EY&C Thorema . Siinnumeroram ferie
Si adeo numer ntegr defide: 7004820 =¢ ' in oo duph 3 wiate coninue

rantur, affomendus eftvaloripfi- ~ 0*=6/—8
usy per cobum aliquem 2! divif- ¢
bills, feu cobi muliplos. s=(bf—g):d
! paretadeo, finumeritatio-
Site.gr. y=16, v=j, z=2; esit¥ nales defiderentur, problema ex

proportionalium occurrat terminus,, \qui
.7._‘_.7‘9".? & uaiate. muldlarus e numerus primus;

am ut » fit numerus integer, mumerus ife pimus i proxime prece-
neg in cafu fpecial fiy pernume.  dencem duéus efficit numerum perfe-
rum explicetur, numerus partiom %%

=iy b= =54 indeterminato fieri determina« |liquo(am{nd1ve:fu5ﬁunumm s e b it B
' i - earundemin formulageneraline: gone donly coninae A
i iy e Sit 0==6, erit ¢=(u6~8): u6= ©eefleetur yo1—y—y—ple. 4 8‘,6'};_“”&' 15‘64“-!014'

o o m o =35k :—::c:;‘;; | =1: quod cum non alio in all a0 096
partes duidere, ita w earindem | 2 contingat, nifi comy=2 ($ 805,y e 1y mgmi=
Juém equale fir cwbo rodie fia s oo eritr =tk R AE&C = DH2 1 s0pii= 047 & finthumeriprie
s 7 eadd&e. &numerus perfeltus mi. Ergoa =6, 4 =28, 3 16=

Sitnumerus datus=z,parsuna PROBLEMA 19, | 2+, Quoniam vero ¥ eft nu 496&111& 64{:8‘11’? “:;z- fo24== 3096
=x; eritaltera=g—x. Sitlatos 248 Irvewire mumerorum perfee | mefus pri‘mus. necell eﬂc‘:f“ F b, &c. o numerperfel
cubicuifatlum partiam ax—x @, boc ff, omnibus fui partibas I 242 e in omni cafu fit pS—

merus  primus, confequenter

feries terminetur Prope termi  xgg, Problemara indetermirata, qui-
num, qui unitate muléatas eft iis plime fokit Diophants, df-
numeras primus (§cir) & » 0o- fidlrs fint dseminatis, nif ﬁq:;

quatur, 1 etitcubus=)"x'~ dhiguotis equalem,
3y ¥ gyn—, unde fi fabtrahatur
J¢=1,relinquitur

" Welf Mo Tom,

Sit numerus quafitos " x, ut
nempe in gana aliquoeas feu fa-
o &

Aunado a lo que Euler encontr6 sobre nimeros perfectos en la obra de Chris-
tian Wolff, seguramente también conocid lo que otros pensaban sobre este
tema en la primera mitad del siglo XVII. La lista de personajes que se aden-
traron en el estudio de propiedades de estos numeros es amplia, pero sus
aportaciones en general no son trascendentes. Sin embargo hay un personaje
que no se puede dejar de mencionar: René Descartes. El envi6 una carta el

15 de noviembre de 1638 al matematico francés Marin Mersenne en la que
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afirmaba que tenia nuevos resultados sobre nimeros perfectos de la forma
euclidiana. Conociendo sus capacidades matemaéticas, era de esperarse que
presentara algun resultado interesante respecto a los perfectos pares, y con
ello se podria ver algo trascendente para estos nimeros, pues desde Euclides
no se tenia algo verdaderamente sobresaliente. Lamentablemente nunca se
dieron a conocer dichos resultados, y solamente Descartes sabe qué es lo que

tenia entre manos.

Con Euler se llega a las condiciones nece-
sarias y suficientes.

Euler conocia muy bien los libros aritméticos de los Elementos de Euclides.
Se sabe que para inicios del siglo XVII1I circulaban por Europa las ediciones
— de los Elementos - de Tartaglia (1586), Mardele (1622), Henrion (1676),
Zamberti (1537), Gregorii (1703), Commandino (1575), Clavius (1574),
entre otras, que contenian los libros del siete al nueve. El resultado euclidia-

no de la proposicion 36 del libro 9 dice lo siguiente:

“Todo numero de la forma 2°%(2°~1) con 2°—1 primo, es nimero per-

fecto par’?.

Pero Euler sabia de la posibilidad de que pudieran existir otros perfectos
pares que tuvieran una forma diferente a la de 2P‘1(2P—l)con 2°—1primo. Es

decir, con este teorema se tenia la existia de un conjunto de nimeros que si

8 Aqui se enuncia una versién moderna del resultado. Para conocer el enunciado original,
asi como la demostracién, se puede ver un apéndice al final de este capitulo, y una demos-
tracién en términos actuales se proporciona mas adelante.
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eran perfectos pares, pero que dependian de la existencia de primos con la

forma (27 -1), y de éstos Gltimos, a la fecha no sabemos si es un conjunto

infinito. Asi, si la aparicion de los primos de Mersenne es tan escasa,? y
esto nos lleva a tanta incertidumbre sobre la existencia de perfectos pares de
la forma euclidiana, entonces, ¢por qué no pensar en la existencia de perfec-
tos pares con otra forma?

Por otro lado, si se piensa que la existencia de los perfectos pares se re-
duce a los de la forma euclidiana, entonces se requiere demostrar el inverso
de la proposicion 36 del libro 9 de los Elementos, y con ello se establecerian
las condiciones necesarias y suficientes para que todo perfecto par sea sélo
de laforma 2"*(2°—-1) con 2°—1 primo.

Durante el siglo XVII el resultado euclidiano no proporciond los ele-
mentos adecuados para demostrar el reciproco. El inverso del teorema eucli-
diano tuvo que esperar alrededor de 2000 afios, y la persona que enfrontd
este pendiente fue Euler. La demostracion del reciproco de la proposicion 36
de Euclides se encuentra en dos de sus trabajos. Uno es el libro inconcluso
de Teoria de los Numeros titulado “Tractatus de Numerorum” (E-792) que
se conocié hasta 1849, sesenta y seis afios después de su muerte®®. El otro
trabajo donde se encuentra la demostracion es: “De Numeris Amicabilis”
(E152).

2% Actualmente se conocen menos de cincuenta.
% Se desconoce cuando lo escribi6; de hecho, hubiese sido el primer libro sobre Teoria de
los NUmeros, ya que fue posteriormente, en 1798, que aparecid publicado el de Legendre.
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Demostracion de Euler®

En el apartado 106 del Tractatus Euler caracterizd lo que es un nimero per-
fecto N como: IN =2N .** Posteriormente, supone que si éste es par enton-
ces puede tener la forma N =2" x A con A impar.
Asi, N=2"xA & IN=2-2"x A=2""x A

& 27 xA=[(2"xA),
lo Gltimo se puede hacer porque 2N =_[N. Por otro lado como 2" y A no
tienen divisores comunes, entonces Euler factorizo a la funcion suma de di-
visores para obtener que 2"t x A= j2“ XIA.
Ahora, como la suma de los divisores de 2" es

142422 4+2° + - 42" =2"1 1,

entonces,

2n+1XA:(2n+l_1)XJ-A — J._';\A\:(Zn%:) El hecho de que 2nz+r1+i1 es

un nimero muy cercano a uno le bast6 a Euler para usar otro de sus resulta-

dos que dice lo siguiente:

®! LLa demostracién que aqui se presenta esté totalmente apegada a la original que se encuen-
tra en el Tractatus, pero hemos agregado algunos pasos adicionales en el proceso con del fin
de que sea mas comprensible.

%2 Euler denota a la funcién suma de los divisores de N como: J'N . Agui es muy importante
sefialar que la enorme diferencia entre el trabajo de Euclides y el de Euler es que el primero

consider6 como divisores de N s6lo a los divisores propios, es decir, no considerd al mismo
N como uno de ellos, mientras que Euler si lo hizo.
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[N m m , . :
“Si Non donde — es un numero pequefio y N es diferente de uno,
n n

entonces, m>n y N=n”

y con esto pudo concluir que A = (2“+l —1) y en consecuencia, como
2rH—l>< A:(2n+l _1)XJA:>.[A= 2n+1
y por la forma antes mencionada de A, se tiene que J'Az A+1.

De esta manera concluy6 que A es primo. Finalmente, dado que N =2" x A
es perfecto par y A=(2""* —1) es primo, entonces N = 2" (2" -1).

Con este resultado por fin se llegaba a una demostracion del reciproco
de la proposicién 36 de Euclides. Es claro que el paso donde concluyé que
A= (2”+1 —1) no esta plenamente justificado, pero ya sabemos que en la vas-
ta obra de Euler es frecuente encontrar situaciones de esta clase, y las solu-
ciones a estas interrogantes se pueden encontrar en trabajos subsecuentes, en
algunos casos, o de plano ya no los demuestra. Sin embargo, y con mucha
frecuencia llegarian otros matematicos, posteriores a €l, para justificar estos
resultados matematicos que Euler dejo pendientes, y que en la mayoria de
los casos si eran resultados validos.

Es en este tenor que Euler nos proporciona su “De Numeris Amicabilis”
(escrito en 1747), donde trabajd la iguald d—-| —(—)M Ahi
escrito en , donde trabajo con la igualda = . Ahi supone

J g n 2n+1 1 p

que existe una c tal que A=c(2”+1—1) y _[A:c-zn*l, y de la que logra de-
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ducir que ¢>1.Pero alin con la lectura de este ultimo articulo no quedaba

plenamente justificado (desde nuestra perspectiva actual), que a partir de

J.A 2n+1
L= se pudiera concluir que | A= A+1.
AP aue |

Lo que haremos ahora es retomar el proceso euleriano y tratar de llegar
al final de la demostracion sin que existan tropiezos en el proceso, pero se
aclara que los elementos matematicos que se usaran ya no son necesariamen-

te con los que contaba Euler.
Entonces. de J._A\ = 2" se tiene que 2" x A= (2n+1 - 1)>< IA Yy en-
! A i2n+l _ 1’

tonces la suma de divisores de A se puede separar en aquellos que son pro-

pios y los que no lo son; en la notacion de Euler seria jA: A+t, donde

t=Yd con lo que se obtiene que 2"*xA=(2""-1)x(A+t). Simplificando

djA
d<A

se llega a que A:t(Z“*l—l) , por lo que t|A, pero recuérdese que t es la

suma de los divisores menores que A, y como t divide a A entonces t tendria

que pertenecer al conjunto de los mismos sumandos de t, lo cual sucede s6lo
cuando t=1y, por consiguiente, IA=A+1 con lo que se concluye que A
es un primo y ademas es tal que A:(Z””—l). Por lo tanto,
N=2"xA=2" (2“+1 —1) con (2“*1—1) primo.

Con estos ajustes queda completa la demostracion, y la parte fundamental

para que Euler pudiera avanzar en esta direccion es que él ya consideraba
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que uno de los divisores de un entero dado es el mismo entero. Hay que re-
saltar que esto nunca lo considerd Euclides.
Para terminar esta exposicion euleriana de los perfectos pares ahora

presentamos las demostraciones modernas de las dos partes del teorema.

Teorema: Sea n un entero de la forma 2°*(2°~1) donde 2°~1 es nimero
primo, si y solo si es un nimero perfecto par.
DEMOSTRACION.
Euclides =)
Sea n un namero par de la forma 2°*(2° —1) donde 2°—1 es un primo. Co-
mo n es un producto de potencias de primos diferentes, y como la funcion
suma de divisores es multiplicativa para factores que son primos relativos,
entonces la funciéon suma de divisores para n es:

o(n)=(1+2"+2% + 2% 4+ 27 (1+ (27 - 2)).
Por induccién se sabe que

142' 422+ 22 4+ 20 4 4 21 =27 1,

Entonces, o(n)=2°(2"-1)=2(2"*(2"-1))=2n, y por la definicion de
ntmero perfecto, entonces toda n = 2°%(2°—1) donde 2°—1 es nimero pri-

mo, es un nimero perfecto par.

Euler <)

Sea n un numero perfecto par, y sin péerdida de generalidad siempre puede
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ser representado de la forma n=2""(r), donde r es un impar y P>1. Dado
que (27, r)=1 (primos relativos), entonces o(n)=c(2"*)-(r). Y como
1420422+ 22+ 4 2P =27 —1=0(277),

entonces, o(n)=(2" 1) o (r), y ademés o(n)=2(2"*(r))=2° -r por sern
perfecto.
Por otro lado, podemos plantear que o(r) = r + s, donde s representa

a la suma de todos los divisores positivos de r menores que r. Asi, sustitu-

yendo:

o(n)=o(2)-o(r)=(2"-1)(r+s)=2" 1 <

s(P-1)=r(2")-r(-1) < r=s(2’-1)

de aqui se ve que s|r, pero s es la suma de todos los divisores positivos de r
menores que r, por lo que, s=1Yy r=(2P—1). De esto se tiene que

o(r)=r+1, y en consecuencia r es un nimero primo. Por lo tanto, el nime-

ro perfecto par n es de la forma 2"‘1(2p —1) con 2° —1primo.

Con este resultado Euler finalmente cerr6 el circulo de un teorema que
tenia aproximadamente 2 mil afios en espera de ser demostrado. Pero él no
se detuvo —respecto a numeros perfectos- con lo que ya habia empezado en
el articulo de 1732; faltaba dar los primeros pasos para resolver el problema
mas complicado de esta clase de numeros, y nos referimos a encontrar los

perfectos impares.
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El Factor de Euler.

El primer resultado significativo para los numeros perfectos impares fue
aportado por Euler, y lo pudo hacer a pesar de no conocer alguno. Tuvo el
genio de dar un perfil de como tendrian que ser, en el caso de existir. De-

mostro que

Si n es un perfecto impar entonces n=q*P*PP* ...P*  donde
g=a=1 (mod 4)y q, P, P,, --- P, son primos impares diferentes.

Esta aportacion inicial dio lugar a que al factor g“ se le conozca actualmente
como el “Factor de Euler”.

De esta manera, con nimeros de la forma n=q*P"P*:P% ...P% se
tuvo el punto de partida para construir un conjunto de propiedades que hasta
ahora no ha dejado de crecer. Sin embargo, aunque ya se tenia la caracteriza-
cién de Euler para los perfectos impares, fue necesario esperar hasta las pri-
meras décadas del siglo XX para tener nuevamente resultados dignos de ser
mencionados.

Ahora proporcionamos unos ejemplos de investigaciones recientes
para ver que el camino que trazé Euler respecto a los perfectos impares fue
el correcto. Estas aportaciones ayudan a descartar aquellos impares que no
pueden ser perfectos, con la esperanza de que exista uno entre aquellos que
quedan.

e De la forma euleriana de los perfectos impares

n= qa F)12ﬁ1 Pzzﬁz P32ﬁ3 e Przﬁr
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ahora sabemos que estos n no pueden existir con la particularidad de

que los factores B, de los exponentes pertenezcan a la misma clase
residual.
lannucci [2003] demostré que si In y n=q“P*PF:pF:...pF

donde g=a=1 (mod 4) con «, B, enteros positivos y tales que

B1 =B, = =P =2(mod5) entonces n no es un perfecto im-
par.

Otro resultado semejante se da cuando
B,=B,=---=B, =38 (mod 77), también, Hagis y McDaniel [1975]

lo probaron para B, =17 (mod 35).

McDaniel [1970] demostré que si todos los B, cumplen que
B;=1 (mod 3)’ entonces no puede existir un perfecto impar con las
caracteristicas eulerianas.

Steuerwald [1937] demostrd que n no es un nimero perfecto impar si

B,=B,=PB;=...=PB,=1. Hagis y McDaniel lo probaron para
Bi=PB,=B;=...=B, =3.

Con estos elementos como telén de fondo toca ahora revisar la demostra-

cion de Euler que se encuentra en el “Tractatus de numerorum”. El teorema

enuncia lo siguiente:

Teorema. Si n es un numero perfecto impar, entonces n es de la forma

n=q"P P/ PP2% ...P?F donde los q, P,, P,, --- P, son primos im-
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pares distintos y, ademas, g =a=1 (mod 4).
DEMOSTRACION.
Como n es un numero perfecto impar entonces se tiene por definicion que

cs(n):Zn y sin pérdida de generalidad podemos decir que su factorizacion
en primos es n=q‘R"P,R’---P*. Ahora, considerando que o (funcion
suma de divisores) es una funcién multiplicativa se tiene que:
2n=o(q"R"RRY -+ B*) =0(q")-o(R")-o(P) - o(R)--o(R’)
Ademas, dado que n es impar se sigue que 2n es el doble de un impar; en-
tonces, entre los factores o(q")-o(R")-o(P;)-o(Py)---o(P?) s6lo hay
uno que es “imparmente” par y los restantes son impares.
Ahora, sin pérdida de generalidad, se toma el factor o(R™) como un impar y
P _1
R -1

por lo tanto o(P") = = P"4+P™ 4t P24 P 41,

Como el primo Py esimpary B"+B™ ' +.--+B?+ B, +1 es una suma de m

impares mas uno, entonces se deduce que el exponente m tiene que ser par

para que se cumpla que el factor o(le) sea impar. De esta manera, P" es
una potencia par de un nimero impar, por lo que B™ sera un cuadrado per-
fecto de la forma B*:. Asi se concluye que todos los factores primos
P"R/R,’ --- P? de n, a excepcion de q*, seran cuadrados perfectos.

Por otro lado, sea c(q") el factor imparmente par de o(n)
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(es decir, o(q')=2(2p+1)=4p+2 = o(q")=2 (mod 4)), por lo que q
es de laforma 4k+1 6 4k +3. Se afirma que q es de la forma 4k +1, porque
si q =4k +3 se tendria que c(q“) #2 (mod4) lo que contradice el hecho

de que c(q“) es imparmente par. Y esto se puede probar de la siguiente ma-

nera. A partir de la suma o(q*)=0" +q“"+---+0”+q+1, veamos como

son los sumandos para potencias pares o impares de cualquier nimero de la
forma 4k+3.

i) (4k+3)=1 (mod4) sis es par. Esto se justifica al ver que si
(4k +3)° =1 (mod 4), entonces ((4k + 3)2)n =1" (mod 4)

= (4k +3)2” =1 (mod 4), por lo tanto se cumple para la po-
tencia par.

i) (4k+3)°=3 (mod4) si s es impar. Y se justifica a partir del resul-
tado anterior para pares (4k +3)2” =1 (mod 4), al que se mul-
tiplica por (4k + 3), para obtener
(4k + 3)(4k +3)" =1(4k + 3)(mod 4)

= (4k +3)""" =(4k + 3) (mod 4), pero 4k +3=3 (mod 4).

2n+1

Y se llega finalmente a que (4k+3)" =3 (mod4),y asi se

tiene el resultado para toda potencia impar.

Con i) y ii) se cubren todas las potencias s=a,x—1,...,2,1de
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o(q%)=q" +q "+ +0° +q+1,

y se concluye con las suma de las congruencias respectivas de i) y ii)
que:

o(q*) =1(mod 4) si o es par, 0

ol )=0 (modk) si & es impar.

De las dos congruencias se ve que no puede suceder que:
5(q*)=2(mod 4), para q = 4k + 3.

Asi, q tiene que ser de la forma 4k +1, y entonces

19, 0% g% g =1 (mod 4).
Ahora, dado que o(q“)=0“+q“"+---+0°+q+1 es una suma par cuya
cantidad de sumandos es a+1, entonces se deduce que o es impar, el cual
podria ser de la forma 41+1 & 4A+3. Por la estructura de las potencias de
g se tiene que cada una es de la forma:

4k, +1, 4k,+1, 4k,+1 4k,+1 4k.+1 ... 4k, +1 =
1+9+9°+q°+---+q* = 1+4(k,+k, +K,+---+Kk, )+a <
4(k, + K, +--+ Kk, )+ (a+1) = 4K'+(a+1)=2I =5 (q")

Asi, a=4r+3 implica que o(q*)=2I con T par es decir

5(g*)=2(2¢) llegandose a una contradiccion ya que por hipétesis o(q*)
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es imparmente par. Por lo tanto, a=4A+1 Yy por consiguiente
a=1 (mod 4).
Por todo lo anterior, ha quedado demostrado que todo ndmero perfecto im-
par n es de la forma n=q"P"*P*:Pf+...p* donde los g, P, P,, --- P,son
primos impares distintosyg=a=1 (mod 4). m

Para terminar esta seccion de los nimeros perfectos, regresamos al articu-
lo de los teoremas de Fermat (E26) para sefialar que Euler menciond la si-
guiente propiedad que pareciera ser un simple resultado sobre los primos de
Mersenne. Y es el siguiente:

Si (49— 1) y (8g — 1) son primos, entonces 24971 = 1 (mod (8q — 1)).
Por un lado este teorema proporciona elementos para descartar nimeros de
la forma 2" —1 que no pueden ser primos, pues sucede que si n = (4q — 1),

entonces otro primo divide a 2" —1, y por consiguiente este tipo de nimeros
de Mersenne no pueden ser primos, y a la vez tampoco ser factor primo de
un perfecto par. Pero si revisamos con més cuidado este teorema encontra-
mos que para justificarlo ya intervienen elementos que Euler estaba usando
para la construccion de la teoria de los residuos cuadraticos.

Si vemos un bosquejo de demostracién®® empleando los elementos ma-
tematicos que tenia Euler, se tiene que como (8q — 1) y 2 son primos relati-

Vos, Y recurriendo al pequefio teorema de Fermat, entonces

2% =1(mod 8q-1) = 2% -1=(2""-1)(2""+1) y de aqui se

% Euler no demuestra este resultado en el articulo de 1732 (E26); s6lo lo menciona como
algo que sucede en el contexto de los nimeros perfectos.
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tiene que 8q—1divide a(2** +1) 6 8g—1divide a(2'"* 1), pero no a am-
bos, porque pasaria que 8q—21divide a 2, lo cual no puede suceder pues 8q —

1 es impar. A partir de aqui se podria ver qué casos particulares de primos de

la forma 8q—1no divide a(2** +1), pero que si dividen a los de la forma
(2‘“H —1). Asi, es posible que Euler haya inferido a partir de casos particula-

res que “Si (4q— 1)y (8q — 1) son primos, entonces 24" =1(mod 8q—1) ”.

Pero también es posible que Euler ya estuviera intercalando diversas ideas
que involucraban a los divisores primos de los nimeros de la forma a" — b".
Ya sabemos que propuso que

“Si p es un primo impar y a que pertenece a los enteros positivos es

P
2

primo relativo con p, y cumple que a? =1(mod p), entonces a es un

residuo cuadratico médulo p.

Y de aqui se pasa al criterio de que a es un residuo cuadratico modulo
p, siempre y cuando p sea de la forma (8q - 1).

Con este resultado se puede apreciar que Euler tenia un cimulo de
ideas que involucraban diferentes implicaciones partiendo de las mis-
mas premisas, es decir, los elementos que descartaban primos de Mer-
senne para los factores de perfectos pares, serian los mismos que nos
indicarian criterios para conocer las posibilidades de que un nimero

fuera residuo cuadratico madulo un determinado primo.
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Apéndice

Demostracion de la Proposicion 36 del Libro IX de “Los Elementos” de
Euclides.*
Proposicion 36: “Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad
se disponen en proporcion duplicada hasta que su [suma] total resulte [un
numero] primo, y el total multiplicado por el ultimo produce algin numero,
el producto sera [numero] perfecto".
Demostracion.
Pues dispdnganse tanto nimeros como se quiera, A, B, I' y A, a partir de una
unidad en proporcion duplicada hasta que su (suma) total resulte (un nime-
ro) primo, y sea E igual al total y E, al multiplicar a D, haga ZH.
Digo que ZH es un (numero) perfecto.

A B r A

Pues cuantos nlimeros son en cantidad A, B, I' y A, tomense tantos nimeros
E, OK, A, M, en proporcion duplicada a partir de E; entonces, por igualdad,
como A es a A, asi es E a M [Libro VII, Prop. 14]. Asi pues, el producto de
E, A es igual al (producto) de A, M [Libro VII, prop. 19]. Ahora bien, el
producto de E, A es ZH; entonces el (producto) de A, M es también ZH.
Luego A, al multiplicar M, ha hecho ZH; por tanto, M mide ZH segun las
unidades de A. Pero A es una diada; luego ZH es el doble de M. Pero M, A,

** La siguiente traduccion se tomo integra de la edicién de editorial Gredos. La traduccién
fue realizada por Maria Luisa Puertas Castafios.
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OK, E son sucesivamente el doble uno del otro; entonces E, OK, A, M, ZH

son continuamente proporcionales en proporcion duplicada.

O Z N > @ m
[1]

Ahora del segundo OK y del altimo ZH quitense ®N y ZZ=, respectivamente
iguales a E. Entonces como el exceso del segundo nimero es al primero, asi
el exceso del Gltimo a todos los anteriores a él [Libro IX, Prop. 35]. Asi
pues, como NK es a E, asi ZH a M, A, KO, E. Y NK es igual a E; entonces
=H también es igual a M, A, OK, E. Pero ZZ también es igual aE y E a A,
B, I', A y la unidad. Asi pues, el total ZH también es igual a los (nimeros) E,
OK, A, My alos (numeros) A, B, T', A y la unidad; y es medido por ellos.

Digo que ZH no sera medido por ningln otro fuera de A, B, T', A, E, OK, A,
M y la unidad. Pues, de ser posible mida un nimero O a ZH, y no sea O el
mismo que ninguno de lo nimeros A, B, T', A, E, OK, A, M. Y cuantas veces
O mida a ZH, tantas unidades haya en IT; entonces II, al multiplicar a O, ha
hecho ZH. Pero, en efecto, E, al mutiplicar a A, ha hecho también ZH; en-
tonces, como E es a I1, O es a A [Libro VII, Prop. 19]. Y puesto que A, B, T,
A, son continuamente proporcionales a partir de la unidad, entonces A no

serd medido por ningun otro fuera de A, B, I" [Libro IX Prop. 13]. Ahora
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bien, se ha supuesto que O no es el mismo que ninguno de los (numeros) A,
B, I'; por tanto, O no medira a A. Pero, como O es a A, E es a IT; entonces E
tampoco mide a IT [Libro VII, Def. 21]. Y E es primo. Pero todo nimero
primo es primo con respecto a todo aquel al que no mide [Libro VII, Prop.
29]. Asi pues, E, IT son primos entre si. Pero los primos también son los me-
nores [Libro VII, Prop. 21] y los menores miden a los que guardan la misma
razon que ellos el mismo numero de veces, el antecedente al antecedente v el
consecuente al consecuente [Libro VII, Prop. 20]; ahora bien, como E es a
IT, O es a A; entonces, E mide a O el mismo nimero de veces que IT a A.
Pero A no es medido por ningln otro fuera de A, B, I'; luego IT es uno de los
(nimeros) A, B, T'. Sea el mismo que B y cuantos son B, T', A en cantidad
tomense tantos E, ®K, A a partir de E. Ahora bien, E, OK, A guardan la
misma razén que B, T', A; entonces, por igualdad, como Besa A, Eesa A
[Libro VII, prop. 14]. Luego el (producto) de B, A es igual al (producto) de
A, E [Libro VII, Prop 19]; pero, el (producto) de A, E es igual al (producto)
de I1, O; entonces el (producto) de I1, O es igual al (producto) B, A. Luego
como IT es a B, A es a O [Libro VII, Prop.19]. Pero II es el mismo que B;
entonces A es el mismo que O; lo cual es imposible, porque se ha supuesto
que O no era el mismo que ninguno de los (numeros) puestos, luego ningdn
numero medira a ZH fuerade A, B, T, A, E, OK, A, M y la unidad. Y se ha
demostrado que ZH es igual a A, B, T', A, E, ®K, A, M y la unidad. Pero un
namero perfecto es igual a sus propias partes [Libro VI, Def. 23].

Por consiguiente, ZH es un (nimero) perfecto. Q.E.D.
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Capitulo IV
Sobre el pequeno teorema de Fermat.

Antecedentes
Desde el inicio de este trabajo de tesis ha quedado de manifiesto que desde

los primeros afios en los que Euler se intereso por la teoria de los nimeros
los problemas de Fermat siempre estuvieron en su mente. De los problemas
que el matematico francés planted, muchos de ellos producto de su lectura de
la Aritmética de Diofanto, Euler abordd practicamente todos, y para cada
uno tuvo comentarios importantes, e incluso les dio solucion.

Entre los problemas pendientes que dejé Fermat existe uno que no
podia haber dejado de llamar la atencion de Euler, y esté aparecio en su arti-
culo de 1732. Se trata de un caso particular de los divisores de los niUmeros
de la forma a"-b", y que ahora conocemos como el Pequefio Teorema de
Fermat.

Como se vio en el primer articulo (E26), Euler planted entre otras co-
sas, que de existir nimeros primos de la forma a™ + 1, éstos tendrian que ser

como un numero de Fermat, y mostré ademas que el quinto nimero no es

primo (i.e. 22° + 1noes primo). En una segunda parte hace un analisis acer-
ca de los nimeros perfectos, pero sobre todo de cuando los nimeros de la
forma 2™ — 1 no son primos, a pesar de que n si lo es. Al final de esta sec-
cién Euler coment6 que dedujo todas estas observaciones de cierto teorema

para el cual no tenia una demostracion, pero del que estaba seguro de su va-
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lidez. Sin decir mé&s enuncia el teorema, que es el siguiente:
a™ — b™ siempre sera divisible por n + 1, si n + 1 es un nimero primo
que no divida nia a niab.
Este teorema lleva al pequefio teorema de Fermat para un caso particular de
b. Posteriormente Euler present6 en el mismo articulo (E26) algunas propo-
siciones relacionadas con este teorema, pero en ninguna concret6 algo que
pudiera parecer una demostracién del pequefio teorema.

Este teorema de Fermat fue uno de los problemas recurrentes a lo largo
de la vida matematica de Euler, reapareciendo una y otra vez mientras se
ocupaba de diversos temas y a lo largo de su periplo geografico. No se puede
dejar de mencionar que ademas de los articulos donde publicé las demostra-
ciones del teorema, también su correspondencia tuvo un rol fundamental
para darnos a conocer la evolucion de las ideas matematicas que le llevaban
de regreso a esta tematica. En este contexto la comunicacion con Christian
Goldbach proporciona partes importantes de la evolucion de las demostra-

ciones del pequefio teorema.

San Petersburgo
En 1736 Euler presentd el trabajo Theorematum quorundam ad numeros

primos spectantium demonstratio (Una prueba de ciertos teoremas respecto
a numeros primos, E54). Aqui incluyo la primera demostracién del pequefio
teorema, y como se indicd antes, el objetivo del trabajo no era solo este re-
sultado, sino que fue la consecuencia de una serie de implicaciones que en-

seguida se comentaran.
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En Theorematum quorundam introduce el método que ahora cono-
cemos como induccion. Sobre éste menciona que aun le parecia insuficiente
y poco eficaz para demostrar algunas proposiciones. Euler, con esto en men-
te, recuerda nuevamente los niimeros de la forma 22" + 1. Posteriormente
comenta que encontr6é algunos teoremas relacionados con ndmeros de Fer-
mat y otros que conciernen a numeros perfectos, y que estos podrian ser de-
mostrados por el método de induccion que era algo novedoso, y que estaba
poniendo en préactica. Asi, se dirigié a probar algunos teoremas y entre ellos
se encontraba la primera de sus demostraciones del pequefio teorema de
Fermat. Cabe recordar que el pequefio teorema no era el principal objetivo
de este articulo de 1736. Mas bien todo apunta a que existia un interés com-
partido entre abordar ciertos puntos arriba mencionados y experimentar con
las nuevas herramientas de la induccion. El teorema se enuncia asi:

Teorema 1 Si p denota un niimero primo, el término a?~! — 1 siempre
puede ser dividido por p, a menos que a pueda ser dividida por p.

Para establecer su modalidad de induccion Euler primero demostrd un par de
teoremas que son casos particulares del pequefio teorema. Finalmente propu-
S0 un teorema que nos recuerda el método actual de induccién, en el supone
que si se cumple que p|(aP — a) entonces se puede llegar a que p|((a +
1P — (a +1)).

Antes de exponer los teoremas y sus respectivas demostraciones, re-
cordemos nuevamente que la induccidn que empled Euler estaba en proceso

de consolidacion. Es mas, recordemos que los primeros procesos de un
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método de induccion empezaron con F. Maurolico en la segunda mitad del
siglo XV1, y practicamente fue para construir los términos generales de cier-
tas sucesiones. Cuando Euler usé un proceso inductivo en Teoremas sobre
divisores de nimeros, escrito en 1747, se notd que aun no habia consistencia
en el uso del método, esto es, no usé claramente los pasos para validar que
determinado resultado se cumple de manera sucesiva para el valor actual y
para el que le sigue. Pero es importante decir que para el proceso gue sigue
si esta aplicando los pasos que actualmente se esperarian para un proceso de
induccion.

Ahora se presentan los teoremas y sus respectivas demostraciones.

Teorema 2 Si p es un nimero primo impar, entonces el término 2P~1 — 1
siempre sera dividido por p.

Demostracion. Si en lugar de 2 se toma la particion 1 + 1, entonces por la

férmula del binomio de Newton se tiene que:

- p—-1 p—1p-2 p—1p—-2p-3 p—1p-2p-3p—4
I+ 1P =14+ el P el 2P m
1 1 2 1 2 3 1 2 3

De esta manera se obtiene una cantidad p de sumandos que ademas es impar.
Ahora, como cada uno de los sumandos es un coeficiente binomial, todos
seran numeros enteros positivos. Si a la igualdad anterior se le resta uno,
entonces se tiene:
1+1)P1-1
-1 —1p—-2 —1p—2p -3
:p1 +p1 pz +p1 pz p3
p—1p—-2p—-3p—4
1 2 3 4 7
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donde el lado derecho de la igualdad tiene p-1 términos y es una cantidad

par.
A continuacion se suman por parejas los términos del lado derecho, es
decir,
p—1+p—1p—2 p—1p—2p-3
1 1 2’ 1 2 3
p—1p-2p—-3p—-4 p-1p—-2p—-3p—4p->5
1 2 3 4 1 2 3 4 5
pr—-1 p-6
T =

y asi la suma original se reduce a la mitad de términos, con lo que se obtiene:

gp-1_ 1 —PPZl Pp-ip=2p=3  pp-lp=2p-3p-4p=5_ 35

12 12 3 4 12 3 4 5 6
el Gltimo término de esta nueva suma es p, pues™

P=D@-)P=3)P=H--P=P-1) , ;1 _ P=VE=DE=3)P-4)..1+1
1-2-3-4-..p—1 1-2-3-4-..p—1

=p. Y como

cada término de la suma que representa a 2°~! — 1 es un entero, entonces en
la simplificacion de cada uno de ellos queda el factor p primo, y en conse-
cuencia se llega a que p divide a 271 — 1.

El siguiente paso es demostrar bajo las mismas directrices que p divide
a 3?71 — 1, y después que p divide a 4?1 — 1, y asi hasta un caso general
donde p divide a a?~! — 1. Pero sucede que con este método no se puede

generalizar el teorema 2. Por ejemplo, para ver si p divide a3P~1 —1 se

*Euler usé la férmula que con nuestra notacién moderna conocemos asi:
(-t _(p-Ht _ P!
k-Dip-k)! ki(p—k-1! kli(p-k)!’
36 5 -2 -1

Serefiereaque C2” +C) = p.

C,3+Cy, =C}, esdecir, que
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tiene que:

p—1p—2p-3p—-4
+2*
1 2 3 4
y por tanto
p—1 p—2 p—1p—2p-—-3 p—4
1+2)P1-1=2 (1 2 ) 23 (1 2—)
1+2) 1 te—o) 1 2 3 tey
p—1lp—2p—-3p—4p—>5 p—6
25 (1 2—)
+ 1 2 3 4 5 te— )7

Pero de esta Ultima igualdad se observa que en los sumandos del lado dere-
cho no es claro que se pueda factorizar una p, y por ello no es posible llegar
directamente a que p divide a 3?71 — 1, y lo mismo pasa para los casos si-
guientes.

Pero a pesar de que Euler mencion6 que este procedimiento no era el
apropiado para la generalizacion, si cabe preguntarnos para cuales enteros si
era factible que se aplicara este método. Si se toma un entero de la forma 1 +

a, entonces se tiene nuevamente que

_ p—1 p—1p—2 p—1p—2p-3
p—-1 __ — 2 3
1+a) 1=a 1 +a 1 > +a 1 > 3

JL—1p—2p—-3p—4
1 2 3 4 7
y agrupando los sumandos de la derecha se tiene que

+a

p—1 p—2>+a3p—1p—2p—3< ap—4>
1 2 1 2 3 4
Sp—lp—Zp—3p—4p—5( p—6)
1
1 2 3 & 5 Ute )t

1+a)Pt—1=a <1+a

+a

y de esto Gltimo resulta que si en los factores (1+a%2), (1+a™*),(1+
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a?) ...5e considera que a es de la forma (1 - Ap), con A entero, entonces se

llega a que p si divide a (1 + a)?~! — 1. Entonces podemos proponer que
para los numeros enteros de laformal+a=1+1-Ap =2 - Ap, si se puede
usar el primer método de Euler. Y mas aln, podemos decir que son enteros
de la forma N = 2 - Ap, que pertenecen a la clase de congruencias N = 2

(mod p).

Segundo método

La segunda via que Euler propuso como una generalizacién tenia como base
un resultado que dice (enunciado en términos modernos): 2P’ 1 es divisible
por un primo p, si sélo si 2°— 2 el divisible por p (con p diferente de 2).

Para el caso particular de los intereses de Euler se tiene que

—1
2p=(1+1)p=1+p+%+...+p+1
=  w-2=p+XE24 4p

Y es claro que si cada uno de los términos de la serie es divisible por p en-
tonces 2P — 2 también lo serd. Asi que 2P~ — 1 también es divisible entre p
pues 2P —2 =2(2P"1—1), y a menos que p =2, p soélo dividira a
2P~1 — 1. De esta manera Euler sigui6é con su generalizacion del pequefio
teorema.

Bajo el mismo esquema paso a otro teorema que es el caso particular
del pequefio teorema para a = 3.

Teorema 3 Si p es cualquier nimero primo excepto 3, entonces 371 — 1
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siempre puede dividirse entre p

Demostracion. Euler propuso que si 37~ — 1 puede dividirse por cualquier
primo diferente de 3 entonces 3P — 3 podré ser dividido por cualquier primo,
y esto dltimo es lo primero que demostré Euler para concluir finalmente lo

primero.

Asi, sea3? = (1+2)P = 1+2p + 222E2 4 427-1p 4 27 en-
tonces p divide a cada uno de los términos de la serie a excepcion del prime-
roy el ultimo, por lo tanto p divide a 37 — 2P — 1, pero

3P 2P —1=3P-3-2P 42 =3P -3 — (2P —2),
y del Teorema 2, 2P — 2 siempre es divisible por un nimero primo, por lo
tanto p divide a 3P — 3 y por ende si p es un primo distinto de 3 entonces
divide a 3" —1 pues 3? —3 = 3(3""! - 1).
Después menciona que ya puede pasar de un valor de a al de a + 1,

y la forma de tratarlo sera mediante el siguiente teorema.

Teorema 4 Si p es un namero primo que divide a a? — a entonces (a +
1)P — (a + 1) también sera dividido por p.

Demostracion. Si se expande (1+a)? =1+ ap+ a? @ + -+

paP~! + aP, entonces nuevamente se tiene que cada término de la sucesion
es divisible por p excepto el primero y el ultimo, entonces (1 +a)? — 1 —
aP sera divisible entre p, pero

A+a)f-1-a’P=A+a)f —-a-1-a’+a=[1+a)’—(a+1)]—-(aP —a),
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y de la hipotesis de que (aP — a) es divisible por p, entonces (1 + a)? —
(a + 1) también lo sera.

Asi, como p divide a (a+1)? —a—-1=(a+ 1)’ —(a+1) en-
tonces p divide a (a + 1)P~1 — 1, siempre y cuando p no dividaa (a+ 1) y
con esto se llega al final de la primera demostracion del Pequefio Teorema

de Fermat.

Desde Prusia

En 1747, cuando Euler ya estaba en Prusia contratado para trabajar en la
Academia de Ciencias de Berlin, publicé el trabajo Theoremata circa diviso-
res numerorum (Teoremas sobre divisores de nimeros, E-134), y ahi se en-
cuentra la segunda demostracion del Pequefio Teorema de Fermat. En esta
publicacién —una vez mas— su objetivo principal no fue sélo este teorema
de Fermat. El trabajo tiene dos vertientes: por un lado primero se enfoca en
la elaboracion del aparato tedrico necesario para demostrar que los numeros
a?" + b2" sélo tienen divisores de la forma 2™+1n + 1; por otra parte, de-
muestra algunos resultados acerca de diferencias de potencias y sus diviso-
res. Mas precisiones al respecto se presentan en los parrafos que siguen.

En la primera parte del articulo Euler enuncia un teorema acerca de
diferencias de potencias y de las posibilidades de que sean divisibles entre
ndmeros primos, y es a partir de este teorema que se deriva nuevamente el
Pequefio Teorema de Fermat, mismo que resulté fundamental para demostrar

algunos resultados posteriores. Después se dirige a teoremas sobre casos
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particulares cuando los nimeros de la forma a2™ + b2™ son divisibles por
primos. En este punto se tiene que mencionar que la demostracion actual-
mente se consideraria una induccién incompleta, pues la prueba que da para
el ultimo teorema no esta completa.

De regreso a los teoremas, Euler inicid con el caso en el que m = 1,
y demuestra que cuando a y b son primos relativos, entonces a® + b? es
dividido por cualquier primo de la forma 2(2)n — 1, es decir 4n — 1. El

siguiente resultado es para el caso m = 2 y concluyd que los divisores para

a®* + b2 = a* + b* deben ser 2 o los primos de la forma 2™*n + 1 =
23n+ 1 = 8n + 1. De esta manera, y como ya se hizo en el capitulo I, con-
cluy6 que los divisores de los nimeros a?™ + b2™ son aquellos de la forma
2Mm+ln 4+ 1,

Para la segunda mitad del articulo, Euler dirigié su atencion a las di-
ferencias de potencias y sus divisores, principalmente para aquellos de los
numeros de la forma a™ — 1, es decir, exploraba los nimeros a que resuel-
ven la congruencia a™ = 1(modn).

El primer resultado importante de esta seccion proporciona una ma-
nera de encontrar las a tales que un primo de la forma 2m + 1 divida a
a™ — 1, y que ademas a debe ser igual a f? + (2m + 1). Prosigue con el
caso en el que el numero primo debe ser de la forma 3m + 1 y por lo tanto
que a = f3 + (3m + 1). Finalmente presenta una generalizacién en la que
sia=f"4 (nm+ 1) ynm+ 1 esun primo, entonces nm + 1 debe dividir

a a™ — 1. Para terminar, enuncia algunos teoremas acerca de numeros de la
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forma a™ — b™ y sus divisores. Con esto concluye el articulo de Euler, pero
en nuestro estudio ahora presentamos la demostracion —Ila segunda— que
Euler escribi6 para el Pequefio Teorema de Fermat.

En esta ocasion Euler presentd una demostracion donde nuevamente
usa un proceso de induccidn, pero éste es incompleto ya que infiere que el
resultado final se cumple si se siguen los pasos anteriores.

Asi, la secuencia en la que presentd los teoremas es la siguiente:
Teorema 1 Sea p un nimero primo, entonces cada ndmero de la forma

(a+b)? —(a” +bP)

es dividido por p.¥
Inmediatamente da el siguiente corolario que es un caso particular del teo-
remay que a la vez es el Teorema de Fermat para esos valores de a y b.
Corolario 1 Seana = 1y b = 1, entonces 2P — 2 siempre sera dividido por
p, Si p es un primo. Ademas, como 2P — 2 = 2(2P~1 — 1), el segundo factor
también es divisible entre p. A menos que p = 2, el primer factor no es divi-
sible entre p, y de esto se sigue que 2P~ — 1 siempre sera divisible entre p,
mientras p sea un nimero primo diferente de 2.

El teorema que sigue sera fundamental para sus propésitos ya que por

el corolario 1 y como p divide a 1° —1, entonces lo que quiere dar a entender

%" La justificacion de este teorema puede ser a través del desarrollar (a+b)® de la forma
(a+b)’= a”+C a’"h+Cla’*’ +..+Cl 'ab* ' +b”
= (a+b)’—(a”+b°)= Cia’'b+C2a’?’+..+C)"ab"", pero ya se sabe que si cada
coeficiente del desarrollo de la derecha es divisible por p, entonces p divide a
(a+b)? —(a® +b®).
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en el corolario 2 es que si aplica reiteradamente esto dos resultados en el

teorema 2, entonces puede generalizar el resultado.

Teorema 2 Si aP — a 'y bP — b son divisibles por un primo p entonces
(a+b)? —(a+h)

también sera divisible por el mismo primo p.*

Asi, el siguiente corolario pretende ser la base de induccion:

Corolario 2 Si aP? — a es divisible por p, (a + 1)? — a — 1 también lo sera

de la misma manera y con la misma hipotesis, (a + 2)? — 1 — 2 y mas aun

(a+ 3)P —a — 3, etc, en general c? — c es divisible por p.

Dicho en nuestras palabras: Sean p|1° -1y p|2P —2, entonces del teorema

2, pl2+)°P-(2-) = p|3°-3

Y como p|3°-3y p|1°-1=p|(B+)°-(3-1) = p|4° -4, y de esta

manera supongamos que p|c®—c. Entonces se tiene que ver que

p|(c+1)"—(c+1). Pero del paso anterior p|c’-c y como p|l°-1=

p|(c+1)P —(c+1).Y asi se completa el proceso de induccion.

Con estos teoremas como precedente, Euler presenta lo siguiente:
Teorema 3. Si p en un namero primo entonces todo namero de la forma
cP — c es divisible por p.

La prueba que da es la siguiente:

% Una justificacion de este resultado se encuentra en que p| (a+b)” —(a” +b®) y de la
hipotesis del teorema 2 se tiene que p| (a® +b”)—(a+b) = p divide a la suma de ambos
numeradores =p| (a+b)? —(a+b).
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Demostracion. Sea a =1 como en el corolario anterior, entonces como
a? —a = 0 es divisible por p, de aqui se sigue que 2P — 2, 3P — 3, 4P — 4,
etc, y en general c? — ¢, son divisibles por p.
Corolario 3 Si p es un numero primo, entonces cada numero de la forma
aP~1 — 1 es divisible entre p, excepto en los casos en los que el nimero a
sea divisible por p.

Aunque Euler no da demostracion para este corolario, ésta se deriva
del teorema anterior, pues sabemos que si p es primo entonces éste divide a
aP —a =a(a?~! —1) y por lo tanto p divide a a 6 divide a aP~! — 1. Asi
termina la segunda demostracion.

Podemos notar similitudes entre la demostracion de 1736 y la de 1747
en cuanto a que las dos se sustentan en una demostracion por induccion. Pe-
ro la diferencia radica en que mientras la demostracion de 1736 desarrolla la
induccion para demostrar que 2P — 2 es divisible por p, y lo hace a través
del desarrollo del binomio (1 + 1)?~1, concluyendo que si p divide a 2P — 2
entonces divide a 2(2P~1 — 1), y por lo tanto a 2P~! — 1 a menos que p sea
igual a 2. A partir de esto puede terminar la induccion demostrando que p
divide a a? — a, y con esto deduce el pequefio teorema de Fermat. En cam-
bio, para la demostracion de 1747, Euler utiliza dos hechos para la induccion
el primero es que p divide a 1 — 1, y el segundo es que sia? —ay b? — b
son divisibles por p entonces tambien lo serd (a + b)? — (a + b). Asi, la
base de la induccidn estad en que p divide a 17 — 1, y por la segunda hipote-

sispdividea (1+ 1)? — (1 + 1),y por lo tanto p divide a 2P — 2, de lo que
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se concluye que divide a 2P~1 — 1 siempre que p no sea 2. Finalmente se
puede demostrar que si p divide a c? — ¢, y como divide a 1P — 1, entonces
dividea(c+1)? —(c+ 1).

Llego la teoria de residuos

La tercera demostracion que nos proporciona Euler del pequefio teorema de
Fermat estd incluida en el articulo Theoremata circa residua ex divisione
potestatum relicta (E262) (Teoremas sobre residuos obtenidos por divisiones
de potencias) publicado en 1761.

En este trabajo aportd una exposicion del origen de su teoria de los
residuos, que sin duda es una de las herramientas fundamentales para la teor-
ia de los numeros. Innumerables procesos matematicos desarrollados por
Lagrange, Legendre y Gauss, entre otros, pudieron ser concretados gracias a
esta grandiosa aportacion de la aritmética residual, que dio lugar a los siste-
mas completos y reducidos de residuos, que a su vez proporcionaron una
clasificacion de los enteros segun el médulo que se requiera usar.

Euler inspecciond los residuos que dejan cada una de las potencias de
un nimero (se pueden ver en la progresion geométrica 1, a?,a*,...) al ser
divididas por un primo. En el inicio del articulo Euler presenta algunas pro-
posiciones basicas acerca de residuos, mismos gque actualmente forman parte
de los teoremas basicos de las relaciones de congruencia. Euler utilizé todo
esto para mostrar algunos teoremas que los llevaron a desarrollar el concepto
actual de orden de un nimero modulo n (es decir, la minima potencia m de a

tal que a™ = 1 (mod n) ). Y es esta direccion por la que concluyo que si A
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es el orden de a, entonces los residuos que deja dividir cada elemento de la
serie 1,a?, a3, ... a*~* entre p (con (a,p) = 1) seran todos diferentes, y de
esto se derivan lo que se mencion0 antes como las clases residuales modulo
p.

Continua su articulo con teoremas referentes al orden de a moédulo p,
que finalmente lo llevan al pequefio teorema de Fermat, que es necesario
para demostrar los teoremas 17 y 18 del (E262). Asi, Euler llega a los teore-
mas sobre divisores de los numeros de la forma ax™ — y™, y estos resultados
fueron la base para que Lagrange encontrara irreducibles en los enteros de
cuerpos cuadraticos; por otro lado Gauss pudo demostrar las actualmente
conocidas leyes de reciprocidad cuadratica, las cuales, cabe mencionar, Eu-
ler ya habia planteado, pero no con la precision requerida.

De lo anterior ya es evidente que el trabajo de Euler no pretendia pre-
sentar y demostrar el teorema de Fermat, y queda de manifiesto que su in-
terés estaba centrado en el comportamiento de los residuos de potencias y
que el pequefio teorema de Fermat sélo fue una consecuencia de otros resul-
tados que consideraba centrales en su articulo.

Como en esta parte del trabajo de tesis estamos interesados en el con-
texto en que se presentaron las demostraciones del pequefio teorema de Fer-
mat, entonces, en lo que resta de la seccion, se presenta la tercera prueba
presentada por Euler del pequefio teorema de Fermat. En esta ocasion Euler

aporta una demostracion directa con ayuda de los siguientes teoremas y co-
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rolarios®:

Teorema 1. Si el nimero de los diferentes residuos resultantes de dividir las
potencias 1,a?, a*, a’ ...entre el nimero primo p fuera menor que p — 1,
entonces se tendrdn al menos tantos nimeros que no son residuos como
ndmeros que son residuos.

Demostracion. Supongamos que A es la menor potencia de a que deja la uni-
dad como residuo cuando a? es dividida por p. Ademas, si A <p — 1 en-
tonces hay A residuos diferentes, y como hay p — 1 nimeros menores que p,
debe haber al menos A no residuos. Ahora sean 1, a?, a®, a*, .., a*™! las
potencias que al ser divididas entre p dan A residuos diferentes. Ademas sea
k un no residuo, entonces los nimeros ak, a®k, a’k, a*k, ..., a*~'k tam-
poco seran residuos, y ademas todos estos seran diferentes entre si. Por lo
tanto se tiene que los nimeros k,ak, a’k, a®k, a*k, ..., a* 'k son A no
residuos. Por lo tanto existen al menos A no residuos que no se encuentran
entre los residuos, suponiendo que 4 < p — 1.

Corolario 1. Consecuentemente se tienen A nimeros que son residuos dife-
rentes, y son tantos como diferentes nimeros menores que p, y entonces el
numero total de 2\ en conjunto no podra ser mayor que p — 1 dado que no

hay méas nimeros menores que p.

% En los siguientes teoremas y corolarios se presentan demostraciones parciales, y se debe a
que el interés de presentar estos resultados se dirige a mostrar lo relevante de la teoria de
residuos, que es donde se sitda el pequefio teorema, y por esta razén se pone mas énfasis en
las partes que mejor representan su teoria de los residuos, utilizada en la demostracion del
pequefio teorema de Fermat. Para los interesados en ver las demostraciones completas pue-
den consultar el articulo original o la edicion de Struik [1969].
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Corolario 2. Si a* es la minima potencia que después de ser dividida por p

deja como residuo 1, entonces se tendria que A < p — 1, y por lo tanto no se
‘ -1 . . -1 -1
tendria que A > ==, en consecuencia se tendrfa que 1 = == 01 < =—=.

Corolario 3. Si el exponente A es el de la minima potencia, éste es necesa-

riamente menor que p; entonces sera 0 bien A=p—-10A1<p—1; enel
caso que A < p — 1, sabemos que serd A = pT_l 01< pT_l. Por lo tanto A no
podra tomar como valor ningln nimero contenido mas alla de los limites

-1
p—1y ==
Teorema 2. Si p es un nimero primo, y a* la minima potencia de a que deja
la unidad cuando es dividida por p, y si 1 < pT_l; entonces no puede pasar
que el exponente A sea mas grande que pT_l: por lo tanto sera A = pT_l 0
A<l

3

Demostracion. Supongamos que a? es la menor potencia que deja la unidad
como residuo cuando es dividida por p. Sean 1, a?, a3, a* .., a*! las
potencias que al ser divididas entre p dan A residuos diferentes. Como
A < p — 1 entonces hay exactamente p-1-A nimeros que no son residuos. Si
r es uno de ellos, entonces los numeros r,ar, a?r, a®r, a*r,.., a* 'rno
seran residuos. Pero si 1 < pT_l, entonces A < p — 1 — A, y por lo tanto exis-

ten més ndmeros que no son residuos. Sea s el nimero que no se encuentra
entre los no residuos pero que tampoco es un residuo. Entonces los nimeros

s,as, a’s, a’s, a*s,.., a*~'s seran no residuos y diferentes entre ellos.

78



Ademas, ninguno de estos serd igual a algin nimero de la primera serie de
no residuos. Por lo tanto cuando 1 < pT_l se tienen A residuos y 24 no resi-
duos y estos numeros son menores que p. Entonces no puede pasar que
A> pT_l. En consecuencia A < pT_l 0= pT_l, Sid< pT_l y p €s primo.

Corolario 4. Por lo tanto, si no se tiene que A < pT_l se tendra ciertamente
que A = pT_l, y Si suponemos que no pasa que A < pT_l, y que tampoco suce-

-1 . . -1 -1
de que 1 < pT, entonces se sigue necesariamente que A = pT 0= pT 0

A=p-—-1.

Corolario 5. Més aun, si 1 = pT_l 0= pT_l, entonces la potencia a?~?! divi-
dida por p dejaria como residuo la unidad. Pues como a* deja a la unidad
como residuo, también lo haran a?* y a3%.

Teorema 3. Si a? fuera la minima potencia de a que deja la unidad cuando

. ey , . . -1
es dividida por un namero primo p, y si fuera 1 < pT, entonces no puede

pasar que A > pT_l, por lo tanto sucede que 1 = pT_l 0A< pT_l.

Demostracion. Como el nimero de todos los diferentes residuos resultantes
de la division de las potencias de a entre p es A, y se originan de los siguien-
tes términos, 1, a?, a, a%, .., a*~', entonces, como 1 < pT_l, se originan
el doble de nimeros que no son residuos de las siguientes dos progresiones

A-1

r,ar, a’r, a®r, a*r,.., a*'r 'y s,as, a’s, a®s, a*s,.., a*'s. El

numero en total de residuos y no residuos es igual a 31 y menor que p — 1,
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por lo tanto existen mas nimeros que no son residuos. Sea t uno de ellos,
por tanto todos los nimeros t, at, a?t, a®t, a*t, ..., a*~'t, cuyo nimero es
igual a A, también serdn no residuos. Ademas estos numeros no sélo son
diferentes entre si, sino que ademas seran diferentes a los de las primeras
series, por lo tanto el nimero de residuos y no residuos sera igual a 44. Co-
mo todos ellos son menores que p, no se puede tener que 44> p-1. Por lo

-1 -1 . -1 ,
tanto 1 < pT 0= pT, suponiendo que 1 < pT y que p sea un nimero

primo.

. .. . -1
Corolario 6. De manera similar se puede demostrar que si A < pT entonces
. . p—1 p p—1 p-1

es imposible que A > —— Yy por lo tanto se tendria que 1 = —~0 A< e
. . -1
Corolario 7. En general, si se sabe que 1 < pT, se puede demostrar que no

puede pasar que A > Z—:, por lo tanto A = Z—i 6A< Z—:.
Corolario 8. De esto es claro que el nimero de todos los numeros que no
son residuos tiene que ser 0 0 A 0 24, o cualquier otro multiplo de 4, pues si
hubieran mas nimeros de este tipo que nA, entonces como otros siguen A se
tiene que el numero de no residuos seria (n + 1)A; y si estos no fueran los
unicos numero contenidos en los no residuos, entonces de nuevo se tendrian
otros A no residuos.

Teorema 4. Sea p un ndmero primo y a* la minima potencia de a que al ser
dividida por p deja la unidad como residuo, entonces el exponente A sera un
divisor del nimero p — 1.

Demostracion. Como a” es la minima potencia entonces el nimero de resi-
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duos de los divisores es A, por lo que los nimeros restantes menores que p

gque no sean residuos seran p —1 — A; pero por el corolario anterior
s - ’ _1

p — 1 — A es multiplo de A. Asi, sea p-1-4 = nA por lo que A = Z— por lo

+1’

tanto A es un divisor de p — 1. Si 1 # p — 1 entonces A serd un factor de de

p—1.

Con esta serie de teoremas y corolarios Euler llega al pequefio teorema de
Fermat. Para la demostracion solo utiliza el teorema anterior como un lema,
pero se puede notar que cada uno de los corolarios y teoremas es consecuen-

cia del que lo precede.

Teorema 5. Si p s un nimero primo y a es primo con p, entonces la poten-
cia aP~1 dejara a la unidad como residuo cuando sea dividida por p.
Demostracion Sea a? la minima potencia de a que deja la unidad como resi-
duo al ser dividida por p, entonces A < p; pero del teorema anterior A = p —
1 o bien es un factor de p — 1. Si pasa lo primero entonces el teorema que-
da demostrado. Pero si pasa que p-1=n, y como a’ deja como residuo 1
cuando es dividida por p, entonces también daran el mismo residuo a?#, a3,
etc., y asi hasta que se llegue a a™ = aP~1, que también dejar4 la unidad
cuando sea dividida por p.

Como se puede ver la tercera demostracion es totalmente diferente a las otras
dos. Esta se inscribe totalmente en el contexto de los residuos, pero también
en los no residuos de potencias segin un médulo primo. Asi, el pequefio
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teorema es una consecuencia del hecho de que los nUmeros menores que p
gue no son residuos modulo p son p-1-4 = nA, donde A es el orden de a
modulo p. Euler no dej6 pasar esta observacion en el articulo, y compara su
demostracion con la que dio en 1736, y dice que difieren en que la primera
que dio empieza con la expansion del binomio (a + b)™, y que esto hace que
el razonamiento parezca un tanto ajeno a la proposicion; pero en cambio en
esta nueva demostracion se basa solo en resultados concernientes a poten-

cias, que hacen parecer la prueba mas natural.

Para terminar, Euler escribe los siguientes corolarios que se pueden
visualizar en la linea de propiedades de divisibilidad y no tanto como exten-

siones de las propiedades de los residuos.

Corolario 9. Como la potencia a?~* deja la unidad cuando es dividida por el
nimero primo p, la férmula a?~* — 1 sera divisible por el nimero primo p,
suponiendo que p sea primo con a, es decir que a no sea divisible por p.
Corolario 10. Por lo tanto si p fuera un nimero primo, todas la potencias del
exponente p — 1, asi como nP~1, cuando sean divididas por p, dejaran como
residuo la unidad o nada. Lo primero pasa si n es un nimero primo con p, lo
segundo pasa si n es un numero divisible por p.

Corolario 11. Si p fuera un nimero primo, y a y b fueran nimeros primos
con p, la diferencia de las potencias a?~! — bP~1 sera divisible por p. Pues-
to que aP~! — 1y bP~1 — 1 son divisibles por p, por lo tanto la diferencia de

estas formulas, es decir aP~! — bP~1, sera divisible por p.
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Capitulo V
La funcion ¢(n) y el teorema de Fermat

Entre las grandes aportaciones de Euler a la teoria de numeros se encuentra

la funcién ¢(a) que denota la cantidad de enteros positivos menores que un
entero positivo a y primos relativos con él. La notacion de ¢(a)para esta

funcion fue de Carl Friederich Gauss, que dedico tiempo para plantear y de-
mostrar resultados sobre esta funcion, y hasta nuestros dias es un tema que
aun ofrece oportunidades para la investigacion y tiene aplicaciones impor-
tantes.

A continuacion presentamos algunos resultados de Euler asi como
algunas versiones modernas de sus teoremas que pueden ser de utilidad.

Desde su primer articulo de 1732, el (E26), en los ultimos teoremas
gue enuncio, se puede ver gque las potencias de algunos primos son precisa-

mente el desarrollo de la funcién ¢ para ciertos enteros. Pero fue hasta 1763
que Euler presento la funcion ¢ en el trabajo Theoremata arithmetica nova
methodo demonstrata (Demostracion sobre un nuevo método en la teoria de

la aritmética E271).

Euler inici6 el estudio de ¢ con la definicion y después demostro al-
gunas propiedades de ella para los casos de potencias de un primo, y poste-
riormente para el producto de dos primos. Ademas demostré que la funcion

¢ es multiplicativa,“’ y esto le permitiria encontrar la cantidad de nimeros

“'Si a y b son primos relativos entonces ¢(ab) = ¢(a)p(b)
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primos relativos para cualquier nimero compuesto.

La funcion ¢ tenia como principal destinatario a las potencias que

dejan residuo uno cuando son divididas por determinados enteros. Asi, lo
que se tiene detras de todo esto es que Euler necesitaba poner en correspon-
dencia sistemas de residuos, pero sujeto a que cada elemento de los conjun-

tos fuera primo relativo con el médulo. Para entender el uso de la funcion ¢

en la generalizacion del pequefio teorema de Fermat consideramos que ahora
es recomendable analizar primero la demostracion moderna del teorema. El

teorema de Euler es el siguiente:

Teorema: Si N y x son primos relativos entonces x?™) = 1 (mod N).

Demostracion.
Sea {r1, Iy, ... reav} UN sistema reducido de residuos modulo N,**'y como (N,

X) = 1, entonces se tiene que {Xry,X ro, ..., Xren} también es un sistema re-
ducido de residuos modulo N. Ahora podemos considerar que cada elemento
del segundo conjunto es congruente a uno y sélo uno del segundo, entonces
sin pérdida de generalidad podemos afirmar que
xr; =rj(modN),
Entonces si se multiplican todas las congruencias se obtiene
XT1XT2XT'3 ... XT () = T1T27T3 ... Tgn) (Mod N)

y cuando se reagrupan los factores se llega a

XMy 7,13 Ty = T1T2T3 .. Ty (Mod N),

*! Cada elemento de un sistema reducido de residuos tiene que ser primo relativo con el
mddulo, que en este caso es N.
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y como (r;, N) =1, entonces (rqr,rs..Trgm), N) =1,y con estas pro-
piedades ahora se pueden eliminar los términos comunes de la congruencia,
sin que se modifique el mddulo N, y asi se tiene que

x®®) =1 (mod N).
Y éste es el resultado al que se queria llegar.*?

Notese que la demostracion esta sustentada en la correspondencia en-
tre dos sistemas reducidos de residuos. En el trabajo de Euler ya no era una
novedad encontrar sistemas completos de residuos, que son aquellos que no
ponen condiciones de divisibilidad respecto al mddulo, pero trabajar con
ellos no era la via adecuada para demostrar propiedades de los residuos de
potencias, y en particular para demostrar que si N y X son primos relativos
entonces x®™) = 1 (mod N). Tratar de probar este teorema con sistemas
completos de residuos nos llevaria a la inmovilidad cuando estuviéramos en
un punto de la demostracion como el de

XT{XT3XT3 ... XTy = {1373 ...Ty (Mod N),

y esto porque no se tendria la certidumbre de poder eliminar todas las r; de
cada lado de la congruencia sin tener que alterar al médulo N, situacion que
si podria suceder en el caso de que éstas pertenecieran a un sistema reducido
de residuos, pues recordemos que bajo esa situacion cada r; es primo relativo
con N.

Veamos la demostracion de Euler pero ahora considerando los ele-

“2 Véase que en el caso de que N sea primo entonces ¢ (N) = N — 1, y el teorema de Euler

pasa a ser el pequefio teorema de Fermat.
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mentos que aparecen en E271.

Para demostrar que x?™) = 1 (mod N) cuando x y N son primos
relativos Euler construird un sistema reducido de residuos modulo N con
base en que el orden de x modulo N es un entero h. Asi, se parte del hecho
de que existe h, que es el menor entero positivo tal que al ser divido x" por N
deja resto uno, es decir, se cumple que x® =1 (mod N). Ahora veamos
que h<g(N). Considérese el conjunto {1, x, x°, ..., X"*}. Como x y N son
primos relativos, entonces todas las potencias de x del conjunto también lo
son, y ademas cualesquiera dos elementos del conjunto no son congruentes
modulo N; para estar seguros de esto, supongamos que no es asi, entonces
pensemos que existen x' y x! del conjunto (diferentes entre ellos y que i > j)
tal que x* = x/ (mod N), y de aqui se obtiene que x'~/ = 1 (mod N). De
la Gltima congruencia se tiene que (i — j) < h, pero h es el menor entero posi-
tivo tal que x" = 1 (mod N), por lo tanto se genera una contradiccion. Asi
concluye que no pueden existir x' y X' elementos diferentes que sean con-
gruentes o, dicho de otro modo, y en consecuencia que dejen el mismo resi-
duo al ser divididos entre N.

Ahora, si h = @(n), entonces x?™ = 1 (mod N), y ya se termind
la demostracion, pero si h<@(N) entonces tiene que existir al menos otro
entero g menor que N y también primo relativo, tal que en el conjunto
{9, gx, g% ..., gxh'l} todos los elementos sean primos relativos con N, y
ademas que cualesquiera dos de ellos no sean congruentes modulo N. La

demostracion de lo Gltimo es semejante a la justificacion que ya se hizo para
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el conjunto {1, x, X4 ..., x"*}. Pero es importante notar que un elemento de
{1, x, X% ..., X"} no puede ser congruente con uno de {g, gx, gx>, ..., gx"'}
mddulo N. Veamos porqué. Supongamos que gx°* = x* (mod N), con t
> s; entonces x°(x'~5 — g) = 0 (mod N), pero x° y N son primos relativos,
entonces x'~5 = g (mod N). Pero la Ultima relacion nos indica que g tiene
que ser uno de los residuos de las potencias del conjunto {1, x, X%, ..., X"},
y €s0 no es posible. Con esto Euler llegé a que los dos conjuntos suman 2h
elementos, y como cada uno es primo relativo con N y todos son diferentes

maodulo h, entonces 2h < @(N).

Nuevamente, si 2h=¢(N), entonces ya se termind la demostracion

porque x®™) = 1 (mod N), pero si 2h < #(N) entonces existe otro entero k
menor que N y también primo relativo tal que el conjunto {k, kx, kx?, ...,
kx"} satisface lo anterior para g, entonces se tendra que 3h < #(N). De la
misma manera se repite el proceso, tantas veces como sea necesario, hasta
llegar a que la cantidad total de todos los elementos de los conjuntos sea

#(N), y entonces asi se llegaria a que existe un entero w tal que wh=¢(N).

De regreso a x" =1 (mod N), y como ahora ya sabemos que

wh=¢(N), entonces se llega a que x*"* =1 (mod N), y por lo tanto

x®™) =1 (mod N), que es lo que Euler queria demostrar, y para el caso en
que N es primo entonces se tiene el pequefio teorema de Fermat.

En las demostraciones que se presentaron es explicito el desarrollo de
la teoria de las clases residuales y en particular el de los sistemas reducidos

de residuos, y no se puede dejar de mencionar el uso del orden de un entero
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modulo N.
Para llegar a la generalizacion del pequefio teorema de Fermat se

necesito dar una base teorica a la funcion ¢(N), porque N ya no tiene que

ser s6lo primo como en el caso particular de Fermat.

Algunos de los teoremas que se presentan también en E271 son los
siguientes.®®

Teorema 1. Si n es una potencia de cualquier nimero primo p, es decir,
n = p™, entonces la cantidad de nimeros menores y primos a n sera igual a

p"—p™ Tt =p"(p—1).
Aqui presenta la manera de calcular la funcién ¢(P™) que actual-

mente conocemos como ¢(P™) =p™(1 — %).

Teorema 2. Si el nimero n es un producto de dos nimeros primos p y q, esto
es, n = pq, entonces la cantidad de todos los nimeros menores que n y pri-
mosaeélesiguala (p —1)(q — 1).

Teorema 3. Si Ay B son nimeros primos entre si, y el nimero de partes
primas a A es igual a r, y el nimero de partes primas a B es igual a s, en-
tonces el nimero de partes primas al producto AB sera rs.

Enuncia también que la funcién es multiplicativa, es decir, que para
cualesquiera dos enteros positivos A 'y B y que sean primos relativos se tiene
que ¢(4B) = @ (A)¢(B).

Corolario 1. Sean p, q.r, s, --- nUmeros primos. Para todos los nimeros N de
laforma N = p*q#r?s¢, la cantidad de nimeros primos a N sera:

p* M — D" (g = DrY TN = DsSTH(s — ).
Este corolario es lo que actualmente conocemos como el desarrollo

*% LLas demostraciones de Euler de los tres teoremas que siguen se encuentran al final del
capitulo en un apéndice.
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general de la funcion ¢,y es asi:

1
o= [ w(1-7)
piprimode N Pi
donde N = p{'py? ...p,".

Con la demostracion de que la funcion ¢ es multiplicativa Euler ter-
mino el andlisis de ésta, y dio lugar a la segunda parte del articulo que tenia
como objetivo exponer la teoria de los residuos de potencias, y como ya se
vio ésta era la base para generalizar el pequefio teorema de Fermat. A conti-

nuacion se presentan dichos teoremas.

Teorema 4. Si x y N son primos relativos y cada elemento de la serie
x% x1, x3,x*, ... fuera dividido por N, entonces existe una potencia [que es
la mas pequefia] que deja residuo uno.

A esta potencia que es la mas pequefia ahora la conocemos como el

orden de x modulo N.

Teorema 5. Si x y N son primos relativos y cada término de la serie
x0 x1, x3,x*, ... fuera dividido por N, y los residuos resultantes fueran
1,a,b,c, ... entonces los mismos residuos se obtendran cuando las potencias
son elevadas al cuadrado, o al cubo, o tanto como se desee en su multiplica-
cion.

Teorema 6. En los residuos resultantes a partir de la division de las poten-
cias de cualquier nimero por un divisor primo a éste, o todas las partes
primas al divisor ocurren, o el nUmero de partes que no se encuentran seran
igual, o tendra una razén multiple con relacion al nimero de las partes, las
cuales constituyen los residuos.

Este teorema es donde plantea la idea de que la cantidad de elemen-

tos de un sistema reducido de residuos mddulo N (es decir, ¢(N)) pueda ser

representada como un mdltiplo del orden de un numero. Pero esto lo con-
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creto en el siguiente teorema:

Teorema. Si x y N son primos relativos y x” es la minima potencia que al ser
dividida entre N deja como residuo la unidad, entonces v es igual al nimero
de nimeros menores que N y primos relativos con N, o bien un divisor de
éste.

Estos fueron los elementos que Euler construy6 para sustentar la teoria de
los residuos de potencias y que fueron la base para la demostrar el resultado

que actualmente conoce como teorema de Euler-Fermat.

Mas reflexiones para la funcion ¢(n)
En Speculationes circa quasdam insignes proprietates numerorum** (E-

564), Euler retomo el estudio de la funcién ¢, pero en este articulo la
busqueda de los primos relativos menores a n y positivos estuvo inicialmen-
te relacionada con encontrar racionales irreducibles en el intervalo (0,1), y
para tal objetivo presentdé nuevamente las formas de construir la funcion
¢(n) para cualquier entero fuera primo o0 compuesto, asi como su caracteris-
tica de ser multiplicativa.

Lo que si es innovador en este articulo, es que ahi mostro las ideas
que tenia de que los valores de la funcion ¢(n) pudieran estar vinculados
con una funcién generadora. Pero antes de explicar que sucedié con esto en
el articulo, revisemos brevemente qué fueron para Euler las funciones gene-

radoras.

* Especulaciones sobre algunas propiedades particulares de los nimeros. Cabe mencionar
que en este articulo Euler usa el simbolo wa para denotar a la cantidad de nimeros menores
que a y primos relativos con a.

90



La idea es que dado un conjunto de enteros a,, a,, a,, -+ Se pueda ob-
tener un polinomio P(x) = ao + a;x + a,x? + azx3--- al cual se le llama
polinomio generador del conjunto ay, a,, a,, . Pero si estos enteros son el
resultado de una funcion f(n) entonces se tiene que P(x) = Y=o f (x)x™,
y aqui lo que mas interesa es ver si la serie infinita converge, y entonces los
valores f(n) quedan como “empaquetados" dentro de la funcién a la que con-
verge la serie. Por ejemplo, la sucesion de los enteros 1, 2, 3, 4, --- esta gene-

rada por:
1 2 3 4
P(x)=m=1+x+2x + 3x° + 4x* + -
La de los nimeros triangulares 1, 3, 6, 10, 15, 21,---,
por:

M - est4 generada

1
P(x) = Ao =14 3x + 6x%+ 10x3 + 15x* + --
La de los nimeros de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,--- esta generada por:
1
P(x):(l—x——xz): 1+ 1x + 2x% + 3x3 +5x* + -

En este articulo Euler menciona la intencidn de tener una funcién generadora
para la ¢ (n), es decir, que dados

p()=1 (@) =6
p(2)=1 @B =4
p3)=2 (9 =6
p4) =2 ¢(10)=4
p(5) =4 (p(ll) =10
p(6) =2
fuera posible encontrar a P(x) = Y5—5 ¢ (n)x =1+ 1x + 1x%2 +2x3 +

2x* 4+ 4x5 + 2x® + -, y lo importante era que P(x) no quedara sélo en

términos de una serie infinita sino que fuera el resultado de la convergencia
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de 1+ 1x + 1x2 + 2x3 + 2x* + 4x5 + 2x% + . Pero en su E564 Euler
menciona que ain no es posible llegar a esa expresion en el sentido de los
ejemplos previos que hemos presentado.

Con Euler no fue posible llegar a este resultado, pero tenemos que
recordar que él estaba inaugurando la forma de ver ciertos conjuntos como
coeficientes de polinomios, y por esto es demasiado pedir que resolviera
todos los problemas al respecto.

Pero la solucién llegd eventualmete y para ello se usaron las series de Di-
richlet y la funcion zeta de Riemann ({(s)) para llegar a que:

P(x) = (p:sl) _9 (g(s)l)

El Tractatus de numerorum dogtzrlina capita sedecim, quae supersunt es el

ultimo texto en donde Euler trabajé con la funcion ¢. Es en el cuarto capitulo
donde Euler se enfoca sobre resultados sobre primos relativos y, sobretodo,
en la cantidad de primos relativos a un nimero entero. Al ser el Tractatus de
numerorum doctrina capita sedecim, quae supersunt un libro sobre teoria de
numeros Euler repite en gran medida teoremas que desarrollé en otros articu-
los, y este capitulo no es la excepcion por lo cual retoma los teoremas de
Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata y Speculationes circa
quasdam insignes proprietates numerorum y solo agrega una demostracion
diferente del siguiente teorema:

Teorema 1. Sea a = pqr con p,q,r primos distintos, entonces la cantidad
de primos menoresa a esiguala (p —1)(q — D)(r — 1).
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Difusion de sus resultados
Todos las aportaciones de Euler correspondientes a los temas abordados en

este capitulo serian retomadas por Gauss en Disquisitiones Arithmeticae,
libro sobre teoria de nimeros publicado en 1801. En esta obra demuestra
propiedades de la funcién ¢ ya antes demostradas por Euler, pero también

afiade propiedades innovadoras, como es el caso del siguiente teorema:

Teorema. Si a,a’,a’, etc. son todos los divisores de A (incluyendoalya A
mismo), entonces se tendra que

p(a) +@(a) +@a) + etc.= 4,

Yo=a

dlA
No podemos dejar de mencionar que otro gran personaje que siguio reflexio-

es decir,

nando sobre la funcion ¢ fue Ivan Vinogradov, entre otra cosas aportd una
manera de vincular a ¢ con la funcién aritmética de Mobius para demostrar
que ¢ es multiplicativa.

Sin duda, la funcion ¢ y el manejo de las clases residuales son de los gran-

des elementos matematicos que Euler nos proporciond en los articulos que
mencionamos en este capitulo. Y no es porque estos elementos se vinculen
nuevamente con uno de los problemas de Fermat (el pequefio teorema), lo
mas importante radica en que fundamento la clasificacion de los enteros
segun sus residuos. Y este manejo de las clases residuales seria retomado por
otros matematicos, entre ellos Gauss, quien asi pudo plantear sus grandes
resultados sobre residuos cuadréaticos o la ley de reciprocidad, entre otras
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grandes aportaciones.

94



Apéndice

Teorema 1. Si n es una potencia de cualquier numero primo p, es decir,
n = p™, entonces la cantidad de nUmeros menores y primos a n sera igual a
-1 _ -1

p"—p" T =p" (- D).

Demostracion. La cantidad de nimeros menores que la potencia n = p™ que
no son primos con n son todos los multiplos de p menores que n, por lo tanto
los nUmeros no primos con n seran:

-1
p,2p,3p,4p, -, p"p
cuyo nimero es p™~1, que es un nimero menor a n = p™; por lo tanto la

cantidad de numeros menores que n y primos relativos con él es p™ —
-1 _ -1
ptTi=p"  (p—1). =

Teorema 2. Si el nimero n es un producto de dos nimeros primos p y q, sea
n = pq, la cantidad de todos los niUmeros menores que n 'y primos con él es
iguala (p — 1)(q — 1).

Demostracion. Como el namero menor al producto pg es pq — 1, por lo
tanto de los primos con €l se deben excluir los que son divisibles por p, y
también los que son divisibles por g, y con esto se eliminara la cantidad de-
seada. Cabe sefialar, por lo tanto, que los nimeros desde la unidad hasta pq,

que son primos relativos con p, se pueden ordenar de la siguiente manera
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1, 2, 3, 4, - p=1

p+1, p+2, p+3 p+4 - 2p—1
2p+1, 2p+2, 2p + 3, 2p + 4, - 3p-—-1
3p+1, 3p+2, 3p +3, 3p +4, - 4p -1
(@-Dp+1, (@-Dp+2, (@-Dp+3 (@-Dp+4 - qp-1

y ahora, de entre estos sélo deben ser elegidos, los que son primos relativos
con q. Considérese entonces las series verticales, cuyo numero es p — 1;
ahora cada uno de los g términos en la progresion aritmética creciente, dife-
rentes a los p existentes, son primos relativos con los g terminos. En cada
serie vertical, por lo tanto, todos los términos menos uno seran primos con q;
por consiguiente cada una de las series verticales contiene g — 1 numeros
primos relativos a gq. Asi, como el nimero de series verticales es p — 1, en
todas a la vez se encuentran (p — 1)(q — 1) nameros primos con g, asimis-
mo serdn primos con el producto pq; por ende entre todos los nUmeros me-
nores a pq se encuentran (p — 1)(g — 1) numeros primos con pq.

Teorema 3. Si A y B son nameros primos entre si, y el niUmero de partes
primas a A es igual a a, el nimero de partes primas con B es igual a b; en-
tonces el nimero de partes primas con el producto AB sera ab.
Demostracion. Sean 1,a,f,v, - @ los nUmeros menores que A y primos
relativos con él, entonces, por hipétesis, la cantidad es igual a a. Asi, mien-
tras se tenga la misma cantidad de nimeros A, de igual manera se tendra
igual nimero de primos entre A y 24, igual entre 2A y 34, y asi sucesiva-
mente. De este modo se pueden mostrar todos los numeros primos con A

desde la unidad hasta AB, como se muestra en el siguiente esquema:
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1' a, ﬁ’ w

A+1, A+ a, A+ B, A+ w

2A+ 1, 2A + «a, 2A+ B, 2A+ w

3A+1, 3A + a, 3A+p, 3A4+w
(B—1)A+1, (B—1DA+a, (B—1DA+pB - (B—-DA+w

Asi, cada serie horizontal tiene a términos, y el nimero de series horizonta-
les es igual a B; de esta manera todas las series juntas contienen aB térmi-
nos, todos primos con A. Por lo tanto, ain deben ser excluidos todos aquellos
gue no son primos con B, de esta manera se tiene no solo los que son primos
con A, sino también los que lo son con B, y por lo tanto al producto AB, y de
éstos solo falta encontrar aquéllos que son primos con B. Consideremos aho-
ra las series verticales, y como el nimero de series verticales es igual a a,
cualquier serie vertical contiene B términos en progresion aritmética, cuya
diferencia es igual a A, y por lo tanto el nimero de primos con B, entonces
cualquier serie vertical contiene tantos términos primos con B como la can-
tidad de numeros que se tiene de primos con B y por lo tanto ese nimero por
hipotesis es igual a b. Se sigue entonces que con cada serie vertical conte-
niendo b términos primos con B, que también son primos con el producto

AB, el nimero total de términos primos con AB esigual aab. m
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Conclusidn

Recordemos que el objetivo planteado para este trabajo era mostrar
como fue que Euler desarroll6 los diferentes temas tratados en su primer
articulo. Analicemos brevemente los resultados obtenidos sobre este aspec-
to.

De la investigacion realizada durante esta tesis se observd que aun-
que en apariencia los trabajos de Euler parecen haber sido producidos de
manera un tanto desorganizada y con falta de rigor matematico, no deben de
ser juzgados asi. Aunque los articulos trataran diversos temas por lo general
servian de introduccion para trabajos posteriores en los cuales trataria con
mayor profundidad dichos temas y en algunas ocaciones eran el preludio al
desarrollo de nuevas teorias. Lo anterior nos ha llevado a pensar que Euler
en muchas ocaciones a pesar de que no tuviera claro el desarrollo de sus ide-
as, 0 no pudiera precisarlas, sabia de antemano cual era su importancia y su
posible uso como herramienta para el desarrollo de una teoria mas globali-
zante. Por otra parte no se debe juzgar las demostraciones como poco riguro-
sas, pues como ya se dijo, Euler iniciaba ciertas ideas en un articulo para
posteriormente extender su desarrollo en alguno subsecuente, lo cual hacia
dificil que pudiera concluir o dar en muchas ocaciones demostraciones para
los teoremas que proponia. Ademas le exigencia que se pedia para presentar
un trabajo no era la misma que hoy en dia.

Al transcurrir la investigacion encontramos informacion que nos

98



permite ahora mostrar datos que se apartaban del objetivo principal.

Uno de los méas importantes es el hecho de que se puede observar la
importancia que tuvo Goldbach, no solo en el desarrollo de las ideas ma-
tematicas de Euler, sino también en el de la teoria de nimeros, que era me-
nospreciada en esa época. Fue gracias a Goldbach y ese pequefio parrafo en
el que describe los nimeros de Fermat a Euler, que este Gltimo se intereso en
la teoria de ndmeros. Asi, mediante el estudio de los nimeros de Fermat,
Euler encontrd el pequefio teorema de Fermat, el cual sirvid para que pudiera
iniciar, entre otras cosas, la tan importante teoria de residuos, asi como la
generalizacion del teorema de Fermat y, con esto, la funcién phi, temas todos

ellos aln en uso y en desarrollo en nuestro tiempo.
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