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Introduccion

Los sistemas fisicos y la geometria.

La existencia de una relacién particular entre la fisica y las ma-
tematicas goza de un reconocimiento universal y es la forma en que se
construye la ciencia. A través de la historia de la fisica abundan los
testimonios explicitos de tal relacién, en ese sentido, y en particular
los modelos con los que se ha representado el universo han sido me-
diante representaciones geométricas, recordando la célebre afirmacién
de quien es considerado el primer fisico y padre de la Ciencia Moderna
Galileo Galilei: “La filosofia estd escrita en ese inmenso libro siempre
abierto ante nuestros ojos (el Universo), pero no se la puede compren-
der si no se aprende primeramente a conocer la lengua y los caracteres
en que estd escrito. Estd escrito en lengua matemdtica y sus caracteres
son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas sin cuya mediacion
es humanamente imposible comprender ni una palabra.”

De tal forma que diferentes ramas de la fisica han encontrado sus
origenes y formas de representarse mediante modelos geométricos, co-
mo es el caso del principio de Huygens en optica, los principios de
minima accién en mecanica, y mas recientemente la electrodinamica
y interpretacion de Einstein sobre la deflexién de la luz como pro-
piedad geometrica del espacio. La relacion existente entre la Fisica y
las Matematicas es la base fundamental de la Ciencia. Dentro de las
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Matematicas es la Geometria la que durante mucho tiempo ha demos-
trado poseer principios que van de acuerdo con la realidad existente o,
en otras palabras, sus conceptos, proposiciones y resultados son inspi-
rados por la realidad. Asi, la Termodindmica, como parte de ella, no ha
escapado a la interpretacion geométrica. En la presente introduccion
revisaremos algunos aspectos de esa historia.

La geometria de la Termodinamica.

La segunda gran revolucién cientifica tuvo lugar en el siglo XVI
cuando se origin la filosofia experimentalista y dié lugar al desarrollo
de la termodindmica para entender las maquinas de vapor y explicar
el calor. Esto condujo a definir al concepto mas singular de la ter-
modinamica, la temperatura, que es la fuerza de escape de la energia
térmica y mide el grado de calentamiento de los cuerpos. Al estudiar
los gases se demostré que el tiempo tiene una direcciéon preferencial
debido a la entropia. Por otra parte, se encontré que la fisica no es
completamente determinista: lo mejor que podemos hacer por los gran-
des sistemas es predecir los promedios de las magnitudes fisicas y las
probabilidades de los acontecimientos.

Pero con las revoluciones aun mayores que sucedieron poco des-
pués como la mecanica cuantica y la relatividad, la termodinadmica
perdié parte de su encanto original. Hoy en dia se piensa que es un
campo circunspecto y tradicional, apenas se ensena en departamentos
de fisica (excepto como una preparaciéon para un curso de Mecanica
Estadistica y Quimica). Esto es una lastima, ya que la termodindmica
es tal vez la mas notable de todas las teorias fisicas.

Al buscar informacién acerca de la elegante y vieja termodinamica
clasica uno da marcha atras a la literatura de hace casi cien anos para
encontrar una discusién sofisticada sobre el tema. J. W. Gibbs[2] es el
héroe principal de la historia. Sus ideas fueron desarrolladas por Pfaff
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y Carathéodory dando vida nuevamente una hermosa y nueva vision
de la termodinamica.

Las Leyes de la Termodinamica

Las leyes de la termodinamica clésica se basan en resultados expe-
rimentales y se expresan de la siguiente manera:

Ley cero: Si dos sistemas distintos estan en equilibrio termodinami-
co con un tercero, tambiénn tienen que estar en equilibrio entre si.

Si uno de estos sistemas se pone en contacto con un entorno infinito
situado a una determinada temperatura, el sistema acabard alcanzan-
do el equilibrio termodinamico con su entorno, es decir, llegar a tener
la misma temperatura que éste. (El llamado entorno infinito es una
abstracciéon matemtica denominada depdsito térmico; en realidad bas-
ta con que el entorno sea lo suficientemente grande en relacion con el
sistema estudiado).

Primera ley: Supongamos una situacién imaginaria que nos permita
comprender esta primera ley: si tenemos un sistema que cambie de un
estado inicial de equilibrio ¢, a un estado final de equilibrio f, en una
forma determinada, y definimos a () como el calor absorbido por el
sistema y W como el trabajo hecho por el sistema. Calculamos el valor

Q-—Ww.

Ahora, cambiemos el sistema manteniendo, por supuesto, el mismo
estado ¢ para llegar hasta el estado final f, pero en esta ocasion uti-
lizamos un camino diferente. Repetimos el procedimiento una y otra
vez usando diferentes caminos en cada caso. Nos encontramos que en
todos los intentos la cantidad () — W mantiene su valor numérico siem-
pre igual. La explicacion se debe a que: aunque la magnitud de QQ y W,
separadamente cambie, dependen del camino tomado, la diferencia de
@ — W no depende de cémo pasamos de un estado a otro, sino solo
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de ambos estados de equilibrio, el inicial y el final.

Andlogamente en mecdnica se observa que cuando un objeto se
mueve de un punto a otro en un campo gravitacional en ausencia de
friccién, el trabajo hecho depende sélo de las posiciones de los puntos
y no de la trayectoria por la que el cuerpo se mueve. Podemos concluir
que hay una energia potencial, en funcion de las coordenadas espaciales
del cuerpo, cuya diferencia entre su valor final y su valor inicial es
igual al trabajo hecho al desplazar el cuerpo. En termodindamica se
encuentra experimentalmente que, cuando en un sistema ha cambiado
su estado 7 al f, la cantidad () — W dependen sélo de las coordenadas
iniciales y finales y no del camino tomado entre estos puntos extremos.

Se concluye que hay una funcion de las coordenadas termodinami-
cas cuyo valor final menos su valor inicial es igual al cambio () — W en
el proceso. A esta funcién le llamamos funciéon de la energia interna
(la que se representa mediante la letra U).

La diferencia entre la energfa interna del sistema en el estado f (Uy)
y el estado inicial ¢ (U;) es sélo el cambio de energia interna del sistema,
y esta cantidad tiene un valor determinado independientemente de la

forma en que el sistema pasa del estado i al estado f, tenemos entonces
que: U —U; =AU =Q - W.

Como sucede con la energia potencial, y también con la energia
interna, lo que importa es su cambio. Esta ecuacién se conoce como
la primera ley de la termodindmica. Al aplicarla debemos recordar
que () se considera positiva cuando el calor entra al sistema y que W
serd positivo cuando el trabajo lo hace el sistema. A la funcién interna
U, se puede ver como una cantidad muy abstracta en este momento.
En realidad, la termodinamica clasica no ofrece una explicacion pa-
ra ella, ademas es una funcién de estado que cambia en una forma
predecible. La primera ley de la termodinamica, se convierte entonces



en un enunciado de la ley de la conservacion de la energia para los
sistemas termodinamicos. La energia total de un sistema de particulas
(U), cambia en una cantidad exactamente igual a la cantidad que se
le agrega al sistema, menos la cantidad que se le quita.

El hecho que consideremos que el valor de () sea positivo cuando el
calor entra al sistema y que W sea positivo cuando la energia sale del
sistema como trabajo, esta determinado por el estudio de las maquinas
térmicas, que provoco inicialmente el estudio de la termodinamica.

Simplemente es una buena forma econdémica tratar de obtener el
maximo trabajo con una maquina de este tipo, y minimizar el calor
que debe proporcionarsele a un costo importante. Estas naturalmente
se convierten en cantidades de interés.

Si nuestro sistema sélo sufre un cambio infinitesimal en su estado,
se absorbe nada mas una cantidad infinitesimal de calor, y se hace
solo una cantidad infinitesimal de trabajo, de tal manera que el cam-
bio de energia interna también es infinitesimal. Aunque la cantidad
infinitesimal de trabajo y la cantidad infinitesimal de calor no son
diferencias exactas, podemos escribir la primera ley diferencial en la

forma: dU =dQ —dW'.

Podemos definir la primera ley diciendo: Todo sistema termodinami-
co en un estado de equilibrio, tiene una variable de estado llamada
energia interna U cuyo cambio dU en un proceso diferencial estd dado
por la ecuacion antes escrita.

La primera ley de la termodinamica se aplica a todo proceso de la
naturaleza que parte de un estado de equilibrio y termina en otro. Un
sistema estd en equilibrio cuando podemos describirlo por medio de un
grupo apropiado de parametros constantes del sistema como: presion,
volumen, temperatura, campo magnético, etc. La primera ley sigue
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verificandose si los estados por los que pasa el sistema de un estado
inicial (equilibrio), a su estado final (equilibrio), no son ellos mismos
estados de equilibrio.

La primera ley establece que la energia se conserva, sin embargo,
cuando un cuerpo caliente y otro frio se ponen en contacto no ocurre
que el primero se pone mas caliente y el segundo mas frio. Si bien no
estamos violando la primera ley, esta no restringe nuestra capacidad
de convertir trabajo en calor o calor en trabajo, especifica iinicamen-
te que la energia debe conservarse durante el proceso. La realidad
es que, aunque podamos convertir una pequena cantidad de trabajo
en calor, no se ha podido hallar un procedimiento que convierta por
completo una cantidad dada de calor en trabajo. La segunda ley de
la termodinamica se ocupa de este problema y aunque su contenido
pueda parecer esotérico o abstracto, su aplicacion ha demostrado ser
extremadamente practico.

Sequnda ley: Las primeras maquinas térmicas construidas fueron
dispositivos muy eficientes. Solo una pequena fraccién del calor absor-
bido de la fuente de la alta temperatura se podia convertir en traba-
jo util. A pesar del progreso de los disenios de ingenieria para estas
maquinas, una fraccion apreciable del calor absorbido se sigue des-
cargando en el escape de una maquina a baja temperatura, sin que
pueda convertirse en energia mecanica. Sigue siendo una esperanza
disenar una maquina que pueda tomar calor de un depdsito abun-
dante, como el océano y convertirlo integramente en un trabajo tutil.
Entonces no seria necesario contar con una fuente de calor a una tem-
peratura mas alta que el medio ambiente quemando combustibles. De
la misma manera, podria esperarse, que se disenara un refrigerador
que simplemente transporte calor, desde un cuerpo frio a un cuerpo
caliente, sin que tenga que gastarse trabajo exterior. Ninguna de estas
aspiraciones ambiciosas violan la primera ley de la termodinamica. La
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maquina térmica solo podria convertir energia calorifica completamen-
te en energia mecanica, conservandose la energia total del proceso. En
un refrigerador simplemente se transmitiria la energia calorifica de un
cuerpo frio a un cuerpo caliente, sin que se perdiera energia en el pro-
ceso. Nunca se ha logrado ninguna de estas aspiraciones y hay razones
para creer que nunca se alcanzaran.

La segunda ley de la termodinamica, que es una generalizacion de la
experiencia, es una exposicion cuyos artificios de aplicacién no existen.
Se tienen muchos enunciados de la segunda ley, cada uno de los cuales
hace destacar un aspecto de ella, pero se puede demostrar que son
equivalentes entre si. Clausius la enuncio como sigue: No es posible
para una maquina ciclica llevar continuamente calor de un cuerpo a
otro que esté a temperatura mas alta, sin que al mismo tiempo se
produzca otro efecto (de compensacién). Este enunciado desecha la
posibilidad de nuestro ambicioso refrigerador, ya que éste implica que
para transmitir calor continuamente de un objeto frio a un objeto
caliente, es necesario proporcionar trabajo de un agente exterior. Por
nuestra experiencia sabemos que cuando dos cuerpos se encuentran en
contacto fluye calor del cuerpo caliente al cuerpo frio. En este caso, la
segunda ley elimina la posibilidad de que la energia fluya del cuerpo
frio al cuerpo caliente y asi determina la direccién de la transmision
del calor. La direccién se puede invertir solamente por medio de gasto
de un trabajo.

Kelvin (con Planck) enuncio la segunda ley con palabras equiva-
lentes: Es completamente imposible realizar una transformacién cuyo
unico resultado final sea el de cambiar en trabajo el calor extraido de
una fuente que se encuentre a la misma temperatura.

Este enunciado elimina nuestras ambiciones de la maquina térmica,
ya que implica que no podemos producir trabajo mecénico sacando
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calor de un sélo depdsito, sin devolver ninguna cantidad de calor a un
depdsito que esté a una temperatura mas baja.

Para demostrar que los dos enunciados son equivalentes, necesita-
mos demostrar que si cualquiera de los enunciados es falso, el otro
también debe serlo. Supéngase que es falso el enunciado de Clausius,
de tal manera que se pudieran tener un refrigerador que opere sin
que se consuma trabajo. Podemos usar una maquina ordinaria para
extraer calor de un cuerpo caliente, con el objeto de hacer trabajo y
devolver parte del calor a un cuerpo frio.

Pero conectando nuestro refrigerador “perfecto” al sistema, este
calor se regresaria al cuerpo caliente, sin gasto de trabajo, quedan-
do asi utilizable de nuevo para su uso en una maquina térmica. De
aqui que la combinacion de una maquina ordinaria y el refrigerador

“perfecto” formara una maquina térmica que infringe el enunciado de
Kelvin-Planck.

O podemos invertir el argumento. Si el enunciado Kelvin-Planck
fuera incorrecto, podriamos tener una maquina térmica que sencilla-
mente tome calor de una fuente y lo convierta por completo en trabajo.

Conectando esta maquina térmica “perfecta” a un refrigerador ordi-
nario, podemos extraer calor de un cuerpo ordinario, podemos extraer
calor de un cuerpo caliente, convertirlo completamente en trabajo,
usar este trabajo para mover un refrigerador ordinario, extraer calor
de un cuerpo frio, y entregarlo con el trabajo convertido en calor por el
refrigerador, al cuerpo caliente. El resultado neto es una transmisiéon
de calor desde un cuerpo frio, a un cuerpo caliente, sin gastar trabajo,
lo infringe el enunciado de Clausius.

La segunda ley nos dice entonces que muchos procesos son irrever-
sibles. Por ejemplo, el enunciado de Clausius especificamente elimina
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una inversion simple del proceso de transmisién de calor de un cuer-
po caliente, a un cuerpo frio. Algunos procesos, no sélo no pueden
regresarse por si mismos, sino que tampoco ninguna combinacién de
procesos pueden anular el efecto de un proceso irreversible, sin provo-
car otro cambio correspondiente en alguna otra parte.

Tercera ley: La segunda ley estd ligada a una variable termodinami-
ca denominada entropia (.S), y puede expresarse cuantitativamente en
términos de esta variable.

En el andlisis de muchas reacciones quimicas es necesario fijar un es-
tado de referencia para la entropia. Este siempre puede escogerse algun
nivel arbitrario de referencia cuando sélo se involucra un componente;
para las tablas de vapor convencionales se ha escogido 32°F. Sobre
la base de las observaciones hechas por Nernst y por otros, Planck
establecio la tercera ley de la termodinamica en 1912, asi: la entropia
de todos los sélidos cristalinos perfectos es cero a la temperatura de
cero absoluto.

; . N L Amiea
Un cristal “perfecto” es aquel que esta en equilibrio termodinamica
En consecuencia, comtunmente se establece la tercera ley en forma més
general, como: La entropia de cualquier sustancia pura en equilibrio
termodinamico tiende a cero a medida que la temperatura tiende a
cero.

La importancia de la tercera ley es evidente. Suministra una base
para el calculo de las entropias absolutas de las sustancias, las cua-
les pueden utilizarse en las ecuaciones apropiadas para determinar la
direccién de las reacciones quimicas.

Una interpretacion estadistica de la tercera ley es mas bien sencilla,
puesto que la entropia se ha definido como:

S=k,Ino. (1)
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En donde k,k es la constante de Bolzmann o es la probabilidad ter-
modinamica. En vista de la anterior disertacion, la tercera ley equivale
a establecer que: ¢ — 1 cuando T" — 0.

Esto significa que sélo existe una forma de ocurrencia del estado de
energia minima para una sustancia que obedezca la tercera ley.

Hay varios casos referidos en la literatura en donde los calculos ba-
sados en la tercera ley no estan desacuerdo con los experimentos. Sin
embargo, en todos los casos es posible explicar el desacuerdo sobre la
base de que la sustancia no es “pura’, esto es, pueda haber dos o mas
isétopos o presentarse moléculas diferentes o, también, una distribu-
cion de no equilibrio de las moléculas. En tales casos hay mas de un
estado cuantico en el cero absoluto y la entropia no tiende a cero.

Formas diferenciales y las leyes de la termodinamica

El lenguaje de las formas diferenciales nos permite combinar la pri-
mera y segunda leyes de la termodindmica en una sola instruccién de
una manera natural. Esto no deberia sorprendernos, ya que se desa-
rrollaron las formas diferenciales para dar un significado matematico
a las ideas de Gibbs sobre la termodinamica.

Para ser concreto vamos a considerar el sistema termodinamico
mas familiar, un sistema con cinco variables termodinamicas, en la
representacion de la energia

{U,T,S, PV}, (2)

la energia interna U, la temperatura 7', la entropia S, la presion P
y el volimen V. Estas variables vienen en pares conjugados, uno de
ellos intensivo (es decir, invariante bajo el cambio del tamano global
del sistema) presién-volumen, y el otro extensivo (escalas proporcio-
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nales al tamano del sistema) temperatura-entropia. Siempre hay un
numero impar de variables. La primera y segunda leyes de la termo-
dindmica se pueden combinar en una sola ley de la termodinamica en
las variaciones infinitesimales de estas cantidades:

© =dU + PdV — TdS = 0. (3)

Hemos definido de esta manera al objeto © que mas adelante se iden-
tificarda como una forma diferencial, esencial en la construccion de la
estructura de contacto. Los pares conjugados aparecen juntos como
PdV 6 TdS, a excepcion de la energia interna que no tiene conjugado.

Una forma equivalente seria:

1 P

Esto se puede pensar como una condicion para maximizar la en-

tropia, mientras que se mantienen la energia y el volumen fijos: %
y % son los multiplicadores de Lagrange que obligan a cumplir esta

condicion.

De hecho, cualquier variable puede elegirse para estar en la posicién
privilegiada como la “variable fundamental” en el primer término, con
la unidad como el conjugado.

Esta simetria resuelve la aparente contradiccion de tener variables
impares, mientras que en las mismas variables que se tengan vienen
en pares. © es determinada unicamente por la multiplicaciéon de una
funcién de médulo distinto de cero: s6lo su nicleo (conjunto cero) tiene
un significado fisico.

La restriccién diferencial anterior significa que las cinco variables no
son independientes, de hecho sélo hay dos variables. Mas precisamente,
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la dimensién méxima de una subvariedad de Lagrange en R’ es dos
porque cualquier subvariedad de mayor dimensién violaria la condicion

O A[dOJ # 0, ()
que se requiere para que © determine la estructura de contacto.

Las caracteristicas de esta subvariedad bidimensional esta determi-
nada por las propiedades del gas.

Podemos resumir que lo anterior es una estructura matematica que
contiene la esencia de la termodinamica. Una forma diferencial © en
una variedad de dimension 2n + 1 y se llama uno forma de contacto
Si:

OA[dO]" £0, (6)

en todas partes. Una estructura de contacto [©] es equivalente a una
clase de forma de contacto que difiere por una funcién de multiplica-
cion por una funcion distinta de cero:

O~ fO, fH0. (7)

Una variedad de contacto es una variedad con una estructura de
contacto [O] en él. Esta idea tiene su origen en el enfoque de Huyghens
de los rayos en 6ptica. Es algo sorprendente que la 6ptica de rayos y la
termodindmica compartan el mismo formalismo matematico, aunque
no parecen tener nada en comun al principio.

Veamos a continuacién un ejemplo de cémo mirar la termodinamica
a través del ojo de la 6ptica. En la mayoria de los casos la variedad
de interés en la fisica es sélo en R*"*! (Sin embargo, la unién de
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Josephson tiene una variedad termodindmica R* x S1). Es evidente
que la uno forma se puede expresar de muchas maneras equivalentes
por un cambio de variables. En el caso de un gas, algunas de ellas son:

O =dU —TdS + PdV =dF + SdT' + PdV, F=U-TS, (8)

©=dG+S8dT —VdP, G=U+PV-TS, (9)
1 P
_ — —_ 1
dS = —dU + =dV | (10)

F' es la energia libre de Helmholtz, la cual es la cantidad conveniente
para estudiar un gas a temperatura y volumen constante. La energia
libre de Gibbs G que es ttil para entender un gas a presion y tempe-
ratura constantes.

Gas Ideal.

Un gas ideal monoatémico cumple con las ecuaciones de estado de
los gases ideales

PV =nRT, U= gnRT, (11)

donde n es el namero de moles del gas y

R~83JK 'mol™!, (12)

es la constante universal de los gases. La relacién restante necesaria
para fijar la superficie de dos dimensiones del gas ideal se obtiene
integrando la ecuacién diferencial igualando © = 0, es decir,
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TdS — PdV —dU =0 — S = nRln (U3/2V) . (13)

Esto es valido hasta una constante aditiva de integracion, es decir,
una cantidad independiente de U y V. Una vez que esta relacién fun-
damental entre variables extensivas esta determinada por las variables
intensivas, tenemos:

1 oS P 0S8
T (%)a T (W)U’ 14

que son las otras ecuaciones de estado.
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Gases no ideales (Gas de van der Waals).

Un modelo simple de un gas no ideal se debe al fisico holandés
Johannes Diderik van der Waals, quien desarrollo la siguiente ecuacion
de estado para describir el comportamiento de un gas mas real

nRT an?

p— _
V—nb V2’

(15)

donde a y b son pardametros constantes. Podemos considerar b como el
volumen excluido debido al tamano finito de las moléculas del gas, y
la constante a la medida de la fuerza de la atraccion de corto alcan-
ce entre las moléculas. Asi, el volumen es la solucién de la ecuacién
cubica, cuyos coeficientes dependen de la presion y la temperatura:

PV? —n(bP + RT)V? + an*V —abn® = 0. (16)

A altas temperaturas sélo hay una solucién real: y hay sélo una
fase. A bajas temperaturas, hay tres soluciones reales. Pero la solucién
intermedia es siempre inestable y debe ser desechada. La solucién con
volimen pequeno se interpreta como la fase liquida, y la solucién de
gran volumen a la fase gaseosa. Hay una curva en la superficie definida
por la ecuacion de van der Waals, por el que el discriminante de la
ecuacién cubica se desvanece: dos de las soluciones coinciden. En esta
curva hay un punto critico en el que las tres soluciones coinciden.
Véase la Figura 1.

Imagine la superficie definida por el gas de van der Waals como una
montana, entonces la curva discriminante se compone de dos piezas,
un valle cuando las dos soluciones a pequenos volumenes coinciden y
una cresta a lo largo de la cual las soluciones a volumenes grandes
coinciden: el punto donde el valle y la cresta se encuentran es el punto
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Presion

Figura 1: Curva de superficie que define la ecuacién de van der Waals

critico. La region en el plano (P, T') delimitada por la curva contienen
estados metaestables.

La configuracion estable es una mezcla de gas y liquido. Hay una
receta debida a Maxwell para encontrar la proporcion de gas a liquido
en el equilibrio.

Vamos a encontrar la entropia de

AU P
dS — — — 4V = 1
ST T 0, (17)

P d d dU — @2 gy

T V —nb + T (18)

Asi, T es un factor de integracion que debe hacer el iltimo término
una diferencial exacta. Despues de algunos calculos obtenemos:
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2 an?
RIN'=—-—(U+—]. 19
n 3( —|—V> ( )

Fijamos la constante de integracion al senalar que el limite de baja
densidad V' — oo y debe ser el gas ideal. Por lo tanto, obtenemos la
formula

2

(V — nb) (U + %>3/2

S =nRI
nRIn v

(20)

que es conocida como la ecuacion fundamental del gas de van der
Waals.

Representacion geométrica del gas de van der Waals

El objetivo del presente trabajo es proponer una nueva representa-
cién del gas de van der Waals, utilizando el formalismo de la geometro-
termodindnica (GTD). La GTD asigna a cada sistema termodindamico
un espacio de estados de equilibrio equipado con una métrica Rieman-
niana. Las propiedades geométricas del espacio de estados de equilibrio
estan conectadas con las propiedades termodinamicas del sistema de
forma tal que la curvatura corresponde a la interaccién termodinami-
ca, las singularidades de curvatura determinan transiciones de fase y
las geodésicas describen procesos cuasi-estaticos.

Para el caso concreto del gas de van der Waals veremos que el es-
pacio de estados de equilibrio realmente tiene una curvatura diferente
de cero, es decir, existe interaccion termodinamica intrinseca entre las
particulas del gas, y que las singularidades de curvatura realmente
describen las transiciones de fase de primer orden, que de acuerdo a
la termodindmica ordinaria caracterizan el comportamiento fisico del
gas de van der Waals.
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Ademas, estudiaremos numéricamente las geodésicas del espacio de
estados de equilibrio y veremos que, dependiendo de los valores ini-
ciales de las geodésicas, existen ciertos puntos a partir de los cuales
las geodésicas no se pueden extender. Este tipo de comportamiento
es conocido como incompletez geodésica y es usado en geometria di-
ferencial como método alternativo para determinar las singularidades
de curvatura.
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Estructura del trabajo

En el capitulo 1, revisaremos la termodinamica del gas de van der
Waals, las ecuaciones que la definen y las propiedades que nos van a
interesar para este trabajo.

En el capitulo 2, se revisan los fundamentos de geometrotermo-
dinamica y el formalismo que la sustenta.

Finalmente en el capitulo 3, se analiza el gas de van der Waals
usando el formalismo de la geometrotermodindmica.






Capitulo 1

Termodinamica del gas de van der
Waals

En este capitulo estudiaremos las propiedades mas importantes del
gas de van der Waals, prestando especial atencién a la estructura de la
ecuacién fundamental de la cual se pueden derivar todas las ecuaciones
de estado. Veremos también que es posible utilizar la ley de estados
correspondientes para reescribir la ecuacién fundamental en una forma
que es conveniente para ser aplicada en geometrotermodinamica.

1.1. Ecuacion de estado.

Una ecuacion de estado es la relacion que existe entre dos o mas
variables termodinamicas de un sistema. En sistemas de una compo-
nente y de una sola fase, la ecuacion de estado incluira tres variables,
dos de las cuales pueden ser consideradas como independientes. Aun-
que en principio se podrian plantear relaciones funcionales en que in-
tervengan tres variables termodinamicas cualesquiera, las expresiones
analiticas de las relaciones entre propiedades han sido limitadas casi

3



completamente a la presion P, volumen V' y temperatura 7'. Debido
a la incompleta comprensiéon de las interacciones intermoleculares, es-
pecialmente en los estados liquido y sélido, se han utilizados métodos
empiricos para desarrollar muchas de las ecuaciones de estado de uso
general. Dado que la presion, temperatura y volumen pueden ser me-
didos directamente, los datos necesarios para evaluar las constantes en
tales ecuaciones pueden ser obtenidos experimentalmente. La eleccién
de la ecuacion a usar en una aplicacién dada depende principalmen-
te de la exactitud deseada y de la capacidad de los instrumentos de
medicion. Como los coeficientes de casi todas las ecuaciones de estado
deben ser evaluados ajustando o adaptando las ecuaciones a diversos
datos experimentales de presion, volumen y temperatura, estas ecua-
ciones nunca pueden representar exactamente los datos experimenta-
les; mas aun, muchas veces estas ecuaciones no representan los datos
en si, limitando la exactitud. Esto es particularmente cierto cuando
las ecuaciones mas sencillas son aplicadas en la vecindad de un punto
critico. La ecuacion de estado del gas ideal no es del todo correcta:
los gases reales no se comportan exactamente asi. En algunos casos,
la desviacion puede ser muy grande. Por ejemplo, un gas ideal nun-
ca podria convertirse en liquido o solido por mucho que se enfriara o
comprimiera. Por eso se han propuesto modificaciones a la ecuacion
de estado de los gases ideales

PV =nRT, (1.1)

donde R la constante universal de los gases, T" es la temperatura ab-
soluta, P es la presion, V es el volumen y n es el nimero de moles del
gas o componente quimico. La ecuacién de estado de van der Waals
es una ecuacion generalizada de la ecuacién de los gases ideales, que
toma en consideracion tanto el volumen finito de las moléculas del gas,
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como algunos otros efectos sobre el término de presion y se expresa de
la forma:

(P+%) (V —nb) = nRT, (1.2)

a y b son parametros ajustables determinados a partir de medidas
experimentales en gases reales. Estos parametros corresponden a ca-
da sustancia y no son constantes universales, puesto que sus valores
varian de un gas a otro. La ecuacién de van der Waals también tie-
ne una interpretacion microscépica. Las moléculas consideradas como
esferas interaccionan entre si. La interaccién es muy repulsiva a cor-
ta distancia, se hace ligeramente atractiva a distancias intermedias y
desaparece a distancias mas grandes. En la ecuacién de estado de los
gases ideales las moléculas son puntuales y debe corregirse para con-
siderar las fuerzas atractivas y repulsivas. Por ejemplo, la repulsién
mutua entre moléculas tiene el efecto de excluir a las moléculas veci-
nas de una cierta zona alrededor de cada molécula. Asi, una parte del
espacio total deja de estar disponible para las moléculas en su movi-
miento aleatorio. En la ecuacion de estado, se hace necesario restar
este volumen de exclusién (b) del volumen del recipiente (V); de ahi el
término (V —b).

1.2. Ecuacion fundamental.

Vamos a considerar la energia interna U y la entropia S como una
funcién de las variables T' (temperatura) y V' (volumen), de tal modo
que podemos escribir sus derivadas, en la representacion de la energia
tenemos:



oU oU
dU = (a—T)VdT + <W>Tdv, (1.3)

y en la representacion de la entropia obtenemos:

S S
s = (8—T>VdT + <W>Tdv, (1.4)

y de la primera ley de la termodinamica tenemos:

dU = TdS — PdV . (1.5)

Sabemos que la capacidad calorifica a volumen constante se calcula
mediante la relacion:

o-1(2) . »

Maés adelante veremos que para el gas de van der Waals esta capacidad
calorifica es constante, C|, = 3nR/2. También usando las relaciones
de Maxwell tenemos que:

@),

Sustituyendo la ecuacién (1.6) y (1.7) en la ecuacuén (1.4) tenemos:

C, oP
dS = ZdT + (a_T)VdV' (1.8)

Ahora sustituimos esta ultima ecuacién en la ecuacién (1.5) para
obtener:



c, oP
dU = T [?dT+ (8—T>VdV] — PdV

— C,dT + [T <g—];>v - P] v . (1.9)

Comparando las relaciones (1.3) and (1.9) obtenemos:

oU
(a7), = &

@),

Ahora usaremos la ecuacién de estado para el gas de van der Waals

<p+"v—2§> (V = bn) = nRT, (1.11)

que implica la siguiente ecuacion para la presion P,

nRT an?

e e

(1.12)

derivando con respecto a 1" obtenemos:

oP nR
R — 1.1

sustituyendo las ecuaciones (1.12) y (1.13) en la (1.10) tenemos:
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(9_U _ 7 nR B nRT B n2a
ov ). V —bn V—bn V2
n‘a

= - (1.14)

Ahora calculamos la derivada con respecto a V', a temperatura cons-
tante T, en la ecuacion (1.6),

o0\ _ 0 [ (98
ov ), OV oT
&S

T

oVIT
&S

Loty

8 ([0S
= T5f<5V>T. (1.15)

Sustituyendo la relacién (1.7) en la ecuacién (1.15) obtenemos:

ac,\ .0 [oP
(), ra),

Finalmente, sustituyendo (1.13) en (1.16) obtenemos:

oc,\ .0 ( nR \
(av)T_TbT<V—wn>_0’ (117)

y por consiguiente, C,, es independiente de V' y s6lo es funcion de 7T,

= C,(T). (1.18)
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Entonces, usando la relacién (1.14) y (1.18) la ecuacién (1.3) toma
la forma

n2CL
AU = Cy(T)dT + 7V . (1.19)

la cual integramos y nos lleva lleva a

U T Vv AV
/ U = / C,(T")dT" + n’a / T
Uo To Vi

0
T 2 2

U-U, = | c(ar -2, "1
0 /TO V( ) V + %
v- [ ¢ (T”)dT”—@nLC 1.20
- % V 1, ( )
To

donde C; = Uy + ”72; De la misma manera, sustituimos ls relacion
(1.13) y (1.18) en la ecuacién (1.4) para obtener:

O (T) nR
dS = TdTJr o

v, (1.21)

cuya integracién da como resultado

S T / Vv /
O (T") v

ds’ = v a7’ R
/5 /T A /v V' = bn

0

T /
S—5 = / CV(T)dT’+ann(V—bn)—ann(VO—bn)

r, 1’
T /
S = / %dT’ +nRIn(V —bn) + Cy, (1.22)
Ty



donde Cy = Sy — nRIn (Vy — bn).

Para temperaturas pequenas, cualquier posible dependencia en la
temperatura de C,, es muy pequena para ser considerada. Asi C!, puede
ser vista como practicamente constante, en este caso las relaciones

(1.20) y (1.22) toman la forma:

2

U:QT—%;+&, (1.23)
S=C,InT+nRIn(V —bn)+ Cy, (1.24)

donde C5 = Uy — C, Ty + %% y Cy = Sy — C, In Ty — nRIn (V — bn).

Finalmente, despejando T de la ecuacién (1.23) y reemplazando en
(1.24) obtenemos

3 an’
S = §ann U+ N +nRIn(V —bn) , (1.25)

donde usamos la relacién C,, = 3nR /2 y fijamos las constantes aditivas
Uy v Sy de tal manera que C3 = 0y Cy = 0. Esta es la ecuacién fun-
damental del gas de van der Waals y a partir de ella se pueden derivar
nuevamente las ecuaciones de estado y todas las demas propiedades
termodinamicas del sistema.

1.3. Ley de los estados correspondientes.

La ecuacién de van der Waals (1.12) la podemos interpolar y ex-
presar la temperatura, la presién y el volimen criticos en funcién de
los parametros a y b y escribirla en la forma:
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nRT an?

pP= -
V_bn V2’

(1.26)

nuevamente tomado la primera y segunda derivadas para las isotermas
en la expresion anterior, e igualando a cero para la extremal tenemos:

oP nRT 2n2a
_ - _ — 1.27
(av)T v oy " ys = (1.27)
0?P 2nRT 6nZa
—_— frn— — — . 1.2
<8V2)T W —onp vt (1.28)

De estas tres ultimas ecuaciones se puede obtener la temperatura,
volumen y presion criticos:

8a a

T.=—, V., = 3bn, P.=—. 1.29
27h " 27172 (1.29)
Introduciendo ahora las magnitudes
_ T — P — V
TCJ Pc’ v ‘/'67 ( 30)

las cuales reciben el nombre de temperatura, presion y volimen redu-
cidos, las cuales en el punto critico son iguales a la unidad.

Al sustituir los valores T, P, V en lugar de T, P, V en la ecuacién
de van der Waals tenemos:

(F+ %) (3V —1) =8T. (1.31)
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Esta ecuacién se conoce como ecuacion reducida de van der Waals,
la cual se expresa solo en funcién de T, P y V y no aparece ninguna
magnitud que caracterice a un gas determinado. Por esta razén la
ecuacién (1.31) es la ecuacion de estado de todos los gases a los que
realmente se aplica la ecuacién de van der Waals.

Si dos gases distintos tienen igual T y P, consecuentemente sus
V serdn iguales, es decir, los estados de estos gases en los que T, P
y V poseen los mismos valores se dice que se encuentran en estados
correspondientes (los estados criticos de todos los gases son por tanto
estados correspondientes). Por esta razén a esta condicion se le ha
llamado la ”Ley de los estados correspondientes”. Cuando dos gases
se encuentran en estados correspondientes muchas de sus propiedades
medibles experimentalmente (fugacidad, densidad, etc.) son predeci-
blemente iguales.

Finalmente, usando la ley de estados correspondientes la ecuacién
fundamental (1.25) se puede reescribir como

S = ;ann <U+ %) +nRIn(3V — 1), (1.32)

donde U = U/U, con U, = an/9b donde hemos igualado a cero la
constante aditiva resultante.

1.4. Transiciones de fase.

En esta secciéon se muestra que las trasiciones de fase que encon-
tramos en la ecuacién (1.12) son de primer orden. Las transiciones
de fase se clasifican de acuerdo con el orden en que las derivadas son
discontinuas. Un sistema fisico se describe por su ecuacion de estado,
para nuestro caso
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P=PWV,T). (1.33)
Por ejemplo, la ecuacion de estado del gas ideal tiene la forma:

B nRT

P
% )

(1.34)

por lo que P es una funcion analitica de la temperatura y el volumen,
de tal modo que no hay transicién de fase. Si calculamos la n-ésima

derivada de P
O"P(V,T)
_ 7 1.

( ovn )T’ (1.35)

y observamos que se hace cero para ciertos valores de T'y V', se dice que
estos valores representan puntos criticos, considerados como indicio de
una transicion de fase de orden n. Un ejemplo de una transicion de
fase es el cambio de un estado liquido a gaseoso o de un estado sélido
a liquido. De acuerdo con la ecuacién de estado (1.12), la presién del
gas real se escribe como:

nRT an?
P = V=) — v (1.36)

Entonces para investigar la estructura de transiciones de fase de este
gas debemos calcular la primera derivada

OP nRT an?
— . + 2 ) 1.37
<6V>T (V — bn)2 V3 (1.37)

Usando nuevamente la expresién (1.36) en la forma:
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1 1 an’
— P+ — 1.
V—bn nRT ( e > (1.38)

obtenemos:

(1.39)

(9_P B _PV3 — an?®V + 2abn?
v ). B V3(V — bn)

. " oP\ _
Entonces, vemos que existen puntos criticos en los lugares donde (W) =
0, es decir,

PV3 — an®*V 4 2abn® = 0 . (1.40)

Se trata de un polinomio de tercer orden en V' por lo que en general
puede tener hasta tres raices reales. De igual manera se puede demos-
trar que esta condicion es equivalente a

PV —3V+2=0, (1.41)

donde hemos utilizado las variables reducidas con los valores criticos
dados en (1.30).

Por otra parte sabemos que la compresibilidad definida como [7]

oP
-1 _
kp ==V <_(9V>T (1.42)

debe ser una cantidad positiva para que el sistema termodinamico se
encuentre en un estado estable. Por lo tanto, en los puntos criticos
donde la primera deriva de P se hace cero, el sistema pasa de un
estado estable a uno inestable dando lugar a una transicion de fase de
primer orden.
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Para finalizar veremos que no existen transiciones de fase de segun-
do orden que sean detectables a traves de las discontinuidades de la
capacidad calorifica. Recordemos que para el gas de van der Waals la
energia se puede escribir como:

an

3
= -—nRT + — 1.4
U 2nR +5 (1.43)
de tal forma que podemos obtener la capacidad calorifica C|, usando

la expresion:

oU 3
C,=(=—) ==-nR, 1.44
es decir, es una constante sin discontinuidades.

Hemos demostrado que en el gas de van der Waals existen transi-
ciones de fase sélo de primer orden en los puntos donde se satisface la
condicién (1.40). Uno de los objetivos del presente trabajo es demos-

trar que estos puntos corresponden a singularidades de curvatura en
el espacio de estados de equilibrio del gas de van der Waals.
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Capitulo 2

Fundamentos de
geometrotermodinamica.

2.1. Introduccion

Los estudios que relacionan a la geometria con la termodinamica se
deben al fisico americano Josiah Willard Gibbs en su trabajo publica-
do en 1873 sobre la teoria de estados de equilibrio [1]. En este trabajo
Gibbs interpreté el conjunto de estados de equilibrio de un sistema
termodinamico como una superficie, en donde Gibbs afirma que de la
superficie S = S(U,V), a la que llama superficie termodindmica del
sistema, se puede deducir otra superficie como P = P(V,T) y anali-
za cOmo se representarian sistemas en los que coexisten varias fases
(estados) de la materia en equilibrio termodinamico. En otro de sus
articulos de 1873 [2], Gibbs comenta que de cualquier ecuacién de la
forma: U = U(S, V), se pueden deducir todas las propiedades termo-
dindmicas del fluido, en lo que concierne a procesos reversibles. Las
ecuaciones U = U(S,V) y S = S(U,V) son conocidas en la actuali-
dad como funciones fundamentales [7] o ecuaciones fundamentales, ya
que, como bien habia observado Gibbs, mediante ellas es posible de-
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ducir todas las propiedades del sistema termodindmico en estudio. En
2007 Hernando Quevedo [9] vuelve a considerar el concepto de ecua-
ciéon fundamental y junto con la propiedad de invariancia de Legendre,
que todo sistema termodinamico debe de cumplir, formula una nue-
va teoria geométrica de la termodinamica. Esta nueva teoria recibe el
nombre de Geometrotermodinamica y ha sido aplicada a diferentes
sistemas termodinamicos y siempre ha dado resultados consistentes y
satisfactorios al describir geométricamente conceptos como la interac-
cién termodindmica y las transiciones de fase [10, 11, 15, 16, 17, 18].
En este capitulo describiremos los fundamentos de este formalismo al
que nos referiremos como GTD.

2.2. El espacio de fase.

La GTD esta basada en una variedad 7 de (2n + 1) dimensiones.
En la que tendremos un conjunto de coordenadas que denotaremos
como,

74 = (®,E*, 1Y), (2.1)

donde P representa un potencial termodinamico, £ denotan variables
extensivas, y I* denotan variables intensivas con ¢ = 1,2,...,n. En la
variedad T se tiene la relacion:

Qg = d® — dI"dE" (2.2)

que se conoce con el nombre de 1-forma fundamental de Gibbs y sa-
tisface la condicién [19],
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Og A (dBg)" # 0, (2.3)

donde d,, = diag(+1,...,+1), y el simbolo A indicando la operacién
de producto exterior, el cual cumple con las siguientes propiedades:

n dx Adx =0
m dx Ndy = —dy N\ dx

s dANdr =0

La condicién (2.3) nos dice que en T es posible definir un elemento
de volumen para calcular integrales. Veamos un caso concreto con
n = 2 y coordenadas Z4 = (U, S,V,T, —P). Entonces, la 1-forma de

Gibbs se puede escribir como:

Og = dU + PdV — TdS . (2.4)

Ahora, calculemos la secuencia (2.3) con las reglas del producto exte-
rior:

Og = dU + PdV — TdS (2.5)

d0g = dAdU +dP AdV + PdAdV —dT AdS — Td A dS
— dPAdV —dT AdS (2.6)
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Og A dO; = [dU+PdV—TdS] A [dPAdV—dTAdS}
- dU/\[dP/\dV—dT/\dS}—I—
+ PdVA[dPAdv—dT/\ds}—

— TdS A [dP/\dV—dT/\dS}
— _PdV AdT AdS —TdS AdP AdV . (2.7)

donde hemos usado: dU = T'dS — PdV .

405 N dOg — [dPAdV—dTAdS} A {dP/\dV—dTAdS}

= —dTNdASANAPANAV —dP NdV ANdT AN dS
= —2dP ANdV NdT A dS (2.8)

Og A dOGg A dOg = [dUJrPdV—TdS}/\[—QdP/\dV/\dT/\dS}
— dUANAP AdV AT AdS. (2.9)

Vemos entonces que esta tltima expresion corresponde exactamente
al elemento de volumen en 7 que debe ser diferente de cero.

Un aspecto importante de la GTD es que su estructura debe ser
invariante con respecto a transformaciones de Legendre:

(®, E*, 1) — (®, Ea, T4, (2.10)

&= —§,E I, E*=-—]. [*=FE". (2.11)
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Para la 1-forma de Gibbs esta propiedad significa que:

Qg = Og. (2.12)

La demostracion explicita es como sigue:

Qg = d® — 0,I°dE"

- d{i) _ 5abEaib} _ 5ab{E“}d{ _ ia}
— dd — 5 EdIY — S 1P dE® + 8, E°d°
= dd — 5, IPdE" . (2.13)

En la variedad 7 introducimos ademés una métrica G, la cual debe
ser no degenerada (det(G) # 0) e invariante con respecto a la trans-
formacién (2.10). En general hemos visto que en GTD existen varias
métricas que satisfacen este criterio. En el capitulo siguiente analizare-
mos una métrica particular con la que se puede investigar la geometria
del gas de van der Waals.

El conjunto (7, 0g,G) define una variedad Riemanniana de con-
tacto y se conoce con el nombre de espacio fase. Por tanto la GTD
esta basada en un espacio fase de 2n + 1 dimensiones.

2.3. El espacio de estados de equilibrio.

En GTD es necesario pasar del espacio fase a un espacio conocido
como el espacio de estados de equilibrio termodinamico &, el cual es
una variedad Riemanniana de m dimensiones, y es un subconjunto
del espacio fase, es decir, £ C T. El espacio de estados de equilibrio
termodinamico es obtenido mediante la proyeccion
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EST, | (B e (@B, (2.14)

con & = ¢(E*) y [* = [*(E*). Esto significa que las coordenadas de
£ son E*. Hay muchas proyecciones que satisfacen este criterio por lo
que se exige que ademas se cumpla

@g{:u¢—%qu%5:o, (2.15)

donde ‘5 indica la proyeccion sobre el espacio de estados de equilibrio

termodinamico £. Para entender que significa esto, supongamos que
M y N representan dos variedades y tenemos una funcion en M, esto
es,

fiM—R, (2.16)

con R denotando el campo de los niimeros reales, esto conduce a una
funcién en N,

fl :N-—R, (2.17)
N

que se conoce como la proyeccion de f sobre N, esto se ilustra en la
figura 2.3.

La proyeccion de una 1-forma esté dado por,

oY
oxr™

esta operacion es facil de recordar por que es andloga a la regla de la
cadena.

d dz® 2.1
yl, z“ (2.18)
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Figura 2.1: Representacion esquematica de la proyeccion de f sobre N

Como ejemplo consideremos un sistema en una variedad de contacto
que es descrito por el mapeo,

R? — R’ (2.19)
(S,V) — (U(S,V),T(S,V),S,P(S,V),V), (2.20)
con
dU — gNn-BdT, (2.21)
y
Qg = dU + PdV — TdS, (2.22)

entonces, el cdlculo de la proyeccion - aplicado a (2.21) y (2.22) es

de la siguiente manera:
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dU = —Nkg,dT
R2 2

3
= §N/€B

RQ

8—TdS + a—TdV

25" Toav | (2.23)

= " (dU + PdV — TdS)

_ dU‘ +PdV‘ —Tds
R2 R2

oU oU
— e - P _
( S) dS—|—< V)de+ dV ['dS

_ {<g—g>V—T}dS+ [(%F—VU)S+P}dV, (2.24)

si se cumple que: @g‘ , = 0, entonces,
R

o equivalentemente,

RQ

dU = TdS — PdV (2.26)

las ecuaciones (2.25) se conocen como las condiciones de equilibrio ter-
modindmico para este sistema y la ecuacién (2.26) es la conservacion
de la energia o la primera ley de la termodinamica.
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La variedad &£ posee un elemento de linea g, el cual se obtiene de
aplicar la proyeccién al elemento de linea GG del espacio fase,

9=G|,- (2.27)

Esta métrica también es invariante ante la transformacion de Legen-
dre (2.10). Para célculos explicitos las componentes g, de la métrica g
estan relacionadas con las componentes G 4 de la métrica G mediante
la férmula de la proyeccién:

_07407°
- QE°® OF?

Es en este espacio £ donde tiene lugar la termodinamica, y por tal
razon, donde se llevan acabo las investigaciones de la geometrotermo-

Yab Gap - (2.28)

dindmica, ya que, el propdsito de esta nueva teoria es demostrar que
Y Y

las propiedades geométricas del espacio £ estan relacionadas con las

propiedades termodindmicas de un sistema con ecuacién fundamental

® = O(E9).

2.4. Geodésicas termodinamicas.

En el espacio de estados de equilibrio termodinamico &, el elemento
de linea g es una medida de la distancia entre un punto de coordenadas
E® y otro de coordenadas E* 4 dE*“.

Asumiendo que estos puntos pertenecen a la curva (t), la longitud
termodindmica se define como [20]:

E*+dE* Ec+dE® E+dE® dEe dEb

E a a
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Figura 2.2: g es una medida de la distancia existente entre dos puntos en el espacio

£.

donde t es el parametro a lo largo de la curva.

Las ecuaciones que describen estas curvas termodinamicas se ob-
tienen a partir de considerar que la longitud termodindmica es un
extremal, es decir, que 0L = 0, donde 0L es una operacion matemati-
ca conocida como la variacion de L. Esta variaciéon nos conduce a las
ecuaciones de Euler-Lagrange,

) O SomEaE 2.
dt&E 9B = 55V Jab (2.30)

donde punto indica derivacién parcial con respecto al pardametro t. La
solucion a este sistema de ecuaciones, si t es un parametro afin, reciben
el nombre de ecuaciones geodésicas y tienen la forma

EE dE" dE°
T, = 2.31
g T = (2:31)

donde I'%,. son los simbolos de Christoffel de la métrica termodindamica
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Figura 2.3: Geodésica en £ (linea de minima longitud que une dos puntos en una
superficie dada, y estd contenida en esa superficie).

Gab,

(2.32)

1 99y . 99gea  OGe
re == ad( _ ) .
e =259 \gE " 9t ~ 9E1

Las soluciones a la ecuacion diferencial (2.31) representan a las
ecuaciones geodésicas en el espacio de estados de equilibrio termo-
dindmico £ con parametro t.

Fisicamente estas geodésicas representan procesos cuasiestaticos, es
decir, conectan estados de equilibrio termodinamico que son compati-
bles con las leyes de la Termodinamica. Por tanto, en GTD un proceso
cuasiestatico tiene la misma interpretacién que en la Termodinamica
ordinaria [7], es decir, se interpreta como una sucesion de estados de
equilibrio termodinamico, y en este caso, el parametro t etiqueta cada
uno de estos estados que son parte de la geodésica.

En GTD las transiciones de fase de los sistemas termodindmicos
estan representadas por las singularidades en el espacio de estados de
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| E Ineompeiee Geaddsica 1

& |

Figura 2.4: Incompletez geodésica. Las geodésicas terminan en una singularidad.

equilibrio termodinamico, que son los puntos en donde el escalar de
curvatura se hace infinito. Sin embargo, esto puntos singulares tam-
bién es posible encontrarlo analizando las geodésicas en este espacio
& de estados de equilibrio termodinamico. La manera de hacerlo se
conoce como incompletez geodésica y significa que las geodésicas
no pueden extenserse ma alla de cierto valor del parametro t, es de-
cir terminan en una singularidad. La incompletez geodésica en GTD
indicara que existe una singularidad en el espacio de estados de equi-
librio termodinamico y, en consecuencia, una transicién de fase en el
sistema.
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Capitulo 3

Geometrotermodinamica del gas
de van der Waals.

En este capitulo estudiaremos las propiedades geométricas del es-
pacio de estados de equilibrio del gas de van der Waals. Usaremos
para ello el formalismo de la geometrodinamica el cual fue descrito
brevemente en el capitulo anterior.

3.1. El espacio de fase y de equilibrio.

El punto de partida de la GTD es la métrica G en el espacio de
fase T la cual debe ser invariante con respecto a transformaciones de
Legendre. Sin embargo, la invariancia de Legendre no fija a G de forma
unica y por ende en GTD se tienen varias opciones. Esta libertad se
puede restringir invocando un criterio fisico, a saber, el orden de las
transiciones de fase. En el caso de transiciones de primer orden existe
solo una métrica invariante ante transformaciones totales [12]
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G = (d® — I,dEY)? + (E°I,)(dE L), I, =du1", (3.1)

que describe correctamente el comportamiento termodindmico. Aqui las
coordenadas del espacio de fase son Z4 = (®, E%, I*), ® es el poten-
cial termodinamico, E* son las variables extensivas y las /% son las
variables intensivas. En este trabajo analizaremos esta métrica ya que
en el gas de van der Waals las transiciones son de primer orden. Sin
embargo, en GTD existe una métrica adicional que es invariante con
respecto a transformaciones parciales y totales de Legendre y tiene la
forma:

G = (d® — I,dE*) + A (B I,)**\dEdI® (3.2)

donde A es una constante real y k es un entero positivo o negati-
vo. En el apéndice I se muestra que esta métrica lleva a resultados
equivalentes a los que se obtienen con la métrica (3.1).

Como se vio en el capitulo anterior, la forma explicita de la métrica
para el espacio de estados de equilibrio se puede derivar de la ecuacion

_0z407°
Jab = Hpa 9RY

Gas , (3.3)

que aplicada a la métrica del espacio de fase (3.1) da como resultado

g = (E aEC) (WdE dE) . (34)

Para un sistema con dos grados de libertad termodinamicos (n = 2)
podemos seleccionar las coordenadas del espacio de fase como
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Z4 = (U,S,V,T,-P), (3.5)

de forma tal que la métrica (3.1) toma la forma:

G = (dU — TdS + PdV)* + (TS — PV)(dSdT — dPdV).  (3.6)

En el caso del gas de van der Waals resulta ser méas conveniente
usar la representacién de la entropia, donde las coordenadas son

1 P
74 = (S, U, V,T,ﬁ : (3.7)

y la métrica (3.1) toma la forma:

G = (dS - %dU - ;dv>2+(% + g) [dUd <%> +dvd (%2]8).

Para calcular la métrica en el espacio de estados de equilibrio uti-
lizamos la ecuacién (3.3) o de forma equivalente la ecuacién (3.4). El
resultado final se puede expresar como:

1
9==(U+VP) (S,,dU? +28S,,dUdV + S, dV?) | (3.9)

donde hemos utilizado las relaciones

1_05_o P_05_
T ou "Y' T ov
31
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De la expresion para la métrica (3.9) vemos que basta con especificar
la ecuacién fundamental S = S(U, V') para calcular todas las compo-
nentes. Veamos el caso que se considera en esta tesis.

Un modelo realista, el cual toma en cuenta el tamano de las particu-
las y la fuerza atractiva entre pares de particulas de un gas, esta basado
en la ecuacion fundamental de van der Waals, que en la representacion
de la entropia tiene la forma:

3 a
S = 5 In (U—l—v> + kK, In(V —b) , (3.11)

donde a y b son constantes. Usualmente a se interpreta como la cons-

tante responsable de la interaccién termodinamica, mientras que b
juega un papel més cualitativo en la descripcién del gas [7].

Introduciendo (3.11) en (3.9) y considerando k, = 1, obtenemos la
métrica:

2.3 (5UV? —3UVb—aV +3ab)a

(5UV2 —3UVb—aV+3ab) v o
v+ 27 aUdv (3.12)

(UV +a)3(V = b) 4 (UV +a)3 (V = b)

Jvdw = -

(5 UV2 —3UVb—aV + Sab) (—2aUv3 +12aUV2b — 6aUVD? — a2V2 +6a2Vb — 3a2b2 + 2 V4U2)
V2 (UV +a)3 (V —b)3

Ll ]

dv?,

si @ = b =0, recuperamos la métrica para el gas ideal [10]

15 5
9gas ideal = — (4—U2dU2 + 2—de2> ; (3.13)

la cual toma una forma euclideana

Ggas ideal = —(dE* + dn”) (3.14)
al aplicar la transformacion
V15dU 5dV
=55 =\/=~- 1
K=" "=\3v (3.15)
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Vemos entonces que el gas ideal esta representado por una métrica
plana y por lo tanto su curvatura es idénticamente cero. Puesto que
en GTD interpretamos la curvatura del espacio de estados de equi-
librio como una medida de la interaccion termodinamica, llegamos a
la conclusion de que el gas ideal no posee interaccién termodinamica
intrinseca. Esto concuerda con el analisis del gas ideal que se conoce
en fisica estadistica [21] donde se sabe que su energia total no contiene
un término potencial.

Sin pérdida de generalidad, usaremos la ley de los estados corres-
pondientes del gas de van der Waals con el fin de redefinir la ecuacién
fundamental en una forma invariante aplicable a todos los fluidos. Co-
mo vimos en el capitulo 1, la ecuaciéon fundamental se reduce a

szln(3V—1)+gln (U+%> : (3.16)

donde U = U/U, y V = V/V,, con U, = 4a/9b, V, = 3b, y a y b son
las constantes de van der Waals. Ademas para simplificar el analisis
usaremos variables en las cuales k, = 1. La capacidad calorifica para
esta ecuacion fundamental resulta ser constante y, consecuentemente
no pueden ocurrir transiciones de fase de segundo orden. Sin embargo,
los puntos criticos determinados por las raices de la ecuacion

PV’ -3V +2=0, (3.17)
corresponden a transiciones de fase de primer orden [7], donde P =
P/P,, con P. = a/27b?, es la presién reducida.

De la ecuacién fundamental (3.16) es entonces directo calcular la
métrica termodinamica en la representacion de la entropia:
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o(SUV' =TV -3V+3)(_, , _,
— -2 VAT -6V dUdV +
4 BV -1)(UV+3)3V
WU — 6V U -9V + 12UV + 18V —2UV — 3
3V —1)

gvdW

+ 3

de} .

La variedad de equilibrio correspondiente resulta ser una curva
en general, indicando que las particulas del fluido interectian termo-
dindmicamente. Ademas, el escalar de curvatura de la métrica anterior
puede escribirse de la forma:

NvdW

R= , (3.18)
. 2, ., 3
(PV —3v+2) <5UV —UV—3V+3)
donde
N =~ TV +3) (17T

— 90V T 4801V T — 225V T + 35V U

VT + 2430V U — 5157V T + 3375V U
9TV T 123UV — 60 V- — 1944V U + 5859V U
— 5TV U 4+ 2277V U — 4417V + 36TV + 486V

— 2673V + 4617V — 3051V + 720V — 54) . (3.19)

Los resultados anteriores fueron obtenidos utilizando el programa
Maple©13 que se anexa en el apéndice II.

Se puede demostrar que N es una funciéon de U, y V que tiene un
buen comportamiento en los puntos donde el denominador de R se ha-
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ce cero. Vemos entonces que el escalar de curvatura diverge en los pun-
tos criticos determinados por la ecuacién (3.17). Consecuentemente,
las transiciones de fase de primer orden se pueden interpretar geométri-
camente como singularidades de curvatura. Esto estd de acuerdo con
nuestra interpretacion intuitiva de curvatura termodinamica.

Notese ademas que el escalar de curvatura también puede ser singu-

lar en los puntos donde se cumple la condicién 5U V. _UV-— 3V+3 =
0.

Sin embargo, se puede demostrar la igualdad
STV TV -3V 4+3=V(3V - )T+ PV) , (3.20)

la cual implica que ninguna de las posibles raices tiene sentido fisico.
De hecho los valores V = 0 y V = 1/3 no estan permitidos por la
ecuacién fundamental de van der Waals y la raiz P = —U/V corres-
ponde a un valor negativo de la presion, motivo por el cual también
debe ser descartada.

3.2. Ecuaciones de las geodésicas.

En GTD el espacio de estados de equilibrio £ corresponde a una
variedad Riemanniana n—dimensional con coordenadas E® y métrica
Gab = 9ap(E). De acuerdo con la condiciéon de que la métrica g es
la proyeccion de la métrica G, es decir, g = G|g¢, el calculo explicito
de g requiere los valores explicitos de los componentes de la métrica
Gap = GAB(ZC) y de la ecuacién fundamental ® = ®&(E*). Una vez
que se dan estas cantidades, todas las propiedades geométricas de &
se pueden derivar de los componentes g, los cuales contienen toda la
informacion sobre el sistema termodindmico. En particular, uno espera
que la curvatura termodinamica de £ sea una medida de la interaccién
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termodindmica. De hecho hemos visto que, en el caso del gas de van
der Waals, esta propiedad es valida para una eleccién particular de la
métrica termodinamica.

Por otra parte, el elemento de linea

ds® = gudE“dE" (3.21)

puede ser considerado como una medida de la distancia entre dos
puntos p; y p2 de £ con coordenadas E* y E*+ dFE“, respectivamente.

Cada punto de &£ puede, en principio, representar un estado de
equilibrio termodinamico. Sin embargo, los valores de las variables
extensivas y sus respectivas variables intensivas en cada punto deben
de relacionarse por las leyes de la termodinamica y las relaciones que
le siguen. Por ejemplo, para una ecuacién fundamental & = &(E?)
con estrictas variables extensivas, la identidad de Euler & = d,,F*I°
debe cumplirse.

Vamos a considerar que los puntos p; y ps pertenecen a la curva
~(t), donde ¢ es un pardmetro sobre la curva. Entonces, la longitud
termodinamica L definida en el capitulo 2 como:

D2 D2 D2 ...\ 1/2
L= / ds = / (gudEdE) " = / (90 BE") " dt, (322)
b1 p1 p1

donde el punto representa derivada con respecto al parametro ¢, debe
satisfacer la condicion 0L = ¢ f ]i >ds = 0 que conduce a las ecuaciones

PE |, dE"dEC

e g Y
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donde I'%,. son los simbolos de Christoffel de la métrica termodindmica
definidos como:

1
. = §9ad (gdb,c + Gdep — gbc,d) . (3.24)
El parametro ¢ es entonces un parametro afin el cual estda definido
modulo una transformacion lineal, ¢ — t' = ¢t + ¢2. Vemos entonces
que las geodésicas en el espacio de estados equilibrio determinan curvas
extremales que conectan estados diferentes.

Las soluciones de las ecuaciones geodésicas dependen de la forma
explicita de la métrica termodinamica g que a su vez depende de la
ecuacién fundamental & = ®(E£?). Por lo tanto, un sistema termo-
dindmico particular conduce a un conjunto especifico de ecuaciones
geodésicas cuyas soluciones dependen de las propiedades del sistema.
No todas las soluciones necesitan ser fisicamente aceptables. En prin-
cipio, podrian haber geodésicas que conectan estados de equilibrio que
no son compatibles con las leyes de la termodinamica.

Las geodésicas que conectan estados y a lo largo de las cuales se
satisfacen las leyes de la termodinamica son llamadas geodésicas ter-
modinamicas y representan procesos cuasi-estaticos. Por lo tanto, un
proceso cuasi-estatico puede ser visto como una sucesion densa de es-
tados de equilibrio. Esto esta de acuerdo con la interpretacion estandar
de los procesos de cuasi-estaticos de la termodinamica ordinaria[7].

El parametro afin ¢t puede usarse para etiquetar todos los estados
de equilibrio, los cuales son parte de la geodésica que representa un
proceso cuasi-estatico. Debido a su libertad intrinseca, debe ser posible
seleccionar el parametro afin de tal manera que aumente a medida que
lo hace la entropia a lo largo de la curva que determina el proceso cuasi-
estatico Esto da la posibilidad de interpretar el prametro afin como
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un parametro “temporal” con una direccién especifica la cual coincide
con la direccion en la que crece la entropia

El hecho de que un proceso cuasi-estatico se describa en nuestro
formalismo por medio de una geodésica implica que todos los estados
de equilibrio a lo largo de la geodésica se puedan alcanzar sin influen-
cia termodinamica externa. De hecho, en el caso de un sistema externo
que interactia con el sistema que se considere en &, la longitud termo-
dindmica no puede ser una extremal y las ecuaciones geodésicas debe
ser complementadas con un término adicional en el lado derecho de
las ecuaciones(3.23) que represente la “fuerza externa’.

Veamos ahora el caso de la métrica g,; para el gas de van der Waals
que tiene la forma (3.18):

22U AU\ 2 dU dV AV 2
4 rv — oY — 4 TV — ) =0. (3.25
az " UU(dt) v VV(dt) - (3.25)

A2V AU\ 2 dU dV AV \ 2
4TV [ = MV e + TV [ — | = 2
az " UU(dt) LT T VV(dt) 0, (3.26)

Entonces, las ecuaciones de las geodésicas se escriben como (ver
cédigo Maple©13 en el apéndice II):
1 (10\/5U2 —2V4U2 —84VAU +81V3U —21UV2 + 20UV +225V3 — 306 V2 + 126V — 15) v

r =-= 3.27
vy 2 (VBU—6V2+6V —1)(5UV2—UV —3V +3) (UV +3) (2.27)

1 (2v5U3 —144V5U? 4+ 84v*U? — 20%V? 4 351VAU — 873V3U + 558UV 2 — 123UV + 9U + 162V — 405V2 + 216 V — 27)

U
r -
vv 2 (V3U —6V2+6V —1) (5UV2Z—UV —3V +3) (3V — 1) (UV +3)
(3.28)
U 3 (12V7U3 +8VOU3 —2v5U® —99VvOU? 4276 VOU? — 102 V4U? + 16 U?V3 — U2V?2 — 108VOU + 225V4U)
r = - =
vv 2 V3(VBU —6V2+6V —1) (BUV2Z—UV —3V +3) (3V — 1) (UV +3)

(90V3U —51UV2 4+ 6UV + 162V4 — 621V3 + 648V2 — 189V + 18)
V3 (V3U —6V2+6V —1) (5UV2 —-UV -3V +3)(3V —1)(UV +3)

(3.29)
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(UV2—27V2+21V73) Bv-1V3

1
v —
6 (V3U -6V2+6V —1)(5UV2—-UV -3V +3)(UV +3)

uvv =

(3.30)

(21V3U—9UV2+UV718V2+27V—6)V(3V—1)

1
Vv ==
UV T 2 (VBU—6VZ 46V —1) (5UV2—UV —3V +3) (UV +3)

(3.31)

1 (30V6U3 —avoU3 —297vOU? 4 504V4U? — 210U V3 + 40U2V? — 3U2V 4 486VAU — 675V3U + 5220V 2 — 135Uv)
2 (V3U —6V2 46V — 1) (5UV2 —UV — 3V +3) (3V — 1) (UV + 3)

(120 — 162v® + 135V2 4 54V — 9)
(V3U —6V2+6V —1) (5UVZ2 —UV —3V +3) (3V —1) (UV + 3)

(3.32)

donde t representa el parametro afin. Vemos que se trata de un sis-
tema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden con términos
cuadraticos en las derivadas de primer orden y coeficientes variables.
No resulta facil tratar de buscar soluciones analiticas por lo que nos
limitaremos a soluciones numéricas aproximadas.

3.3. Analisis numérico

Para resolver las ecuaciones de las geodésicas presentadas en la
seccién anterior usamos Maple©13 con el programa que se presenta
en el apéndice II. Como datos iniciales es necesario especificar los
valores

aUu : av

= Ut = V(t o= — = —
U=Ulty), VWw=V(t), U gl Vo=l

(3.33)
para un valor ¢y del parametro afin, mismo que por simplicidad selec-
cionamos como ¢y = 0 sin pérdida de generalidad. Al integrar numéri-
camente el sistema de ecuaciones geodésicas lo primero que notamos
es que, dependiendo de los datos iniciales, existen algunas geodési-
cas que se pueden extender infinitamente para cualquier valor de ¢, y
existen otras que a partir de cierto valor ¢, ya no se pueden integrar.
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Las primeras corresponden a procesos cuasi-estaticos que se pueden
desarrollar sin impedimento alguno, mientras que las segundas son
ejemplos tipicos de incompletez geodésica. Como mencionamos en el
capitulo 2, la incompletez geodésica es una forma alternativa de defi-
nir singularidades de curvatura que, a su vez, se interpretan en GTD
como puntos de transicion de fase. Veamos en concreto para el gas de
van der Waals que estos dos conceptos son equivalentes.

Para los datos iniciales

Uy=01, Vo=01, Uy=0, V=1, (3.34)

obtenemos la solucién numérica V(t) que tal como se muestra en
la figura (3.1) no se puede extender a partir del valor critico t. =
0.071644737.

0.1976
0.19751
0.1974]

v 01973
0.1972
0.197H

0.19704

007160 007161 007162 0.07163 0.07164 0.0716
t

Figura 3.1: V ws t, el programa indica una singularidad en el punto t. =
0.071644737

Con los mismos datos iniciales obtenemos la solucién U(t) que se
grafica en la figura (3.2).
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6.270

6.269

6.268

6.26H

0.0716440 0.0716442 0.0716444 0.0716446 0.0716448 0.071645(
t

Figura 3.2: U ws t, el programa indica una singularidad en el mismo punto t. =
0.071644737

Nuevamente aqui se observa una incompletez en el mismo punto
t. = 0.071644737. La estructura final de la geodésica en el espacio de
estados de equilibrio se muestra en la figura (3.3).

Para demostrar que realmente el punto critico, t = t.., corresponde
a una singularidad de curvatura procedemos de la siguiente manera.
Utilizando la féormula para la presién

Sy 2UV? -3V +3

pP="r—
Sy V2BV -—-1)

(3.35)

la condicién para la existencia de transiciones de fase (3.17) se puede
reescribir como:

UV3—6V2+6V -1
3V -1 -

FUV) =2 0. (3.36)

Por otra parte, de las gréficas para V' (t) y U(t) se puede determinar que
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010 011 012 013 014 015 016 017 018 0.19
V()

Figura 3.3: V(t) vs U(t), el programa indica una singularidad en el punto t. =
0.071644737

en el punto de incompletez geodésica (t. = 0.071644737), los valores de
estas variables termodinamicas son U, = 6.27 y V., = 0.19. Insertando
estos valores en la expresién (3.36) obtenemos F(U,, V.) =~ 0.0014, lo
cual indica que la condicion para la existencia de una transicién de
fase se satisface dentro del rango de exactitud del cdlculo numérico.
Ademaés, como demostramos en la seccion anterior, cuando se satisface
esta condicion aparece una singularidad de curvatura.

Una manera mas ilustrativa de apreciar la incompletez geodésica
se presenta en la figura (3.4)

donde con los datos iniciales fijos

Vo=01, Uy=0, V=1 (3.37)

se grafican diferentes trayectorias geodésicas para el dato inicial va-
riable Uy € [0,15]. La curva en rojo une los puntos donde ocurre la
incompletez geodésica para cada dato inicial variable Uj. Para cada
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Figura 3.4: V(t) vs U(t) vs t, la linea roja serian todos puntos que indican las
singularidades
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uno de estos puntos se pueden encontrar los valores U, y V. y demos-
trar que se satisface la condicién (3.36); por consiguiente, la curva en
rojo contiene todos los puntos de transiciéon de fase donde también
existen singularidades de curvatura.

Aumentando el intervalo para el dato inicial variable y la iteracion
de la integracién numérica se genera la grafica de la figura (3.5)

Figura 3.5: V() vs U(t) vs t para un intervalo mayor y una particién mds fina.

donde se puede apreciar como la incompletez geodésica depende fuer-
temente de los datos iniciales.

Este andlisis numérico del espacio de estados de equilibrio del gas
de van der Waals desmuestra la correspondencia conceptual entre la
incompletez geodésica y las singularidades de curvatura, un resultado
de la geometria diferencial, y su equivalencia con las transiciones de
fase, un resultado de la geometrotermodinamica.
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Conclusiones

En este trabajo se estudio el gas de van der Waals desde el punto de
vista de la geometrotermodindmica (GTD). Teniendo en cuenta que
las transiciones de fase del gas de van der Waals son de primer orden,
se tomo una métrica invariante de Legendre para el espacio de fase ter-
modindmico. A partir de esta estructura Riemanniana para el espacio
de fase y de la ecuacién fundamental para el gas de van der Waals se
derivé la métrica que determina las propiedades geométricas del es-
pacio de equilibrio correspondiente. Para este espacio se demostraron
las siguientes propiedades:

1) El espacio de equilibrio es curvo en general, implicando que el
gas de van der Waals posee interaccion termodinamica intrinseca que
actia entre los componentes (moléculas) del gas.

2) Para el caso limite en que las constantes de van der Waals a y b se
igualan a cero se obtiene una métrica cuya curvatura es cero, indican-
do que no existe interacciéon termodinamica. Este limite corresponde
tanto a nivel de la ecuacién fundamental como a nivel de la curvatura
del espacio de equilibrio al caso de un gas ideal.

3) Se demostré que la curvatura del espacio de equilibrio posee sin-
gularidades que concuerdan exactamente con los puntos donde ocurren
transiciones de fase de primer orden en el gas de van der Waals.
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4) Se derivaron las ecuaciones de las geodésicas en el espacio de
equilibrio y se integraron utilizando un procedimiento numérico. Se
demostro que las soluciones de estas ecuaciones se caracterizan por te-
ner puntos a partir de los cuales no es posible continuar la integracion,
fenémeno conocido en geometria diferencial como incompletez geodési-
ca. Ademas se demostré que los puntos de incompletez geodésica co-
rresponden a los puntos donde ocurren transiciones de fase de primer
orden en el gas de van der Waals, corroborando de esta manera que
existe una relacion directa entre la incompletez geodésica y las singu-
laridades de curvatura.

Lo anterior representa un andlisis completo y exhaustivo del espa-
cio de estados de equilibrio del gas de van der Waals. Se demostré que
todas las propiedades termodinamicas de este sistema se pueden re-
presentar en términos de las propiedades geométricas del espacio de
equilibrio. Concluimos por lo tanto que GTD describe correctamente
el sistema termodinamico representado por el gas de van der Waals.
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Apéndice 1

Analisis de la métrica mas general

En GTD la métrica mas general que es invariante con respecto a
transformaciones parciales y totales de Legendre tiene la forma:

G = (d® — I,dE*) + A (E,I)* T dE*dI® (3.38)

donde las coordenadas del espacio de fase son Z4 = (¢, B2, 1Y),
es el potencial termodinamico, E* son las variables extensivas, las 1¢

son las variables intensivas, A es una constante real y k£ es un entero
positivo o negativo.

Como se vio en el capitulo 2, la forma explicita de la métrica para
el espacio de estados de equilibrio se puede derivar de la ecuacion

_07407%
- OB OEY
que aplicada a la métrica del espacio de fase (3.38) da como resultado
P 2k+1 2(1)

a(p 20\ o

oOFE® OEYOE"

Para un sistema con dos grados de libertad termodinamicos (n = 2)
podemos seleccionar las coordenadas del espacio de fase como

G (3.39)

Gab

6®dEYdE" | (3.40)
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74 =(U,S,V,T,—P) (3.41)

de forma tal que la métrica (3.38) toma la forma:

G = (dU — TdS + PdV)* + A [(ST)**1dSdT + (VP)**'avdP].
(3.42)

En el caso del gas de van der Waals resulta ser mas conveniente
usar la representacién de la entropia, donde las coordenadas son

1 P
ZA = (Sa U7 vufa?) ) (343)

y la métrica (3.38) toma la forma:
U 2k+1 1 VP 2k+1 P
(7) wa(z)+(7) wve(z)
(3.44)

Para calcular la métrica en el espacio de estados de equilibrio utili-
zamos la ecuacion (3.39) o de forma equivalente la ecuacion (3.40). El
resultado final se puede expresar como:

1 P 2
G = (dS—TdU—TdV> +A

oU U2 v V2
88 2k+1 aS 2k+1
(Uﬁ * (VW>

De la expresion para la métrica (3.9) vemos que basta con espe-
cificar la ecuacién fundamental S = S(U, V) para calcular todas las
componentes. Veamos el caso que se considera en esta tesis.

2k+1 o2 2k+1 o2
{ (V25 S (V) P

0*S

+ I

dUdV }(3.45)
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Un modelo realista, el cual toma en cuenta el tamano de las particu-
las y la fuerza atractiva entre pares de particulas de un gas, esta basado
en la ecuaciéon fundamental de van der Waals, que en la representacion
de la entropia tiene la forma:

3 a
S = 5fs In (U + V) + kK, In(V —b) , (3.46)

donde a y b son constantes. Usualmente a se interpreta como la cons-

tante responsable de la interaccién termodinamica, mientras que b
juega un papel méas cualitativo en la descripcion del gas [7].

Introduciendo (3.11) en (3.9) obtenemos la métrica:

o, 2k-+2 2k
v = — 5 - JU? 3.47
Goaw 2(UV +a) { ovra) T (347)
- AUV +a) 2%+1
+a a a
canl o e SRS B PR ¥
i 3V _0) V VUV +a) i
- 2%+1
N 20V +a) a aUV +a)  2(UV +a) e
3V _0b) V VIOV +a)  3V(V —b)? ’

si a = b =0, recuperamos la métrica para el gas ideal [10]

5 2k4-2 2k+2 dV2

K

B . U?kdUQ I B or
2U { 3 V2 } ’

3\ qu?  qv?
2k+2
f— —AHB + { (§> W + W N (348)
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la cual toma una forma euclideana

Ygas ideal = _(d€2 + d772) (349)

al aplicar la transformacion

av

dn — A2kt .
Y 77 K"B V

k+1
d
3) v (3.50)

de — A2,k (2
¢ s\ 3 U

La estructura Riemaniana de la variedad 7T esta determinada co-
mo vimos por la métrica (3.44). La generalidad de esta métrica y su
“pullback” (3.9) la hace dificil de manejar para el caso del gas de van
der Waals. Por tal motivo nos restringimos aqui a la investigacion del
caso particular £ = —1, aunque al realizar analisis similares para otros
valores y hemos visto que los resultados no dependen del valor de k.
Como demostramos arriba, la constante k en el caso del gas ideal se
puede absorver en una transformacion de coordenadas, indicando que
su valor no afecta la geometria del espacio de equilibrio. Se espera que
en el gas de van der Waals exista una transformacién de coordenadas
que también elimine la constante k. No obstante no fue posible demos-
trar esto de manera explicita y por lo tanto nos limitaremos a analizar
un caso particular. Entonces, introduciendo la ecuacién fundamental
(3.11) en la métrica (3.9) con k = —1, la estructura Riemanniana de
la variedad £ esta descrita por la métrica
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A

v = — dU2
PV =00 1 afV)

U ala+20V)(36* — 6bV + V?) — 20V

dV?
V3 (V —b)(3ab—aV +2UV?)
a 3ab—aV —3bUV + 5UV?
— .01
T B —av roove ] E8)

La curvatura de esta métrica termodinamica es en general diferente
de cero, reflejando el hecho de que la interaccion termodinamica de
van der Waals no es trivial. De hecho, usando un sistema de algebra
computacional calculamos al escalar de Ricci para la métrica (3.51),
y obtenemos:

aH [3ab —aV + 2UV2}

R= ,
{(3b —V) [a37>1 — QRUVPs + 8aU2V3} —16U2V3 [3ab2 — 6abV + 2aV2 — Uvﬂ }

(3.52)

donde hemos considerado A = —1 y hemos introducido los polinomios

H = 8UV*(a+UV)

Py = 30 —4bV +V?,
Py = 21b% — 440V + 15V2.

Utilizando la expresion para la presion del gas de van der Waals es
facil ver que:

3
2
51

3ab? — 6abV +2aV2 — UV? = 2(b— V) [2ab —aV +PV3|, (3.55)

a(3b — V)(3ab® — aV + 20V?) — 1202V (b — V)

Y

(3.53)
(3.54)



sustituyendo (3.55) en (3.52) tenemos:

aH [3ab . 2UV2}
R—

5 -
{(3b V) [a3791 — a2UV Py + 8aU2V3} — 24UV - V) [Qab —aV + Pvﬂ }
Del denominador de este escalar vemos que para el valor critico

Ve =3b, (3.56)

las singularidades de curvatura estan determinadas por las raices de
la ecuacion.

2ab — aV 4+ PV? =0 (3.57)

las cuales, como ya se habia visto en el capitulo 1, determinan los
lugares donde ocurren transiciones de fase de primer orden.
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Apéndice 11

Cdédigo Maple para calcular el escalar de curvatura
y ecuaciones geodésicas
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;> restart : with(tensor) : coord == [U, V] :
> S=log(3V-1) + ) log(U+ 3);

2 vV
- e 3 3
| S=In(3V 1)+21n(U+ V)
> T= S T
diff (S, U)’
=22
i 3 U+ v

(> Pi=diff (S, V) T,
3 9 (2 2)
P:= — — U+ =
(3V—1 ZVZ(U+3)] 3 V

> gll = ;,(U+ VP diff (S, U, U);

3 9 2 2
S d 3V—1 Vz 3 (3U+ V]
3 2 U-I-?
gl =
2 (3U+3) (U+i)2
3 V V

> gi2= L (U+VP)diff(S,U; V);
3 —
gl2 =

P (B )(%)

U+ ¥

©
\-_/
S I\ SEE—
N
w |
L
+
il
S

1

> g22:= ?(U'FVP) diff (S, V, V);
1 3 9 2 2
ey r— — T - (U+)J
2 2 3V—-1 3 3 V
3U+V[[ [ ZVZ(UW)]

9 9 57
_(3V—1)2+V3 - 3 32
[> g complts == array(symmetric, sparse, 1..2,1.2);

i g _compts = array(symmetric, sparse, 1 .2,1.2,[ ])
> g compts[1, 1] := simplify(gll);

9 (5u¥P—-uv-3v+3) v?
g_compls) | :==---

4 (3V—1) (UV+3)>

=> g _compts[1, 2] = simplify(g12);

_ 27 5UV-UV- 3V+3

4 3Byr-1)(UV+3)}

0y

2

(&)

(C))

(C))

6

@)

®

®



> g compts[2,2] = simplify(g22);
g_compts, 5= (10)
. . ! ; (V-6 Uu—9v+12U7V +187
4 V3 V-1) (UV+3)
—2UV-3) (5UVP—UV—-3V+3))

| > g :=create([-1,-1], eval(g_compts)) :
| > ginv:=invert(g, 'detg') :

> Dlg = dimetric(g, coord) : D2g ‘= d2metric(Dlg, coord) : Cfl := Christoffell (Dlg) :
Cf2 = Christoffel2 (ginv, CfI) :

[> rMN = Riemann(ginv, D2g, Cf1) : RICCI := Ricci(ginv, RMN) : RS := Ricciscalar(ginv,
RICCI) : pro = simplify(get compts(RS)),

pro = —% ((v+3) 3v-12 (10t -00 P +801 vV 1P =225 V° 1P (11)
+35 VU =3PV +2430 V 1P = 5157 VO UP + 3375 VP U — 957 V* U
+123 PV —6 PV — 1944 VP U+ 5859 VP U— 5751 VU + 2277 VP U — 441 UV
+36 UV +486 V° —2673 V* +4617 V> —3051 V2 +729 V—54))/((V3 U—6 7>

2 3
| +6v—1) (5UP-UV-3V+3))
> eqns = geodesic_eqns(coord, t, Cf2);

2
eqns = :—:2 U(t) —% [(10 P2 -saviu+s1viu-21urt+2uy (12)

+225 ¥ —306 V2 +126 V—15) V(% U(t))z)/((V3U—6 +ev
—1){(5UuV-Uv-3V+3) (UV+3))—((2V5U3—144V5U2+84V4U2
2PV +351 VA U—-8BB VP U558 UV — 123 UV+9 U+ 162 ¥ —405 V2
+216 ¥ —27) (i U(t)) (gj V(t)))/((V3U—6 +e6v—1)(suvi-uv

—3V+3) 3V—1) (UV+3)) —% ((12 PP+ P27 1P —99 V° I

1276 VP12V P +16 PV -1 — 18 VP U+ 225V U+ 9 VP U




2
_SLUVP+6UV+162 7 — 621 ¥° + 648 V> — 189 V'+ 18) (S‘I V(r)) ]/

(PlPu—-6P+67=1){5uP-r—=37+3)} BV=1 [UV43)) =0,

2
2 . (UVr=21V*+217-3) (3 V—1)V3(% U(t)]
v+
a2Vt (PUu—6V+6v—1) {(5UP—UV—3V+3) (UV+3)

3 2 d d
(21 P U-9UP+UV—18 V2 +21V—6) V3V —1) (dt U(t)) (dt V(t))

(Pu—6Vr+6V—1) BUV—=UV—=3V+3) (TV+3)

—é ((30V6U3—4 v UP =297 V1 U2 + 504 V* U — 210 U2 V2 + 40 U V2

o

3P V+86V U—-6T5 VP U+52 U —135UV+12U—162 ¥ +135 V2
d 2
+54¥V—9) (dt V(t)) ] (Pu—e6v+6v—1) (5UP—-UV—-3V+3) 3V

—1) (UV+3))=0]



Apéndice 111

Cdédigo Maple para integrar ecuaciones de geodési-
cas
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;> restart : with( plots) : with(DEtools) : with( PDEtools) :
> sys = {diff (U(t),,)-(1/2)* (10* V() 5*U()"2-2*V ()M4*U(1)"2-84* V(1) "4
*U@) +81L*V ()" 3*U()-21*U() * V()2 +2*U) *V(e) +225* V() ~3-306
*VP() 2+ 126*V () -15)* V() * (diff (U(8), )} 2/ ((V()"3*U(t)-6*V(1)"2+6
*P)-1)*(S*U()*V(O™M2-U)*V()-3*V(t) +3)* (U()*V(e) +3))-(2
PSS UMMN-144* V() S U M2+B8A*X V()M U () M2-2*U()"M2* V()2
+351*V()M*U(t)-873*V()"3*U(f) +558*U () *V(£)"2-123*U(t) * V(1)
+9*U(t) +162*V(2)"3-405* V()2 +216* V(1) -27) * (diff (U(1), 1))
¥(diff (V (), )/ ((V()"3*U()-6*V()"2+6*V(t)-1)* (5*U(t) *V(£)"2-U(t)
*V()-3*V()+3)*B*V()-1)*(U()*V(e) +3))-3/2)*(12* V()M *U(¢)
MEB*FV (MU NI-2*¥V ()NS5 U(H)N3-99* V() 6*U() "2 +276*V ()15
*UM-102*V(0)M*U)M2 H16*U()M2* V()N -U@)M2* V(1) "2-108* V (¢)
ASHEU(E) +225*V()M*U() +90* V(1) 3*U(1)-51*U(n) * V() 2 +6*U(1)
*P(t) +162* V(1) M-621* V(1) 3 +648* V(1) 2-189* V(z) + 18) * (diff (V (1), 1))
IV (V)" 3*U@)-6*V()2+6*V()-1)*(5*U () *V(e)"2-U(z)
V) -3*V() +3)*B*V()-1) X (Ue)*V(e) +3))=0,diff (V(2), 1, 1) + (1/6)
¥(UD*V(O)M2-2T*V()2+21*V()-3)*3*V(e)-1)* V() "3 * (diff (U(¢r), 1))
MI(V(OMB*U)-6*V ()2 +6*V()-1)*(5*U()* V() 2-U()*V(¢£)-3
*V() +3)*(U)*V(e) +3)) + 2Q1*V()"3*U)-9* U * V()2 + U(¢)
*V()-18* V()2 +27* V() -6)* (3*V(2)-1) * V(2) * (diff (U{2}, 1)) * (diff (V(2),
DY (VO3 *UB-6*V()2+6*V()-1)*(5*Un)*V()"2-U(t) *V(¢£)-3
*P)+3)*(U)*V(e) +3))-(1/2)* (30* V()6 *U() "3-4* V() S*U(1) "3
297* V()NS5 U(D)NM2 +504* V() M4* U 2-210* U () 2* V()3 +40*U(r) "2
*P()M2-3* U () 2%V (1) +486* V() M4*U()-675* V() "3*U(t) +522* U(e)
)M -135*U () * V() +12*%U(8) -162* V()3 + 135* V(1) "2 + 54 * V(1) -9)
¥(diff (V{(6), )Y 2/((V()3*U()-6*V ()" 2+6*V(6)-1)Y* (5*U(n)*V(1)"2
L ~UY* V() -3*V() +3)*(3*V()-1)*(U()*V(¢t) +3))=0}:
> DEplot(sys, [U(1), V(1) ], t=0.07160..0.07165, [[U(0) =0.1, D(U) (0) =0, ¥(0) =0.1,
D(¥V) (0} =111, scene=[t, V1], linecolor = black) :
War ni ng, plot nmay be inconplete, the following errors(s) were
i ssued:
cannot evaluate the solution further right of .71644737e-1,
| probably a singularity
> DEplot(sys, [U(t), V() ], t=0.071644 ..0.0716450, [[U({0) =0.1,D(U) (0) =0, ¥(0) =0.1,
D(V) (0) =1]], scene=[t, U], linecolor = black) :
Warni ng, plot may be inconplete, the following errors(s) were
i ssued:
cannot evaluate the solution further right of .71644737e-1,
[ probably a singularity
> DEplot(sys, [U(f), V(¢)}],¢=0.0..0.0717, [ [U(0)=0.1,D(U) (0) =0, ¥(0) =0.1,
D(V) (0} =11], scene=[¥V(t), U(t) ], linecolor=black) ;
War ni ng, plot nmay be inconplete, the following errors(s) were
i ssued:
cannot evaluate the solution further right of .71644737e-1,

probably a singularity




T 1T 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1
0.10 0.11 0.12 0.13 014 0.15 0.1e 0.17 018 0.19
V()

[>



95



Bibliografia

[1]

J.W. Gibbs, A method of Geometrical Representation of the thermodynamic
Properties of Substances by Means of Surfaces, Transactions of the connecticut
Academy, Vol 11, part 2, pp.382-404, 1873.

J. W. Gibbs Graphical Methods in the Thermodynamics of Fluids in Scientific
Papers of J Willard Gibbs, 2 vols. ed. by Bumstead, H. A., and Van Name, R.
G., New York. Dover (1961).

H. A. Buchdahl, The Concepts of Classical Thermodynamics, Cambridge U.
Press, London (1966).

H. A. Buchdahl, An Introduction to Hamiltonian Optics, Cambridge University
Press (1970).

S. G. Rajeev, Quantization of Contact Manifolds and Thermodynamics, Annals
of Physics 323:768-782,(2008).

R. Kubo, Thermodynamics (Elsevier Science, 1968)

H. B. Callen, Thermodynamics and a introduction to thermostatics (John Wiley
& Sons, Inc., New York, 1995).

B. Schutz, A first course in general relativity (Cambridge University Press,
Cambridge, UK, 2002).

H. Quevedo, Geometrothermodynamics, J. Math. Phys. 48, 013506 (2007).

A. Vazquez, H. Quevedo, and A. Sanchez, Thermodynamics systems as external
hypersurfaces, Int. J. Pure App. Math. (2010), in press.

26



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

H. Quevedo, A. Sanchez, and A. Vazquez, Invariant geometry of the ideal gas,
(2008); arXiv:math-phys/0811.0222.

H. Quevedo, A. Sanchez, S. Taj, and A. Vazquez, Phase transitions in geome-
trothermodynamics, Gen. Rel. Grav. (2010), in press.

H. Quevedo, A. Sanchez, S. Taj, and A. Vazquez, Curvature as a measure of
thermodynamic interaction, Korean J. Phys. (2010), submitted.

H. Quevedo, A. Sanchez, and A. Vazquez Thermodynamics systems as bosonic
strings, arXiv;0805.4819v [hep-th| (2008).

J.L. Alvarez, H. Quevedo, and A. Sanchez Unified geometric description of black
hole thermodinamics, Phys. Rev. D77 (2008) 084004 [gr—qc/0801.2279].

H. Quevedo and A. Sanchez Geometrothermodynamics of asymptotically anti—
de Sitter black holes, J. High Energy Phys. 09 (2008) 034.

H. Quevedo and A. Sanchez, Geometric description of BTZ black holes ther-
modynamics, Phys. Rev. D79 (2009) 024012 .

H. Quevedo and A. Sanchez, Geometrothermodinamics of black holes in two
dimensions, Phys. Rev. D79 (2009) 087504.

R. Hermann, Geometry, Physics and Systems, New York: M. Dekker,1973.

H. Quevedo, A. Sanchez, and A. Vazquez, Thermodynamic systems as bosonic
strings, arXiv:0805.4819v1 [hep-th| (2008).

K. Huang, Statistical Mechanics, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1987.

o7



	Portada

	Índice General

	Convenciones y Notaciones 
	Introducción

	Estructura del Trabajo

	Capítulo 1. Termodinámica del gas de van der Waals 
	Capítulo 2. Fundamentos de Geometrotermodinámica 
	Capítulo 3. Geometrotermodinámica del gas de van der Waals 
	Conclusiones

	Apéndices 
	Bibliografía


