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Introduccion.

Las oscilaciones de neutrinos se refieren a transformaciones periddicas
entre los diferentes sabores de neutrinos: neutrino del electrén v,, neutrino
del muén v, y neutrino del tauén v,. El concepto de oscilacién es intro-
ducido en 1958 por B. Pontecorvo, para transciones neutrino/antineutrino
del electrén. Poco después del descubrimiento del neutrino del muén, Ma-
ki, Nakagawa y Sakata sugieren la posibilidad de transiciones de sabor de
los neutrinos. Por otro lado, a mediados de los anos 60’s se observd que el
flujo de neutrinos v, provenientes del Sol que era detectado en la Tierra, no
coincidia con el flujo que se predecia con la teoria existente. Durante anos,
diversos experimentos realizados en diferentes laboratorios confirmaron un
déficit de neutrinos en dicho flujo. Las primeras respuestas al problema
aparecen en 1978 cuando L. Wolfenstein descubre que los neutrinos, al pro-
pagarse en materia, estin sujetos a un potencial debido a la interaccién
elastica con las particulas del medio. Esta idea repercutié en el trabajo de
S.P. Mikheyev y A.YU. Smirnov de 1985, pues ellos a su vez descubrie-
ron que si los neutrinos se propagan en un medio con densidad variable, la
probabilidad de una transicién de sabor puede aumentar sensiblemente. El
efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein (MSW) esta basado en los trabajos
anteriores, y se volvié muy exitoso pues logré explicar la conversion de sa-
bor de los neutrinos solares durante su propagacion en el interior del Sol.
En 2001 el Observatorio de Neutrinos de Sudbury (SNO) midié por primera
vez el flujo de neutrinos total y sus resultados coincidieron con los predichos
por el efecto MSW.

Dicho lo anterior, es importante mencionar que la mayoria de la investi-
gacién que se hace en el tema, se refiere a los neutrinos y se deja un poco de
lado el estudio de los antineutrinos. En éste trabajo, precisamente, se busca
estudiar de manera equitativa, el problema de las oscilaciones en materia y
comparar los resultados que se obtienen entre neutrinos y antineutrinos. En
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8 INDICE GENERAL

el siguiente parrafo somos més especificos a este respecto.

El objetivo principal del trabajo realizado en esta tesis fue el de hallar

la relacién que existe entre las probabilidades de supervivencia promedio de
neutrinos y antineutrinos para las oscilaciones entre dos sabores en materia.
La idea surgié de la lectura de un articulo debido a G.L. Fogli y colaborado-
res [1], en el que se ataca el problema de las oscilaciones de neutrinos para
tres sabores en una supernova. En particular, en este trabajo los autores
hacen uso de la probabilidad de cruzamiento entre 2 sabores de neutrinos
en el Sol (Refs. [2] y [3]), y a partir de ella, indican cual es la correspondien-
te probabilidad para antineutrinos, sin que se brinde una demostracién y
tampoco citando referencias. El hecho resulté interesante porque mediante
el cambio sin? @ — cos? § en la férmula para neutrinos, podian encontrar la
probabilidad de cruzamiento de antineutrinos, siendo que en principio uno
deberia resolver la ecuacion de evolucién en materia para los antineutrinos,
lo cual no resulta trivial de hacer.
Asi las cosas, nos dimos a la tarea de resolver el problema para antineutri-
nos y ver que efectivamente se obtenia el resultado mencionado. Durante
éste calculo notamos cierta simetria entre las ecuaciones de evolucion de
neutrinos y antineutrinos lo cual nos llevé a pensar si, ademas del caso
solar existian otras situaciones donde pudiera inferirse directamente la pro-
babilidad de cruzamiento de antineutrinos partiendo de la probabilidad de
cruzamiento de neutrinos. El presente trabajo da una demostracion de que
en materia normal esto es posible en general, valido para cualquier perfil de
densidad.

En el Capitulo 1 introducimos la ecuacién de evolucion en el vacio y en
materia para v, ,. En el vacio es conveniente resolverla en la base de masa
®1,2, y en materia es mejor hacerlo en la base de sabor . ,. Conocida la
solucion de esta ecuacion en el vacio se calcula la probabilidad de superviven-
cia. Cuando se resuelve el problema en materia, ésta probabilidad depende
como es natural, del potencial al que estdn sujetos los neutrinos. Al final
del Capitulo 1 se describe el efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein (MSW),
en el cual se muestra que en la aproximacién adiabatica la composicién de
sabor del estado instantaneo de masa, puede cambiar substancialmente en
un medio con densidad variable. De hecho, este efecto fue el que dio paso a
un estudio mas detallado de las oscilaciones de neutrinos en materia.

Una vez que se plantea la ecuacién de evolucién para neutrinos, en el
Capitulo 2 se explican los aspectos méas importantes del operador de evolu-
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cion. Este operador resulta de utilidad porque permite determinar la evolu-
cién de los estados instantdneos de masa ¢7"y, en el medio donde se propagan
los neutrinos.

Cuando el sistema no evoluciona adiabaticamente, lo cual sucede para la
mayoria de los potenciales, habrd una probabilidad de cruzamientdﬂ entre
los estados instantdneos de masa. Esta probabilidad aumenta sensiblemente
en un pequeno intervalo, conocida como “regién de resonancia”.

Ademds, se calcula la probabilidad de supervivencia en términos de los esta-
dos de masa, esto es 1til porque se encuentra a su vez que la probabilidad de
cruzamiento también se puede expresar en términos de estos estados. Asi la
probabilidad de supervivencia se escribe en términos de la probabilidad de
cruzamiento.

En el Capitulo 3 se demuestra la manera de calcular las soluciones E& "
de antineutrinos en términos de las soluciones . . El punto de partida es
notar que las ecuaciones de evolucion de antineutrinos para las amplitudes,
se pueden obtener a partir de las ecuaciones de los neutrinos bajo dos posi-
bles sustituciones en los pardmetros (A 6 6) de dicha ecuacién. Cualquiera
que sea la sustitucion, se prueba que la probabilidad de supervivencia de
antineutrinos es igual a la probabilidad de supervivencia de neutrinos, esta
ultima evaluada en —A é en 6 — 7/2. Usando éste resultado y recordando
que la probabilidad de supervivencia se puede expresar en términos de la
probabilidad de cruzamiento, derivamos una relacién entre dichas probabi-
lidades para los neutrinos y antineutrinos. De aqui, se obtiene una férmula
sencilla que permite conectar ambas probabilidades, con lo cual si conoce-
mos una de ellas, se puede calcular directamente la otra.

Por tltimo, en el Capitulo 4 se ilustra el resultado del capitulo anterior
en el caso de dos potenciales que son exactamente solubles: el potencial
exponencial decreciente y el potencial de Coulomb. Después de calcular la
probabilidad de cruzamiento para neutrinos en uno y otro potencial, uti-
lizamos nuestro resultado para hallar la probabilidad de cruzamiento de
antineutrinos. Ademads de ello, se resuelve usando la ecuacién de evolucién
el problema de antineutrinos, para obtener por este otro camino la probabi-
lidad de cruzamiento y verificar que coincide con el resultado antes obtenido.
En ambos casos, la ecuacién de evolucién para v, y de E@ ., Se puede escri-
bir en términos de la ecuacién hipergeométrica confluente. Los potenciales
considerados, han sido resueltos en la literatura para neutrinos utilizando
la ecuacién de Whittaker. En cambio, aqui hemos decidido resolver la ecua-

1En inglés se conoce como “crossing probability” .
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cién en la forma de la hipergeométrica confluente, porque sus soluciones
son mas faciles de manipular algebraicamente que aquellas obtenidas en las
referencias [2] y [.



Capitulo 1

Oscilaciones de neutrinos.

1.1. Antecedentes.

Hasta la fecha los neutrinos son las particulas mas ligeras que se cono-
cen, las diferencias de masa son mas pequefias que 10~°eV, y son de carga
neutra. Fueron predichas teoricamente por W. Pauli para asegurar la con-
servacién de energia y momento en la desintegracion [ de los neutrones.
Cabe mencionar que en el Modelo Estandar de las interacciones débiles los
neutrinos no tienen masa. Las fuentes de neutrinos son principalmente el
Sol, los rayos cosmicos, los aceleradores y reactores nucleares.

Existen tres sabores (tipos) de neutrinos: v, v, y v, cada uno de los
cuales estan asociados con el respectivo leptén cargado. Las oscilaciones se
refieren al hecho fisico de que el neutrino (antineutrino) de un cierto sabor,
que se produce en un punto dado del espacio, después de recorrer cierta
distancia cambia de sabor. Por ejemplo, si se produce inicialmente un neu-
trino del electrén v, existe una probabilidad de que al cabo de recorrer
una distancia se haya transformado en un neutrino del muén v,. Como se
vera en las secciones siguientes dicha probabilidad se modifica si el neutrino
se propaga en materia.

En 1958, B. Pontecorvo sugiere la posibilidad de oscilaciones de neutri-
nos. En 1964, R. Davis disenia un experimento para detectar neutrinos sola-
res. usando un célculo de J. Bahcall que predice el flujo de neutrinos solares,
Davis encontré un déficit comparado con dicho célculo. Este experimento
recibié otras varias confirmaciones por observatorios y detectores de neutri-

11



12 CAPITULO 1. OSCILACIONES DE NEUTRINOS.

nos (SAGE, GALLEX, Superkamiokande). Sin embargo fue el experimento
de SN[ el cual en el afio 2001 presenté resultados con clara evidencia
experimental acerca de las oscilaciones de neutrinos provenientes del Sol.
Es decir, ademas de medir el flujo de neutrinos v, también midié el flujo
de neutrinos v, - [5]. El flujo total coincidié con el predicho por el mode-

lo de oscilaciones de neutrinos via el efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein
(MSW).

1.2. Oscilaciones en el vacio.

Consideremos oscilaciones entre dos sabores de neutrinos v. = v, los
cuales se producen y se propagan en el vacio. La idea es andloga a la de un
sistema de dos niveles: si el sistema se encuentra en alguno de sus eigenesta-
dos ¥;, permanecera en él y la evolucién temporal de la funcién de onda es:
U, (t) = e~ it W,;(0). Si en cambio el sistema no fue preparado en un einge-
nestado del Hamiltoniano, entonces la probabilidad de encontar al sistema
en el estado inicial oscilard en el tiempo con frecuencia wio = (E1 — E2)/h
donde E7 y Fs> son las eigenenergias del sistema.

En el caso de las oscilaciones de neutrinos, la funciéon de onda que describe
al sistema ¥ (estado) se puede escribir como una combinacién lineal de la
base de sabor 1. ,. Es posible considerar otra base donde éste hamiltoniano
sea diagional:

esta nueva base ®; 5 se llama base de masa. La transformacién unitaria U
que relaciona ambas bases se llama matriz de mezcla:

U=U® (1.1)

_ (e (¢ _( cosf sind
V= (%)  ©= (qﬁi) » U= ( sin 6 cosf)) (1.2)

El angulo 6 se conoce como angulo de mezcla en el vacio. Los estados de
masa tienen masas bien definidas.

donde

Por ser el neutrino una particula ultrarelativista, la energia F; del neutrino
v; es dada por:

1ms:
Ei = v/(pe)2 + (m2e) = pie+ 5

2.3
Di

+.. i=1,2  (13)

LSNO: “Sudbury Neutrino Observatory”.
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Observamos que mientras los neutrinos se propagan en el vacio su momento
p; no puede cambiar, por lo tanto el momento p; del estado visto en la base
de masa debe estar bien definido:

pi=Pp

de manera que cada estado en la base de masa tendra el mismo momento
mientras se desplaza en el vacio. En lo que sigue, usamos la convencién
h=c=1, con lo cual la energia queda:

E;, = (R ) BT i =1,2 1.4
P, tog ! (1.4)

La ecuacién que describe la evolucién del sistema, es:

— = HU 1.
e (1.5)

-A B
i = ( B +A>
A m? m32-m?

A A _
A—;COSQ@, Bf5s1n29, S = UE = 4E (1.6)

Las cantidades A y B son indepedientes de la posicién = y sélo dependen
de valores caracteristicos de las oscilaciones en el vacio.

La ecuacién de evolucion [1.5] se diagonaliza mediante la matriz de mezcla
obteniendose la expresion:

s (G2 t)) _ (Er 0 (¢2(z,1) (1.7)
dt \¢2(z,t) 0 Ep) \¢2(z,1) '
La solucién de [T es
Oy(z,t)\ (e bt 0 Dy (z,0) (1.8)
by(x,t) ) 0 e~ B2t | \ dy(x,0) :
Como establece la ecuacién [I.1} cada estado en la base de sabor es una
combinacion lineal de los estados de masa, y en general:

|ya>:ZuM'\Vi> a=e ... 1=12,....n (1.9)
i

con

usando que
Wu=1 y Zumu(’;j = 0;j, (1.10)
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obtenemos

[v) :ZuZi|Va>~ (1.11)

En el caso de antineutrinos el elemento u,; es remplazado por u’ ., i.e.

i)’

7o) = ZUZi\?i% (1.12)

usando y escribiendo |v;(z,0)) = e*|v;) se puede encontrar el estado
del neutrino al tiempo t:

Zume zEt|1/ (z,0)) Zumum pr _iEit|y5>. (1.13)

Con esto 1ltimo se puede calcular la amplitud de oscilacion A(a — 5):

Ala = B,t) = (Vslv(t) Zumum eirreiBit, (1.14)

Analogamente la amplitud de oscilacién para antineutrinos se puede derivar
de [L14
A@— B,t) = > ugiufe P (1.15)
i

Para los neutrinos, la probabilidad de oscilaciéon se puede derivar de

Prossy = |Ala = B)P = 3 3 wasulupiuge BB (L16)

iog
En el caso de oscilaciones entre dos sabores no hay violacion CP, esto quiere
decir que:
PVa%llﬁ = Pﬁaﬁfg'

Lo cual es una implicacién directa de que U sea realﬂ Esto mismo se puede

concluir al calcular la probabilidad de oscilacién de los antineutrinos, de un
modo andlogo a lo hecho en[I.16] Teniendo presente la ecuacién[I.12]resulta:

Py vy = Al = B> =D uluajugiuyze P Fal, (1.17)

iog

2En principio la condicién de unitariedad impuesta sobre U no restringe la posibilidad
de que la matriz sea compleja y/o contenga fases. En el Apéndice se muestra como en el
caso de mezcla de dos neutrinos este no es el caso.
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Al ser U una matriz real las probabilidad y en realidad son la
misma. Este mismo razonamiento no se podria repetir al considerar oscila-
ciones entre tres sabores pues en este caso U es una matriz compleja.

Noétese en que si 8 = « entonces:

Prsrn = 3> NtailPuag[Pe " F BN = Py (1.18)
i J

lo cual se cumple sin considerar que w sea real o no, i.e. sin importar que
haya violacién de CP. La cantidad P,__,,,_ se conoce como probabilidad de
supervivencia y serd de gran interés en lo subsecuente.

En el caso de mezcla de dos neutrinos, es un calculo directo hallar la pro-
babilidad de oscilacién usando y se obtiene:
2

Py = %sm2 20 {1 — cos? (54”;1%)] = Py p,. (1.19)
Podemos hacer ¢t ~ x pues el neutrino es ultrarelativista. En la préctica
es imposible medir la probabilidad de oscilacién para valores precisos de la
distancia de propagacion x = L y la energia del neutrino E. Esto se debe a
que en cualquier experimento la fuente donde se produce los neutrinos y el
proceso de deteccién tiene alguna incertidumbre espacial, i.e. la fuente tiene
un espectro de energia y la resolucién de energia del detector es finita. En
consecuencia, siempre es necesario promediar la probabilidad de oscilacién
sobre una distribucién apropiada de la distancia L y la energia F [6].
En el caso del vacio, promediar [T.19] consiste en promediar el factor coseno,
el cual es cero, de modo que:

1.
(Pyosvy) = 3 sin®20 = (P, _5,) (1.20)

y utilizando la unitariedad de la probabilidad finalmente obtenemos la pro-
babilidad de supervivencia:

1
(P, )=1-— 3 sin?20 = (Py. _5.)  a=e,pu. (1.21)

1.3. Neutrinos y ecuacién de evolucién en ma-
teria.

La manifestaciéon mas importante de las oscilaciones de neutrinos en
materia es el efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein (MSW): la probabilidad
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de oscilacién puede aumentar notablemente cuando los neutrinos viajan a
través de la materia. En 1978 L. Wolfenstein [7] descubrié que los neutrinos
propagandose en materia estan sujetos a un potencial debido a la disper-
sién eldstica con las particulas en el medio (electrones y nucleones). Esta
dispersién es andloga al caso electromagnético donde se considera el indice
de refraccién de la luz en un medio. Esto quiere decir que los neutrinos en
materia tienen una masa efectiva diferente a la del vacio.

En el caso de mezcla entre 2 sabores de neutrinos, el angulo de mezcla en el
vacio debe ser reemplazado por un angulo efectivo en materia, el cual, para
potenciales adecuados, puede ser grande, ain en el caso donde el angulo
de mezcla en el vacio sea pequeno. Desafortunadamente, en los primeros
articulos el signo del potencial en materia era incorrecto, lo que llevaba a
aumentar la transicion de los antineutrinos del electrén en vez de los neu-
trinos. El signo correcto fue introducido en 1983 por Paul Langacker [§]. En
1985 S.P Mikheyev y A.YU. Smirnov [9] descubrieron que es posible tener
un aumento en las transiciones de sabor cuando los neutrinos se propagan en
un medio con densidad variable, y también que, bajo las condiciones apro-
piadas, puede existir una region a lo largo de la trayectoria del neutrino en
la cual el dngulo en materia alcanza el valor méximo de 7/4. El mecanismo
MSW rapidamente se volvié muy famoso, porque logra explicar el problema
de los neutrinos solares mediante la conversiéon de sabor, cuando los neutri-
nos se propagan fuera en el interior del Sol. En lo que sigue derivamos la
ecuacion de evoluciéon de neutrinos en un medio, y en la seccién siguiente
describimos el efecto MSW.

Los neutrinos interactiian con protones, neutrones y electrones a través de
la corriente neutra (NC) mediadas por los bosones Z°. Ademés los neutrinos
del electrén interactiian con los electrones del medio mediante la corriente
cargada (CC) mediada por los bosones W=*.

Las contribuciones de (CC) al potencial es:
(Ve)ec = 2V2GENE,
donde G es la constante de Fermi y N, es la densidad de electrones.

En un medio eléctricamente neutro la densidad de electrones y protones es
la misma y las correspondientes contribuciones a V¢ se cancelan, asi sélo
se tienen contribuciones de la densidad de neutrones V,,;:

(Z,y,T)NC’ == *GFNn/\/ﬁ
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Con lo cual el potencial V. que actia sobre neutrinos v, y el potencial
V.= que actda sobre neutrinos v, » son respectivamente:

) N, ~ N,
V, = 2\[2GF(N€ - 4>, Vi, = 2\/§GF<— 4),

Para antineutrinos se tiene que remplazar V, — —V,, a=e,u, 7

Es conveniente seguir la evolucién del sistema en la base de sabor debido
a que el potencial efectivo es diagonal en dicha representacién, propiedad
que también es 1til para eliminar el término (Ve u,r) NC Puesto que sélo con-
tribuye con una fase global a la solucién de De manera que la ecuacién

de evolucién en materia se puede escribir como:

d () 1 m? 0 V.-V, 0 Ye
ZM(%)QE{“(Ol m%)“u( 0" 0)}<wu>

Definiendo:

se tiene

d (v 1 [ 5 V.-V,
Zm<w#>—w{(m2+2u>ﬂ+

(V.= V,) —Acos20  Asin20 Pe
* ( A'sin 260 —VeA cos 20 Yy (1.22)

En la ecuacién de arriba el primer término a la derecha de la igualdad otra
vez se puede ignorar ya que se elimina factorizando una fase global (cuyo
argumento es éste término) en la solucién de la ecuacién. Usando la notacién

de e introduciendo la definicién V = V€4_EV” , finalmente se obtiene:

. d
z%\II = H(x)U, (1.23)

donde ¥ esta dado por [[1]y
_(V(z)—A B
w0 = (" )
Como en el caso del vacio A y B estdn dadas por Asi (1.23]) es la
ecuacion de evolucion de los neutrinos en materia en su forma estandar y

es también la ecuacién a resolver en el presente trabajo para el potencial
exponencial decreciente y el de Coulomb.

(1.24)
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1.3.1. Ecuacién de segundo orden.

Como se observa en [1.23] la evolucién de los neutrinos en materia esta
descrito por un sistema de dos ecuaciones acoplados. Con el fin de hallar las
soluciones 1), y 1, es necesario desacoplar dicho sistema, para ello se deriva

[I223] con respecto a z :
d*W dv dH

e _ g Ty
ldm2 d:ﬂ+dx
dH
= — —iH?|". 1.25
(dx i ) (1.25)

Donde en el segundo renglén se ha usado otra vez Teniendo en cuenta
que:

dH dV /1 0 dV
dm:dx<0 1>:d:va3’ H? = [(V - A + B?]I
con
(1 0 (10
73=\0 -1)> ¥ "T\o 1
resulta

d*v dH d? dH
. o 77-H2 U = H2 i—— |
" dz? <dac ! ) (dx2 T dat)
d? 9 9 g AV
:@+(V — 24V + A*+ B +Z%0'3)\I/

—0
pero A2 + B% = (%)2(cos2 260 + sin? 26) = (%)2, entonces

420 dv A\?
- (V2—2AV+2'%<73)‘I’= <2> . (1.26)

En términos de las componentes de ¥ :

A%,

— d;@ + Uethe = €21 , (1.27a)
d2

- d;ﬁ; + Uptpy = €2wu ) (1.27b)

donde o
U, = _<v2 —2AV + idx> , (1.28)



1.4. EVOLUCION ADIABATICA. 19

7—
X

-3

En conclusion se ha desacoplado el sistema de ecuaciones para la evo-
lucién de neutrinos en materia, obteniendose 2 ecuaciones independientes
de segundo orden para 1. y v,. En particular en el Capitulo 4 se resuelve
con gran detalle la ecuacion Asi mismo los antineutrinos obedecen
ecuaciones similares a [[.274] teniendo presente el cambio signo en V.

U, =— (V2 —2AV — '(Cllv) , (1.29)

1.4. Evolucién adiabatica.

En la seccién anterior no se hizo menciéon de la ecuacién de evolucién
en la base de masa, la razén es que el potencial es diagonal en la base de
sabor y por ello mas sencilla de trabajar. Sin embargo también la podemos
escribir en esta otra base, para tal fin notamos que una matriz semejante a
diagonaliza el operador H(x). Ahora el dngulo a considerar es el dngulo
de mezcla en materia el cual es funcién de la posicién § — 6,,(x), de manera
que se tiene la matriz de mezcla en materia:

U = Uy ()P, (2) , (1.30)

donde
l%m:<mﬁM@ mm@v y@M@:@mm) 131

—sinf,,(z) cosb,(x)

y 0, cumple que:

B

sin 26,, = , (1.32)
(A-V)2+ B2
os 20, = AV . (1.33)
(A-V)2+ B2
Para antineutrinos hay que cambiar el signo de V:
- B — A
sin 26,, = cos 260, = v (1.34)

(A+V)2+B% (A+V)2+B2
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sin226,

Figura 1.1: Gréfica de sin®26,,, como funcién de V. Aquf se toma dm?> = 3,0 y

sin 26 = 3,0.

En particular sin 26,,, como funcién de V, alcanza su méaximo cuando
(1.35)

A
= —cosf ,

V(zr)=A

donde x i se conoce como el punto de resonancia (Fig. [L.1)).

La relacién entre las amplitudes ¢; y ¢} se puede hallar directamente de

las ecuaciones y con lo cual
cos(f — 0,,) —sin(@ —0,,)\ [T
o_o) (on) (1.36)

o1\ _
¢2)  \sin(@ —0,)  cos(0 —0,,)
De vemos que se obtendrd la igualdad ¢12 = ¢7"y cuando el potencial
se anule en el borde del medio: V(tg) = 0.
¢1(t®)) (451”(15@)) ~
= Vitg) =0 1.37
(i) = (b)) s vee (37

Regresando a la discusién inicial resulta que el operador queda diagona-

lizado de la siguiente forma:

Ui = o) = (P47 L0
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Figura 1.2: Energfas F1,2 como funcién de V. Si el potencial es lo suficientemente
grande v3" ~ v.. En la aproximacién adiabatica cuando el neutrino llega al borde
del medio v3" ~ v,,.

Por otra parte para hallar los eigenvalores del sistema es necesario considerar
el hamiltoniano completo obteniéndose:

Ei» —|——i \/A V)2 + B2 (1.38)

En la Fig. se muestran los eigenvalores de energia F » de los estados de
masa, como funcién del potencial V.

usando procedemos a derivar la ecuacién en la base de masa:

d
— WU = H(x)V
i (x)
d
i—(UUT) = H ]
de(UU ) (x)UU

Aplicando el operador U

d
iUT%(UUT\P) = Hp(z)UTW
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usando obtenemos:

.d
zUT%(U%) = Hp(z)UT®,,

. dU d
zUTaém + z%qu = Hp(2)U'®,,
d®,, -
' = H® 1.39
! dx m ( )
donde J /
- E —i db,, /dz
_ ot _ 1 m
H=Hp =iV (z d6,, /dz Es ) ’

o sustrayendo una fase

i (E1;E2 0 ) N <—E22E1 —i dem/dx>
0 ik i dby,/dx  E5Pr )¢
La matriz que es miltiplo de la identidad se puede eliminar como ya se hizo
en la seccién anterior. Asi la ecuacion [[.39 se escribe:

i— | m ) =1 . m | (1.40)

dx \ 93 i dOm/dx Ey — By ?3
y/o son la ecuacién de evolucién de los neutrinos en la base de
masa en materia [10]. Si el término no diagonal fueran cero 6 muy pequeno
comparado con los términos diagonales, entonces los estados de masa @™ (x)
serfan los estados propios del sistema en la ecuacién anterior (como lo eran

los ¢1.2 en el caso del vacio). Esta es la evolucién adiabética del sistema,

ma',s en concreto si 9
— < |Es — EA|, 1.41
l | £ 1 (1.41)

donde ) (@)
df,, sin“60,,(x) dV
—_— = — 1.42
dxr B dzx ( )

como se puede obtener de[1.32] Para entender mejor la expresion “adiabéti-
co” consideremos un potencial constante C, resulta claro que C varia muy
lentamente con respecto a z, de hecho su variacién es cero. Entonces dC/dx =
0y asf dfp,(v)/dx = 0, por lo que en este caso ¢’y son eigenfunciones del
sistema. Asi, la expresiéon “adiabético” esta relacionada con el hecho de que
el potencial cambie lentamente como funcién de la posicién.

Ademiés del potencial constante, existen otros que pueden considerarse co-
mo adiabdaticos, el caso exponencial y el de Coulomb son ejemplos de ello.
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Es sabido que en materia en el punto de produccién xg, el dngulo de mezcla
es O (z) >~ I ya que en se toma V' >> 1. Supongamos que se produce
un neutrino del electrén v, al que le asociamos su funcién de onda . la
cual inicialmente coincide con la eigenfuncién de masa ¢5* segin m

¢35 (20) = Ve (20), (1.43)

en la aproximacién adiabatica el potencial cambia lentamente, asi ¢5* tendra el
tiempo suficiente para ajustarse a si mismo a dicho cambio, y el sistema per-
manecera descrito por ¢5'. Sin embargo conforme el neutrino avanza en el
medio el 4ngulo de 6,,,(z) va disminuyendo hasta que 6,,, = 0, es decir aban-
dona el medio y se vuelve el dngulo del vacio. En vista de[1.30]y aunque

¢5' se mantiene, la composicién de sabor v, , empieza a variar:

Oy (x> o) = sin O, (2)he + cos O ()Y (1.44)

veamos que en el punto de resonancia z g, por [I.32] se tiene que

sin20,,(xr) =1 = 0On(zg) = E,

N

de modo que si §,, = m/4 el sabor v, tiene un peso importante en la com-
posicién de ¢5* como se ve de Cuando el neutrino llega al borde del
medio ¢5* ~ 1, si el 4ngulo de mezcla en el vacio es pequeno. En la figura
se ilustra este hecho, donde v3* es el estado asociado a ¢5*. Esta es pre-
cisamente la descripcién del efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein (MSW).

Finalmente, segin la resonancia no sucederd si el angulo del vacio
es § > m/4 , en tal caso la resonancia ocurrird para antineutrinos 7 , dado
que para ellos V — —V.
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Capitulo 2

Probabilidades de

supervivencia y de
transicion.

En el capitulo anterior se dio una descripcion cualitativa de como el es-
tado de un sistema pueden cambiar su composicién de sabor v, , a través
del efecto MSW. Sin embargo, la suposicién de que un sistema evoluciona
adiabaticamente es sélo una aproximacion, asi en [1.39| se observa que los
estados instantdneos de masa @7’y también se mezclardn cuando el sistema
no evolucione de manera adiabatica. Se conoce como probabilidad de cru-
zamiento P a la probabilidad de que los estados ¢7"y se crucen entre si, i.e.
haya una conversién ¢7* = @5 entre ellos. En este capitulo se muestra la
forma en que la probabilidad de supervivencia P, _,,, esta relacionada con
la probabilidad de cruzamiento P..

Para ello sera necesario introducir el operador de evolucién temporal U, por
lo que en la siguiente seccién se muestran los aspectos mas importantes de
este operador.

2.1. El operador de evolucion.
Consideremos el estado inicial de un sistema |¢)(¢g)). Después de un tiem-

po t durante el cual interactiia con el medio donde se encuentra, podemos
conocer el estado del sistema |1(t)) al tiempo ¢ aplicando el operador de

25
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evolucién del sistema U(t, t):

[(t)) = U(t, t0)) P (to))- (2.1)
En t = ty, de la ecuacién anterior se tiene
U(to,to) =1 .

Debido a que |1(t)) satisface la ecuacién de Schrodinger

0
iau(tﬂfo) = H(t)U(t,to) , (2.2)
por lo que el operador U esta completamente determinado cuando el hamil-
toniano H del sistema es dado. Si H es un operador hermitiano entonces U
es unitario:

uil(ta tO) :uT(tatO) . (23)

Si H no tiene una dependencia explicita del tiempo, la ecuacién [2.2] se
integra directamente, obteniéndose

Ut ty) = e H(Et0) (2.4)

Finalmente, si [¢,,) es un estado propio de H con valor propio E,, el estado
evolucionara de la siguiente forma:

U(t,to)|tvn) = e_iEn(t_tO)|¢n> . (2.5)

Para nuestros fines, este resultado es el mas importante de i ya que permite
conocer la evolucién temporal para cualquier tiempo ¢ de los eigenestados
instantaneos del hamiltoniano H. Esto se aplicara en las siguientes secciones.

2.2. Probabilidad de supervivencia.

Consideremos el estado del sistema en t = ¢, es decir en el borde del Sol.
Como ya se dijo el sistema es una combinacién lineal de 9. y 1,,. Donde 1. y
1, son las funciones de onda que aparecen en la ecuacién de evolucién m
El objetivo es observar como evolucionan las funciones de onda asociadas a
|Ve,,) conforme el sistema evoluciona en el vacio, asi que

[Y(te)) = Ye(to)lve) + Yute) V)
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que escrita en la base de vy o es:

[¥(te)) = Ye(cosblv1) + sinblva)) + 1, (—sinb|vy) + cos Ov))
= (e cos @ — ¢, sinf)|v1) + (e sin @ + 1, cos 0)|vs)

Sean
1 = Yecost — 1, sind, P2 = Pesinb + 1), cost .
Entonces:
() = e HED A e)), Tt
_ ¢le—iElf/h|V1> +¢26—ing/h|y2>
= gble*iElE/h(cos Olve) —sinf|v,))
—|—¢Qe*iE2t~/h(sin 0|ve) + cosb|v,))
= Ye(t)|ve) + Yu(t)|vp)
donde: i i
Ve(t) = ¢pre Tt cosd + poe P2/ ging (2.6)
Yu(t) = —pre P M sing 4+ goe P2/ cos 0 (2.7)

La probabilidad de supervivencia del neutrino del electrén v, es:

Py v, (t) = |¢e(t)|2
= (qﬁle_iEl{/h cos 6 + ¢26_iE2£/h sin 9) X

X < TeiElE/h cosf + ¢§eiE2{/h sin 9)
— |¢1‘2 cos2 0 + |¢2|2 sinZ2 6 + |:((b>{¢2 + d5¢1) cos ((El — Eg)tih)
+i(¢pide — ¢5¢1) sin ((Ey — Eg)t]h)} sinf cosf .
Los términos de interferencia promediados sobre ¢ son cero. Entonces
(P, . (1)) =sin? 0 + (|¢1]%) cos 26 .
Donde se ha utilizado

cos 20 = cos? @ — sin? 6, o1 + |a]® =1 .
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En lo que seguird es conveniente la siguiente expresion para ve:

(P (1)) = (1. c0520) + (%) cos20
= % — (; - <|¢12>> cos 20 (2.8)
— % + (; — <|¢22>> cos 26 . (2.9)

La probabilidad promedio para antineutrinos toma una forma similar,
1 1 — 9
(Pr (1) = 5 + 5 = (B} ) cos20 (210)

con la salvedad de que 51)2 # ¢1,2, ya que obedecen ecuaciones diferentes.

De esta forma se ha encontrado una relacién entre el médulo cuadrado de
¢1,2 y la probabilidad de supervivencia promedio (P,,_..). En la siguiente
seccién se muestra cual es la conexion entre la probabilidad de transicién
Pc y Pueﬁue .

2.3. Probabilidad de transicién.

Consideremos que dentro del medio se crea un neutrino del electrén v,
en el punto xq EL la representacion vectorial de este estado es:

v <é> : (2.11)

usando se puede escribir en la base ¢ 2

~ (cos6S
U(xzg) = <sin 9%) , (2.12)
donde 69, el angulo de mezcla en materia evaluado en .

Se asume que la evolucion del estado serd adiabatica dentro del medio, ex-

cepto en una estrecha regién 26 alrededor del punto de resonancia. De modo
que la evolucién es adiabética en los intervalos [zg,zr — ] v [xr + 9§, 20],

1Esto equivale a decir que el neutrino del electrén ve se crea al tiempo tg, ya que
to ~ xo, pues los neutrinos son ultrarelativistas.
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siendo g es un punto ubicado en el borde del medio. La evolucién de zq a
TR €s

e—1 0
W(op— 0) = ( i em) (o) | (2.13)
donde s
Vi = / ei(x)dz, i=1,2.

0
En el intervalo [xg — d,2r + §] la evolucién es no adiabdtica, por lo tanto
la probabilidad de mezcla P, es diferente de cero. En el punto xr + § el
estado del sistema puede escribirse, utilizando una parametrizacién general
del operador de evolucién u(xgr + 0, xg — 9), de la siguiente formaﬂ

VI=P.ei@ /P, P
U(zg+9) = U(zg—9), (2.14)
—/P, ef V1I=P, e

donde o y 3 son 2 fases cuya forma explicita no es relevante en lo que sigue.
Por ultimo de zg 4+ § a ¢ se tiene que
e~ 0

\I’(w@)=( 0 e_mé> V(zp +9), (2.15)

siendo

zo
’Yi — / 5i(x)dx, 1=1,2.

De manera que en la base ¢ 2 el operador de evolucién U(zg),xo) es el
producto de las matrices que aparecen en y simbolicamente:

V(ze) =U(ze,20)¥(20) , (2.16)

con
V1—P. e~ imz /P. e~ M2z
U(ze,0) = : (2.17)
—+/P. ein22 /T—P. elm2

2Aqui el operador de evolucién estars representado por las matrices que aparecen en
pasToneMony
Esta parametrizacién no depende si son neutrinos o antineutrinos los que pasan por
la resonancia, ya que en la forma que se construye el operador u(zg + J,zr — d) no hace
falta hacer estas consideraciones. Para mas detalles ver el Apéndice A.2.
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donde

o Ay + A o Ay — AY
e =« 72 s 7722—5 72 )

y
Ay=mm—m, M =y-7.
Entonces el estado del neutrino en el borde del medio es

P(ze) = <¢2¢1($®>_i9) (2.18)

(z0) e

con |¢1]? + |p2]? = 1. Es importante sefialar que podemos escribir el estado
¥ en el borde del Sol en término de ¢y 2, por [[.37 pues suponemos que el
potencial V' se anula o es aproximadamente cero en el borde del medio.

usando ecuaciones [2.12} [2.16] y [2.17 el médulo de |¢;|? es:

1 1
|¢1|2 =3 + (2 —PC> cos 29971 ++vP.(1—P,) sin 29971 cos(mz —n22) (2.19)

donde
u
tanp = — ,
v

1
u=+/P.(1—P.) cos 299n sin(n12 + 722) — 3 sin 2921 sin 2119

1
—|—§Pc sin 20°, (sin 2715 + sin 212)

1
v=—+/P.(1—-P.) cos 209,1 cos(mz + n22) + 3 sin 299n cos 2112

1
—5 Pesin 20y, (cos 212 + oS 21a2).

Una vez que el estado del neutrino se encuentra en el borde del medio,
este se desplazard bajo buena aproximacién en el vacio antes de ser final-
mente detectados en la Tierra (U7), en este trayecto el estado es (salvo una

fase global):
1 0 é1
bt W)e=( ) ew
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donde ¢ = %D es la fase relativa adquirida por los estados propios de masa
@12 y D es la distancia que recorren en el vacio los neutrinos. Aplicando
podemos reescribir el estado en la base de sabor v ,:

w)= . (2.21)
" — 1 sin 6 + py cos f e~ Hete)

<w ) $1 cos 0 + ¢y sinf e~ ilet®)

La probabilidad de supervivencia P,__,,,_ es

P, . = [%e)? = (1 — 2|¢1]?) cos 20 + @12 sin 20 cos(o + ). (2.22)

1
2

DN =

Como nos interesa calcular la probabilidad promedio (P, _,,_ ), se desprecia
el tercer término de la expresién por ser una cantidad oscilante. Ademads
combinando [2:19] y 2:22] se obtiene por tltimo:

1 1
(Py,—v,) = 5 + <2 — PC> cos 20 cos 202, (2.23)

Este resultado ha sido ya obtenido en Refs. [II] y [12]. En resumen, se
ha encontrado la relacién entre (P, _,, ) y P., de manera que conocida
una de ellas se puede calcular directamente la otra. La probabilidad de
supervivencia ha sido medida en diferentes experimentos, en la grafica
se muestran las distintas mediciones realizadas como funcién de la energia.
Se pone énfasis en lo bien que la curva predecida por el efecto MSW ajusta
los datos experimentales.

Todo el procedimiento anterior es igualmente valido para antineutrinos, de
manera que etiquetando se tiene que:

— 1 1 — —
(Py, ) = 5t (2 - Pc> cos 26 cos 29??1 . (2.24)

Con las dos tltimas ecuaciones obtenidas, estamos cerca de encontrar la
relacién entre las probabilidades de cruzamiento P, y P, sin embargo aiin
falta por desarrollar cual es la relacién entre las probabilidades P, _.,, y
P,, .., lo cual se hard en el siguiente capitulo.
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Figura 2.1: Probabilidad de supervivencia P,,_,,, como funcién de la energia.
Las mediciones que se han hecho, utilizan diferentes reacciones para producir
neutrinos. |[13]



Capitulo 3

Antineutrinos.

Hasta ahora poco se ha mencionado sobre los antineutrinos, ésta capitulo
esta dedicado a ellos. Primero se mostrard como obtener las soluciones de
E& ., €n términos de las soluciones v ,, y con ello hallar la relacién entre
las probabilidades de supervivencia de antineutrinos y neutrinos. Después
de encontrar dicha relacién y utilizando resultados del capitulo anterior
estaremos en condiciones de hallar la conexién entre las probabilidades de
cruzamiento de antineutrinos y neutrinos.

3.1. Antineutrinos y ecuaciones de evolucion
en materia.

En el capitulo 1, se encontrd la forma de la ecuacién de evolucion de los
neutrinos en la base de sabor v, ,. En el caso de antineutrinos, el procedi-
miento a seguir seria el mismo, con la tnica diferencia, de cambiar el signo
del potencial: V' — —V. Este cambio se debe a que en el limite ultrarelati-
vista son neutrinos con helicidad —1 y antineutrinos con helicidad +1, los
que toman parte en la interaccién (débil) con la materia. Como se muestra
en la referencia [6], al calcular la energia potencial V' de un neutrino y de
un antineutrino, se obtiene que la magnitud de V es la misma, para ambos
casos. Sin embargo, durante el cdlculo, hay que tomar en cuenta la helicidad
de la particula. Esta consideracion es la que hace la diferencia de signo en
el potencial V' entre neutrinos y antineutrinos. Por lo tanto, a partir de la
ecuacion : -

d¥ —
i = H(z,—A)V | (3.1)

33
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con
— —V(z)— A B
H(z,~V)=H(z) = ( (B) Vol +A> , (3.2)
por lo que se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
~dae _ " A
=== —(V+ Ay, + By, (3.3a)
@w, _
j—— = B A .3b
i = BT (VA (3.30)

en lo que sigue veremos la manera equivalente de obtenerlas, sin necesidad
de cambiar el signo de V.

Consideremos el sistema de ecuaciones para los neutrinos dado en [1.23
Conjugando y multiplicando por uno obtenemos

d : * *
i = (v - A - By
= (3.4)
—" = — By — A .
i UiV - A
De la definicién de A y B haciendo la sustitucién A — —A:

’d Z * *

i = (V4 |AD: 1Bl

i = B+ (V A+ ANy -

Comparando convemos que @E) u ¥ Ve, obedecen las mismas ecuaciones.
Asi los sistemas de ecuaciones y[3-5] en realidad son el mismo. Por lo cual
al resolver el problema para neutrinos se obtiene de inmediato la solucién
para antineutrinos, sélo basta conjugar y realizar la sustitucién A — —A,
por lo tanto si se satisfacen las mismas condiciones iniciales

Ye(r,A) = g (x, —A) . (3.6)

Ademas: B
[0 (D) = [2(=A)1F = [¢e(=A)? (3.7)

i.e. se ha obtenido:

Fue—we (z,A) =Py, 5. (2, —A) (3.8)
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Como una observacion tutil vemos que se puede trabajar con la solucién
Ye(—A) sin conjugar, ya que lo que interesa es el cdlculo de probabilidades.
Aunque este resultado se ha derivado en el caso oscilaciones en materia,
el resultado sigue siendo vélido en el vacio ya que A aparece como una
cantidad elevada al cuadrado en [[.19

Veamos ahora la relacién entre las amplitudes 112 y 51,2:

$1(—A) = cosb Y (—A)+sind ¢, (—A),
P2(—A) = —sinf . (—A) + cosb 1, (—A) .

Por [3.6] =

¢1(—A) = cosf P (A) +sinf ¥, (A),
¢5(—A) = —sinf ¥, (A) + cos b @H(A) ,

de modo que

S(A) . (3.9b)

Es importante comprobar el hecho de que la sustitucién A — —A en|[3.5]es
equivalente a cambiar el dngulo 8 — 6 — 7/2. En efecto, de las definiciones
de A y B resulta:

A A
A0 —7/2) = 5(308(29 -7 = ) cos 20

A0 - 1/2) = —A(6) (3.10)

B —0—m/2)= %sin(?@ —7) = f%sin%

B(0 - n/2) = —B(6) (3.11)

De donde, -
we(xa 9) = we(xa 9 - 71—/2)

Asi las ecuaciones [3.7] y [3.8] también se pueden escribir en estos términos:

[ O = [02(0 = 7/2)]* = [e(6 — 7/2)]? (3.12)
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P, (2,0) =P, , (v,0 —7/2) (3.13)

Sean ahora las amplitudes en la base de masa. El cambio § — 6 — 7/2 nos
da

$1(0 —m/2) = cos(0 — 7/2) (0 —7/2) —sin(0 — 7/2) ¥, (0 —7/2) ,
$2(0 — m/2) = sin(0 — 7/2) Y (0 — 7/2) + cos(0 — 7/2) (0 —7/2) ,

O sea

G0 —7/2) = sind T, (0) +cos0 ,(6)
50 —m/2) = —cos 1 (0) +sind EH(H) ,

y por lo tanto

¢1(0 —m/2) = ¢y(0), (3.14a)
$3(0 — m/2) = —¢,(0). (3.14b)

Llama la atencién el hecho de que en la base de masa, la relacién entre la
amplitudes 912 y @1,2 es distinta dependiendo si hacemos la sustitucién
A — —A 66— 0—m/2 como notamos de[3.9y Siendo que la relacién
entre las probabilidades de supervivencia de neutrinos y antineutrinos (3.8
se mantiene inalterada bajo éstas sustituciones.

Cuando en la siguiente secciéon se muestre como calcular la probabilidad
de transicién P, para neutrinos y antineutrinos se insistird un poco mas en
la utilidad de las ecuaciones [3.14

3.2. Conexién entre neutrinos y antineutri-
Nnos.

En esta seccion se investiga la relacion entre las probabilidades de tran-

sicion P, y P. para neutrinos y antineutrinos. Después de ello se deriva una

manera de calcular la probabilidad de supervivencia P, en términos de ¢;.

En la ecuacién |3.8] al retener la parte promedio de las probabilidades y
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luego usando las ecuaciones v se obtiene:

1 1 = 0
5 + (2 _ PC(A)> cos 20 cos 29?n(A) =

% + (; - Pc(—A)) cos 20 cos 20° (—A) . (3.15)

Notando que
A+W

VATV B

c0s 20% (—A) = — —cosggl(A) )

entonces

% + (; - Pc(x,A)> cos 26 cos 2@21(A) =

% —_ (; — P.(x, A)) cos 20 cos 2921(A) ,

P.(A)=1-P.(-A)]. (3.16)
De[2.19
(l11%) - % = (; - Pc) cos26p, . (3.17)

En primer lugar podemos calcular (|¢1|?) y comparar término a término en
la expresion anterior para hallar P.. Esto es precisamente lo que se hace
para el caso del potencial exponencial. También como el dngulo en materia
69, esta evaluado en el punto de produccién xg, cuando Vo >> Vi = A, se
puede tomar valida la siguiente aproximacién:

A—-Vy
VoA (A—Vp)? + B2

~—1

cos 260°, ~
Vo>A

, (3.18)

y sustituyendo éste resultado en [3.17) se obtiene:

<|¢1|2> ~ P . (3.19)
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omo ya se dijo en el capitulo anterior es mas sencillo resolver la ecuacién
C y d 1 tul t 11 lver 1

para 1, que para ¢; . Sin embargo, es posible escribir ¢ en términos
de e, (ver Apéndice), con lo cual no hay ningtin problema para calcular P.,.

Igualmente para P, tenemos
1 — 1 — _
5~ (&) = (2 - Pc) cos20,, , (3.20)

de modo que al calcular (|¢,|?) hay que comparar término a término en la
ecuacion anterior para determinar P, . De igual forma se puede aproximar
el angulo en materia:

— A+
cos 29?n = + ~1, (3.21)
esta aproximacion la usamos en [3.20] asi
([6o]?) = P |. (3.22)

En el ejemplo del potencial de Coulomb (Capitulo siguiente), se usan las
aproximaciones para poder calcular las probabilidades de transi-

cién mediante y

Como se dijo al final de la seccién anterior, podemos calcular ¢,(z) a través
de ¢ mediante la sustituciéon 8 — 6§ — 7,

¢1(0 —7/2) = 6,(6) ,

con lo que la probabilidad de transicién para antineutrinos también se
puede calcular como:

Pe= (|10 —7/2)]%) . (3.23)

Con las férmulas obtenidas en esta seccién (resultados enmarcados), proce-
deremos en el capitulo siguiente a ilustrarlos con dos potenciales a los que
pueden estar sujetos los neutrinos y antineutrinos.



Capitulo 4

Soluciones exactas.

En el caso de oscilaciones entre 2 tipos de sabores, sélo existen unos
cuantos potenciales que se pueden resolver analiticamente[l4], entre ellos
destaca el potencial exponencial y el de tipo Coulombiano. De manera ge-
neral lo que hay que hacer es resolver una ecuacién diferencial de segundo
orden ya sea para 1. o 1,. Dicha ecuacién se puede escribir en la forma
de Whittaker 6 en la forma de la ecuacién hipergeométrica confluente (o
de Kummer) para los potenciales que tiene solucién analitica. Lo mismo
sucede para la ecuacién de Schrodinger, i.e. para un potencial dado que es
exactamente soluble, esta se puede escribir en la forma de la ecuacién hiper-
geométrica confluente, un hecho que es muy rara vez mencionado [15],[16]
en los libros de texto.

En los capitulos 1 y 2 se han desarrollado los elementos necesarios para
calcular la probabilidad de supervivencia P, _,,, y Py, v, . Se ha visto como
determinar las amplitudes ¢, ,(A) a partir de ¢ ,(—A). En este capitu-
lo se resuelve la ecuacién de evolucién de las amplitudes de los neutrinos
en materia para dos perfiles de la densidad: exponencial y 1/r. En ambos
casos, a partir de la solucién exacta para 1, (x), encontraremos ¢ (x) y de
aqui calculamos P,. De un modo semejante encontraremos P...

Mediante estos resultados se verificard explicitamente la ecuacién (3.16)), la
cual relaciona de una manera simple las probabilidades P, y P..

39
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4.1. Potencial exponencial

En esta seccién se resuelve el problema de las oscilaciones de neutri-
nos en un medio con un perfil de densidad que decrece exponencialmente.
Esta es una aproximacion razonable para el perfil de densidad electrénica
dentro del Sol[3]. El problema ya ha sido resuelto [2], pero su solucién es
dada en términos de la funciones de Whittaker, las cuales no son simples
de manipular en el limite asintético que hay que considerar para hallar la
probabilidad de transicién. Aqui en cambio se resuelve el problema en térmi-
nos de la ecuacién hipergeométrica confluente, obteniendo las soluciones de
Kummer, las cuales son mas sencillas de trabajar en el limite asintético.

4.1.1. Soluciones para v, y Eu'

Resolveremos la ecuacién de evolucién para 1, ya que sus condiciones
iniciales son mas simples que las correspondientes a 1., esto se debe a que
dentro del Sol sélo pueden producirse neutrinos v,.

De acuerdo con (|1.27b)), tenemos:

V(z) = ?/gNO e /A, (4.1)

Siendo zx la distancia medida con respecto al punto de producciéon Ry. Gg
es la constante de Fermi y el factor N, incluye las siguientes constantes:

N, = noe_RO/A, A~0,1Rs, R = Radio del Sol,

donde n, es la densidad del niimero de electrones en el punto de produccién.
Antes de escribir la ecuacion, vemos que:

v 3 Vix)

der X7
con lo cual el término U, que aparece en ({L.27b)) es:

U,=—[V? =24V — V],
— U1672:E/)\ +U267I/)\.

donde

R R O
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Sustituyendo en nos queda

d*,

a2 (Ure™ 22/ 4 Upe™/ap, = €24, (4.2)

que es la ecuacién a resolver.

Considerando el comportamiento asintotico y cerca del origen de la ecuacién
anterior, se propone la siguiente solucién v, (z):

dule) = eV eV Fly(o)) . (43)
donde
y(z) = 22/Ure*/*
= 2iAV (z). (4.4)
Sustituyendo en se obtiene:

d°F dF
_ — —aF =
Vi +(b—y) oy 0,

la cual es la forma estandar de la ecuacion hipergeométrica confluente. Por
lo tanto la solucién F(y) se puede escribir directamente como [17]:

F(y) = clM(a7 b7 y) + C2U(a7 b7 y)a (45)
donde las constantes a y b son definidas como:

AUs
2VU;

1
a:§+i)\\/:2+ b=1+2i\Ve2 .

Para el caso de neutrinos:

GBS SRR

a= gy +3(a- 57 (inNo)

= iAAsin? 6, =1+14i\A,  (4.6)

A
b:1+2i)\§
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donde se ha usado la identidad [L.6l

Para la solucién ¢, tomamos @ = a(—A) y b= b(—A):

Ve = \/ 77%00520

:;+M§—;(2|A|+i)Gf/]§VO(iG‘fND) 5:14—22'/\%

= iAA cos® 0, =1+idA. (4.7)

Asi b = b, también en ambos casos y es dado por 1) que puede
reescribirse como

y = yoe (4.8)

con Yy, = 2i)\%.

Si en ¢,(x = 0) = 0, entonces de la ecuacién se obtienen las si-
guientes condiciones iniciales:

(4.9)

, d
i—+ )¢u($) e VET /200 M 4 @U’}% ,

donde dy/dx viene dada por La prima en las soluciones M y U significa
derivada con respecto de y.

Para conocer las constantes c¢; 2 no es necesario escribir explicitamente a
6 a. El sistema implica (donde y, = y(0)):

ClM(yO) + CQU(yO) = 0,

\B
1M (yo) + U’ (yo) = i——e¥/? |

Yo
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utilizando el método del determinante, obtenemos:

w, :M(yO)U’(yo) - M’(yO)U(yO)

T(b) ev (4.10)
() y5

donde W, denota el wronskiano del sistema [I7], entonces:

N 1 0 U(yo) . ['(a) b—1 —yo/2
=i | e ) | =BG T U, G

1 M (yo) 0  pl(a) b—1 —

= ‘ — —iAB——~ vol2 M(yo). (4.12
C2 W, M/(yo) Z217?61/0/2 g F(b) Yo € (y ) ( )

Sustituyendo estos valores en 1), la solucién para neutrino queda:

Yuly) =ke 137 e’y/Q{u(a, b; yo) M (a,b;y) — M(a, b;yo)u(a, b; yo)} ,
(4.13)
donde k = iAB II:EZ; y?~1 e7¥/? es una cantidad constante. Para antineutri-
nos tenemos que:

Oy, A) = Yuly, —A) (4.14)
que resulta de [£.13] usando a.

4.1.2. Soluciones para ¢, y ¢,.

Como vimos en el Capitulo 2, las probabilidades de supervivencia para
Ve y Ue estan dadas en términos de ¢; y ¢5. En lo que sigue, hallaremos
sus respectivas expresiones a partir de las soluciones para v, y E#. Para
ello recordemos que la relacién entre las funciones de onda ¥ y ® se obtiene
a través de la matriz de mezcla. Antes de usar dicha matriz, es coveniente
escribir la ecuacién de la siguiente forma:

2 dve

sin 26 v, — cos26 . = E(Z yr V 1e), (4.15)
020 . + c0s20 ¥ = ~ (T 4V ) (4.16)
sin . + cos w= 7l ) )
Por otra parte, de ([1.1)):
¢1 = cosf . —sinb 1, (4.17)

@9 =sinf e + cosb . (4.18)
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A partir de usando nos queda:

1 . . 9
o1 = 2Sine{QschosG e — 2sin* 60 P, },
2sin9{sm 20 e + cos 20 Y, — P},

_ 1 fodyy A
_Asine{zdzr‘jL(V—?)%}. (4.19)

El resultado anterior se usara en el caso de neutrinos, para antineutrinos
como se explico en la seccién 2.2, es conveniente usar ¢, . De

1

2cos b

1

:2CO89{Sln29 he + 0820 1, + Py},

1 [ dy, A
_Acosﬁ{l a ' (V+ 2>w"}’

y segin haciendo el cambio A — —A obtenemos:

¢z =

{2sinfcos ¥, + 2 cos® 0 Y},

- 1 _dy AN -
$2 == |A| cos&{Z T; * (V B 2>w“}' (4.20)

Hacemos notar que en las ecuaciones (4.19)) y (4.20)) los términos entre llaves
son muy semejantes, salvo que en la primera se tiene 1, y en la segunda
t,,. Sin embargo, una vez derivada la solucién para i, podemos escribir

directamente la solucién correspondiente para ¢, considerando @ y b.

Entonces derivando con respecto de x:

C% _ _u;{i At Zz}e_igxe—y/z{U(ya)M(y) - M(yo)U(y)}

n kei%wey/z{U(yo)M/(y) + M(yo)U/(y)}Zz )

donde tomando en cuenta que, por (4.4)),
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dp

1 k _ia
— (s o _ 2 migr —y/2 / _
I 2(2 A =2V, 3 € 2 {U(yO)M ()

—M(yo)U’(:y)}y :
wi é _ k —ily —y/2 / Y
it (V=) =iy e 3 2 {U() M (y) - MU' W) Jy -
De (4.19) y (4.20]) obtenemos:

1 k - A
= ——— 3T —y/2 / _ 7
M= Asme ¢ ¢ {U(yo)M (y) = M(yo)U (y)}y
ABT(a) bt —tua)/2 —i% : ,
fr— £ Yo lziE o M —M . 7
Msin6T(b) % © e {U(y )M (y) — M (yo)U (y)}y
dond
e B Asin20 0
Asinf =~ 2 Asinf = €8T,
con lo cual

r .
91 = cosd FE‘;)) vt 2 13 {1 (a,b,y,) M (0, by) —

—M(a,b,y,)U"(a,b, y)}y : (4.21)

De igual manera para ¢, resulta:

— Z k Ay
By = —1x — e 3 e {Uy) M (y) - MU' () by
AB - I(@) ;. —(y+vo)/2 —i% /
_ b o 12$ U ° M —
AA cos 6 T'(b) Yo € ‘ { (o) M (3)
~M(g)U' () }y |
donde
B __ é sin2f _ sin 0
Acos® 2 Acosf ’
entonces

_ I'(a N
by = sinf Fi‘gi g™ 2 13 U@ b,y,) M (@, by) —

—M(@,b,y,)U' (@,b, y)}y : (4.22)

Por tltimo, notemos la gran similitud entre las soluciones ¢; y ¢, donde,
amen del factor sin 6 en vez de cos 6, la diferencia radica en que las soluciones
U y M son evaluadas en a en un caso, y en @ en el segundo caso.
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4.1.3. Desarrollo asintético
y probabilidades de cruzamiento.

En la prictica la forma en que estan escritas ¢, y @, no es muy itil
va que M y U se expresan como series infinitas de potencias. Sin embargo,
veamos que el potencial tiende a cero rapidamente conforme los neutrinos
se propagan en el medio, justo en el borde del Sol es vélida la siguiente
aproximacién:

V(rg) =0,

de aqui concluimos que M(y) y U(y) deben ser evaluadas cuando |y| — 0,
como se infiere de [£.8

Las siguientes identidades seran de utilidad en lo que sigue:

M'y =a[M(a+1,b;y) — M(a,b;y)]} (4.23a)
Uy=a[l+a—bU(a+1,by) —Ua,b;y)] . (4.23b)

Segtin la referencia [I7], en el limite |y| — 0 se tiene:

M(a,b;y)zlJr%y

M(a+1,b;y)21+1+ay
_—
M(a—|—1,b;y)—M(a,b;y)2%
y
Ula,byy) = th;b)b) F(l?(;)l)yl"’JrO(Iy)
=
(I+a-bUQ1+a,b;y) —U(a,b;y) =
r'(1-1b) rov-1) ,_
<1+a_b){1“(1+1+a—b) T(1+a)’ b+0(y|)}

r(1—b) Th-1)
_{F(1+ab)+ T(a) 7 b+0(|y>}
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_ T(1-b) (I4+a-b) 1\ .
“T(l+a-b) (F(l—l—a) F(a))y "Th-1)
T(1-b)
—m+0(\y|)
(=W Ol)
_ _F(E(?a)yl—b +0(yl) -

Por lo tanto, usando la identidad
I'(b)
I'(l+a)

Ez) y' P+ O0(y, yl) . (4.24)

Sustituyendo este resultado en ¢ (ec. [4.21)) nos queda

(U(yo)M' — M(yo)U" )y = M(yo) a y' P+ 0(y, |yl)

—

= M (yo)

—

1-b
$1 = cosf e Wtvo)/2 (y) ¢T3 M(a, b;y,) - (4.25)
Yo
De igual forma para ¢, resulta:
B =b
by = sinf e~ WHve)/2 (y) e 2% M(@,b;yo). (4.26)
Yo

Notemos que 1 —b = —i A y y% = e /X, de donde

1-b ) _
( Y ) — (efm/A)fz)\A _ ezmA’

Yo

y de aqui
b1 = cosf e~ WHwe)/2 cigw M(a,b;y,), (4.27)
Gy = sinf e~ (WHve)/2 27 M (@, b;y,). (4.28)

Recordando que y y y, son nimeros imaginarios, resulta

cos® 0 [ M (a, b;yo)|%,
sin? @ |M(a, b;y,)|?.

|p1]?

i, 2 (4.29)

~
~
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En lo que sigue estamos interesados en hallar una expresién finita para
|M|?. Observemos que en la definicién de y, (ec. podemos substituir
los valores de Gg, Ay n, E Como la variable es adimensional, hay que
dividir entre fic: B

2 1,16 x 107°
ol = %(6,95 % 10~ Tm) ((}:VQ> (i) (6 x 10%5cm™—3)
~ 2664,97 , (4.30)

por lo que |y,| > 1, entonces podemos considerar el limite asintético de
M(yo) y U(yo). Segin [17]:

B g
M(a, b, yo) = F(b){r(b _ a)P + F(CL) Q} ,
donde
S (@)n(l+a—b)
Py I ) Ol ) (43
n=0 '
S—1
0= W%—n +O(Iyol %) - (4.32)
n=0 '

Introduciendo la notacién y, = ip, a = i y b = 14143, la solucion M puede
reescribirse como

NI P w2l
M(a,b;yo) = )oi% +emi % L Qe
O\ Th—a) I(a)
, (4.33)
L) = P s p®? Q
=——e 2 —1e2 e r.
e T —a) ) T
Multiplicando este tltimo resultado por su complejo conjugado
. pP|? e’ QP
M (a,b;yo)[> = T'(b) D(b*) e~ ™ | — e
Mot =) 107 e R S
ez PQ* —i(2a—B) —ip
+i (o ‘
P*Q i(20—B) ip
_ il S . 4.34
" — o))’ N (4.34)

LE1 valor de n, es 6 x 1022cm. 3 como se puede consultar en la referencia [18].
2he = 1,97 x 10~ GeV cm.
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En la expresion anterior basta considerar términos que son proporcionales
a p~2, donde (ver Apéndice):

1
2

|P|2:1+d(d—ﬁ)p +... QP =1+....

En lo que sigue se usan propiedades de la funcién I'(z) dadas en el Apéndice,
con lo cual:

1 1
A+ B —ia) T —iB +ia)

M0t =1+ 8T = e
1
x(1 +a(a—ﬁ)p2) +

e 1
e )

B

T o [ sinh (7(8 — )
- sinh(ﬁwﬁ) ¢ { WEﬂ a) ) (1 +ala— 5)%)
ae™

12 Ginh(ra) (1+...)}

™
. Berm {sinh (7(B — ) (1 _a(f- a)) N
~ sinh(7p) 8-« p?
+e™ Sinh(ﬂa);} (4.35)
Ma,bp)l = o x

(8 — @) sinh(73)
x{sinh (w(ﬁ — a)) + a(ﬂp;a) X

X (e“ﬁ sinh(7a) — sinh (W(ﬂ - oz))) } . (4.36)

Es importante remarcar que esta expresion se particulariza cuando se toma

s — , . l té : a(f—a)
« O (, aun asl vemos que e término

, que aparece en la expresion

2
pasada es la misma sin importar si se torga a o a:
a(B—a)  A2AZsin®6(1 — sin® 0) a(f—a)  AAZcos? (1 — cos? )
p? X2(v/2G, )? 7 P A (V2G,)?

= = =
p? (V2G1,)? P’

a(B—a)  A?sin®0 cos?0  a(B—a)
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Ademas

(V2G1,)* = 4V,

utilizando la condicién de resonancia (A =V,.)

Por otra parte el término 6% que aparece en M (a,b,y) es diferente, para
neutrinos y antineutrinos:

B AA 1 3 AA 1

B—a  AA(1—sin?0) " cos20’ B—a AA(1—cos260) sin20

Utilizando las observaciones anteriores

—TTQ

|61]* = smh(){ sinh ( = a)) 4
< > w sinh(ma) *smh( B a))} . (4.37)
EXR mfh(t:ﬁ){ sinh (w(@ _a)> n

J% <5> 2 (e”ﬁ sinh(ra) — sinh (71(6 - a)) } - (4.38)

Con el fin de identificar las probabilidades P, y P. que aparecen en (13.17)
y (3-20) restamos 1/2:

e—ﬂ'a

0 = 5 = spegy{ oo (0 - ) +
< > “Bsmh(ﬂ'a)fsmh( (5@)} %

+4<V0>2(e sinh(7@) — sinh (ﬂ(g_a))} B % .
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Lo que sigue es factorizar las expresiones de la derecha, se trabaja el caso
de neutrinos, para antineutrinos la situacién serd analoga:

|¢)1‘2 _ % _ 67704{2 sinh (7‘(‘(6 — O[)) — ™ Sinh(’/Tﬂ)

2sinh(7f)
2
+% (i) (e”’B sinh(wa) — sinh (W(ﬁ - a))} 5
usando
e™P sinh(ra) = €™ sinh(7 () — sinh (7"(6 - 0‘))
_—
o |2 — % = 2516111:(67:/6’){2 sinh (W(B — a)) — e™*sinh(m3)
2
+;<£)(aammmm—amm4ﬂﬁ—aﬂ}
o sinh (7(8 — a)
=5t (h<6>)
o Sinh (7(8 — @)
#(3-< W) ()

1
2
s 1 1 _ smh 1
[0l _2__(2_e smhﬂ'ﬂ )(1 2())’

y para antineutrinos resulta que:

s 3= SEE) (-3(5))

El segundo factor de la derecha se puede simplificar usando (1.33)) y (1.34).
Evaluando en el punto de resonancia, se obtiene para neutrinos y antineu-

trinos:

A—-WV — A+ W
cos 200 = 0 cos 2921 = 0
(Vo )+ B2 Vot A2+ B2
1 A-W 1 A+
A 2 \1/2 = 2 \1/2
oA+ ) ot A (14 )
1 1
= 2 \1/2 = 2 \1/2
(1 + wZae) 1+ )
B? B?

~

=0 ap) =0 ap)
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Si Vp > A entonces

B? —0 B?
cos 200 ~ — <1 - > ) cos20,, ~1— — | (4.39)
22 22

y por lo tanto

, 1 (1 sinh(n(8—a)) 0
611 —2—<2—e smhw))“mm'
— 1 1 __sinh(7n(8—7a)) 0
4| —2—(2—6 SM)COS’QQW

Comparando las 2 tltimas igualdades con las ecuaciones (3.17) y (3.20)
respectivamente, se concluye que las probabilidades de transicién para neu-
trinos y antineutrinos son:

sinh7(8 — «)
sinh 73
o AAsin?g SInhTAA cos? 6

sinh TAA
mAAcos? 0 efﬂ')\A cos? 0

Pc — T
=e

_ 29 €
—e 7TAA sin® 6

eTr)\A _ e—‘n’)\A

2 2
PAA cos? 6 eTr)\A cos“ 0 __ e—Tr)\A cos” 0
= e

e2mAA _ ]

O sea

eQ‘/r)\A cos?20 _ 1

P, = (4.40)

6271')\A —1 )

y para antineutrinos

B _ sinh (5 — @)

‘ sinh 73
A cos? g SinhTAAsin? 0
e _—
sinh TAA
TAAsin? 60 _ e—-rr)\A sin” @

—mAAcos2g €

=e eﬂ")\A _ ef7r)\A

.2 .2
A sin? 9 ew)\A sin“ 6 __ efﬂ")\A sin” 0
= e

e2TAA _
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ie.

eQ‘ﬂ')\A sin?6 _ 1

P, = (4.41)

e2mAA

Para cerrar esta seccién se verificard la ecuacién (3.16)):

' —27AA cos? 0
-1
1-Pz,~A)=1-5

e—QW)\A -1
6—277)\A _ e—27{>\A cos? 6
- e—2mAA _

e 2mAA 1— 62‘/1')\A(lfcos2 0)

e—2mAA 1 — e2TAA
e2™AA sin? 6 _ q

S TemA]

= P.(z,4)

que es exactamente el resultado de [£.41]

4.2. Potencial de Coulomb

El potencial de Coulomb es en realidad un problema “académico” puesto

que no tiene una aplicacién practica en lo que concierne a los neutrinos, a
diferencia del potencial exponencial en el Sol. El problema para neutrinos
ha sido ya resuelto por Pantaleone [4] siendo novedosa la solucién que se
presenta aqui para antineutrinos.
Sin embargo es un buen ejemplo para poner a prueba los resultados obteni-
dos en la seccién 3.2. Ademads, la ecuacién a resolver es idéntica a la que se
resuelve en el dtomo de Hidrégeno, sélo que ahora estamos interesados en
escribir las soluciones de la ecuacién hipergeométrica confluente, a diferen-
cia del primero donde usualmente se obtiene como solucién los polinomios
asociados de Laguerre [19]. Esto no es incompatible pues dichos polinomios
son un caso particular de la funcién hipergeométrica confluente.

4.2.1. Soluciones para v, y En

El procedimiento usado en la seccién anterior para hallar la probabilidad
de transicién P. se aplica también para este potencial:
k

= — 4.42
V==, (442)
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de la definicién y sustituyendo k = il se tiene

K2k 2Ak

O i R
ClI-1) 240
a2 x

Antes de escribir en la forma de la hipergeométrica confluente, se
introduce el cambio de variable:

T = (4.43)

por lo que la ecuacién para v, es

2 Ui-1) 1A 1
T T re ah=0 (449

Como en el ejemplo anterior, se propone una solucién que considera el com-
portamiento de la ecuacién cerca del origen y en el limite asintotico:

Yulz) =2 e F(2)

sustituyendo esta solucién en [£.44] se obtiene

d’F dF Al

donde ) )
F(z) = fiM(a,b; z) + foU(a, b; 2)

a:1<1_A> b=2l
€

Nétese que b = 2ik por lo cual la constante es la misma para neutrinos y
antineutrinos.

b=b=2ik . (4.46)
En cambio para neutrinos

a=1(1— cos20) = 2iksin® 0 ,

a = 2iksin?6 . (4.47)
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Si A — — A, para antineutrinos

@ =1(1+ cos20) = 2ikcos> 6,

@ = 2ikcos? 0 . (4.48)

Al igual que en el caso del potencial exponencial, la forma exacta de a y b
solo es relevante en el momento de escribir la probabilidad de transicion F.
y P. para neutrinos y antineutrinos respectivamente.

Veamos ahora las condiciones iniciales, si 9, (x¢) = 0, entonces de

se obtiene :
=0
o) =0 (4.49)
dm“ (.To) = 7ZB y
donde xg = %
dip /1 .y dF
T; = 2@6{ (z — 2)1#”(2') + 2t em#/? dz}
di,, L1 a9 dF
PR —9 Z0/2 27
I . i€ zp e P .
Entonces

4.50
fi M/(&7§ZO)+f2 U’(&,b;zo): Bzo—lez()/z ’ ( )

T 2¢

{ﬁ M (@, b; 20) + fo U(a,b; ) =0,

Para hallar las constantes f; » usamos el método del determinante. De

1 0 Uo [(a) e */2 2}
= — - = — —— UyB .
h=w (—gzo lgzo/2 Ué) r(b) 2 0
1 (M, 0 [(a) e %0/2 2}
= =————— MyB .
f2 W, <M6 —;izo—lezo/?) r(b) 2 0
El subindice 0 denota la funcién evaluada en zg. Asf la solucién es
_T(a) B

—(z+20)/2 (ZZ())l %

x{ — U(a, b; 20) M(a,b; 2) + M(a,b; z) U(a, b; z)}. (4.51)
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4.2.2. Soluciones para ¢; y 52

Para hacer el cambio de base, vimos en la seccién pasada que para neu-
trinos se usa la férmula[d.19]y para antineutrinos se usa .20} Con el fin de
hallar explicitamente ¢, y ¢,, veamos que derivando v, con respecto x se
obtiene:

e T e

recordando que k = —il, €2 = (%)2 y usando podemos escribir el

segundo término entre paréntesis como:

we(L ) i) (v d)

% = i(V — ?) + Qiell:itlz))(zzo)le(”%)/?i ( —UgM'(2) + MOU’(z))

(v 2) 1

por lo que

(zzo)le_(z+z°)/23( —UoM'(2) + MOU’(2)> :

dx 2 ()
(4.52)
Por lo tanto, usando [£.52] en [£.19] y [£.20] se tiene para neutrinos:
B F(a) 1, —(z420)/2 / /
= zTE — UM M,
¢1(2) Asind T'(b) (z20)'e { UoM'(2) + MoU (z)} ’
B é sin20  2cosf sind — cosd
Asinf 2 Asind  2sinf ’
r
¢1(z) = cos @ FEZ;(ZZO)le(”ZO)/Q X (4.53)

X{ —Ula,b;20)M'(a,b; 2) + M(a,b; z0)U’(a, b; z)} , (4.54)
y para antineutrinos
B T(a)
~ AcosfT'(b)

B é sin20  2cosf sind
Acosf 2 Acosf 2cosf

$o(2)

(ZZO)le—(z+zo)/2 { — UOM/(Z) + MOU/(Z)} ’

=sind ,
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¢y(2) = sinf EEZ; (zzo)le—(2+20)/2 %

x{ —U(a, b; z0) M’ (a,b; z) + M (a,b; zo)U’(a,b;z)} . (4.55)

4.2.3. Desarrollo asintdtico
y probabilidades de cruzamiento.

Con el fin de obtener las probabilidades de cruzamiento y
calculamos el médulo cuadrado de ¢1 y ¢q:
C(a)?
INOIE
)

|¢1|2 = cos2 6

2
€2 | U (a, b5 20) M (0, b 2)+ M (a, b 20)U (0, 2)|

[L(a)f? 2
T (0)[?

Los limites correctos donde evaluar las funciones M y U se obtienen al
considerar, de nueva cuenta, la dependencia del potencial en x (ec{4.42)) y el
cambio de variable [£:43] por lo cual estas se evaluan en los limites: z9 — 0
y z — oo (ver [17]):

|62]? = sin” 0

e | U@, 20) M (@, 2)+ M@, b 20)U' (3,0 2)

I(1-b)

M{a,biz=0)=1 ;Ulabiz=0)= 5=

eima—a 6zzafb

I'(b—a) + I'(a)

ademads mediante las identidades

M(a,b;z%oo)zf(b){ }; Ula, bz — 00) = 27,

M'(a,b;z) = %M(a—l—l,b—i—l;z); U'(a,b;z) = —aU(a+1,b+ 1;2)

obtenemos

2 _ 2 C(@) _onk
|p1]° = cos” 6 NOE e

a |1'\(1 _ b)|2 {eiﬂ(a+1)z—(a+1) ezza—b } N az—(a+1)

bT4a-0)\ Th-a) T+

2

Algunos de los términos que aparecen en |¢1|? se pueden manipular mas

facilmente si se escribe:

z=¢e2p, b=1iB, a=ia,
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donde
p=2zx, (=2 «a=2ksin%0.

La tnica diferencia para antineutrinos es que

a=ia y a=2kcos’f .

Asi
21b =508 yia=B)  —(a+1) _ (Fla=i) p=(iat1)

pim(atl) ,—(at1) _ —Fa ,iF ,—(ia+l)

hS)

Sustituyendo estos resultados
P@F o [0 PO-BE
INGIE BT(1+a—-10)

y e~ 5 ol pfioz N eipefg(afﬂ)pi(afﬂ) in ezo efi%pfia
pT'(b—a) Ia+1)

|¢1|2 — C082 0 —27k

2

Debido a que se considera z — oo y por ende p — oo el primer y tercer
término de la expresién anterior se pueden despreciar:

D@ an {a2|r(1—b)|2|r(1_b>|2 e—m(a=p) }

#1]? = cos? 0 e
i O B TG +ta-BF et P
pero
67271'19 — effrﬁ ,
entonces

|p1]? = cos? 0

C(a)]* [o? A =D)PI(1L=D)? e ™
QI {52 T(1+a—0b)? |F(a+1)|2} - (4.56)

Notemos que ya no hay dependencia en z y no contiene términos oscilantes.

En vista de esto, no hay necesidad de tomar el promedio de |¢1]? que se
necesita para calcular [3.19
Usando las ecuaciones 5.33 y resulta
2 2 /B —Ta Sinhﬂ-(a 7 /8)
— 0 - 7 4.57

0212 = cos? gtz e SREC ) (4.57)
y renombrando o — @ también se obtiene

_ B _ ginh7n(a —

3|2 = sin2 gL (—na SHBT@— ) (4.58)

a—f8 sinh 73
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De
B 2k B 1
a—fB  2ksin’0 -2k  cos?6’
y de[d.5§ _
8 2k B 1
a—f 2kcos20—2k  sin?0’
entonces inh 7 ( 5)
9 _ro Sinh (o —
=— _— 4.59
‘d)l‘ € sinh Wﬂ ) ( )
712 —Ta Slnhﬂ-(a_ ﬂ)
=— _— 4.60
[ c sinh 73 ( )
Recordando que sinhx = 61_2671, las ecuaciones anteriores se pueden sim-
plificar observando que
Cra Sinhw(a—B) e em@mh) — emm(a=h)
sinht3 e 78 e2mh — 1
_ _e—ﬂ'(a—ﬂ) eﬂ'(a_B) — e_w(a_ﬁ)
e2mB8 — 1
e 2m(a—pB) _q
T T emB_1

Finalmente la probabilidad de

B-19):

ie.

P.= |¢1‘2

e~ 2m(a=B) _q
e27r6 -1

647rkrc0529 -1

- edmk _ 1

2
e47'rk cos“ 60 __ 1

Pe = ednk _ 1 :

Y para antineutrinos se obtiene de [3.22)

Pc = ‘$2|2
e—2m(@=B8) _ 1
eQTrB -1
e4k7rsin2 6 _ 1

- edmk _ 1

cruzamiento para neutrinos esta dada por

(4.61)
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i.e.

e4k:7r sin?6 _ 1

Para concluir la seccién, veamos como el resultado trivializa el calcu-
lo de P. conocida P.. Todo lo que hay que hacer es recorrer en m/2 el
argumento de cosf que aparece en P.:

cos(f —m/2) =sinb ,
por lo que de [£:61] se obtiene inmediatamente:

e4kﬂ' sin?6 _ 1

Polb=ml2) ==

que coincide con

La tnica diferencia que existié para calcular la probabilidad de cruzamien-
to en el potencial exponencial y el de Coulomb fue que en el primero se
considero el desarrollo asintético a segundo orden de las funciones hiper-
geométrica confluente. En el caso Coulombiano los desarrollos se tomaron a
primer orden, sin embargo la probabilidad de cruzamiento es independiente
de este hecho. Esto se concluye al ver que en el caso exponencial los térmi-
nos a segundo orden tinicamente contribuyen para generar el factor cos 269,
que aparece en En cambio, si sélo consideramos el término a primer
orden en M y U dicho factor no aparece, pero sin alterar la probabilidad
de cruzamiento.



Conclusiones.

En este trabajo establecemos la relacién que existe entre las probabili-
dades de supervivencia de neutrinos y antineutrinos para el caso de mezcla
entre dos sabores. A fin de cumplir con el objetivo, notamos que bajo ciertos

2 2
cambios en los pardmetros que caracterizan las oscilaciones: A = T2-"1 y
0, es posible hallar la equivalencia entre las ecuaciones de evolucion de las
amplitudes de sabor de los neutrinos y las ecuaciones correspondientes para
antineutrinos. En particular, se encontrd, que una vez resuelta la ecuaciéon
para neutrinos, no es necesario resolver la ecuacién para antineutrinos, ya
que a partir de la amplitud de sabor v, se puede determinar la amplitud

complejo conjugada @: para antineutrinos. Esto resulta 1til, porque nos
evita volver a resolver el problema, el cual no resulta en general, simple de
hacer.

Con la relacién obtenida entre P, _,,, y ?,,EH,,E logramos derivar una
férmula que nos permite relacionar las probabilidades de cruzamiento entre
neutrinos y antineutrinos. Este es uno de los resultados de mayor importan-
cia del presente trabajo y, en palabras, dice que, si conocemos una de las
probabilidades de cruzamiento, la otra se puede obtener inmediatamente,
sin necesidad de calcular la solucién Ju 6 1,,. En su derivacién se asumié que
los neutrinos (antineutrinos) se producen y propagan en materia, para des-
pués realizar oscilaciones en el vacio. Si este no fuera el caso, la probabilidad
de cruzamiento seria cero. Es preciso senalar, que el resultado es vélido en
general, pues es independiente del potencial que se considere.

Un aspecto de gran relevancia para obtener nuestro resultado, fue usar el
formalismo del operador de evolucidon, con el se encontré que la probabilidad
de cruzamiento se puede escribir en términos de las amplitudes en la base

61
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adiabatica, es decir, de los estados propios instantaneos del hamiltoniano en
materia de neutrinos o antineutrinos, segun el caso. En los ejemplos dados,
los potenciales se hacen aproximadamente cero en el borde del medio, por
lo que es posible sustituir los estados instantdneos por los estados de masa,
evaluados en el borde del medio. Esto simplificé mucho las cosas debido a
que en esta base, conocer como evoluciona el estado del neutrino en el vacio,
es simplemente anadir una fase al estado. Sin embargo, si este no hubiera
sido el caso, igualmente podemos hacer la transformaciéon que nos lleve de
una base a la otra. De hecho, debido a que el problema se resolvié en la base
de sabor, también podiamos (si hubiera sido el caso) usar la transformacién
que relacionara la base de los estados instantaneos con la base de sabor.

Con el fin de verificar los resultados obtenidos, en la parte final de este
trabajo, resolvimos a detalle la ecuacién de evolucién de los neutrinos para
dos perfiles de densidad variable para los cuales el sistema de ecuaciones es
exactamente soluble : exponencial y de tipo Coulombiano. A partir de la so-
lucién de los neutrinos, directamente se halld la solucién para antineutrinos.
Con estas soluciones, calculamos la probabilidad de cruzamiento asociadas
a neutrinos y antineutrinos. Por otro lado, sustituimos la probabilidad de
cruzamiento de neutrinos, en nuestra férmula que conecta las probabilida-
des P, y P., para determinar también de esta otra manera, la probabilidad
de cruzamiento de antineutrinos. En ambos potenciales, dicha probabilidad
resulté idéntica, a la calculada por el otro procedimiento.



Apéndice A

A.1. Parametros de la matriz de mezcla

En la Seccién 1.2 utilizamos la propiedad de que la matriz de mezcla
U es real, para después calcular la probabilidad de supervivencia. En este
apartado se demuestra que para el caso especial de mezcla entre 2 sabores
esto es cierto.

En general, una matriz compleja de N x N es especificada por 2N? pardme-
tros reales. La condicion de unitariedad impone N condiciones en la diagonal

7’ 2_ . . . .
mas Q(N 5 N ) condiciones fuera de la diagonal, esquematicamente:

Nimero de pardmetros reales: 2N? (A1)
N?2 - N

Numero de condiciones: 2( 5

JEN=N (A2)
La matriz U la podemos escribir como:
U = RO

donde R es una matriz de fases de N x N y O es una matriz ortogonal de
N x N, i.e O es real y satisface O'O = OO? = I. De manera que el niimero
de condiciones impuestas sobre O son : & 22_ NiN=X 22_ N por lo tanto el
nimero de parametros independientes de O son:

N2—-N N(N-1)
2 o 2

N? —

63
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de esta ultima expresién y en vista de el nimero de pardmetros inde-
pendientes de R son:

N?—-N N(N+1)
2 2

Sin embargo, podemos eliminar algunas fases mediante una redefinicion de

los campos leptonicos. En el caso de Dirac, el nimero de tales fases no fisicas

es 2N — 1, entonces el numero de fases fisicas del campo de Dirac son:

N(N+1) (N-1)(N-2)
2 2
usando es resultado se implica directamente que en el caso N = 2 el niimero
de fases es cero. Por lo tanto para oscilaciones entre dos sabores de neutrinos
la matriz de mezcla U es real. Ademads esta es la misma matriz para el caso
de neutrinos ya que U* = U.

N? —

(A.3)

(2N -1) = (A4)

A.2. Operador de evolucién no adiabatico.

El operador de evolucién U se puede representar como una matriz com-
pleja de 2 x 2, estamos interesados en conocer la relacién que existe entre
los elementos de matriz, usando el hecho de que el operador es unitario.
Con dicha relacién encontraremos la representacién general del operador de

evolucion. Sea:
Uil U2
u =
U21 U2
= Condicion de unitariedad.
Ut = uiy uy\ (Ui u21
- *
Uyg U222 U2 U222
2 2
o Juan ] A fua Ul U2 + US U2
= 2 2
Ufguan + ubsuor  |uaal® + |uge|

(o)

Entonces:
luin|® + uza|* =1, (A.5)
‘U12|2 + |UQ2|2 =1, (AG)
Uy 12 Uz uze =0, (A7)
ui2u11 + u;2u21 =0. (Ag)
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De :
Ui U2 = —Us U2 , (A.9)
de :
UTQUIT = —UeU2] - (A.10)
Multiplicando y :
un [ + [ura|* = uz1 [*fuga|? . (A11)
De :
lug1]? =1 — |up1|?, (A.12)
de :
lura]® = 1 — |uga|? . (A.13)

Sustituyendo (A.12)) y (A.13) en (A.11) resulta que:

lu11]? = Juga .

Por otra parte, restando (A.6) de (A.5) obtenemos
|U11|2 = |U22|2. (A14)

= También por ser el operador unitario tenemos que:

det (UU) =det T,
(det UT)(det U) =1, (A.15)

notemos que

det U" = det (UT)* |

= (det U")* |
— (det U)* . (A.16)
usando (A.16)) en (A.15) resulta que |det U|? = 1, esto implica
det U = e'*  : fase. (A.17)

Veamos ahora que el determinante de U es igual a 1.

Sea Z;{(t, to) = e "/2U(t, to) tal que il = ujje"%/? usando lb se tiene
que . A
detd =e ¥ detd =1 (A.18)
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Sean

De
B(t) = e"PU(t, to)(to)
= e/2 (1) (A.21)

Como ¥(t) y 1(t) sélo difieren en una fase global irrelevante, podemos im-
poner la condicién de que el operador U tiene determinante igual a 1, i.e.

U1 U2
U21 U222

De la ecuacién (A.7)) resulta:

= U11U22 — Ur2Uz1 = 1 (A.22)

* *
(uliui2 + ug ug2)uir =0,

usando (A.22)

luraPurs + ugy (1 + wiguzr) = 0
y usando se obtiene que
Ugy = —uly (A.23)
Sustituyendo este resultado en :
(ujy — ua2)u12 = 0. (A.24)
Consideremos los siguientes casos:
m Uupg # 0 = ugy = uj
= 112 = 0 entonces U es diagonal. Usando la unitariedad
lugn|* + fuga|* =1,

se concluye que:
eiA1 ei)\g

O
V2R R

usando que el determinante es igual a 1, entonces

Uil =

U g = 1
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e*i)\l

V2

= ul, (A.25)

—1
U22 = Uy; =

Es decir, (A.24) implica que
U292 = u’{l (A26)
Por lo tanto, de (A.23) y (A.26) vemos que U tiene la forma general

U= ( i “12) (A.27)

* *
—Uip Up

A partir de 1} podemos escribir u;; = /1 — |u21|?2 e~ donde ug; =
VP, e y P, es real. Entonces u;; = /1 — P, €'“, de manera que U se
puede reescribir como

= (VizPee'® VP e” (A.28)
S\ VP VI-Poe® '

Esta es la representacién general matricial de cualquier operador unitario.
En particular para neutrinos, esta es la expresién correcta del operador de
evolucién en la regién no adiabatica. Notemos que si P, = 0 recuperamos el
operador de evolucién adiabatico.

A.3. Desarrollo asintético de
la funcién hipergeométrica confluente.
Consideremos las siguientes definiciones:
a =i b=1+1ip
» P: utilizando la férmula [437]
P=1- %Y+ gzala+)(1+a-b)(2+a—b)+...
=1 - (=D _ L (ia)(1 + a)i(a — B)(1 + i —iB) + ...

Pero (14ia)(1+ia—i8)=1—ala—p)+i(2a—p)

P:1—04(0[—5)%4—%—F%[1—a(a—ﬂ)+i(2a—5)]a(i;m+...

=1+ 31— afa— B2 —ia(a— )L +...
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= Q: Nétese que en la féormula |Q|? aparece proporcional a p%, por

lo cual el desarrollo:
Q=1+...

es suficiente.

A.4. Propiedades de la funcién I'(z).

Propiedades ttiles:

I(z+1) =2l(x)

Sea z=1+ix, entonces I'(2)['(z*) = -

y combinando lo anterior

T(iz)D(—iz) = ——

x sinh Tz

sinh(mz)

(A.29)

(A.30)

(A.31)
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