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Resumen

En computacion cuantica ciertos algoritmos pueden ser realizados en un
tiempo exponencialmente mas rapido que su realizacién clasica, uno de estos
es el algoritmo de factorizacion de Shor. Una de las partes fundamentales
del algoritmo de Shor es la aplicacion de la transformada cudntica de Fourier
inversa (QFT inversa).

En este trabajo se hace un estudio numérico de como se modifica la pro-
babilidad de éxito del algoritmo cuando se perturban las compuertas de dos
qubits en la QFT inversa bajo un modelo de teoria de matrices aleatorias.

Idealmente se tiene que mientras mayor es el nimero de qubits la proba-
bilidad de éxito del algoritmo es mayor pero se encontré que esto no es cierto
cuando hay perturbaciones. De esta manera se pudo concluir que el compor-
tamiento de la probabilidad de éxito del algoritmo tiene semejanza con el de
la fidelidad de la QFT inversa y que hay un nimero de qubits éptimo para
el cual la probabilidad de éxito es maxima.
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Capitulo 1

Introduccion

El descubrimiento mas espectacular en computo cuantico hasta la fecha
es que las computadoras cudnticas pueden realizar eficientemente algunas
tareas que no son factibles en una computadora clasica. Un ejemplo es el
algoritmo de factorizacién de Shor [1]. El algoritmo de Shor es un proce-
dimiento que nos ayuda a encontrar los factores de un ntimero que es un
producto de dos niimeros primos. Esto ha motivado que experimentalmente
se construyan dispositivos que manipulen qubits [2] (bits cudnticos) en diver-
sos sistemas. Es critico para poder aprovechar el poder de las computadoras
cuanticas tener la habilidad de controlar y manipular precisamente estados
cudnticos por medio de compuertas cudnticas [3], y éstas son implementadas
con dispositivos fisicos. En la realidad, sin embargo, estos dispositivos no
son perfectos principalmente por dos motivos: la inevitable interacciéon con
el medio ambiente y la imprecision de los dispositivos fisicos en la aplicacion
de las compuertas cuanticas. La interaccién con el medio ambiente se conoce
como decoherencia [4] y causa una perdida de informacién sobre el estado
cuantico.

En el presente trabajo estudiaremos numéricamente cudles son las conse-
cuencias, sobre la probabilidad de éxito del algoritmo de Shor, de considerar
perturbaciones en la parte cuantica del algoritmo. Las perturbaciones que
estudiamos son errores unitarios locales que representan errores debido a la
imprecision de los dispositivos en la aplicacién de las compuertas. No consi-
deramos errores debido a decoherencia pues es mas dificil modelar este tipo
de errores. Sin embargo, en algunos casos decoherencia puede ser descrita por
una evolucién unitaria aleatoria sin necesidad de considerar el medio ambien-
te [5], es decir, de la misma forma en la que modelamos los errores debido a
la imprecision de los dispositivos en la aplicaciéon de las compuertas.

A pesar de lo dicho anteriormente ya existe una computadora cuanti-
ca. En de Mayo de 2011 D-Wave Systems anuncié el D-Wave One, una
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computadora cuantica integrada con un procesador de 128 qubits y basa-
da en computo cudntico adiabdtico!. El procesador usado realiza una sola
operacion matematica llamada optimizacion discreta, es decir no cuenta con
la universalidad de una computadora clasica.

En el capitulo 2 damos los conceptos necesarios para entender el algoritmo
de Shor; conceptos como la transformada cudntica de Fourier, el algoritmo de
estimacion de fase y la exponenciacion modular [6]. Esta seccién estd basada
principalmente en la referencia [7]. También introducimos el concepto de
fidelidad [8,9] como medida de la estabilidad de un operador cuantico ante
perturbaciones.

En el capitulo 3 hablamos de nuestro modelo para estudiar las perturba-
ciones en el algoritmo. Este modelo consiste en perturbar las compuertas de
dos qubits en la transformada cudntica de Fourier inversa, debido a que las
compuertas de un qubit pueden ser llevadas acabo experimentalmente con
una precision lo suficientemente grande para la implementacién de protocolos
cudnticos de correccién [10]. Aunque tanto la QFT inversa como la exponen-
ciacion modular son las operaciones mas importantes en el algoritmo de Shor,
s6lo nos ocupamos en perturbar la QFT inversa por simplicidad. Estudiamos
dos tipos de perturbaciones: una estatica y otra dinamica.

En el capitulo 4 presentamos los resultados obtenidos de considerar el
algoritmo de Shor perturbado con ambos tipos de perturbaciones. Con las
simulaciones observamos es la probabilidad de éxito de la factorizacién tiene
un comportamiento similar al comportamiento de la fidelidad de la QFT in-
versa. Un resultado importante es que cuando el algoritmo es perturbado, un
mayor nimero de qubits no implica necesariamente una probabilidad de éxito
mayor en la factorizacion; esto es sobresaliente porque en el caso del algorit-
mo no perturbado un mayor ntimero de qubits si implica una probabilidad
de éxito mayor.

Finalmente en el capitulo 5 presentamos las conclusiones y sugerimos
direcciones para trabajo futuro.

'Debido al método de computo cudntico utilizado en D-Wave One se especula si esta
en realidad puede sobrepasar el poder de computo de una computadora clasica.



Capitulo 2

Algoritmo de Shor

El algoritmo de factorizacién de Shor es uno de los principales ejemplos en
el cual una computadora cuantica demuestra un enorme poder sobrepasando
a su contraparte clasica [7]. Pero, ademas de esto, jpor qué es interesante
este algoritmo? Esto es debido a que un sistema ampliamente usado para
codificar y decodificar mensajes (un ejemplo se da en A.2) estd basado en el
hecho de que factorizar niimeros grandes es muy dificil. Este es el sistema
criptografico de clave publica RSA2, por lo que una factorizacién répida es
ventajosa.

El algoritmo de Shor es casi idéntico al clasico excepto por un paso, el
cual es remplazado por un algoritmo cuantico donde tanto la transformada
cudntica de Fourier (QFT) como la exponenciacion modular son fundamen-
tales. Antes de adentrarnos mas en el algoritmo hay conceptos que se tienen
que saber para comprenderlo mejor.

A continuacién se hablard de las transformadas integrales cuanticas para
encaminarnos hacia una definicién de la QFT, la cual a su vez nos ayudara a
comprender un procedimiento conocido como el algoritmo de estimacion de
fase y finalmente discutiremos el algoritmo de Shor. También se hablara de
la fidelidad como medida de estabilidad de un operador cudntico pues en el
proximo capitulo nos ocuparemos de perturbar el algoritmo de Shor y nos
interesa conocer cual es el efecto de esta perturbacion sobre la probabilidad
de tener una factorizacion exitosa.

2RSA debido a las iniciales de los autores que describieron el algoritmo en 1977, Ron Ri-
vest, Adi Shamir y Leonard Adleman. En la seccién A.2 se muestra un ejemplo de RSA.
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2.1. Transformadas integrales cuanticas

Sea U una matriz unitaria que actia sobre un espacio de n qubits H =
(C*H)®". Supén que U actia en un vector base |x) como [7]:

Ule) = 3 Ky, )ly) 1)

donde K es el kernel de alguna transformada integral discreta y D = 2" para
simplificar la notacion.
Entonces U actiia en una combinacion lineal de los elementos de la base

comao:
-1

T f<x>|x>] = ) (2.2)

y=0

U

donde f(y) = P K(y, z) f().

Noétese que la matriz unitaria U realiza la transformada integral discreta
f (y) para todas las variables y en una sola operacién si actia en el estado
ZxD:_Ol (x)|z). Hay un numero exponencialmente grande (2") de nimeros ys
para un registro de n qubits, y este hecho provee a una computadora cuantica
con un poder de computo exponencialmente mas rapido para cierta clase de

operaciones comparado con alternativas clasicas.

La matriz unitaria U que implementa una transformada integral discreta
como en la Ec. (2.2) es llamada la transformada integral cuantica.

2.1.1. Transformada cudntica de Fourier (QFT)

La QFT es una de las transformadas integrales cuanticas mas impor-
tantes, es un algoritmo cuantico eficiente para realizar una transformada de
Fourier de las amplitudes cuanticas de una combinacion lineal de los ele-
mentos de la base. No acelera la tarea clasica de realizar transformadas de
Fourier de datos clasicos puesto al realizar la transformada sobre la densidad
de probabilidad del estado y al colapsar, esta informacién se pierde. El kernel
de la QFT esta definido como:

1 2mizy
K(z,y) = N (2.3)

y la transformada integral discreta con este kernel es llamada la transformada
discreta de Fourier:

~ 1 2mizy

fy) =) —=e 7 flz) (2.4)

!
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Con un poco de algebra la transformada cuantica de Fourier puede dar
la siguiente representacion de producto (ver A.1):

|j17 7.]TL> —
(|O> 4 627ri0.jn|1>) (|0> 4 e27ri0.jn_1jn|1>) . (|0> + 627ri0,j1~..jn’1>)
on/2 :

(2.5)

Como se verd adelante esta representacion de producto es muy tutil.

2.1.2. Circuito de la QFT

La representacion de la Ec. (2.5) nos permite construir un circuito cuanti-
co eficiente que realice la transformada cudntica de Fourier. Esta es una
prueba de que la transformada cuantica de Fourier es unitaria y proporciona
informacion sobre los algoritmos basados en la QFT.

Pero, ;Por qué nos interesa conocer este circuito? Para obtener el estado
final que se muestra en la ecuacién 2.5 se necesita manipular el estado inicial.
La manipulacién de estados cuanticos, en el modelos de computo cuantico
usado aqui, se realiza mediante operaciones unitarias de uno y dos qubits
a las que llamaremos compuertas, y estas a su vez representan operaciones
fisicas que como se vera adelante son susceptibles a errores. En este trabajo
se modelaran dichos errores colocando una perturbacion en las compuertas,
por lo que es necesario conocer el circuito.

" il S KL |0)+e2710-71-n 1)

|72) H } ce A Rpg HRuo1 | v o |0) 4270200 |1)
ljn—1) R |0)+270-dn—1n 1)
ljn) e [0)+e27109m 1)

Figura 2.1: Circuito eficiente para la QFT. Este circuito es derivado facilmente de la representacién de
producto (2.5). No se muestran ni las compuertas Swap al final del circuito, las cuales invierten el orden

de los qubits |a1, a2, ...,an) = |an, an—1, ..., a1), ni los factores de normalizacién % en la salida.

Donde el operador de rotacién de fase Ry denota la transformacion uni-

taria
1 0
Rk = ( O 627Ti/2k ) (26)

y la compuerta Hadamard

H
H %(1_11> (2.7)
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Si se tiene un operador U entonces el circuito para una operacion controlada

Ctrl-U es
cuya representacion matricial es:

Ctrl-U = ( Cu > . (2.8)

En el circuito tenemos operaciones Ctrl-Ry.
La QFT es realizada en O(n?) operaciones. Si se quiere ver como es que
el este circuito realiza la QFT vease el apéndice A.1.

2.2. Algoritmo de estimacion de fase

La transformada de Fourier es la clave para un proceso general conocido
como estimacion de fase, el cual a su vez es la clave para muchos otros
algoritmos cuanticos. Supén que un operador unitario U tiene un eigenvector
|u) con eigenvalor €™, donde el valor de ¢ es desconocido. El objetivo del
algoritmo de estimacién de fase es estimar ¢ [3].

El proceso cuantico de estimacién de fase usa dos registros. El primer
registro contiene n qubits inicialmente en el estado |0). La forma en la que
elegimos n depende de dos cosas: el numero de digitos de precisién que desea-
mos tener en nuestra estimacién de ¢, y con que probabilidad deseamos que
el proceso de estimacién de fase sea exitoso.

El segundo registro comienza en el estado |u), y contiene tantos qubits
como sea necesario para almacenar |u). La estimacién de fase es realizada
en dos etapas. Primero, aplicamos el circuito mostrado en la figura 2.2. El
estado final del primer registro es:

zig(|o> L) (j0) + ). ([0) + 2| 1))

2m—1

1 )
— ) eTRIEY. (2.9)
22

k=0

Supongase que ¢ puede ser expresado exactamente con n bits, si expre-
samos a @ = %+%+---+§—3 (cpl=0,1) en representacién binaria se tiene que
© = 0.¢1...¢0,,. Entonces el estado (2.9) resultante de la primera etapa de la
estimacion de fase puede ser reescrito como
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(o) fg— ST e T 0) + e2mi@ 1)

0) + iy
0) + ety
’0> + 627ri(20<p) | 1>

Primer
registro

===

|

|

|

|

|

|

I

|

[

|

|

|
Segundo :
registro { |u) R || | ] H |u)

Figura 2.2: Primera etapa del proceso de estimacién de fase. Los factores de normalizacién % han
sido omitidos a la derecha. La operacién en el recuadro puede ser vista como una operacién Uy sobre todo

el espacio.

2% (10) + e>™0¢n(1)) (|0) 4 e*™0¢n=1In(1))...(|0) 4 >0 #1724 (1)) (2.10)

La segunda etapa de la estimacion de fase es aplicar al primer registro
la inversa de la QFT, esta es obtenida de invertir el orden del circuito de la
figura 2.1. Comparando la ecuacién previa con la representacién producto de
la QFT, ecuacién (2.5), se puede ver que el estado de salida de la segunda
etapa es el estado producto |¢;...0,). Por lo tanto una medicién en la base
computacional nos da exactamente . En otro caso solo se puede obtener
una aproximacion de esta fase ().

Para obtener exitosamente ¢ precisa a k bits con probabilidad de éxito
de al menos 1 — € elegimos el numero de qubits del primer registro de la
siguiente manera [3]

v fos (24 2] o

Esta relacion es importante pues nos dice que mientras mas qubits haya en
el primer registro mayor es la probabilidad de obtener ¢. Cuando hagamos la
simulacion del algoritmo perturbado con distintos niimeros de qubits veremos
si ésta se sigue satisfaciendo.
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|0>+e27ri0.apn|1> .. ‘4Pn>
|0>+627ri0xpn,14pn|1> R;l . lon—1)

|0)+27i0-2-0n |y o . AR HRTL L { H e lp2)

|0)e2mi0-21--¢n 1) E;l R b { R;* lp1)

Figura 2.3: Segunda etapa del proceso de estimacién de fase. Circuito cudntico para realizacién de la

QFT inversa, QFT'. Los factores de normalizacién —=, a la izquierda, como las operaciones Swap, a la

V2’

derecha, han sido omitidos.

2.3. Algoritmo de Shor

Hasta ahora solo se ha dado una introduccién a conceptos necesarios de
computo cudntico. Son necesarios pues como ya se dijo el algoritmo de Shor
consta de dos partes, una cldsica y otra cuantica. A continuacion hablaremos
del algoritmo de factorizacién usado en el algoritmo de Shor y después la
parte cudntica del algoritmo de Shor.

2.3.1. Algoritmo de Shor

El problema de factorizacion que analizaremos en el trabajo es el siguien-
te. Sean p y ¢ nimeros primos y sea N = pq. Queremos expresar N como un
producto de py ¢q. El mejor algoritmo clésico conocido para realizar esta tarea
es el general number field sieve, el cual trabaja en un tiempo sub-exponencial®
realizando O(elles M'* (log log N)**y 1a56¢ antes de que p y ¢ sean encontra-
dos. Este algoritmo sigue siendo ineficiente para factorizar numero grandes.
El siguiente algoritmo es el més adecuado para nuestro propésito [7].

PASO 1: Se toma aleatoriamente un entero positivo m menor que N y ma-
yor que 1. Si ged(m, N) # 1 , entonces m es p o q. Supén que m y N son
coprimos, es decir, ged(m, N) = 1; entonces proseguimos al siguiente paso?.
PASO 2: Se define® fy : N — Z/NZ por a — m® mod N. Ahora, debemos

3El termino sub-exponencial es usado para expresar que el tiempo de computo del algo-
ritmo puede crecer mas rapido que cualquier tiempo polinomial pero es significativamente
menor que uno exponencial.

4El méximo comtn divisor.

Z/NZ representa el conjunto de clases de equivalencia en donde = y x + kN (k € Z)
son equivalentes. Claramente, podemos tomar = que satisfaga 0 < z < N — 1 como un
representante de cada clase de equivalencia.
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encontrar el » € N més pequeno tal que
fn(r) = 1Imod N. (2.12)

El numero r es llamado el periodo. Este es el tinico pasa en el que se necesi-
tara una computadora cuéantica.

PASO 3: Si r es impar regresar al paso 1 pues no servira para la factoriza-
cién. Si r es par, seguir al paso 4.
PASO 4: Se cumple que

(mr/2 _ 1)(m”2 +1)=m"—1=0mod N. (2.13)

Si mz +1 =0 mod N regresar al paso 1. Si m2 + 1 # 0 mod N entonces
ged(m2 —1,N) es p o g, y la factorizacién estd hecha.

Ejemplo de factorizacién clasica

Con la ayuda de Mathematica realizamos los célculos para este ejemplo de
factorizacion clasica. El nimero que queremos expresar como un producto de
dos ntimeros primos es N = 471088873. Seguimos el procedimiento explicado.

PASO 1: Tomamos aleatoriamente un entero positivo m menor que N y
mayor que 1. Supongamos que el resultado es m = 426342592, el cual es
coprimo con /N.

PASO 2: Tenemos que encontrar el periodo r de la funcion
fn(x) =m® mod N = 426342592° mod N.

El periodo resultante de la computacién es r = 235522730.

PASO 3: Debido a que r es par podemos continuar al siguiente paso.
PASO 4: Se tiene que mz + 1 # 0 mod N entonces p = ged(mz — 1, N) =
22031 y ¢ = = = 21383 son los coprimos tales que N = pq, vy la factorizacién
esta realizad

==

Q

En el paso 2 el periodo r se encontré probando que ntimeros menores
que N cumplian con la condicion m” = 1mod N y eligiendo al menor. El
tiempo de computo depende de que tan grande es el periodo comparado con
el numero que se quiere factorizar y sabemos que r siempre es menor que
N/2 para cualquier coprimo [11]. Encontrar el periodo tomé un tiempo de
62.3 minutos en mi computadora personal. Este ya es un tiempo considerable
y el nimero no es tan grande por lo que para niimeros no mucho mayores a
éste el tiempo serda un problema. En la secciéon A.3 se muestra el algoritmo
utilizado en este ejemplo.
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2.3.2. Parte cuantica del algoritmo de Shor

Debe enfatizarse que un proceso cuantico solo es requerido en el paso 2
del algoritmo de Shor. Esta parte esta basada en el algoritmo de estimacién
de fase y el objetivo es encontrar el periodo r de la funcién fy(z), es decir
el numero r mas pequeno que cumpla con la ecuacién 2.12.

El procedimiento que seguiremos para encontrar este periodo r es el si-
guiente:

1. Primero hay tenemos que es establecer el estado inicial en ambos re-
gistros. El estado inicial es

[¢0) = 10)]0).

2. Se aplica la compuerta Hadamard en cada qubit del primer registro,
creando una superposicion.
on—1

(1) = (H®" ® I)|ih) = Z |)[0).

3. Suponemos que la compuerta unitaria Uy actiia como
Uslz)|0) = |@)|fn(2)) = |2)|m® mod N).

Esta etapa recibe el nombre de exponenciacion modular. Para realizar
esta operacion en términos de compuertas de uno y dos qubits es nece-
sario un registro temporal con 2n-+1 qubits [6]. Debido a la necesidad de
un registro adicional y de que las operaciones necesarias son O(n3) [6]
consideramos que es muy dificil realizar la simulacién numérica de esta
etapa, por lo que la consideraremos como ideal en el resto del trabajo
a pesar de que es la operacién mas importante [12] del algoritmo per-
turbado. Si se quiere ver como se realiza esta operacién en términos de
operaciones elementales se puede consultar [6,7].

Asi, tras la aplicacién de Uy el estado es

2" -1

[h2) = Uglgn) = Z )| v (z
4. Se aplica la QF'T inversa en el primer registro
an_127-1
i) = (QFTT @ D) = 5 3 3= e/ )| ()
=0 y=0

— — ()
Z )W) = 5 Z [y ) ) TN
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donde

2m—1

() = D e fu(a)).

x=0

5. Se mide el primer registro. El resultado y es medido con una probabi-
lidad

Prob(y) = |||7§+)>||2

y, al mismo tiempo, el estado colapsa a

@)
TR

En [7] se analiza esta probabilidad y se llega a que

r' sin? (S (L041))+(r—r') sin?(TE0)

Q
Prob(y) = Q7 sin®(7ZF) (ry # 0 mod Q)
TI(QO+T)2+(T77“’)Q% (ry 0 mod Q)
Q%2 — ’

(2.14)

donde Q =2"=rqg+7, (0<r <r)y Qo =rq.

6. Después de medir el primer registro obtenemos y. Con este resulta-
do, r puede ser obtenido eficientemente con la expansion en fracciones
continuas (A.4) de #. Se elige el m-convergente mas cercano [1] a 3%
y cuyo denominador sea menor® que N. Con cierta probabilidad este

denominador es el periodo r de la funciéon fy.

2.4. Fidelidad

En el préximo capitulo nos ocuparemos de perturbar la parte cuantica del
algoritmo de Shor por lo que debemos de tener un método por medio del cual
conocer si el sistema es estable o no. Como criterio de estabilidad usaremos
la fidelidad F'(t), definida como una distancia entre un estado obtenido por
una evolucién con un algoritmo ideal |¢(t)) y uno perturbado obtenido por
una evolucién perturbada [¢°(¢)):

F(t) = [(¢° 0] (1))l (2.15)

SEn [11] toman el m-convergente cuyo denominador sea menor que N/2, pues prueban
que el periodo 7 es menor que este nimero. Por esta razén tienen una probabilidad mayor
de obtener r que con el método usado aqui.
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donde [¢(t)) = U®)[w(0)) y |[0°(t)) = U°(t)[1(0)). A lo largo del trabajo
se asumira que el tiempo ¢ es una variable discreta y entera que denota una
unidad de tiempo del algoritmo, por ejemplo una compuerta, asi U(t) = U,.
Debido a como se deﬁnio la fidelidad esta tendré un valor de entre uno y cero,
uno cuando [ (t) !1/15 )>7 y cero cuando sean completamente diferentes,
este caso es cuando los estados son ortogonales.

Generalmente, puede ser ttil promediar estadisticamente la fidelidad so-
bre un ensamble de estados iniciales |¢)y), asi:

1

l
= S0 ) (2.16)
k=1

donde |1 (t)) = Up|tb), [5(t)) = U [¢x) v L es el tamaiio del ensamble.

Asi una medida del éxito del algoritmo completo es la fidelidad F(t) a
t =T, donde T" denota el numero de compuertas del algoritmo.

Alo largo del trabajo este ensamble se considerard un ensamble de estados
aleatorios. Ademas de éste, otro posible en ensamble es el de los estados
producidos en el paso 3 de la parte cuantica del algoritmo de Shor.

Si en lugar de la relacion 2.16 tomamos

l

1
=7 Z UAGIING
podemos relacionar la fidelidad con una traza de la siguiente forma:
1 5
f(t) =Tr 2_nUtUt .

Aunque esta relacién no la utilizaremos vale la pena mencionarla pues es
comun en la literatura.

7O cuando |Y(t)) = w“w& > pero este caso es equivalente pues son proporcionales
por una fase global



Capitulo 3

Modelo teodrico

Los errores que se producen durante una operacién cuantica se deben
tanto a la interaccién del sistema principal con el medio ambiente como a
la imprecisién de los dispositivos fisicos en la aplicacién de compuertas y
medidas cuanticas.

A la interaccién del sistema principal con el medio ambiente se le de-
nomina decoherencia. Esta causa que generalmente la evolucién del sistema
principal no sea unitaria por lo que debe de considerarse como un sistema
abierto.

Los errores ocasionados por la imprecision de los dispositivos fisicos en
la aplicacion de compuertas y medidas cudnticas son, en principio, mas faci-
les de modelar que los errores de decoherencia por lo que en este trabajo
solo trataremos con errores de este tipo. En un el principio se trabajé con
la hipétesis de que los errores en cada qubit son independientes [13]. Esta
hipétesis es realista para los errores debido a la imprecisiéon de los disposi-
tivos en la aplicacion de compuertas y medidas cuanticas de un qubit [14]
pero no para compuertas de dos qubits que son en los que nos concentrare-
mos en este trabajo. Estos errores se consideran independientes y se modelan
mediante operadores unitarios cercanos al operador identidad, que se deno-
minan operadores de error. Se asume que el error que se produce al aplicar
una compuerta cuantica afecta de modo directo exclusivamente a los qubits
sobre los que actia [14]. Por ejemplo, si se aplica una compuerta cudntica,
de dos qubits, al primer y tercer qubit el operador de error sera de la forma
FEi3®154.. . Esta notacion se usa para indicar que el operador de error solo
actia sobre el primer y tercer qubit y sobre los demés actiia la identidad.

En este capitulo hablaremos sobre como modelamos estos errores en las
compuertas del algoritmo de Shor. El modelo de perturbacion esta basado
en la teoria de matrices aleatorias por lo que a continuacién discutiremos un
poco de ello, pero antes discutiremos la similitud de nuestro sistema con el
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de un sistema abierto.

Como se puede observar en la figura 3.1 en la parte cuantica del algoritmo
de Shor se utilizan dos registros. Nosotros estamos interesados en el primero,
que es donde se realizan las mediciones. Esto hace que el estado final del
primer registro se pueda ver como un estado mixto debido a que el estado
final no es un estado separable®.

0) —+—{H] QFT

0) — d |u)

Figura 3.1: Esquema resumido de la parte cuéntica del algoritmo de Shor.

Asi el operador de densidad del primer registro se puede ver como

7= pk)pr. (3.1)
k

donde p(k) es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
k, v pr esta determinada tanto por el enlazamiento con el registro 2 como
por los efectos de las perturbaciones en la QFT inversa, y por lo tanto tiene
aleatoriedad como en el caso de una interaccion con el medio ambiente. Esto
tiene mucha similitud con el tratamiento de un sistema abierto en decohe-
rencia. Ademas de esto, en algunos casos decoherencia puede ser descrita por
una evolucién unitaria aleatoria sin necesidad de considerar el medio ambien-
te [5], es decir, de la misma forma en la que modelamos los errores debido a
la imprecision de los dispositivos en la aplicacién de las compuertas.

3.1. Teoria de Matrices Aleatorias (RMT)

Originalmente la teoria de matrices aleatorias (RMT?) fue aplicada por
Wigner para tratar con la estadistica de eigenvalores y eigenfunciones de sis-
temas cuanticos complejos de muchos cuerpos. Ha sido aplicada exitosamente
a las propiedades de fluctuaciones espectrales del nicleo atémico y se han
estudiado las fluctuaciones estadisticas de los procesos de scattering en tales
sistemas [15].

8No puede ser visto como un producto tensorial entre un estado puro del primer registro
con otro del segundo.
9Random Matrix Theory.



3.1. TEORIA DE MATRICES ALEATORIAS (RMT) 15

El modelo introducido por Wigner difiere en una forma fundamental de
la aplicacién estandar de conceptos estadisticos en la fisica. En la mecanica
estadistica estandar, uno considera un ensamble de sistemas fisicos idénticos,
todos gobernados por el mismo hamiltoniano pero con condiciones iniciales
distintas, y calcula funciones termodinamicas promediando sobre este ensam-
ble. Wigner procedié diferente: El consideré ensambles de sistemas dindmicos
gobernados por hamiltonianos diferentes con alguna propiedad de simetria en
comun. El modelo enfoca su atencion en las propiedades que son comunes en
todos los miembros del ensamble y que estan determinadas por las simetrias
fundamentales sobresalientes.

RMT ha experimentado un desarrollo rapido e inesperado en el ultimo
cuarto de siglo, ha sido aplicada exitosamente a una gran variedad de proble-
mas fisicos. RMT ha llegado a ser una herramienta importante en el estudio
de sistemas que son aparentemente bastante diferentes de sistemas de muchos
cuerpos. Por ejemplo: Sistemas cuanticos desordenados, sistemas cuanticos
caéticos y gravedad en dos dimensiones [15].

3.1.1. Ensambles gaussianos

En RMT, se empieza con un ensamble de Hamiltonianos que es definido
por un ensamble de matrices aleatorias, donde cada miembro describe una
dindmica diferente. En la practica se usan matrices Hamiltonianas de dimen-
sion finita D, aunque para resultados analiticos a menudo se toma el limite
D — oo.

Dyson encontrd tres ensambles relevantes en mecanica cuantica, definidos
en términos de las propiedades de simetria del hamiltoniano [15].

(i) El ensamble ortogonal gaussiano (GOE!"). Son sistemas invariantes
ante inversion temporal con simetria rotacional. Para tales sistemas, la matriz
hamiltoniana puede ser elegida real y simetrica.

(ii) El ensamble unitario gaussiano (GUE!!). Son sistemas no invariantes
ante reversion temporal. Para tales sistemas, las matrices hamiltonianas son
hermitianas y los elementos de matriz aleatorios H,,, son complejos.

(iii) El ensamble simplectico gaussiano (GSE'?). Son sistemas invariantes
ante inversion temporal, sin simetria rotacional y con espin semi-entero.

En los tres casos la densidad de probabilidad de encontrar una matriz
particular esta dada por una funcién Pp(H). Las funciones Pp(H) son inva-
riantes bajo transformaciones ortogonales, unitarias, y simplecticas del ha-
miltoniano, respectivamente.

10Gaussian orthogonal ensemble
" Gaussian unitary ensemble
12Gaussian symplectic ensemble
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Para estos ensambles considerados por Wigner, las densidades de pro-
babilidad Pp(H) se escogen con forma gaussiana. Que sean densidades de
probabilidad gaussianas se debe a un argumento de maxima entropia en las
densidades de probabilidad de los ensambles, ademas de fijar tr(H?) a una
constante [16].

3.1.2. Ensamble GUE

El ensamble GUE es el que usamos en las simulaciones del algoritmo de
Shor perturbado por lo que lo describiremos con mayor profundidad.

La matriz hamiltoniana es hermitiana y sus elementos son variables alea-
torias complejas con una distribucién de probabilidad gaussiana. Salvo por
los requisitos de simetria, los elementos de matriz son estadisticamente inde-
pendientes y tienen media cero.

La funcién de peso para el ensamble GUE es de la forma

2D 2D
Pp(H) xexp (—Vtrf_ﬂ) = exp (—F (Z |Hil* + 22 |Hij|2)>

i i<j

2D 2D 2D

donde A es una constante de normalizacién independiente de D. Como se
puede en la funcion de peso, la distribucion de los elementos diagonales de
la matriz difiere de la de los elementos no diagonales. Con esto en mente
nosotros construimos las matrices del ensamble GUE de la siguiente forma:

)
H:A+A,
V2

donde A es una matriz con elementos aleatorios, independientes y con una
distribucién de probabilidad gaussiana estandar N (0,1). Debido a esto los
elementos diagonales de H tiene una distribucién gaussiana N(0,2) y los
elementos no diagonales A (0, 1).

(3.2)

3.2. Descripciéon del sistema

El objetivo de este trabajo es analizar como se comporta el algoritmo
de Shor cuando perturbamos la parte cuantica del algoritmo. Con este fin,
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construimos operadores unitarios cercanos a la identidad para modelar erro-
res pequenos en las compuertas cuanticas de dos qubits en la QFT inversa.
La intensidad de la perturbacién se controla con el parametro ¢ al que lla-
maremos fuerza de perturbacion. Asi, la compuerta perturbada esta dada
por [8]:

U = U; exp(—idV}), (3.3)

donde U; representa una compuerta de dos qubits y V; es un operador her-
mitiano perteneciente al ensamble GUE.

Las perturbaciones que estudiaremos se trataran como errores internos
y no se considerard que el sistema interactiie con el medio ambiente (de-
coherencia) puesto que es més dificil de modelar. Debe enfatizarse que las
perturbaciones actian unicamente sobre los qubits en los actian las com-
puertas ideales Uj.

La razon por la que solo se perturban las compuertas de dos qubits es
debido a que experimentalmente en las compuertas de un qubit ya se ha
alcanzando un error menor a 10~% en diversos sistemas y errores tan pequeiios
permite que se puedan implementar protocolos cudnticos de correccién [10].
Por otro lado, en compuertas de dos qubits no se ha podido alcanzar errores
de esta magnitud. En la figura 3.2 se muestra el circuito para tres qubits de
la QFT" perturbada.

0) + €001 {H o Tt
L 2,3
0) + e2mi0Ris|1) —— " H Ry ﬂi
’> ’> 2 - E1,3 E1,24T7
|0> + 627r10.j1]2]3’1> ] R§1 Il Il Rgl

Figura 3.2: Circuito para tres qubits de la QFTT perturbada, donde E; ; = exp(—idV;). La operacién

entre H y Fs es la operacién Swap e intercambia los qubits involucrados, estas operaciones Swap no son
realizadas numéricamente pero han sido puestas en el circuito para enfatizar que E3 solo actia sobre
los qubits en los que actia Ctrl—R;l. Al igual que en los otros circuitos se omiten los factores % (ala

izquierda).

A lo largo de las simulaciones se consideraran dos tipos de perturbaciones:

» Perturbacion estatica: El operador V; no cambia a lo largo del circui-
to de la QFT inversa, es decir V; = V, aunque si cambia cuando se
realiza el algoritmo nuevamente. Esta perturbacion puede representar,
por ejemplo, un error sistematico asociado al método usado en la im-
plementacion de las compuertas que no puede ser corregido.

|j3)
|72)
|71)
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» Perturbacién dindmica: Se considera que el operador V; cambia a lo
largo del circuito de la QFT inversa, es decir V; # V;,. Esta perturbacién
puede representar una imprecision en los dispositivos que cambia con
el tiempo.

3.3. Trabajos previos

En los trabajos [17,18] se estudia la estabilidad de la QFT debido a
los efectos de errores externos, es decir, la fidelidad. Estos errores actuan
sobre todo el espacio de Hilbert y son modelados por una matriz aleatoria
hermitiana de un ensamble GUE. La fidelidad se analiza bajo la teoria de
respuesta lineal [8], la cual puede ser escrita de la forma

F(t)~1- 6 zt: C(t1,ts), (3.4)

ty1,t2=1

donde la funcion de correlacién de la perturbacion es

C(t1>t2) = <W1 (tl)v;h(t2)> - <‘/t1(t1>><‘/152(t2)> (35>

siendo V;(t) = Ut (t)V;U(t) la perturbacién de la j-esima compuerta en la
representaciéon de Heisemberg. En estos se muestra que es ventajoso usar
la QFT mejorada [18] (IQFT), para la cual los errores crecen como ~ n?,
mientras que para la QFT normal los errores crecen como ~ n®. Ademas, al
igual que en [8], se hace referencia a la idea de que mientras mas lento decae
la fidelidad mas rapido decaen las correlaciones.

En los trabajos [12,19] se estudia la probabilidad de éxito del algoritmo de
Shor bajo perturbaciones en la exponenciacion modular, mientras la QFT se
considera perfecta. La QFT no es perturbada debido a que en la exponencia-
cion modular se involucran muchas mas operaciones y resulta mas importante
cuando hay una imperfecciones. Las perturbaciones son sobre todo el espacio
y son debido a un acoplamiento residual entre los qubits.

Debido a que las perturbaciones que consideramos actian solo sobre
subespacios de dos qubits y a que las perturbaciones no son del mismo tipo
que en [12,19] s6lo podriamos hacer comparaciones cualitativas.
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Resultados

El método de estudio de nuestro sistema es el numérico. Con la ayuda del
lenguaje de programaciéon C++ se realizan simulaciones del sistema descrito
en el capitulo anterior con cada tipo de perturbacion, y obtenemos datos
tanto de la probabilidad de éxito de obtener el periodo como de la fidelidad
de la QFT inversa. En las simulaciones analizamos la factorizacion de los
numeros 21, 39 y 55; desde 8 y hasta 15 qubits en la parte cuantica.

4.1. Distribucién de probabilidad

Antes de pasar a los resultados obtenidos con la perturbaciéon de nuestro
sistema hay cosas que decir sobre el caso cuando no hay perturbaciones de
ningtin tipo. En la figura 4.1 se muestra un ejemplo de la distribucién de
probabilidad de las mediciones y que se habld en la parte cuantica del algo-
ritmo de Shor. Esta grafica fue obtenida mediante la simulacién del sistema
cuando la fuerza de la perturbacion  es cero, es decir para el caso ideal, y
coincide a la perfeccion con la probabilidad de la ecuaciéon 2.14. Los puntos
rojos son las y que tras el procedimiento de fracciones continuas nos llevan
al periodo correcto.

Las figuras 4.2 muestran las probabilidad de obtener el periodo r con
el método explicado en la parte cuantica del algoritmo de Shor. Como se
observa en las figuras ademas del periodo se obtienen otros resultados con
cierta probabilidad, esto es debido a que no todos los niimeros y nos sirven
para encontrar r. Ademas se puede ver que mientras mas grande es el nimero
de qubits que se utilizan en el primer registro, la probabilidad de encontrar el
periodo correcto aumenta. Esto coincide con lo establecido cualitativamente
en la ecuacién 2.11.

A partir de ahora solo nos interesara conocer la probabilidad de obtener el
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Figura 4.1: Distribucién de probabilidad para § =0, N =39 = 13 x 3, m = 37 y n = 10. Los puntos

rojos indican las y que conducen a encontrar el periodo correcto.

periodo correcto y centraremos nuestra atenciéon en como cambia ésta cuando
analicemos el caso perturbado.
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Figura 4.2: Probabilidad de obtener el periodo para § = 0, N = 21 = 7 x 3 y m = 2. El periodo
correcto es 7 = 6. A la izquierda se muestan los posibles r paran =6y n =7, y a la derecha se muestra

la probabilidad de r en funcién de n.

4.2. Fidelidad de la QFT inversa

La tnica etapa que es perturbada en la parte cuantica del algoritmo
de Shor es la de la aplicacién de la QFT inversa, por lo que analizaremos
la estabilidad de ésta ante las perturbaciones. Estamos interesados en su
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estabilidad ya que mientras més estable menos cambiard la probabilidad de
obtener el periodo r al haber perturbaciones.

La medida de estabilidad que usamos es la fidelidad F' promediando sobre
un ensamble de estados iniciales aleatorios complejos |1 (0)) con distribucién
de probabilidad gaussiana estandar A/ (0, 1), usaremos la ecuacién 2.16:

F =75 Kuilw)l (4.1)

donde [¢4) = QFTHr(0)), [¢5) = QFTI¢4(0)), QFT] es la QFT inversa
perturbada donde todas las compuertas de error tiene la misma fuerza de
perturbacion 6, y [ es el tamafnio del ensamble.

4.2.1. Fidelidad como funcién de ¢

Como ya se dijo el método de estudio de nuestro sistema es el numéri-
co. Obtenemos resultados de la fidelidad de la QFT inversa tanto para la
perturbacion estatica como la dinamica, desde 8 hasta 15 qubits.

0.8

—eo—  Estético

Dinamico

0.6

0.4

0.2

0' 0 ; 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L I
000 002 004 006 008 010 012 014
0

F igura 4.3: Comportamiento de la fidelidad con perturbacién estatica y dindmica en funcién de la

fuerza de perturbacién para n = 12 qubits y | = 265. Este comportamiento es el mismo para todo n.

En la figura 4.3 se puede observar que la fidelidad para la perturbacion
dinamica es mas estable que la estatica, es decir, la fidelidad decae mas réapido
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para la perturbacion estatica. Esto se esperaba ya que, aunque en nuestro
sistema las perturbaciones actian solo en el subespacio en el que actian las
compuertas, ha sido observado en otros trabajos donde las perturbaciones
actian sobre todo el espacio [20,21].

) 0.007% ]
\ pe \ pre

\ -+ Estético \ -+ Estatico
0.0151 \\ - Dinamico | 0.006/, \ = Dinamico |
0.005¢ ]

w w

0.010r- ] 0.004* ]
0.003- ]

oo e 0002f, ot e
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0 0

Figura 4.4: Comportamiento de la fidelidad con perturbacién estatica y dindmica en funcién de la
fuerza de perturbacién para n = 8, I = 1800 (izquierda) y n = 9, I = 900 (derecha). Se puede observar

que para cierta fuerza de perturbacién las gréificas se intersectan.
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Figura 4.5: Comportamiento de la fidelidad con perturbacién dindmica. Se observa que mientras mas

grande es el nimero de qubits la fidelidad decae més rapido.

Algo que no se alcanza a apreciar en la figura 4.3 es que para una fuerza de
perturbacion ¢ lo suficientemente grande el comportamiento entre las gréaficas
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se intercambia. En cierto punto las fidelidad decae mas rapido en el caso de
la perturbacion dinamica como se observa en la figura 4.4.

En la figura 4.5 se muestra que la fidelidad decae mas rdpido mientras
mayor es el nimero de qubits, esto ocurre para ambos tipos de perturbacion.
Este comportamiento de cierta forma es logico pues mientras mayor es ntime-
ro de qubits mayor es el niimero de operaciones que involucran compuertas
perturbadas.

4.2.2. Ajuste para la fidelidad

La expresion para la fidelidad en la aproximacién de respuesta lineal (3.4)
a su vez se puede aproximar [8,9,17,18] como F' = Exp(—4§*f(n)) donde f(n)
es un polinomio que depende de n.

Encontramos que esta expresién para la fidelidad ajusta bien para las
perturbaciones dinamicas pero no para las estaticas. Llegamos a esta con-
clusién puesto que lo primero que hacemos es calcular el coeficiente para ¢
que se ajusta mejor a los datos numéricos. Esto se hace para cada nimero de
qubits y para la perturbacién estatica el coeficiente es diferente en cada caso,
mientras que para el dindmico varia muy poco de 2. Asi, para la perturbacion
dindmica se tiene que dependencia de la fidelidad en el niimero de qubits n
y en la fuerza de perturbacién 0 es:

Fyin(n,8) = Exp(—0? (2.482 n* — 15.27 n + 67.488)). (4.2)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 4.6: Ajuste para la fidelidad con perturbaciéon dindmica. Los puntos corresponden a valores
obtenidos mediante la simulacién del sistema y la curva es el ajuste Fest(n,d), la grifica negra es para

n =8, = 1800 y roja para n = 13, [ = 160.
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Obtuvimos una dependencia en n? mientras que en [18] se obtiene una

dependencia con n? para el decaimiento de la fidelidad de la QFT. La funcién
4.2 se ajusta muy bien salvo para una fuerza de perturbaciéon muy grande.
Cuando la fuerza de perturbacién ¢ es grande la fidelidad de ambos tipos de
ruido convergen a una constante que depende del nimero de qubits [9]:

lim F(n,5) = 2% (4.3)

d—00

En la figura 4.7 se observa que la fidelidad para ambos tipos de perturbaciones
se comporta de acuerdo a la ecuaciéon anterior.
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Figura 4.7: Comportamiento de la fidelidad cuando la fuerza de la perturbacién es grande. Tanto en
el caso de la perturbacién estética (izquierda) como de la dindmica (derecha) la fidelidad se comporta
como la ecuacién 4.3. Los puntos corresponden a diferentes valores de § = {,3,,4,...,1} y la linea solida

corresponde a la ecuacién 4.3.

4.2.3. Distribucién del ensamble |(¢]|¢y)]

Como ya se dijo antes la fidelidad la calculamos promediando sobre un
ensamble de estados iniciales aleatorios [¢4(0)). Usamos la ecuacién 4.1:

1 l
F=32  Kuilun)l
k=1

donde |¢y) = QFT i, (0)), |42) = QFT{1,(0)), QFT] es la QFT inversa
perturbada donde todas las compuertas de error tiene la misma fuerza de
perturbacion 6, y [ es el tamano del ensamble.

A continuacién discutiremos como es la densidad de probabilidad del valor
|<¢;§|wk>| al calcular la fidelidad con solo un estado aleatorio. Las distribu-
ciones que se muestran en la figura 4.8 se obtuvieron haciendo un histograma
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sobre los datos que se utilizan para obtener la fidelidad y las lineas puntea-
das representan la ubicacion del promedio de la distribucién. Se muestran
cuatro casos que nos ayudaran a inferir el comportamiento general de esta
distribucién:
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Figura 4.8 Distribucién de probabilidad de aparicién de los datos |<¢g{¢k>| Hay cuatro casos que
se pueden diferenciar conforme la fuerza de la perturbacién § aumenta: F' grande (arriba izquierda),
F intermedia (arriba derecha), F' pequefia (abajo izquierda) y lims_,., F' (abajo derecha). Las lineas

punteadas marcan el valor promedio de la distribucién.

= La distribucion de arriba y a la izquierda es una distribucién obtenida
cuando la fidelidad es grande. Mientras mas grande sea [’ la distribu-
cién estarda mas ubicada hacia la derecha.

= La distribucién de arriba y a la derecha es una distribucién obtenida
cuando la fidelidad es intermedia. Se puede observar que esta distribu-
cién es una distribucion gaussiana.

= La distribucion de abajo y a la izquierda es una distribucién obtenida
cuando la fidelidad es pequena. Se puede observar que es como si la
distribucién se hubiera aplastado del lado izquierdo de la distribucion
y por esta razén el promedio no coincide con los valores méas probables.
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= La distribucién de abajo y a la derecha es una distribucién obtenida en
el caso limgs_,, F'. Esta distribucion es la distribucién que se observa en
los datos de la figura 4.7. El valor promedio de la fidelidad es el de la
ecuacion 4.3 y al igual que el caso anterior este valor no esta cerca de
los valores mas probables.

Resumiendo, cuando la fidelidad es grande la distribucién esta ubicada
muy hacia la derecha y mientras disminuye la distribucién se mueve hacia la
izquierda.

El comportamiento de la distribucion es el mismo para ambas pertur-
baciones. Sin embargo, para la perturbacién estatica el movimiento de la
distribucion, al principio, ocurre mas rapido. Otras cosas que se observaron
al hacer el analisis de la fidelidad son:

= Mientras mayor es el nimero de qubits menos datos |<77/Jg|’(/)k>| se ne-
cesitan para obtener un buen promedio, a este fenémeno se le llama
auto-promedio. Esto se debe a que mientras mayor es el nimero de
qubits, mayor es el nimero de operaciones en las que se involucran
compuertas perturbadas y esto hace que se auto-promedie a lo largo
del proceso.

= Para obtener un buen promedio se necesitaron menos datos en la per-
turbacion estatica que en la dindmica para el mismo niimero de qubits.

4.3. Probabilidad de éxito

A continuacién estudiaremos el efecto de perturbar la QFT inversa en la
parte cuantica del algoritmo de Shor sobre la probabilidad de éxito de encon-
trar el periodo y sobre la probabilidad de éxito de la factorizacion consideran-
do sélo los niimeros coprimos m con N. Como veremos estas probabilidades
no son las mismas.

4.3.1. Probabilidad de éxito de encontrar el periodo

La probabilidad de éxito de encontrar el periodo esta dada de la siguiente
forma:

1
R= —— R, 4.4
1,2 4
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donde ¢(x) = |C| es la funcién ¢ de Euler y nos dice cuantos nimeros m < N
son coprimos con N, C ={y € Nly < N Aged(N,y) =1};y

1
Rm:;Zan)

=1

es la probabilidad promedio de obtener el perlodo correcto para un numero
coprimo m donde z el tamano del ensamble, RY es la probabilidad de en-
contrar el periodo en una realizacion del algoritmo para un coprimo m, un
nimero de qubits n y nimero a factorizar N dados.

En la figura 4.9 se muestra el comportamiento de la probabilidad R como
funcién de la fuerza de perturbacién 6 para ambos tipos de perturbaciones.
Se observa que al principio, al igual que en la fidelidad, la probabilidad en el
caso de la perturbacién estatica decae mas rapido que para la perturbacién
dindmica y en algiin punto se cruzan. El cruce de las graficas es mucho mas
marcado que para la fidelidad y mientras mayor es el nimero de qubits el
cruce ocurre antes. Este comportamiento es el mismo para los tres niimeros
analizados 21, 39 y 55.

000 005 010 015 020

Figura 4.9: Comportamiento de la probabilidad R con perturbacion estdtica para N = 55. Cada gréfica
estd normalizada a la probabilidad cuando § = 0. Se observa que mientras méas grande es el nimero de

qubits R decae maés rapido.

En la figura 4.10 se puede observar que la probabilidad R decae mas
rapido mientras mayor es el nimero de qubits. En la figura cada grafica se
normaliza a la probabilidad cuando § = 0 precisamente con el objetivo de
ver cuando decae con mayor rapidez. Esto sucede tanto para la perturbacion
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estatica como para la dindmica y para los tres numeros estudiados. Esta
grafica difiere de las mostradas en la figura 4.11 donde mostramos como es
la probabilidad R sin normalizar las graficas a la probabilidad cuando = 0.

La ecuacién 2.11,
1
n==k+ {1og (2#——)} ;
2€

sugiere que en el caso ideal (§ = 0) mientras més qubits la probabilidad de
éxito es mayor pero como se puede observar en la figura 4.11 esto solo es
cierto para ¢ pequenia. Cuando ¢ es grande hay un nimero de qubits 6éptimo
para el cual la probabilidad de éxito es mayor.

0.40 B 0.4F ]
0.35 —e— Estético b —e— Estético
0.30¢ —=— Dindmico | ] 03¢ —=— Dindmico | |
0.25¢ E

=020 I %oz ]
0.15¢ ]
0.10¢ 1 0.1¢ 1
0.05 g ‘ ‘ —— ¢ ‘ ‘ ‘ e

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
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Figura 4.10: Comportamiento entre la probabilidad R para la perturbacién estatica y dindmica como
funcién de la fuerza de perturbacién. Graficas para el nimero N = 39 para n = 10 promediada sobre

z =75 (izquierda) y n = 15 promediada sobre z = 10 (derecha).
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Figura 4.11: Comportamiento de la probabilidad R con perturbacién dindmica para N = 39 (izquier-
da) y N =55 (derecha).
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4.3.2. Probabilidad de éxito de la factorizacion

La probabilidad de éxito de la factorizacién difiere de la probabilidad de
la seccién anterior pues en este caso no consideramos a todos los niimeros m
coprimos, sino soélo aquellos que cumplen con las condiciones del algoritmo
de Shor (2.3.1) para conseguir la factorizacion. Asi, la probabilidad de éxito
de la factorizacion esta dada por:

1
P= o) 1 > R, (4.5)

me

donde ¢ es la funcién ¢ de Euler y ¢ es el conjunto ¢ = {m € C\{1}|r cumple
con las condiciones del algoritmo de Shor (2.3.1)}.

En esta definicién de P no estamos considerando a los niimeros que no son
coprimos con N porque solo estamos interesados en el caso donde interviene
la etapa cudntica. Pero, si se quiere conocer este nimero se debe tomar en
cuenta la eleccion aleatoria del paso 1 del algoritmo de Shor:

_N-¢N)-1 1

P + E R,,. 4.6
N —2 N —2 " (4.6)
mGC
0.4
*R 0.4
=P
;E 0.3 % 03
Z oo z
8 0. 2 0.2
S S
~ ~
0.1r 0.1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
o 1

Figura 4.12: Comparacién entre las probabilidades Ry P para N = 39, n = 14 (izquierda) y N = 55,
n = 12 (derecha).

La probabilidad P tiene las mismas caracteristicas que la probabilidad
R pero es més interesante pues estamos viendo la probabilidad de éxito de
la factorizacion; P siempre es menor que R pues el conjunto ( tiene menos
elementos que el conjunto C\{1}. En la figura 4.12 se muestran dos ejemplos.
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4.3.3. Distribucion del ensamble R%)

Cuando realizamos el experimento de factorizacion tomamos un ntimero
coprimo m con N y calculamos su periodo r. En una realizacion del ex-
perimento obtenemos este periodo con una probabilidad RY. En seguida
estudiaremos como se comporta este ensamble.

La forma de esta distribucion es como se muestra en la grafica de arriba
y a la izquierda en la figura 4.13. Aparecen varios picos gaussianos donde
cada una refleja la distribuciéon para un grupo de coprimos m que tiene
la misma probabilidad de éxito. En general se tiene que cuando la fuerza
de la perturbaciéon aumenta los picos se mueven hacia la izquierda, pues la
probabilidad de éxito disminuye, y se juntan maés.
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Figura 4.13: Distribucién de probabilidad de los datos Rg,i). Gréficas para n = 8, N = 39 (arriba),
N =55 (abajo), § = 0,05 (izquierda) y 6 = 0,1 (derecha). Los picos en las distribuciones corresponden a

las distribuciones de los coprimos que tienen las mismas probabilidades de éxito de encontrar el periodo.

Cuando la fuerza de la perturbacién es cero la distribucién solo corres-
ponde a la probabilidad asociada con cada coprimo. En la figura 4.14 se
muestran dos ejemplos.

Las graficas de la figura 4.13 son considerando a todos los coprimos m
con N. Pero, si consideramos solo a los coprimos con los que se consigue la
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Figura 4.14: Distribucién cuando § = 0 en N = 39 (izquierda) y N = 55 (derecha). Los picos tienen

ancho cero pues en realidad son proporcionales a la funcién delta .

factorizacién ocurre algo curioso. En las graficas de la figura 4.15 se observa
que cuando solo tomamos en cuenta los coprimos con los que se logra una
factorizacién exitosa el pico que tiene la probabilidad mayor desaparece. Esto
pasa en todos los casos que se estudiaron.
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Figura 4.15: Distribucién con todos los coprimos (izquierda) y con los que se logra una factorizacién

exitosa (derecha) para § = 0,05, n =8, N = 21 (arriba) y N = 55, n = 11 (abajo).
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4.4. Comparacion entre fidelidad y probabi-
lidad de éxito

A continuacién vemos como se comporta la probabilidad de éxito de la
factorizaciéon contra la fidelidad. En la grafica 4.16 se observa que la proba-
bilidad P dinamica decae méas rapido que la estatica. Esto nos dice que si se
logra implementar la QFT inversa con la misma fidelidad para ambos tipos
de ruido la probabilidad serda mas alta para la perturbacién estatica. Esto
ocurre para los tres nimeros estudiados N y para todos los qubits n. Este
comportamiento no puede ser inferido facilmente de la graficas anteriores.
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Figura 4.16: Comparacién entre las probabilidades P para la perturbaciéon estatica y dindmica como
funcién de la fidelidad F' para N = 21, n = 11 promediada sobre ¢t = 60 (izquierda) y N =39, n =9

promediada con ¢t = 105 (derecha).
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Figura 4.17: Comportamiento de la probabilidad P para la perturbacién dindmica en el ntimero de
qubits como funcién de la fidelidad. Graficas para N = 39 (izquierda) y N = 55 (derecha).

Otra cosa que se observa es que tanto para la probabilidad P con pertur-
bacién estatica como con perturbacién dindmica en los tres nimeros analiza-
dos se tiene que la probabilidad si es mayor mientras mayor es el nimero de
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qubits cuando fijamos la fidelidad. En la figura 4.17 se muestran dos ejem-
plos para el caso de probabilidad P con perturbacion dinamica pero tambien
ocurre para la perturbacién estatica.

Parece ser que lo establecido en la ecuacién 2.11 es cierto cuando fijamos
la fidelidad. Sin embargo, no es posible conseguir esto experimentalmente
pues si con un método se consigue que la QFT inversa para n qubits tiene
una fidelidad dada, entonces, la fidelidad para la QFT inversa con n + n’
qubits tendré una fidelidad menor pues hay mas operaciones implicadas.

4.5. Numero de qubits 6ptimo

Como ya se habia dicho en la seccién 4.3.1 cuando tenemos una fuerza
de perturbacién ¢ grande existe un nimero de qubits éptimo para el cual
la probabilidad de éxito en la factorizacién es la maxima. A este ntimero de
qubits le llamaremos (). En las figuras 4.18, 4.19 y 4.20 se muestra el nimero
de qubits optimo para N = 21,39 y 55, respectivamente.
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Figura 4.18: Ntmero de qubits éptimo para N = 21.

Tanto para N = 39 como para N = 55 se observa un comportamiento
parecido al de la fidelidad como para las probabilidad de éxito. Cuando § es
pequena () decae mas rapido para la perturbacién dinamica y después, para
cierto valor de 9, () es mayor para la perturbacion estatica.

Que la probabilidad de éxito de la factorizacién sea la maxima para un
nimero de qubits que no es el mayor es un resultado importante pues nos hace
ver que si la perturbacion es grande no importa que nuestra computadora
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cuantica tenga muchos qubits, la tarea no se realizara lo mas eficientemente
posible. En algiin punto el menor nimero de qubits estudiado n = 8 resulta
mas eficiente que el mayor n = 15. Las graficas que se muestran se realizaron
sé6lo tomando en cuenta a los qubits estudiados, es decir, desde n = 8 hasta
n = 15. Para 6 = 0 el valor de () sera el del n maximo al que se tiene acceso.
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Figura 4.19: Ntmero de qubits 6ptimo para N = 39.
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Figura 4.20: Ntmero de qubits éptimo para N = 21.
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Conclusiones

A lo largo del trabajo se estudiaron las implicaciones de perturbar las
compuertas de dos qubits en la parte cuantica del algoritmo de factorizacion
de Shor sobre la probabilidad de éxito del algoritmo, asi como en la fidelidad
de la QFT inversa.

Se determiné que la fidelidad como funcién de la fuerza de perturbacién &
decae mas rapido en el caso de perturbaciones estaticas que en el de pertur-
baciones dinamicas. Pero, cuando la fidelidad es pequena el comportamiento
se invierte y decae mas rapido para la perturbacién dindmica. Se estable-
cié que la fidelidad decae mas rapido mientras mayor es el nimero de qubits
con los que se trabajan.

El comportamiento de la probabilidad de éxito en la factorizaciéon como
funcion de la fuerza de perturbacion es similar que el de la fidelidad de la
QFT inversa en cuanto al decaimiento con perturbacién estatica o dindamica,
ademas decae mas rdpido mientras mayor es el nimero de qubits. Un resulta-
do importante es que existe un nimero de qubits para el cual la probabilidad
de éxito es la maxima y no es necesariamente el niimero de qubits mas grande
al que se tiene acceso. Asi, en el caso perturbado, existe un niimero de qubits
optimo para el cual la probabilidad de éxito es la maxima dependiendo de la
fuerza de perturbacion.

Otro resultado sobresaliente es que la probabilidad de éxito en la factori-
zacion, como funcién de la fidelidad, decae més rapido para la perturbacién
dinamica. Ademas, al igual que el caso ideal, si fijamos la fidelidad mientras
mayor es el nimero de qubits mayor es la probabilidad de éxito del algoritmo.

Como trabajo futuro hay varias opciones. Para extender el trabajo se
puede: incrementar el niimero de qubits maximo con ayuda de el lenguaje de
programaciéon CUDA; estudiar mas ntmeros a factorizar N para tratar de
establecer una relacién entre estos; implementar la QFT mejorada (IQFT) y
comparar su estabilidad con la de la QFT ante este tipo de errores; y realizar
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el algoritmo de exponenciacion modular y perturbarlo.

Una forma en la que se podria mejorar la eficiencia del algoritmo de
factorizacion es hacer una implementacion semiclasica de la QFT en la que
solo se usa un qubit [22], esto hace que podamos acceder a la factorizacion de
numeros mas grandes con el mismo nimero de qubits y asi estudiar nimeros
N mayores.



Apéndice A
Complemento al capitulo 2

En este apéndice se presentan comentarios e informacién que complemen-
tan a la del capitulo 2.

A.1. Circuito de la QFT

A continuacion se presenta de desarrollo algebraico para obtener la rela-
cion mostrada en la ecuacién 2.5. Utilizando la equivalencia en la represen-
tacién producto [3] |71, ..., jn) = |J) ¥ las ecuaciones 2.1, 2.3

2m—1

. 1 Tid n
j) — e 262 Jk/2 k)

k=0

Separamos en sumas de los estados de los qubits:
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3 S e (e ) )

2n
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Separamos en un producto tensorial de estados de los qubits:
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(‘O) + €2m0.jn’1>) (|0> + eQin.jn,ljnH)) . (m) + 627rio.j1--~jn’1>)
on/2 ’

A continuacién se analiza como trabaja el circuito de la QFT mostrado en la
figura 2.1. Consideremos que la QFT actia sobre el estado inicial |jy, ..., Jn)-
Aplicar la compuerta Hadamard sobre el primer qubit produce

1 0.7 . .
W(|O> + 62 0.]1|1>)|]27 ""jn>7

va que €209t = —1 cuando j; = 1y +1 cuando j; = 0. Aplicar la compuerta
Ctrl-Rs produce el estado

1 o0 , ,
573 (10) + 9= 1) o .y ).

Se contintdan aplicando las compuertas Ctrl-R3, R4 hasta R,, y cada una de
estas agrega un bit en la fase de |1). Al final de este procedimiento se tiene

el estado
1

575 (10) + 0959 1)) ., ).
Ahora se realiza un procedimiento similar en el segundo qubit. Se aplica la
compuerta Hadamard sobre el segundo qubit y produce el estado

1

275 (10) 4+ 2020 1) ([0) + €702]1)) |, . ),

y las compuertas Ctrl-Ry hasta R,,_; producen el estado

1

W (|0> + 627r7;0-j1j2---jn

1)) (10) + €270591)) g, ..y )

Se realiza este procedimiento en cada qubit y se obtiene el estado

1

W(‘()) + 627ri0,j1j2...jnH>)(|O> 4 e2ﬂio'j2"'j"]1>)...(]0> 4 62”i0'j"\1)).

Para finalizar se realiza la aplicacion de las compuertas Swap, que se omitie-
ron en la figura 2.1 por motivos de claridad y puesto que esta operacién se
puede realizar clasicamente con facilidad, se obtiene el estado final

1

WUO) +627ri0.jn

1>) (|0> + e2m10.jn—1Jn

1),

el cual es el estado final que se muestra en la ecuacién 2.5.
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A.2. Criptografia RSA

Aqui se presenta un ejemplo hecho en Mathematica de como el método
RSA codifica y decodifica mensajes mediante el producto de dos numeros
primos.

Bob le quiere enviar a Alice un mensaje mediante un via publica. Para
hacer esto Bob codifica el mensaje y Alice serd la tnica persona capaz de
decodificarlo.

1. Alice prepara dos nimeros primos grandes p y ¢, los cuales mantiene
en secreto y solo publica el producto de ambos N. En este ejemplo se
usaran:

p = 61427839512211

q = 61427839542533,

para los cuales
N = 3773379469000565896107370463.

Toma un tiempo bastante largo (para nimero més grandes) factorizar
N como un producto de p y q. Alice también prepara un numero lla-
mado exponente e(< N), el cual es primo relativo a (p —1)(¢—1). Ella
puede encontrar facilmente el niimero:

e =901, gedle, (p—1)(¢ = 1)] =1,

por ejemplo, donde gecd[a,b] es el maximo comun divisor entre a y
b. Este nimero también es publicado junto con N. Ahora calcula en
inverso modular d de e mod (p — 1)(¢ — 1):

de=1mod (p—1)(¢g—1) —
d =72871035250397013211379238]1.

Alice mantiene a d en secreto.

2. Bob le quiere enviar el mensaje "hola”, por ejemplo. Con cierto método
(ASCII, etc.) se transforma este mensaje a una secuencia de nimeros
decimales y el resultado es menor que N. Supén que el método trans-
forma el mensaje a

adiés — 234005670089100,
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por ejemplo. El codifica su mensaje como adiés® modN y lo envia a
Alice a través de un canal abierto:

mensaje = adiés® mod N
=447305466323772068994836794.
3. Usando d Alice decodifica el mensaje que recibi6
mensaje? modN = 234005670089100.

Asi Alice obtiene el mensaje.

A.3. Factorizacion clasica

El siguiente procedimiento es el realizado Mathematica para el algoritmo
de factorizacién clasica que se usa en el algoritmo de Shor. Esta hecho para
para factorizar un niimero N como un producto de dos nimeros.

FactorizacionClasica[N_] := Module[{m, r, p, q},

Label [uno] ;

m = Random[Integer, {2, N - 1}];

If[GCD[m, N] === 1, Gotol[dos], Gotol[unol];

Label[dos];

r = Timing[Catch[Table[If [PowerMod[m, i, N] === 1, Throw([i]],

{i, 2, N/2}11];
If[EvenQ[r[[2]]], Gotol[tres], Gotol[unol];

Label [tres];

If [Mod[m~{r[[2]]/2} + 1, N] === 0, Goto[uno]l];
p = GCD[m~{r[[2]]/2} - 1, NJ;

q = N/p;

{m, r, p, q}]

El procedimiento solo considera ntumeros m que son coprimos con N. El
resultado es una lista con m, el periodo y su tiempo de computo r =
{tiempo, periodo}, los factores p y q.

A.4. Algoritmo de fracciones continuas

El objetivo del algoritmo de fracciones continuas es expresar nimeros
reales solo en términos de enteros, usando expresiones de la forma [3]

1
lag, ..., ap]| = ag + : ; (A.1)
a + ——

az+ ;L
~tayg
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donde ay, ..., ap; son enteros positivos, para los propositos del algoritmo de
Shor es conveniente tomar ay; = 0 pues ¢ es menor que 1. Definimos el
m-convergente (0 < m < M) como |ag, ..., a,]. El algoritmo de fracciones
continuas es un método para determinar la expansion en fracciones continuas
de un numero real arbitrario.
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