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Objetivos.

Escribir un programa que nos permita conocer las posiciones de las espiras
de una bobina gradiente, para poder construirla y caracterizarla.



Resumen

En este trabajo se construyé el prototipo de una bobina de gradiente de cam-
po magnético. Existen distintos métodos para poder encontrar la distribucién
de los cables en una bobina de tal forma que nos genere en una componente del
campo magnético un comportamiento lineal, como es requerido en una bobina
de campo gradiente.

Para poder encontrar las distribuciones de las espiras, se utiliz6 un método
conocido como Simulated Annealing (Simulacién por recocido SA). Este algo-
ritmo consiste en minimizar un funcional, por medio de métodos estadisticos,
en especifico una variante del método de Monte Carlo. A diferencia de otros
métodos de optimizacién combinatoria el método SA, es un método que busca
minimos globales. Usando este método se buscé minimizar la desviaciéon estan-
dar del gradiente del campo magnético que cada espira generaba con el gradiente
del campo magnético promedio esperado.

Finalmente para validar nuestros resultados obtenidos de la simulacién se
procedi6 a realizar el prototipo de la bobina en las mismas condiciones que en
la simulacion. De la parte experimental se encontré un error porcentual del 8 %
entre la simulacion y los datos experimentales.

También se observo que se podia cambiar de geometria de forma relativa-
mente facil, es decir en el presente trabajo se partié con la idea de construir una
bobina de campo gradiente cilindrica, pero se encontré que también se puede
construir bobinas con geometrias esféricas.
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Capitulo 1

Introduccion.

Una de las técnicas més cominmente utilizadas en medicina para diagnostico
es la resonancia magnética RM. Este principio se basa en la propiedad del spin
nuclear. Al igual que en el espin de un electrén bajo la influencia de un campo
magnético externo se presenta un efecto Zeeman, para el espin nuclear. Mediante
un tratamiento clésico se puede observar que al introducir este campo magnético
el espin procesara a una cierta frecuencia angular, esta frecuencia es utilizada
enviando un pulso con esta frecuencia, para que el espin nuclear cambie de
estado de energia, y al decaer emita un pulso de la misma frecuencia.

1.1. Momento angular nuclear.

Si el nacleo es un sistema aislado, es decir con torque igual a cero, entonces
su momento angular es una cantidad constante. Esta situacién es anédloga a la
de unsistema clasico en donde no intervienen fuerzas externas y se conserva
su momento angular. De la misma forma ocurre en un dtomo con operador de
momento angular L, siguiendo esta analogia, si I representa el momento angular
total nuclear, entonces los eigenvalores del cuadrado del operador de momento
angular total son I(I + 1) en unidades de /. Expresados en la ecuacion de
eigenvalores:[3]

Uy >=I(1+ 1R | Uy > (1.1)

En esta ecuacion I2es el operador que pertenece al cuadrado del momento
angular total y Wypes una eigenfuncion comun entre 12 y I,, Donde I.es la
componente-z del momento angular total. Para este operador tenemos:

LUy >=m.h| Uy > (1.2)

Las ecuaciones anteriores se satisfacen para un conjunto de eigenfunciones
comunes y esto se debe a que el conmutador del? y I, es cero.



[ﬁ,[z} =0 (1.3)

De la ecuacion (1) se observa que la magnitud del momento angular total esta
cuantizada y sus valores estan restringidos a valores 1/I(I + 1)k, de la ecuacion
(2) vemos que la componente z del momento angular puede tomar solo valores
Mh. Los niimeros cuanticos I y M son enteros y para un valor dado de I, M
puede tomar 27 4+ 1 valores desde —I hasta I. El espacio de cuantizacién del
momento angular nuclear es expresado en el siguiente diagrama (fig 1.1):

4h

- 1/21'1

Figura 1.1 Este diagrama vectorial muestra las posibles orientaciones del
vector de momento angular total I. El diagrama muestra I = %, los (2141)=2,
posibles estados son, £k, —1h

Los valores permitidos de I no son solo enteros, sino también semi-enteros.
En los valores semi-enteros son un resultado de la propuesta de Pauli de un
espin intrinseco. El momento angular total es la suma del momento angular
orbital y el momento angular de espin . Experimentalmente se a observado que
los nicleos con numero de masa par tiene espin cero o entero, mientras que
los ntucleos con numero de masa impar tienen espin semi-entro. Y en particular
niicleos con nimero de masa y nimero atémico par tienen espin cero.

1.2. Momento magnético.
A continuacion consideraremos el momento dipolar electromagnético asocia-

do con el nucleo y nucleones. El momento dipolar magnético i asociado a un
circuito de area A y corriente i, es de la forma:[3|

iA (1.4)

=
I



Fig 1.2 Momento magnético dipolar, generado por un circuito de corriente de
area A.

Ahora para un electron que se mueve en una orbita circular de radio r y
periodo T

(& erv
P 15
"TT T o (1.5)

Y A =nmr? , entonces de la definicién de momento magnético tenemos que:

(& e

Donde L es el momento angular. La ecuacion (7) implica un hecho impor-
tante, el hecho de que el momento angular L, da lugar al aumento de momento
dipolar i de una particula cargada. El momento angular puede ser generalizada
de la siguiente forma:

e
=—1L L.
p=g5 9 (1.8)

Donde g es un factor conocido comoconstante giromagnetica. Para un nicleo
se puede escribir como:



e
=—1 1.9
p=5-1g (1.9)
Usualmente e es definida como positiva y el signo del momento dipolar mag-
nético p es dado por el signo de la constante giromagnetica. I, el momento
angular nuclear tiene unidades de & asi que la ecuacién anterior se suele escribir
como:

1
p=rluog (1.10)

Donde a pg = % se le conoce como el magnetén y es la unidad de medida

del momento magnético. Sin embargo en cuestiones nucleares se utiliza con més

frecuencia el magneton nuclear definido como: u,, = ;h = -£2 en donde la
m, 1836

masa del protén, m,, es 1836 veces la masa del electrén. Utilizando el momento
dipolar de esta seccién consideraremos el efecto Zeeman nuclear.

1.2.1. Efecto Zeeman Nuclear.

Si a un nucleo le es aplicado un campo magnético, la degeneracion en los
estados se rompe, justo como en el caso del momento angular normal. El desdo-
blamiento entre los niveles de espin nuclear se llama el desdoblamiento nuclear
Zeeman. La RMN es la espectroscopia de los subniveles nucleares Zeeman

Figura 1.3 Desdoblamiento de los niveles de energia del espin. Al introducir un
campo magnético externo.

Para poder ver esto consideremos el desdoblamiento Zeeman del nivel de
energia Fy, cuando un campo magnético estatico de magnitud By es aplicado.
El momento magnetico de la particula i va a interactuar con el campo magnético
By, y la energia de interaccién es —,u-E . Entonces el hamiltoniano en la ecuacién
de Scrhédinger H | ¥ >= E | ¥ > :[3]

H Es de la forma:



H=Hy+ H,

Donde H; = — B, con lo que tenemos:

H=Hy,—p-B

De la seccién anterior, ec 1.10 podemos sustituir p tenemos:

1 R
H=Hy—71lnog- B

Donde el hamiltoniano Hj corresponde a una energia Fy dada por:

H0|‘1/>:E0|\I/>

Si se esoge z al hacer [ - B

I-B=1Bcos = I.By

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Ya que IBcosf es la proyeccion de I sobre el eje 2. Y donde los eigenvalores
de I. son A, por lo que al operar H | ¥ >= (Hy — +1.p09Bo) | ¥ >tenemos

como eigenvalores E:

E = Ey — pogM By

=1
)

Iﬂfz E. . AE-= gu,B

Campo apagado - 112

Campo encendido

Fig.1.4 Efecto Zeeman nuclear en un campo magnético externo con I =

10

(1.16)

1
2



Experimentalmente se puede conocer la constante giromagnetica g usual-
mente esta constante en la literatura se denota por v = 5%, al determinar
AFE = gBou, = vBgh. Si conocemos By, entonces 7y es obtenida facilmente de

la relacion:

p=Ipny (1.17)

La relacion AE = vBgh = wh implica que entre dos estados de energia
préximos, la condicién de resonancia wrp = vBj indica que los principios de la
resonancia magnética, pueden ser descritos de forma clasica.

1.3. Movimiento del espin nuclear.

El 4tomo maés simple, el hidrogeno, se encuentra en casi cualquier compuesto
organico y estd compuesto por un solo protén y un electrén. Para propositos
de la RM, el aspecto clave del ntcleo de hidrogeno es su momento angular, el
cual se asemeja al de un giréscopo clasico, en este caso un giréscopo magnético
que precesara en torno al eje de magnetizacién. Como el espin del nicleo de
hidrogeno esté cargado positivamente, este genera un campo magnético y posee
momento magnético p = vI de acuerdo con la ec 9. Siendo I I(J), (4£)(I —
1),..— (%)I .

La direccién de un campo magnético externo define la direccion del eje z,
y la energia del espin esta dada por —u - B. El comportamiento del momento
magnético del nicleo tiende a alinearse paralelamente al campo externo, lo mis-
mo que al poner una barra de un iméan en las cercanias de un campo magnético
externo. En este caso la posicién paralela es la mas comtn ya que requiere la
menor energia por lo que habra un nimero mayor de niucleos alineados en esa di-
reccion. Esto ocasiona que el momento magnético précese, movimiento conocido
como precesion de Larmor(Figl.3). [4]
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Figura 1.3 Precesién del momento magnético nuclear u, respecto al campo
magnético externo B, en el eje z.

Esta precesion del momento magnético alrededor de B, ocurre con velocidad
angular w, llamada frecuencia de Larmor, donde existe una proporcién directa
entre la frecuencia de Larmor, y el campo magnetico externo aplicado:

w=~yB (1.18)

En terminos de energia el cambio de energia en el sistema esta dado por la
frecuencia de larmor es decir:

AE = hw = hyB (1.19)

Esta diferencia representa, la cantidad de energia nesesaria para cambiar
entre los posibles estados del espin (figl.4).

AE

N-_
i
+

B =

m

12



Figura 1.4 Cambio en la energia del espin

Por lo que al usar RM para conocer 7, se fija un campo magnético externo
constante y paralelo al eje z, de esta forma los espines quedan alineados en la
direccion del campo magnético. Al introducir un segundo pulso el cual es variable
con el tiempo, en forma més precisa es un pulso de radio frecuencia RF (ya que
tipicamente las frecuencias usadas son de 10 a 500 Mhz), perpendicular a z.
Estos fotones tendran una energia hw, pero cuando coincide w = yhB entonces
los espines pueden cambiar de nivel de energia. Al decaer del estado excitado
emitiran un fotén de frecuencia w = yiB

1.4. Magnetizaciéon en RM.

Para utilizar la técnica de RM, se necesita un campo magnético B estéatico, y
un pulso de RF. Sin embargo este pulso puede ser perpendicular a la direcciéon del
campo magnético estatico o puede estar antiparalelo a este. Con lo que origina
que la muestra quede magnetizada transversal o longitudinalmente dependiendo
del pulso.

1.4.1. Magnetizacion longitudinal.

En los experimentos de resonancia magnética existen dos tipos de magneti-
zacion la magnetizacion longitudinal la cual consiste en la magnetizacion de los
espines cuando estan paralelos al campo externo, supongamos que una mues-
tra que contiene nucleos con espines % , por ejemplo una muestra de agua. En
ausencia de un campo magnético externo, la polarizacién de los espines se man-
tiene uniformemente distribuida, apuntando en todas las posibles direcciones
espaciales. Si el campo magnético externo es encendido subitamente la magne-
tizacién nuclear macroscopica es inicialmente cero pero gradualmente crece. La
magnetizacién longitudinal sigue un comportamiento de la forma:

—tinicial )

t

M. = Mpua(1— e H™) (1.20)
Como la interaccion de decaimiento de la magnetizacion longitudinal es un
fenomeno colectivo es decir depende de los espines en los alrededores, este pro-
ceso se le conoce como relajacién longitudinal. La constante 7} se le conoce
como constante temporal de relajacién longitudinal. Esta constante depende
del isotopo y de la muestra asi como de la temperatura. Tipicamente el valor de
Tiesta en el rango de los milisegundos a segundos, en algunos casos excepciona-
les T1 puede llegar a ser de dias a meses. Cuando el campo magnético externo

es apagado la magnetizacion decae con un comportamiento de la forma:

t*tapayado )

M, = Mpyga(e ) (1.21)
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Sin embargo esta tipo de magnetizacion es para fines experimentales inde-
tectable MR toma otro enfoque en vez de medir la magnetizacién nuclear de los
espines a lo largo del campo, se mide la magnetizacién de forma perpendicular.
Este estado de equilibrio corresponde un ntimero largo de espines, que procesan
sobre la direccion del campo magnético. Sin embargo con el puro campo externo,
no existe una magnetizacién neta perpendicular al campo.

1.4.2. Magnetizaciéon Transversal.

En la resonancia magnética se utiliza otro tipo de magnetizacién para poder
tener resultados experimentales, conocida como magnetizacién transversal esta
magnetizacion funciona de la siguiente forma. Al introducir un pulso de radio
frecuencia al sistema muestra, el espin experimenta dos campos magnéticos, un
campo estatico generado por el iman y un campo oscilante debido al pulso R.F.
El campo estatico es de mucha mayor amplitud que el campo oscilante pero solo
con el campo de RF se pueden obtener resultados experimentales en donde la
senal detectada es mas facilmente medible, lo importante del pulso R.F es como
produce una senal que puede ser detectada. En este sistema es importante que
al estar el espin precesando en torno al vector de magnetizacion, este gira a una
cierta frecuencia, por lo que la senal de radio frecuencia es igual a esta frecuencia
de precesion originando un fenémeno de resonancia. Esto permite que un pulso
débil de R.F aumente conformé el tiempo pasa. Si el pulso es aplicado un tiempo
suficiente, entonces el pulso de R.F aunque no tenga una gran amplitud, da lugar
a un gran cambio en el estado de los espines.

Supongamos que el sistema de espines se le permite llegar a un estado de
equilibrio térmico en presencia de un campo magnético externo, y la magne-
tizacion nuclear macroscépica del sistema en equilibrio con valor ngf};;g:w a
lo largo del campo externo. En este caso no hay magnetizaciéon perpendicular
al campo, debido a que en promedio, la distribucién de la magnetizacién en
equilibrio termodinamico es de simetria cilindrica alrededor del eje z. Si los es-
pines son rotados 90 alrededor del eje x, el resultado es que la polarizacién de
los espines estaré a lo largo del eje y. Como esto ocurre para cada espin en la
muestra.

La polarizacion neta a lo largo del eje z es transferida en una polarizaciéon
neta a lo largo del eje y que es perpendicular al campo aplicado. A esto se le
conoce como magnetizacién perpendicular.

Cuando el pulso es apagado los espines reanudan su movimiento de precesiéon.
Los espines de manera individual precesan cada uno. Sin embargo macroscépi-
camente aparece un nuevo fenémeno. El estado justamente después del pulso
corresponde a una polarizacién neta a lo largo del eje y perpendicular al campo
externo. Como cada espin precesa, el momento magnético también presesa. Por
lo que la magnetizaciéon nuclear rota en el plano xy, perpendicular al campo
externo. Las ecuaciones despues de apagar el pulso son:

M, = —Muclear cos(wt)e(%:) (1.22)

equilibrio
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Figura 1.5 Magnetizacién Transversal, en donde al no poder mantener la
sincronia en el decaimiento de los espines el decaimiento se asemeja en dos
dimensiones a un movimiento amortiguado.

El decaimiento de la magnetizacion transversal decae lentamente porque es

imposible el mantener sincronia exacta entre las diferentes precesiones magné-
ticas nucleares. Este proceso de decaimiento es irreversible.

1.5. Instrumentacion en Imagen por RM

Gracias a la resonancia Magnética Nuclear, se pudo desarrollar la idea de
Imagenologia por Resonancia Magnética (IRM). Esta técnica es no invasiva y
que a diferencia de técnicas que utilizan rayos-X, no utiliza radiacion ionnizante.
Esta técnica permite visualizar bastante bien los tejidos, y diferenciar los tejidos
en buen estado y los que presentan alguna anomalia. Sin embargo un sistema

de TRM consta de tres componentes principales, el Iman, Antena de gradiente,
Antena de RF

15



Antenas de Iman
Gradiente

Antenas de R.F.
Figura 1.6 Equipo de IRM principal.

1.5.1. Iman.

Para generar el campo magnético principal se pueden utilizar tres tipos
diferentes de imanes, Imanes permanentes, imanes resistivos e imanes super-
conductores. Las principales caracteristicas, son la magnitud del campo By, la
homogeneidad espacial, la estabilidad temporal espacial.[16]

e Los imanes permanentes en IRM, son tipicamente construidos del material
magnético NdBFe. Los materiales de los imanes permanentes estan caracteriza-
dos por la curva de histéresis, la cual describe la respuesta no lineal del mate-
rial a un campo magnético externo. Esto ocasiona que al encender un campo
magnético externo la magnetizacion del material se incrementara. Estos imanes
tienen como ventajas el que no necesitan electricidad para funcionar y tampoco
necesitan de mantenimiento. Debido a su construccién el campo magnético es
ortogonal al paciente. Las desventajas de estos equipos es su gran peso de més
de 10 toneladas y sus elevados costos debido al material para crear los imanes.
Ademas de que se necesita que la temperatura permanezca constante, es decir
que no existan variaciones mayores a 1 k.

= Imanes resistivos, su funcionamiento se basa en hacer pasar una corriente
a través de un conductor, pero en conductores convencionales por ejem-
plo cobre, la resistencia del material origina que la mayor parte de la
energia eléctrica termina convertida en energia térmica. Este tipo de ima-
nes requieren una fuente de corriente para mantener el campo magnético,
ademés de que requieren de un sistema de enfriamiento para disipar el
aumento en la temperatura generada por la resistencia del conductor. Es-
tos imanes son susceptibles a variaciones en su campo magnético causadas
por inestabilidades en el suministro de corrientes.
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Figura 1.7 Iman de IRM

= Imanes superconductores en principio, estos imanes operan en una manera
similar a los imanes resistivos, estos imanes generan el campo magnético
por medio de circuitos que tienen una corriente. Pero en vez de usar cobre,
los imanes superconductores usan una aleaciéon de Niobio- Titanio (NbTi),
al bajar la temperatura se presenta el efecto de superconductividad. Para
mantener la baja temperatura se requiere de la utilizaciéon de helio liquido,
con lo cual se mantiene una temperatura menor a 270°C, mientras en la
habitacion fuera del iman se mantiene a una temperatura de 20°C. Para
poder mantener este gran gradiente de temperatura, el imén supercon-
ductor se coloca dentro de un tanque conocido como criostato. Este es un
dispositivo no magnético, de estructura metélica que contiene escudos de
radiacién para prevenir que exista un flujo de calor. Si se interrumpe o fa-
lla el aislamiento ocasionara que el alambre de la bobina superconductora
se caliente, y pierda el efecto superconductor ocasionando que la corriente
se transforme en energia térmica.

Figura 1.8 Iman superconductor.[17]

1.5.2. Sistema Radio Frecuencia.

El sistema de radio frecuencia RF, en RM es usado para crear la magneti-
zacion transversal necesitada en RM. El sistema RF consiste en una cadena de
trasmision y recepcion senales de radio frecuencia.

= Transmisor, al principio de la cadena de transmision, se encuentra el trans-
misor de RF, el cual consiste en un generador y un amplificador de RF. El

17



generador de baja potencia oscila a la frecuencia de Larmor. Su senal de
salida es modulada por un controlador digital que da la forma del pulso.
Este pulso es entregado a una bobina de RF.

= Bobinas RF, para acoplar el pulso RF del transmisor de RF al cuerpo
humano se requiere de una antena de RF. Antes de empezar una imagen
por RM, la bobina se sintoniza con la frecuencia de resonancia del sistema
(sintonizacion RF). Simultdneamente, las propiedades del circuito cambian
para que la resistencia de la bobina coincida con la resistencia del cable
transmisor. Una vez que la bobina es sintonizada, el transmisor es ajusta-
do. Durante este proceso, el sistema de RM determina el voltaje requerido
para hacer que haya magnetizacién transversal. Para acoplar la potencia
del pulso de RF del transmisor al cuerpo humano se requiere de una ante-
na de RF, se llaman usualmente bobinas de RF. Antes de que empiece la
imagne por RM, la bobina de RF se sintoniza a la frecuencia de resonancia
de sistema de RM. Las bobinas de radiofrecuencia se categorizan en bobi-
nas de transmisiéon y de recepcion, y bobinas transmisién-recepciéon. Las
bobinas de transmisién solo se usan para exponer el objeto a estudiar a
un pulso de RF, mientras que la bobina de recepcién detecta una pequena
senal emitida por el cuerpo humano, mientras mas cerca este la bobina del
cuerpo mejor serd la imagen.. Si una bobina puede hacer las dos tareas se
le conoce como bobina transmisién recepciéon

1.5.3. Bobinas de campo gradiente magnético .

Para poder localizar las senales emitidas en RM, se necesita el uso de bo-
binas que incrementen el campo magnético de forma lineal, este gradiente G,
se sobrepone al campo estatico B. Estos campos de gradiente magnético son
creados por bobinas, llamadas bobinas de campo gradiente magnético. Y se ne-
cesitan tres bobinas para poder hacer una imagen en tres dimensiones, una para
cada dimensién espacial. Por lo general la geometria més usada en los aparatos
de imagenologia por resonancia magnética (IRM) se utilizan bobinas gradientes
cilindras debido a que usualmente se utiliza un imén cilindrico superconductor.
La idea principal de este tipo de campo lineal se expondra con méas detalle en
el capitulo 2[16]. Mediante un tipo de bobina conocida como bobina de Max-
well, las cuales consisten en dos espiras separadas a una distancia de 3/7 y nos
generan un campo gradiente magnético. Las calidad de un sistema gradiente se
caracteriza por diversos pardmetros; la intensidad maxima del campo magnéti-
co, la razén de cambio de la bobina, la homogeneidad de este campo magnético,
el tipo de bobina escudo, y la estabilidad y precisién del gradiente.

1.5.3.1. intensidad maxima del campo magnético

Usualmente para un sistema de RM clinico, se utiliza un gradiente en donde
la intensidad méaxima es de 40mT /m. La intensidad maxima del gradiente esta
limitada por la capacidad de la fuente de alimentacién del sistema gradiente. En
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equipos modernos usan voltajes de mas de 2,000 V y corrientes arriba de 500A.
Por otro lado otro factor que limita la intensidad méxima de un gradiente es el
calentamiento del mismo.

1.5.3.2. Razén de cambio

La razén de cambio es, la razén entre la intensidad maxima del gradiente y
el tiempo mas bajo requerido para cambiar las corrientes en la bobina. Ya que
cuando la corriente en la bobina gradiente se incrementa durante un tiempo de
cambio en las corrientes, esto es debido a la ley de Lenz en donde la bobina creara
una corriente que se oponga al cambio en las corrientes. Por lo que contrarrestara
el proceso de tiempo de cambio, y el tiempo en el que aumenta (tiempo de alza)
la corriente no podréa ser infinitamente pequeno. Por lo que siempre es deseable
que la inductancia en una bobina permanezca lo mas baja posible. La razén
de cambio en equipos de IRM por lo general se quiere que sea lo mas grande
posible, lo que originaria que el tiempo de alza de la corriente sea pequeno. Si
la bobina gradiente es conectada a un switch rapido a través de un capacitor, se
pueden conseguir tiempos de alza bastante pequenos, tan pequenos dependiendo
de la inductancia en la bobina y del capacitor para crear un circuito resonante.
La desventaja que la frecuencia caracteristica del circuito determinara el posible
tiempo de alza. Y ademés no pueden ser intercambiadas las corrientes hasta que
el capacitor ha sido cargado.

1.5.3.3. Inductancia.

Supongamos que tenemos dos circuitos en reposo. Si en estos circuitos te-
nemos una corriente en estado estacionario, si examinamos el circuito 1, este
produce un campo magnético B;. Es inevitable que algunas de estas lineas
atraviesan el segundo circuito. Sea ¢2 el flujo de By atreves de 2. Es decir:

(I)Q = /Bl . da2 (1.24)

Si suponemos que variamos la corriente en el circuito 1. El flujo a través del
circuito 2 variara de acuerdo a la corriente, y la ley de Faraday nos dice que este
cambio en el flujo inducira una fem en el circuito 2.

Fem = ——2 = -M—"* (1.25)

Cada vez que cambia la corriente en el circuito 1, una corriente se inducida
fluye en el circuito 2.

Tal como el concepto del coeficiente de capacitancia en un sistema de con-
ductores mantenidos a un potencial electrostatico diferente es tutil. El concepto
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de auto inductancia mutua es util para sistemas que portan corrientes. Imagi-
nemos un sistema de N distintos circuitos de corriente, el i-esimo con corriente
total I;. La energia total puede ser expresada como:

W = % S L +Y Y EyLL (1.26)

Para conocer el valor de L y ME procedemos de la siguiente forma. La
energia magnética es:

W=1[J.Adv

Usando la definicién del potencial vectorial tenemos:

87r/dv/|x—ac (1.27)

Las integrales pueden ser puestas en dos sumas de integrales separadas sobre
cada circuito:

Z/dVZ/m_%' %4 (1.28)

En las sumas hay términos coni = j y términos con i # j. Si i = j definimos:

H J-J ’
Li=—— [dadV; | ————dV] 1.29
47TIi2/ /Ci|$z‘—$j| ! (1.29)
Ci

FE;; = V! 1.
E 47rII/ /|xz—x]| (1.30)

Para circuitos simples donde cambia la corriente la Fem creada es de la
forma:

dI,
Fem = —L—" 1.31

Entre méas baja sea esta fem, mejor serd el desempeno de la bobina al hacer
el cambio en la corriente, ocasionando que el tiempo de alza sea pequeno. Esto
es una de las caracteristicas buscadas en una bobina gradiente.
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1.5.3.4. Estimulacion periférica

Las[16] corrientes inducidas debido al gradiente en el cuerpo humano, pueden
ocasionar que se estimule el sistema nervioso periférico, o a grandes amplitudes
que se estimule el corazon. Estos efectos fisiologicos no dependen solo de la
amplitud sino también de la frecuencia de cambio del campo gradiente. Por lo
que los aparatos clinicos operan cerca de este umbral sin embargo es sabido
que también depende de cada paciente, ya que en algunos se puede exceder este
umbral ocasionando una sensacién de cosquilleo durante una cesién de IMR.
Como el cambio en el campo, es menor a distancias més pequeias del iso-centro,
la estimulacion del sistema periférico puede ser evadida si se utilizan gradientes
de longitud pequena. Desafortunadamente un gradiente corto presenta una baja
region de estudio o baja region de interés, por lo que se combinan distintos
sistemas gradiente.
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Capitulo 2

Gradientes de Campos
Magnéticos .

Para poder obtener informacion ttil en la imagen por resonancia magnética,
se necesitan otras tres bobinas que modifiquen las componentes del campo mag-
nético estatico, estas bobinas se les conoce como bobinas gradiente. El termino
gradiente hace referencia a que va a existir un gradiente magnético que en la
mayoria de los casos es lineal en una direccién espacial. Para poder hacer una
imagen médica se requieren de tres bobinas gradiente, una para cada direccién
espacial. En este trabajo, solo se consideré como prototipo la direcciéon que es
paralela al eje de una bobina de geometria cilindrica. Como caracteristica prin-
cipal se buscé que el campo en una regién de interés fuese lo mas lineal posible
es decir no se consideraron efectos adicionales mas que la pura linealidad del
campo magnético. Se decidié usar una configuracién cilindrica debido a que es la
més cominmente usada en imagenes médicas. Pero como se veré en el capitulo
4, se puede cambiar la simetria de la bobina.

2.1. Gradientes de Campos Magnéticos .

En la ausencia de un gradiente de campo magnético , el campo magnético
estatico principal es homogéneo. Tiene la misma magnitud, y la misma direccién
en todos los puntos del espacio. Si a la intensidad del campo magnético la
denotamos por By, y su direcciéon es definida en la direccién z, en donde el
campo esta dado por:[4]

B(Z) = BoeAZ

Lo que implica la ecuacién anterior es que a lo largo de z el campo magné-
tico no cambiara. Al menos es lo que se espera del iman principal del equipo
de resonancia, que dentro de una cierta regiéon de interés el campo se lo mas
constante posible.
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Recordando el principio de superposicién si tenemos dos campo en la misma
region espacial se puede adicionar la componente del campo principal con la
componente de la bobina, con esto el campo magnético producido por la bobina
gradiente sumado al campo de la bobina principal, lo ocasionara que el campo
magnético en la direccion de la bobina gradiente decrezca de acuerdo al campo
o crezca en la direccién que esta genera. Es decir ya no tendriamos un campo
constante si no un campo que puede cambiar su magnitud de forma controlada.
Esta es una de las razones por las que, se requiere que el campo magnético pro-
ducido por la bobina sea lo més lineal posible.En la siguiente figura(2.1) muestra
un campo gradiente para una regiéon en = de [—1, 1], en donde la componente
z del campo magnético se comporta de forma lineal. Y podemos observar que
hay regiones que la bobina generara un campo negativo.

Campo Gradiente en Z.

3 T T T H H

Campo magnético en z(T)

-8
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x(cm)

Figura 2.1Grafica de la componente z de un gradiente

Consideremos el campo gradiente G, en la direccion z perpendicular al
campo magnético principal. El campo magnético en un punto r en la presencia
de este gradiente es:

B(r) = Boé, + Gpaé,

Y donde z es la coordenada a lo largo de este eje. En este caso la ecuacion
anterior describe un campo magnético en la direccién z, pero cuya magnitud
varia como funcion de x. La magnitud del campo en presencia de G, la podemos
ver de la siguiente forma:
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rae . . s z
Campo Magnético externo direccion z

T
] '

Figura 2.2 Funcionamiento del Campo Magnético Gradiente. Se puede
observar como la densidad de lineas del campo disminuye en la parte en donde
el gradiente es negativo y aumenta en la regién positiva.

Lo que se observa en la figura 2.2 es que al ser el gradiente negativo la
densidad de lineas del campo magnético cerca de la parte negativa va a ser
menor a la densidad de lineas cerca de la parte positiva, esto ocasiona que el
campo magnético sea menor en la direcciéon z cerca de la parte negativa del
gradiente en = y el campo magnético va a ser mayor cerca de la parte positiva
del gradiente.

De igual forma tenemos gradientes en G, G..

2.2. Electromagnetismo.

Para poder adentrarnos en el prototipo de la bobina de campo gradiente, a
continuacion se revisaran algunas de las ecuaciones fundamentales en el electro-
magnetismo. Las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo, o ecuaciones
de Maxwell, son ecuaciones que en su forma diferencial se escriben como:[15]

V-D=2¢ VxE=-9
V-B=0 VXB=J+5B—? @1)

Cuando los campos ya sean electricos o magneticos no varian con el tiempo,
entonces se dice que el campo es estaticos, en este caso las ecuaciénes de Maxwell
se escriben como:

V-B=0

. . (2.2)
VX B=uJ

De la primera ecuacion sabemos que existe un potencial vectorial A tal que:

B=VxA (2.3)

En el caso en que no exista una corriente entonces la ecuacién se modifica
por:

VxB=0 V-B=0 (2.4)
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De la segunda ecuacion y expresandoB como el potencial magnético A, usan-
do el hecho de que V x V x A =V(V - A) — V24, obtenemos:

V(V-A) VA =puJ (2.5)

Haciendo V - A = 0 Obtenemos:

V2A = puJ (2.6)

Que con ayuda de las funciones de Green podemos obtener:

A(r) = 4’;/7,‘_]r,|dv 2.7)

Utilizando el rotacional obtenemos la exprecion para B en forma integral:

B(r)y=2 /J « =T gy (2.8)

~4r [r—7r" |3

la cual es la ecuacion de Biot Savat y es parte importante en el desarrollo
de la bobina a lo largo de esta tesis. Esta ley la cual se suele escribir como:

- wo [ Ids x R
B(r) = 477% J2 (2.9)
c

La cual nos da una relacién para el campo magnético B, y la corriente en
un alambre de determinada geometria. Esta relacion es de gran utilidad cuando
conocemos la geometria del alambre y queremos conocer como es el campo
magnético en un cierto punto. Cabe mencionar que al hacer las espiras de una
forma en especifica no tenemos que invertir la ley de Ampere, ya que conocemos
los caminos que siguen las corrientes en todo momento, por lo que tiene la
ventaja que al fijar la forma trabajamos en el espacio real y usamos la ecuacion
de Biot Savat , bueno la derivada de esta que es el gradiente en la direcciéon
deseada.

2.3. Metodo Target Field

Este método, descansa en la idea de representar el campo en términos de
una expansion tipo furier bessel. Y se invierte la ley de Ampere, para poder
calcular las corrientes que generan el campo pedido. Se empieza al hacer:
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1 1 im0 ikz <
—_— = e L (k<) K (kr” 2.10
e 2 e e o) (210
Donde Iy K son funciones de Bessel, y 7<y r~es la menor o mayor distancia
de r y r’. Con esto se puede reescribir las ecuaciones del campo magnético en
la componente z y queda de la forma:

_ 1% im0 _ikz < > m
Bz(r,ﬁ,z)——a%Z/e e L (k= ) Ko (k77 ) kaJ i (k) (2.11)

Donde Jj'(k) es la transformada de Fourier de la componente azimutal de
la densidad de corriente.

J5 (k) = % / do / dke™Pe*= ] () (2.12)

Si se utiliza la transformada inversa de Fourier tenemos:

B BI'(¢ k)
wK Iy, (kr<) K, (kr>)

T (k) = (2.13)

Después se usa una extensiéon conocida como inductancia minima en la cual
se expresa la inductancia también en términos de funciones de Bessel, usando
el siguiente funcional.

U(JJ (k) =L+ % > Au(Bn - B.) (2.14)

Donde Bn es el campo magnético deseado, en el punto Bz, y\, son un
conjunto de multiplicadores de Lagrange. Sin embargo a veces se utiliza otro
funcional para minimizar, el cual es el siguiente.

U=aL+)Y (B,— B.)? (2.15)
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En este funcional lo que se minimiza el la desviacion del campo gradiente
deseado en un conjunto de puntos localizados dentro de la region de interés, y
alfa es la inductancia. Y en este caso al encontrar los coeficientes de Fourier que
minimicen el funcional, se propone una expresion para la densidad de corriente.

Si utilizamos solamente la ecuacion de Biot Savat, es decir suponemos que
conocemos la trayectoria que sigue la corriente, podemos utilizar el funcional
anterior pero con la ventaja de trabajar en el espacio real y solo preocuparnos
por encontrar los puntos donde sea minimo. En este trabajo esa fue la idea que
se aproveché para encontrar las posiciones de las espiras una vez que se fijé la
forma de estas en este caso circulares. Por lo que solo faltaba buscar una forma
para poder minimizar el funcional.

U=aL+)» (<Gp>-G.) (2.16)

Una de las formas para poder encontrar minimos de funciones complicadas
se basa en la idea de optimizacién combinatoria.

2.4. Optimizacién combinatoria.

Resolver un problema de optimizacién combinatoria equivale a encontrar la
mejor o la solucién mas 6ptima entre un ntmero finito, o contable infinito de
soluciones alternativas. Un problema de optimizacion se puede formalizar como
una pareja (S, f), donde el espacio soluciones S representa un conjunto finito y
la funcién costo f, se define como:

f:5—=R (2.17)

En caso de minimizar el, problema consiste en encontrar una solucién ¢,,:eSque
cumpla:

Fliow) < f(i)  VieS (2.18)

En caso de maximizacion,i,,; satisface:

fliopt) > f(i)  VieS (2.19)

Lo que nos dicen las expresiones anteriores es que dada una funcién o fun-
cional, (denotado por la funcién costo), buscar un elemento en el espacio de
soluciones tal que sea maximo o minimo dependiendo de lo que estemos buscan-
do. Uno de los métodos usados en problemas de optimizacién combinatoria es
usar el algoritmo simulated anealing(Recocido Simulado), el cual es una varian-
te del algoritmo de metrépolis. Otro método cominmente usado es el algoritmo
genético.
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2.4.1. Cademas de Markov.

Cuando se realizan eventos que se desarrollan en el tiempo en donde el
resultado del evento depende de alguna variable azarosa se denomina proseso
estocéstico. Uno de los casos mas simples de procesos estocasticos es cuando
un resultado depende de otro, es decir el resultado en cada etapa depende del
resultado anterior y no de los resultados previos. Tal proceso se le denomina pro-
ceso de Markov. Estas cadenas reciben su nombre del matemético ruso Andrei
Andreevitch Markov. Estas cadenas en cierta forma tienen memoria, es decir
recuerdan el ultimo evento y eso condiciona las posibilidades de los eventos
futuros, mas formalmente:

Una cadena de Markov es una serie de variables aleatorias, X9, X!, 6 X"
en donde la influencia de los valores X°,,, X" en la distribucién de X™*! esta
relacionada solamente por el valor de X™

P(X™ | X" {at . teE}) = P(X™T | X™) (2.20)

En donde E es cualquier subconjunto de 0,1,2,..,n — 1.Los indices ¢ =
0,1,2,..., representa tiempos sucesivos. Y lo que representa la expresién an-
terior es que la transicion de probabilidad de un estado depende del anterior
solamente y no de la evolucién anterior del sistema.

2.4.2. Algoritmos de Monte Carlo y Metropolis.

Los algoritmos de Simulated Anealing y Metropolis se basan en algoritmos
conocidos como algoritmos de Monte Carlo. El algoritmo de Monte Carlo es
un método numeérico en el cual es posible estudiar diversos sistemas termodiné-
micos o mejor dicho ensambles termodinamicos, ademés de que estos métodos
son conocidos por que incorporan un generador de nimeros aleatorios. En este
método partimos de las siguientes premisas:

» Primero consideramos un sistema en donde el estado del sistema se denota
por S.

= La energia del sistema en el estado, se denota por E(S). En un ensamble
canénico el cual estd a una temperatura 7', y denotando con 5 = ,%T, se le
puede asociar una probabilidad relativa de ocurrencia dada por e #E(5),

= Y como sabemos de fisica estadistica el promedio termodinamico de cual-
quier cantidad O esta dado por:

S e PAES)O

<0 > 72:@—%(5)

(2.21)
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Esto puede verse debido a que al incrementar el ntimero de elementos en el
ensamble es decir al hacer tender a infinito el namero de elementos entonces
nuestra suma se convierte en una integral y obtenemos:

1

El cual es un resultado de la fisica estadistica del valor promedio de O.

La idea del algoritmo es generar por computadora una secuencia de estados
Cy,C5,Cs, ... Ch,Cr41.En donde en cada paso se les va a asignar una proba-
bilidad relativa dependiendo de la temperatura del sistema y la energia en cada
paso. Adicionalmente sabemos que el sistema empieza con una condicién inicial
arbitraria, y después de un ntimero de pasos o de un periodo n, el sistema tiende
a un equilibrio.

Este proceso de equilibrio es logrado a través de un proceso de Markov con
la probabilidad de transicion P(C} | Cs) para Cy — Cs. Esta es la probabilidad
condicionada de encontrar el sistema en el estado C5, cuando esta inicialmente
en el estado Cy. Imponiendo las siguientes condiciones:

P(Cl | Cg) >0
> P(C1Cy) =1

efﬁE(Sl)p(Cl | C3) = e*BE(Sz)P(CQ | C) (2.23)

El altimo término es el proceso de Markov, que nos va a llevar eventualmente
a un ensamble en equilibrio.

Metrépolis. El articulo de Metrépolis de, Rosenbluth, Teller, fue el primero
en emplear muestreo por cadenas de Markov, en la forma conocida por algo-
ritmo de Metropolis. Este algoritmo desde entonces a sido aplicado de manera
extensiva, a problemas en la fisica estadistica, de manera que algunas veces el
método de Montecarlo es sinénimo del algoritmo de Metropolis. Este algoritmo
comparte muchas similitudes con un procedimiento llamado muestreo de Gibss,
pero se puede aplicar a problemas mas generales, el cual sigue las siguientes
reglas:

= Supongamos que el sistema esta en el estado S.
= Hacemos que el sistema cambie al estado S’.
» SiE(S’) < E(S) aceptamos el cambio.

» Si E(S) < E(S5"), aceptamos el cambio de manera condicional es decir con
la condicién
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Esta ultima condicion, simula fluctuaciones térmicas. La transicion relativa de
probabilidad que corresponde al algoritmo es:

1 E(S") < E(S)

e BAE B(S) < B(S) (2.24)

T(S|S’)—{

2.4.3. Metodo Simulated annealing

En 1983 Kirkpatrick[7], propuso una nueva técnica de busqueda basada en
el proceso de enfriamiento de los metales fundidos. La técnica es llamada si-
mulacion de recocido, o (Simulated Anealing, SA). A pesar de ser un método
sencillo, ha probado ser increiblemente poderoso, como técnica de busqueda.

En fisica de materia condensada, el recocido es conocido como un proceso
térmico para obtener estados de baja energia de un s6lido en un bano térmico.
El proceso contiene los siguientes dos pasos:

= Incrementar la temperatura del bafio térmico hasta que el solido se funda.

= Lentamente bajar la temperatura del bano hasta que las particulas se
arreglen por si solas en un estado base del sélido.

En la fase liquida todas las particulas del sélido se arreglan ellas mismas de
forma aleatoria. En el estado base las particulas se arreglan en una estructura
periddica y la energia del sistemas se vuelve minima. El estado base de un sélido
es obtenido solo si la temperatura es suficientemente alta y el proceso de enfria-
do es realizado de forma lenta. De otra forma el sélido se congelara en un estado
meta estable, en vez del estado base, y la energia no serd minima. Este metodo
de recocido se utiliza en la industria para obtener materiales mas resistentes, o
mas cristalinos, en general, para mejorar las cualidades de un material. Al final
del proceso, los atomos forman una estructura cristalina altamente regular, el
material alcanza asi una maxima resistencia y la energia del sistema es minima.
Experimentalmente se comprueba que si la temperatura se hace descender brus-
camente o no se espera suficiente tiempo en cada etapa, al final la estructura
del material no es la optima.

Este algoritmo evita encontrar minimos locales, al aceptar soluciones que
no minimicen la energia es decir al asociarle una probabilidad, distinta de cero
a que el sistema acepte soluciones que no son las més éptimas. Pensemos de
la siguiente forma supongamos que deseamos encontrar el punto mas bajo de
una montana, entonces si pensamos como el algoritmo del escalador tendriamos
la siguiente situacion empezariamos a descender por la montana, y en el caso
de que la montana tenga minimos locales nos encontrariamos con el primer
minimo. Pero como el algoritmo del escalador no acepta soluciones a menos
que minimicen por decir de alguna forma la altura de la montana entonces al
llegar al primer minimo el algoritmo no podria avanzar ya que no podria subir
la colina y encontrar el minimo global o la altura minima de la montana. Por
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otro lado en el método del método SA tenemos otra situacion ya que en este
caso la altura, que es lo que queremos optimizar, si de repente el sistema entra a
un minimo local el algoritmo permite que el sistema pueda salir de este con una
probabilidad dada por e #2H ., En este caso como 3, depende de la temperatura,
se observa la importancia que tiene la temperatura en el algoritmo. Ya que si la
temperatura desciende de forma muy rapida, el sistema podria quedar atrapado
en un minimo local, ya que la probabilidad de cambio, o la aceptaciéon de una
solucién que no sea 6ptima, tiende a 0 cuando la temperatura tiende a 0, por lo
que si se enfria muy rapido no podria pasar el primer minimo (Figura2.3)[12].

Minimo local.

Minimo global

Figura 2.3 Minimo Global y Local, se puede ver que pueden existir més de dos
minimos y solo nos interesa el global.

Algoritmo de Simulated Anealing, para minimizar funciones.

» Se inicia con un ciclo for(i = 0,i <=;i+ +) que determina el tamaifio del
muestreo entre mas grande mejor

= Se inicia una variable con una posicién aleatoria zy sobre la region de
interes (x;,zy)

= Se evalta la funcién a minimizar en F'(x¢)

= Se genera un numero aleatorio que determina hacia donde se mueve g es
decir izquierda o derecha, guardando el valor enx

= Se vuelve a evaluar la funcion enel ultimo punto F(xy)

= Se calcula la diferencia de energias es decir, AE = F(x;) — F(z0), si esta
diferencia es menor a cero el cambio es aceptado.
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= Si la diferencia es mayor, usando la temperatura del sistema la cual va
disminuyendo, se acepta el cambio con probabilidad e #4F

= Avanza el ciclo en i.

De acuerdo con la idea de formalizar el algoritmo de Simulated Anealing como un
problema de optimizacién combinatoria en términos de la pareja (S,f), podemos
decir que la probabilidad de aceptacion Pt, (como en el algoritmo Metropolis),
pero ahora en términos de la funcién costo y de dos soluciones consecutivas i, j
con la funcién costo de f(i),f(j), respectivamente, se define como:

Pi{aceptacionen j} = {if(i)tf(j) ;8? i ;Ez;

Que es el mismo criterio de aceptaciéon que el algoritmo metrépolis.

Si tenemos un problema de optimizacién combinatoria y despues de un gran
numero de transiciones en algun valor de T fijo, al aplicar la probailidad de acep-
tacion, el algoritmo de SA encontrara una solucion i en S con una probabildad
igual a:

(2.25)

P(X=i)=q = e (2.26)

No = e ™ (2.27)

jes

En donde X es una variable estocastica que denota la solucién actual obte-
nida por el algoritmo. Y Ny es una constante de normalizacién que es andloga
en fisica estadistica a la funcién de particion, ya que la suma se extiende sobre
todos los estados en S.

Un concepto util para los conjuntos es la funcién caracteristica. Tienen la
propiedad de que si A es un subconjunto de un conjunto universal U, la funcién
caracteristica x4 de A se define como[13]:

1 size A
= 2.28
xa {O siz g A (2.28)
_ 1w
m%qi - 5% Ee*@ (2.29)
jes
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Ffopt — £ (%)
e T

(2.30)

limg; = lim———
th0 0t~ ¢80 =

jes

En donde podemos ver que la parte de arriba tiende a 1 conforme t tiende a
0, y poniéndolo en términos de la funcién caracteristica tenemos:

Fopt—£(i)
lim— lim—S ; 2.31
= qm S Topt =7 Xsopt(i) T UM~ 055 XS\ Sope (@) (2.31)
e~ 1t Sem 1
jes jes

Es decir separamos el limite en dos parte, en la primera parte estamos en el
conjunto que contiene a la solucioén optima (¢) por eso la funcién exponencial nos
. a .
da 1 ya que lm%e ¢ = 1 cuando a es cero, la segunda parte tenemos el conjunto
t—

en donde no tenemos el conjunto de las soluciones optimas, como 7 estd dentro
del subconjunto de las soluciones optimas entonces por definicion de la funcién
caracteristica tenemos:

_ 1 ,
T [ Sopt| Xsoz)t(z)

en donde S, es el conjunto de soluciones globales optimas. Este resultado
nos garantiza la convergencia asintotica del algoritmo SA.

Otra definicién importante en el método de SA se denomina la taza de
aceptacién a la razén entre el namero de transiciones aceptadas, y el nimero de
transiciones propuestas es decir:

T ., (t) __ Nudmerodetransiciones aceptadas
aceptacion Numero de transiciones propuestas

Cuando la diferencia entre la soluciéon optimizada y el paso anterior es ma-
yor a cero, se le asigna una probabilidad de transicién si contamos todas las
probabilidades que ocurren a lo largo del algoritmo obtenemos el ntimero de
transiciones propuestas, sin embargo no todas las transiciones son aceptadas
y las transiciones aceptadas corresponden al niimero de transiciones aceptadas.
Como este resultado depende de la temperatura al graficar esta razon en funcion
de la temperatura obtenemos una curva parecida a la siguiente(figura 2.4):
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Taza de Aceptacion

Temperatura del sistema

Figura 2.4 Taza de aceptacién del sistema respecto a la temperatura. Se
observa que a menor temperatura la taza de aceptacién es cercana a cero.

Lo que nos dice la grafica anterior es que a menores temperaturas tenemos
una menor taza de aceptacién es decir el ntmero de transiciones aceptadas
disminuye al disminuir la temperatura.

2.5. Bobina de geometria cilindrica .

La geometria mas usada en las bobinas gradiente es una geometria de tipo
cilindrica. Una de las configuraciones mas usadas en la fisica son las bobinas
de Helmholtz estas bobinas son adecuadas para una geometria cilindrica, que
consisten en dos bobinas circulares del mismo radio, con un eje comiin, separadas
por una distancia elegida de tal modo que la segunda derivada de B se anule en
un punto del eje que esté a la mitad de la separacion entre las bobinas.

Figura 2.5 En este esquema podemos observar una bobina de Helmholtz
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Usando Biot Savat es facil encontrar que la induccion magnética en un punto

sobre el eje de las bobinas, y suponiendo que las bobinas estan situadas en
z==L es:
2

Ir? 1 1
=Ko ~+ (2.32)
SENGEaCES Pk

3
G+ 57)
Diferenciando respecto a z tenemos:

B:

dB.  —3puor? z2+35 z—

= + % = 2.33
dz 2 (r2+(z+%)?) (r2+(z—3%)?)® (23

5
2

A continuacién se muestran el campo obtenido de una bobina de Helmholtz.
En estas gréaficas podemos observar como la componente z del campo magnetico
en el centro de las bobinas es constante.

Slice: Norma del flujo magnético en la direccién z. (A/m)

A 34087

-300
¥ -306.02

Figura 2.6 Representacion en colores del campo magnetico en la direccién z

A continuacién se muestra la forma del campo magnético sobre el eje:
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Line Graph: Campo Magnético en la componente z. (A/m)

Campo Magnético en la componente z. (A/m)

Figura 2.7 Gréafica del campo en la componente z en el eje de las bobinas

Si en una de las bobinas invertimos la corriente, el signo en el primer termino
, se obtienen las bobinas de Maxwell en donde la principal caracteristica es que
tienen un gradiente lineal en z , como podemos observar a continuacién.

Campo Gradiente en Z.

Slice: Norma del flujo magnético en la direccion z (Afm)

A 40897

Campo magnético en z(T)

L 08 v 39063 X(em)

Figura 2.8 Bobinas de Maxwell con su respectiva gréfica sobre el eje.

Sin embargo si queremos el campo magnético fuera del eje las ecuaciones
se complican un poco més se necesitan incluir integrales elipticas de primer y
segunda especie es decir para la componente z tenemos que el campo esté dado
por la siguiente ecuacién:
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ulR RbV/20E(b) y(2 — b)V2bE(b)

.= . + yV2OK (b) — 2.34
@Ryt \ 2oz TUVEIED) 2—2b (2.34)

4
b Ry (2.35)

- R?+ 22 +y? 4+ 2Ry

En el caso de que la bobina esté desplasada es decir no se encuentre sobre
el origen entonces z cambia a z — zg.En la ecuacién anterior los terminosK y
FE, representan integrales elipticas de primer y segunda especie. Y se puede ver
que el gradiente en z o %—fes mucho méas complicado, ya que incluye derivadas
de las integrales elipticas. Utilizando esta expresion y graficindola obtenemos
el siguiente campo magnético de la componente z de una sola espira centrada

en el origen de radio 5.

Componente z del campo magnético de un aro en todo el espacio.

20

0 r
-20
40

Campo I\v‘!égmetico_50
-80

-100
-120

-2

3 -1
) Diametro de la bobina
Perpendicular al didmetro de la bobina 2

Figura 2.9 Campo Magnético en la componente z de una sola espira.

En la grafica anterior lo que podemos observar es que al ver la componente z
su comportamiento dependera de la distancia al eje de la bobina en la direccién
y en la grafica anterior dicha componente es nombrada el didmetro de la bobina
en alusién a que nos movemos sobre el didmetro, y la componente z es nombrada
perpendicular al didmetro

Para construir nuestra bobina gradiente prototipo en z, necesitamos conocer
el gradiente en esta direccién es decir,%—f, esta ecuacion es necesaria para poder
hacer la simulacién que nos va a permitir encontrar las bobinas gradientes.
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4Ry

| = 2.36
R? + 22 +y? + 2Ry (2.36)
h = R?+ 2Ry + 2° + ¢* (2.37)
9B _
0z
wIR 8R%yzVIK(b) 32R%*yzVIE(b) 128R*y*2VIE(b) 8Ry’*zVIK(b) | 4yzVIK(b)
2W(2Ry)% ( h(2—2b) ~  h2(2—2b) Ah3(2—20)2 h2(2—-2b) + h(2—2b) +
32RyzVIE(b)  64Ry*2VIE(b)  8yzVIE(b) |, 128R*y*2VIE(b) 2v2yzVIE(b)
hZ(2—2b) h2(2—2b)2  h(2—2b) + h3(2—2b)2 - R2—2Ry+z2+y2)

Una vez que tenemos como calcular el gradiente del campo fuera del eje
para una bobina podemos, encontrar una distribucién para cualquier nimero de
bobinas y de esta forma obtener un gradiente magnético en z lineal utilizando la
expresion anterior. La idea para poder simular esta bobina, se basa en el método
(SA). Utilizando el funcional [6]

U=aL+)» (<Gp>-G.) (2.38)

Con lo anterior lo que esperamos de nuestro algoritmo es que dado el gra-
diente promedio en la regién de interés encontrar las posiciones, de las espiras
que minimicen este funcional. Para cada punto del espacio se calcula el gradien-
te debido a todas las espiras en ese punto y calcula su desviaciéon respecto al
gradiente promedio, se le puede adicionar el termino de inductancia L, con lo
que obtendriamos un funcional que va a estar minimizado tanto en la desviacion
del gradiente promedio y su inductancia. Por lo que queremos un algoritmo que,
dada la corriente el radio de las espiras y el nimero de estas, mueva cada una de
las espiras a lo largo del eje de la bobina, hasta que se encuentren las posiciones
donde el funcional sea minimo.
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Capitulo 3

Implementacion numérica y
experimental.

En el capitulo anterior se revisaron algunos ideas que nos permitiran, realizar
un algoritmo para poder construir nuestra bobina prototipo. Como menciona-
mos anteriormente hay métodos que recurren a la inversiéon de la ley de ampere
en este caso trabajan en un espacio de Fourier y hay métodos que utilizan el
espacio real. En en el diseno de esta bobina se obto por utilizar un método en
donde se utilizara el espacié real. Para esto se utilizé la ley de Biot-Savat para
la regién de un anillo, el campo que este anillo genera se calcul6 en la seccién
anterior a gradiente. En esta observaremos cémo funciona el algoritmo basa-
do en la idea de optimizacién usando SA. Comparara los resultados obtenidos
de la simulacién con los resultados obtenidos de construir una bobina con los
resultados de la optimizacion, con la finalidad de darle validez a la simulacén.

3.1. Implementacién numérica.
El algoritmo que se utiliz6 para disenar la bobina fue programado en C

(ver el programa en el apéndice). A continuacién se muestra el algoritmo del
programa en forma esquemdética.
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Se ponen la mitad de los anillos de tal manera
que queden igualmente distribuidos. Se designa
la temperatura inicial

programa

Se inicia el ciclo que va a repetir el

!

Se inicia un ciclo para la
componente y la cual nos va a
dar la parte radial

v

Se inicia un ciclo para la
componente z la cual nos da
el largo de la bobina.

Se inicia un ciclo para mover cada una de

las bobinas.

Se calcula el gradiente del campo para
cada bobina y se calcula la desviacién
respecto al gradiente promedio, la suma
de todas las desviaciones la definimos
como la energia inicial.

Se inicia un ciclo para mover cadz una de
las bobinas.

Se cambia la temperatura a una

enfria el sistema, y se repite
este proceso hasta que se
cumpla el primer ciclo.

Aleatoriamente el programa decide si
cada una de las bobinas se mueve ala
izquierda o a la derecha en la direccion z.

Se calcula de nuevo la desviacion
respecto al gradiente promedio, se
vuelven a sumar todas las desviaciones , y
se le asigna una nueva energia llamada

energia final.

temperatura menor, es decir se &

Si la energia es negativa o igual a cero se
acepta el movimiento, si no se le asigna
una probabilidad, que depende de la
temperatura y la energia. Mientras que la
magquina da un numero aleatoria si la
probabilidad eses menor al numero
aleatorio el paso es aceptado.

En el algoritmo solo se toma en cuenta la mitad de los anillos totales que se
van a utilizar, es decir si queremos que en total nuestra bobina tenga 40 espiras
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solo tomamos en cuenta 20 que son las que iran en un lado de la bobina. Esto
es debido a la simetria que existe.

3.1.1. Integrales elipticas.

Una de las partes esenciales en el programa fue que se aproximaron las
integrales elipticas usando la idea de aproximacién por media geométrica, la
cual tiene la ventaja de que converge de manera mas rapida que una serie de
Taylor por lo que se requieren un nimero menor de términos en cada valor.
En el caso de la presente simulacién se utilizé6 ocho términos para cada valor.
Cabe mencionar que esta aproximacion es la usada por el software comercial
MATLAB para generar los valores de las integrales. En la funcién struct Intelipt
eliptica(struct Intelipt p, float ), esta toda la programacion de estas integrales,
se opto por utilizar una funcion de estructuras la cual nos permite obtener a la
vez el valor de las dos integrales es decir de primera y segunda especie.

Para eso se utilizaron las siguientes aproximaciones:[10]

=

/ V(-2 mt2) (3.1)
- [ 6

Donde K y E son integrales de primer y segundo orden.

Para utilizar el método de media aritmética se calcula usando una sucesion
de tripletas es decir:

Gy = % es la media aritmética de a,—1 ¥ gn-1

gn = \/An—1gn—1 es la media geométrica de an—1y gn-1

Sp = 22591 es la semidiferencia de ap—1 y gn—1

Para calcular las integrales de m tenemos el siguiente algoritmo:
= inicializamos ag = 1, go = V1 —m, sg = /m

» Iteramos (@, gn, Sn), paran = 1,..., N, donde N representa el numero de
terminos en nuestra aproximacion.

= Finalizamos calculando K y S

K(m) = 5o (3.3)
N
Sim) =& (m[)((_m? (m) ;;2”«9% (3.4)



Por lo que finalmente:

Em)=(1-9)K (3.5)

3.1.2. Temperatura

Una de las partes mas importantes a la hora de optimizar usando el método
de Simulated Annealing, es el cambio de la temperatura conforme el algoritmo es
ejecutado, ya que previene que el sistema quede atrapado en un minimo local.
Y se puede condicionar una regla para que la temperatura decrezca con las
iteraciones una de las mas simples se le conoce como decaimiento geométrico, y
es de la siguiente forma:

T=cT

Temperatura Geométrica

7004 i
6004 - -
s004 . -
400 - -

300 - X _

Temperatura

2004 -
100 4 -
0 L

T Y T T T T T y T T T
0 100 200 300 400 500

Iteraciones

Grafica 3.1. Temperatura vs Iteraciones

Este modelo de temperatura se puede pensar como un modelo Malthusiano,
en una poblacién, solo que en este caso en vez de ser una poblaciéon es la tem-
peratura del sistema y esta decrece conforme el algoritmo avanza. Esta es una
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forma discreta de bajar la temperatura y en cada paso dependera del valor an-
terior. En este caso ¢ puede ser cualquier valor entre 0 y 1 dependiendo de qué
tan rapido se quiera que la temperatura decrezca.

Por otro lado se puede bajar la temperatura usando una funcién logaritmica
como la siguiente:

_ d
T =150

Temperatura Logaritmica

' I i I ' I ' I ' I E
100 E
g ] ]
= 104 E
St 3 3
Q - .
=y ] ]
g i ]
()

H . .
1 - 3
0.1 i

' I ' I ' 1 ' 1 ' I

0 100 200 300 400 500
Iteraciones

Gréfica 3.2. Log de Temperatura vs Iteraciones

En este caso aunque no se aprecie mucho la diferencia conforme el sistema
avanza, la temperatura disminuye cada vez mas lentamente.En este trabajo se
utilizé la siguiente funcién para disminuir el valor de la temperatura. La grafica
anterior representa dicha funcién.

_ __ 5000 1
T= log(i+1.1) (Qi)

La principal diferencia entre la funcion logaritmica y la geométrica es que
después de 50 pasos la funcién geométrica decrece més rapido que la logaritmica
por lo que el sistema después de esto solo aceptara cambios que disminuyan la
energia. A continuacién se observa la comparacion entre el comportamiento de
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la funcién geométrica y la logaritmica. En donde podemos ver que la logaritmica
va mucho més lenta.

Logaritmico vs Geométrico

Temperatura del sistema

1E-7
—@— Logaritmica -
1E-8 —@— Geométrica I |
1E-9 T T T T T T T T T T T
100 200 300 400 500 600
Iteraciones

Gréfica 3.3. Comparacion de los dos modelos.

Al graficar la aceptaciéon en funcién de los pasos en el programa se puede
observar que antes de 100 pasos la probabilidad de aceptacién de un estado de
mayor energia es cero a diferencia del caso logaritmico en donde después de 500
pasos la probabilidad de aceptacion se vuelve cero. Esto mejora la habilidad del
algoritmo de no caer en minimos locales, ya que al enfriarse mas lentamente
el sistema puede llegar a ocupar mas estados, obteniendo un minimo local. La
grafica siguiente muestra esa probabilidad de aceptacion e #2F en este caso se
grafico solo tomando en cuenta la temperatura es decir e =%,
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Probabilidad con la temperatura

10— T T -~ 17 "~ T T "~ T *~ T T ™ T °
Y Logaritmico
]\ Geométrico

Probabilidad

0-0'|:|'|'|'|'|'|'|'|'
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Temperatura

Grafica 3.4. Probabilidad de aceptacién en funcién de la temperatura.

3.1.3. Resultados del programa

Al correr varias veces la simulacion para un cilindro se encontré que cuando
el largo total de la bobina es decir de un extremo a otro, era mayor que el didme-
tro de las espiras no se podia obtener una linealidad 6ptima. A continuaciéon se
muestra los resultados obtenidos de correr la simulacién bajo los siguientes pa-
rametros, 8 espiras con 8 cm de radio y 8 cm de largo. En la gréfica siguiente se
puede observar que el comportamiento después de optimizar no es exactamente
un comportamiento de tipo lineal, sino que tiene algunas fluctuaciones.
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Grafica 3.5 obtenida de la simulacion para una bobina no cuadrada.

En un corte sobre el eje de la bobina podemos observar que el comporta-
miento es lineal en una pequena regién con un lago total de 8 cm, es decir 4 cm

en cada lado del origen.

Eje de la Bobina(cm)

0.10 .

= .
k) 0.05 .
3 .
2 N
gﬂ T T T T n"':’u: T T T T
s 8 6 4 2. 2 4 6 8
Q . .
g' . -0.05 |
< .
9] .
. -0.104

Gréfica 3.6 sobre el eje de la bobina con los datos de la gréfica 5.

En la grafica anterior podemos ver que cada color se conserva sin cambios
sobre el radio de la bobina, siempre que se mantenga un largo fijo en el eje de la
bobina. También esqueméaticamente podemos observar como cambia de color al
movernos sobre el eje de la bobina. Este cambio de color representa el cambio
en la componente z del campo magnético.

Finalmente se opté por un disefio simetrico para la bobina en donde se
obtuvo el siguiente comportamiento para el campo magnético:
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Gréfica 3.7 en donde se muestra en escala de colores el campo magnético en la
direccion z en (mT) dado por la simulacion.

La taza de aceptacion del sistema, es decir como cambia a lo largo del algo-
ritmo la aceptacion a estados de mayor energia. La siguiente grafica nos muestra
esta razon de aceptacion de la simulacion, en donde podemos ver que confor-
me la temperatura disminuye la aceptacion también. Es decir para temperaturas
bajas practicamente no se realizan cambios a niveles de mayor energia. Podemos
ver que al principio de la simulaciéon la razén de aceptacion es de 1.
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Grafica 3.8 En esta gréafica podemos observar que al disminuir la temperatura
la razén de aceptacion disminuye.

Sin embargo a temperaturas cercanas a 0.1 la razén se estabiliza por lo que
practicamente no cambia el sistema a estados de mayor energia, es decir para
temperaturas mas bajas, solo se aceptan cambios de menor energia.

Analizando la energia total del sistema es decir la desviacion estandar del
gradiente, obtenemos la siguiente grafica en donde podemos ver que conforme
se avanza en las iteraciones, cada vez se obtiene una menor energia hasta que
por fin se llega un momento en donde la energia esta tan cercana a cero que
practicamente no se mueve del cero.
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Grafica 3.9 Al disminuir la energia se obtiene una mejor aproximacion lineal ya
que la energia depende de la desviacién cuadratica, y entre menor sea esta se
obtiene una mejor aproximacién con el campo gradiente promedio.

Para el caso de la simulacién cilindrica se construyé la bobina en base a los
resultados finales de las espiras obtenidos en la simulacion, con la finalidad de
contrastar con los datos experimentales con los de la simulaciéon. En todas las
simulaciones solo se utilizo el siguiente funcional:

U=> (<G, >-G,)?

Es decir solo minimizamos la desviaciéon del gradiente promedio con el gra-
diente en cada punto del espacio. Por simplicidad del disefio y debido a que
nuestras fuentes de corriente son de 3 amperes, se decidié por no incluir el tér-
mino de la inductancia. En el algoritmo, aparte de conocer las posiciones de
las bobinas al final de todos los calculos, se pidié que se guardara la energia
del sistema (la desviacion) en cada paso del algoritmo, para corroborar que en
verdad se estuviese minimizando el funcional. Cuando finaliza el algoritmo, se
crean varios archivos todas las posiciones de las espiras se guardaron bajo el
nombre de espiras, la energia del sistema se guarda bajo el nombre de energia,
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y finalmente el campo magnético que genera el conjunto de espiras se guarda en
un archivo de nombre campo.

3.2. Implementacién experimental .

3.2.1. Construccioén del Prototipo

En base a la seccién anterior se pudo observar que los disefios no simétricos
no generaban, un gradiente lo suficientemente lineal. Para poder construir el
prototipo se consider6 una bobina simétrica, es decir que el didmetro fuese igual
al largo de la bobina. Las medidas en base a las cuales se disefi6 la bobina, fue
que el largo fuese de 16 cm con este largo el radio de la bobina estaria en 8 cm por
espira. Se decidié por una bobina de tamano pequeno ya que abre la posibilidad
de trabajar en el futuro con sistemas de resonancia de menor tamano, en donde
se podrian usar en animales pequenos, si se usase un aparato de mayor tamano
para el estudio de animales pequenios no se alcanza la resolucion suficiente a
como lo haria un sistema de menor tamano. La corriente de la bobina en base a
la cual se simulo en el programa fue de 3 A. Este valor en especifico fue debido
a que se observé que la magnitud de gradiente méximo es de 0.2 mT /cm. Con
estos valores se ingresaron en el programa y se obtuvo las siguientes posiciones
para las espiras de la bobina:

Tabla 1 a continuacién ponemos las posiciones de las espiras determinadas por
la simulacién.

£6.95
+£7.22
+7.39
£7.52
+7.87
+8.02
+8.14
+8.19

El numero de espiras que se eligié para la bobina prototipo no fue arbitra-
ria, ya que se consideré un nimero de espiras el cual generas un gradiente lo
suficientemente lineal y que no se tardase tanto tiempo el procesamiento del pro-
grama. Se empez6 con un prototipo de 12 espiras, y al empezar su construcciéon
se observo que existia la complicacién de que en algunos puntos, las espiras que-
daban demasiado cercanas que el didmetro del cable impedia su construccion.
En este punto se opté por utilizar otro tipo de alambre pero se observé que era
dificil que no se rompiese. Por lo que se volvid a correr el programa y buscamos
un numero de espiras en el cual no estuviesen lo suficientemente cercanas, y se
encontré que con 8 espiras en cada lado se podia construir el prototipo sin tener
que cambiar de cable en nuestro caso se usé alambre de cobre de ntmero 23.
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Figura 3.1.Representacién a esquematica de la bobina gradiente construida.

En base a la figura anterior y a la tabla 1, se procedi6 a construir la bobina.
En la construccion de la bobina se requirié tiempo en su elaboracién ya que
no se encontré de manera facil un materia que cumpliese con las dimensiones
necesitadas. Se empez6 por intentar con madera ya que es un material facilmente
moldeable, se intenté usar un torno pero no se logré obtener el tamano deseado.
Después se procedié a moldear la bobina por medio del uso de hojas de pléstico,
se consiguio6 las medidas que se deseaban sin embargo no se obtuvo la suficiente
dureza por lo que al realizar mediciones se obtenia un gradiente desplazado.
Finalmente se intent6 utilizando un tubo de PVC, con el didmetro que se queria
que era de 16 cm. Para poder hacer que las espiras quedasen en el lugar en el que
se requerian de manera precisa, se recubri6 la parte exterior de la bobina con
papel milimétrico. Finalmente para poder realizar las mediciones se realizaron
orificios sobre la pared del cilindro de tal forma que se pudiese meter la punta
del teslametro para poder medir el campo magnético sobre el eje de la bobina.
Estos orificios estan espaciados cada 1.5 cm cada uno en total son 8 orificios,
estos orificios tienen la finalidad de ser utiles para poder insertar el teslametro
sobre la region de interés.

o1



A continuacion se muestran, las fotos dela bobina una vez que se construyo
en base a los datos de la tabla anterior. Esta bobina como se menciond ante-
riormente estd construida sobre un tubo de PVC de 16 cm de didmetro.

Fotografia 3.1, se muestra la bobina con el respectivo arreglo experimental

Para realizar las mediciones de manera precisa se tuvo que ajustar a cero el
teslametro cada vez que se realizaba una nueva corrida de datos. El teslametro
se ajustaba a cero debido al campo magnético terrestre el cual podia interferir
con nuestras mediciones ya que este campo magnético tiene una magnitud de
0.05mT comparable al campo magnético de nuestras mediciones. De manera
que una vez fijada la bobina se procedia a hacer las mediciones sin moverla.
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Fotografia 3.2, se muestra la bobina en donde se muestra que la regla coincide
con el eje, cabe mencionar que al mover las mesas elevadoras se cambia la
cordenada y.

Para conectar las espiras de los dos extremos se utilizé un arreglo en donde
estuviesen conectadas por un solo cable, es decir primero se colocaron las es-
piaras de un extremo en una misma direccién para un extremo de la bobina, al
acabar con las ocho espiras se dejoé un extremo de cable suelto para conectar el
otro extremo de la bobina. En este extremo las espiras se enrollaron en direccién
contraria a las de la primera bobina empezando del centro hacia afuera.

-+

Direccidon
de las
espiras.

Figura 3.2 En el esquema anterior se puede observar la direccién de las espiras
y su conceccion.
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Para realizar las mediciones con el teslametro, de acuerdo con el manual este
presenta una incertidumbre de 10 % respecto a la medicién obtenida.
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Capitulo 4

Resultados Experimentales.

Utilizando los datos experimentales podemos ver la siguiente grafica, que se
obtuvieron de medir la componente z del campo magnético sobre el eje para
diferentes radios de la bobina.Una vez medido el campo magnético generado
por la bobina se obtuvo la siguiente grafica, en donde podemos ver que en una
gran region el comportamiento es bastante lineal. En esta grafica solo se toma
en cuenta la region de interés es decir de —6¢m a 6¢m en la direccion del eje
y hasta un radio de 4cm sobro el eje del radio de la bobina.Dentro de esta
region podemos ver que la variacién del campo magnético es muy parecida a la
simulacién es decir cambia en el mismo rango es decir de -20 mT a -20mT.
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Grafica 4.1 en donde se muestra en escala de colores el campo magnético en la
direcciéon z en (mT) que se obtuvieron de forma experimental.

Contrastando los datos obtenidos con los simulados tenemos la siguiente
grafica. Cosa que es realmente facil en gnuplot. Los datos experimentales estan
de color rojo mientras que los datos generados en la simulacién son de color

verde. Una de las desventajas de usar gnuplot es que no se puede colocar barras
de incertidumbre.
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Grafica 4.2 Comparacion de datos experimentales(rojo) con simulados (verde),
para el campo manético en la direcciéon z en (mT).

Los siguientes datos muestran, los resultados obtenidos experimentalmente con
ayuda del teslametro. La parte en y hace referencia a medidas en donde la
componente y es cero y cuando deja de ser cero, el comportamiento obtenido
es el mismo a esa misma distancia.

Tabla 2 de resultados experimentales en diferentes radios (y cm).

| Largo de la bobina (y = Ocn) | Campo Magnético(mT) |

-6 —0.16 £ 0.016

-4.5 —0.123 £0.012
-3 —0.08 + 0.008

-1.5 —0.04 £ 0.004
0 0

1.5 0.036 £ 0.003
3 0.083 £ 0.008
4.5 0.12 £0.012
6 0.16 +0.016

| Largo de la bobina(y = lem) | Campo Magnético(mT) |

-6 —0.16 £0.016

-4.5 —0.12£0.012
-3 —0.08 £ 0.008

-1.5 —0.043 £ 0.004
0 0

1.5 0.036 £ 0.003
3 0.08 £ 0.008
4.5 0.12£0.012
6 0.16 £0.016
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Largo de la bobina(y = 2cm) [ Campo Magnético(mT) |

-6 —0.163 +0.016

-4.5 —0.123 £0.012
-3 —0.08 &= 0.008

-1.5 —0.043 = 0.004
0 0

1.5 0.04 = 0.004
3 0.08 £ 0.008
4.5 0.116 £ 0.011
6 0.16 £ 0.016

| Largo de la bobina(y = 3cm) | Campo Magnético(mT) |

-6 —0.18 £ 0.018

-4.5 —0.12£0.012
-3 —0.08 +0.008

-1.5 —0.045 £ 0.004
0 0

1.5 0.035 £ 0.003
3 0.08 £ 0.008
4.5 0.12£0.012
6 0.18 £0.018

Graficando estas tablas obtenemos la siguiente grafica en donde podemos ver
que el comportamiento es casi el mismo, en y = Ocm que en y = 3c¢m, con sus
respectivas incertidumbres, y podemos ver que en la regién donde nos hemos
alejado 3cm del eje de la bobina los datos obtenidos estan dentro del rango de
incertidumbres de los datos experimentales que se obtuvieron sobre el eje de la
bobina..
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Grafica 4.3, se observan los datos de la tabla 1 sobreponiendo la componente y.

Con la grafica anterior podemos decir que basta con conocer el comporta-
miento sobre el eje ya que el comportamiento fuera de este es muy similar al
menos 3cm alejados del eje de la bobina, es decir en una region total de 6¢em
(3em a la izquierda del eje y otros tres a la enderecha del eje) ya que presenta
simetria.

Por lo que sin pérdida de generalidad podemos solo centrarnos en el com-
portamiento experimental, de los datos obtenidos sobre el eje de la bobina. La
siguiente grafica contrasta los datos obtenidos de la simulacion sobre el eje con
los datos experimentales también en el eje. Podemos ver que en la region de
interés el comportamiento es muy parecido al comportamiento predicho por la
simulaciéon por lo que en cierta forma es una manera de corroborar los datos
obtenidos de manera simulada, ya que a pesar de que la simulacién esta teéri-
camente bien simulada siempre hay discrepancias entre la parte experimental
v lo predicho teéricamente, ya que en ocasiones se suele simplificar las cosas.
Como en el caso de las integrales elipticas en donde se simplifico al usar una
aproximacién de tipo geométrica. Sin embargo lo que demuestra la siguiente
grafica es que esta discrepancia esta dentro del margen de incertidumbre.
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Gréfica 4.4 en esta grafica podemos ver el campo en la direccion z
experimental con su respectiva incertidumbre, y los datos experimentales.
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Grafica 4.5 en esta grafica podemos observar los datos experimentales y su
respectivo ajuste lineal.

En el ajuste lineal se obtuvieron los siguientes datos para la pendiente ex-

perimental:

Tabla 3 Ajuste Lineal.

| | (ZT) | Error estandar |

Pendiente simulada 0.025 3.40%10°°
Pendiente Experimental | 0.027 4.16 % 1077

Con los datos anteriores podemos obtener un error porcentual del 8 % con lo
que encontramos que experimental mente la componente magnética z de nuestro
prototipo en la region de interés esta regido por la ecuacion:

mT

B(z) = 0.027 £4.16 1074 — (4.1)
cm
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De las graficas anteriores podemos observar que se obtuvo una bobina que
genera un campo magnético que cambia de manera lineal en una regiéon de
interés de aproximadamente 12 cm de largo. Y se observo que existia una buena
homogeneidad ya que para mediciones fuera del eje se observéd que el campo no
variaba mucho.
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Capitulo 5

Discuciones.

En la seccién anterior se explicé la idea del algoritmo que nos permitié cono-
cer las posiciones de los anillos en una bobina cilindrica, que después se procedid
a su construccién. La parte experimental mostro resultados muy similares a la
simulacién, con apenas un error del 8 %, el cual esta dentro del rango de incerti-
dumbre del teslametro utilizado. Esta linealidad se encontr6é que estaba en una
region de interese de aproximadamente 12 cm de largo.

Al poder conocerse la desviacion del gradiente del campo en cada punto y
el gradiente promedio, podemos ver de la grafica 3.9 que si se minimiza. Por
otro lado el comportamiento fuera del eje de la bobina a 4 cm del eje podemos
ver que casi no es muy diferente del comportamiento en el eje de la bobina
esto lo podemos ver en la grafica 3.10, lo que nos habla de que el proceso de
optimizacion fue aceptable.

También en el caso de la simulacién se obtuvo la razén de aceptacién con
respecto a la temperatura en donde se pudo observar que conforme bajaba la
temperatura también disminuia la razén de aceptacion gréafica 3.8. Para esto
se tuvo que ver cual tipo de funcién convenia mas, a la hora de hacer decrecer
la temperatura, ya que para el caso geométrico se observé que rapidamente
tendia a cero a diferencia del logaritmo, esto implica que la razén de aceptacion
disminuya mas lentamente originando que se eviten los minimos locales.

En este prototipo no se concidero la inductancia, ya que no se trabaj6é con
corrientes mayores a 3 amperes y la corriente tampoco oscilaba. Sin embargo
podemos tomar en cuenta esos efectos como se observo al final del capitulo
anterior. Y lo que podemos ver al comparar la figura 3.1 con la figura 3.2 en
donde podemos ver un esquema de las posiciones finales de las espiras es que si
consideramos los efectos de la inductancia cambia la distribuciéon de las espiras,
de tal forma que ya no estan todas en una pequena region de la bobina si no
que se distribuyen mas sobre esta. De las graficas 3.14 y 3.15 podemos observar
que el comportamiento sigue siendo de caracter lineal.

A pesar de ser un prototipo la bobina construida, este trabajo puede servir
como un primer intento en la construccién de una bobina gradiente que se
pueda utilizar para fines de imagen médica, ya que si bien es bastante simple el
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modelo lo podemos el tiempo, ir mejorando y hacerlo més realista, por ejemplo
incluir efectos de calor, ya que al trabajar con corrientes de 100 A, se genera
bastante calor por lo que se deberd trabajar en un sistema de refrigeraciéon. Otro
problema que sé tampoco incluimos en nuestro modelo es el de adicionar lo que
se le conoce como una bobina shielding.

También podriamos explorar otras geometrias con el fin de utilizarlas en
partes especificas, al finalizar las pruebas con la bobina cilindrica se intento
cambiar el algoritmo para una geometria esférica, y se obtuvo lo siguiente

Inductancia.

En la secciéon anterior, se observé que en las bobinas en donde el largo total es
equiparable con el diAmetro de la bobina, se obtiene un campo magnético para
la componente z bastante lineal. En nuestro caso esta linealidad es de aproxima-
damente 12 cm, 6 cm en cada lado del eje de 1a bobina. Esta linealidad se obtuvo
de forma experimental y por simulacién. A pesar de esto en el modelo estudiado
anteriormente no se metié el término de la inductancia ni de la eficiencia de la
bobina es decir, solo se minimizo la desviacién estandar:

U=> (<G>-Gy)’ (5.1)

En este caso no se agregaron términos de inductancia por dos razones. Para
cuestiones experimentales solo deseAbamos medir el comportamiento lineal de
la bobina por lo que la corriente no oscilaba. Y por otro lado las corrientes que
manejamos en el experimento se mantenian por debajo de los 5 A, en concreto
fueron 3 A, contrastando con un equipo de resonancia que trabaja a 100 A .
Le podemos agregar el término de la inductancia al funcional y le ponemos una
corriente de 100 A. Nuestro funcional a minimizar toma la siguiente forma:

U= (<G>-G)*+158 (5.2)
En donde el 158 representa la inductancia, es decir le pedimos al pograma

una bobina con una inductancia de 158 mH.Con esto obtuvimos la siguiente
bobina en donde el radio se fijo en 15 cm, y la corriente en 100 A:
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Figura 4.9 Arreglo espacial de las espiras para una corriente de 100A e
indutancia de 158 mH.

En el esquema anterior podemos ver que las espiras en la bobina no se
encuentran en tan pegadas como en la bobina que se construyé experimental-
mente. Por otro lado la primer espira del centro de la bobina su corriente esta
en direccion contraria a las otras espiras en el mismo lado de la bobina. Con lo
anterior se puede ver que las espiras cambian bastante de posicién al cambiar
la corriente y agregar el término de la inductancia. ;Pero que tanto se modifica
nuestro campo magnético? En la siguiente grafica podemos ver justamente el
campo generado.

65



-3.780

-3.024
2,268
1512

0 .

G 0.7560

2

4 0.000

z 0.7560

@

2.

& 1512

2

0 -

~ 2.268

2

- 3.024
3.780

Grafica 4.10 Campo Magnético de la componente z para una corriente de 100A
e indutancia de 158 mH.
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Grafica 4.11 Campo Magnético de la componente z para una corriente de 100A
e indutancia de 158 mH cerca del eje.

De las graficas anteriores podemos ver que si bien el campo aumento en
intensidad este sigue comportdndose de manera lineal en una gran regién de

interés, con una inductancia de 158 mH.

Bobinas en otra geometria.

Otro tipo de arreglo que se puede hacer con espiras circulares es el de una
esfera en donde las espiras se colocan sobre alrededor de una esfera es decir
como lo muestra la siguiente esquema:

También en el caso de la simulacién se obtuvo la razén de aceptacion con
respecto a la temperatura en donde se pudo observar que conforme bajaba la
temperatura también disminuia la razén de aceptacion. Para esto se tuvo que ver
cual tipo de funcién convenia mas, a la hora de hacer decrecer la temperatura,
ya que para el caso geométrico se observd que rapidamente tendia a cero a
diferencia del logaritmo, esto implica que la razén de aceptacion disminuya més
lentamente originando que se eviten los minimos locales.
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Figura 1 Esquema de una bobina con simetria esférica.

En donde lo tinico que cambia del programa es parametrizar el radio con la
altura, de esta forma al desplazarnos en el eje z de la bobina también cambia-
remos su radio en cada paso que se de optimizando de esta forma la bobina.

Para esto se fij6 el radio de la esfera R y se vari6 el radio de cada espira
conforme se optimizaba, es decir cada vez que se desplazaba. Para esto se utilizo
que:

r=+vVR2 - 22

Por otro lado se condiciono el algoritmo para que si la espira pasaba de 0.8R,
el cambio no se diera es decir que la espira no superara ese umbral, ya que si Z
es mayor que R el resultado no tendria sentido.

De correr esta simulacion se obtuvieron los siguientes datos para la compo-
nente z del campo magnético.

68




&
3
B
1.220
=
“ -0.9760
&
8 0.7320
/E\ .
=]
= -0.4880
-0.2440
0.000
0.2440
0.4880
0.7320
0.9760
1.220

Grafica 2 se puede observar el campo magnético de la componente z

En la grafica anterior parece no observarse esta linealidad, sin embargo si qui-
tamos los extremos que es donde obtenemos estos picos obtenemos la siguiente

grafica:

69



= -0.2020

-0.1618
-0.1216
o -0.08140
o
é -0.04120
o
z -1.000E-03
&
& 0.03920
g _—
B 0.07940
=/
0.1196
0.1598
0.2000

Grafica 3 se puede observar el campo magnético de la componente z de un
distancia 1.5 cm a -1.5cm sobre el eje en x

En esta grafica podemos observar que se obtiene un comportamiento bastan-
te lineal y ademaés tiene la ventaja de que se presenta en una regién de interés
bastante grande en el eje z de la bobina. Una de las desventajas es que solo es
valida para regiones muy cercanas al eje de la bobina.
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Conclusiones.

Se realizo un programa que nos permitiera conocer las posiciones de las espi-
ras para un prototipo de bobina gradiente cilindrica. Y de manera experimental
se pudo validar los datos obtenidos de la simulacién al encontrar un error del
8 % entre la recta dada por la simulacion y los datos experimentales. También
se observd que una de las ventajas del método de simulated anealing es que nos
permite disenar bobinas con geometrias establecidas, en nuestro caso espiras
circulares, a diferencia de otros métodos en los que no se tiene una geometria
definida y se calcula una funcién de corriente. Estas bobinas al ser muy sime-
tricas, son mas faciles de construir, y tienen la ventaja de que no se tiene que
preocupar por posibles torques debido a la falta de simetria. Cabe mencionar
que a pesar de que en el capitulo de desarrollo experimental no se menciond, la
bobina final fue el resultado de diversos intentos es decir se realizaron maquetas
con la finalidad de poder obtener una idea de cémo conectar los cables en la bo-
bina. Y esto fue una de las principales causas de que se escogiera un método en
doénde se pudiese controlar la geometria del embobinado, ya que para métodos
en donde los cables no adoptan una geometria especifica como el método Target
Field, la construccion de la bobina puede resultar algo complicado.

Por otro lado una de las posibles desventajas de este método es que es un
método un poco tardado ya que requiere probar muchos pasos, que ahora con
la ayuda de programas paralelizables nos pueden ayudar a que se un método
rapido. Y el método de SA presenta la ventaja de que se puede paralelizar, ya
que se podria mover en vez de una bobina en cada paso todas las bobinas en
el mismo paso, y utilizando las posiciones antes de mover las bobinas obtener
la probabilidad de aceptaciéon. Con esto la velocidad del programa aumentaria
bastante. En el momento de estar usando distintas temperaturas para el sistema
se encontro que la mejor funcién para nuestros fines era una funcién tipo logarit-
mo decreciente, ya que de esta forma la temperatura baja mas lentamente que
una funcién tipo maltusiana, al no disminuir la temperatura tan rapidamente
podemos lograr que el sistema no quede atrapado en minimos locales.

A lo mejor seria interesante cambiar a otro método de bisqueda de minimos
globales como podria ser optimizacién Tabt u optimizacién por colonia de hor-
migas, y poder comparar cudl de los tres métodos ofrece el mejor desempeiio en
cuestiones de tiempo y de linealidad, en este caso se opté por SA ya que es un
método en donde la convergencia estd garantizada como vimos en el capitulo 2
y ademés es un algoritmo de busqueda global. Por ejemplo en el caso de opti-
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mizacién por colonia de hormigas, en vez de disminuir la temperatura en cada
paso se utiliza una sustancia que dejan las hormigas al moverse conocida como
feromonas entre méas feromonas tenga un camino mas hormigas pasan por esté,
y esta forma de optimizar caminos es bastante util, sin embargo en cuestiones
de diseno de bobinas seria cuestién de investigar ya que no solo es construir el
algoritmo si n también encontrar una funcién que emule la evaporaciéon de las
feromonas dejadas por las hormigas. Como podemos ver existen muchas formas
de optimizacién, sin embargo por ser un proceso fisico y no biolégico fue que
también se optd por usar este método. Cabe mencionar que en otras areas, como
en el caso de la criptologia, para descifrar imagenes cifradas el uso de métodos
de optimizacién combinatoria es usado ampliamente, en donde se a encontrado
que el método Tabu es mucho méas rapido que el método de SA, por lo que a
pesar de ser una primera aproximacién a un diseno mas realista en el futuro se
puede seguir investigando que algoritmo funciona mejor, y nos genera mejores
bobinas.

Ademas este método parece funcionar mejor en bobinas bastante simétricas,
ya que en el programa se observo que para una bobina en donde se requiere que
el largo sea diferente del didmetro de la bobina la linealidad era no era tan buena
como en el caso de las bobinas simétricas. Fue por esta razén que el prototipo
que se disen6 tuviese el mismo largo que el didmetro de las espiras.

A pesar de que se aproximaron gran parte de las funciones que son esenciales
en el algoritmo este se pudo validar de manera experimental con el prototipo
construido, al contrastar los datos experimentales con los datos obtenidos de la
simulacién. Se encontré que el comportamiento en la regién de interés en el caso
del cilindro era bastante amplia de 12 cm y ademdés se comportaba de forma
lineal. Esta linealidad se mantenia por 4 cm fuera del eje de la bobina.

Una vez que obtenemos como varia el gradiente podemos obtener informaciéon
de nuestra muestra si conocemos, la constante giromagnética. Ya que de la
ecuacion 1.19 vemos que la frecuencia depende del campo magnético aplicado.
y del hecho que

T
B(z) = 0.027 £ 4.16 x 1074 . (5.3)
cm
Tenemos que:
T
w = v(Boes + 2(0.027 + 4.16 10—4%)62) (5.4)

Por lo que podemos ver que la frecuencia va a depender de en qué punto
nos encontremos de nuestra bobina y de esta forma obtener informacion en cada
punto donde el gradiente es lineal. Si bien el prototipo que se disefio es a lo largo
del eje z, esta bobina podria ser usada para conocer como esta conformado un
material en una sola componente. Claro que haria falta més equipo para poder
hacer esto, aparte de la bobina como las antenas y un iman externo, por este
motivo fue por lo que la bobina no se prob6 en un material.
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La importancia de poder validar los datos de la simulacién es que, nos puede
dar cierta validez para la construcciéon de bobinas de otras geometrias. Esto es
importante ya que se modifico el algoritmo para una geometria esférica, esta
bobina por cuestiones practicas no se construyé pero el hecho de que la parte
experimental del cilindro concuerde con la parte simulada nos da un cierto grado
de fiabilidad para los datos obtenidos de la simulacién para la esfera.

Con lo anterior podemos ver que este trabajo si es, una primera aproximacién
a un sistema gradiente ya que lo que se buscé principalmente fue la linealidad del
prototipo, pero se puede mejorar y hacerse mucho mas realista. Pero dentro de
esta primera aproximacion este prototipo cumple con la principal caracteristica
de su linealidad.
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Programa de Simulated Anealing.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define nbob 17

[FIFRRRRRRA D ofinimos nuestras variables globales*** ¥ /

float 1=3;

float a=>5;

float 1=15;

float gprom=-4-5;

double Z0[nbob];

double Zf[nbob];

JRAHRIIAAAAAAAAAT 3, siguiente funcion genera integrales elipticag*****¥¥x* /

JHrsscookUsa una funcion de estructuras stk

/****En la siguiente parte del programa se define una estructura, con es-
ta estructura podremos calcular las funciones elipticas usadas a lo largo del
programa*/

struct Intelipt { float K, E; };

struct Intelipt eliptica(struct Intelipt p, float x)

{

struct Intelipt q;

JHIFFFIIRED este caso m es el numero a calcular¥FFFEEEER /

double a,m=x,g,am,Ke,s[8],5S=0,Ee;

[RAFIIAAAAK ] o9 necesario para los cilcos for* itk /

int i;

JrrsRRTnicializamos variables®RRRRR KRR /

a=1;

g=sqrt(1-m);

s[0]=sqrt(m);

JFFRRiRiicioeee* Ciclo donde se calcula la integral K de primer espe-
CleFFFRR AR AR AR K |

for(i=0;i<=T7;i++)

am=(a+g)/2;
sli+1]=(a-g)/2;
g=sqrt(g*a);

/***Finlamente el valor de la integral de primer especie es****** / Ke=(M _PI)/(2*a);
/*¥***Calculo de la integral de segunda especie EX#**F¥*334E, [ for (1—0;i< =T;i++)
{ S+=(slif*sli[*pow(2,i))/2; } Be—Ke*(1-5);

q.K = Ke;
q.E = Ee;
return q;

} jrrrriieikCalculamos el gradiente fuera del eje**** ik
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Gz;

/********************************************************/

float gcampofeje(float z1, float y1,float iE, float iK)

{

float Gz,b,z=2z1 E=iE,K=iK,y=y1,partel,partels,partel E,dbz,dE,dK partelf,calcl,calc2,clac3

if(y==0)
{
Gz=-(3*T*a*a*z) /(2*pow(a*a+2%7,2.5));
}
else{
JFFERRE Calculos de la segunda parte®#iieiiiicioe /
float partel2s,partel2k,parte2f;
JrFERRRRECalculos de la tercera parte* ikl /
float partel3, partel3s,partel3k,parte3f;
b=4*a*y /(a*a+z*z+y*y+2*a*y);
dbz=-8*a*y*z/(pow(a*a+z*z+y*y+2*a*y,2));
dE=(E-K) /b; dK=(E/(b-b*b*b)-K/b);
// dK—(E/(b(1-*b))-(K /b)) *(db);
Jrsriik derivando el primer termino ikt |
partel=a*(dbz/(2-2*b)+(b*2*dbz) / (pow(2-2*b,2)) ) *pow(2*b,0.5) *E;
partels=a*((b/(2-2*b))*dbz*E) /pow(2*b,(1/2));
partelE=a*((b/(2-2*b))*dE*dbz*pow(2*b,(1/2)));
partelf=partel+partels+partelE;
J¥FFREEJerivando el segundo termino* ikl /
partel2s=y*pow(2*b,0.5)*dK*dbz;
partel2k=y*dbz*K/pow(2*b,0.5);
parte2f=partel2s—+partel2k;
JxsrksssDerivando el tercer termino* ki itkkkk
partel3=y*(-1/(2-2*¥b)+(2-b)*2/(pow(2-2*b,2))) *E*sqrt(2*b);
partel3s=(y*(2-b)*dbz*E) /(pow(2*b,0.5))*(2-2*b);
partel3k=(y*(2-b)*pow(2*b,0.5)*dE*dbz) /(2-2*D);
parte3f=partel3+partel3s-partel3k;

s R IK (g et R FRH R R Rk
Gz=((T*a)/(2*M _PT*pow(2*a*y,(3/2))))* (partelf+parte2f-parte3f);
// Gz=(T*a)*(partelf+parte2f-parte3f)/(2*M _PI*pow(2*a*y,1.5)); return

}

/*************Inicio del main**********************/
/******************************************************/

main()

/********Deﬁicion de la estructura*****************************/

struct Intelipt p;
p-K;
p-E;
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JRrRssisiicidioek Abrimos  archivos para guardar los datos™ s /

FILE *f1,%f2;

fl=fopen("prueba.txt","wt");

f2—fopen("prueba2.txt","wt");

JrrsscssRRk Variables del programa s E R RRRR RO KRR RO R |

int i,j,n,promedio;

double x,u,z,y,bf,z0,zf boltz, b, K, E z{2;

JHHIFFFIAIAAT og ]a corriente en la bobina, a el radio de las bobinas y nbob el
numero de bobinas mientras que 1 es la mitad de la longitud transversal de la
bobina* sk kAR |

double espaciado=1/nbob;

JRIFFIIIER A continuacion declaramos Sgb, y Sgbf que nos van a dar la
suma del gradiente promedio mientras que gb y gb f representa el gradiente en
z,mientras que T es la temperaturaiiiiiiciioooo: /

double Sgh,Sghf, T,gh,gbf energia,p2;

/*A continuacion declaramos un paso para obtimizar z*/

double paso=0.0010*1;

J¥**¥FE] siguiente ciclo nos da un espaciado uniforme entre los circuitos de
corriente ¥ riiick /

for(n=1;n<=nbob;n++)

{

Z0[n]=(n*espaciado);

Zf[n]=(n*espaciado);

JFRRiioisikk i del espaciado a continuacion empieza la simulacion*/
for(i=0;i<=7500;i++)

{

for(y=0.0;y<=0.5*a;y+=(0.5%a/50))

JrHERRRRRkkRk A continuaciA®n vamos cambiar las diferentes posciciones
de las bobinas con el siguiente ciclo*/

for(j=1;j<=nbob;j++)

{

energia=0;

Sgb=0;

Sghf=0;

for(z=0.0;z<=0.8*1;z4+=(0.8*1/40))

[RIFFFIIEEK i clalisamos variableg ¥Rk /

gb=0;

for(n=1;n<=nbob;n-++)

{

2f=2-Z0[n];

/*********Integrales elipticas********************/ b:4*a*y/(a*a+zf*zf+y*y+2*a*y)7
p=eliptica(p,b);

K=p.K;
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s

gb-+=gcampofeje(zf,y.E, K);
//fprintf(£2," %f %d %d %f %f \n",gb,n,j,z,Z0[n]);

JrFFHR B de ciclo en n**/ Sgb+=pow((gprom-gb),2);

}

//FIn de ciclo en z /¥*¥¥¥kiiobiolbioh A continuacion generamos un numero

aleatorio para determinar el avance ya sea positivo o negativo dependiendo del
ValOI' Obtenido***************/

srand(time(NULL));
x=drand48();
if(x<0.5)

{

u=1;

}

else

{

u=-1;

}
ZAlj]=Z0[j] + paso*u;
/************Calculamos Sgbf************/

for(z=0;2<=0.8*1;24+=0.1)

{

zt=7-71[j];

ght=0;
for(n=1;n<=nbob;n++)

Jrwrkiksrnteprales elipticas* rrrkirittiikiiit
b=4*a*y /(a*a+zf*zf+y*y+2*a*y);

p=eliptica(p,b);

K=p.K;

s

gb-+=gcampofeje(zf,y,E, K);

J¥FFREEERIN de cilco en nRHRRRRE )

Sgbf+—=pow((gprom-gbf),2);
//Fin de ciclo en z//
////]]/fin de calculos en sgb y sgbf//////////

JrRER sk Rk Checamos la energia*F*FFFkkk ks |
energia= Sghf-Sgb;

if(energia<=0)

Z0[j1=24131;

else
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{
T=5%0.1/log(i+1.1);
boltz=-energia/(T);
p2—exp(boltz);
srand(time(NULL));
x=drand48();
if(x<=p2)

{
Z0[j]=ZA1jl;

}
}//fin de ciclo en j

fprintf(£2," %d %t \n",ienergia);

}//fin del ciclo en y

}//fin del ciclo en i

JHrskVores finales*FFFFRRRRA AR /
for(n=1;n<=nbob;n++)

{ fprintf(f1," %t \n",Z{[n]);

JRRRRRRRRAAAAAA, |
for(y=-0.5%a;y<=0.5%a;y*=(0.5%a/20))
{

for(z=-2*1;7<=2*1;z+=(2*1/40))

{

bf=0; ghf=0; for(n=1;n<=nbob;n++)
{

2f=z-Zf[n];

b=4*a*y /(a*atzf*zf+y*y+2*aty);
p=eliptica(p,b);

K=p.K;

E=p.E;

gbf-+=gcampofeje(zf,y,E, K);
2£2=2z+Z{[n];

b=4*a*y /(a*a+zf2*zf2++y*y+2*a*y);
p=geliptica(p,b);

K=p.K;

E=p.E;

gbf+=-gcampofeje(zf2,y,E, K);

}

//fin del ciclo en n

fprintf(£2," %f %f %f\n",z,y,gbf);

}

//fin del ciclo en z

}

//fin del ciclo en y

} //fin del programa
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