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Introduccion

Motivaciones

Como docente, al convivir con los estudiantes en las aulas, y estar inmerso en la
vida académica de una institucidon, se llegan a observar caracteristicas de los
alumnos. Por ejemplo, se observa que una idea comun sobre el estudio de las
matematicas entre los alumnos del bachillerato, en el Colegio de Ciencias y
Humanidades, es que se trata de realizar procedimientos para resolver problemas
rutinarios. Problemas como: ;Cual es el valor de x...? No obstante que esta es una
vision muy escueta de las mismas, puede ser generalmente reforzada por

desarrollos y ejercicios llevados a cabo en las clases de esta area del conocimiento.

Para el caso de la materia de Calculo en el bachillerato esta percepcién de sélo
procedimientos es incluso compartida por algunos profesores de grado superior.
Incluso algunos alumnos egresados mantienen esta concepcion al menos en los

primeros afios de la licenciatura.

Esta mala concepcion del Calculo se debe parcialmente a su ensefianza por medio
de procedimientos: métodos para calcular limites, métodos de derivacion - incluso
se ensefia el método de los cuatro pasos -, métodos de integracion, y aplicaciones
de éstos métodos en problemas, principalmente de maximos y minimos, y solidos

de revolucion.

Muchos profesores dejan a los alumnos realizar limites, derivadas e integrales en
las que se requieren procesos algebraicos largos y elaborados para lograr su
resolucion. Justo lo que refuerza la idea de los procesos, que sélo se vuelven mas
elaborados. Como menciona Davila Araiza, es comun en los cursos de Calculo

enfatizar las practicas algoritmicas y privilegiar el trabajo en el registro algebraico.



Lo anterior da una muy alejada percepcidn de las matematicas. Hace parecer que el
Calculo se trata de derivar e integrar, y en muchas ocasiones ni se le da un sentido

a estas dos palabras.

Esta creencia es a grado tal que incluso profesionistas llegan a comentar: “quien
sabe Calculo sabe matematicas”, “el Calculo es lo mas dificil”. Lo que demuestra

s6lo una pobre percepcién del conocimiento matematico.

La idea comun de la gente es que las matematicas ya estan inventadas y que las
matematicas superiores estan en ingenieria. De hecho incluso los ingenieros
creen que las matematicas superiores son nada mas el Célculo Diferencial e
Integral y las Ecuaciones Diferenciales y ahi se acabaron las matematicas
superiores. Dr. Alejandro Diaz Barriga en el video ;Qué hace hoy un

matematico? (Barot, 2006)

Lo anterior repercute también en el aprendizaje del alumno:

Esto puede ocasionar que el curso de Calculo carezca de sentido para el alumno;
que sus significados de los objetos matematicos sean pobres; que presenten
dificultades para usarlos en registros distintos del analitico y en problemas no
rutinarios, en particular para modelar situaciones planteadas en contextos
extramatematicos e interpretar los resultados obtenidos. (Davila Araiza, Grijalva

Monteverde, & Bravo Tapia, 2011, p. 3)

Para tratar de contradecir ambas creencias, tanto que las matematicas tratan sobre
procedimientos, como que el Calculo se trata de derivar e integrar; y propiciar una
mejor comprension del Calculo y de las matematicas en los alumnos, es necesario
mostrar otros aspectos de las matematicas, tales como: el analisis, la
interpretacidon, el razonamiento matematico, y las relaciones entre conceptos,

incluso entre diferentes areas de la matematica.

Entonces, se plantea desarrollar un tema de Calculo estudiando estos otros

aspectos mas que los procedimentales. Para mostrar que la importancia del
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Calculo, - y a titulo personal, su belleza -, no radica en sus procedimientos. Sino
que, al igual que en todas las matematicas, esta en sus conceptos, ideas y
razonamientos matematicos, la forma de entrelazarlos para lograr una mejor

comprension y manipulacion de los propios objetos matematicos.

El tema que se seleccion6 es uno de los mas importantes para el Calculo: el
concepto de derivada. Se pretende mostrar el concepto no como un nombre y un
proceder que se debe llevar a cabo. Sino mostrar a qué se refiere, qué es lo que

significa y como se relaciona con conceptos de otras areas de las matematicas.

Mostrar que si, hay que saber derivar. Pero, por qué y qué es lo que hacemos al
realizar estos procesos, qué significado tiene lo que resulta de ellos.
Especificamente, hacerlo con el Programa de Estudios del Colegio de Ciencias y

Humanidades para la materia de Calculo Diferencia e Integral.

Problema

Se quiere mostrar que el estudio de las matematicas es mas que realizar
procedimientos para hallar valores y resolver problemas rutinarios. Se busca hacer
esto dentro del estudio del Calculo, para el tema especifico del concepto de

derivada.

Entonces, el problema es: ;Como ensefar el concepto de derivada a los alumnos de

bachillerato?

No se busca so6lo lograr que los alumnos aprendan el concepto de derivada. Se
busca que a través de este tema de estudio, se muestren aspectos de la matematica,
mencionados anteriormente, como: el analisis, la interpretacion, el razonamiento

matematico, y las relaciones entre conceptos.
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Se busca dar un significado para el alumno del CCH de la palabra “derivada”. Que
entienda que es un concepto, no un procedimiento. Que dicho significado a su vez

de un sentido al proceso de derivar, que lo lleve a interpretar mejor sus resultados.

Para propiciar la comprension del significado del concepto de derivada, es

necesario dar una interpretaciéon al mismo.

De este modo nuestro problema resulta:

;como ensenar el concepto de derivada a los alumnos del CCH en los cursos de

Cdlculo para lograr la comprension del concepto?

Creo que un camino es a través de la interpretacion geométrica de la derivada. El
estudio de la interpretacion geomeétrica del concepto permite que el alumno
mejore su comprension del mismo; entienda el por qué es asi. Permite facilitar mas

su aprension por comprension que por manipulacién o repeticion.

Estudiar el concepto a través de su interpretaciéon geométrica nos permitira
analizar sus caracteristicas asi como relacionarlo con otros conceptos
matematicos. Intercambiamos procesos algebraicos por analisis geométricos,
definiciones analiticas por ideas geométricas, manipulacion de expresiones y

variables por interrelaciones entre objetos geométricos y graficos.

Dando una respuesta al problema de ensefar el concepto de derivada para lograr
una mejor comprension de éste, por medio de su interpretacion geométrica, dando
prioridad a habilidades como el analisis geométrico por sobre manipulacion
algebraica, mostramos otros elementos de las matematicas que no son soélo

procesos.
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Justificacion

Por mucho tiempo fue considerada el area principal de las matematicas, la rama
mas importante de ellas, debido en parte por ser una herramienta de gran
amplitud de aplicacién para resolver problemas tanto practicos como teoricos.
Algunos conceptos fundamentales en matematicas crecieron y maduraron a partir
de aqui, tales como el de funcién, nimeros reales, limite y funcién continua.

Conceptos que influenciaron ampliamente el desarrollo de las matematicas.

Desde Newton con sus fluxiones y Leibniz con sus infinitesimales, el Calculo ha
nacido, crecido y madurado hasta ser una importante estructura del conocimiento

matematico, y de diversas ciencias.

Actualmente es dificil seguir pensando que el Calculo es la columna vertebral de
las matematicas, no obstante, es indiscutible que es una area muy importante,
basica, para el estudio y comprension de las mismas, uno de los principales

soportes para el estudio de las matematicas avanzadas.

Debido a su importancia, es que el estudio del Calculo también es fundamental en
el desarrollo de cualquier estudiante que piense profesionalizarse en cualquiera
de las areas fisico - matematicas y las ingenierias. Por ello, es considerado en los
programas de estudio de bachillerato, en particular en el Colegio de Ciencias y

Humanidades.

El Colegio plantea el estudio del Calculo como el puerto de salida hacia el estudio
profesional para las areas fisico - matematicas y las ingenierias, el inicio de las
matematicas avanzadas. Justo por ello, que el alumno logre una buena
comprension de éste sera una base muy favorable para su desarrollo posterior en

dichas areas.

Curricularmente, la amplitud del Calculo y su basta diversidad de usos en
diferentes areas del conocimiento hace necesario dividir al calculo en dos grandes

ramas para su estudio, a saber, el Diferencial y el Integral. Tan estrechamente
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ligados y tan fundamental el uno como el otro. Por la forma en que se estructura la
enseflanza basica de éstos, es conveniente la buena comprension del Calculo

Diferencial para lograr la misma meta para el Calculo Integral.

En el Calculo, Diferencial e Integral, los conceptos medulares son el de nimero real
y el de limite, pues sobre éstos dos esta sentado todo su desarrollo, son la base. No
obstante, el corazdn del Calculo Diferencial es el concepto de derivada. Dentro de
éste concepto se guarda una idea fuente que dio origen al Calculo, que ha sido

planteada y trabajada desde los griegos: hallar rectas tangentes de una curva.

Por otro lado, la derivada resulta esencial por ejemplo en problemas de
optimizacién en muy diversas areas. En la industria: hallar la mayor capacidad con
el minimo de material, las maximas ganancias con los minimos costo. En
computacion: el minimo tiempo con la maxima precisidn, el minimo de recursos
con el maximo rendimiento. En economia: el minimo de riesgo con el maximo
aprovechamiento. En el transporte: el maximo recorrido con el minimo

combustible. En la agricultura: el maximo sembradio en la minima area.

Debido entonces, a lo fundamental de la derivada, tanto como herramienta como
objeto matematico, es que este trabajo se centra en la comprension del concepto.
Con la idea de que una mejor comprension del mismo, también mejora la

realizacion de sus aplicaciones.

Antecedentes

Debido a la importancia del tema de derivada, éste se ha estudiado ampliamente
en la ensefnanza de las matemadticas, tanto en nivel bachillerato como en

licenciatura. Bajo un enfoque tedrico como aplicado.

En los ultimos afios una herramienta didactica que ha sobresalido es el uso de

software en la ensefianza de las matematicas. Se han trabajado gran cantidad de
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temas matematicos utilizando software como apoyo didactico para su ensefianza. Y

la derivada no es la excepcidn (ver p. €j. [11], [16], [19], [21], [24], [27], [28]).

El uso de software para la ensefianza de las matematicas se ha implementado y ha
generado diversas teorias de ensefianza (ver p. ej. [26]), una de ellas es la
visualizacion dinamica. Trata de utilizar programas especializados que permiten

interaccidon dinamica entre diversos elementos matematicos y entre el usuario.

Por medio de la visualizaciéon dindmica se hacen modelaciones, tanto teoricas
como de aplicacion, usando elementos matematicos interrelacionados

dinamicamente, cuyos parametros se pueden manipular.

Desarrollar el tema de la derivada usando como herramienta didactica la
visualizacion dindmica es un tema que también se ha trabajado en la literatura

especializada (ver p. ej. [12], [25], [29]).

También se han desarrollado trabajos en los que se introduce a la derivada

mediante una interpretacion: como la razén de cambio (ver p. €j. [10]).

Hay diversidad de trabajos sobre este tema. Incluso estan los que cuestionan que el
tema de limites puede no ser anterior al de derivada, sino que se puede estudiar el
concepto de derivada sin tener que caracterizarlo por el uso de limites (ver p. e;j.
[12]). Estan los que enfocan el desarrollo del tema en la modelacién y resolucién

de problemas (ver p. ej. [12]).
Pese a que el tema es ampliamente trabajado, y se coincide en el uso de la
visualizacion dinamica como herramienta didactica. Hay diferencias significativas

con el trabajo que aqui se desarrolla:

Primero que nada, en el trabajo que se presenta el desarrollo se basa en el

concepto, no en el proceso. Se centra en la derivada, no en la derivacion.
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Se construye el concepto a partir de una pregunta de conocimientos basicos: ;qué

es una tangente?

Todo el desarrollo se basa en analisis geométricos. Dichos analisis se realizan
siempre de manera inicial con “una funcién cualquiera”, es decir, no trabajamos
con la expresion analitica que define a una funcién en particular. Para reforzar los

analisis realizados, se aterrizan ahora si con una funcion particular conocida.

Se analizan situaciones generales y luego de llegar a conclusiones deseadas, se
aterrizan en casos especificos. Esto quiere decir que los calculos refuerzan las

ideas, y no que a partir de calculos se llegue a las ideas.

Se desarrollaron aplicaciones de visualizacion dindmica de modo que cada una
permitiera presentar, manipular y analizar caracteristicas geométricas, que en

conjunto nos lleven a la obtencién del concepto.

Algo muy importante es que el trabajo no termina cuando se llega a la obtencion
del concepto. Se sigue desarrollando con la misma estructura y bajo el mismo
enfoque para presentar consecuencias esenciales de él, consecuencias que lo
determinan fuertemente al grado que le dan gran parte de su importancia teérica y
practica, tal como: el analisis de una funcion a partir de su derivada (crecimiento

de una funcidn, y, maximos y minimos).

De este modo llegamos a construir la grafica de la funcion derivada a partir de la
grafica de la funcion so6lo analizando geométricamente a ésta ultima. El alumno

puede realizar esta tarea y obtener la grafica de la derivada.

El andlisis que se realiza se lleva a cabo también con funciones definidas por
pedazos, es decir, cuyas graficas tienen “picos”, “hoyos” y “estan rotas”. De esta
manera, no sélo se trabaja y analiza el concepto, sino también las situaciones en las

que éste no se satisface.
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Para lograr una mejor comprension de un concepto no basta sélo trabajar el

concepto, también hay que poder discriminar cuando éste no esta presente.

Se logra un propuesta tedrica de ensefianza de las matematicas y se muestra un
ejemplo de aplicacion de la misma a un tema especifico dentro de un curso, asi

como su trato en el salén de clases y el trabajo con un grupo.

Creo que este enfoque efectivamente muestra una vision no procedimental de las

matematicas, y si ayuda a una mejor comprension de las mismas, y de la derivada.

Descripcion

El trabajo esta formado por cuatro capitulos.

En el Capitulo 1 se menciona el contexto en el que se desarrolla el trabajo. Las
caracteristicas académicas y socio-culturales de los alumnos para los que se hace la
presente propuesta de ensefianza, asi como las caracteristicas institucionales bajo

las que se desarrolla y enmarca el mismo.

En este capitulo también se menciona la metodologia utilizada, los instrumentos de

evaluacion y recursos didacticos utilizados.

En el Capitulo 2 se desarrollan los conceptos tedricos que dan sustento a la
propuesta de ensefianza. Los conceptos fundamentales son los conocimientos
previos y aprendizaje significativo, registros de representacion, y visualizacion

dinamica.

Este capitulo no es un desarrollo exhaustivo de las teorias mencionadas. En él se

hace mencion de los conceptos de las mismas en los que se sustenta el trabajo.
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En el Capitulo 3 se presenta la propuesta didactica general del trabajo. Se explica la

parte teodrica de la misma: el proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas.
Se describe la estrategia didactica con la que se llevo a cabo un proceso de
aprendizaje significativo en Matemdticas para un tema especifico: el concepto de la

derivada.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados de la aplicacion de la propuesta, asi

como el andlisis de los mismos.

Se presentan tanto datos cuantitativos como cualitativos. Y se hace un cruce entre

ambos.
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|. Marco de Referencia

Contexto

El estudio presentado a continuacion esta dirigido a alumnos del curso de Calculo
Diferencial e Integral I del quinto semestre del Colegio de Ciencias y Humanidades
del plantel Azcapotzalco. Se enfoca en el aprendizaje del concepto de derivada por
medio de su interpretacion geométrica, como la pendiente de la recta tangente a la

curva en el punto. Usando la visualizaciéon dinamica como recurso didactico.

A continuacion se describen de manera general las caracteristicas académicas,
sociales y culturales, de los alumnos para los que se elaboré el trabajo, asi como el

entorno y la metodologia de trabajo.

1.1.1 Social y Cultural

Toda institucién educativa debe responder a las necesidades y caracteristicas de la
sociedad a la que atiende. Una caracteristica significativa de la sociedad actual, es
el uso y propagacion de los recursos tecnologicos: como medios de comunicacion y
entretenimiento, como herramientas de trabajo, como recursos financieros, etc. En
estos usos de los recursos tecnolégicos, un aspecto importante de ellos es la forma

de presentar la informacidn asi como la manera de acceder e interactuar con ella.

Esta caracteristica tecnologica de la sociedad actual, se remarca en las costumbres
y cultura de sus adolescentes, inmersos en una era digital en la que las
computadoras y el Internet son los principales medios de trabajo, comunicacién e

interaccion.

Los adolecentes viven en una era digital, de mp3, celulares, redes sociales, Internet,

correo electronico, video juegos cada vez mas sofisticados, etc. Los nacidos a partir
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de 1988 son los considerados “nativos digitales”, la llamada Generacion Einstein.

Algunas de las caracteristicas de éstos adolecentes son (Boschma, 2008):

Ellos tienen intereses.

Ellos se sienten como pez en el agua de la sociedad de la informacion.
Ellos aprenden de forma lateral por asociacion de ideas.

Ellos investigan y descubren como quieren hacerlo.

Ellos viven, aprenden y trabajan en red.

Los jovenes que actualmente estan en los salones de clases, son jovenes de dicha
generacion. Estos jévenes estdn acostumbrados a moverse en un medio digital,
versatil y dinamico, lleno de imagenes. “Estos jovenes han nacido en la era de la
television y se han educado en una cultura de la imagen en lugar de en una cultura

de la palabra” (Boschma, 2008, p. 101).

La generacién digital requiere que la educacién vaya a su ritmo, en su mismo
ambiente y con el mismo dinamismo que éste presenta. “Los jévenes han crecido
con un canal de zapping vanguardista: Internet. No mas linealidad, ellos saltan de
un asunto a otro, de aqui para alla” (Boschma, 2008, p. 101). El Internet y los
recursos digitales permiten a los jovenes no soélo el acceso al conocimiento y la
informacion, sino que representan una manera distinta de obtenerlos, utilizarlos y

apropiarse de ellos.

Internet permite que los adolescentes sean participes activos de la generacion de

la informacién y de la forma de apropiarse de su conocimiento.

Las caracteristicas de su entorno se pueden y deben utilizar como herramientas en
los contextos educativos, como medio de interaccion, de llamar su atencion y su
gusto por aprender. Lo que es una caracteristica de esta generacion, la busqueda

de informacién y conocimiento, s6lo hay que llevarlas a su contexto.

Se requiere de recursos didacticos interactivos que presenten los contenidos,

faciliten su comprension y que, al mismo tiempo, desarrollen habilidades creativas
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e intelectuales. Sobre todo, que permitan una interaccion de los alumnos, asi como
la asociacion de ideas o conceptos. Recursos que presenten diferentes
caracteristicas de un mismo concepto y las relaciones entre ellas de un modo
dinamico, de manera que se propicie el andlisis y la reflexién. Recursos que
muestren caracteristicas similares a las que tiene el mundo con el que interactdan,
se relacionan y viven: el mundo digital. Se requieren recursos didacticos digitales

dindmicos.

No solo son requeridos los recursos didacticos digitales dinamicos, con ellos, se
hace necesario para su implementacidon, un uso y disefio adecuado acorde con las
diferentes necesidades educativas. Esto implica un cambio en la forma de enseiiar,
« 4 . . »
una nueva forma de educaciéon y un nuevo perfil de profesor son necesarios

(Boschma, 2008, p. 90).

Son estos adolescentes de la era digital, la Generacion Einstein, éstos alumnos, los
que presentan el reto a los docentes de llevar el dinamismo del mundo tecnolégico

digital hacia la educacién, sin dejar de lado nuestra mision y la filosofia para ello.

1.1.2 Institucional

Una de las principales directrices de la labor de un profesor es la misiéon de la
institucion donde €l ejerce. En el caso del Colegio de Ciencias y Humanidades,

(CCH), parte de su misién, como institucion de educaciéon media superior es:

El buscar que sus estudiantes, al egresar, sean sujetos, actores de su propia
formacién, de la cultura de su medio, capaces de obtener, jerarquizar y validar
informacion, utilizando instrumentos clasicos y tecnoldgicos para resolver con ello

problemas nuevos.

Sujetos poseedores de conocimientos sistematicos en las principales areas del
saber, de wuna conciencia creciente de cOmo aprender, de relaciones

interdisciplinarias en el abordaje de sus estudios, de una capacitacion general para
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aplicar sus conocimientos, formas de pensar y de proceder, en la solucién de
problemas practicos. Con todo ello, los alumnos tendran las bases para cursar con
éxito sus estudios de nivel superior y ejercer una actitud permanente de formacion

autonoma.

Por lo tanto, es primordial para los alumnos del Colegio, el conocimiento y las
habilidades l6gico deductivas, mismas que pueden ser logradas a través del

estudio de las matematicas.

Se espera que la estancia en la institucion permita a los egresados lograr la filosofia

del Colegio: Desarrollo del alumno critico que aprenda a aprender, a hacery a ser.

Por su trascendencia, lo anterior debe determinar el rumbo de toda acciéon docente

que se emprenda dentro de la institucion.

El CCH considera al estudiante como un individuo capaz de participar activamente
en el desarrollo de su conocimiento y las aplicaciones del mismo. Por lo tanto, el
concepto de aprendizaje cobra mayor importancia que el de ensefianza. Por ello, la
metodologia aplicada persigue que el alumno aprenda a aprender, aprenda a hacer
y aprenda a ser. Que la actividad receptiva y creadora se desarrolle y que adquiera

capacidad auto informativa.

Tomando como base los anteriores principios, el Colegio agrupa los conocimientos

en cuatro areas:

Matematicas.
Ciencias Experimentales.

Historico-Social.

=W N

Talleres de Lenguaje y Comunicacion.

En particular, en el area de Matematicas, de acuerdo a su Plan de Estudios, se
ensefia a los alumnos a percibir ésta disciplina como ciencia en constante
desarrollo, la cual les permitira la resoluciéon de problemas de diversos tipos:
fisico, social, econ6mico, bioldgico, etc. [gualmente se busca iniciar el desarrollo del

rigor, la exactitud y la formalizacién sobre dicho conocimiento. Por formalizacion
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se entiende el analisis, comprension y tratamiento abstracto de las situaciones, por

medio de diferentes representaciones, como la esquematica o la algebraica.

Una de las principales distinciones del CCH con respecto a otros sistemas
educativos, es su modelo educativo, el cual es de cultura basica, propedéutico, y
esta orientado a la formacidn intelectual ética y social de sus alumnos. Lo que
significa que la institucion fomentara en sus estudiantes actitudes y habilidades
necesarias para que, por si mismos, se apropien de conocimientos racionalmente

fundados y asuman valores y opciones personales.

El area de Matematicas, de acuerdo con la filosofia educativa del Colegio, tiene una

concepcion de una disciplina que posee un caracter dual:

* Es una ciencia. Tiene un desarrollo que admite titubeos, conjeturas y
aproximaciones, al igual que rigor, exactitud y formalidad; ya que es el
producto de una actividad humana que evoluciona, construye, organiza y
sistematiza conocimientos, a partir de la necesidad de resolver problemas

tedricos o practicos.

* Es una herramienta. Constituye un poderoso instrumento que contribuye
con técnicas, procedimientos, métodos y teorias, a la obtencién de
conocimientos y sus aplicaciones en diversos campos del saber tanto

humanistico, como cientifico y tecnologico.

Como caso particular, en esta concepcion dual del area de matematicas, y en busca
del logro de los objetivos educativos de la institucion, el curso de Calculo
Diferencial e Integral I, busca brindar a los alumnos conceptos y procedimientos
basicos referentes a ésta importante rama de las matematicas. Como ciencia, busca
que el alumno logre la comprension y el analisis de conceptos tales como el de
limite y derivada, asi como las habilidades operativas correspondientes. Como
herramienta, busca desarrollar en el alumno las habilidades de resolver y plantear

problemas de aplicacion relacionados con el uso de estos elementos matematicos.
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Del programa de estudios del curso de Calculo I, se sintetiza el énfasis en el
desarrollo de habilidades matematicas, a través del significado y manejo de
conceptos y procedimientos, busca la integracion de conocimientos y la habilidad

de transito entre diferentes registro de representacion.

Las habilidades especificas que el curso busca desarrollar en los estudiantes son:

* Generalizacion. Percibir relaciones, formas y estructuras; distinguir lo
relevante de lo irrelevante y lo comun de lo diferente.

e Formalizacién. Operar con estructuras mas que con el contexto de una
situacidn.

* Reversibilidad de Pensamiento. Invertir una secuencia de operaciones o un
proceso de pensamiento.

* Flexibilidad de Pensamiento. Disponibilidad para abandonar estereotipos o
procedimientos en los que no se ha tenido éxito para utilizar otros nuevos.

* Visualizacién Espacial. Percibir esquemas geométricos contenidos en otros

mas complejos.

Debido al enfoque, la perspectiva y los objetivos del curso, es importante que los
alumnos interactiuen de forma activa; organizando, sistematizando, comparando,
clasificando, analizando, explorando, argumentando, aplicando, etc. Dicha
interaccion se debe lograr con la tematica que va a conocer el alumno. Esto,
ademas de favorecer una mejor comprension de la misma, los dota de

herramientas intelectuales.

Mediante el uso de un software especializado pueden disefiarse estrategias de
aprendizaje que contribuyen a la busqueda de significados, a la sistematizacion, a
la exploracioén, a la formulacién de conjeturas y al desarrollo de la imaginacion

espacial, entre otros.

El desarrollo de materiales que utilicen y potencialicen el uso de software, con el

fin de lograr una mejor comprension, asi como el desarrollo de habilidades y
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formas de razonamiento es congruente con el modelo y objetivos educativos del

CCH, y del area de matematicas, en particular del curso de Calculo 1.

Por lo anterior, debido al dinamismo que permite el uso de software aunado con la
conjuncion de la cultura digital, que esta presente en los alumnos del CCH, se hace
necesario vincular ambas caracteristicas en busca de una mejora en el aprendizaje
de los alumnos. Lograr una renovacion en la ensefianza de las matematicas dentro
de la institucion, que posibilite ampliar el ambiente educativo, acorde a la cultura

digital actual que presenta la poblacion estudiantil del Colegio.

1.1.3 Académico

El bachillerato universitario de la Universidad Nacional Auténoma de México,
(UNAM), en el sistema escolarizado, esta dividido en dos subsistemas: La Escuela
Nacional Preparatoria y La Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidad,
(CCH). La duracion de estudio en ambos subsistemas es de tres afios, en el CCH se

divide en seis semestres.

Al final del segundo afio de estudio, en el CCH, los alumnos deben realizar un
tramite importante para su continuacion académica: seleccion de materias. Deben
seleccionar un esquema preferencial preestablecido, acorde con la licenciatura que
pretenden estudiar, segun los requerimientos de la misma. La intencion de éste
proceso es iniciar la especializacion de los alumnos de acuerdo a los estudios

profesionales que desean cursar.

Los alumnos deben seleccionar las materias que los preparan con los
conocimientos basicos y necesarios para sus estudios posteriores en un area
especifica. Por ejemplo, para cursar las licenciaturas del Area 1. Fisica, Matemdticas
y las Ingenierias, se sugiere que se tomen los cursos de Cibernética I y II, Calculo
Diferencial e Integral I y II, y Fisica IIl y IV, los que se cursaran en quinto y sexto

semestre, respectivamente. Especificamente, el curso de Calculo I es sugerido, no
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obligatorio, para las areas de matematicas y ciencias experimentales, para todas
las ingenierias, fisica, matematicas, actuaria, urbanismo, disefio industrial,
tecnologia, optometria, farmacia, las relacionadas con quimica, computacion, y con

arquitectura.

Las materias que se sugieren de acuerdo al area y licenciatura especifica que se
desea estudiar, son seleccionadas respondiendo a las necesidades conceptuales y
al desarrollo de habilidades requeridas para la mejor comprension y desarrollo del
alumno en el estudio de dicha licenciatura. No obstante, estas materias son
literalmente una sugerencia. Los alumnos bien pueden no elegir los cursos que se

especifican en el tramite.

Una caracteristica conocida en los alumnos del bachillerato, es un disgusto general
por las matematicas. Este aspecto se ve reflejado en la seleccion de materias. Es
comun que los alumnos escojan los cursos de Estadistica y Probabilidad I y II, en
lugar de los de Calculo. Esta generalidad también se ve reflejada en la seleccion de
licenciatura que la poblacién estudiantil desea estudiar. En 2011 los egresados del
CCH asignados a las licenciaturas de Ingenieria en Computacidn, Fisica,
Matematicas, Ciencias de la Computacion e Ingenieria Civil, suman el 5.6% (Colegio

de Ciencias y Humanidades. Direccion General, 2011).

Se observa, por lo tanto, que es bajo el porcentaje de alumnos del CCH que se
inscriben a los cursos de Calculo. Sin embargo, éstos tienen una caracteristica
importante: a ellos les gustan las matematicas, tanto que incluso desean estudiar

una licenciatura relacionada con esta area del conocimiento.

Los alumnos de los cursos de Calculo, comparten un interés general que es
caracteristico de la poblacion estudiantil del CCH: el deseo de estudiar una

«“

licenciatura: “...se trata de jovenes que se han planteado como meta cursar una
licenciatura y que en términos generales cuentan con condiciones adecuadas para
realizar su labor de estudiantes” (Colegio de Ciencias y Humanidades. Direccion
General, 2011). Este interés esta especialmente acentuado en los alumnos del tercer

afio, los que estan préximos a egresar y alcanzar su meta de concluir el
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bachillerato, que es el caso de quienes cursan Calculo I. Al ser alumnos de quinto
semestre, estan interesados en el pase automdtico, recurso que les permite
ingresar como estudiantes a una de las licenciaturas de la UNAM sin necesidad de
presentar el examen de ingreso. Para la UNAM, los alumnos pueden obtener el pase

si egresan en maximo cuatro afios y con un promedio minimo de 7.

Lo anterior sugiere, que en particular los alumnos del curso de Calculo I estan
interesados en acreditar la materia, egresar del colegio, y hacerlo con el mejor

promedio posible para alcanzar sus metas de estudios profesionales.

Es comun que los alumnos que deciden cursar ésta materia tengan interés por
aprender y prepararse mejor, teniendo en mente llegar a la carrera que desean, y

tener una preparacion adecuada para ella.

No obstante, no necesariamente todos los alumnos que deciden cursar la materia
de Calculo I en el plantel Azcapotzalco del CCH, (CCHA), tienen las caracteristicas
descritas anteriormente. Sin embargo, es justamente en el quinto semestre, en él
que se cursa Calculo I, donde se observa un realce en la acreditacion y la situacion
académica de los alumnos. Este es un aspecto general de la poblacion del plantel
Azcapotzalco, incluso del Colegio. Segun datos del Consejo Técnico del Colegio,
para la generacion 2000 del plantel Azcapotzalco, el porcentaje de alumnos
regulares en el 5to semestre era del 21%, y aumenté al 37% para el sexto
semestre. Lo que indica que en el quinto semestre el 16% se volvio regular, es
decir, acredito las materias que debia y no reprobd ninguna materia de quinto.
Entonces, se reitera el punto antes mencionado sobre el interés de los alumnos del
quinto semestre, en particular del curso de Calculo I, de acreditar la materia y con

el mejor promedio posible.

En general, los alumnos de los cursos de Calculo del CCHA estan motivados a
seguir con sus estudios en el Colegio, a desarrollar sus habilidades y conocimientos
en el area de las matematicas, para continuar asi con su desarrollo académico en

sus estudios profesionales.
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Metodologia

1.2.1 Instrumentos de evaluacion

Para la realizacion de esta investigacion se trabajo con cuarenta alumnos del grupo

513 de Calculo I del CCH plantel Azcapotzalco.

Durante 6 sesiones de dos horas, cuatro horas a la semana distribuidas en dos
sesiones de dos horas, se llevo a cabo la puesta en practica del planteamiento
desarrollado en este trabajo. La primera y tltima sesion se dedicaron tinicamente a

aplicar instrumentos de evaluacidn.

Como instrumentos para valorar los resultados de la investigacién, se aplicaron
dos cuestionarios referentes al concepto de la derivada y su interpretacion
geométrica. Primero se aplico un pre test, en la primera sesion, antes de aplicar la
propuesta de este trabajo. En la ultima sesion se aplicé un post test, luego de

concluir el trabajo de aplicacidn de nuestra propuesta.

La validacion de los test fue realizada por expertos: cinco Profesores Titulares de
Carrera, del CCHA, que tiene de 23 a 38 afios impartiendo el curso de Calculo I. En
el CCH los profesores tiene la siguiente categorizacion ascendente, sub clasificada
con letras: Interinos A, Definitivo A y B, de carrera asociado A, By C, y de carrera

titular A, By C.

Los profesores validaron los siguientes aspectos:

* Pertinencia de las preguntas con respecto al tema.

* Que la dificultad de las preguntas fuera congruente con los objetivos del tema, del
curso, y del nivel de estudios.

* Eltiempo apropiado para que los alumnos respondan los test.

* Laclaridad de la redaccion de las preguntas.

* La correcta elaboracién de las preguntas de acuerdo a los conceptos y contenidos

matematicos.
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Ambos test constan de veinte preguntas de opcién multiple, con cuatro opciones de

respuesta.

Las preguntas entre los dos test son muy similares y algunas forman parte de
ambos. Lo que se vari6 de uno a otro fue la forma de establecer la pregunta con la
relacion entre los diferentes registros de representacion. También se hicieron
modificaciones a las graficas de las preguntas. Las preguntas similares, tienen

graficas similares, mas no iguales.
Como validacion estadistica de las preguntas de los test, todas las preguntas de

ambos se aplicaron ademas a 84 alumnos de otros grupos de Calculo I del CCHA

para medir su alfa de Cronbach.

Ambos test se pueden consultar en los sendos anexos A y B de este trabajo.

Ademas de los test, al final, se aplic6 un cuestionario de opinién de 29 preguntas,

referentes a conocer el sentir de los alumnos referente al trabajo que se realizd.

La escala utilizada en el cuestionario de opinion fue de tipo Likert con cuatro

niveles de respuestas:
* Nunca.
* Aveces.
* Frecuentemente.

e Siempre.

El cuestionario de opinion se puede consultar en el Anexo C de este trabajo.

29



1.2.2 Materiales didacticos

Como materiales didacticos de apoyo se utilizaron Applets de disefio propio
elaborados especificamente para este trabajo. El software utilizado para su
elaboracion fue GeoGebra. Para ver mas de las caracteristicas y beneficios de éste

software vea (Solis de los Reyes, 2010).

Los Applets fueron utilizados a través de una plataforma Moodle, en el espacio tu
aula virtual, del programa habit@t puma de la Direccion General de Tecnologias de

la Informacion y la Comunicacion de la UNAM.
La metodologia educativa utilizada fue la b-learning, utilizando la plataforma

Moodle del espacio de habit@t puma como el medio de apoyo fuera del aula,

accesado a través de Internet.
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1. Marco Teodrico

En este capitulo se presentan los elementos de las teorias que sustentan la

investigacion realizada.

Conocimientos Previos y Aprendizaje Significativo

Siempre debe de haber un inicio. Asi como la vida no surge por generacion

espontanea, el conocimiento y el aprendizaje tampoco.

La teoria mas aceptable del inicio de la vida es el Big Bang. Asi como ésta teoria da
una respuesta a la pregunta ;cémo inicio la vida?, del mismo modo diversas teorias
dan una respuesta a las preguntas: ;cual es el inicio del conocimiento?, ;como se

genera nuevo conocimiento?, ;cémo aprendemos?

Estas preguntas son muy generales, y una de las figuras mas representativas que

trabajé para responderlas fue Jean Piaget.

Ademas de Piaget, otro personaje que trabajé para responder preguntas similares
fue David Ausubel. El estudio la generacion de nuevo conocimiento a través de los
procesos de ensefianza y aprendizaje en un contexto educativo. Con base a la
lectura de sus trabajos se generaron las siguientes preguntas:

:.Como debemos ensefar nuevos conceptos a los alumnos de bachillerato?

Mas especificamente:

;como ensenar el concepto de derivada a los alumnos de quinto semestre del CCH en

los cursos de Cdlculo I para lograr la comprension del concepto?
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Para construir la respuesta a esta pregunta se partio de la idea de: lo que el alumno
ya sabe. Este debe ser el punto de partida de toda ensefianza, como lo afirmo

Ausbel:

Si tuviese que reducir toda la psicologia educativa a un solo principio,
enunciaria éste: el factor méas importante que influye en el aprendizaje es lo que
el alumno ya sabe. Averigiiese esto y enséiiese consecuentemente. (Ausubel,

Novak, & Hanesian, 2010)

Lo que el alumno ya sabe, los conocimientos previos, no son solo los requisitos
curriculares para cursar una materia, es todo el aparato cognitivo que el alumno ha
desarrollado a lo largo de su vida; incluye sus vivencias, sus experiencias y los
conocimientos empiricos que adquiere a través de ellas; ademas los conocimientos

y habilidades curriculares que ha adquirido a través de su labor de estudio.

La importancia de los conocimientos previos radica en que son éstos los que

permiten lograr en el alumno un aprendizaje significativo.

Un aprendizaje significativo es el que logra generar nuevos significados, y el logré
de éstos es la consumacién de un proceso de aprendizaje significativo. Es decir, un
proceso de aprendizaje significativo es el que lleva al alumno a la obtencién de

nuevos significados, teniendo asi un aprendizaje significativo.

Para llegar entonces a un aprendizaje significativo se debe consumar un proceso
de aprendizaje significativo. Para ello, es necesario considerar el aspecto principal

de un proceso de aprendizaje significativo:
La esencia del proceso del aprendizaje significativo reside en que ideas

expresadas simbodlicamente son relacionadas de modo no arbitrario y sustancial

con lo que el alumno ya sabe (Ausubel, Novak, & Hanesian, 2010, p. 48)
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Por relacion sustancial y no arbitraria se entiende que las ideas se relacionan con
algun aspecto existente especificamente relevante de la estructura cognitiva del
alumno, como una imagen, un simbolo ya significativo un concepto o una

proposicion. (Ausubel, Novak, & Hanesian, 2010, p. 48)

Entonces, un aprendizaje es significativo si logramos generar un nuevo significado
que se relacione sustancialmente con un significado existente en el alumno, que se

relacione sustancialmente con sus conocimientos previos.

Un aspecto importante que siempre se debe de considerar es:

;qué tipo de aprendizaje es el que se quiere lograr?

Por mencionar algunos, pueden ser de los siguientes tipos:

* Conceptual.
* Procedimental.
e Actitudinal.

e De anilisis.

En esta investigacion, el aprendizaje que se espera lograr es un concepto. Para éste

tipo de aprendizaje los factores que afectan su adquisicion son:

1. La heterogeneidad de los ejemplos después de la consolidacién en un ambiente
mas homogéneo.

2. Lacombinacién y la secuenciacién de los ejemplos positivos y negativos.

3. La relevancia de la informacién presentada o disponible para el concepto en

cuestion.

En la adquisicién de conceptos, se consideran dos principales tipos: la formacién de
conceptos y la asimilacion de conceptos. La primera es la que se da a temprana
edad, en nifios preescolares. Es un proceso de descubrimiento en el que
intervienen procesos como el de abstracciéon y generalizaciéon, por mencionar

algunos. Un ejemplo es cuando el nifio aprende el concepto de “perro” o “casa”. Lo
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hace a través de la repeticion y de observar diversos ejemplos, asi el nifio

construye el concepto.

El segundo tipo, la asimilacién de conceptos, se lleva a cabo en individuos de mas
edad, como adolescentes y adultos. En este caso se aprende nuevos significados
conceptuales cuando se les presentan los atributos de criterio de los conceptos y
cuando se relacionan éstos atributos con ideas pertinentes establecidas en sus

estructuras cognitivas.

La asimilacidn de conceptos se lleva a cabo a través de analizar las caracteristicas

que definen el concepto, y comprobarlas en diferentes situaciones:

* Enlas que si se cumplen y se tienen ejemplos del concepto.

* Enlas que alguna caracteristica no se satisface y no se ejemplifica el concepto.

Por lo tanto, “el alumno deberd pasar por muchos de los mismos procesos de
abstraer, diferenciar, generar y comprobar hipétesis, y generalizar, antes de que

surja el significado nuevo” (Ausubel, Novak, & Hanesian, 2010, p. 92).

Debido a la naturaleza de la asimilacién de conceptos, en la que se presentan las
caracteristicas del concepto y contextos apropiados en las que éstas se satisfacen o
no, esta adquisicion es, caracteristicamente, una forma de aprendizaje significativo
por recepcion (no por descubrimiento). No obstante, ya que intervienen diversas

operaciones cognoscitivas activas, no se le puede considerar pasivo ni perceptual.

En la asimilacibn de conceptos interfieren procesos activos de relacion,
diferenciacidn, e integracion, referentes para la obtencion de nuevos significados;
mismos que interactian con los conceptos previos que el alumno posee. De modo
que tanto mas activa sea dicha interaccion, mas significativo sera el concepto

asimilado.

La asimilacién de conceptos consiste principalmente en un proceso de abstraer

caracteristicas comunes y esenciales de una clase de objetos o acontecimientos.
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Los componentes psicolégicos que intervienen en dicha asimilaciéon los podemos

enlistar de manera general de la siguiente forma:

Analisis discriminativo de diferentes patrones de estimulo.
Formulacién de hipotesis relativa a elementos comunes abstraidos.

Comprobaciéon subsecuente de la hipotesis en situaciones especificas.

W o

Designacion selectiva, una categoria general bajo la cual pueden incluirse los

objetos a los que se les pueden atribuir las caracteristicas comunes.

5. Relacion de la designacion selectiva con las ideas de afianzamiento pertinentes de
la estructura cognitiva.

6. Diferenciacion del concepto nuevo de los conceptos relacionados y previamente
aprendidos.

7. Generalizacién de los atributos de criterio del concepto nuevo a todos los
miembros de la clase.

8. Representacidn del nuevo contenido categorial por medio de simbolos lingtiisticos

que concuerden con el empleo convencional. (Ausubel, Novak, & Hanesian, 2010, p.

97)

La representacion del nuevo concepto, es parte de un aprendizaje representacional,

y es el ultimo paso en la formacion de conceptos.

Aprendizaje representacional o de representaciones, consiste en hacerse del
significado de simbolos solos (generalmente palabras) o de lo que éstos

representan. (Ausubel, Novak, & Hanesian, 2010, p.52)

No obstante, si la representacion de un concepto se da sin preceder todos los pasos
previos, por ejemplo de modo repetitivo, entonces aunque se pueda expresar la
representacion de un concepto, éste no tiene un sustento en la estructura cognitiva

y no representa un concepto genuino para el alumno.
Naturalmente, las ideas de afianzamiento de la estructura cognitiva, con las cuales

se relacionan los atributos del criterio de los conceptos nuevos, varian de acuerdo

a lo abstracto y complejo del concepto; ademas de las ideas en la estructura
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cognitiva en la que se espera afianzar el nuevo concepto, es decir, también

dependen de los conocimientos previos que el alumno posea.

El uso incorrecto de la representacion de algun concepto, generalmente evidencia

una falta de comprension cognitiva del concepto.

Registros de Representacion

:.Como saber que sabemos algo? Sin duda es un tema interesante para investigar,
no obstante su respuesta en forma general no necesariamente atiende las

necesidades de la presente investigacion. Para nosotros el problema es:

¢;Como saber que sabemos algo en el drea de las matemadticas?

Para los matematicos la respuesta es simple: sabes algo si y sélo si lo puedes
demostrar. De hecho ésta es la manera como se acepta o rechaza el conocimiento

matematico, por medio de demostraciones.

Analogamente, se puede preguntar: ;como saber que alguien aprendio
matematicas? Sin embargo, una vez mas la pregunta es demasiado general para

nuestros fines. Cambiémosla por la siguiente:

¢;Como saber que un alumno aprendié un concepto de matemadticas?

Nuevamente, para los matematicos la respuesta es simple: si el alumno puede
justificar y demostrar tanto ejemplos del concepto como los teoremas que lo
relacionan, entonces lo aprendid; de lo contrario no lo aprendio. Esto esta bien
hablando de un alumno que estudia para matematico, mas no para un alumno de

bachillerato.
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Para un alumno de bachillerato se podria decir que aprendié un concepto si puede
aplicarlo para resolver problemas. Pero si nos quedamos hasta aqui estariamos
pensando en que este alumno vea a la matematica s6lo como una herramienta.
Falta ver el enfoque de la matematica como ciencia, un aspecto relevante para el

CCH.

En el enfoque de la matematica como ciencia, decir que un alumno de bachillerato
aprendio un concepto es cuando logra identificarlo y justificarlo en diferentes
contextos. La diferencia en este sentido con el alumno matematico es el verbo, para

él es demostrar, para el bachiller es justificar, cada uno en su respectivo nivel.

Es similar a cuando un nifio aprende, por ejemplo el concepto manzana. Cuando se
le ensefia a un nifio éste concepto, se le muestran representaciones de él. Se le
muestra una manzana como una representacion fisica, y también se le dice el
sonido de la palabra “manzana”, como una representacion fonética del mismo
concepto. Se asume que el nifio aprendié el concepto cuando puede identificar las
diferentes representaciones de él, pero no solo identificarlas de manera aislada,
sino que relaciona éstas entre si; es decir, de la representacion fisica puede pasar a
la representacion fonética y viceversa. Incluso se espera que el nifio manipule las
diferentes representaciones del concepto manzana, cada una de acuerdo al

diferente contexto de su representacion.

Del mismo modo que se asume que un nifio aprende un concepto; igualmente se

considera que un alumno aprendi6 un concepto de matematicas si puede:

* Identificar el concepto en diferentes representaciones.
* Transitar el concepto entre diferentes representaciones.

*  Manipular el concepto en cada representacion.

De acuerdo con Monzoy las representaciones semidticas son producciones
constituidas por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de
representacion, el cual tiene sus propias limitaciones de significado y

funcionamiento. Citado en (Monzoy Vasquez, 2002).
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Por ejemplo, el concepto manzana, tiene como representacion semiotica la palabra

“manzana” usando el alfabeto del espafiol como sistema de representacion.

Las representaciones semioéticas en las matematicas, no son sélo una forma de
representar sus conceptos, sino que son necesarias para lograr la comprensién de
éstos, como se manifestd en otro trabajo, “porque no hay conocimiento que un
sujeto pueda movilizar sin una actividad de representacion” Citado en (Solis de los

Reyes & Canut Diaz Velarde, 2011).

Del mismo modo, las diferentes representaciones de un concepto también son la

forma de accederlos, manipularlos y avanzar en el estudio matematico.

Los objetos matematicos no son directamente accesibles a la percepcion, o en
una experiencia intuitiva inmediata, como lo son los objetos cominmente
sefialados como reales o fisicos. Es necesario entonces poder proporcionar
representantes. La posibilidad de efectuar tratamientos sobre los objetos
matematicos depende directamente del sistema de representacion. Las
representaciones semidticas juegan un papel fundamental en la actividad
matematica y solamente por medio de ellas es posible una actividad sobre los

objetos matematicos. Citado en (Cruz Resendiz, 2007).

En el caso de los objetos matematicos, la relacion entre éstos y sus
representaciones semioticas es tan intrinseca que Duval la llama la paradoja

cognitiva del pensamiento:

Por un lado, la aprehension de los objetos matematicos no pueden ser otra cosa
que una aprehension conceptual y, por otro lado, solamente por medio de las
representaciones semiodticas es posible una actividad sobre los objetos

matematicos. Citado en (Monzoy Vasquez, 2002)
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Los objetos matematicos so6lo pueden ser asequibles por medio de sus
representaciones; y sus representaciones son la forma de comprender los objetos.
No obstante la estrecha relacion entre los objetos matematicos y sus
representaciones semidticas, es necesario comprender la distincidn entre el objeto

y dichas representaciones.

Una cosa es el objeto matematico y otra su representacion. Nunca deben
confundirse los objetos matematicos con sus representaciones pues esto
provocaria perdida de comprension y los conocimientos adquiridos llegan a estar
inutilizados. Poder diferenciar entre el objeto matematico y sus representaciones
es basico para la comprension de las matemadticas. Citado en (Cruz Resendiz,

2007).

Se puede concluir que “la distincion entre objeto matematico y su representacion
es el punto estratégico para la comprension de la matematica” Citado en (Solis de

los Reyes & Canut Diaz Velarde, 2011).

La comprension de los objetos matematicos se logra por medio de sus
representaciones, son éstas representaciones las que nos permiten acceder a los
conceptos y manipularlos; el poder representarlos en diferentes registros y
transitar entre ellos, es lo que nos permite identificar al concepto en si, y a sus

representaciones... esto es lo que llamamos aprender un concepto matemdtico.

Estilos de Aprendizaje

Desde los trabajos de Piaget es generalmente aceptado que todo lo que una
persona conoce, lo conoci6 por la estimulaciéon de los sentidos. De ello se sigue que
hay diferentes formas de aprender, escuchando, viendo, leyendo, practicando. Esto

es lo que se llaman estilos de aprendizaje.

Los estudios muestran que en general cada persona tiene preferencia o facilidad

para aprender por medio de ciertos estilos de aprendizaje. Esto claramente
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repercute en la forma de aprender de los alumnos. Hay alumnos que para aprender
algo necesitan verlo, son alumnos visuales; estan los que aprenden escuchando,

son alumnos auditivos.

En el modelo elaborado por Kolb, (Cisnero, 2004), menciona que para aprender
algo debemos trabajar o procesar la informacidon que recibimos, por lo tanto se

puede partir de:

* una experiencia directa y concreta: alumno activo.
* o0 bien de una experiencia abstracta, que es la que tenemos cuando leemos acerca

de algo o cuando alguien nos lo cuenta: alumno teérico.

Las experiencias que tengamos, concretas o abstractas, se transforman en

conocimiento cuando las elaboramos de alguna de estas dos formas:

* Reflexionando y pensando sobre ellas: alumno reflexivo.

* Experimentando de forma activa con la informacién recibida: alumno pragmatico.

De acuerdo con el modelo de Kolb, mencionado en (Solis de los Reyes & Canut Diaz
Velarde, 2011), un aprendizaje dptimo es el resultado de trabajar la informacién en

cuatro fases:

Actuar Reflexionar
(Alumno activo) (Alumno reflexivo)

Experimentar Teorizar
(Alumno pragmatico) (Alumno tedrico)

Esquema 1. Fases de un aprendizaje 6ptimo en el modelo de Kolb
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En general se puede decir que en el estudio matematico, debido a su naturaleza
tedrica, se cubren facilmente los aspectos reflexivos y teodricos del modelo de

aprendizaje; mas no necesariamente asi, los aspectos pragmaticos y activos.

Una forma de cubrir éstos dos ultimos aspectos del modelo de aprendizaje, en el

estudio matematico, es por medio de la computadora como herramienta didactica.

Visualizacion Dinamica

En esta seccion trataremos el tema de visualizacion dindmica, contextualizado

desde diferente enfoques.

2.4.1 En los estilos de aprendizaje

El uso de la computadora como herramienta didactica, permite la manipulacion
digital de los elementos de un concepto, visualizacion dindmica. Por ejemplo, con
ella se puede no sélo graficar una funcion, sino también modificar sus parametros
y visualizar los cambios que dichas modificaciones ocasionan en la grafica; o bien,
“ » Lyl z . =7

mover” la grafica, desplazandola en el plano, y observar la variaciéon que ocurre en
sus parametros debido a este movimiento. De este modo, con la computadora
experimentamos las relaciones algebraicas y geométricas de la grafica de una

funcién.

Un aspecto importante a resaltar en la experimentacidn que permite la
visualizacion dindmica, como en el ejemplo que se menciona previamente, es que
trabajamos dos registros de representacion; en un mismo ambiente, en un mismo
momento, y sobre todo, relacionando dinamicamente las caracteristicas de ellos y

su interrelacion.
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La visualizacion dinamica permite trabajar tanto las relaciones entre los elementos
de distintas representaciones, que incluso se logra hacer no sélo con un concepto o

tema, sino también con diferentes areas de la matematica.

Puede ayudar a expresar los datos en diferentes sistemas de representacion
(tabulares, graficos y analiticos). Como consecuencia, resulta una herramienta
poderosa para establecer conexiones entre diferentes areas de las matematicas
(geometria, céalculo, algebra y aritmética) (Santos Trigo & Benitez Mojica,

2003)

Relacionar no sélo conceptos entre si, sino diferentes areas del conocimiento
matematico es una de las principales directrices del Programa de Matematicas I a

IV y del sentido del Area de Matematicas en general.

El uso de software como estrategia de ensefianza se presenta en el Programa de
Matematicas I a IV como una sugerencia general para el tratamiento de sus
contenidos. Representa una herramienta que presenta muchos beneficios, que
coinciden con la vison de ensefianza de las matematicas en el Colegio y con el

sentido del Area.

El uso de estos recursos ofrece la posibilidad de formular y explorar hipdtesis y
conjeturas de tal suerte que la escuela no sea solamente un lugar donde los
conocimientos se trasmiten, sino donde se construyen (Colegio de Ciencias y

Humanidades, UNAM, 2005, p. 8 y 9)

La visualizacion dinamica permite trabajar tanto los registros de representacion
como las relaciones entre ellos. Aspectos importantes y necesarios para el estudio

matematico.

La manipulacién digital que se logra por medio de la visualizacion dinamica es uno
de los elementos didacticos mas importantes de ella como herramienta didactica.
Hay que resaltar, que no so6lo se presentan los elementos de un concepto en un

monitor, y se hace que se muevan; sino que se puede permitir que sea el alumno el

42



que interactue con ellos, que sea él quien manipule, digitalmente, los objetos que
estudia. La visualizacion dindmica permite hacer que sea el alumno el que
participe de manera activa en la experimentacion de los objetos que estudia, que
sea €l el que manipule los elementos de los diferentes registros de representacion.

Es factible tener alumnos interactuando con los objetos matematicos.

Por lo tanto, la visualizacion dinamica apoya diferentes estilos de aprendizaje. Para
los alumnos visuales resulta mas atractivo el uso del software, obviamente por el
aspecto visual. Para los alumnos que son reflexivos, ya que no solo se trata de
manipular elementos en la computadora si no en base a ello, de discutir y analizar
diferentes situaciones que se presentan o modelan digitalmente, se propicia la
reflexion. Para el alumno pragmadtico resulta atractivo el hecho de manipular los

elementos de los conceptos.

La visualizacion dinamica permite abarcar en el estudio de las matematicas, tanto
el aspecto experimental como el activo del modelo de aprendizaje. Entonces, con
ésta herramienta se puede cerrar el ciclo propuesto para la optimizacion del

aprendizaje.

2.4.2 En el aprendizaje significativo

La visualizacion dinamica ayuda a propiciar el aprendizaje matematico por medio
de la experimentacion dindmica, y la integracion en ella con los registros de
representacion. Cuando el alumno mueve elementos graficos y observa el
comportamiento, al tiempo que, respectivamente, cambian las caracteristicas
algebraicas, se propicia el aprendizaje. “El aprendizaje se propicia al modificar los

valores de una o mas variables y verificar sus efectos.” (Alvarez-Manilla, 1991).

Esta interaccion directa del alumno con los conceptos, sus caracteristicas y sus
relaciones, apoyado en el aspecto visual que permite una computadora, son un
fuerte incentivo para que el aprendizaje del alumno sea significativo y mas

permanente, pues tiene diferentes maneras de anclar lo que esta estudiando con
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sus conocimientos previos, ya sea por lo que ve, o bien, por lo que hace,
digitalmente, o bien, por el movimiento que se presenta, por la explicacion auditiva
del profesor. Todo esto también hace que recordar lo que estudia sea mucho mas

facil, pues de nuevo, tiene diferentes elementos para recordar un mismo concepto.

Por ejemplo, en el caso del estudio de funciones y sus graficas, la visualizacion
dinamica permite facilmente mostrar las interrelaciones entre los parametros de la
funcion y sus caracteristicas graficas. Mostrar éstas interrelaciones al alumno ya de

por si motivan un aprendizaje, pues la transicion entre registros lo motiva.

Sobre las representaciones de las funciones de forma geométrica, se deben de
interpretar con algunas de sus propiedades con el proposito de establecer ciertas
interrelaciones de correspondencia, con lo cual es posible llegar a una estructura
de pensamiento deductivo e interpretativo en la forma geométrica, dando origen,
a las representaciones graficas (esquemas o dibujos) para establecer un vinculo y
que sea un referente para el alumno, generando un aprendizaje de forma mas
permanente en ¢l. (Marquez Ortega, Ramirez Teposteca, Romero Acosta, &

Roldan Vézquez, 2010)

Si con la transicion entre registros se motiva un aprendizaje mas permanente y
significativo, entonces, se espera que el aprendizaje se potencialice atin mas por el
hecho de presentar la transicion en una forma dinamica y permitiendo la

interaccidn directa entre el alumno y las diferentes representaciones.

Una ayuda mas que presenta el uso de la visualizacién dindmica como herramienta
didactica, es que permite acercar los temas de estudio a un ambiente agradable y
cercano al alumno; ademas de posibilitar extender el tiempo de estudio por medio

de su presentacion y trabajo a través de Internet.

Por medio de la visualizacién dindmica los alumnos pueden manipular los
diferentes elementos que caracterizan un concepto, pero en un entorno mas
atractivo y comun para ellos. Los nacidos después de 1988, la Generacion Einstein,

han crecido en la era de la tecnologia, en el mundo digital. Desde que nacen tienen
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relacidon con las tecnologias de la informacion, y la manejan y usan de manera

natural. (Boschma, 2008)

En general, para la Generacidn Einstein, es natural el uso de la computadora y el
Internet, que es el caso de los alumnos con los que trabajamos, adolescentes y
adultos jovenes. Para ellos, el uso de la computadora no sélo es familiar, sino
preferido sobre otras herramientas o medios, tanto de trabajo como de
comunicacion, muestra de ello son las crecientes redes sociales y sus usos no sélo

comunicativos, sino laborales y de difusidn.

En este sentido, en esta propuesta de ensefianza, se considera una de las
principales caracteristicas de la poblacion a la que se atiende, respondiendo con
ello a una necesidad también de la sociedad actual. La labor de cualquier

institucion educativa es atender las necesidades educativas de la sociedad.
Una caracteristica de la sociedad actual es la presencia de las tecnologias de la

informacion y la comunicacion, y es prioritario considerar tal hecho en la labor de

la institucion y nuestra labor docente.
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Ill. Propuesta didactica

Del analisis del problema ;como enseriar el concepto de derivada a los alumnos de
quinto semestre del CCH en los cursos de Cdlculo I para lograr la comprensién del

concepto? Se generaron tres argumentos que pretenden responder al mismo:

* Parallevar a cabo el estudio del conocimiento matematico, es necesario entender y

manipular sus conceptos a través de sus registros de representacion.

De este modo, los registros de representacion son una herramienta tedrica
que permiten considerar el logro de la aprension de un concepto, y ayudan

también a percibir el aprendizaje.

* La obtencién de nuevo conocimiento se basa en el conocimiento que ya se tiene.

Iniciar el nuevo conocimiento con los conocimientos previos, y de ahi
establecer una didactica que a través de un proceso de aprendizaje lleve al
alumno a la obtenciéon de nuevos significados, es nuestro objetivo de

ensenanza.

Es importante buscar generar un desequilibrio cognitivo en el alumno sobre
los conceptos fundamentales. Confrontarlo con la incompletud de los
conceptos que tiene formados para generar la necesidad de completar

paulatinamente los conceptos matematicos.

* La visualizacién dindmica es una herramienta didactica con el potencial de
trabajar distintas representaciones de un concepto, mostrando las relaciones que

hay entre las diferentes caracteristicas de cada representacidn.
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La visualizacidon dinamica permite conjuntar en un proceso de ensefianza de
contenidos matematicos, los cuatro aspectos que optimizan un aprendizaje:
los aspectos teoricos y reflexivos; asi como los aspectos de
experimentacion, y al ser el alumno quien interactia con elementos

matematicos, se cubre el aspecto pragmatico.

La visualizacion dinamica posibilita abarcar diferentes estilos de

aprendizaje en un mismo proceso de aprendizaje.
La visualizacién dindmica permite acercar los contenidos matematicos a los

alumnos, al presentarlos en un entorno con el que éste esta familiarizado.

Por lo tanto, si se conjuntan los diferentes aspectos presentados en los anteriores
argumentos, en un proceso de aprendizaje de contenido matematico, tendremos lo

que llamaremos: un proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas.
De este modo, se puede propiciar una mejor comprension de los contenidos de

ésta area. En particular, aplicarlo para el concepto de derivada, con lo que se da

respuesta al problema de investigacion.

Proceso de aprendizaje significativo en Matematicas

En esta seccion se describira lo que es un proceso de aprendizaje significativo en

Matemadticas.

Un proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas inicia a partir de los

conocimientos previos del alumno.

Asi como toda teoria matematica empieza a partir de ciertos supuestos, a saber sus

axiomas. El aprendizaje matematico también empieza a partir de algo, s6lo que en
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lugar de iniciar con axiomas: afirmaciones que se aceptan como verdaderas, a partir
de las cuales se construye la teoria matematica. El aprendizaje matematico
empieza a partir de las verdades que el alumno ya considera verdaderas: sus
conocimientos, a partir de los cuales se construye su aprendizaje, en particular el

matematico.

Los objetos matematicos sélo son asequibles por medio de representaciones. Esta
caracteristica de los objetos matematicos se refleja en las labores que realizamos
en ésta area del conocimiento. Cuando se estudia un objeto matematico, como la
circunferencia, por ejemplo. Ya sea que se estudie a través de ecuaciones que
describen a los puntos que la componen; o bien por medio de figuras que quieren
ser una representacion de ella. No obstante, en ninglin caso se trabaja con la

circunferencia como tal, con el objeto, con el concepto en si.

Por lo tanto, en la docencia se deben presentar los objetos matematicos a través de
sus representaciones, mostrar diferentes representaciones del mismo objeto.
Enfatizar que las distintas representaciones se refieren al mismo objeto, que cada
una muestra diferentes caracteristicas del mismo; y sin embargo, ninguna de ellas

es él como tal.

La visualizacion dinamica permite trabajar diferentes registros de representacion,
necesarios para la comprension de conceptos matematicos. Al tiempo que favorece
diferentes estilos de aprendizaje y la interaccidn directa de los alumnos con los

elementos de los conceptos.

Los elementos anteriores son consistentes con el Modelo del Colegio y su vision del
area de las Matematicas: hacen participe al alumno, transita entre diferentes

representaciones y busca propiciar aprendizaje significativo.
Un aprendizaje es significativo, cuando éste cambia la estructura de conocimientos

del sujeto para integrar en ella un nuevo conocimiento. Por ello la importancia de

considerar los conocimientos previos del alumno para poder ensefarle nuevos
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conocimientos. Es decir, un aprendizaje es significativo cuando se relaciona con los

conocimientos que el alumno ya tiene.

Esta relacion entre el nuevo conocimiento y los conocimientos previos debe ir mas
alla que: “esto lo vieron en cursos anteriores” o “esto lo vimos la semana pasada”.
La estructura conceptual del alumno debe modificarse para integrar lo nuevo, se

deben generar conexiones entre lo que ya sabe y lo que esta aprendiendo.

Se puede ejemplificar lo anterior de la siguiente manera. Cada persona tiene en su
mente un mapa geografico de la ciudad o lugar donde habita. Este mapa esta
formado de manera individual de acuerdo a los lugares que la persona conoce, los
que frecuenta y las rutas que toma para llegar a ellos. Cuando una persona aprende
una ruta nueva para llegar a un lugar, o bien cuando conoce un lugar nuevo, el
mapa geografico que tiene en su mente se modifica, ya sea porque se agregd una
nueva ruta para llegar de un punto a otro, o bien porque se anexé un nuevo lugar

conocido y la manera de llegar a él.

La misma situacidn se debe de dar para generar aprendizaje significativo, o bien se
agrega a la estructura conceptual una nueva forma de hacer algo, o se agrega un

nuevo concepto y su relacion con otros que ya se tenian.

Por lo tanto, el fin que se busca y que es consistente con los objetivos del area de
Matematicas y el Modelo Educativo del Colegio, es que los alumnos logren

aprendizajes significativos.

Una manera de propiciar un aprendizaje significativo es generando lo que se
conoce como un desequilibrio cognitivo. Esto es un desajuste en la estructura
conceptual o tedrica de un alumno. Este desajuste lo obliga a analizar eso que
genero el desajuste para poder reestructurar su cuerpo de conocimientos, y en el
proceso integra el nuevo conocimiento relaciondndolo con lo que ya sabia,

asimilacién y acomodacion, es decir, un aprendizaje significativo.
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El siguiente esquema presenta los diferentes elementos que forman la propuesta

de ensefianza: proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas.

Proceso de iﬂ}a1”e11d3'zaj'e Signﬁ:[can’vo en ‘Matemdticas

Registros
de
representacion

Visualizacion
Dindmica

Desequilibrio
Cognitivo

Conocimientos previos

Esquema 2. Proceso de aprendizaje significativo en Matematicas

Un proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas, comienza en un punto: un
elemento de los conocimientos previos del alumno. Lo que se simboliza en el
esquema como el vértice del tridngulo que esta en la leyenda de “conocimientos

previos”.

A partir del vértice de conocimientos previos, se construye el triangulo hacia
arriba esquematizando que obtendremos una nueva estructura por encima de lo

que ya se tiene. Nuevos conocimientos sobre los que ya se tenian.
Los otros dos elementos que determinan la propuesta son los registros de

representacion y la visualizacion dinamica, lo que se esquematiza como los otros

dos vértices que determinan el triangulo que se construye.
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El tridngulo esquematiza la forma de trabajo, el inicio y las dos directrices del
proceso. No obstante, durante el desarrollo de dicho proceso, se busca la
generacion de desequilibrios cognitivos, lo que se esquematiza con la leyenda al

interior del triangulo.

El conjunto de los elementos anteriores, esquematizado poniendo todo dentro de

una circunferencia, es un proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas.

La propuesta del proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas, su
estructuracion para la ensefianza de contenidos matematicos con el fin de lograr
una mejor comprension de los mismos por parte de los alumnos, es la conclusion y
aportacion tedrica de este trabajo, mi aportacion a la ensefianza de las

matematicas.

Descripcion de la Estrategia

En esta seccion se describira, como se llevo a cabo el desarrollo de un proceso de
aprendizaje significativo en Matemdticas, para un tema especifico, el caso particular

del concepto de derivada.

El punto inicial de un proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas son los
conocimientos previos del alumno. Para el desarrollo del tema del concepto de la
derivada, se eligié hacerlo a través de su interpretacion geométrica. Por lo tanto, el
conocimiento previo que se seleccion6 fue: la idea intuitiva de recta tangente, a

saber: la recta que toca en un solo punto a la curva.
A partir de la idea intuitiva de recta tangente, se hace todo el desarrollo y la

construccion de las actividades para generar el concepto de derivada en el alumno

y propiciar su mejor comprension del mismo.
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Otro conocimiento previo que se tomara del alumno, es la idea intuitiva del limite,
la que se generd en el alumno en el estudio previo, en la Unidad I del curso de

Calculo I en el CCH.

Con el uso del software GeoGebra, se disefiaron y desarrollaron nueve

aplicaciones, Applets de visualizacién dinamica:

{Qué es una recta tangente a una curva?
Secante.

Tangente.

Pendiente de una recta.

Interpretacion geométrica de la derivada.
La derivada de la parabola.

La grafica de la derivada.

Sobre la existencia de la derivada.

© N o A W

Sacando derivadas geométricamente.

Las diferentes aplicaciones pretenden mostrar cada una diferentes elementos
conceptuales necesarios para llegar al concepto de derivada. Elementos que se
conjugan y aplican en el ultimo Applet.

Todos los Applets se disefiaron para propiciar el analisis y la discusion de los
elementos que cada uno presenta, referentes a la construccion del concepto de la

derivada.

A continuacion se describen los diferentes Applets que se disefaron para el

desarrollo del tema.

3.2.1 {Qué es una recta tangente?

El primer Applet, tiene como nombre, de hecho, la pregunta con la que se inicia

todo el desarrollo del tema.
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¢/ Qué es una recta tangente a una curva?

La primera parte de este Applet presenta una visualizacion de la idea intuitiva de
recta tangente tomando como curva a la circunferencia. En ella se verifica que la

idea intuitiva efectivamente se verifica para esta curva.

¢Qué es una recta tangente a una curva?

La respuesta comin a esta pregunta es: recta que toca en un sélo un punto a la curva. Y esta idea funciona muy bien cuando
hablamos de algunas secciones conicas, como por ejemplo en un circulo. A continuacién lo podemos observar; mueve el punto
sobre el circulo para mover la recta tangente.

@)

Recta Tangente al Circulo

Ilustracion 1. Visualizacién de la idea intuitiva de recta tangente

En esta aplicacion el usuario puede mover el punto y visualizar cdmo se mueve la

recta tangente sobre la curva.

En la segunda parte de este Applet, se visualiza un caso mas general, la recta

tangente pero ahora sobre una curva diferente.
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Pero, éesta idea es cierta en general? es decir, la idea de que la recta tangente a una curva en un punto es la que la toca
s6lo en ese punto, ées cierta para cualquier curva?

En la siguiente curva, mueve el punto por el que pasa la recta tangente a la curva, y observa si en todo momento la recta
toca ala curva en sélo un punto.

[

La recta tangente toca a la curva en sélo un punto

Ilustracion 2. Verificacion de la idea intuitiva de recta tangente sobre otra curva

En esta aplicacidn, el usuario puede mover el punto sobre la curva e igualmente

visualizar como se mueve la recta tangente sobre la curva.

De este modo, el usuario comprueba que sobre esta curva, hay puntos donde la

recta tangente a la curva la toca en mas de un punto.

Por lo tanto, se concluye que la idea intuitiva de recta tangente no es precisa. Que

no se cumple para cualquier curva. Que la idea intuitiva tiene limitaciones.
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La recta tangente toca a la curva en dos puntos

Como puedes observar la idea de que la recta tangente a una curva es la que toca a la curva en sélo un punto, no es
precisa, no funciona en general. Es sélo una idea intuitiva, pero esto no quiere decir que esté mal, sdlo significa que hay
que precisarla mejor.

Entonces, como no tenemos una respuesta precisa para la pregunta inicial, ¢qué es una recta tangente a una curva?, en
este curso vamos a trabajar para responder esta pregunta, y lo haremos con la ayuda de la derivada.

Ilustracion 3. Visualizacién de que la idea intuitiva de recta tangente no es general

El analisis y la discusién que se generan a partir de este primer Applet que se
acaba de describir, no sélo es la introduccion a nuestro desarrollo de un proceso de
aprendizaje significativo en Matematicas, para el tema del concepto de la derivada.
Sino que también es el elemento con el que se pretende generar un desequilibrio
cognitivo en el alumno. Se le estd confrontando con limitaciones de su propio

conocimiento.

Se le muestra al alumno que lo que él sabe, “no esta del todo bien”, “no esta
completo”. Con ello se pretende que entonces, él genere nuevos significados, que
asimile y acomode estos nuevos significados, para poder reestructurar nuevamente
sus conocimientos. Lo que a su vez se espera que ayude a lograr que el aprendizaje

le sea significativo.

Con esto, se estan cubriendo tres aspectos del proceso de aprendizaje significativo

en Matemadticas:

* Iniciar a partir de los conocimientos previos del alumno.
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* Generar desequilibrio cognitivo en los conceptos fundamentales del tema.
* Utilizar la visualizacién dindmica como herramienta didactica para el estudio de
los temas permitiendo que sea el alumno quien interactie con los diferentes

elementos que conforman las aplicaciones.

3.2.2 Secante

Para seguir con el desarrollo del tema, se requiere estudiar caracteristicas de un

concepto muy cercano al de recta tangente, a saber, el de recta secante.

En el Applet Secante se revisa nuevamente la idea intuitiva de recta secante

La recta secante a una curva, es la recta que toca a la curva en al menos dos puntos. Dados dos puntos sobre una curva
queda definida s6lo una recta secante a esa curva que pasa por dichos dos puntos. ¢Pero qué ocurre cuando movemos
los puntos que definen a la secante hasta hacerlos coincidir?

Veamoslo a continuacién

@

Recta secante

N/

() (<) 5 119 () (1)

Ilustracion 4. Idea intuitiva de recta secante a una curva

En el Applet el usuario puede mover los puntos rojos sobre la curva y visualizar

como la recta secante cambia dependiendo de los puntos.

En el mismo Applet, el usuario puede seleccionar el visualizar la pendiente de la

recta secante:
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Recta secante
[V Pendiente de la recta

Ay
m=<:=1.39

K1) (<) 19/19 (P> | P

Ilustracion 5. Pendiente de la recta secante

Conforme el usuario modifica la recta secante a través del movimiento de los
puntos a lo largo de la curva, el parametro de su pendiente cambia dinamicamente

acorde a estas modificaciones.

En este punto estamos usando los registros de representaciéon junto con la
visualizaciéon dindamica, otro de los aspectos de un proceso de aprendizaje

significativo en Matemadticas.
Se presenta tanto la representacion geométrica del concepto pendiente, como su
representacion algebraica, con la idea de que propicie una mejor comprensién del

concepto.

En el mismo Applet de secante se le pregunta al alumno qué sucede cuando se hace

coincidir los puntos sobre la curva. Lo que genera el siguiente resultado:
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JPor qué al juntar los puntos la recta desaparece’

[V Pendiente de la recta

E

[}
b

1}

(xa) (<) 19719 (2> (21

Ilustracion 6. Visualizacién de coincidir los puntos que definen a una secante

Cabe observar que ademdas de no haber recta alguna, el valor de la pendiente
también se pierde. Se sabe que la pendiente se indetermina porque resulta una
division entre cero, pero mas alla de eso, el analisis y la discusion de esta situacion

es el siguiente eslabon para nuestro desarrollo.

3.2.3 Tangente

En este Applet, se da respuesta a la pregunta inicial: ;qué es una recta tangente a
una curva? Con ello también se llega al concepto de derivada a través de su

interpretacion geométrica.

Se trata nuevamente el concepto de secante, pero ahora mediante la funcién, es
decir, no so6lo se van a mover los puntos sobre la curva, sino que ahora también se
van a mover puntos correspondientes al dominio de la funcidn, y se observa como

cambian las imagenes de acuerdo a dichos movimientos.
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En la seccién Secante estudiamos el comportamiento de la recta dejando un poco de lado a la funcién. Ahora
estudiémosla considerando a la funcién.

Una forma de determinar de manera tinica una recta es teniendo un punto por dénde pasa y conociendo la pendiente de
la recta.

Si tenemos una curva y un punto en ella, para determinar a la recta tangente a la curva en el punto, s6lo nos hace falta
conocer cudl es la pendiente que debe tener la recta que es tangente.

De manera intuitiva, ¢hubieras esperado que al hacer coincidir los puntos de la recta secante, ésta desapareciera?, es
decir, ¢hubieras esperado que la recta no estuviera definida al coincidir los puntos?, ¢de manera natural que hubieras
esperado que sucediera con la recta?

Veamos ahora que sucede.

Ilustracion 7. Introduccion del Applet Tangente

(x, fix)

o $@)— §(a)
r—a
Six) - fla)
(a, f( | \ |
| X-a |
|
6 N .

Ilustracion 8. Visualizacién de secante variando los puntos en el dominio

En este Applet el usuario puede mover los puntos a o x sobre el eje X. Al mover
estos puntos cambian las imagenes de los mismos sobre la funcidén. En esta
aplicacion nuevamente se usan los registros de representacion, ya que se muestra
el concepto de pendiente tanto en su representacion geométrica como algebraica.

Relacionando el concepto con el de funcion, dominio y rango o imagen.

La discusion, luego de trabajar con los diferentes elementos y enfatizar que ahora

se modificaron puntos en el dominio, se centra en qué ocurre cuando se hace que
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el punto x se acerque al punto a, ;como afecto esto a la recta?, ;qué va ocurriendo
con las diferencias f(x) — f(a) y x —a? Sobre todo, se desea que el alumno

recuerde como se llama al proceso de acercar un punto a otro.

Se espera que el alumno recuerde que esa es justamente la idea de limite y, por lo
tanto, lo que se obtiene al hacer coincidir los puntos es un limite, el limite de las

pendientes de las secantes.

@

lim f(2) —1(a)

TrT—a r—a

(x, fix)
(a, fla))

iAl considerar a la funcidn y hacer coincidir los puntos entra el concepto de limite!

iy el limite que resulta es justamente la derivada!

Ilustracion 9. Visualizacion del limite de las pendientes de las rectas secantes

En este momento se presenta al alumno formalmente el concepto de derivada
como el limite que se obtiene, que geométricamente es el limite de las rectas

secantes, y su representacion algebraica es:

i L) —f(@)
m--—-—————--
x-a X—a
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Cabe mencionar que el concepto de limite se puede usar al considerar los
diferentes elementos de la funcién, y que se mueven puntos en su dominio. En esa
aplicacion también se espera reforzar el concepto de limite, tanto en su

representacion algebraica como geométrica.

Hasta aqui ya se tiene el concepto de derivada, pero qué tiene que ver con la
pregunta original sobre la recta tangente. Sobre este aspecto es la segunda parte

de este Applet.

¢Ahora si podemos determinar la recta tangente a la curva en un punto?, ¢quién es su pendiente?

Veamos lo anterior en un funcién concreta y en la que ya calculamos su derivada por medio de su definiciéon de limite,
en la funcién f(x) = x2.

Ilustracion 10. Inicio de la segunda parte del Applet Tangente

Como se sigue tratando con un concepto nuevo, el de derivada, se va a utilizar en
una funcién conocida para los alumnos: la funcién cuadratica. Con esto se estan
utilizando los conceptos previos del alumno para anclar los nuevos conceptos y

tratar de propiciar una vez mas el aprendizaje significativo.
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Pendiente de la recta secante

22 g2

r—a

Ilustracion 11. Visualizacion del limite de las secante sobre la funcion cuadratica

En esta segunda aplicacion del Applet Tangente, se plantea la misma situacion de
las secantes pero con algunas diferencias. Ahora no se hace sobre una curva
genérica, sino sobre una curva conocida, una de la que se tiene su definicion

algebraica: la funcion cuadratica.

Otra diferencia es que en esta ocasion el punto a, sobre el eje X, se mueve por
medio del control ubicado en la esquina inferior izquierda, mientras que el punto
x, también sobre el eje X, se mueve por medio del mouse, como en la aplicacién
anterior. El motivo de hacer esto es enfatizar los aspectos del concepto de limite:
un punto se fija, y se hace tender otro hacia él. En nuestro caso el punto que se fija

arbitrariamente es a, y el punto x es el que se hace tender hacia a.

Para esta segunda aplicacion, como ya se conoce la funcidn, entonces se puede
tener un valor numérico para la pendiente. El valor de la pendiente nuevamente se
modifica dinamicamente de acuerdo a la forma en que se modifiquen los puntos

que determinan a la recta.

62



Nuevamente se tiene especial interés en visualizar lo que ocurre cuando se hacen
coincidir los puntos a y x. De manera similar que en la situacion general se observa
que lo que se obtiene es la expresion de un limite y que la recta secante

desaparece.

a [~ Ver tangente
z? — a’

r—a IT—a

Ilustracion 12. Visualizacion del limite de las pendientes de las secantes sobre la parabola

Desaparecer la recta tiene la funcidon de enfatizar que el proceso de limite es de
hecho un “brinco”. No es como ir caminando por una vereda, rumbo a un rio,
acercarnos mucho al rio y esperar que en el proceso de seguir caminando
simplemente se llegue al otro extremo del rio. Que por el contrario, el limite es el
proceso que permite dar ese “brinco” mediante el cual al irnos acercando al rio, en
algiin punto se puede llegar a estar del otro lado, ;en qué punto?: justamente en el

limite.
En esta aplicacidn, al coincidir los puntos, se tiene la opcién de visualizar la recta

tangente a la curva en ese punto, la recta que intuitivamente se diria que es la

tangente.

63



Cuando la recta desaparece es justo cuando se llega al punto del “brinco”, y de ahi

ya se puede tener la recta tangente, en el limite.

p7L ]

a [V Ver tangente

[~ Ver pendiente

. 2 2
lim ®_— 9

\ r—a T—a

Ilustracion 13. Visualizacion de la recta tangente a la parabola en un punto

Ahora también se tiene la opcidn de visualizar la pendiente de la recta tangente:
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(x, x’
(aJ a‘? 1 4

[~ Ver la ecuacion de la recta tangente

a [V Ver tangente
i p—
. 332 == (12

[V Ver pendiente | llm
r—a T—a

[}
.
S

Ilustracion 14. Visualizacion de la pendiente de la recta tangente a la parabola en un punto

Y se observa que el valor de la pendiente de la recta tangente coincide con el valor

del limite que teniamos determinado.

Con esto se puede concluir:

ila dertvada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto!

iy la tangente es la que tiene como pendiente a la derivada en el punto!

Ilustracion 15. Conclusion del concepto de Derivada con el de recta tangente

La conclusidn es la parte final del Applet.

En este punto, se espera dar respuesta al desequilibrio cognitivo que se generé al
inicio del desarrollo del tema. Se generd6 el desequilibrio, pero se debe ayudar al
alumno a llegar a la reestructuracidn cognitiva de sus conceptos, a la asimilacién y

la acomodacion.
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Se explica al alumno la diferencia entre la idea intuitiva de recta tangente: la recta

que toca a una curva en un punto, y la conclusion a la que llegamos, que es de hecho

una definicién formal de recta tangente: la recta que pasa por el punto y que tiene

como pendiente a la derivada de la funcién en el punto.

Sobre todo, se plantea la discusion de si ahora ya con esta nueva definicion se

puede evitar el problema original: que la recta tangente puede tocar a la curva en

mds de un punto.

Se guia la discusion para llegar a que la idea es sobre un punto, es decir, que es un

concepto local. De hecho, por eso se especifica: la recta tangente en un punto.

Por ultimo, el Applet también permite obtener la ecuacion de la recta tangente:

=
3>

(x, x
(a, a? 7 B
ol
|
|
|
| 2
-4 4
|
|
|
|
|
4 “35 -3 25 *—2 15 1 ~o. 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 T4
ax
[V Ver la ecuacion de la recta tangente
-2
y=-4x - 4
a [V Ver tangente

) pr——

[V Ver pendiente

:z:z—a

r—a IT—a

Ilustracidn 16. Visualizacion de la ecuacion de la recta tangente a la parabola
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Con esto se puede corroborar la conclusion.

De este modo se obtiene el concepto de derivada usando todos los elementos de un

proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas.

Sin embargo no es suficiente. Para comprender un concepto no basta sélo llegar a
su construccion, hay que analizarlo; sus caracteristicas, cuando si se satisface,
cuando no, e incluso aplicarlo. Esto es lo que se lleva a cabo en los siguientes

Applets.

3.2.4 Pendiente de una recta

Al construir el concepto de derivada y relacionarlo con el de recta tangente es
importante precisar que la pendiente de la recta sefiala el cambio de la funcion de

acuerdo a la variacion en puntos del dominio.

Para observar esto se inicia con el siguiente Applet, en el que se realiza un analisis

de la pendiente de una recta.
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Ahora ya sabemos lo que es la derivada, y como esta relacionada con la recta tangente a una curva. ¢Pero cuél es la
importancia de la recta tangente a una curva? Para responder a esta pregunta, primero vamos a recordar
geométricamente el concepto de pendiente, y vamos a analizar la informacién que ésta nos da sobre la recta.

Estudiemos al respecto con la siguiente visualizacion:

@

[~ Ver pendiente

Ilustracion 17. Visualizacién de la pendiente de una recta

Este Applet permite al usuario mover el punto rojo en cualquier parte del plano.
Con el control de la esquina superior izquierda, se puede variar la pendiente de la

recta y también se cuenta con la opcidn de visualizarla.
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k)]

v Ver pendiente

m=35

ientonces la pendiente de una recta nos da una relacion entre las variables!

inos dice como cambia la funcion con respecto a la variacién en su dominio!

Ilustracién 18. Conclusion del analisis de la pendiente de una recta

En este Applet se hace un analisis mas fino para observar que la pendiente sefiala
qué tanto crece la recta, qué tan rapido lo hace, y cual es la relacidn entre variables,

las de su dominio con respecto a las de su contradominio.
Se espera concluir que si esa es la importancia de la pendiente de una recta,

entonces por eso es importante la tangente para una curva, por su pendiente: su

crecimiento, el crecimiento de la curva.

3.2.5 Interpretacion geométrica de la derivada

En este Applet se conjuntan los diferentes elementos que hasta ahora se han

estudiado: tangente, pendiente, derivada.
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Luego de recordar y estudiar la pendiente de una recta, el concepto de derivada y la relacién entre ellos; ahora vamos a

conjuntar esos conocimientos en el estudio de una funcién.
Veamos de manera directa qué informacién nos da la derivada de una funcibén, y cémo se presenta esto en la grafica de la

funcibén derivada.

@

[~ Ver recta tangente
[~ Ver punto de la derivada

(z, f(z))

N\

B @ --

%

Ilustracion 19. Visualizacién de la interpretacion geométrica de la derivada

En el Applet, el usuario puede mover el punto x, sobre el eje X. El punto rojo sobre

la funcién se mueve de acuerdo al punto x, al punto en el dominio.

Se puede visualizar la recta tangente a la curva en el punto e igualmente observar

como ésta cambia al recorrer el punto x sobre el eje X.
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@

[V Ver recta tangente

[” Ver punto de la derivada

(z, f(x

Ilustracion 20. Visualizacion de la recta tangente a la curva

Lo importante de este Applet es generar la discusion sobre lo que se conoce de la

derivada: que es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto.
Entonces, para cada punto, se tiene una pendiente diferente, asi, la derivada toma

un valor diferente para cada punto. Para observarlo se selecciona la opcién “Ver

punto de la derivada”:
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@

[V Ver recta tangente

[V Ver punto de la derivada

(w-f'(r»)).

(. f(x)) \
o) \-/

Ilustracion 21. Visualizacion de los puntos de la derivada

Aqui toma importancia el analisis que se realiza en el Applet anterior acerca de la

pendiente de la recta.

Para el punto x de la Ilustracion 21, se observa que la pendiente de la recta es un
valor positivo “grande”. De hecho a pesar que la funcién en ese punto toma un
valor “pequefio”, la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto, tiene un

valor mayor.

Por lo tanto, aparece en la parte alta de la imagen un punto purpura de
coordenadas (x, f'(x)). Es decir, es el punto que corresponderia a la derivada de la
funcion para el mismo valor de x. Esto se desprende de observar la pendiente de la

recta tangente.

72



Ver recta tangente

(rsf'(m)).

Ilustracion 22. Visualizacion de los puntos de la derivada variando el punto en el dominio

En la [lustracidn 22, se observa que ahora la recta tangente a la curva en el punto
tiene pendiente negativa. Entonces, el punto que corresponde a la derivada para
ese valor de x, es negativo. Por lo tanto, el punto purpura ahora aparece por debajo

del eje X.

En este Applet, se puede variar un punto en el dominio, y de acuerdo a la pendiente
de la recta tangente a la curva en el punto, visualizar como es la pareja ordenada

(x, f'(x)) que corresponde a un punto de la derivada.

Se observa que para cada valor de x se tiene un valor correspondiente f'(x). Que
lo podemos representar con un punto en el plano. Es decir, se tiene una funcion: la

funcion derivada.
El Applet, permite visualizar la funcién que se dibuja siguiendo los distintos

puntos. Sobre el punto purpura, con el botén secundario, del mend contextual

seleccionamos “activa rastro”. Esto hace que la aplicaciéon deje una imagen del
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punto en cada posicidn en la que se ubica, estas imagenes juntas dibujan la grafica

de la funciéon derivada.

[V Ver recta tangente

[V Ver punto de la derivada

(

:

z, f'(x)) ®

(z, f(x))

J
8
$
4
:
:

@

.0...

iasi se dibuja la gréafica de la funcién derivada...!

Ilustracion 23. Visualizacion de la grafica de la funcién derivada

Con esta aplicacidn se quiere dar sentido a por qué en el estudio de la derivada, al

derivar una funcién, se obtiene una expresion que se puede evaluar: porque la

expresion que obtenemos es la funcién derivada, y como es una funcion se pueden

evaluar valores en ella.

Se presentan los diferentes elementos del concepto que se obtienen de analizar sus

caracteristicas. Y se prepara el camino para el estudio subsecuente del tema.

74



3.2.6 La derivada de la parabola

Este Applet tiene la intencién de presentar la situacidon y el analisis del Applet

anterior, pero ahora en un caso particular, con una funcién conocida por el alumno.

Lo que repercute primero en la posibilidad de realizar calculos y verificar las

conclusiones anteriores, ademdas de aterrizar el

conocimientos previos del alumno.

nuevo conocimiento con los

@

[V Ver recta tangente

¥ Ver pendiente

[V Ver punto de la derivada

1.5 2 25 T3 35 T4

r—a T — Q

Ilustracion 24. Visualizacion de los puntos de la derivada de la parabola

En el Applet nuevamente se tiene el punto x que se mueve a lo largo del eje X, el

punto correspondiente sobre la funcidn, a saber, la parabola; y el punto purpura

que corresponde al punto de la derivada para el valor de x.

Como en este caso se conoce la funcidn, se pueden tener los valores: la pendiente

de la recta tangente, y los valores de las coordenadas tanto del punto sobre la

funcién como del punto de la derivada, observando que la segunda coordenada de

este ultimo es justamente el valor de la pendiente de la recta tangente, es decir, la

derivada.
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En el Applet se trabajan diferentes registros de representaciéon de conceptos, tanto

el de pendiente como el de derivada.

Igual que en el Applet anterior, se visualiza con las imagenes del punto purpura, la

grafica de la funcién derivada de la parabola:

@

(z,f'(#£) =5.18 )

Y S SRR SR S

]

[V Ver recta tangente

[V Ver pendiente

[V Ver punto de la derivada

Ilustracion 25. Visualizacion de la derivada de la parabola

3.2.7 La grafica de la derivada

Este Applet pretende mostrar como se obtiene la grafica de la funcién derivada a

partir de la grafica de la funcidn. Para ello, se presentan dos planos en él.
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Grdfica de f

I~ Ver punto de la funcién f'

[~ Ver tangente

Con -3m/2 IES Tn2 0 /2 K 3m/2 "on Sm/2 "3n

Grdfica de f'

[~ Ver la grafica de f'

Tom 3n/2 = ny2 0 /2 T 3m/2 2n Sm/2 3n

Ilustracion 26. Visualizacion para obtener la grafica de la funcién derivada

En el primer plano se tiene la grafica de una funcidn, la grafica de f, y un punto

sobre la grafica, el que se puede mover a lo largo de ella.

En el primer plano se selecciona “Ver tangente” para ver la recta tangente a la
curva en el punto. De acuerdo a la pendiente de la recta, se tiene el punto
correspondiente de la funcion derivada. Dicho punto se visualiza en el segundo

plano y cambia conforme se mueve el punto a lo largo de la grafica de f.
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Grdfica de f

¥ Ver punto de la funcion f'

[V Ver tangente

Com 32 Tn Tn/2 0 T2 T '3n/z\ "on Sm/2 "3

@

Grdfica de f’

I~ Ver la grafica de '

Lom 3nj2 = Tn/2 0 2 T 3n/2 2n /2 T3

Ilustracion 27. Visualizacion del punto de la funcién derivada

Este Applet sirve para analizar algunas caracteristicas de la derivada. Como por
ejemplo, el que cuando en la funcién se alcanza un maximo o un minimo, entonces
la derivada vale cero. Claro que esto no se presenta asi, sino que se lleva a cabo una

discusion para conjuntamente con el grupo llegar a esta conclusidn.
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Y]

Grdfica de f

¥ Ver punto de la funcion f

[V Ver tangente

Con Sn2 = Inp2 [} /2 Tn 3n/2 Ton /2 "3n

@

Grdfica de f’

I~ Ver la grafica de f

T T T T @ T T T T T
A -3m/2 -T -T2 0 2 w 3m/2 2n Sm/2 3m

Ilustracion 28. Visualizacion de los valores criticos de la funcion y su relacion con la derivada

Por ultimo, el Applet permite visualizar la grafica de la funcién derivada.



Grdfica de f

¥ Ver punto de la funcion f'

[V Ver tangente

I-211 -|311/2

Grdfica de f’

v Ver la grifica de f'

/2

§n/2

"o

én/Z

"3n

@

Tom 3n/2 = “mj2

™2

3m/2

2n

Sm/2

3m

Ilustracion 29. Grafica de la funcion derivada

Con esto se puede hacer la pregunta: ;cuando la funcién derivada alcanza sus

maximos y minimos? Para llegar a la conclusion, luego de la discusion con el grupo,

de que esto se cumple en ciertos puntos, y que éstos se llaman: puntos de inflexion.

Con este Applet ademas de analizar caracteristicas del concepto de la derivada, se

introducen elementos necesarios para el estudio subsecuente del tema y se les da

significado. Tales como los maximos y minimos, el criterio de la primera y el de la

segunda derivada.

Aunado a ello, se aplica el concepto de la derivada en un analisis geométrico y se

propicia una habilidad matematica importante, asi como un conocimiento

relevante del tema, obtener:

ila grafica de la derivada a partir de la grafica de la funci6én!

Ilustracion 30. Conclusion del Applet de la grafica de la derivada
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3.2.8 Sobre la existencia de la derivada

Para propiciar la mejor comprension de un concepto, no basta solo con presentarlo
y mostrar diversos ejemplos. También es necesario mostrar cuando el concepto no
se cumple, en qué condiciones no se satisface, es decir, mostrar ejemplos y

contraejemplos.

En este Applet se presentan justo las circunstancias bajo las que el concepto no se
cumple. Y se realiza analizando sus caracteristicas mediante una discusién dirigida

con la ayuda de la visualizacion dindmica.

Grdfica de f

1.38

¥ Ver punto de la funcion f' 2 [V Ver tangente

s -7 -6 -5 -4 I3 / = 0 \1\ I I 4 = 6 7 8

Grdfica de f'

@

I~ Ver la grifica de f' [~ iPor qué la gréfica tiene un brinco?

Ilustracion 31. Visualizacion de un caso en el que no en todo punto hay derivada

El Applet nuevamente presenta dos planos. En el primero, la grafica de una
funcién, una funcién “partida”. Sobre cada una de las partes de la funcion, se tiene
un punto que se puede mover a lo largo de su respectiva parte. Se visualiza en el

segundo plano los puntos de la funcién derivada correspondiente a los puntos
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sobre la funcion. Asimismo se visualizan las rectas tangentes a la curva sobre los

puntos.

Se pretende analizar los puntos de la funcién derivada conforme se van variando

los puntos a lo largo de las dos partes de la funcion.
En particular, interesa analizar cuando los puntos sobre la funcién se acercan al

punto donde ésta se rompe, qué pasa con las pendientes de las rectas tangentes, y

por lo tanto con los puntos de la funcién derivada.

Grdfica de f

[V Ver punto de la funcion f' [V Ver tangente

[~ Ver la gréfica de f [~ iPor qué la grafica tiene un brinco?

Ilustracion 32. Visualizacion de las rectas tangentes en el punto donde la funcién se rompe

Se observa que justo en el punto donde la funcién estda rota, los puntos

correspondientes de la funcién derivada, no coinciden.

Se analiza con el grupo la situacion, y se espera llegar a la conclusion de que los

puntos no coinciden porque las pendientes de las rectas tangentes no son iguales.
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En el Applet se puede visualizar la grafica de la funcion derivada:

Grdfica de f

[V Ver punto de la funcién f' [V Ver tangente

[V Ver la gréfica de f' [~ iPor qué la grafica tiene un brinco?

Ilustracion 33. Visualizacion de la grafica de la funcion derivada correspondiente

Se observa que la grafica de la funcién derivada esta rota. En el mismo punto

donde las pendientes difieren la grafica se rompe.

Luego de analizar con el grupo la situacion, se puede visualizar la respuesta a la

pregunta ;por qué la grafica tiene un brinco?
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Grdfica de f

[V Ver punto de la funcion f' [V Ver tangente

i 1) = 5(0)

I—Q r—10

tim 1) = 1(@)

~—9 vr—;a“f‘ T — Qa

[V Ver la grafica de f' [V iPor qué la grafica tiene un brinco?

Ilustracion 34. Visualizacion del porque la grafica de la derivada esta rota

Luego de la discusion se espera llegar a la conclusion de que como la derivada es
un limite, el problema es justo ese: el limite de la funcién al acercarse al punto
donde estd rota, no existe. El limite no existe porque al acercarse por la izquierda y
por la derecha no se llega al mismo valor. Por el lado izquierdo la pendiente de la
recta tangente llega a cero, mientras que por el lado derecho la pendiente de la

recta tangente es un valor positivo.
Este aspecto es de hecho sutil, pero apoyandonos en la visualizacién de las
pendientes de las tangentes, que efectivamente una esta horizontal y la otra no, se

espera llegar a la comprension por parte del alumno.

Con esto también se recuerdan y visualizan aspectos importantes del concepto de

limite.

Del trabajo en este Applet se concluye:
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ila derivada no siempre existe...

ihay puntos donde no hay derivada, y por lo tanto tampoco hay recta tangente!

Ilustracion 35. Conclusion del Applet sobre la existencia de la derivada

3.2.9 Sacando derivadas geométricamente

En este Applet se pretende recordar y practicar todo lo estudiado del concepto de

la derivada.

=
™ Ver tangente 1 [~ Ver tangente 2 I” Ver tapgente 3 [~ Ver tangente 4 [~ Ver tangente 5
[~ Ver punto 1 [~ Ver punto 2 I” Ver gunto 3 [~ Ver punto 4 [~ Ver punto 5
8.
\_,O |
2-
0
T v T T v T T T T T T T T v T
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 1€
=
4.
[~ Ver grifica de f
2-
0
v T v v v T T T v v T v T v v
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
_2-
-4

Ilustracion 36. Visualizacion para obtener la grafica de la funcién derivada

En el Applet nuevamente se presentan dos planos, en el primero la grafica de una

funcion, en el segundo se pretende obtener la grafica de la funcion derivada.
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Sobre diferentes secciones de la grafica aparecen diferentes puntos, los cuales se
pueden mover sobres cada una de sus respectivas secciones. Al igual que en los
Applets anteriores, se puede visualizar para cada punto la recta tangente

correspondiente, asi como el punto de la funcién derivada que corresponda.

En este Applet, si es necesario, también se puede “activar el rastro” de los puntos
de la funcién derivada, para darnos una idea de como es la grafica de la derivada

para una seccidn particular.

Se trabaja con el grupo, y se espera al final obtener una aproximacion de la grafica

de la derivada de la funcion. Lo que al final se visualiza en el Applet.

[V Ver tangente 1 [~ Ver tangente
[V Ver punto 1 ¥ Ver punto 2

v Ver tapdente 3 [V Ver tangente 4 [~ Ver tangente 5
¥ Ver gunto 3 ¥ Ver punto 4 [V Ver pun

[V Ver grafica de f'

Ilustracion 37. Visualizacion de la grafica de la funcién derivada

Con este Applet se engloban los diferentes aspectos estudiados del concepto de la

derivada, y es el cierre de nuestro desarrollo.
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Asi se desarrolla un proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas para el

tema del concepto de la derivada.
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IV. Aplicacion y Resultados

Para la aplicacién del proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas, para el
tema del concepto de la derivada, desarrollado en el capitulo 3, se trabajo con un
grupo de quinto semestre de Calculo Diferencia e Integral I, del CCH plantel

Azcapotzalco, en horario de 11 a 13 hrs.

Se pidio6 el favor a un profesor del plantel, que prestara su grupo para realizar el

trabajo.

Aplicacion

El grupo venia trabajando con su profesor desde el inicio del semestre. Con él
estudiaron y concluyeron la unidad 1 del programa del curso: Procesos Infinitos y la

nocion de limite.

Para la unidad 2: La Derivada: estudio de la variacién y el cambio. El grupo inici6é su
estudio con su profesor de manera normal. Pero a las dos semanas de iniciado su
trabajo, el martes 18 de Octubre de 2011, se inicio el trabajo con el grupo para
llevar a cabo la aplicacion de la Estrategia para la comprension e interpretacion
geométrica de la derivada, basada en un proceso de aprendizaje significativo en

Matematicas.

El método educativo utilizado para la aplicacion fue el b-learning por medio de una
plataforma Moodle en el espacio tu aula virtual del programa h@bitat puma de la
Direccion General de Computo y Tecnologias de la Informacion y Comunicacion de

la UNAM.
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En la plataforma Moodle se disefi6 el apoyo digital dinamico para el desarrollo del

tema. En ella se configuraron los diferentes Applets descritos en el capitulo 3.

| 4 @ aULa Virtual Edgar Enrique Solis de los Reyes

tu aula virtual » Matematicas () | Cambiar rol a... # || Activar edicién |

Diagrama de temas
En este curso vamos a estudiar el

La derivada
concepto de derivada mediante su No hay mensajes en
. ., L. En este curso estudiaremos los conceptos: espera
interpretacién geométrica, apoyados Mensajes...
* Recta tangente

de la visualizacién dindmica. 3
e Derivada

Usuarios en linea

Reforzaremos los conceptos de:

Pendi (Ultimos 5 minutos)
¢ rend lente M Edgar Enrique Solis de los
e Limite Reyes

Daremos una interpretacién geométrica al concepto
de derivada y lo aplicaremos para obtener la
gréfica de la derivada a partir de la grafica de una

Personas

funcién. &, Participantes
El curso estd diseiado en la modalidad b-
learning, como apoyo para clases presenciales. Se Actividades
Administracién presentan situaciones que dan lugar a discusiones
dirigidas en grupo. No es un material para trabajar (& Cuestionarios
2 Activar edicion completamente en linea ni de modo autodidacta. < Foros

Ilustracion 38. Plataforma Moodle de trabajo para el desarrollo del tema

El desarrollo del tema se organizdé congruente con el orden de los Applets en la

plataforma.

Introduccion
Recta Tangente

Un concepto aparentemente sencillo e intuitivo, el
de recta tangente. Veremos los limites de la
intuicién sobre él, y la amplia importancia del
mismo.

] ¢Qué es una recta tangente a una curva?

Ilustraciéon 39. Introduccién al tema



Como parte del uso de la plataforma, se habilit6 un Glosario de Conceptos. Un

espacio dedicado para que los alumnos escriban con sus palabras alguno de los

conceptos que se trabajaron en el desarrollo del tema, a saber, derivada, recta

tangente, y recta secante, etc.

El glosario se ubico luego de que se obtuvo el concepto de la derivada.

Secantes y Tangentes

Dos concepto geométricos por medio de los cuales vamos a
desarrollar uno de los principales concepto del célculo, la
derivada.

A continuacién estudiaremos el comportamiento de una recta
secante a una curva secante, al hacer coincidir los puntos que la
definen.

| Secante

Ahora veamos cudl es la relacion entre la recta tangente a una curva
en un punto y la derivada de una funcion en un punto.

| Tangente

En el glosario deben definir alguno de los conceptos estudiados en
clase. Hagan las definiciones en base a lo discutido en clase. Se trata
de ver lo que se entendi6 y como se entendio.

Al Glosario de Conceptos

]

Ilustracion 40. Applets que apoyan el desarrollo teérico

La ultima parte del desarrollo del tema es sobre la aplicacion geométrica del

concepto, para obtener la grafica de la funcion derivada a partir de la grafica de la

funcién.
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3 Derivada
Interpretacién Geométrica

En esta seccién vamos a analizar la derivada geométricamente.
Mediante su interpretacién geométrica analizaremos las
caracteristicas del concepto. Vamos a finalizar aplicando lo
aprendido para realizar la grafica de f'(x), a partir de la grifica

de f(x).

Antes de seguir con el estudio de la derivada, vamos a estudiar el
concepto de pendiente, con el fin de entender por qué la
importancia de la recta tangente a una curva.

_| Pendiente de una recta

Ya estamos listos para estudiar més a fondo el concepto de derivada.
Vamos a ver algunas de sus caracteristica mas importantes.

_| Interpretacién geométrica de la derivada

Veamos la interpretacién geométrica de la derivada en un ejemplo
concreto, en la parébola.

_| La derivada de la parabola

Vamos a ver como obtener la grafica de la derivada de una funcién a
partir de la gréifica de la funcion.

_| La gréfica de la derivada....

Divirtdmonos un poco analizando algunas situaciones particulares e
interesantes sobre del tema de la derivada.

_| Sobre la existencia de la derivada

Recordemos y practiquemos todo lo que hemos estudiado con un
pequeno reto... vamos a graficar a la funcién derivada y veremos los
punto donde no existe.

_| Sacando derivadas geométricamente

Ilustracion 41. Applets de aplicacion del concepto y cierre del tema

El dia que se inicio el trabajo con el grupo, sélo se les llevo a una sala de computo
con acceso a Internet dentro del plantel, para que se inscribieran a la plataforma,

pero principalmente para realizar el pre test.
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Para evaluar los resultados se usa el método del pre testy el post test.

Tanto el pre test como el post test (Anexos A y B respectivamente), son
cuestionarios de opcidon multiple, referentes al tema, con cuatro opciones de
respuesta. Ambos se aplicaron en linea, en una sala de computo en el plantel bajo
mi supervision. Cabe mencionar que los alumnos podian sacar su cuaderno para

escribir lo que necesitaran para responder los cuestionarios.

4 Tests =

Para responder los siguientes test lee
cuidadosamente cada pregunta y selecciona soélo
una opcién, la que consideres responde
correctamente a cada pregunta

El pre test tiene como finalidad medir tus
conocimientos sobre el concepto de derivada

o Pre Test

El post test tiene como finalidad medir tus
conocimientos sobre el concepto de derivada, luego
del trabajo desarrollado en el grupo

o Post Test
El cuestionario de opinibn es para ver como te

parecieron diferentes aspectos sobre clase impartida.
& Cuestionario de Opinién

Ilustracion 42. Cuestionarios en la plataforma

Ambos test fueron validados por expertos. Cinco profesores del plantel, de Carrera

Titulares, quienes han impartido el curso de Calculo I de 23 hasta 38 afos.

Al ser examenes de opcién multiple aplicados en linea, el alumno conoce su
resultado al momento de terminar los cuestionarios; incluso se le muestran las
preguntas donde fue correcta su respuesta y donde no, asi como la opcion de

respuesta correcta correspondiente.

El dia de la aplicacion del pre test, lo presentaron 35 alumnos.
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Ilustracion 43. Alumnos del grupo realizando cuestionarios

El trabajo con el grupo inicio el 18 de octubre de 2011 y concluyo el 3 de
noviembre del mismo afio. Es decir, se llevo a cabo durante tres semanas. Dos

sesiones de dos horas por semana, en total 8 horas de trabajo en clase.

Asi, como la primera sesion de trabajo solo se dedic6 a la realizacion del pre test, la
ultima sesion, la del 3 de noviembre, se realizo en una sala de computo con acceso
a Internet en el plantel, y sélo se dedico a la realizacion por parte de los alumnos
del post test, y de un cuestionario de opinién (Anexo C). Este tltimo con el fin de

conocer la opinion de los alumnos sobre el trabajo realizado.

El post test 1o presentaron 38 alumnos.

Salvo la primera y ultima sesiones de trabajo con el grupo, el resto se llevo a cabo

en el saldn de clases con apoyo de un cafién, una laptop, pizarrén y plumines.

La estrategia principal con la que se llevo a cabo el desarrollo del tema fue

Dialogo/discusidn.
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Ilustracion 44. Grupo en el salon de clases

Todos los Applets se presentaron en el saldn de clases, y se llevaron a cabo para
cada una de las discusiones referentes a los diferentes elementos que cada uno

presenta, y que fueron detallados en el capitulo previo.

Los alumnos participaban en el pizarrén ya sea expresando sus ideas o bien

analizando algunas graficas.

Hay que aclarar que en el pizarrdn se analizaron diferentes graficas, tales que
ejemplificaran las diferentes ideas o situaciones que surgieran durante las

discusiones y los analisis de los Applets.
Los Applets presentaban las situaciones base para generar las discusiones y llevar

a cabo los diferentes analisis, pero en modo alguno fueron las tUnicas graficas o

situaciones analizadas durante el desarrollo del tema.
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Los Applets que se configuraron en la plataforma son los diferentes medios para
presentar las diferentes preguntas generadoras, de ahi se guia la discusion y el
analisis, pero siempre se revisan todas las ideas o sugerencias de parte del grupo.
Se presentan ejemplos o contraejemplos que muestren la veracidad o falsedad de

sus conclusiones.

Luego, en los Applets, una vez que el grupo llega a ella, se presenta la visualizacion

de la conclusion final a la que se queria llegar para cada aplicacion particular.

Ilustracion 45. Trabajo en clase con los Applets

Por medio de un mouse inalambrico, se permitié que fueran los alumnos quienes

manipularan los elementos presentado en los Applets.
Si bien es cierto que sélo algunos alumnos fueron los que en el salon de clases

pueden interactuar con las diferentes aplicaciones, esto se soluciona por medio de

la plataforma.
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A través de Internet, los alumnos podian acceder a la plataforma en cualquier
momento, y en ella podian, cada uno, interactuar con los diferentes Applets que se
trabajaron a lo largo de todo el desarrollo del tema, y que se discutieron en el salén

de clases.

De este modo, la plataforma no s6lo fue un medio para que el alumno interactuara
con los Applets, sino que sirvié también como medio de estudio y de reforzamiento

de lo visto en clase.

Analisis de Resultados

Antes de iniciar es importante mencionar que los grupos de Calculo I en el CCH

tienen inscritos alrededor de 50 o mas alumnos.

Sin embargo el trabajo que se realiz6 con el grupo, nunca se tuvo a los 50 alumnos.

Se trabajd realmente con 34 alumnos.

Todos los datos que se presentaran a continuacion son obtenidos de los registros

que guarda la propia plataforma de manera automatica.

4.2.1 Applets y Glosario

Para presentar los resultados obtenidos, primero se van a mostrar los datos que se
tienen en la plataforma sobre el acceso de los alumnos a los diferentes Applets
fuera del salén de clases.

Recordamos el orden de los Applets:

10. ;Qué es una recta tangente a una curva?

11. Secante.
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12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Tangente.

Pendiente de una recta.

Interpretaciéon geométrica de la derivada.

La derivada de la parabola.
La grafica de la derivada.
Sobre la existencia de la derivada.

Sacando derivadas geométricamente.

Para el primer Applet, a partir del dia 18 de octubre y hasta el 3 de noviembre del

2011, es decir el tiempo que duro el trabajo con el grupo, entraron a la aplicaciéon

33 alumnos distintos.

En la grafica 1 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la

aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 11 veces que diferentes

alumnos abrieron el primer Applet.

En total se tuvieron 136 entradas por parte de los alumnos a este Applet.

1

Grafica 1. Entradas al Applet 1: ;Qué es una recta tangente?

Para el segundo Applet, en el tiempo que durd el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 13 alumnos distintos.
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En la grafica 2 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 5 veces que los alumnos

abrieron el segundo Applet.

En total se tuvieron 22 entradas por parte de los alumnos a éste Applet.

Grafica 2. Entradas al Applet 2: Secante

Para el tercer Applet, en el tiempo que dur¢ el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 11 alumnos distintos.
En la grafica 3 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 5 veces que los alumnos

abrieron el tercer Applet.

En total se tuvieron 19 entradas por parte de los alumnos a este Applet.
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Grafica 3. Entradas al Applet 3: Tangente

Para el cuarto Applet, en el tiempo que durd el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 11 alumnos distintos.

En la grafica 4 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la

aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 4 veces que los alumnos

abrieron el cuarto Applet.

En total se tuvieron 20 entradas por parte de los alumnos a este Applet.

Grafica 4. Entradas al Applet 4: Pendiente de una recta
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Para el quinto Applet, en el tiempo que duro el trabajoé con el grupo, entraron a la

aplicacion 11 alumnos distintos.

En la grafica 5 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 4 veces que los alumnos

abrieron el quinto Applet.

En total se tuvieron 20 entradas por parte de los alumnos a este Applet.

Grafica 5. Entradas al Applet 5: Interpretacion geométrica de la derivada

Para el sexto Applet, en el tiempo que dur6 el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 8 alumnos distintos.

En la grafica 6 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 2 veces que los alumnos

abrieron el sexto Applet.

En total se tuvieron 10 entradas por parte de los alumnos a este Applet.
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Grafica 6. Entradas al Applet 6: La derivada de la Pardbola

Para el séptimo Applet, en el tiempo que duré el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 8 alumnos distintos.

En la grafica 7 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 4 veces que los alumnos

abrieron el séptimo Applet.

En total se tuvieron 13 entradas por parte de los alumnos a este Applet.

3
2
1

Grafica 7. Entradas al Applet 7: La grdfica de la derivada

Para el octavo Applet, en el tiempo que duro el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 12 alumnos distintos.
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En la grafica 8 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 4 veces que los alumnos

abrieron el octavo Applet.

En total se tuvieron 23 entradas por parte de los alumnos a este Applet.

Grafica 8. Entradas al Applet 8: Sobre la existencia de la derivada

Para el noveno Applet, en el tiempo que durd el trabajo con el grupo, entraron a la

aplicacion 7 alumnos distintos.
En la grafica 9 se muestra el numero de entradas que cada alumno realiz6 a la
aplicacion. Se observa que el rango es desde 1 hasta 4 veces que los alumnos

abrieron el noveno Applet.

En total se tuvieron 12 entradas por parte de los alumnos a este Applet.
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Grafica 9. Entradas al Applet 9: Sacando derivadas geométricamente

En el caso del glosario de conceptos las entradas en el tiempo que durd el trabajo

con el grupo, entraron a la aplicacion 31 alumnos distintos.

En la grafica 10 se muestra el nimero de entradas que cada alumno realizé al

glosario. Se observa que el rango es desde 1 hasta 4 veces que los alumnos

abrieron el décimo Applet.

En total se tuvieron 398 entradas por parte de los alumnos a esta seccion.

Grafica 10. Entradas al Glosario
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En el caso del Glosario, a diferencia de los Applets, los alumnos debian participar
definiendo con sus propias palabras algunos de los conceptos que trabajamos en

el desarrollo del tema.

Algunas de las participaciones de los alumnos definiendo algunos conceptos como

derivada, tangente, limite y secante fueron las siguientes:

. Derivada
de kenia castillo leal - miércoles, 26 de octubre de 2011, 23:56

La derivada es la pendiente, es decir la inclinacion de la recta tangente; y ésta a la vez depende
del punto, ya que cada punto tiene su recta tangente (derivada) :D

12 I

. Derivada y Tangente
de Maricruz Sanchez - lunes, 24 de octubre de 2011, 19:39
La tangente es la recta que tiene como pendiente a la derivada. Inversamente, la derivada es la
pendiente de la recta tangente a la curva EN UN PUNTO.

También la derivada es una funcién.

. derivada
de Mauricio Axel Reyes Ascencio - sabado, 22 de octubre de 2011, 12:41

la derivada es la pendiente de la recta tangente en el punto, es una funcion que da pendientes
p * .‘?

Ilustracion 46. Definiciones de los alumnos de los conceptos de derivada y tangente

De las participaciones anteriores se observa que los alumnos pueden expresar
correctamente el concepto de derivada, pero ademads, que lo relacionan
correctamente con el de recta tangente, mas especificamente con la pendiente de la
recta tangente, es decir, expresan la derivada a través de su interpretacion

geomeétrica.
Asimismo, la relacién la expresan en ambos sentidos: pasan del concepto de la

derivada a su representacién geométrica y de su representacion geométrica al

concepto.
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También hay que destacar que en sus definiciones expresan que la derivada es una
funcion, que a cada punto de la curva le corresponde una recta tangente diferente,

y por ende una derivada diferente.

En la siguiente participacion un alumno definio el concepto de limite:

. Limite
de Ulises Castillo Mendoza - miércoles, 26 de octubre de 2011, 13:35

Es la tendencia numérica de muchos valores tan cercanos como se desee a uno fijo sin llegar a
ser en ningin momento dicho valor

PR 7

Ilustracion 47. Definicion de un alumno del concepto de limite de forma numérica

La definicion que da es muy buena intuitivamente, y la realiza de manera

numérica, como él menciona. Es decir, lo define a través de un registro aritmético.

En el glosario, ademas de definir conceptos, los alumnos pueden ver las
definiciones de sus compafiero, y comentar al respecto. En las siguientes
participaciones para definir el concepto de tangente se observan algunos

comentarios que se realizaron entre alumnos.
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Pendiente de la recta Tangente.
= de Carlos martinez rodriguez - domingo, 23 de octubre de 2011, 17:30

La pendiente de la recta tangente a la curva de una funcién, se define cuando se conoce la pendiente de una
recta secante formada por dos numeros A y B (que esten dentro del dominio de la funcién) y sus respectivos
contradominios f(A) y f(B), se hace tender a B hacia A con el fin de obtener la pendiente de la recta tangente

en el punto A, cuncluyendo asi que_la pendiente de la recta tangente esta definida por un limite
(secuencia de diferencias que tiende a ser cero "A-A", secuencia de pendientes de rectas secantes con los

puntos Ay B).

Comentarios sobre "Pendiente de la recta Tangente."”

Agregar comentario »

ﬁde Carlos martinez rodriguez - domingo, 23 de octubre de 2011, 17:35
3

O bien la pendiente de la recta tangente tambien es la derivada & pero se define por un limite que se obtiene asi...
AAAA

7 R
Fde Carlos martinez rodriguez - domingo, 23 de octubre de 2011, 20:26
fa

La pendiente de la recta tangente es la derivada, definida por un limite cuyo resultado es una funcién.
7 R

Ilustracion 48. Definicion de un alumno de recta tangente usando los conceptos de dominio, rango y
limite

Los comentarios en esta participacion son del propio alumno que la realizé. Si bien
su definicion inicial de recta tangente es algo elaborada, pues menciona diversos
conceptos en ella, tales como dominio, rango y limite de una funcioén, por la forma
engorrosa de expresarse, asi como la imprecision y hasta mal manejo de los
conceptos podemos asumir que si es una definicion realizada por el alumno
usando sus propias palabras, conocimientos y medios. Pues de hecho trata de

describir el proceso por medio del cual se obtiene la recta tangente.

Los comentarios que realiza son aclaraciones de su definicion inicial. En ellos se
observa que el alumno comprendié el concepto, asi como la relacién que tiene la

recta tangente con los diferentes conceptos que él menciona.

Otra definicidn de recta tangente:

Tangente
2de Hebert Mauricio Quirarte Guerrero - lunes, 24 de octubre de 2011, 18:42

Es la recta que tiene como pendiente a la derivada en un punto de la curva

Ilustracion 49. Otra definicion de tangente
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Se reitera el hecho de que los alumnos estan definiendo el concepto de derivada a

través de su representacion geométrica.

La siguiente definicion de un alumno muestra dos aspectos fundamentales del

aprendizaje:

tangente
de Maria Fernanda Resendiz Becerril - sdbado, 22 de octubre de 2011, 14:09

es la recta que pasa por un punto de una curva y que tiene como pendiente a la derivada ©

Comentarios sobre "tangente”

Agregar comentario o

ﬂde Maria Fernanda Resendiz Becerril - sdbado, 22 de octubre de 2011, 14:10

waw @ © 08
7 R

Ilustracion 50. Definicion de una alumna de recta tangente relacionando sus conocimientos previos.
Muestra también motivacion de la alumna

Hay que observar que en la participacion anterior se esta integrando la idea
intuitiva de recta tangente con el concepto de derivada. Es decir, se integra el
conocimiento previo con el nuevo conocimiento. Se generd el desequilibrio
cognitivo, que por la participaciéon de la alumna al parecer se dio una asimilacién y
acomodacion... i{lo que se esperabal. Es evidencia de que se dio un aprendizaje

significativo.

Ademas de la importancia mencionada, cabe decir que el comentario que la propia

alumna hace a su participaciéon muestra una actitud muy positiva y de gusto.

La mejor motivacion, y satisfaccion, para un alumno es que vea que aprende, tal

vez su comentario evidencia esto.

En la siguiente definicion de un alumno del concepto de recta tangente, se presenta

un comentario de otro alumno:
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tangente
de demian santiago sanchez - domingo, 23 de octubre de 2011, 12:53

es la recta que toca la curva en un punto y su pendiente es la derivada

Comentarios sobre "tangente”

Agregar comentario »

ﬁ!de Carlos martinez rodriguez - domingo, 23 de octubre de 2011, 17:14
24

R

Puede tocarla en mas de un punto. La diferencia es que si uno de los puntos por los que pasa la recta tiene como
pendiente la derivada es tangente a ese punto de la funcién sin importar que intersecte a mas puntos.
7 R

Ilustracion 51. Comentario de un alumno sobre la definicién de tangente de otro compaiiero

Vemos que la definicion del alumno no esta mal, de hecho es muy similar a la
definicion que acabamos de comentar previamente, la inica diferencia es el verbo

que usan, en la anterior es pasar, y en ésta es tocar.

Sin embargo, en este caso otro alumno le hace el comentario sobre la imprecision
de decir que la recta tangente toca a la curva en un punto. De hecho esa
imprecisién que €l menciona es justo la situacién que se presenté al inicio del
desarrollo del tema, con la que se pretendi6 causar un desequilibrio cognitivo en

los alumnos.

La aclaracion que hace el alumno en su comentario, también es imprecisa (es el
mismo alumno que previamente definio la recta tangente usando los conceptos de
limite, dominio y rango de una funcién), nuevamente no usa los conceptos

apropiadamente.

No obstante, se entiende la idea que quiere expresar, y es correcta. De hecho,
evidencia su nivel de comprension del concepto, pues expresa situaciones en las
que se cumple y en las que no, ejemplos y contraejemplos. Ademas, entiende la
diferencia: porque aunque sea la misma situacion, en ocasiones, en ciertos puntos,
si es una recta tangente y en otros no; y lo expresa relacionando aspectos

geomeétricos con el concepto de derivada.

Algunas definiciones de recta secante:
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.secante
de Brayan Mendez Torres - viernes, 21 de octubre de 2011, 18:59
recta que intersecta en dos puntos a una curva
- " "
Comentarios sobre "secante

Agregar comentario »

Hde Carlos martinez rodriguez - domingo, 23 de octubre de 2011, 16:18

la recta tangente tambien intersecta en algunos casos a la curva (de una funcion) en dos puntos y sin embargo es
recta tangente y no secante.
7 R

W Recta secante
de Magali Sanchez - viernes, 21 de octubre de 2011, 17:45

Es la que toca o intersecta a la curva en dos puntos y desaparece al perder uno de los puntos en la recta.

Palabra(s) clave: | Recta *
Comentarios sobre "Recta secante”

Agregar comentario o

Ede Carlos martinez rodriguez - domingo, 23 de octubre de 2011, 20:26

La recta secante puede tocar en mas de dos puntos a una curva.
7 R

Ilustracion 52. Mas comentarios de un alumno sobre definiciones de secante de otros compaiieros

En ambas definiciones vuelve a comentar el mismo alumno que lo ha venido

haciendo. Nuevamente comenta sobre imprecisiones.

Lo que hay que resaltar nuevamente, ademas de las definiciones intuitivamente
correctas de los alumnos, es el nivel de comprension de los alumnos que hacen los
comentarios. Conjuntando sus comentarios, se evidencia su dominio del concepto,
la comprensién que logré del concepto de recta tangente y de la derivada, cémo
logro relacionarlos, entender uno a través de otro. Puede entender el concepto de
derivada a través de su representacion geométrica, y mas aun, logra interpretar las
diferentes situaciones geométricas a través del concepto, es decir, transita entre

registros.
Cabe mencionar que en los comentarios del alumno también se muestra que

comprendi6 algunas sutilezas de ambos conceptos, tangente y derivada, sutilezas

que fueron usadas para explicar lo mismo.
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Por ultimo, también hay que mostrar la evidencia de que no todos los alumnos

comprendieron el concepto de derivada ni de tangente:

derivada
de Blanca Estela Plaza Castellanos - jueves, 3 de noviembre de 2011, 11:20

la deriva es la recta que intersecta a la tangente

PR 7

Ilustracion 53. Definicion incorrecta de la derivada realizada por una alumna

La definicién muestra la completa incomprension del concepto de derivada. No se
logro que entendiera el concepto a través de su interpretacién geométrica. De

hecho, hay confusion entre el concepto y su representacion geométrica.

No hay comprensidon del concepto, por ende no hay transicién entre registros,

como con los alumnos anteriores.

4.2.2 Test. Analisis Cuantitativo

El pre test lo realizaron 35 alumnos. El post test lo realizaron 38 alumnos. De éstos
ultimos, 3 alumnos no realizaron el pre test, y un alumno que realizo el pre test, no

realiz¢ el post test.

Por lo tanto, se presentan los datos de los 34 alumnos que realizaron ambos

cuestionarios.
Las calificaciones obtenidas por los alumnos en el pre test se presentan en la tabla

1 y se esquematizan en la grafica 11, en la que cada renglon corresponde a un

alumno.
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Tabla 1. Calificaciones del pre test

El promedio general en el pre test fue de 3.62.

3
4
5.33
5.67
3.67

0.67
2.67
3.33
3.67

6.33
7.33

7.67
1.67
2.67
4.33

2.33

3.67
1.33
4.33
3.67
3.33
2.67
2.33

3

6

5
4.33
2.67

111



10

Grafica 11. Calificaciones del pre test

Redondeando las calificaciones, la distribucién de alumnos segun su calificacion

queda representada en la grafica 12.

-
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4# de Alumnos

Grafica 12. Distribucion de alumnos en el pre test de acuerdo a su calificacion

Se observa que la mayor parte de los alumnos tiene una calificacién reprobatoria,

entre 2y 4.
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So6lo 5 alumnos aprobaron el pre test, y de ellos la calificacion mas alta fue 8.

El rango de tiempos en que los alumnos contestaron el pre test es desde los 17

hasta los 33 minutos.
Las calificaciones obtenidas por los alumnos en el post test se presentan en la tabla

2, en el mismo orden que en la tabla 1, y se esquematizan del mismo modo en la

grafica 13.

Alumno Calificacion

1 9.71
2 5.59
3 5.29
4 8.53
5 5

6 7.65
7 8.24
8 6.18
9 8.82
10 6.47
11 2.35
12 7.06
13 6.76
14 7.65
15 5.29
16 6.76
17 6.47
18 5.88
19 7.35
20 3.82
21 3.82
22 5

23 5.29
24 7.35
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25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

Tabla 2. Calificaciones del post test

6.76
5.29
9.12
7.35
2.94
7.06
6.47
5.59
5.88
7.65

El promedio general en el post test fue de 6.62, se duplico comparado con el del pre

test.

Grafica 13. Calificaciones del post test

Al redondear las calificaciones, la distribucién de alumnos segtin su calificacion

queda representada en la grafica 14.
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Grafica 14. Distribucion de alumnos en el post test de acuerdo a su calificaciéon

Se puede ver de la grafica 14 que la mayor parte de los alumnos tiene una

calificacion aprobatoria, sélo 10 de ellos tienen calificacion reprobatoria.
La mayoria de los alumnos acreditaron el post test, con un rango de calificaciones
desde 6 hasta 10. La mayor parte esta entre 6 y 8. S6lo un alumno obtuvo 10 de

calificacion.

El rango de tiempos en que los alumnos contestaron el post test es desde 11

minutos hasta una hora.

En la tabla 3 se expresan las calificaciones redondeadas de ambos test y las

diferencias de las calificaciones del segundo con el primero.

Calificacion Calificacion Diferencia de

Alumno
pre test post test calificacion
1 3 10 7
2 4 6 2
3 5 5 0
4 6 9 3
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De acuerdo a las diferencias, se observa que la mayoria de los alumnos mejoré su

calificacion. Sin embargo, también hubo quienes permanecieron igual y quienes

bajaron.
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En la tabla 4 se condensa la informacién de la cantidad de alumnos de acuerdo a la

diferencia de sus calificaciones.

Mejoraron Permanecieron Bajaron

Alumnos 29 3 2

Tabla 4. Conteo de alumnos segun la diferencia de calificacion

Es importante mencionar los casos de algunos alumnos especificos, a varios de
ellos corresponden las participaciones que presenté de las definiciones que se

realizaron en el glosario.

La alumna que en la participacion del glosario realiz6 una definicion
completamente incorrecta, aquella que mostro una completa incomprension del
concepto de derivada. Ella es la correspondiente al siguiente renglon de la tabla de

diferencias:

Calificacion Calificacion Diferencia de
Alumno
pre test post test calificacion

15 2 5 3

Tabla 5. Calificaciones de los test de la alumna que definié incorrectamente la derivada

En ambos casos reprobd los test, pero mejoro su calificacion.

El alumno que en el glosario hizo varios comentarios a las definiciones de sus
compafieros, aquél que hizo una definicion muy elaborada que él mismo comentd
para aclarar. El es el correspondiente al siguiente renglén de la tabla de

diferencias:

Calificacion Calificacion Diferencia de
Alumno
pre test post test calificacion
6 3 8 5

Tabla 6. Calificaciones del alumno que hizo comentarios a las definiciones de sus compaiieros
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El reprobé el pre test pero mejord y acredité el post test.

La alumna con la que ejemplificamos la integracion del conocimiento previo con el
nuevo, aquélla que incluso hizo un comentario al parecer de gusto sobre su propia
participacion. Ella es la correspondiente al siguiente renglon de la tabla de

diferencias:

Calificacion Calificacion Diferencia de
Alumno
pre test post test calificacion

32 5 6 1

Tabla 7. Calificaciones de la alumna que relacioné conocimientos previos y mostro motivacion

También reprobo el pre test, e igualmente mejord y acredité el post test. De hecho
ella sali6 mejor en el pre test comparada con los otros dos alumnos que estamos

mencionando. Pero fue la que tuvo menor diferencia en sus calificaciones.

Por ultimo, el alumno que en el glosario hizo una buena definicion intuitiva de
limite, aquél que lo hizo usando el registro numérico. El es el correspondiente al

siguiente renglén de la tabla de diferencias:

Calificacion Calificacion Diferencia de
Alumno
pre test post test calificacion

16 8 7 -1

Tabla 8. Calificaciones del alumno que definié el concepto de limite de forma numérica

El es uno de los alumnos que bajo. Aunque en ambos casos aprobé los test.
En este punto se debe aclarar que las participaciones del foro que seleccioné como
ejemplos para presentarlos, fueron escogidas por su representatividad, sélo se

considero la participacién en si, nunca al alumno como tal.

Por ello resulta interesante que de estos alumnos que hicieron participaciones

representativas al hacer alguna definicion, algunos también sean representantes
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de las diferentes situaciones que se muestran al analizar las calificaciones de los

test.

Ya se menciond que los test fueron validados por expertos, sin embargo también se

realizé una validacion estadistica de las preguntas en ellos.

Las 36 preguntas de las que constan en total ambos test, se aplicaron en un solo
cuestionario a 60 alumnos que no pertenecen al grupo con el que se trabajo. Se
aplicaron en la modalidad en linea. Si se desea consultar el cuestionario como fue

aplicado se puede hacer en el Anexo C

La fiabilidad que arrojaron los resultados utilizando el coeficiente de alfa de

Cronbach mediante el programa estadistico SPSS 19 fue la siguiente:

Estadisticos de fiabilidad

Alfa de
Cronbach

basada en los

Alfa de elementos
Cronbach tipificados N de elementos
,907 ,924 36

Tabla 9. Fiabilidad de las preguntas de los test

De acuerdo con los resultados, como se obtiene un valor mayor a 0.8, se puede

garantizar la fiabilidad de la escala utilizada.

En la tabla 10, se condensa la informacion de los test por pregunta. Se presenta el
numero de alumnos que respondi6 correctamente cada pregunta y el porcentaje

que a esto corresponde.

pre test post test
Pregunta Porcentaje Porcentaje
Alumnos Alumnos
% %
1 9 26.47 16 47.06
2 12 35.29 28 82.35
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20

14
18
16
16
9
4
24
11
3
15
21
15
21
17
8
21
3
8

41.18
52.94
47.06
47.06
26.47
11.76
70.59
32.35
8.82
4412
61.76
4412
61.76
50.00
23.53
61.76
8.82
23.53

55.88
76.47
79.41
32.35
70.59
85.29
47.06
67.65
73.53
85.29
55.88
76.47
91.18
55.88
55.88
4412
58.82
73.53

Tabla 10. Porcentajes de alumnos que responden correctamente cada pregunta de los test

Las preguntas tanto del pre test como del post test se clasificaron de acuerdo a la

taxonomia de Bloom en: conocimiento, comprension, aplicacién, andlisis.

En la tabla 11 se indica la clasificacidon de cada una de las preguntas de ambos test.

Conocimiento
pre test 1,516
post test 7,15,20

Comprension
7,9,12,14,19,20
2,3,9,10,11,18

Aplicacion
2,4,8,13,15
1,4,8,12,17

Tabla 11. Clasificacion de las preguntas de los test

Analisis

3,6,10,11,17,18
5,6,13,14,16,19

Al realizar un cruce de la informaciéon presentada en las tablas 5 y 6 podemos

observar para cada categoria la cantidad de respuestas correctas en cada uno de

los test. Lo que se presenta en la tabla 12.
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Conocimiento Comprension Aplicacion Andlisis
pre test 42 74 76 73
post test 80 126 119 122

Tabla 12. Respuestas correctas por categoria

Se observa que para el post test, en todas las categorias hubo considerables

aumentos en la cantidad de respuestas correctas comparadas con las del pre test.

4.2.3 Entrevistas y Cuestionario de Opinion. Analisis Cualitativo

Para continuar con el analisis de resultados, se entrevist6 a los dos alumnos que
bajaron su calificacion, dos de los que se mantuvieron y dos de los que mejoraron,
de éstos ultimos los dos con las diferencias mas grande.

También se entrevisté a un alumno extra, que no fue tan representativo en
calificaciones o participaciones en el foro, pero en el trabajo en clase fue notoria su
comprension.

En total se entrevistaron a 7 alumnos.

Las entrevistas fueron video grabadas. En el Anexo D estan las preguntas que se

realizaron.

Las entrevistas pretenden rescatar percepciones de los alumnos sobre los test, asi
como evaluar para los casos seleccionados la comprension del tema y la transicion
entre diferentes registros de representacion.

De las respuestas a las entrevistas obtenemos los siguientes resultados:

* Delapregunta1:
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Los alumnos entrevistados, en general consideran que el pre test, y el post test
presentan la misma dificultad. Hay que mencionar que uno de los alumnos que
bajo en su calificacién del post test comparada con el pre test mencioné que el
tener mas conocimientos lo confundié. Es decir, que haber estudiado el tema lo

confundié comparado con antes del trabajo realizado.

De la pregunta 2:

A todos los entrevistados les parece que las preguntas con graficas son mas faciles
que el resto, porque se pueden apoyar en la grafica para responder. Y en su
mayoria les parecen mas dificiles las que tienen expresiones algebraicas, seguidas

de las que s6lo presentan texto. Principalmente estas dltimas a dos de ellos.

De la pregunta 3:

5 de los 7 alumnos identifican claramente una derivada en su expresion algebraica.
1 lo duda. 4 de ellos ademas identifican una relacién geométrica con la recta
tangente. Una alumna, de las que se mantuvo en su calificacién de los test, no logra

identificar la derivada algebraicamente, dice que no entendid limites.

El alumno que se entrevisto de extra, identifica la expresion algebraica, el sentido

del valor numérico y su representacion geométrica. Pasa a través de tres registros.

De la pregunta 4:

4 de los 7 alumnos analizan correctamente la situacién geométrica con la
interpretacion geométrica del concepto de derivada para dar una respuesta
correcta. 3 de ellos mencionan que no pueden saber precisamente porque no tiene
la funcién o valores especificos, que su respuesta esta limitada a sélo un analisis

visual de la funcién.
2 de los alumnos, uno de los que mejoro su calificacién y uno de los que la mantuvo
no pueden realizar el andlisis. El que mejoré dice que s6lo puede valer cero la

derivada en maximos o minimos y en la situaciéon presentada no hay tales.

De la pregunta 5:
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2 lo plantean por medio de la representaciéon algebraica de la derivada. 2
interpretan la derivada geométricamente y la usan para dar la ecuacion de la recta
tangente. 1 sabe que es una derivada pero no logra el planteamiento completo. 1
no puede hacer ningin planteamiento, este ultimo es uno de los alumnos que

mantuvo su calificacion.

* Delapregunta 6:

Sélo uno de los alumnos que mejord su calificacion y el alumno que se entrevisto
de extra logran hacer el andlisis correcto. El otro alumno que mejoré entiende que
hay que buscar cambios de signo pero no logra aclarar su idea. Los otros cuatro
responden que el maximo esta en el punto donde la grafica que se presenta tiene
un minimo. No logran transitar correctamente entre las caracteristicas de la

grafica de la funcién derivada con las de la grafica de la funcion.

Para conocer las percepciones del grupo en general sobre los diferentes aspectos
del trabajo realizado con ellos, se aplicd un cuestionario de opinidon después de
realizar el post test. Este cuestionario también se aplic6 por medio de la

plataforma.

El cuestionario de opinion consta de 29 preguntas son tales como:

(El disefio de los materiales utilizados por el profesor ayudé a tu comprension del

tema?

La escala de respuesta en todas las preguntas fue de tipo Likert:

* Nunca
e Aveces
* Frecuentemente

* Siempre
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Nuevamente, se analiz6 estadisticamente la fiabilidad del cuestionario de opinion.

Los datos de aplicarlo a los 34 alumnos sobre los que se realizaron los analisis

anteriores.

La fiabilidad que arrojaron los resultados utilizando el coeficiente de alfa de

Cronbach mediante el programa estadistico SPSS 19 fue la siguiente:

Estadisticos de fiabilidad

Alfa de
Cronbach

basada en los

Alfa de elementos
Cronbach tipificados N de elementos
,887 ,894 29

Tabla 13. Fiabilidad del cuestionario de opiniéon

Nuevamente, de acuerdo con los resultados, como el valor obtenido es mayor que

0.8 se puede garantizar la fiabilidad de la escala utilizada.

El cuestionario de opinion puede ser consultado en el Anexo C.

De acuerdo a las respuestas de los alumnos en el cuestionario de opinién, en

general el uso de la visualizacién dindmica como herramienta didactica si favorece

la comprension del tema.

Del mismo modo, en su mayoria, a los alumnos del grupo les gusto el trabajo con la

visualizacion dinamica, y pocos de ellos tuvieron alguna dificultad al trabajar en la

plataforma. De hecho salvo 5 alumnos del grupo, el resto dice haber usado la

plataforma para estudiar el tema a raiz del trabajo realizado con el grupo.

Las siguientes graficas muestran la frecuencia de respuesta de los alumnos a

algunas de las preguntas del cuestionario de opinion.
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Frecuencia
Frecuencia

Frecuentemente Siempre

en la plataforma facilitaron la

e A Nunca Aveces Frecuentemente Siempre
comprension del tema? ¢ Tuviste dificultades con el uso de la plataforma?

¢Las rep

Frecuencia
Frecuencia

Aveces Frecuentemente Nunca Aveces Frecuentemente Siempre

¢ Te gusto trabajar en la plataforma? ¢Estudiaste el tema haciendo uso de la plataforma?

Frecuencia
Frecuencia

5

Frecuentemente Siempre
¢Llas repr i i inami motivaron tu interés por el tema?

Frecuentemente Siempre
¢Fue facil trabajar en la plataforma?

Grafica 15. Percepcion de los alumnos sobre la visualizacién dinamica

Un aspecto importante a resaltar es que en general los alumnos consideran:

* Quelograron una buena comprensién del tema.

* Que adquirieron conocimientos nuevos.
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En la grafica 16 se observa que sdlo 3 alumnos consideran no haber logrado una
buena comprension del tema y que ningin alumno considera que no obtuvo

conocimientos nuevos.

12,57

10,0

759

Frecuencia
Frecuencia

T T T T T T T
Nunca A veces Frecuentemente Siempre A veces Frecuentemente Siempre

¢Consideras que lograste una buena comprension del tema? ¢Consideras que obtuviste imientos nuevos d és de la clase?

Grafica 16. Percepcion de los alumnos sobre su comprension del tema

Aunque hay alumnos que no consideran tener una buena comprension del tema,
esos mismos alumnos también consideran que si obtuvieron nuevos

conocimientos.

Por los datos arrojados en los resultados de los test y las participaciones del
glosario, se sigue que en general los alumnos del grupo aprendieron diferentes
aspectos del concepto de derivada y muchos de ellos logran la transicion entre al
menos dos registros. No pocos lograron un buen analisis geométrico, y algunos
incluso comprendieron sutilezas del concepto y las entienden en diferentes

representaciones. En su mayoria lograron aprendizaje.

Incluso los alumnos que no lograron la comprension del concepto, también
lograron un cierto nivel de conocimiento del tema. Esto se refuerza en la propia
percepcion de los alumnos pues la totalidad considera haber adquirido nuevos

conocimientos.
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Conclusiones

Del trabajo desarrollado se generd una propuesta de enseflanza de las
matematicas, a saber, el proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas.
Basado en enfatizar diferentes registros de representacion de los objetos o
conceptos matematicos a través de la visualizacion dindmica como herramienta
didactica, buscando propiciar aprendizajes significativos por medio de los
conocimientos previos del alumno y la generacion de desequilibrios cognitivos en

7

él.

Si bien la propuesta del proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas recoge
conceptos de diferentes teorias, la aportacion resulta significativa por la

estructuracion de los diferentes elementos que en ella se incluyen.

Un proceso de aprendizaje significativo en Matemdticas no lo es so6lo por trabajar
registros de representacién y visualizacion dinamica, por ejemplo. Una parte
fundamental de él es la estructuracion que se hace del tema que se quiere tratar.
Por lo que se vuelve necesario no sélo una amplia comprension del tema, sino

también amplios conocimientos matematicos.

Como ejemplo de la estructuracion de un tema para un proceso de aprendizaje
significativo en Matemadticas, se presento el desarrollo para el tema del concepto de
la derivada. Iniciamos con conceptos geométricos para desarrollar conceptos de
Calculo, ademas de buscar propiciar el desequilibrio cognitivo a partir del mismo

contexto geométrico y conocimientos basicos en esta area.

Indudablemente se debe de tener claro a dénde se quiere llegar y para qué. A
partir de ahi ver lo que se tiene - conocimientos previos - para de ellos buscar cual
es el mejor punto para empezar y la mejor forma de interrelacionar los elementos,
objetos, conceptos, y actividades para lograr una mejor comprension de los

conceptos, del nuevo conocimiento.
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Si bien es cierto que en nuestro desarrollo el proceso de aprendizaje significativo en
Matemadticas se presentd para lograr un concepto, un aprendizaje conceptual. Creo
que se puede aplicar a diferentes tipos de aprendizaje matematico, que es
generalizable. Un aspecto que queda abierto para seguir desarrollando esta

propuesta de ensefianza, lo que hare en trabajos posteriores.

Ademas de seguir desarrollando la propuesta del proceso de aprendizaje
significativo en Matemadticas, generalizandola a diferentes tipos de aprendizajes
matematicos. También es necesario seguir investigando y desarrollando sobre el
tema presentado en este trabajo, el concepto de derivada. Investigar en los temas
siguientes del Calculo Diferencial, cuales son las ventajas y alcances de ensefiar el
concepto con el enfoque presentado, si es que las hay. Por ejemplo: si se logra una
mayor comprension del concepto de la derivada mediante un proceso de
aprendizaje significativo en Matemdticas ;esto repercute en una mayor
comprension de los procesos de derivacidn, asi como de sus aplicaciones en la

resolucion de problemas, como por ejemplo maximos y minimos?

Esperariamos que la respuesta fuera si: una mejor comprension del concepto

implica una mayor comprension procedimental y una mejor aplicacion del mismo.

Seguir con estos estudios, pueden dar pie a generar una teoria de ensefianza de las

matematicas, ya no solo una propuesta.

Con respecto a los resultados obtenidos de la aplicacidon que se llevé a cabo para el
tema del concepto de derivada con los alumnos de un grupo de Calculo I del CCH
Azcapotzalco. Los datos cuantitativos muestras que se logr6é un aprendizaje del
concepto en la mayoria de los alumnos del grupo, y que muchos de ellos logran
identificarlo en al menos dos representaciones - sobresaliendo la geométrica - asi

como aplicarlo en un analisis geométrico de funciones, incluso discontinuas.

Tiene relevancia que la mayoria de los alumnos lograran identificar la grafica de la

funcion derivada a partir del andlisis geométrico de la grafica de la funcion, sobre
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todo tratandose de funciones discontinuas y no suaves - con picos -. En casos
sencillos algunos también lograron a partir de la grafica de la funcion derivada

deducir el tipo de grafica de la funcidn de la que es derivada.

Realizar el estudio incluyendo funciones discontinuas, de acuerdo a los expertos
que validaron las preguntas de los test, no es un hecho comun en los cursos de
Calculo en el Colegio. Sin embargo, en los resultados vemos que es algo alcanzable.
Esperamos continuar con la investigacion para responder si ademas es deseable y

benéfico.

De acuerdo a nuestro desarrollo teodrico el trabajo con funciones discontinuas
fomenta mejor la comprension del concepto, porque cumple la parte de mostrar
situaciones en las que el concepto no se cumple, da la posibilidad de realizar un

analisis mas completo de las caracteristicas del concepto.

Cabe aclarar que el concepto de continuidad como tal, nunca fue tratado en el
desarrollo del tema. El trabajo con las funciones discontinuas se limita a un analisis

geométrico del concepto de derivada.

Los resultados cualitativos presentados indican no sélo que en muchos alumnos
del grupo se logré una comprension del concepto, sino que incluso algunos de ellos
lo comprendieron al grado de analizar sus diferentes elementos significativos e

interpretarlos en distintas representaciones del mismo.

También se observa en la mayor parte del grupo aceptaciéon y agrado hacia la
forma de trabajo, al uso de la visualizacion dindmica y a la estructuracién del tema.
Pero sobre todo, en su totalidad, los alumnos sienten que aprendieron algo nuevo

del tema.
Esta ultima conclusion puede parecer un aspecto insignificante, pero no lo es. Que

un alumno sienta que aprendié algo es la mayor motivacion para seguir

aprendiendo. Y no necesariamente esto siempre se cumple.
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Debemos mencionar también que hubo algunos alumnos, pocos, que lograron poca
comprension del concepto y que de hecho no lograron identificarlo en mas de un

registro. De este hecho podemos obtener dos conclusiones claramente conocidas:

* Eltrabajo se puede y debe mejorar, no es algo acabado ni completo.
* El desarrollo y la propuesta planteada no arrojan los mismos resultados en todos

los casos ni para todos los alumnos.

Estos dos ultimos hechos, son constantes en la docencia, en las teorias de

ensefianza aprendizaje.

Sobre este ultimo aspecto, también se observdé que aunque los alumnos son
adolescentes de la era digital, aun asi, entre ellos, hay algunos pocos, muy pocos, a
los que la tecnologia no les es natural, que incluso es tal vez al contrario, son
renuentes a ella. Para estos alumnos la propuesta planteada no resulta ser muy

atractiva.

Especulo los alcances y el interés que puede generar el trabajo desarrollado, tanto
del planteamiento para el desarrollo del tema del concepto de derivada, como de la
propuesta del proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas. Ambos temas

interesantes para seguir desarrollando y haciendo aportaciones.

En el trabajo presentado se mostré como relacionar elementos tedricos existentes
en diferente teorias, conjuntamente con el disefio, uso y aplicaciéon de una
herramienta didactica con recursos tecnoldgicos, buscando como objetivo un

aprendizaje matematico especifico y la forma de aterrizarlo en el trabajo en el aula.
Se bosquejo un proceso general para poder llevar a cabo, bajo esta linea de ideas y

conceptos, nuestra tarea docente en la ensefianza de las matematicas. A este

desarrollo se le llamo proceso de aprendizaje significativo en Matemadticas.
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Anexo A

Pre test

1. ;Cual es la definicidn de derivada de una funcién f?

FOO—-f(@) FGO)-f(@) lim,_, f(X) f(x)

lim
x4 XxX—a XxX—a

2. Dada la siguiente grafica de la funcién f. ;Cudl es el valor de la derivada en los
puntos marcados?

La derivada en los puntos vale 0

La derivada en los puntos vale 2,4 y 2
La derivada en los puntos vale

La derivada en los puntos vale 0, T y 2m

3. Siladerivada de una funcién f en un punto a es negativa. ;Qué informacion se
obtiene de f en el punto a?

Que la funcién f no crece en el punto a

Que la funcién f no decrece alrededor del punto a
Que la funcién f es cero en el punto a

Que la funcién f es negativa en el punto a

134



4. Dada la siguiente grafica de la funcion f. Selecciona la grafica que corresponde a la
graficade f.

5. ¢Cudl es la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto?
La derivada es la recta tangente a la curva en el punto

La derivada es pendiente de la recta tangente a la curva en el punto
La derivada es la pendiente de la funcién en el punto
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La derivada es el valor de la recta tangente en el punto

6. Sila gréfica de una funcion f’(x) es la siguiente. ;La funcion f tiene un maximo o
un minimo?

Tiene un minimo Tiene un maximo
7. Sielvalor de la derivada de una funcién f en x = —6 es 5. ;Cuadl es la pendiente de
la recta tangente a la funciéon en x = —6?
5 5 0 5

6

8. (Qué caracteristicas tienen los puntos de una funcién f, déonde la derivada vale
cero?

Son puntos de inflexion, o donde la funcién alcanza un maximo, o un
minimo.

Son puntos donde la funcién toca al eje X.

Son puntos donde la funcion es positiva, o negativa, o cero.

Son puntos donde la funcién crece, o decrece, o se mantiene constante.

9. Sidada un funcién f y un punto a tal que f(a) es negativo, entonces el siguiente

fx)-f(a)
—-a

lim,_,, también es negativo.

Verdadero Falso
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10. La siguiente grafica representa la derivada f” de una funcidn. Indica los intervalos
donde la funcién f es creciente y donde es decreciente.

La funcion f es creciente en (—o, 2) U (6, ©) y decreciente en (2,6).
La funcidn f es creciente en (4, o) y decreciente en (—, 4).
La funcion f es creciente en (6, ©) y decreciente en (—oo, 2).
La funcion f es creciente en (2,6) y decreciente en (—o0, 2) U (6, o).

11. Dada la siguiente grafica de una funcioén, selecciona la grafica de la funcién
derivada.

137



[G-f@) _ ¢y

12. ;Qué indica el valor del siguiente limy_,, =———

Que la derivada de la funciéon f en x = 2, es 5.
Que la funcién f en x = 2, es 5.

Que la funcidn f tiene pendiente 5 en x = 2.
Que la derivada y la funcion f en x = 2, valen 5.
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13. Sila derivada de una funcién f es un punto a es cero. ;Cudl de las siguientes
graficas representa graficamente esta situacién?

NS

——-----9=8

14. Si el valor de la derivada de una funciéon f en x = % es V2. ;Cual es el valor del

o . FO-FG)
siguiente lim 1 ———=7?
x> x—3

%) V2 1 0
2

15. Si la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto (a, f(a)) es
horizontal. ;Cual es el valor de la derivada de la funcién en a?

f(a) positivo negativo 0
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16. Dada la grafica de una funcién f y un punto a en su dominio. ;Cual es la recta
tangente a la curva en el punto (a, f(a))?

La recta que pasa por (a, f (a)).

La recta que tiene pendiente f'(a).

La recta que pasa por a y tiene pendiente f'(a).

La recta que pasa por (a, f(a)) y tiene pendiente f'(a).

17. De las siguientes graficas de la funcidn f, selecciona aquella que indica los puntos
doénde la derivada de la funcion vale cero.

ﬂ\\// /N

ﬂ\/ RN
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18. Si la grafica de una funcion f* es una constante. ;Co6mo es la grafica de la funcién f?

19.

20.

La grafica de la funcion f es el eje X.

La grafica de la funcion f es una linea recta.

La grafica de la funcion f es una recta vertical.
La grafica de la funcion f es una recta horizontal.

fx)-f(a)

;Qué significado tiene el que el siguiente limite no exista? lim,_,,
xX—a

Que la funcidn f no tiene recta tangente en el punto (a, (f(a)).
Que la funcién f no tiene limite en a.

Que la grafica de la funcion f se corta en el punto (a, (f(a)).
Que la funcién f no esta definida en a

Dada la siguiente grafica de la funcion f. ;Cudl es el valor de la derivada de f es
x =37

Funcion f
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Anexo B

Post test

1. Sila grafica de una funcién f es una recta. ;Como es la grafica de la funcion f?

La grafica de la funcion f” es una recta vertical.
La grafica de la funcion f” es la misma recta.
La grafica de la funcion f” es un punto.

La grafica de la funcion f” es una constante.

2. Sino existe la recta tangente a la grafica de la funcion f en (a, f(a)). ;Qué implica
esto sobre el siguiente limite?
_ f&) - f(a)
lim—————

x-a X—a

Que el limite es oo.

Que el limite es no existe.
Que el limite es cero.

Que el limite existe.

3. Sielsiguiente limite existe, ;qué indica?

I f(x) —f(6)
m-————-—r——-
x—-a x—6

Que la derivada de la funcién f en x = 6 existe.

Que la funcién f no esta definida en x = 6.

Que la funcién f en x = 6 no tiene derivada.

Que la derivada y la funcion f valen lo mismo en x = 6.

4. Siladerivada de una funcion f en un punta a es cero. ;Como es la recta tangente a
la curva en (a, f(a))?

Es una recta vertical.

Es una recta con pendiente positiva.
Es una recta con pendiente negativa.
Es una recta horizontal.
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5. De las siguientes graficas de la funcién f, selecciona aquella que indica los puntos
doénde la derivada de la funcién vale cero.

ﬂ\\// AN

A A

6. La siguiente grafica representa la derivada f” de una funcién. Indica los intervalos
donde la funcién f es creciente y donde es decreciente.

143



La funcidn f es creciente en (—o0,2) U (6, ) y decreciente en (2,6).
La funcidn f es creciente en (2,6) y decreciente en (—o, 2) U (6, o).
La funcidn f es creciente en (4, o) y decreciente en (—, 4).
La funcidn f es creciente en (6, o0) y decreciente en (—oo, 2).

7. Dada la grafica de una funcién f en un punto a en su dominio. ;Cual es la recta
tangente a la curva en el punto (a, f(a))?

La recta que tiene pendiente f'(a).

La recta que pasa por (a, f(a)).

La recta que pasa por a y tiene pendiente f"(a).

La recta que pasa por (a, f(a)) y tiene pendiente f'(a).

8. Siladerivada de una funcién f es un punto a es cero. ;Cudl de las siguientes
graficas representa graficamente esta situacién?

e N

™~

R
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9. Dada la siguiente grafica de la funcién f. ;Cudl es el valor de la derivada de f en
x =27

Funcion f

2.1 -2 2 1

10. Si el valor de la derivada de una funcién f en V2 es % ¢Cudl es el valor del siguiente

f@-f(2),
xNV2T o

(%) 0 \/E

lim
1
2

11. Si el valor de la derivada de una funciéon f en x = % es 5. ;Cudl es la pendiente de la

s 1
recta tangente a la funciéon en x = 5?

1 2 5

N Ul
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12. Dada la siguiente grafica de la funcién f. ;Cudl es la pendiente de la recta tangente
en los puntos marcados?

La derivada en los puntos vale .

La pendiente de la tangente en los puntos es 0.

La derivada en los puntos vale 1y —1.

La pendiente de la tangente en los puntos vale 0, T y 2.

13. Sila derivada de una funcidén f en un punto a es positiva. ;Qué informacion se
obtiene de f en el punto a?

Que la funcién f vale cero alrededor del punto a.
Que la funcién f no decrecer en el punto a.

Que la funcién f crece alrededor del punto a.
Que la funcién f es positiva en el punto a.

14. Dada la siguiente grafica de la funcién f”. Selecciona la grafica que corresponde a la
grafica de f.
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15. ;Cual es la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto?

La derivada es la pendiente de la funcidn en el punto.

La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto.
La derivada es el valor de la recta tangente en el punto.

La derivada es la recta tangente a la curva en el punto.

16. Si la grafica de una funcion f'(x) es la siguiente. ;La funcion f tiene un maximo o
un minimo?
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17.

18.

19.

Tiene un maximo Tiene un minimo

;Qué caracteristica tienen los puntos de una funcion f, dénde la derivada vale
cero?

Son puntos donde la funcién crece, o decrece, o se mantiene constante.
Son puntos donde la funcion es positiva, o negativa, o cero.

Son puntos donde la funcién alcanza un maximo o un minimo.

Son puntos donde la funcién toca al eje X.

Si dada una funcién f y un punto a tal que f(a) es positivo, entonces el siguiente

lim,_,, también es positivo.

fx)—-f(a)
xXxX—a
Verdadero Falso

Dada la siguiente grafica de una funcioén, selecciona la grafica de la funcion
derivada.
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20. ;Cual es la definicién de la derivad de un funcién f?

lim,..q £00) fs i lim,.q £ ()

xX—a
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Anexo C

Cuestionario de Opinidn

Las respuestas en todas las preguntas fueron con una escala tipo Likert:
* Nunca
* Aveces
* Frecuentemente

* Siempre

1. ;Las representaciones visuales dindmicas en la plataforma facilitaron la
comprension del tema?

2. ¢Las herramientas digitales presentadas son apropiadas para el desarrollo del
tema?

3. ;Tuviste dificultades con el uso de la plataforma?

4. ;Te gusto trabajar en la plataforma?

5. ¢Te gusto la forma de trabajo con las representaciones visuales dinamicas?
6. ¢Fue facil trabajar en la plataforma?

7. ¢Ya conocias el tema antes de la exposicion en clase?

8. Antes de la clase presentada, ;estudiabas el tema?

9. Laclase presentada, ;propicio en ti el estudio del tema?

10. Después de la clase presentada, ;estudiaste el tema?

11. ;Estudiaste el tema haciendo usa de la plataforma?

12. ;Utilizaste otros recursos (apuntes, libros, etc.) para estudiar el tema?
13. ;El profesor organizo adecuadamente el tema?

14. ;Consideras que lograste el objetivo de la clase?

15. ;El tiempo que el profesor dedico al tema fue adecuado?

16. ;El lenguaje utilizado por el profesor fue entendible para ti?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

(El disefio de los materiales utilizados por el profesor ayudo a tu comprension del
tema?

;La exposicion del profesor te ayudo a comprender mejor el tema?

(El profesor mostr6 dominio del tema?

;Las respuestas del profesor aclararon tus dudas?

;Las explicaciones del profesor fueron claras?

(El profesor motivo tu interés por el tema?

;Las representaciones visuales dindmicas motivaron tu interés por el tema?
(El profesor motivo tu participacion en las actividades durante la clase?

;La dificultad del examen es acorde con el tema estudiado?

(Ellenguaje utilizado en el examen es claro?

;La comprension del andlisis geométrico presentado en la clase resulto ser dificil?
(Consideras que lograste una buena comprension del tema?

;Consideras que obtuviste conocimientos nuevos después de la clase?
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Anexo D

Entrevista

1. ;Cual de los dos examenes fue mas dificil?

2. ¢;Cudles preguntas fueron mas dificiles, las que tenias grafica, las que eran puro
texto, o las que tenias expresiones algebraicas?

Fx)-f3) _
x-3

3. (Qué significa la expresion lim,_,3 -3?

4. ;Donde vale cero la derivada de la siguiente grafica?

5. Describe mediante una expresion algebraica la situaciéon planteada en la siguiente
imagen
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flx) =2?

Si la siguiente grafica es la grafica de la funcién f’, indica si la funcion f tiene algin
maximo y/o minimo y en dénde
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