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0.1. INTRODUCCION.

El objetivo de este trabajo de tesis es exponer una parte de la elegancia y belleza del andlisis funcional en lo que respecta a la
teoria elemental los operadores lineales en espacios de Hilbert.

Luego de esto, se pasa a realizar consideraciones en lo que respecta a los fundamentos matematicos de la teoria de la
mecanica cuantica.

Para mi como estudiante de matematicas en la facultad de ciencias, realmente fue algo insospechado encontrar en los libros
de analisis funcional tratantes de teoria de espacios de Hilbert, frecuentemente una nota o un capitulo de mecanica cuantica.
Es decir, después de estar familiarizado con el ambiente de la teoria basica de los operadores lineales en espacios de Hilbert,
se hace una “aplicacién” a la mecanica cuantica.

En realidad, histéricamente los hechos sucedieron en otro sentido.

Fue John Von Neumann quien en 1932 formulé su famoso trabajo: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, en
el cual establece los Fundamentos Matemdaticos de la Mecanica Cuantica.

En esta obra Neumann define los espacios conocidos como Espacios de Hilbert y ademas propone el papel que juegan los
Operadores Lineales en estos espacios para la mecanica cuantica.

— El trabajo de Neumann unifica las dos teorias cuanticas que en ese entonces existian, la mecanica matricial de Heisenberg
y Born y la mecéanica ondulatoria de Schrodinger. —
En esta tesis se dan ejemplos de espacios de Hilbert de dimensién infinita al igual que se dan ejemplos de operadores lineales

en estos espacios. Para esto se exponen las demostraciones de los pertinentes teoremas requeridos.

Luego de esto se procede a establecer varias propiedades de estos operadores, en particular propiedades de operadores
lineales autoadjuntos.

En la parte de la exposicidon de conceptos correspondientes a la Fisica, se hacen las definiciones basicas necesarias.
En este trabajo de tesis se usan los conocimientos adquiridos en los cursos de licenciatura, tales como: calculo, algebra lineal,

analisis matematico, analisis de Fourier, funciones especiales y transformadas integrales y ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales.



1. ESPACIOS METRICOS, ESPACIOS NORMADOS, ESPACIOS CON PRODUCTO
INTERIOR, ESPACIOS DE BANACH Y ESPACIOS DE HILBERT.

Esta seccion contiene material basado en los siguientes: [1] capitulo 1; [2] capitulo I;
[4] capitulos 1y 3; [8] capitulos I, 11 y III.

1.1. Introduccion.

En esta seccion se definen los espacios vectoriales en los cuales se desarrolla la teoria de los operadores lineales de esta
tesis, a saber los espacios de funciones donde se tiene una métrica dada en términos de una norma, la cual a su vez viene
dada por un producto interior.

Estos espacios se conocen como L, (X), para presentar estos espacios es necesario tener a la mano teoremas que permitan
establecerlos.

Veremos que sélo cuando p = 2, lo que obtenemos es un espacio de Hilbert.

1.2. Definiciones.

Definicion 1. Producto interior 6 interno.

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K, donde K = R, el campo de los nimeros reales 6 K = C, el campo de los nimeros
complejos. Un Producto Interior en V' es una funcion,
<,>:VxV — Kdonde (f,g9) —< f,g >estalque Vf,g,h € VyVie K cumple lo siguiente:

1. < f,f > eRT :=[0,00) (Positividad)

2. < f,g>=<g, f > (Simetria)

3. <tf,g>=t< f,g> (Linealidad 1)

4. < f+g,h>=<f,h >+ <g,h>(Linealidad 2 )
5.<f,f>=0<f=0.

Definicion 2. Norma.

Ahora, una Norma en V es una funcién || . || : V—R*donde f —| f|| es tal que cumple lo siguienteV f,g e Vy Vi € K :
1. |1f + glI<IIf I+ llg]l (Desigualdad del triangulo)

2. [|tf]l = [¢lllf]| (Homogeneidad)

3NfIl=0<+=f=0.

Definicion 3. Métrica.

Luego, una métrica en V es una funcién d : V x V—R* donde (f, g) —d(f, g) tal que cumple lo siguiente V f,g,h € V :
1.d(f,9) <d(f,h) 4+ d(h,g) ( Desigualdad del triangulo)

2.d(f,g) =d(g, f) (Simetria)
3.d(f,9) =0+ f=g.

De esta forma el espacio vectorial V' se llama espacio con producto interior si en V' se tiene definido un producto interno;



V se llama espacio normado si se ha definido una norma en V;
V se llama espacio métrico si se tiene definida una métrica en V.

(Para definir espacio métrico es suficiente que V' sea un conjunto.)

Veamos a continuacion que en el caso de un espacio vectorial V, estos conjuntos estan relacionados. Para esto necesitamos
el siguiente resultado.

Proposicion 4. En un espacio con producto interior V, se cumple la siguiente desigualdad conocida como Desigualdad de
Cauchy - Schwarz:

2
< fg>"<<f.f><g,9>.

Demostracion.

i) Si f =006 g =0, ladesigualdad se satisface, yaqueparah € V: < h,0 >=< h,0+ 0 >=< h,0 >+ < h,0>=2< h,0 > =
0=2<h,0>—<h,0>=<h,0>porlotanto, < h,0 >=0,Vh e V.

Suponga que g = 0, asi tenemos que | < f,0> |=0=<f,f ><0,0>=0.Porlotanto | < f,0> 2 < < f,f > < 0,0 >.
El caso f = 0, es analogo.

ii) Sean f £ 0y g # 0, luego tomando k € C tenemos lo siguiente:

0<<f—kgf-kg>=<ff-kg>—<kgf-kg>=<[ff>-k<fg>—k<g [>+]k*<g,9>;

— 2 .
seak = Shiz f— Selzy 2 = '2{;5?2 , asi se tiene esto:

> > <f,g>
0<<fif>-S22cfg>—sbezcgfop bl g gs —

_ o>l I<fig>? o I<fe>? _ol<hg>? | I<fig>]? I<fig>?
0<<ff> <g,9> <g,9> + <g,9> =<ff>-2 <9,9> + <9,9> =<ff>- <g,9> =

2
Ll < < f,f >, porlotanto | < f,g> 2 < < f,f > < g,9>.

Por la proposicién anterior tenemos: |[Re < f,g > | < | < f,g > | < V< [, f >V/< 9,9 >, para f,g € V y Re(z) denota la parte
real de z € C.

Veamos a continuacion lo siguiente.



1.3. Una métrica en espacios con producto interior.

Proposicion 5. En un espacio con producto interior V', se puede definir una norma de la siguiente manera:

£l =v< £, F >,

de esta forma cada espacio con producto interior se puede ver como un Espacio Normado;

ademas una norma puede definir una métrica de la siguiente manera:

d(f,g) = If—gl
(1.3)

asi se tiene que cada espacio normado es un Espacio Métrico.

Ademas todo espacio métrico es un Espacio Topoldgico, donde los abiertos estan dados en términos de las bolas abiertas.

Demostracion.

Veamos que al definir || f|| = /< f, f >, se cumplen los axiomas de norma.

i) |IfIl > 0, ya que por los axiomas de producto interior < f, f > > 0.

i) Sea || f|| = 0, entonces /< f, f > = 0, lo que implica que < f, f >= 0, por lo tanto f = 0, esto por el axioma de producto
interior.

Ahora sea f =0, entonces 0 =< 0,0 >=< f, f >=+/< f, f > = f||; porlotanto | f|| =0 < f =0.

i1i) Sea z € C, luego se tiene esto: ||zf|| = V< z2f.2f >=V2Z2 < [, f >=VIzI? < f, f > = |z|v/< [, f > = |2|l| f]], por lo tanto
I2f1 = 2lllf1]-

iv) Sean f,g € V, tenemos que

If+glP=<f4g.f+g>=<ff>+<fg>+<g f>+<g,9>=|f|?+2Re < f,g> + ||g]]* <

17 + 2 < T 7 >v< 9.9 > + gl = 112 + 20 £ lllgll + gl = (1F11+ g,

por lo tanto || f + g[|> < (l£]l + llgl)®,

en definitiva se tiene que: || f + g|| < || f]| + ||g]|, se cumple la desigualdad del triangulo.

Por lo tanto al definir || f|| = v/< f, f >, se cumplen los axiomas de norma, por lo que de esta forma el espacio con producto
interior V, se puede ver como un espacio normado.

Ahora veamos que al definir d(f,g) = || f — g/, la funcion d, cumple los axiomas de métrica.



i) d(f,9) = 0,yaque ||f —g|| > 0, para f,g € V.

1) d(f,g) = 0 < f = g, ya que por los axiomas de norma se tiene que: ||f —g|]| =0 <= f — g =0, es decir < f = g.
i) d(f,g) = d(g, f), yaque, [|f — gl = I(=1)(g = NIl =[—1llg — fll = llg — fIl para f,g € V.

w) d(f,g) <d(f,h) +d(h,g),yaque, [|f —gll = If + (=) < IfIl + | = gll = l7 + llgl. para f,g,h € V.

Por lo tanto d(f,g) = ||f — gl|, define una métrica en el espacio normado V, de esta forma V' se puede ver como un espacio
métrico.

Por ultimo, en un espacio métrico, la métrica induce una topologia la cual es generada por las bolas abiertas. Una bola abierta

con centro en z, y radio r es el conjunto: B(zo,r) = {x € V|d(x,zo) < r}. De esta forma cada espacio métrico V' se puede ver
como un espacio topologico.

La proposicién anterior puede verse como una proposicién de existencia en el sentido de que, dado un producto interior, existe
una norma que es inducida por ese producto interior (aunque puedan existir otras normas); dada una norma, existe una métrica
que es inducida por esa norma (aunque puedan existir otras métricas); dada una métrica, existe una topologia inducida por esa
métrica (aunque puedan existir otras topologias).

De aqui en adelante, a menos que se diga lo contrario, cuando se hable de “la” norma, “la” métrica y “la” topologia, nos

referiremos a la norma inducida por el producto interior, a la métrica inducida por la norma, y a la topologia inducida por la
métrica.

Veamos a continuacién que la norma y el producto interior son funciones continuas.

1.4. Lanormay el producto interior son funciones continuas.

Teorema 6. La norma es una funcion continua que va de un espacio normado a R.

Demostracion.
Sea (z,) — x una sucesion convergente en un espacio normado, asi que ||z,, — z|| — 0, (n — o0) luego entonces

Nznll = llz)l] <||zn — z||— 0 (n — o), esto demuestra que la norma es una funcién continua.

Veamos a continuacion el siguiente teorema acerca de la continuidad del producto interior. Ya que esta nos servira para respon-
der la pregunta acerca de en qué situacién una norma puede ser definida en términos de un producto interior, este resultado
es el teorema de Jordan — Von Neumann.

Teorema 7. El producto interior, <,>: V xV — K, (K = R, C) es una funcion continua.

Demostracion.

Sea (zn,yn)— (z,y) una sucesion convergente en V' x V' con la métrica producto, tenemos que (z,,) — « Y (y,)—> y son
sucesiones convergentes en V, luego se tiene esto:

< Zpyyn > — <2y > =|<@p—24+2,yp > — <2,y > =< Ty — T, Yn >+ < X,yn > — <2,y >| <



T <@yn > = <,y >|< [lan = @llllynll + < 290 —y >|<

{lzn = 2lllynll + llzllyn — yll} — 0 cuando n — cc.

Esto usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la linealidad del producto interno, la desigualdad del triangulo del valor abso-
luto que esunanormaen K=R 6 K = C.

Por lo tanto el producto interno es continuo, es decir: lim < z,,y, >=< z,y >.
n—oo

Ahora podemos establecer la situacién en la cual, dado un espacio normado V, en éste se puede definir un producto interior
en términos de la norma.

1.5. Espacios normados que son espacios con producto interior; Teorema de Jordan-Von New-
mann.

Teorema 8. (Jordan-Von Newmann): Una norma ||.|| en un espacio vectorial normado V' proviene de un producto interno de la
manera

Ifll=v<Fff>

si y s0lo si se verifica la Iqualdad Del Paralelogramo,V f,g € V:

1+ gl + 11f = glI> = 2CILA1%+ Nlgl?)

en tal caso se cumple lo siguiente:

A< fg>=|f+gl> = If —gll paraK =R

y4<fi9>= 1 +9lP=If = gllP+illf +iglI*— ill f — ig||* para K = C.
(1.5)

Esto quiere decir que todo espacio normado se puede ver como un espacio con producto interior si en éste se cumple la
igualdad del paralelogramo.

Para demostrar la implicacion directa hay que ver que la norma que define un espacio con producto interno cumple la igualdad

del paralelogramo.
La implicacién en sentido contrario se demuestra verificando lo siguiente:

i) que se cumple la igualdad: || f|| = V< [, [ >;

ii) que al definir < f,g >= 1{|If + gl>—|If — g|>+il f + ig||>*~i| f — ig||*} se cumplen los axiomas de producto interno.
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Demostracion.
=) Sea V' un espacio con producto interior, por lo que V' es un espacio normado donde la norma esta dada por:

Ifll = V< f, f >, veamos que se cumple la igualdad del paralelogramo.

If+glP=<f4g.f+g>=<ff>+<fg>+<g,[>+<g,9>;

lf=glP=<f-g.f-g>=<ff>-<[f9g>—<g,[>+<g,9>;

luego sumando se tiene esto:

If+gl?+IIf =gl =2<f,f>+2<g,9>=2]f"+2]gl?

por lo tanto se cumple la igualdad del paralelogramo.

<) Sea V un espacio normado tal que la norma cumple la igualdad del paralelogramo, es decir que para f,g € V se cumple:

1f + gl + 11f — gl = 20L£11 + 2]l

Definimos en V' x V' la siguiente funcién: < f,g >= 3 {|lf +g[*~ [If — gl*+ il f +1ig]*~ il f —ig||*}, veamos que se satisfacen
los axiomas de producto interior.

i) < [ f >= 1 {IF+FIP= 1 = AP+l +if 1P =l f —if 112} = 1 {I2F 1P+ il S+ D 2= il f A = 9]} =

T WA+ a4 PP =l =PI = 224 + a2 — i2} =1 [[£]*4 = [I[|*, por lo tanto, < f, f > = [|f],

podemos concluir que < f, f > >0y ademas v/< f, f > = | /|

ii) Ahora sea < f, f >= 0, esto quiere decir que ||f||> = 0, osea, ||f|| = 0, lo que se cumple <= f = 0, por los axiomas de
norma.

Porlotanto < f, f >=0< f =0.
i4i) Tenemos que:
< fig>= 3 {lF +9lP=If = alP}+ iz {llf +igl>~ [If —ig]*}
por otro lado,
<g.f>= 3 {lg+ fIP=llg = fIPY+ ig{llg +ifI*= llg — ifIIP} = 3 {IF +glP= If = glP}+ig{llg +if 1>~ llg — i f]*},
luego conjugando:

<g.f>=3{IF +9llP= If = gl?}= i {lilPlg +if IP= lil*llg — if 7} =
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1 U +gllP=1f = gllPy= i3 {1@) (g +iH)I*= 1G0) (g —if)IIP} =
1 UL+ glP= 11 = gllPY= iz {llig + @ NP llig — 2 ))]I*} =
1 U+ gllP=1If = gllPY= i3 {llig — fIIP— llig + fI*} =
T UIF+gllP=11f = glPPy= iz {If —igl®= IIf +igl?} =
1 U+ alP=I1f = gllPy+ g {llf +agl® = |If —igll*} = < f.g >,

por lo tanto: < f,g > =< g, f >.

iv) Para probar la linealidad veamos lo siguiente, tomamos primero el caso K = R, esto es: < f,g >= 1 {||f + g/*— || f — g/*}.
de esta forma tenemos

<f,g>+<hg>=3{f+9I>—IIf —9l*} + L {||lh + g||*~ ||h — g||*}, por otro lado usando la igualdad del paralelogramo se
tiene,

<f+h29>= 1 {Il(f+ 1)+ g+ 9IP=II(F+1) = (g+ 9Py = 3 {I(f +9) + (A + )P~ (f —9) + (b= 9)|I*} =
T2 +al?+20n+ gl = NI(f +9) — (R + )7} — 3 {20f —al> + 210 — gl = [I(f —9) — (h = 9)|I*} =
1 21f+gllP +20h+gl? = I(f +9) = (R +9I*} = 3 2f = gl* + 21— glI> = (f +9) = (h+9)II*} =
120 +al?+20n+gl?y — 3 20F — gl + 20— gl*} = 5 {If +9l> + I+ gl?} — 5 {If — 9> + I — gl*} =
21 {IlF + 9P = 1If = glI”} + 23 {lIh + glI* = A —glI*} =2 < f,g > +2 < h,g >,

por lo tanto, < f,g >+ < h,g >= % < f + h,2g >.

En particular al hacer h = 0, se obtiene esto: < f,g >= % < f,2g >; luego entonces
<f,g>+<h,g>= % < f,2g9 > +% < h,2g >, igualando lo anterior vemos que: < f + h,2g > =< f,2g9 > + < h,2g >,
haciendo G = 2g, en definitiva se verifica lo siguiente:
<f+hG>=<f,G>+<hG>.
Luego, como

<=fg>=3{l-f+alP= - f—9l?t =1 {llg = FIP= (=D + g’} = =3 {llf +all= If —9l*} == < f.9>,
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queda establecido que < nf,g >=n < f,g >, paran € Z.
Ahora,
<sfig>= s f+allP=l5f = 9lPy = § Ellf +ngllP= 55 l1f —ngl?} =

mz {IF +ngl®= [If = ngl*} = 3

5 < fing >

L<ng f>=%<gf>=L<fg>

(ya que estamos en el caso K = R), por lo tanto: < %f,g > = % < f,g>.

Asi que para (%) € Q se verifica:

1
<%fvg>:m<ﬁfvg>:%<f7g>1

esto muestra que <, > es lineal en el conjunto Q (los numeros racionales), el cual es denso en R, de esta forma, dado cualquier
x € R, se tiene una sucesion (z,,) la cual consta de elementos de Q tal que

xr, — T,

usando la continuidad del producto interior (proposicion anterior) se tiene lo siguiente:
<xfig>=<({liMmp—oon)fyg>=1limp_soo <Tpf,9>=1liMp_ootn < fg>=x<f,g> VreR,

por lo tanto <, > es lineal sobre R. Denotemos por <, >g, a la expresion: 1 {||f + g||>— || f — g//*}-

Ahora el caso K = C, esto es: < f,g >= 1{[|f + g|>~IIf — gll>+ill f + igll>—il f — ig||*}, podemos ver que en este caso

< f,g>=<fg>r+i<fig>r.
Veamos que < if,g >=i < f,g9 >;

<if.g >=f{llif +glP=lif — gl*+illif +igl>=illif —igl?} = 2{llif + tgl>=llif — Fal>+ilil*|lf + gl —ili*|l £ — gl*}

TIPS+ 39lP=lilPIf = glP+illf + glP=illf — gl?} —'=

—1
HIf = igl>=IIf + igl>+ill f + gll>—il f — gl*} =
i{llf + 9l?=11f = glP+ill f +igl>=ill f —ig|*} =i < f, g >.

Para el caso = € R se tiene,

<azf,g>=<af,g>rt+i<zfiig>r=x< f,g>r +wi < fiig>r =x{< f,g>r +i < fiig>r} =2 < f,g >,

esdecir,<zf,g>=x< f,g>,Vr eR.
Para la suma tenemos lo siguiente:

<fHhg>=<f+hg>r+ti<fH+hig>r=</f,g>+<h,g>r+1< f,ig>r +i < h,ig >r=
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<f,g>r+i< fiig>rR+ < h,g>r+ i< hyjig>p=< f,g>+ < h,g>.

porlotanto, < f+ h,g> =< f,g>+ < h,g >.
Por dltimo, sea (z +iy) = z € C (z,y € R), luego zf = xf + iy f, asi que:

<zf,g>=<zf+iyf,g>=x<f,g>+iy< fig>=(r+iy) < f,g>=2<f,g>,

porlotanto < zf,g > =2 < f,g >, Vz € C.

Hemos probado la linealidad, lo que concluye la demostracién. B

1.6. Convergencia y espacios métricos completos.

La convergencia es un concepto importante en el contexto de los espacios métricos, ya que al hablar de limite se hace referencia
precisamente a estos espacios.

Definicion 9. Sea () := {z,}, .y Una sucesion en el espacio métrico (V, d), decimos que la sucesion (x,) converge a z € V
esto es que x,— x, cuando n — oo, Si

lim d(x,,z) =0,

n— oo

el elemento z se llama limite de la sucesion (z,,) y éste es Unico.

Formalmente esto significa que, Ve > 0 3N € N tal que sin > N = d(z,, ) < ¢, (este limite es en R con la métrica usual del
valor absoluto).

En un espacio normado tenemos la métrica dada por la norma, asi en un espacio normado decimos que la sucesion (z,)
converge a x cuando lim ||z, — z|| = 0.
n—oo

Ahora tenemos la siguiente definicion importante.
Definicion 10. Una sucesion (x,,) en (V,d) se llama Sucesiéon de Cauchy, si d(x,,, z,,) — 0 cuando m,n — o0, de manera
precisa esto es:
Ve > 03N € Ntal que sin,m > N se tiene que d(z,,z.,,) < €.
Claramente una sucesion convergente es una sucesion de Cauchy, ya que usando la desigualdad del triangulo de la métrica se

tiene:

d(Zn, Tm) < d(2p, ) + d(2, 2,) < 5+ 5 = € siempre que n,m > N € N (esta NV existe porque la sucesion es convergente).

Sin embargo, no toda sucesion de Cauchy es convergente ya que puede suceder que se satisface la definicién de sucesion
convergente exceptoque z ¢ V .
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Por ejemplo considere la sucesion (1) en el espacio (0, 1] con la métrica usual, esta sucesion es de Cauchy, y no es convergente
yaque 0 ¢ (0,1]. La misma sucesion si es convergente en el espacio [0, 1] con la misma métrica.

Definicion 11. Un espacio métrico (V,d) se llama espacio métrico completo si toda sucesion de Cauchy en (V,d) es conver-
gente.

A continuacién damos paso a la definicién importante para esta tesis.

Definicion 12. Un espacio normado que es completo con la métrica asociada a la norma se llama ESPACIO DE BANACH.

Definicion 13. Un espacio con producto interno que es completo con la métrica asociada a la norma que define el producto
interno se llama ESPACIO DE HILBERT.

Es decir, un Espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno en el cual toda sucesién de Cauchy tiene limite
zeV,ylanormaesdelaforma|f|l=v< f. f>.

Observacion 14. Por el teorema de Jordan-Von Newmann, tenemos que un espacio de Banach es un espacio de Hilbert si en
éste se verifica la igualdad del paralelogramo.

Pues todo espacio normado que verifica la igualdad del paralelogramo es un espacio con producto interno (la norma es la que
define éste producto interno).
En el caso de espacios de Banach y espacios de Hilbert se tiene ademas la completez de espacio métrico.

1.7. Un espacio de Banach que no es espacio de Hilbert.

Ejemplo 15. Veamos este ejemplo de un espacio de Banach que no es espacio de Hilbert.

Sea E = Cj ), el espacio de las funciones continuas en el intervalo [0, 7]. En primer lugar, E es un espacio vectorial, donde
las operaciones lineales se definen de manera usual. Luego podemos definir en E una norma de la manera siguiente:

If1l = supzepo.n|f(2)], para cada f(z) € E.

Para probar que | - ||, satisface la definicion de norma, veamos que se satisfacen los axiomas:
i) supzejo,-|f(z)| = || f|l > 0, ya que el valor absoluto en R es mayor o igual a cero y esto se conserva al tomar el supremo.

i) [tf1l = supzefo.n [tf(2)] = supaciom |t f(2)] = [t supzepo.~ | f(2)[} = [t][[f]|, para cualquier ¢ € K.

i7i) Con el valor absoluto en R se tiene: |f(z) + g(z)| < |f(z)] + |g(x)|, luego tomando el supremo en ambos lados,

supyefo,n | f (%) + g(@)] < suppejom{f (@) +19(2)} < suprepon|f (@) + supzepo,nlg(@)]

por lo tanto, SUPze[0,n) |f(.%‘) =+ g(.’lﬁ)‘ < SUPze[0,r] ‘f($)| + SUPze[0,7] |g($)|
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es decir, || f + gl < [IfII + l9]-

Se concluye que se cumplen los axiomas de norma, por lo que el espacio £ = Cjg - €s un espacio normado.

Nota : La nocién de convergencia de una sucesion de funciones en este espacio, asociada a esta norma, es la nocion de
convergencia uniforme.

Veamos que este espacio normado es completo, sea { f,,(z)} una sucesién de Cauchy en F, defina para = € [0, 7] la funcién:
f(x) = limp o0 fr (),

este limite existe, en vista de que para cada x fijo, la sucesion {f,(xo)} es una sucesion de Cauchy en el espacio métrico
completo R, por lo tanto la funcion f(z) esta bien definida.

Veamos que f(z) € E. Tenemos por hipdtesis que para cada n € N, la funcién f,,(z) es continua en [0, 7|, esto es:
Ve > 0 existe § > 0 tal que si | — xg| < ¢ se tiene que |f.(z) — fn(z0)| < e.

Tenemos lo siguiente, sea e > 0y z € [0, 7], luego se cumple esto:

[f (@) = fzo)l = [f(2) = fu(2) + fu(2) = fu(20) + fn(z0) — f(z0)| <

|f(z) = fa(@)] + | fu(z) = fu(zo)| + [ fu(20) — f20)] < % + % + % =€

estas desigualdades se cumplen siempre que |z — x| < d, en vista de la continuidad de la funcién f,(z) en z¢ € [a,b];
y siempre que n > maxz{N1, N2}, las N1 y No que existen porque f,,(zo) — f(x0), fu(z) — f(x), para z,xq € [0, 7.
Podemos concluir que la funcion f(z) es continua en z, para cualquier xy € [0, 7], por lo tanto f € E.

Veamos que E no es espacio de Hilbert, considere las funciones continuas en [0, 7], f(z) = sen(z) y g(x) = =.

Luego

171l = supzepo.q|sen(z)| = 1 |lg] = supzepo.q |z =,

asi que ||f||? =1, ||g||* = =2, resulta esto: 2| f]|? + 2||g||* = 2 + 272
Por otro lado,

I + gl = supsciomlsen(z) + =],

veamos donde alcanza el maximo la funcion sen(x) + x, para esto derivamos y obtenemos cos(z) = —1, por lo que en x = 7 se
alcanza el maximo, asi que

I.f + gll = supzepo,x]|sen(z) + x| = |sen(m) 4+ 7| = m, por lo que || f + gl? = 7%

luego

If = gll = supzye(o,x|sen(z) — x| =,
asi se tiene esto:
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|f — g||> = =2, se concluye que || + g||* + || f — g[|> = 272

Podemos concluir que

2% = |If +glI* + IIf — gll* # 20 £11* + 2llg]1* = 2 + 22,

no se satisface la igualdad del paralelogramo, por lo tanto, por el teorema de Jordan-Von Neumann se concluye que el espacio
de Banach E = C|g 5 no es un espacio de Hilbert.

Es pertinente a continuacion, hacer la siguiente definicion.
Definicion 15.1

Una isometria es una funcién continua entre espacios métricos que preserva las distancias. Es decir, una isometria es una
funcién continua F entre dos espacios métricos F' : (X,d;) — (Y, ds) que cumple con:

dl(.’L‘l,l'Q) = dg(F(l’l),F(.’L‘Q)), donde xT1, To € X.

A continuacién tenemos un teorema basico de la teoria de los espacios métricos.

1.8. Completacion de un espacio métrico.

Teorema 16. (Completacion de un espacio métrico).
Para cada espacio métrico (V,d) , existe un espacio métrico completo (V, c?) y una isometria F : V. —s V tal que

F(V) es un subespacio denso en'V,
(en este caso se dice que V' esta inmerso isométricamente en V. por medio de F).

Ademas en F (V) se tiene que d=d;siV es espacio vectorial entonces V también lo es; si la métrica d proviene de una norma

entonces también d proviene de una norma, esto es que la norma en V induce una norma en 1% y en este caso (V d) es un
Espacio de Banach;

Si la norma en V proviene de un producto interno entonces la norma en V también proviene de un producto interno el cual
define precisamente la métrica d la cual proviene de la norma anteriormente mencionada.

En este caso el espacio (17,57) es un Espacio de Hilbert. En esta tesis se consideran basicamente sélo espacios métricos en los
cuales la métrica proviene de la norma que define un producto interno, osea d(z,, yn) = ||Zn — Yn|l.

Demostracién.

Considere al conjunto de las sucesiones de Cauchy (z,,) en V' y defina la siguiente relacion en este conjunto:

(zn) ~(y,) cuando 1i>m d(Tpn,yn) =0
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Esta relacion es de equivalencia ya que se puede ver que (z,,)~(z,) pues la distancia entre ambas es cero.
Luego la relacion es simétrica ya que d(x,, y,) = d(yn,x,) , €n vista de la simetria de la métrica d , la cual se conserva al tomar
limite n — oo.

Por dltimo la transitividad se prueba usando la desigualdad del triangulo de la métrica d.

Ya que si (z,,) ~ (yn) Y (yn) ~ (2,,) luego la desigualdad: d(x, z) < d(z,y) + d(y, =) se conserva al tomar el limite n — oo por lo
que se tiene que

(xn) ~ (Zn)-

Ahora defina VV como el conjunto de clases de equivalencia [z,] := [(x.)] que induce la relacién de equivalencia anterior, es
decir

V= {[(zn]}

Luego definad : V x V — R*, de la siguiente manera:

d([an [yn]) = lim d(xnayn);

n—oo

esta distancia esta bien definida ya que las sucesiones consideradas son de Cauchy y éstas son acotadas, por lo que al aplicarle
el limite éste es un nimero real finito.

Ahora definimos la funcién F : V —V asi:
F(z) = [z] Vx € V, ya que = = z,, Vn €N, es una sucesion constante la cual es de Cauchy.

De esta manera identificamos los elementos z € V con el elemento [z] = [z,,] € V. Por la forma en que esta definida la métrica
d y la funcién F, ésta es una isometria entre V'y V.

Con la identificacion entre V' 'y F(V) C V veamos la densidad del subespacio F(V) en V.

Un subconjunto E de un espacio métrico X es denso en éste si para cada = € X se tiene que existe una sucesién (e,,) C F tal
que (e,) —z, cuando n — oo.

Asi tenemos por la definicion del espacio V y por la definicion de la funcion F que cada punto [(z,,)] del espacio V es el limite
de la sucesién (F(zx,)), es decir F(V) es denso en V.

Para ver que el espacio V es completo sea (A,) una sucesion de Cauchy en V, como F(V) es denso en V paracadan € N
existe a,, € V tal que

1F(an) = Anll < 5,
tenemos las siguientes desigualdades: (usando la distancia de espacio normado y la isometria F)

lan — aml| = [[F(an) — Flam)|| < [|[F(an) = Anll + | An — Al + [[Am — Fam)|| < (|4 — Am|l + % + %) — 0.

Por lo tanto (a,,) es una sucesién de Cauchy en el espacio V, asi podemos definir A = [(a,,)] €V.
Veamos que
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lim ||A, — A| =0,
n— oo
para esto se tiene que

[An = All < 140 = F(an)|| + [|F(an) = Al < ([F(an) = A + ) — 0,
ya que

lim ||F(ay,) — A|| =0,

n—oo

por lo tanto, V' es un espacio métrico completo.

Luego si V tiene estructura de espacio vectorial la correspondiente estructura lineal en V esta dada por:

[Zn] + [yn] := [Tn + yu] ¥ tzn] = [tz,],

donde ¢ € K es el campo sobre el cual V' es espacio vectorial (y por lo tanto V también ).

Si V es normado la norma en V es:

Nalll o= lim [l

este limite esta bien definido en vista de que (z,,) es una sucesion de Cauchy y por lo tanto ||z, || es una sucesién de Cauchy
de numeros reales en el espacio métrico completo R.

(La razén de esto es porque la norma es una funcién continua).

Asi V es un espacio de Banach.

Si V es espacio con producto interno, en V se define el siguiente producto interno:
< [xn], [yn] >:= nlirréo< Ty Yn >
Este limite esta bien definido, en virtud de la continuidad del producto interior (proposicién anterior), lo que significa que
nlirr;o< Ty Yn >=< T,y >.

Con esto tenemos que bajo el producto interno (x,,,y,) —< z,,y, > €S una sucesion de Cauchy en el campo K = R, C el
cual es completo.

Por lo tanto tenemos que V esun espacio de Hilbert si V' es un espacio con producto interno. Esto termina la demostracion.
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1.9. Ejemplos de espacios hormados y espacio de Hilbert.

En esta seccion se usa material de: [1] capitulo 3; [2] capitulos 1, 2 y 3; [5] capitulos 2,3, 4, 5y 6; [ 6] capitulo 10;
[10] capitulo 12.

Ejemplos muy utiles de espacios de Banach corresponden a los llamados espacios de Lebesgue L,, fueron los que dieron
impulso al desarrollo de la teoria de espacio normados y espacios de Hilbert.

Para mostrar estos espacios necesitamos de los conceptos de sigma algebra, espacio medible, medida en un espacio medible
y funcion medible.

Definicion 17. Dado un conjunto X, una sigma dlgebra (o — dlgebra) de subconjuntos de X, es una coleccion X C P(X)

de subconjuntos de X que cumple lo siguiente:

i) X y () pertenecen a X.

1) SiAe X = Ace X.

iii) Si {A;}ien €S una coleccion numerable de elementos de X = J;2, 4; € X.

De esta forma el par (X, X) se llama espacio medible.

Definicion 18. Luego, dado un espacio medible (X, X) , una funcion p : X —[0, co], que cumple con:

i) p(0) =0
ii) Si la coleccion de elementos en X, Ay, A,, ... cumple con A; N A; = () cuando i # j , entonces p(Jsoq Ai) = Y oy 1(Ai) .
De esta forma , la funcion u se llama medida en el espacio medible (X, X) y la tripleta (X, X, 1) se llama espacio de medida.

Nota : La convergencia o no, de la serie a la derecha de la igualdad anterior, puede usarse precisamente para determinar si
una funcién es o no una medida.

Definicion 19. Una funcién f : X — Y, dados los espacios medibles (X,X) y (Y,Y), se llama funcién medible si

fTYE)eX,VEE€Y.

Definicion 20. Sea (X, X, u) un espacio de medida donde i es una medida en X, si 1 < p < oo, considere al conjunto

Q={f: X —C/R| fesmedbley / |f|” < oo}. Definimos los espacios de funciones de potencia p-ésima integrable como
X

los espacios de clases:

Lp(X, X, p) ={lf] | f e}
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La clase [f] corresponde a la que induce la relacién de equivalencia f ~ g, si f = g casi donde quiera, esto es que f =g
excepto en un conjunto de medida cero.
Asi queda claro escribir f como un representante de la clase [f] y no se hace distincion.

Teorema 21. Los espacios de funciones L, (X, X, 1), son espacios vectoriales normados (las operaciones se definen de manera
habitual),

donde la norma esté dada por:

1910 = ([ 117 du.

Demostracion.
Veamos que se cumplen los axiomas de norma.

i) [If]l = 0.

i1) | fl = 0 <= f =0, (esto se cumple en vista de que al referirnos a f, se hace referencia la clase [f]).

i) £l = { / tF Py = { / P | F Py = { |t / Ay = 18] £

i) |f + Rl <|Ifllp+ Ik, esta es la desigualdad de Minkowski (se demuestra mas adelante).

Por lo tanto, se cumplen los axiomas de norma y podemos hablar de los espacio normados L, (X, X, ).

En el caso particular de que u sea la medida de contar en el espacio de subconjuntos de N (la o — dlgebra potencia de N) se
identifican los espacios L, con los espacios

o0
I, ={(zn) | z,€Cy Z|xn\”< oo} ademas en este caso cada clase de equivalencia tiene s6lo un elemento.

n=1

A veces es mas facil visualizar algunos resultados en el espacio I, que en L,. Para mostrar que estos espacios son espacios
de Banach hay que tener a la mano las siguientes desigualdades y teoremas.

1.10. Desigualdad de Holder.

Veamos la siguiente desigualdad importante.

Teorema 22. (Desigualdad de Hélder): Sea f €L, yg € L, dondep > 1y 1% + % = 1 (son indices conjugados); entonces se
tiene que
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fg e Ly |(lfglly < flpllglle-

Demostracion.

Veamos que la desigualdad:

t*<at+(1—a),valeparad<a<lyt>0.
Considere la funcién, ¢ : [0,00) — R, definida por

o(t) =at —t*,donde 0 < o < 1.

Tenemos que

O'(t) =a—at* L

Luego para ver donde se anula la derivada hacemos ¢’ (t) = 0, esto es: a = at*~!, 0 sea 1 = t>~! por lo tanto (¢) se anula en
t=1.

Para ver si t = 1 es un maximo o un minimo veamos donde crece y donde decrece la derivada.

Para ¢’ (t) < 0 tenemos que o < at®~!, es decir 1 < t*~!, luego tomando logaritmo natural en ambos lados tenemos que:

In(1) < (o — 1)In(t).

Asique 0 < (a —1)in(t), luego como (a — 1) < 0, concluimos que, in(t) < 0, por lo tanto la funcién ¢(t) decrece en 0 < ¢ < 1.

En el caso ¢/(t) > 0, tenemos que a > at*~, con lo que obtenemos la desigualdad:

In(1) > (a — 1)in(t), es decir 0 > (a — 1)In(t).

Ya que (o — 1) < 0, concluimos que In(t) > 0, con lo que sabemos que la funcién ¢(¢) crece en ¢ > 1.

Por lo anterior, en definitiva sabemos que la funcion ((t) tiene un minimo global en ¢t = 1, esto es que

o(t) > (1), parat € [0,00).

Asi tenemos la desigualdad: ot — t* > o — 1, con la cual establecemos que vale la siguiente:

t* <at+ (1 —a),parat >0con0 < a < 1.

Ahora si a y b son no negativos hacemos ¢ = ¢, luego sustituimos y multiplicamos por b para obtener:
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a“b' = < aa+ (1 — )b,

donde la igualdad se da siy s6losia =1b.

Como es el caso que 1 < p < ooy 0 < & < 1, para los indices conjugados  + 1 = 1, sea a = ;, luego si los nimeros Ay B
son no negativos ponemos a = AP y b = BY, asi se cumple esto:

AB = (Ap)% (Bq)% < AT;)—F BT",

ademas la igualdad se da si y solo si A? =B41.

Ahorasean f € L,y g€ Ly con ||f|l, #0, ||g]lq# 0 (enelcaso f =06 g = 0, el resultado se cumple trivialmente),

luego como el producto de funciones medibles es medible, concluimos que fg es medible.

Luego haciendo A = ‘{;ﬁi‘ y B = 'ﬁ;ﬁzl y sustituyendo en la expresién anterior que se tiene para cualesquiera dos nimeros no
negativos A y B tenemos:

lf(@)g(@)|  |f(=)]” lg(=)|*
1£lpllglle = 2lflE " allg(=)lg

como sabemos que el lado derecho de la desigualdad es integrable se concluye que fg es integrable.

(Ya que si f es medible, g integrable y |f| < |g| = f es integrable y / |f| du < / lg| dp; también o f es integrable si f lo es, a
€ K) '

Por lo tanto f¢g € L1, mas aun, integrando se obtiene:

por lo tanto, || fgllx < || fll»llgll

es la desigualdad de Hélder.

De la anterior desigualdad observamos en que el producto de dos funciones (en realidad dos clases de funciones) en el espacio
L, es una funcién en L, ya que %Jr % = 1. Es asi como obtenemos la siguiente desigualdad importante en analisis conocida
como desigualdad C.B.S.

1.11. Desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz.

Corolario 23. En el casop = 2, en el espacio L,(X) se tiene la siguiente desigualdad conocida como desigualdad C.B.S.

Si f,g €L2(X) = fg es integrable y

[ fadul < [\gsldn < 1712 Nl
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Demostracion.

Inmediata de la desigualdad de Holder.

Ahora se presenta la siguiente desigualdad importante.

1.12. Desigualdad de Minkowski.

Teorema 24. Desigualdad de Minkowski. Si f,h €L,(X),conp>1= f4+heL,y

1]+ hllp <[ fllp+ [12llp,

(esta es la desigualdad del triangulo para la norma en L, (X)).

Demostracion.

Tenemos que f + h es medible, ya que la suma de funciones medibles es medible. Luego considere esto,

[f(@) + h(@) < 2mdz {| f(2)], [h(2)[})" =

29 (max {| f ()], [h(2)[})" < 27 (|f (@) [P + [1(2)[P) = 2°|f (@) [P + 27| ()7,

esta desigualdad implica que (f + h) €L,

ya que si F' es medible, G = |f|P + |h|P es integrable y |F| < |G| = F es integrable; haciendo F = |f + h|".

La siguiente desigualdad se verifica en vista de la desigualdad del triangulo del valor absoluto,
|f P =1 f B F PSS R (RIS R
Por otro lado, ya que p y ¢ son indices conjugados, se tiene que % + % = 1, despejando tenemos esto, p = (p — 1)g,

también esto, 1 =1 — 1 = 224 = 1(p — 1), luego

1
P P

Mf+MWHm={/u+m@*”m@%={/U+hf@&ﬂf“=Hf+h%*

24
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Ahora si || f + h||, = 0, se tiene la desigualdad de Minkowski trivial; suponga pues que || f + k||, # 0, aplicando la desigualdad
de Hoélder se infiere:

older

_ _ _ H
194 nllg = [17 0 du= [1f +blls 0 d< [170 4007 d [1allf + 0 dp S

AN CE + )P~ g + Mllp 1 + B Hlg = {1Fllp + 1B} [1CF + 2P~ g = {1 £llp + 1213 1 + RIG~

por lo tanto,

1f+ 25 < {11l + 12lp} 1f + A5

dividiendo en ambos lados de la desigualdad por: || f + h|[2~' tenemos que,

1f+ 215" <{Ufllp + IRllp) 1 + AlE— DY

por lo tanto

1+ 2llp <N fllp + 1]l

se obtiene la desigualdad de Minkowski.

A continuacién veremos teoremas que establecen resultados importantes en cuanto a convergencia. Para el siguiente teorema,
de la convergencia mondétona, necesitamos de la siguiente proposicion.

Proposicion 25.a. Sea (X, X, i) un espacio de medida, al definir:

AME) =/<prdu,
A es una medida en X.

Demostracion.
Pongamos a la funcién en su representacion estandar,

PXp = D51 GXE;NE

luego tenemos esto,

A(E) = / oxpdi = 0; / Xyl = 7, a;u(E; 0 E).

Vemos que que la asignacion: E — u(E; N E), define una medida en X, ya que la interseccién de conjuntos medibles es un
conjunto medible, por lo tanto hemos expresado a A como una suma finita de medidas en X, podemos concluir que A es una
medida en X.
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1.13. Teorema de la convergencia mondtona.

Teorema 25. (De la convergencia monotona):
Si (f.) es una sucesion mondtona creciente de funciones en M+ (X, X) la cual converge casi donde quiera a f —

/ fdp = lim / Fady.

(1.11)

Demostracion.
M(X,X) es el espacio de funciones medibles de valores reales extendidos, (X es una oc—algebra de subconjuntos de X ).
M*(X,X) es el espacio de funciones medibles no negativas en M (X, X).

Tenemos que la funcion f es medible, ya que si (f,) es una sucesion de funciones medibles en M (X, X) = las funciones:
f=inf fn(x); F(I) = Supfn(x); f*(x) =liminf fn(x) y F*(;E) = lim sup fn(x)

pertenecen a M (X, X).

En este caso tenemos que la sucesion (f,,) es monotona creciente. Luego como f,< fr+1 < .....< f se tiene lo siguiente:

/fndu < /fnJrldMS S/fdlu’! VRGN,

(yaquesi f,ge MT(X,X)y f<g=— /.fdu < /gdu),

luego entonces,

lim / Fodp < / fdp.

Ahora se establecera la desigualdad opuesta, para esto es necesaria la siguiente definicién.
Definicion 25.1 (Funcién simple): Una funcién simple es una funcién medible que toma un nimero finito de valores.

Continuando, sea 0 < « < 1y sea ¢ una funcién simple que satisface 0 < ¢ < f,

también sea,

Ay = {x eX | fn(x) > 04%0(33)}

se tiene que A4,,€X (n € N), ya que las funciones f,, y ¢ son medibles.

De la definicion tenemos que A4,,C A, 1 y ademas
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X =UA,, yaque 4, C X (n € N)ytambién X C | JA,,
esto se debe a que cada f,, es una funcién definida en X. De este modo podemos establecer que,

/ agdu < [ fodp < / Fudi;
An An

luego, como la sucesion A,, es monétona creciente cuya unién es X, por la proposicién anterior se puede concluir que

/gad,u: lim | odu.
An

Por lo tanto, a/gp du=1lim [ @du
An

luego, tomando el limite cuando n tiende a infinito en la desigualdad anterior se obtiene: 04/4,0 dp < lim /fn du,

lo cual se cumple para 0 < o < 1, por lo que se infiere: /<p dp < lim/fn du,

y como ¢ es una funcion simple cualquiera en M (X, X), que satisface 0 < ¢ < f, se concluye que

/ fdp = snga/%O dp< lim /fn dp,

0 sea, / fdp <lim /fn du

por lo tanto, hemos obtenido desigualdades en ambos sentidos, concluimos que

[ sau=tim [, dn

se ha probado el teorema. B

Ahora veamos el siguiente teorema, el cual establece una desigualdad entre la integral del limite y el limite de la integral, de
una sucesién de funciones.

1.14. Lema de Fatou.

Teorema 26. (Lema de Fatou): Para (f,) una sucesion en M+(X,X) se cumple lo siguiente:

/(lim inf fn)dp <liminf /fn dpu.

(1.12)
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Demostracion.

Sea g,=inf{fm, fm+1,---}, de esta definicion se tiene que g,, < f,, cuando m < n.

Luego integrando

Jomdn< [ £ dum<n)

de aqui podemos ver que la integral /gm du, es una cota inferior de las integrales /fn du, (m < n); de esto podemos

establecer que /gm du, s menor o igual que el infimo de /fn du, (m < n), luego de la definicion de limite inferior tenemos
que

/gm dp < liminf /fn dp.

Ya que la sucesion (g,,,) es creciente y converge a (lim inf f,), por el teorema de la convergencia monétona se obtiene que

/(lim inf fn)du :lim/gm dp < lim mf/fn du .

(Cabe observar que es necesario tener por hipétesis f,,> 0.)

1.15. Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

Teorema 27. Sea (f,) una sucesion de funciones integrables la cual converge casi donde quiera a una funcion real valuada
medible f. Si existe una funcion g tal que |f,| < g VneN = f es integrable y

/ Fdp = lim / Fodp.

(1.13)

Demostracion.

Convergencia casi donde quiera significa que se tiene convergencia excepto en un conjunto de medida cero.

Luego redefiniendo las funciones f,, y f en un conjunto de medida cero se puede asumir convergencia en todo el espacio X.
Por lo tanto tenemos que f es integrable.

(si F' es medible, G integrable y |F|<|G| = F es integrable y /\F\du §/|G|du)

Ahora tenemos que (g + f,) > 0 podemos aplicar el lema de Fatou para obtener lo siguiente,
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Jodu [[tdn=[ 7+ g)du < timing [(q+ 1) du = tim ing( [ gae+ [ 1. aw) = [ gd tim ing [ 1, an

Por lo tanto

/fdu <liminf /fn dp.

Por otro lado tenemos que (g — f,) > 0 otra vez aplicamos el lema de Fatou, de este modo,

/gdu— /fdu = / (9 — fldu< liminf /(g — fn)du =/gdu— lim sup /fn du

por lo tanto,
lim sup/fn du< /fd,u.

Por lo tanto, ya que tenemos las desigualdades en ambos sentidos podemos concluir la igualdad:

/fdu:lim/fnd,u.

Veamos la siguiente proposicion que nos proporciona una subsucesion adecuada, cuando se tiene una sucesion de Cauchy.

Proposicién 28. Sea (f,) una sucesion de Cauchy en un espacio métrico (d, X), entonces existe una subsucesion (fy, ) tal
que

d(f"k+1 ’ dnk) S Z_k-

Demostracién.

Para cada ¢ > 0, existe N(¢) tal que d(f;, fx) < e, si j,k > N(¢); eljamos una subsucesion de la siguiente manera:

ny > N(271),
Nng > N(Q_k)

yng >ng_1, parak =23, ...

De esta forma, como ny1 > n, > N(27%), se tiene que

d(fnk+1a fnk) < 27k,
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Veamos la siguiente proposicion que usaremos en el teorema siguiente.

Proposicion 29. Sea F': X — [0, oo] una funcién ;. — medible tal que

/qu<oo

entonces F' < oo, excepto en un conjunto de medida cero.
Demostracion.

Sea

B={zeX|F(z)=00}
probaremos que u(B) = 0. Para cada k € N, la siguiente funcion simple medible ky p satisface:

0<kxp<F,

/k:XBduS/qu,

por lo que

se concluye lo siguiente, Vk € N
u) < (}) [ Fan
[ |

A continuacién, haciendo uso de los teoremas anteriores, podemos probar la completez de los siguientes espacios normados,
con lo que tendremos ejemplos de espacios de Banach y espacios de Hilbert.

1.16. Teorema de Riesz-Fischer (completez de los espacios de Lebesgue L,(X, X, 1)).

Teorema 30. E/ espacio de funciones L,(X,X, p), donde 1 < p < oo, €s un espacio normado completo, es decir

L,(X,X, ) es un espacio de Banach.

(1.14)

Demostracion.

Lanormaen L,(X,X, 1) estd dada por:

110 = {177 du)
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Probemos que L,(X,X, 1) es un espacio métrico completo. (Ver teorema 21.)

sea {f,(x)} una sucesion de Cauchy en L, (X, X, u), luego si e > 0 existe M (¢) tal que sim,n > M(e) =

([ 15(&) = 1a@I d ¥ = fn(e) = Fu(e) < 2
luego, por la proposicion anterior, existe una subsucesion {g;(z)} de {f,(z)} tal que ||gr+1(z) — gr(2)||, <27*, donde k eN.
Definimos ahora la funcion g(z) asi: g(x) =|g1(z |+Z|gk+1 (z)|, de estamanera g(z) € M1 (X ,X), es decir |g(z)| = g(x).

Luego, elevando a la potencia p > 1, (la funcion 27, es creciente), y considerando que la sucesion de sumas parciales converge
a la serie infinita, por el lema de Fatou tenemos:

/ l9(a) Py < Yim inf / e |+Z|gk+1 (@)}Pdu

. .z s O . 1 .
a continuacién, ya que 1 < p, tomamos en ambos lados la raiz p-ésima (la funcidén z» es creciente),

{/\g(ﬂf)lpdu}% < {7}Lrgoinf/{lg1(w)| + D lgar (@) —ge(@)|yrdp}s < lim inf {/{|91(w)| + D lgn1 (@) —gx(@)[}dp} 7,
k=1 k=1
esto es

([lo@lrdn} < timinf { [(lg1@)]+ Y low(@)-gula)yrdu)
k=1

por lo que, tomando en cuenta la definicién de la norma en L,,, tenemos

lg(@)llp < lm inf [lg(@)+ Y (grra(x)=gr(@))ll,
k=1

luego, aplicando la desigualdad de Minkowski y considerando el limite inferior, se tiene

n

< / . < 1 —
lg(@)llp < lim inf {llg:(2)],+ ZH%H (@)lp} < llgr(2) p+ T ;Hgmw 91(@)]lp
o0
a continuacién, considerando que Z 27k =1, esto es

k=1

n
lg(@)llp < llgr(@)llp+ m kZngm(x @)y < llgr(2)llp+ Z 27 = |lg1(@)]lp + 1,

=1

luego, ya que por hipétesis la funcién g (z) cumple con ||g1(x)||, < oo, de la desigualdad
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lg(@)llp < llgr(2)llp + 1.

podemos ver que la funcién g(z) verifica que ||g(x)]|, < co.

Ahora definamos el siguiente conjunto,

E={xec X |g(x) < oo}

por la proposicién anterior se tiene u(X — E) =0y F € X, por lo que la serie que define a g(z), es convergente para casi toda
x € X, ademas la funcion gx,€L,.

Se define ahora esta funcion f en X:

+Z{gk+1 (x)}paraz e E;y f(z) =0siz ¢ E .

Luego, ya que

|9k ()| < 1g1(x |+Z|gj+1 ()] < g(=),

se tiene la siguiente situacién:

la sucesién {gx(x)} converge casi en todas partes a la funcion f(x), también la sucesién {gx(x)} estd dominada por la funcién
integrable ¢(z), por lo tanto, podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y concluir que la funcion
f(x) es integrable.

Ademas como |f(z)| < g(z), tenemos que | f(z)[? < |g(x)[?, luego

/ |f(z)[Pdp < / lg(x)|Pdp,

lo que a su vez implica que f(z) € L,.
A continuacién queremos probar que {gx(x)} converge a f(x) en L,,.
Para esto, considerando que |f(z) — g(z)| < g(z) = |f(z) — gr(2)|? < gP(x),

asi tenemos que la sucesion { f(z) —gx(x)} converge a la funcién cero y esta dominada por la funcién integrable ¢?(«), aplicando
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, podemos inferir que,

0=/Od/tzklingo/lf(w)—gk(x)ldﬂ

luego

0=lim { [ [f(@) = gr(@)" dy}> = lim ||f(x) = ge(2)]],

32



esto significa que la sucesion {g(z)} converge en L, a la funcion f(z).

Luego sim >M (e) y k es suficientemente grande, en vista de que gx(x) es subsucesion de f,,,(z), se verifica lo siguiente

[ fom () — gk ()|, <&

por lo tanto, Ve > 0, siempre que m > M(e), se tiene que
1f (@) = fm @) llp < 1F (@) = gr(@)llp + llgr(2) = fm(@)llp < &+ = 2e.
es decir,
Jim[£(@) — (@), =0

Asi hemos probado que cada sucesion de Cauchy {f,(z)} en L,, converge con la norma de L, a una funcién f(z) que
pertenece al espacio L,,.

Por lo tanto, el espacio L,(X,X, ) es un espacio normado completo (con la métrica dada por la norma en L,), es decir, el
espacio L, (X, X, p) es un Espacio de Banach, cuando 1 < p< oc.

Ya hemos visto los espacios L, (X, X, u), para 1 < p < oo, ahora veamos el caso de p = .

1.17. Elespacio L. (X, X, u).

Definicion 31. Se define el espacio L..(X,X.u) de la siguiente manera,

Lo =Loo(X,X;u)={f: X —C,R| f es medible y f es acotada casi en todas partes }

(1.15)

vemos que este espacio consta de clases de funciones donde f y g pertenecen a la misma clase de equivalencia si f = g,
excepto en un conjunto de medida cero.

Ahora, si f €L y N € X es tal que p(N) = 0 se define S(N) = sup{|f(z)| : « ¢ N}.

De esta forma L..es un espacio normado con la norma dada por:

[ fllee = inf {S(N) | N €X'y u(N) = 0}
(1.16)
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(de la definicidon esta claro que este nimero esta bien definido).
Un elemento en L.se llama funcién esencialmente acotada. De la definicién se tiene que |f(z)| < || ]|« para casi toda z.
Mas aun, si A < || f|l.oentonces existe un conjunto £ con medida positiva tal que A < |f(z)|,Vze E .

Veamos que es el caso que este espacio es un espacio normado completo.

1.18. El espacio L. (X, X, ;) es un espacio de Banach.

Teorema 32. (Completez del espacio L.(X,X, n)): El espacio L..(X,X, 1) es un espacio de Banach.

Demostracion.
Hay que ver que se cumplen los axiomas de norma.
Tenemos que || fllc> 0 ; [|0f|ec = 05 [laf[loc = ||| flloo -

Ahora sea || f|l = 0, se tiene que para cada niimero natural k, existe un conjunto N, € X con u(N) = 0 tal que |f(z)| < 1
parax ¢Ny, ;

sea N =J2 Ny asique N € Xy u(N)=0,ademas |f(z)| = 0Vx ¢ N . Porlo tanto f(z) = 0 casi para toda z;
Por dltimo hay que verificar la desigualdad del triangulo.
Sean f,g € L., se tiene que existen N1y N, en X que cumplen u(Ny) =u(N2) = 0 tales que: |f(z)| <||flle paraz ¢ Ny;

9(z)[ < [lglloc Para z ¢Ns.

Luego entonces |f(z) + g(z)|< || flloo+ |9]lco Para z ¢ (N1UN3) lo que a su vez implica que

1f + glloo< 1 flloot [Iglloos

asi se cumple la desigualdad del triangulo.

Para probar la completez sea (f,) una sucesion de Cauchy en L., y sea M un conjunto en X con u(M) = 0 tal que

| fn(@)[<]| falloo

parax ¢ M ,n=1,2 ... ;también |f,(z)— [ (X)|< | fn — finlloo Ve M ,n,m = 1,2, ... ;

se tiene asi que la sucesion (f,,) es uniformemente convergente en X — M , luego se tiene:
f(z) = 1gn fn(x)parax ¢ M ;y f(z) =0siz € M.
Por lo tanto f es medible y ademas se observa que || f,— f|lo.o— 0 cuando n —sco. Asi se tiene que L., es completo.

Es decir Lo (X, X, ) es un espacio de Banach.
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Hasta este punto tenemos que los espacios L, (X, X, u) con 1 < p< oo, son espacios de Banach. Cabe hacerse la pregunta:

¢Para algun p, L,(X,X, 1), es Espacio de Hilbert?; Con el fin de dar respuesta a esta interrogante, veamos que la expresion
dada por

<f,g>=/f§du.
X

(1.17)

es un producto interior en Ly (X, X, 1); para esto se expone el siguiente teorema.

Teorema 33. La expresion

<f,g>:/Xf§du,

es un producto interior en Lo (X, X, )

Demostracion.

Veamos que efectivamente se cumplen los axiomas de producto interior en Lo(X, X, u).

D<sif>= [ FFdu= [ 1P dn=0.yaque s =0,

i1) <f,f>:0:/ |f\2du,:>f:0;demanerainversa,sif:O,<f,f>:/ 0du=0,
X X

porlotanto < f,f >=0<= f =0.

iii)<f,g>=/Xf§du=/Xfgdu=/ngdu=/ngdu=<g,f>-
w)<tf,g>=/th§du=t/Xf@du:t<f,g>.
v)<f+h7g>=/X(f+h)§du=/xf§du+/xh§du=<f,g>+<h,g>-

Por lo tanto se satisfacen los axiomas de producto interior.

De esta forma se tiene que en Ly(X, X, i), el producto interior dado por < f, g >:/ f g du, induce la norma que se tenia en
X
L,(X,X, u), con p =2, es decir, se cumple que < f, f > = / IfI1? du = | fII*
X

Por lo tanto, Lo (X, X, 1), es un espacio con producto interior completo con la métrica determinada por la norma que induce el
producto interior, es decir Lo (X, X, 1) es un espacio de Hilbert.

Ahora cabe hacerse la pregunta, ¢serd L2(X, X, u), el Unico espacio de los L,(X,X, ), (1 < p < ), que es espacio de
Hilbert?
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Para dar respuesta a esto, hacemos uso del teorema de Jordan - Von Neumann, el cual nos indica que un espacio de Banach
es un espacio de Hilbert si en éste se verifica la igualdad del paralelogramo.

Por ejemplo, en los espacios de sucesiones I,, con 1 < p <oo tomando los dos vectores basicos e; = (1,0,0,...) , es =
(0,1,0,0,...)

observamos que ||e; £ ez|,= 2 y deducimos que se verifica la igualdad del paralelogramo || f + g[|2+ || f — glI2= 2|l f]2+2ll9]13
sélo sip = 2.

Nota: en el espacio de Hilbert I5, el producto interior toma la forma siguiente:

o0
< Ty, Yn >= Z(En%

n=1

De este modo, cuando p # 2, no se verifica la igualdad del paralelogramo. Un razonamiento analogo muestra que I, tampoco
verifica tal igualdad. Por lo tanto [, con 1 < p<oo (p # 2), ho es un espacio de Hilbert.

Ahora en el caso de los espacios L, =L,(X,X,u) con 1 < p< oo, siempre se pueden encontrar dos conjuntos medibles E y F
disjuntos en X que tengan medida positiva finita.

Las funciones caracteristicas de estos conjuntos x,,, x,. estan en L,(1 < p<oo) y estas dos funciones pueden hacer el papel
de los vectores e; y ey en el razonamiento del ejemplo anterior. Con esto podemos establecer que L, (X, X, i), (p # 2), no es
espacio de Hilbert.

Asi tenemos que L, (X, X, u), (1 < p<oco) es un espacio de Hilbert sélo en el caso p = 2.

Después de estos ejemplos de Espacios Normados y Espacios de Hilbert pasamos ahora al concepto de Base ortonormal en
un Espacio de Hilbert.
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2. ORTOGONALIDAD Y ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES; BASES ORTO-
NORMALES.

A continuacién se usa material basado en: [1] capitulo 3; [2] capitulo 4; [3] capitulo Il, [4] capitulo 10; [7] capitulos 4 y7;
[10]capitulo 14; [12] capitulos 2 y 3.

2.1. Introduccion.

En esta seccién introduciremos la nociéon de ortogonalidad en espacios de Hilbert (espacio con producto interior), este con-
cepto nos proporciona una herramienta muy importante en lo que respecta a los operadores lineales, pues es el concepto de
ortogonalidad el que nos permite establecer los operadores conocidos como proyecciones ortogonales.

Ademas, la ortogonalidad nos permite abordar el concepto de las bases ortonormales en espacios de Hilbert separables. Esto
nos permitira referirnos a espacios de Hilbert isomorfos.

Por dltimo, veremos el muy importante resultado conocido como el teorema de las Series de Fourier.

2.2. Definiciones.
Definicion 34. (Ortogonalidad):

1. Los elementos z, y de un espacio de Hilbert (espacio con producto interno) se llaman ortogonales si

< z,y >= 0, esto se denota asi: z_Ly.

(2.1)

2. Un subconjunto K de un espacio de Hilbert se llama ortogonal si z Ly Vz,yc K.

3. El subconjunto K se llama ortonormal si es ortogonal y ademas ||z|| = 1 Vz€ K.

4. Dos subconjuntos K, L de un espacio de Hilbert se llaman ortogonales, denotado por K 1 L, si k1l,Vke K,yV 1l € L.
5. Un vector « es ortogonal al subespacio K, si z Lk, Vk € K.

6. El complemento ortogonal de un subconjunto K de un espacio de Hilbert H es:

K':={xeH|zLK}, tenemos que H* = {0} y {0} = H.

Proposicion 35. Sea K un subconjunto de un espacio de Hilbert H, en este caso se verifica lo siguiente.

i) K+ siempre es un subespacio cerrado (por lo tanto K+ es de Hilbert), ademéas

Kt =K+ =K"=

I
=

i) K= (K1)*
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i4i) Por lo tanto para un subespacio cerrado K se tiene:

K+t =K.
iv) Si K es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, —> cada = € H se escribe de manera Unica asi:
r=y+zdondeyc Kyze K.
En este caso se dice que H es la suma directa de K y K1, se denota asi:

H=Kp K+,

Demostracion.
Probemos i), veamos que K+ es un subespacio cerrado, cuando K es un subconjunto de H.
Tenemos, K+ = {z € H|ylz, Vy € K}, luego, sea z, — z una sucesion convergente en K-, esto es que z, € K+, ¥n € N,

veamos que Vy € K, se tiene lo siguiente
<2y > =<liMp_ooZn, Y > =UMn_ oo < 2Zn, Y > =lim,_ 500 =0,

donde hemos usado la continuidad del producto interior. Por lo tanto < z,y >= 0 Vy € K, es decir que z € K+, por lo tanto K+
es un subespacio cerrado.

El hecho que K sea un subespacio vectorial de H, es consecuencia de la bilinealidad del producto interior.

Ahora probemos que K+ = FL, para esto considere € K+, esto es que =Lk, Vk € K, es decir < z,k >= 0, Vk € K, luego

considere una sucesion {k,} en el subespacio K, tal que k,, — k', luego, como el espacio K es cerrado, tenemos que ¥’ € K,
veamos lo siguiente

<z, k' >=<z,ltmp—ookn > =1lim,— oo < T, kp >=1lim,—.s00 =0,

donde se ha usado la continuidad del producto interior, por lo tanto < z, &’ >= 0, V&’ € K, por lo tanto, K+ C FL.

. . 7 . —1 - . . —1
Veamos la inclusién en el otro sentido, sea k € K, esto es que kLK, en particular es cierto que kLK, por lo que K~ C K+*;
por lo anterior podemos concluir que

=K*.

=

Probemos a continuacion la igualdad K+ = K-1; sabemos que el conjunto KL, es el conjunto cerrado mas pequefio que
contiene a K+, pero como K es cerrado, se concluye que K+ = K+,

Probemos ahora iv).
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Tenemos los subespacios cerrados K y K+, sabemos que K N K+ = {0}, a continuacion probemos que H = K + K.

En este caso se verifica lo siguiente,
KC(K+KY), y KtC(K+K%Y),
luego, ya que en general, S; C Sy, = S5~ C Si-, se tiene
(K+KYtrcKt, y (K+EKY)*cki =K,
por lo tanto,
(K + K+)* € Kn K+ = {0}, es decir, (K + K+)+ = {0},
en definitiva, ya que H+ = {0},
K + K+ = H,ademéas, K N K+ = {0},
por lo tanto

H=K®K=t.

Demostracion de ii).

Veamos que K1 := (K1)+ = K; como K es un subespacio cerrado, por el inciso i) y iv), tenemos K @ K~ = K @ K+ = H,
de igual forma, como K+ es un subespacio cerrado, se verifica que K+ & (K*)* = H, por lo tanto, de la definicion de
complemento ortogonal se concluye que K = (K+)* .

La demostracion de iii), es inmediata del inciso anterior.
|
Cabe mencionar que en esta proposicion se relacionan propiedades topoldgicas del espacio H, con propiedades geométricas

(propiedades de la ortogonalidad en un espacio con producto interno).

A continuacién veamos la definicion de espacio métrico separable.

Definicion 36. (Subconjunto denso): Un subconjunto £ C X de un espacio métrico es densoen X,siVe >0yVr € X Jec E
tal que d(z,e) < e.

Definicion 37. (Espacio métrico separable): Un espacio métrico X es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

Definicion 38. (Sistema ortonormal completo):
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Un sistema ortonormal completo en un espacio de Hilbert H es un subconjunto ortonormal S tal que Y = (S) es denso en H,
es decir el subespacio vectorial generado por S es denso en H,Y = H , donde la barra corresponde a la cerradura del espacio
Y!

este es el subespacio cerrado mas pequefio que contiene a Y.

En otras palabras S es un sistema ortonormal completo si Vax € H y V £ > 0 existe una combinacién lineal

y = ajv1+ agv2 + ...+a,v, , CON vy, ..., v, € S, tal que ||z — y|| <&;

n oo
Esto quiere decir que Vz € H, = lim Zaivi = Zaivi ,a; €C,v; €8.
i=1

n—oo .
i=1

2.3. Caracterizacion de los espacios de Hilbert separables.

Veamos en el siguiente teorema que caracteriza a los espacios de Hilbert separables.
Teorema 39. Un espacio de Hilbert H es separable <> existe un sistema ortonormal completo numerable en H .

Demostracion.

2)
Sea H un espacio de Hilbert separable y sea F = {v,, | n € N} denso en H.

Por el proceso de ortonormalizacion Gram-Schmidt existe un conjunto ortonormal numerable S ={u,, | n € N} tal que
v, € ({u,...,u,}) para cada n € N.
Mostraremos que (S) es denso en H.

Seaxz e Hye > 0,como F esdenso en H Juie F tal que ||z —vg||< e luego como vy, € ({uy, ..., ug) existen escalares ay, ..., ax
tales que vy = ajui+...+ agug.

Porlo tanto vy, € (S) y ||l — vi]| < e, 0sea (S) es denso en H.

<) Sea S = { u, | n € N} un sistema ortonormal completo en H y definimos

F = {(a1 + ib1)un, + ... + (ar +ibg)un, | k €N, aj,b;€ Q, un, € S (j =1,....,k)},

F es el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores en S con coeficientes racionales complejos (caso real b; = 0).

Asi F' es numerable, para verificar que es F denso en H seax € H y £ > 0, como S es un sistema ortonormal completo en H
se tiene que (S) es denso en H.

Luego existe y = A1y, + ... + Apun, € (S) , tal que [z —y| < 5.

Ahora bien paracada j = 1, ..., k tomamos a;, b; € Qtales que |a;+b; — ;| < N luego si z = (a1 +ib1 ) tn, +, .., +(ar +ibg)tn,

. k . k 2
setiene [y — 2| = /S, la; +ib; — A2 < /S0, 5 = 5,y porlo tanto [z — 2| < fla — || + |y — 2] < =.

Asi tenemos que z € F'y F es denso en H, por lo tanto H es separable.
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Observacion 40. No necesariamente un espacio de Banach separable tiene un sistema ortonormal completo, esto lo probé P.
Enflo en 1973.

(Articulo de P. Halmos titulado Hasprogress in Mathematics slowed down? y publicado en Amer. Math. Montly, volumen 97 - 1990
-, pag. 561-588).

Ahora bien, por el teorema anterior tenemos que cada espacio de Hilbert separable tiene un sistema ortonormal completo
numerable.

Mostraremos ahora que de hecho todos los sistemas ortonormales completos son numerables, éstos se llaman BASES ORTO-
NORMALES.

Cabe mencionar que la dimension de un espacio vectorial es la cardinalidad de cualquiera de sus bases (ya que éstas tienen
la misma cardinalidad).

2.4. Caracterizacion de los espacios de Hilbert separables mediante su dimension.

Teorema 41. Sea H un espacio de Hilbert separable y S un sistema ortonormal completo en H.

i) SidimH = n < oo entonces S tiene n elementos y es una base para H. (Una base es un conjunto linealmente independiente
que genera al espacio.)

it) Sidim H = oo entonces S es infinito numerable.
Demostracion.
i) Sidim H = n <oo estamos en el caso del curso basico de algebra lineal.

it) Sea dim H = oo, hay que mostrar que S es infinito numerable, para verificarlo construiremos una funcién inyectiva
¢ : S— N de la siguiente forma.

Sea F = {v, | n € N} un conjunto denso numerable en H, F existe porque H es separable.

Entonces para u € S 3 vy, € F tal que |lu — vg|| < 3, definimos ¢ en S asi: ¢(u) = min{k | ||u — vg|| < 1}, luego siu,u” € S
por el teorema de Pitagoras,

(Teorema de Pitagoras: si z Ly = ||z — y||? = ||lz||*>+ ||y||%;

prueba, (z —y,z —y) = (z,2) — (z,y) — (. 2) + (y,y) = (x,2) + (y,y) , yaque (z,y) = 0),

tenemos |lu — u/||> = |lu|®*+ [|«/||> =1+ 1 = 2, asi entonces

1V6(w) = Vo) | = IVg) —u+u —u' +u" —vgnl > lu—u'|| = [[vpw) — ull = | — vyl > V2— % — % =v2-1>0.
Por lo tanto v,y # vg(ur), asi que ¢(u) # o(u’),

por lo tanto ¢ es inyectiva; esto implica que el sistema ortonormal completo S es numerable.
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De esta forma ya tenemos caracterizados a los espacios de Hilbert separables, esto por medio de su dimensién.
Ya hemos visto que en el caso de espacios de Hilbert separables la cardinalidad de cualquiera de sus bases es o finita o infinita

numerable.

Teorema 42. Sea H un espacio de Hilbert separable. Si dim H = n —> H es isomorfo a C" (R" en el caso real);

Si dim H= oo =— H es isomorfo a Is.

Ejemplo 43. Veamos que los espacios de Hilbert I, y Lo[—7, 7] son isomorfos, ya que ambos son separables.

Pues una base numerable para Iz es {¢r(n) = orn}rez , €Stas son las sucesiones que tienen un 1 en el lugar k y 0 en los

demas.
Por otro lado para ver que Ly[—, 7] es separable se mostrara que

{\/%eikm}kez

es una base numerable para éste espacio.

Suponga que f1{e~**} esto es / e ™ f(y)dy =0, Vk € Z hay que ver que f = 0.

s s

Multiplicamos por [e“”’]/ e~ ikytike £ () dy =/ R f(y)dy

ahora haciendo un cambio de variables obtenemos / e M f(x+y)dy =0.

]

2

. 2k
2k ikx —ik . .z . . 2k
Luego (cos¥)™ = (%e 3 le™s ) es una combinacion lineal de exponenciales tenemos/ (cos¥)

—T

s T

por otro lado sabemos que / (COS%)% dy = ﬁ asi obtenemos f(z) = n(k + 1) / (cos%)% (f(x) —

— -7

asi que

|f(2)] < T /_ (cos)* |f(2) = F(a+p)ldy < T\ (cosH)> |, 1) = F@+ 1)

<Clf(z) = f( +y)ll,,_,,— 0(cuandoy — 0) . Por lo tanto | f(z)| < 0, esto es f(z) = 0.

La ortonormalidad se tiene de lo siguiente:

™
< M et >= / e (=m) dy = 27 8,m .

—T
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Asi tenemos que {e?**},czes una base ortonormal de L[, 7], podemos concluir que Lo[—m, 7] es isomorfo a ly.

Esto mediante la transformacién lineal biyectiva U : Lo[—7, 7] — l2(Z) que hace corresponder a cada funcion f € Ly[—7, 7], la
sucesion (cx)rez, €n Iy cuyo k—ésimo término es el k —ésimo coeficiente de Fourier de la funcién f, de esta forma f — (¢ )kez
(k € Z), esto mediante la transformada de Fourier:

U(f) = (ck)kez

donde

(2.5)
]
2.5. La proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio.
Veamos en el siguiente teorema, el concepto de proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio.
Teorema 44. SeaY un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,
(un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert, es él mismo un espacio de Hilbert).
de esta forma, para cada x € H 3 un Unico yo€ Y , tal que
2 = ol <[lz =yl Vy Y .
(2.6)

es decir, y, es el vector en Y mas cercano a z.
Al vector yq se le llama LA PROYECCION ORTOGONAL DE » SOBRE Y, y se denota asi: Proyyx.

Ademas, por la definicion de distancia entre dos conjuntos (en este caso de un punto a un conjunto) yy es el Unico vectoren Y’
que satisface:

d(z,Y) = ||lz = yoll-
Demostracion.
Sear =d(z,Y), paracadan > 1 tomamos y,c Y tal que ||z — y,|| < r+ +.
Se mostrara que la sucesion (y,,) es de Cauchy en el espacio completo H, donde por lo tanto converge.

Por la identidad del paralelogramo se tiene:
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2 2
90 = ymll* = 2lyn = 2> + 2 llym — 2P~ lyn + ym — 22> <2(r+ )" 2(r + 55)" = 4l 5(Wn — ym) — 2|* <

m

2+ LYo+ Ly =g (2+ )+ L4+ L

n2 m2

donde se ha usado que % (y, + ym)€ Y, y entonces |2 (y, — ym) — z| > 7;
por otro lado, como 1, L — 0, se puede concluir que dado ¢ > 0 existe N € N tal que sin,m > N,

se cumple que ||y, — ym || < e.

Por lo tanto (y,) converge, digamos y,— yo, COMO Y es cerrado se tiene que yo€ Y. Ademas por la construccion de la
sucesion (y, ) obtenemos que
|2 = ol =r = d(z,Y).

Para mostrar la unicidad sea zp€ Y tal que ||z — z|| = d(z,Y") , por la identidad del paralelogramo tenemos que:
lyo — zoll* = 2llyo — [+ 2[lz0 — z(1*— |lyo + 20 — 22[|* =2r® + 2r® — 4]|5(yo — 20) — z[*< 0,
donde se ha usado el hecho que ||3(yo — 20) — z|| > r = d(z,Y).

Por lo tanto ||yo — 20/| = 0, esto es yo = 2o .

Ahora veamos el siguiente lema.

Lema 45. SeaY subespaciode H,yo €Y yx € H, entonces

yo =Proyyx < (x —yo) LY .

Demostracion.

—>) Sea yy =Proyyx,y w=x —yo. Paray € Y sea z = Sz,
Tenemos que ||w — z|| =z — (yo + 2)|| > ||z — wol| = [|w]|

entonces |w|*< |lw — z||? =|w|]*— < w,z > — < z,w > +|z||* =

2 2 . .
St < yow > + SRR g2 = )2 - SR o que implica que [< w,y >[ <0,

vl

] — SEZ < w,y > —
por lo tanto w Ly para y arbitrario. Esto es w Y.

Ahora <) sea x — yo LY , luego para y € Y se tiene z — yoLlyo — y (ya que yo — y € Y ) de modo que por el teorema de
Pitagoras

lz = yl* = ll2 = wol* + llyo — yll* > [l= — yol|*por lo que [l — y|| > [|lz — yol| y en definitiva d(z,Y") = ||z — yol| -

Asi que yo = Proyyx .
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Ejemplo 46. (Del lema anterior): Considere el caso en que Y es un subespacio de dimension finita con base ortonormal
{u, ..y upn }

Entonces para cada x € H se tiene: Proyyx = < x,u1 > uj + ...+ < x,u, > u,. Para mostrarlo sea
Yo =< T,U1 > UL + ... =< T, Up > Up,
veremos que z —yo LY . Siy € Y, como la base {uy,...,u,} es ortonormal ,
y=<y,ur > Uy + ..+ <Yy,up > Upn
(esto se verifica directamente), luego entonces
<T =Y,y >=<z,Yy>—<1Yo,Yy >=
L@y <Yy > U > — < Y < T > U Y S>= Yo <Y U >< T > — Yo < @y >< ug,y >=0,

porlo que x —yo LY .

Lema 47. Para cada espacio normado H y un subconjunto linealmente independiente {z1,...,.x,} en H , existe ¢ > 0 tal que
para aq, ..., ap, € C se tiene que ||ayzy + ... + anZyll > c(|ag] + ... + |anl)

2.6. Los espacios nhormados de dimension finita, son espacios de Banach.

Veamos el siguiente teorema muy importante, pues revela que todo espacio normado de dimension finita es completo.

Teorema 48. Todo subespacio Y de dimension finita de un espacio normado H es de Banach; en particular, todo espacio
normado de dimension finita es de Banach.

Demostracion.

Sea (y.,) una sucesion de Cauchy en Y. Si {ey,...,e,,} es una base para Y, se tiene para cada elemento de la sucesion:
Ym = Dli_g O5"€; -

Luego por el lema anterior, & > ||ym — vkl = | i (@ — af)e;|| > e X0, Ja® — ak|, Vm, k> N(e) .

Entonces {a?},,en s de Cauchy en C y por lo tanto converge aun «;, seay = > ., a;e; ,asiy € Y

ademas [jym — yll = || Xoie (@ — ay)ei|| < D00, |a™ — aylles]| esto tiende a cero , ya que " — «; .

Por lo tanto y,, — y € Y, esto significa que el espacio Y es completo. Por que Y es un espacio de Banach.
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De algebra lineal, sabemos que en un espacio H de dimensién finita, si S = {uy, ..., u, } €S una base ortonormal, se tiene para
cadaz € H :

rT=<T,U > U+ .. < T,Up > Up ;

a continuacion veremos el caso general de esto.

2.7. El teorema de las series de Fourier.

Teorema 49. (Series de Fourier):

Sea H un espacio de Hilbert separable y S = {u,, | n € N} una base ortonormal de H, (esto es, un sistema ortonormal
completo) entonces para cada = € H se tiene:

o0

:c:Z<:c,un>un;

n=1

mas aun, esta expresion de x es Unica, ya que Si

o0
Z(xnun =z, entonces a,=< T, u, > .

n=1

Definicion 50. Esta expansion se llama Serie de Fourier para x en términos de la base ortonormal Sy los escalares < z, u,, >
se llaman coeficientes de Fourier de .

Demostracién.

Paracadan € NseaY, = ({u,...,u,}), asi cada subespacio Y,, es de dimension finita y tenemos que

Proyyx :Zn:< x,u; > u; = s,(n € N) son las sumas parciales de la serie i< Ty Uy > Un,
=1 n=1
como (S) esdenso en H Ve > 0 3y esdelaformay = aju,, +, ..., +agu,, talque |z —y|| <e
por lo que siy € Yy donde N = maxz{ ny, ...,n;} tenemos que ||z — sy || < ||z — y|| < ;
Mas aun, paran > N se tiene que sy € Y,,, asi que ||z — s,|| < ||z — sn|| < € por lo que s,, — z, es decir

n
lim 5 <X, U > U = T
i=1

n—00

o n
Ahora para la unicidad sea = :Zanun, luego si Zaiui
n=1 1=1

son las sumas parciales de la serie infinita entonces (por la continuidad del producto interno),
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< Spyu; >—>< x,u; > (cuando n — o).

Pero < s,,u; >= 0 (paran < i); < s,,u; >= «; (paran > 1), en vista de que {u, }»en €S Una base ortonormal de H,

por lo tanto

Qp =< T, Up >,

hemos probado el teorema.

2.8. Igualdad de Parseval y desigualdad de Bessel.

Corolario 51. Sea H un espacio de Hilbert separable y S = {u, }2°.; una base ortonormal,
entonces para cada x € H se tiene:

l2l* =320y | < @ um > |2

Definicion 52. Esta igualdad se llama IGUALDAD DE PARSEVAL.

Ademas para z,y € H , se verifica

<@y >=Y 00 < Ty > < Y, Uy >

También se cumple esto:

k
o l<zu > < ),
i=1

cuando {uy, ..., u; } son ortonormales.

Definicion 53. Esta Ultima expresiéon se denomina DESIGUALDAD DE BESSEL .
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3. OPERADORES LINEALES Y FUNCIONALES LINEALES.

’ En esta seccion se usa material basado en: [1] capitulo 4; [2] capitulo 7; [8] capitulo IV; [10] capitulo 21.

3.1. Introduccion.

En esta seccién veremos transformaciones lineales entre espacios normados y espacios de Hilbert. Se destacan los conceptos
de operadores lineales y funcionales lineales. Entre otros resultados, veremos el teorema de la representacion de Riesz, el cual
caracteriza a las funcionales lineales en términos del producto interior.

3.2. Definiciones.
Sea L : E1— FE> una transformacion lineal entre espacios normados.

Definicion 54. La transformacién L es continua en el punto fe€ E; , si cuando la sucesion f,— f en E; se tiene que
L(fn) — L(f) en Ex.

Definicion 55. La transformacién L es continua si es continuaen f,Vf € F;.

Definicion 56. La transformacion lineal L es acotada si 3K > 0 (K < o) tal que Vf € E;

IO = Ll < K| £l 2,

Definicidon 57. La norma de la transformacién L es:

ILN = sup ;1L |2

Definicion 58. Cuando E, =F, se dice que L es un OPERADOR LINEAL ; Cuando E, =C se dice que L es un FUNCIONAL
LINEAL.

En general puede ocurrir que una funcién no es continua en algunos puntos y en otros si.

Veamos que esto no ocurre en el caso de transformaciones lineales entre espacios normados.

Teorema 59. Una transformacion lineal L : E1 — E> es continua <=-es continua en un punto.
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Demostracion.

<) Sea L continua en z¢, seaz € E; y (z),, — x una sucesion convergente a x;

Se tiene que la sucesion (x,, —  + xg) — x¢ converge en E; , luego tenemos que

|L(zy) — L(2)|| <||L(2yn — 2+ 29) — L(x0)|| — 0 cuando (n — o) , por lo tanto L es continua;

Ahora =) z¢€ F;.

Tenemos en general, que una funcion sea acotada no tienen nada que ver con que sea continua. En el caso de transformaciones
lineales entre espacios normados esto si ocurre.

3.3. Una transformacion lineal es continua si y solo si es acotada.

Tenemos el siguiente teorema:
Teorema 60. Una transformacion lineal es continua <= es acotada.

Demostracion.

<) Sea L acotada y sea (z,,) — 0 una sucesién convergente al vector cero.

Asi que ||L(z,,)||<K||zn|| — 0 (cuando n —s oo , yaque [[0| = 0), por lo tanto L es continua en el vector cero.

Por el teorema anterior se tiene que L es continua. Ahora =) Sea L continua y suponga que L no es acotada, entonces
para cadan € N 3 z,, en E; tal que ||L(z,)| > n|lz.|| -

Seay = iz (n €N), por lo tanto (y,)— 0 (cuando n — oc) al mismo tiempo que || L(yy)|| > 1V n e N.

Por lo tanto L no es continua ! ; por lo tanto L No acotada = L No continua, osea L continua = L acotada.

Observacion 61. En el caso de funciones lineales entre espacios de dimensién finita tenemos que siempre son continuas y
acotadas.

Observacion 62. Hagamos otro apunte, en lo que respecta a funciones lineales continuidad y continuidad uniforme son lo
mismo. (La continuidad uniforme dice que V ¢ > 0, 3§ > 0 tal que ésta § funciona para cualquier punto del dominio).

Sabemos que las funciones lineales entre espacios vectoriales forman ellas mismas un espacio vectorial.

Ademas la coleccion de funciones lineales acotadas forman un subespacio de éste espacio. En el caso de espacios normados
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 63. Si E; y E, son espacios normados ,se tiene que la coleccion de todas las transformaciones lineales acotadas
B(E1,E5) forman un espacio normado, con la norma definida asi:
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LN = supy -, IL(2) ]|, (L € B(Er, Er)).

Las operaciones de suma y producto por escalar se definen de manera puntual.

Definicion 64. La convergencia en B(FE;, F>) se conoce como convergencia uniforme de operadores.

En éste mismo espacio tenemos otro tipo de convergencia llamada convergencia fuerte, donde la sucesion (L,,) C B(FE1, Es),
converge fuertemente a L € B(F, E») si para cada x € E; se tiene que || L, (z) — L(x)|| — 0 cuando n — oc.
Ya que ||L,(xz) — L(z)|| < ||L. — LJ|||z| se tiene que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte.

En general la afirmacién en el sentido opuesto no es cierta. Tenemos el siguiente teorema que establece una relaciéon entre el
espacio de funciones lineales acotadas y los espacios dominio y contradominio de tales funciones.

3.4. Elespacio de Banach B(E, Es).

Teorema 65. Si E; es un espacio normado y E5 es un espacio de Banach —> B(E1, E2) es un espacio de Banach.

Demostracion.
Hay que mostrar la completez de este espacio. Sea (L,,) una sucesion de Cauchy en B(FE1, Es), (L, : By — Es) y x €Ej,

un elemento arbitrario, luego

[Lm (%) = L (@) [|[ </ L = Lall[| ]| — 0, (m, n —00)

lo que nos dice que (L, (z)) es una sucesion de Cauchy en Fs el cual es de Banach.

Por la completez de E, se tiene que existe un Unico elemento y € Es, tal que L, (z)— y, luego como «x es arbitrario en E;
esto define una funcién

L : E1—FE>, de la siguiente manera: L(z) = lim,,— oo Ly () .

Hay que ver que L € B(E4, E2) y que || L,, — L||— 0 (cuando n —»00).
Tenemos que L es una funcién lineal ya que cada L,, es lineal.
Por otro lado como las sucesiones de Cauchy son acotadas se tiene que existe una constante M tal que ||L,||< M ¥ n eN.

Luego || L(z)| = |[1impn— o0 Ln (2)||= limp— 0 || Ln(z)||< M||z|| (+ por la continuidad de cada L,,) por lo tanto
||IL(x)||<M]||z| es decir L es acotada, osea L €B(FE1, Es) .
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Ahoraseac >0y ktalque ||L, — L,,| <eparam,n >k, siz| =1y m,n>ktenemos ||L,,(z)— L,(x)||< || Lm — L.|| <&,
luego manteniendo m fijo y haciendo n —soo se tiene || L, (z) — L(z)|| < e sim >k, Vo € E; (con ||z| = 1)

por lo tanto se tiene ||L,, — L||< ¢ para m > k. Esto es

|L,, — L||— 0 cuando n — cc.

Por lo tanto (L,,)— L, en B(E,, E3) , es decir B(E,, E») es un espacio de Banach.

Por el teorema anterior tenemos que el espacio de funcionales lineales acotadas de un espacio normado F hacia el campo C
llamado espacio dual E* , es un espacio de Banach.

Tenemos ahora un teorema acerca de la extension lineal continua de una funcién lineal definida en un subespacio de un espacio
normado.

Teorema 66. Sea L una transformacion lineal continua definida de un subespacio de un espacio normado E; hacia un espacio
de Banach E-.
Entonces L tiene una uUnica extension lineal continua definida en la cerradura de su dominio.

En particular, si el dominio de L D(L), es denso en E, la extension lineal continua esta definida en todo F;.

|
Ahora tenemos descripciones del espacio nulo de una transformacion lineal acotada.
Teorema 67. Si L : F1—FE5 una transformacion lineal continua, entonces el espacio nulo
N(L)={z€E; | L(x) =0}

(3.4)

es un subespacio cerrado de F; , mas aun si el dominio de L D(L), es un espacio cerrado , entonces la grafica de L,
gra(L) = {(z, L(z)) C By xE3}
(3.5)

es un subespacio cerrado en E1 X Es.
Demostracion.

Sea (z,,) una sucesion convergente en el espacio nulo N(L), esto es z,, — x, veamos que = € N(L). Ademas tenemos que
L es una transformacién lineal continua, por lo que L preserva sucesiones convergentes.

Considere lo siguiente
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L(z,) =0,Vn €N,
luego por la continuidad de L,

0= lim L(z,)=L (lim z,)=L(z)=0

n— oo n—oo

por lo tanto, x € N(L), esto es prueba que el subespacio nulo N(L), es un subespacio cerrado.

La segunda afirmacion del teorema se sigue del hecho que el producto de espacios métricos cerrados es un espacio métrico
cerrado.

Lema 68. Si f es un funcional lineal acotado en un espacio con producto interno E , entonces dim N(f)*< 1.

Demostracion.
Si f = 0 se tiene que N(f) = E, por lo que N(f)+=10, y entonces dimN(f)*+ =0 < 1.

Ahora sea f # 0, por la continuidad de f tenemos que (teorema anterior ) N(f) es un subespacio cerrado de E , por lo que

N(f)*#0,

luego sean x|, 22 € N(f)*vectores no nulos. Como f(z1) # 0y f(z2) # 0, existe un escalar a 0

tal que f(z1) + af(z2) = 0 =f(z1 + axs) , por lo que (x + axz)€ N(f) . Por otro lado ya que N(f)* es un subespacio

(el complemento ortogonal siempre es un subespacio) tenemos que como x1y o € N(f)* se tiene que (x; + axs) € N(f)*,
por lo tanto (x1 + ax1)e N(f) NN(f)* , asique z1 + axs =0, (a 0) por lo que x1y z» son linealmente dependientes.

Por lo tanto dim N(f)t =1.

Ejemplo 69. (Funcional lineal): Considere el espacio de Hilbert H = Ls((a,b)), —00 < a < b < 0o, donde se define el funcional
lineal dado por:

b
f(z) = / «(t)dr,

si xy denota la funcion constante 1 en (a,b), claramente se tiene que f(z) =< z,z, > ademas f es un funcional acotado. A
propésito de este ejemplo tenemos el siguiente teorema importante.
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3.5. El teorema de la representacion de Riesz.

Teorema 70. Sea f un funcional lineal definido en un espacio de Hilbert H, entonces existe exactamente un elemento xqc H,
tal que

f(x) =<z 20>V H.

(3.6)

Mas aun, se tiene || f|| = ||zo]-

Demostracion.

Si f(z) =0Vz € H, se toma zyp = 0y se tiene el resultado. Asuma ahora que f # 0, por el lema 1l.7

se tiene que N(f)* = 1. Sea €N (f)*, asi para cada » € H tenemos z = x— < x, 29 > 20+ < 7, 20 > 20 ,

luego como N(f)+ es subespacio tenemos que < x,zy > 2o € N(f)* y asi debe ser que x— < x, 29 > 29 € N(f) , esto por el
lema Il.7 .

Luego entonces f(x— < x, 2y > z9) = 0 esto significa que f(z) — f(< x,20 > 29) =0,

osea f(z) = f(< x,20 > 20) = < x,20 > f(20) = f(20) < x,20 >= <x,m> , por lo tanto f(z) =< z,z9 > Vo € H,
donde x = zof(20) -

Ahora la unicidad, suponga que 3z, € H tal que f(x) =< z,z; > Vz € H , entonces < z,x9g —x1 >=0Vz € H ,

en particular tenemos < zg — x1, 79 — 1 >= 0 como esto solo es posible cuando zy — ;1 = 0 tenemos que zg = 1 .
Por altimo || f|| = supjz=1]f(x)| = supjz=1| < z,20 > | < sup|z=1{/lzl||zoll} = |lzo]| , (por la desigualdad de Cauchy)

por lo tanto || f|| = ||zo]| -

Sabemos que el espacio dual de un espacio normado es un espacio de Banach (ya que el campo K es un espacio completo),
en particular lo es el espacio dual H* de un espacio de Hilbert H .

Ademas por el teorema anterior se tiene que existe un isomorfismo entre H y H*, esto dado mediante x —— z( (con la notacién
del teorema anterior ), el elemento z se llama el representante de f .

Notamos que la funcién dada por f(x) =< zo,2 > donde z, (# 0) es fijo, no es una funcion lineal, en vista de que
flax + By) = < xg, ax + By > = af(x) + Bf(y) . Tales funcionales son llamadas antilineales.
A continuacién se presentan algunos ejemplos de operadores lineales en espacios de Hilbert.

Los operadores lineales en espacios normados son muy importantes para representar cantidades fisicas, de ahi la importancia
gue tienen en las matematicas aplicadas y en fisica-matematica.
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3.6. Ejemplos de operadores lineales en espacios de Hilbert.

Ejemplo 71. El operador identidad y el operador multiplo escalar de la identidad.

Un ejemplo sencillo de un operador lineal en un espacio de Hilbert H, es el operador identidad, éste es el que deja fijo a cada
elemento asi: I(z) =z, Vo € H.

Otro operador es el operador nulo O(x) = 0, el cual asigna a cada elemento del espacio el vector cero.

Ambos operadores son acotado (continuos ) ya que ||I|| =1, ||O|| = 0. El operador multiplo escalar de I es (al)(z) = au.
Ejemplo 72. Un operador lineal en C™.

Sea A un operador lineal en C™ y {ey, ..., e, } la base de los vectores estandar.
Considere 4, j € {1,2,..,n} y defina a;; =< Ae;,e; >, asiparacadax = 3 7_, Aje; € C" tenemos que Az = Y 7_| \;Ae; ,
luego

< Ax,e; >= Z?:l Aj < Aej,ep > =30 jauj); .

Asi cada operador en el espacio de dimension finita C™ puede ser representado por una matriz de («;)nxn Y Viceversa.
Este es el isomorfismo que existe entre los operadores lineales en el espacio C™ y las matrices de n x n.

Sea A el operador representado por («;;), entonces

JAIl < /S0 5 a2,

es decir A es acotado.

Ejemplo 73. El operador diferencial.

Un operador muy importante es el operador diferencial: D(f) = f’, el cual esta definido en el espacio de funciones diferencia-
bles.

Considere al operador diferencial en el espacio F1 = {f € Lo([—7,w]) | f' €La([—m,7])}, con la norma

I£l = (/W f(x)|2dx) * y la sucesion fu(z) = sen(nz), (n = 1,2, ..).
Tenemos que

1

it = ([ tsenturpar) = v

—T
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DSl = (/ ncos(nx)|2daz> "/, por o tanto | D £l = nl full,

es decir, el operador diferencial no es acotado.

Ejemplo 74. El operador integral.

Otra clase de operadores es el operador integral 7' dado por:

b
(Tx)(s):/ K(s,t)x(t)dt,

(3.7)

donde a y b son finitos o infinitos y la funcién K estéa definida en (a,b) x (a,b). Esta funcién K se llama el ntcleo del operador,
el dominio del operador integral depende de la funciéon K.

b b
Si / / |K (s,t)|?dtds < oo, se tiene que el operador T es acotado en Ly([a,b]) y
a a

b b
T||<\// / |K (s, t)|? dtds,

yaque VY z € Ly([a,b]) tenemos (por la desigualdad Cauchy-Schwarz),

/ab K(s,t)x(t)dt st </ab(/ab K(s,t)|2dt/ab l2(8) 2 dt)ds,

b
Tz :/

b b b
g/ / |K(s,t)|2dtds/ |l () 2dt,

por lo tanto

b b
IT2l< Jlz \/ | [ im0 das

el operador T' es acotado.

Ejemplo 75. El operador multiplicacién.

Sea z €C([a, b]) y sea A un operador definido en Ly([a,b]) asi: (Ax)(t) = z(t)x(¢), por definicidn tenemos que es lineal. La
funcion z es llamada el multiplicador.
Luego
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b b
el = [ 0Pl <m0 [ a0t

por lo tanto

sl < mix ()]«

el operador multiplicacion es acotado.

La notacion producto AB en el contexto de operadores tiene el sentido de la composicion de funciones: (AB)(z) = A(B(x)) .
En general no se tiene que AB = BA , por ejemplo en el espacio de funciones diferenciales en R los operadores Af(xz) =
ef(x)y D= i,

tenemos AD # DA .

El cuadrado de un operador A se define como A? = A(A(z)) = AA(z) , luego de manera inductiva: A™ =A"~!, paran = 0 esto

es A° = I es operador identidad. Es natural esperar que el producto de operadores acotados sea acotado esto lo veremos un
teorema posterior.

El espacio de operadores acotados de un espacio de Banach E, B(FE, E) =8B(F) (y por lo tanto lo mismo sucede si E es
espacio de Hilbert) es un espacio de Banach, ademas en B(£) también se tiene definido un producto de operadores AB, en
este caso se dice que B(E) es un ALGEBRA DE BANACH.

Definicion 76. Un éalgebra de Banach M es un espacio de Banach donde ademas de las operaciones usuales de espacio

vectorial ,

se tiene definida una operacion llamada producto de vectores : M x M — M.

Teorema 77. El producto AB de operadores acotados es acotado, ademas || AB||<||Al|||B]|.

Demostracion.
Sean Ay B operadores acotados en un espacio normado E. ||A|| =K , ||B|| =K3 luego ||ABz||<K,||Bz| <K K|z| , Vac E.

Veamos a continuacién en detalle un poco de los funcionales llamados bilineales y sus formas cuadraticas asociadas.

3.7. Funcionales bilineales y formas cuadraticas asociadas.

En esta seccion se usa material de: [1] capitulo 4; [8] capitulo Ill, [10] capitulo 21.

Definicion 78. (Funcional Bilineal):

Un funcional Bilineal ¢ en un C— espacio vectorial E es una funcion ¢ : F x E —C que satisface dos condiciones:
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’L) QZS(OC.’EI + 51.27?/) = a¢($1,y) + Bd)(l.va)y

”) d)(xaayl + ByZ) = a¢($7y1) +B¢(Iay2) ’ VOZ,IBGC yvz7xlam2ay7y17y2€(c-

Notamos que un funcional bilineal es lineal en el primer argumento y antilineal en el segundo.
Nota : Algunos autores usan el término sesquilineal, y en cambio usan el término b:lineal cuando es lineal en los dos argu-

mentos.

Ejemplo 79. El producto interior es un funcional bilineal.
Por lo que todo lo que se dice de un funcional bilineal se aplica para el producto interno en un espacio dotado de éste.

Ejemplo 80. Sean A y B operadores lineales en un espacio con producto interno E, entonces las funciones siguientes son
funcionales bilineales:

¢1(l’,y) =< Axvy >a
¢2(l‘,y) =< J},By >,
Qﬁg(%,]}) =< AIaBy >.

Ejemplo 81. Sean f, g funcionales lineales en un espacio vectorial E, entonces ¢(z,y) = f(z)g(y) es un funcional bilineal en
E.

Veamos a continuacién la siguiente definicién en cuanto a funcionales bilineales.

Definicion 82. Sea ¢ un funcional bilineal en el espacio E.

a) ¢ se llama funcional bilineal simétrico si ¢(z,y) = ¢(y,z) Vz,y € E.

b) ¢ se llama funcional bilineal positivo si ¢(z,x) >0, Vxz € E.

¢) ¢ se llama funcional bilineal estrictamente positivo si ¢(z,z) > 0 Va # 0.

d) Si E es un espacio normado, el funcional bilineal ¢ es acotado si |¢(xz,y)|<K||z|/||y| , paraalgun K >0y Vz,y € E.

La norma de un funcional bilineal acotado es:

ol = sup |p(z,y)l
lzll=llyll=1

(3.8)

Observamos que para un funcional bilineal acotado ¢ en E se tiene: |¢(z,y)| <||¢|/l|z]|||y|- También notamos que el producto
interno es un funcional bilineal estrictamente positivo.

Si f = g en el ejemplo iii) se tiene que ¢ es simétrico y positivo; Si los operadores A y B en el ejemplo i) son acotados,
tenemos que ¢4, ¢2, p3 son acotados.

También en el ejemplo 7i7) si los funcionales f y g son acotados, entonces el funcional bilineal ¢ es acotado.

Tenemos ahora la definicion siguiente que tiene que ver con las funcionales bilineales.
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Definicion 83. Sea ¢ un funcional bilineal en el espacio vectorial E.

La funcién ®(x) : E— C definida por

®(z) = ¢(x,x),
(3.9)
es llamada Forma Cuadratica asociada a la funcional bilineal ¢.
Una forma cuadratica en un espacio normado E es acotada si existe una constante K > 0 tal que
|®(x)|<K]|z||? Vz€ E.
(3.10)

La norma de una forma cuadratica se define como:

1 = \|Sl\|1£)1|¢)(x)‘.

(3.11)

Un funcional bilineal y su forma cuadratica asociada estan relacionadas de manera similar a la relacién que existe entre el
producto escalar y la norma asociada a éste, dado por ||z|* =< z,z >.

Teorema 84. (Identidad de Polarizacion): Sean ¢ y ® un funcional bilineal y su forma cuadratica asociada respectivamente en
el espacio vectorial E, asi se cumple lo siguiente:

dp(z,y) = ®(x +y) — P(xz — y) +iP(x + iy) —iP(x —iy) , Va,y € E.
(3.12)

Corolario 85. Sean ¢, y ¢ funcionales bilineales en el espacio E tales que ¢1(x,x) = ¢2(x,x) Vae E,

entonces se tiene que ¢1 = ¢9, es decir ¢1(x,y) = ¢a(z,y) , Yo,y € E .

De manera similar , si A y B son operadores en FE tales que < Az,x >=< Bz,z >Vx € E',tenemosque A= B.
Demostracion.

Si ¢1(z,z) = ¢o(x,x) Vo € E , se tiene que sus formas cuadraticas asociadas son iguales ®; = ®, , luego por el teorema

anterior tenemos que

¢1(x,y) = d2(z,y). En el caso de los operadores , hacemos ¢1(z,y) =< Ax,y >y ¢a2(x,y) =< Bx,y > .
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Teorema 86. i) Un funcional bilineal ¢ en un espacio E es simétrico <= su forma cuadratica asociada ® es real.

i1) Un funcional bilineal ¢ en un espacio normado E es acotado <—=-su forma cuadratica asociada ®es acotada, mas aln :
[ < lloll < 2/[@]].

i44) Si un funcional bilineal ¢ en un espacio normado E es simétrico y acotado, entonces para su forma cuadratica asociada
dse tiene:

o]l = ([l

Teorema 87. Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert H, entonces el funcional bilineal definido por:

P(x,y) = <z, Ay > es acotado y [|A|| = [|¢]|.

Demostracion.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para z,y € H tenemos |¢(z,y)| < | < z, Ay > | < ||z|||| Ayl < [|Allllz]yll,
por lo que ¢ es acotado y ||¢| < ||A]l-

Por otro lado , ||Az||? = | < Az, Az > | = |¢p(Az, z)| < ||A||||6]|||z]|, asi que para Az # 0 se tiene ||Az| < [|o||]|z|.

Ademas para Az = 0 la desigualdad es cierta, por lo tanto || A| < ||¢||- Asi concluimos que || A|| = ||#]].

Teorema 88. Sea ¢ un funcional bilineal en un espacio de Hilbert H, entonces existe un unico operador acotado A en H tal
que:

oz, y) =<z, Ay >Va,y € H .
(3.13)

Demostracion.
Para cada fijo y € H ¢(x,y) es un funcional lineal acotado en H, por el teorema de representacion de Riesz

existe un unico Aye H tal que ¢(z,y) =< z, Ay > Vo € H , hay que probar que el operador definido por y — Ay es acotado
en H.

Sean z,y1,y2 € Hy o, 8 € C, luego
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<z, Alayr + By2 >=¢(x, ayr + By2) = ad(x,y1) + Bé(x,y2) = < z,aAys + BAy2 >,

ademas se tiene la linealidad A(ay1 + By2) = aAy; + Ay, . Hay que mostrar ahora que A es acotado, como tenemos que ¢
es acotado tenemos

| <, Ay > | = [o(x,y)| < kll[l[lyl],

estoparak >0y x,y € H, en particular para x = Ay, se obtiene:

[Ay|1? = | < Ay, Ay > | = |¢(Ay, y)| <k Ay]lllyl,

por lo que para Ay # 0 ||Ay| < k||y|| ademas esto también esto se satisface para Ay = 0,
esto prueba que A es acotado.

Ahora para probar la unicidad notamos que si < z, Ay >=< z, By > Vz,y€ H, esto implica que A = B por un corolario anterior.

Para ver el teorema de Lax-Milgram tenemos la siguiente definicién.

Definicion 89. Un funcional bilineal ¢ en un espacio normado E se llama eliptico si existe una constante £ > 0 tal que Vx € E,

kl|lz|? < é(z, ),

(3.14)

Notamos que el producto interno es un funcional bilineal eliptico, ya que cumple la igualdad con k = 1.
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4. OPERADORES ADJUNTOS Y AUTOADJUNTOS.

A continuacién se usa material basado en: [1] capitulo 4; [2] capitulo 7; [3] capitulo VI; [7] capitulo 8; [8] capitulo IV;
[9] capitulos 3y 8; [10] capitulo 22 y 23; [13] capitulos Il y III; [14] capitulo 7.

4.1. Introduccion.

En esta seccion, veremos que dado un operador acotado A, siempre es posible referirnos a otro operador llamado el adjunto
de A. Veremos los conceptos de operador normal, isométrico, unitario y positivo. Entre estos operadores, se destacan aquellos
que cumplen la condicién de ser iguales a su adjunto, estos son los operadores autoadjuntos.

Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert H , para cada fijo xq € H el funcional lineal definido en H por:

f(l') =< Ax»l'o >,

es acotado . Luego por el teorema de representacion de Riesz existe un unico yo € H tal que

flz) =< =x,y0 > Vo € H. Esto es < Ax,xo >=< x,y9 > Va € H.

De esta forma tenemos un operador que hace la asignacién zo — o , y lo denotamos por A*.

E_sto esta bien definido en vista de la unicidad del elemento 1, que le corresponde a z, por el teorema de representacion de
:(Ijzsni:éls es lineal ya que esta dado en términos del operador A y el producto interno.

De esta forma se tiene < Az, y >=< z,A*y > Vz,y € H .

A proposito de este hecho, tenemos la existencia del siguiente operador muy importante.

4.2. El operador adjunto de un operador acotado.

Definicion 90. Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert H, el operador A* : H — H definido Vx,y € H por:

< Az,y >=<z, A%y >

sellama OPERADOR ADJUNTO de A .

Proposicion 91. Como consecuencia de la definicion de operador adjunto se tienen las siguientes propiedades para cuales-
quiera operadores A y B, (a€C).
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(A4 B)* = A* + B*

(aA)* =aA*
(A =4
I"=1
(AB)* = B*A*.
(4.3)
Teorema 92. El operador adjunto A*de un operador acotado A, es acotado. Ademas
IAll = [[A*[ly [|A=A] = [|A]I*.

(4.4)

]

En general A* # A, por ejemplo considerando H= C2?y A(zy, z2) = (0, z1), luego
< A(z1,22), (Y1,y2) >= 1172 ; < (z1,22), A(y1,y2) >= x271 , tenemos en general que z172# 277 -

En el caso de que ambos operadores sean iguales tenemos la siguiente definicién.

4.3. Operadores autoadjuntos.

Definicion 93. Si A = A* , es decir < Az, y >=< z, Ay > Vz,y € H , el operador A se llama OPERADOR AUTOADJUNTO
6 HERMITIANO.

Nota : Algunas veces se distingue entre operador autoadjunto y operador Hermitiano, en algunos textos el operador Hermitiano
A = A* tiene como dominio D(A) C H , cualquier subconjunto del espacio de Hilbert H , mientras que el operador autoadjunto
A = A* tiene como dominio D(A) = H.

Ejemplo 94. Un operador lineal A en C” lo representamos por una matriz (a;;), para que A sea autoadjunto es necesario que

(aij) = (aj:).

Una matriz que satisface tal igualdad se llama Hermitiana.

Ejemplo 95. Sea A el operador en Ly([a, b]) definido por: (Ax)(t) = tz(t), luego como
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b b
< Az,y >:/ te(t)y(t)dt = / x(t)ty(t)dt =< x, Ay >,

vemos que el operador A es autoadjunto.

Ejemplo 96. Considere al operador A en L, (R) definido por (Az)(t) = e~ I*lz(t) , este operador es acotado (continuo) y ademas:

o0

< A,y >= / et (t)y(t)dt :/ x(t)[e~Itly(t)]dt =< =, Ay >, por lo que A es autoadjunto.

— 00 — 00

Teorema 97. Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert H, se tiene que los operadores: A*A =T, y A+ A* =T,
son autoadjuntos.

Demostracion.

Vz,y € H se tiene
<Tiz,y >=< A*Ax,y >=< Az, Ay >=< 1, A*A >=< z, Ty >;

luego,

<Thz,y >=< (A+ A%)z,y >=<z,(A+ A"y > =<z, (A+ A"y >=< z,Thy >;

asi que ambos operadores son autoadjuntos.

Teorema 98. E/ producto de dos operadores autoadjuntos es autoadjunto <= los operadores conmutan.

Demostracion.

—) Sean A y B operadores autoadjuntos , < ABz,y >=< Bz, Ay >=< x, BAy > por lo que el producto es autoadjunto si
AB = BA.

<) Sea AB autoadjunto , entonces de la igualdad anterior se tiene que AB = (AB)* = BA , los operadores conmutan.

Corolario 99. Si el operador A es autoadjunto, también lo es un polinomio en A:

anA™ + ...+ a1 A+ apl,
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donde los coeficientes son reales , «,, ..., ag €R.

En la definicion del operador autoadjunto A* se asume que el dominio de A es todo el espacio H.
La existencia y unicidad del operador adjunto A* es garantizada por el teorema de representacion de Riesz .

En la practica suele tratarse con operadores cuyo dominio es un subespacio de H, por ejemplo el operador diferencial.
En tal caso se define el operador adjunto asi: Sean A: D(A)— H y B: D(B) — H operadores , D(A), D(B)C H donde sin
perder generalidad se supone que D(A) y D(B) son subespacios vectoriales.

Entonces B se llama un adjunto del operador A si: < Az,y >=< z, By > Vax € D(A) y Vy €D(B) , en este caso el adjunto no
necesariamente es Unico.

En el caso que D(A) sea denso en H, el adjunto si es Unico. (Ver seccién de operadores no acotados).

Ejemplo 100. Considere al operador diferencial D, definido un subespacio propio de L»(R), de las funciones diferenciables en
R, cuya derivada es de médulo cuadrado integrable. En este caso se tiene lo siguiente (ver seccién 10.7.)

< Dz,y >:/OO (%x(t)) Wdt = _/00 x(t) (%W) dt = /00 x(t)(—%y(t))dt =<zx,—Dy >,

esto esque —D = D*.

A proposito de este ejemplo, veamos la siguiente.
Definicion 101. Un operador A se llama ANTIHERMITIANO si —A* = A.

El operador diferencial definido en el ejemplo anterior es antihermitiano, ya que —D* = D.

Ejemplo 102. Ahora considere al operador T' = i (%) en el espacio de las funciones diferenciables en L, (R), cuya derivada

multiplicada por ¢, es de modulo cuadrado integrable. En este caso se tiene lo siguiente: (ver seccion 10.7.)

<Tx,y >:/OO i (La(t)) y(t)dt = —i/oo x(t)(%@) dt :/00 z(t) (idy(t))dt = <z, Ty >,

—00 —00 —o0

por lo que T es autoadjunto.

Ahora pasamos a una caracterizacién de los operadores acotados en términos de operadores autoadjuntos.
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4.4. Operadores acotados como suma de operadores autoadjuntos.

Teorema 103. Para cada operador acotado T en un espacio de Hilbert H, existen unicos operadores autoadjuntos A y B tales
que

T=A+iB;T*=A—-iB.

Demostracion.

Sea T un operador acotado , considere A = (T +T*)y B = (T — T*).
|

(De inmediato nos remitimos a lo que sucedeconzyzenC,z=a+ib;zZ =a—ib, a,be R). NOomeros complejos y reales;
Operadores acotados y autoadjuntos.

El siguiente teorema es de importancia en la investigacién de propiedades espectrales de operadores autoadjuntos.
Teorema 104. Sea T un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H , entonces

|IT(| = sup,,,_,| < Tz,z>|.

(4.7)
Demostracion.
Sea M = sup,,,_,| <Tz,z > |, luego si |[z|| = 1 se tiene

| <Ta,x > | <[[Tx|||z]| = |T=||<|T|l|=]|= [T esto implica que M <|T|;
Por otro lado, sea = € H tal que Tz# 0, defina « = \/W yz= % luego se tiene
|Tz|?> =< T(az),z > = < T(az +2),az + 2 > — < T(az — 2),az — z >] <EM(|lax + 2| + [|az — 2|?) =
sM(Jlaz]® + [[2]]*) =3 M[a?||z]? + 5| T2|]?] = M||z||||T|| , por lo que ||Tz||<M]z|
ademas esta desigualdad es trivialmente satisfecha para 7'z = 0, por lo tanto||T||< M . Podemos concluir que
|T|| =M = sup,,,_,| <Tz,z>]|.
|

Veamos a continuacién el caso cuando un operador es invertible.
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4.5. Operador inverso.

Definicion 105. (Operador inverso):

Sea A un operador definido en un subespacio vectorial D(A) de E, un operador B definido en el rango de A R(A), se llama
operador inverso de A si:

ABzx = z,Vx € R(A)y BAx = x,Vx € D(A) .

Un operador que tiene inverso se llama invertible. El inverso de A se denota por A~! .

Si un operador tiene inverso, éste es Unico, ya que si By B> son inversos de A,
B; = B1(AB3) = (B1A)By = Bs.

Tenemos el siguiente teorema acerca de propiedades algebraicas de los operadores inversos, notamos que es un teorema
propio del algebra lineal.

Teorema 106. Se verifican los siguiente incisos.

a) El inverso de un operador lineal es lineal.
b) Un operador A es invertible siy solo si Az = 0 implicaz =0 .

¢) Si un operador A es invertible y x4, ..., z,, son vectores linealmente independientes, entonces los vectores Az, ..., Az, son
linealmente independientes.

d) Si Ay B son operadores invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~! = B~1A~L.

Ejemplo 107. (Inverso no acotado)

Sea E = I y defina al operador A por: A(wy,z2,...) = (G, 55 By ey 225 00),

ey T 9t

luego como

oo 2 oo
A ze )l = X, 22 < ST [l = i@, 22,

se tiene que A es un operador acotado.

También A es invertible cuyo inverso es:

A=Y@y, 29, ...) = (71,229, 373, ...),
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pero A~! no es acotado, ya que considere en [, la base estandar (e,,) en cuya coordenada n-ésima tiene 1y 0 en las demas.
Asique |le,|| =1y ||A e,]| = n, por lo tanto A~! no es acotado.

Notamos que si E es de dimension finita, el inverso de cualquier operador invertible es acotado, ya que los operadores lineales
en espacios de dimension finita son acotados.

Veamos el siguiente teorema acerca del inverso de una transformacion lineal.

Teorema 108. Sea A : X — Y, una transformacion lineal entre espacios normados, la transformacién lineal inversa A=,
existe y es acotada en el rango de A R(A), si y sélo si

Ellz|| < ||Az|, Yz € X, para alguna k > 0.

Demostracion.
:})

Se tiene que la transformacion lineal A~ existe en R(A) y es acotada, esto significa que existe alguna constante M > 0, tal
que

A~ Az < M| Az,
por lo tanto,

i llll < [l Az]l,

1

al poner k = 7, tenemos el resultado.

Ahora
)

Veamos que en este caso la transformacion lineal A=! existe en R(A), para esto basta mostrar que A es inyectiva. Sea « tal
que Az = 0, luego

k||z| < 0, por lo que, ||z|| = 0,

por lo tanto = = 0, de esta forma A es inyectiva, por lo tanto A~! existe en R(A).
Ahora veamos que A~! es acotada, tenemos por hipétesis la desigualdad Vz € X, (k > 0), k||z|| < ||Az]|, luego sea y € R(A),
de esta forma, para alguna = € X, se tiene 2 = A=y, por lo que

KlA™ |l < [A(A™ y)ll, osea A1yl < gllyll,

esto vale Vy € R(A), tenemos asi que A~! es acotada.
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Veamos lo siguiente.

Teorema 109. Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert H tal que R(A) = H ,

Si A tiene inverso acotado entonces el adjunto A* es invertible y (A*)~! = (A71)*.

Corolario 110. Si un operador acotado autoadjunto A, tiene inverso acotado A=, entonces A~ es autoadjunto.

Demostracion. (A=1)* = (A*)~1 = A~L.

4.6. Operador normal.

Definicion 111. (Operador normal): Un operador acotado T se llama Operador Normal si conmuta con su adjunto, T*T = TT™*.

(Notamos que todo operador autoadjunto es normal ) .

El siguiente teorema nos ayuda a encontrar operadores normales que no son autoadjuntos.
Teorema 112. Un operador acotado es normal <= ||Tz|| = | T*z| Yz € H.

Demostracion.

=) Tenemos < T*Tx,z > = < Tz, Tx >= | Tz||* luego como T es normal se tiene
<T*Tz,x >=<TT*z,x >=< T*z,T*x >= ||T*z|?,
por lo tanto
1Tz = [|Tz||?, asi que | T*z|| = ||Tz].
Ahora <) tenemos que ||T*z| = ||Tz|| es decir
<Trzx, Tz >=<Tzx,Tx >=<TT 'z, x >=<T*Tx,x >Vxr € H.

Por el corolario 85 tenemos que T*T = TT™*.

Notamos que la condicion ||Tz|| = ||T*x|| es mas fuerte que ||T|| = || T*||
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Ejemplo 113. (Operador normal no autoadjunto): Sea H un espacio de Hilberty sea Tz = iz Vx € H,

como T*z = —iz tenemos que T* = —T', por lo que T' no es autoadjunto .
Por otro lado, ||T*x| = || — iz|| = | — i|||z|| = ||z|| Vz € H, también ||Tz|| = ||iz| = |i|||z|| = ||z|| Vz € H,
por lo tanto 7" es normal.

Ahora tenemos los siguientes teoremas referentes a operadores normales.

Teorema 114. SiT es normal, = (oI — T') es normalVa € C .

Demostracion.

Sea T normal , luego como (af — T)* = (@l — T*) tenemos

(al — T)(al —=T)" = (al —T)(@l — T*) = |a|?T —aT — aT* + TT* = (al — T)*(al —T).

Teorema 115. Sea T un operador acotado en un espacio de Hilbert H y sean A y B operadores autoadjuntos en H tales que
T=A+1iB,

se tiene que T es normal <= Ay B conmutan.
Demostracion.
=) Sea T es normal , como T* = A — iB tenemos que TT* = (A +iB)(A —iB) = A + B? —i(AB — BA)

también se tiene T*T = (A — iB)(A+iB) = A2 + B2+ i(AB — BA) , como T es normal debe ser que AB — BA =0, esto es
AB = BA.

Ahora <) se asume que AB = BA , luego por las igualdades anteriores se tiene TT* = A% + B* = T*T , por lo que T es
normal.

4.7. Operador isométrico.

Definicion 116. (Operador Isométrico): Un operador acotado en un espacio de Hilbert H se llama Isométrico si

ITz|| = ||z|| V= € H.
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Ejemplo 117. (Operador isométrico): Sea (e, )nen Una base ortonormal en un espacio de Hilbert H, para

(o)
T = anl Ap€n

sea A el operador dado por

oo
Ax =3 apenii,

de este modo, A es lineal y ademas

[Az[|* = 3202 an]? = [|z]?

n=1

por lo que A es isométrico.

Tenemos ahora la siguiente caracterizacion de los operadores isométricos.
Teorema 118. Un operador acotado T en un espacio de Hilbert H es isométrico < T*T =1 ,en H.

Demostracion.

=) Se tiene que T es isométrico, esto es ||Tz| = ||z|| Vx € H, luego

<T*Tzx,x >=<Tx,Tx >=<z,x >Vxr € H,

asi que por el corolario 85, tenemos que T*T =1 .

Ahora <) se tiene que T*T = I , entonces

| Tz|| = V<Tz,Tx > =< z,TTx > = /<z,x > = |z

por lo tanto T es isométrico.

Notamos que los operadores isométricos preservan el producto interno < Tz, Ty >=< z,y >, en particular

rly<=TzlTy.

Tenemos ahora la siguiente definicién.

70



4.8. Operador unitario.

Definicion 119. (Operador unitario): Un operador acotado en un espacio de Hilbert H se llama unitario si 7*T = TT* = I en
H.

(En esta definicion es importante que el dominio y rango de T sea todo el espacio H ).

Pasamos a dar una caracterizacion de los operadores unitarios.
Teorema 120. Un operador T es unitario < T es invertible y T* = T~1.

Demostracion.

=) Sea T unitario , es decir

T*T =TT* =1, por lo tanto T es invertible y de la unicidad del operador inverso tenemos que 7! = T*.
Por otro lado

)
se tiene que T esinvertibley T* =T, asique T"T =T 'T =1 =TT ' =TT* =1,

por lo tanto T' es unitario.

|
Corolario 121. Para un operador unitario T se tiene:
i)T es isomeétrico,
i1)T es normal,
iii)T*y T~ son unitarios.
|

Cabe senalar que no necesariamente un operador normal es unitario, para ver esto basta considerar un operador autoadjunto
A, con || Al # 1.

Ejemplo 122. (Operador unitario): Sea H el espacio de Hilbert de las sucesiones de numeros complejos
(..x_2,x_1,%0,T1, T2, ...) tales que ||z|| = > |z, |* < oo,

con el producto interno definido por: < z,y >= """ z,¥n,

defina el operador T por: Tz, = x,_., asi T es invertible ya que T~ 'z,, = z,,,1, ademas
< T"E, y> = ZO_OOO xnflyin = Zo_ooo TpYnt1 = < xaTily >

lo que implica que T* = T~!, por lo tanto 7" es unitario.
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4.9. Operadores positivos.

’ En esta parte se usa material de: [3] capitulo VI; [4] capitulos 22 y 23; [14] capitulo 7.

Definicion 123. (Operador positivo): Un operador A se llama positivo si es autoadjunto y < Az, z >> 0Vz € H.

Ejemplo 124. Sea ¢ una funcién continua no negativa en [a, b], considere al operador multiplicacién A en Ls([a, b]) definido por
Ax = ¢x, veamos que es positivo.

Para verificar esto sea x € Ly([a, b]), luego

b b
< Az, x >:/ d(t)x(t)z(t)dt = / o(t)|z(t)|?dt> 0,
el operador A es positivo.

Ejemplo 125. Sea K una funcién continua positiva definida en [a, b] x [a, b], el operador integral 7" en Lz ([a, b]) definido por:

b
(Tx)(s):/ K (s, t)x(t)dt,

es positivo ya que
b b o bopb
<Tuw >=/ / K (s, D (t)z(D)dsdt :/ / K (s,t)|e(t)2dtds > 0¥z € Lo([a, b)),

Veamos que podemos tener siempre operadores positivos cuando tenemos operadores acotados.

Teorema 126. Si A es un operador acotado en un espacio de Hilbert H —> los operadores AA* y A* A son positivos.

Demostracion.
Tenemos Vo € H

<AA*z x> =< Atz A*x >= |A*z||? > 0; < A* Az, 2 > = < Az, Az >= || Az||? > 0.

Teorema 127. Si A es un operador positivo invertible en un espacio de Hilbert H — A~! es positivo.
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Demostracion.
Vy € D(A~Y) 3z € H tal que y = Az, luego

<Ay y>=< A 'Ax, Ax > = < z, Az >> 0.

Para indicar que un operador A es positivo se escribe A > 0; si la diferencia (A — B) de operadores autoadjuntos es un operador
positivo escribimos A > B de esta forma:

A>B<— <Ax,x> > < Br,z >Vx € H.
Esta relacion tiene las siguientes propiedades:
SiIA>ByC>D= A+C>B+D.
SiA>Bya>0(aeR)=aA>0.

SiIA>ByB>C = A>C.

Teorema 128. Si A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H, con ||A|| <1 = A < I.

Demostracién.

Como ||A|| < 1, tenemos Vz € H,

<Az,z> < Az < <z > = < Iz,2 >,

Corolario 129. Si A es un operador positivo en un espacio de Hilbert H — Ja > 0 (o € R) tal que a A < 1.

Ejemplo 130. El producto de dos operadores positivos no necesariamente es positivo. Considere en R? los operadores defini-
dos por las matrices:

A= < 10 > y B = ( ! 1 ) tenemos que ambos operadores son positivos, pero el producto AB no es positivo.

0 0 1

A continuacién tenemos un teorema que garantiza que el producto de algunos operadores positivos sea positivo.
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Teorema 131. E/ producto de dos operadores positivos A y B que conmutan en un espacio de Hilbert H es un operador
positivo.

Demostracion.
Por definicion de operador positivo, el operador A es autoadjunto, es decir < A%z, 2 > = < Az, Az > > 0.

Asumiendo que el operador A no es el operador nulo, considere los operadores dados por:
Alzﬁ! A2:A1_A%a AB:AQ—A%,....7 AnJrl:An_A%,

de la definicion, vemos que estos operadores A,, son autoadjuntos.
A continuacién veamos que 0 < A,, < 1, Vn € N, probaremos esto por induccion sobre n.

Para n = 1, considere que Vx € H,

<(l1-A)z,z>=<z,2>—-<Aix,c>=<uz,0>— m <Az,x >><z,>— HlTHHAHH:cHQ:O.

por lo tanto, (1 — 4;) > 0.
Ahora, supongan que vale el resultado para n, es decir, se verificaque 0 < A4, < 1.

Probemos que vale para (n + 1); para esto, como A,y = A, — A2, usando la hipétesis de induccién, tenemos que
(A2(1—Ap)z,z) = (1 — Ay)Apz, Ayz) >0,

por lo que

A2(1-A,) >0.

También tenemos que

A, (1= A% >0.
Luego, como la suma de operadores positivos es un operador positivo, se tiene
AZ(1—A,) + A, (1—A4,)2 >0.

efectuando operaciones esto es,

A2 — A3+ A, —2A2+ A3 =A, — A2 =A,11>0.
Luego, como A2 > 0y por hipdtesis de induccion tenemos que (1 — A,,) > 0, se tiene esto
(1-A,1)=1-A,+ A2 >0,

por lo tanto
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0<A4,<1,vneN.

Ahora, de la definicion de A,, vemos que
A = A% + A,
similarmente,
Ay = A + A% + As,
también

Ay = AT+ A3+ + A2+ Ay

por lo que podemos establecer que

S AT =Ar— A < Ay
=1

(4.10)

Luego entonces, como A es autoadjunto, para n € N se cumple lo siguiente,

<Z A, a:> = Z (Ajw, ) = Z (Ajz, Ajz) < (Arz,x) .

i=1 =1

Esto significa que la sucesion monétona

{ﬁ; IIAixI2}

es acotada, por lo tanto su limite existe, por lo tanto, el i-€simo término de esta serie convergente tiende a cero,
||A;x]| — 0, cuando i — co.

En consecuencia, usando la ecuacién (4.10),

D Alw=(Aix— Appiz) — Agz,

i=1

cuando n — oo.

Ahora por hipétesis tenemos que el operador B conmuta con A, por lo que conmuta con cualquier A,,, asi tenemos lo siguiente:
(yaque 4, = HTI?H )

(ABz,z) = (| Al A1 Bz, z) = ||A]| (A1 B, ) = [|A[| (BAyz, z) = [|A] <Blimn—>oo ZA5L$> =

i=1
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| Al|lim,— o (BAZ2, z) = || Al|lim,— o (BAjz, Ajz) .

Luego, como B > 0, tenemos que < BA;x, A;x > > 0,Vi € N,
por lo tanto,

< ABxz,x > >0,

el operador AB es positivo.

Corolario 132. Sean A y B operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H, siA < B — AC < BC

para cualquier operador positivo C' que conmuta con Ay B.

El siguiente teorema nos proporciona propiedades de los operadores positivos analogas a propiedades de los nimeros reales.

Teorema 133. Sean A; < A, < ... < A, < ... operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert H tales que

A A, = ALA, YVm,n e N.

Si B es un operador autoadjunto en H tal que A, B = BA,y A, < BVYne N —=

3 un operador autoadjunto A en H tal que:

lim Ape =AxVee Hy A, <A< BVneN.

n—oo

(4.11)

Demostracion.

Defina C,, = B — A,, , asi los operadores C,, conmutan entre si, ademas C; > Cy > ... > 0

luego por el teorema 130, para n > m los operadores (C,, — C,,)Cy, y Cy.(C,, — Cy,) sON positivos.
Tenemos que < C2,z,x >>< C,,Cpz,x >>< C2z,x > Vo € H asi para un arbitrario pero fijo z € H,

(< C%x,x >) es una sucesion decreciente de nimeros no negativos la cual converge, asi que

lim < C,,Chr,z >= lim < C2x, 2 >,

n,m—oo n—oo
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por lo que

|Cmz — Cpz||? =< Cppx — Crx, Cppz — Crx >=< (Cy, — Cp)2x, 0 >=< C2 v, > -2 < 0, Cpwyx > + < C2x,2 >— 0

(n,m — 00) .

Por lo tanto (C,z)es una sucesiéon de Cauchy para cada = € H (fijo), consecuentemente (C,z) y (A,z) son sucesiones

convergentes para cada x € H.
Ademas el operador definido por

Ar = lim A, zx,
n—oo

es autoadjunto (ya que cada A, es autoadjunto) y por ultimo también se tiene A, < A< BVneN.

En vista de los operadores positivos tenemos la siguiente definicién.

4.10. Operador raiz cuadrada de un operador positivo.

Definicion 134. (Raiz cuadrada): Una raiz cuadrada de un operador positivo A es un operador autoadjunto B que satisface
B? = A.

Teorema 135. Todo operador positivo A tiene un tnico operador positivo raiz cuadrada B; mas aun, B conmuta con todo
operador que conmuta con A.

Demostracion.
SeaA>0ya>0(xcR)talque a?A < I, éste a existe por corolario 129,
definaTy =0y

Toi1 =T, + 3(0?A—=T2), (n=0,1,2,...).

(4.12)

Notamos que los T,, son operadores autoadjuntos, ya que son polinomios en A con coeficientes reales, ademas éstos conmutan
con todo operador que conmute con A,

en particular

T. Ty, =T,,T, Yn,m.

Luego para cada n € N tenemos

I - Tn+1 == %(I - Tn)2 + %(I - OZZA) Y Tn—i—l - Tn - %((I - Tn—l) + (I - Tn))(Tn - Tn—l)s
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por éstas igualdades tenemos que 7,, < I Vn € Nademas Ty < Ty < ... < T, < ...;luego Ty = 3a*A>0=T,,
luego si T, — T,,—1 > 0, se tiene que 75, — T, > 0.

Ahora por el teorema 133, la sucesion (7;,) converge a un operador autoadjunto positivo 7', asi tomando el limite n — oo en la
formula recursiva definida en (4.12) tenemos

T=T+L(a*A-T?2),estoes (L17)° = A.

1
«
_ T
Denotemos por B =

asi el operador B es positivo y B2 = A, ademas el operador T;, (Vn € N) conmuta con todo operador que conmuta con A, por
lo que T'y B también lo hacen.

Ahora hay que mostrar la unicidad, sea C' un operador positivo tal que C? = A, luego como C conmuta con A, C' conmuta con
B.

Seaz € Hyseayy,=(B-C)z,luego
< Byo,yo > + < Cyo,yo >=< (B + CO)yo,yo >=< (B + C)(B — C)z,yo >=< (B> = C*)z,y0 >=0

como By C son operadores positivos tenemos que < Byg, yo >=< Cyo, yo >= 0.

Luego si D es un operador positivo raiz cuadrada de B tenemos

| Dyo||> =< D?yo, yo >=< Byo,yo >= 0,

asi que Dyg = 0y también By, = D(Dyy) = 0, de manera analoga podemos probar que Cyg = 0.

Por lo tanto,

|Bz — Cz|? =< (B - C)*z,2 >=< (B —C)yo,z >=0Vz € H,

por lo tanto B = C.

4.11. Operadores de proyeccion ortogonal.

’ En este tema se usa material de: [1] capitulo 4; [2] capitulo 7; [3] capitulo Ill; [4] capitulo 22; [9] capitulo 3.

De la seccidon 2 sabemos que si S es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, para cada x € H existe un Gnicoy € S
tal que = = y + z con z € S*. De esta manera cada subespacio cerrado induce un operador en H tal que a cada « le asigna el
Unico vy .

A proposito de este hecho, veamos la siguiente definicién.

78



Definicion 136. (Operador proyeccion ortogonal): Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,

el operador P definido en H por:
Pr=y,siz=y+zconycSyzecSt

(4.13)

se llama operador proyeccion ortogonal sobre S

o simplemente proyeccién sobre S.

El vector y se llama proyeccién ortogonal de z sobre S. De la descomposicién de z =y + z

(y €S, z€ St) tenemos que < Pz,xr — Pr >=0Vr € H.

De la unicidad de la definicion = = y + z, se tiene que el operador proyeccion es lineal.

Ya que por el lema 45 tenemos que y = Proysx <= (x — y) LS.

De la férmula de Pitagoras tenemos que ||Pz||?> = ||ly||> = ||=||* — ||z||*< ||=||?, el operador proyeccidn es acotado,

ya que se verifica || P|| < 1.

Tenemos el operador cero cuando S = 0, cuando S no es el espacio nulo tenemos que ||P|| = 1 yaque paraz € S Pz = .

El operador identidad I lo tenemos cuando S = H.

Ejemplo 137. (Operador proyeccion): Sea {ej,es,...} una base ortonormal de un subespacio cerrado S de un espacio de
Hilbert H.

(o]
El operador proyeccién P sobre S es : Pz :Z< z,e, > e,. En particular si la dimensiéon de S esunoy v € S con |v|| =1 se
n=1

tiene que Px =< z,v > v.

Ejemplo 138. Sea H = L([—w, n]), para cada = € H se tiene una representacién como = = y + z, donde y es una funcioén par
y z una funcién impar.

El operador Pz = y es la proyeccion sobre el subespacio de las funciones pares, éste operador puede representarse asi:

Pz =Y <@,¢, > ¢n,donde ¢o(t) = 4=y ¢n(t) = J=cos(nt), (n = 1,2,...).

n=0

0 si t<0

Ejemplo 139. Sea H = Ly(|—n, «]) y sea P el operador en H definido por: (Px)(t) = { ) si t>0
X S

asi el operador P es la proyeccion sobre el subespacio de las funciones que se anulan en ¢ < 0.
Para dar una caracterizacion de los operadores de proyeccién ortogonal, veamos la siguiente definicion.
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Definicion 140. (Operador idempotente): Un operador T se llama idempotente si 72 = T.

De la definicion vemos que cada operador proyeccion es idempotente, ya que para = € S la proyeccion sobre el subespacio S
es la identidad Px = .

Luego como Px € S Vx € H, se tiene que P(Pz) = P?x = Px ,Vx € H, esto muestra que todo operador proyeccion es
idempotente.

Por otro lado considere al operador 7' en C? definido por T'(z,y) = (x — y,0), éste operador es idempotente. Por otro lado se
tiene esto:

< T(z,y),(z,y) —T(z,y) >= 2y — |y|?, asi T(z, y) no necesariamente es ortogonal a (=, y) — T'(z,y) y por lo tanto 7' no es una
proyeccion.

4.12. Operadores de proyeccion ortogonal: caracterizacion de estos.

Teorema 141. Un operador acotado es un operador proyeccion < es idempotente y autoadjunto.

Demostracién.

=) Ya hemos visto que la proyeccion es un operador idempotente, veamos que es autadjunto.
Sean Pz = y1 Y Pxo = ys luego

< Pxy, 20 >=<y1,22 >=< y1,¥y2 >=< 21,Y2 >= < 71, Pas >

por lo tanto P es autoadjunto.

<) Sea T un operador autoadjunto idempotente en el espacio H, defina: S = {« € H| T = =}, como T es un operador
acotado se tiene que S es un subespacio cerrado de H.

Para probar que T es un operador proyecciéon veremos que Tz € Sy« — Tz € S+, Va € H.
El hecho que Tx € S Vx € H se tiene porque T idempotente . Ahoraseaz € Hy z € S,

luego

<z—Tr,z>=<x,2>—-—<Tr,z>=<zx,2>—<x,2>=0,

por lo tanto T' es una proyeccion ortogonal sobre el subespacio cerrado S.

Corolario 142. Si P es un operador proyeccion sobre un subespacio de un espacio de Hilbert H —
< Pz,x >= ||Pz||*> Vz € H.
Demostracion.

Por el teorema anterior tenemos < Pz,x > = < PPz,x > = < Pz,P*z > = < Pz,Px > = ||Pz||? Vx € H.
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Ejemplo 143. (Proyeccién complemento): Si P es un operador proyeccion sobre un subespacio cerrado S, tenemos que I — P
es el operador proyeccion sobre el subespacio S+.

Asi se tiene que S+ = {x|Px = 0}, al operador I — P suele denotarse por P+ y llamarse proyeccién complemento.

En general la suma de dos operadores proyeccidon no es una proyeccion, por ejemplo si P es un operador proyeccidon no-cero
tenemos que P + P = 2P no es una proyeccion. Ya que ||P + P|| = 2, ya sabemos que la norma de una proyeccion es < 1.

Por otro lado la suma de proyecciones P + P si es un operador proyeccion. Tenemos la siguiente definicién acerca de
operadores proyeccion.

Definicion 144. (Proyecciones ortogonales): Dos operadores proyeccion Py @ se llaman ortogonales si PQ = 0.
Notamos que para dos operadores proyeccion Py @ tenemos: PQ = P*Q* = (QP)* por lo que PQ =0 <= QP = 0.
Teorema 145. Dos operadores proyeccion Pr : H — R y Ps : H — S, son ortogonales <= R1S .

Demostracion.
=) Tenemos que PrPs =0,siz € Ryy € Stenemos < z,y >=< Prz, Psy >=< z, PRPsy >= 0, por lo tanto RLS .
<) Ahora tenemos que RS, siz € H se tiene que Psx € Sy asi PsxL R. Por lo tanto se tiene Pr(Psz) =0Vz € H

por lo tanto las proyecciones Pr y Ps son ortogonales.

[ |
Veamos el siguiente resultado en el caso de suma de operadores proyeccion.
Teorema 146. La suma de dos operadores proyeccion Pr y Ps es un operador proyeccion <= PrPs = 0;
en tal caso se tiene:
Pr + Ps = PREBS .
(4.14)

Demostracion.

=) Tenemos que Pg + Ps €s una proyeccion, por lo que

Pgp+ Ps = (Pr+ Ps)Q = PIQ% + PrPs + PsPr + ng = Pr + PrPs + PsPr + Ps,

= PrPs + PsPr =0,
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luego multiplicando por la izquierda la igualdad anterior por (Pg) tenemos

PrPs + PrPsPr =0

(4.15)

ahora multiplicando por la derecha (Pgr) se tiene: PrPsPr + PrPsPr =0
osea

9PrPsPr = 0

(4.16)

asi por (4.15) y (4.16) tenemos que PrPs = 0.

<) Ahora tenemos que las proyecciones Pr y Ps cumplen PrPs = 0 lo que implica que PsPr = 0, de esta forma se tiene
(Pr + Ps)? = Pr + Ps esto es que Py + Ps es idempotente.

Ademas es autoadjunto porque es suma de autoadjuntos, por lo tanto la suma Pr + Ps €s una proyeccion.

Por otro lado para x € H tenemos Pz := Prx + Pszx € R® S, masalnsixz =x; +x3,C0nx; € Ry zo €5, se tiene
Pr = Prx+ Pszx =21+ 22 =,

por lo tanto P es laidentidad en R ¢ S. Esto es Pg + Ps = P

RGBS "

4.13. Producto de operadores de proyeccion ortogonal.

Teorema 147. El producto de dos operadores proyeccion Pr y Ps es un operador proyeccion <= PrPs = PsPg;
en este caso se tiene PrPs = P,,

ns*

Demostracion.
=) Tenemos que el producto de dos operadores proyeccion PrPs = P es un operador proyeccién, por lo que P* = P,
y de este modo tenemos

PrPs = (PpPs)* = P;P}, = PsPr.
<=) Ahora tenemos PsPr = PrPs, luego (PrPs)* = (PsPr)* = P} P4 = PrPs por lo tanto P = Pr Py es autoadjunto,
ademas

P? = (PrPs)? = Pr(PsPgr)Ps = Pp(PrPs)Ps = PAP3 = PpPs = P,
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es decir que P es autoadjunto e idempotente
por lo tanto P es un operador proyeccion.

Por otro lado Vx € H se tiene

Px = PR(Psx) = Ps(PR.’L‘),

esto es Pz € SN R, mas aun Va € SN R tenemos Px = Pr(Psx) =Prx = x, asi se obtiene que P = PrPs = P, .

Teorema 148. Sean R y S dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H, y Pr y Ps sus respectivos operadores
proyeccion. Las siguientes condiciones son equivalentes :

a) RCS.
b) PsPg = Pr.
C) PRPS = PR.

d) | Pral < | Psz| Vo € H.

e) Pr < Ps.

Demostracion.

a) = b) Se tiene R C S, luego Prx € S Vx € H, por lo que PsPrx = Pgz.

b) = ¢) Tenemos PsPr = Pg , asi que Pr = P}, = (PsPgr)* = P} P§ = PrPs.

¢) = d) Asuma que PrPs = Pg, luego tenemos || Prz|| = ||PrPsz| < || Prl|||Psz| < ||Psx|-

d) = a) Suponga que d) se cumple y que a) no, asi se tiene que 3= € R tal que = ¢ S, escribimos z =y +zcony € Sy
ze St

asi tenemos que z # 0 yaque z ¢ S, luego ||Prz||? = ||ly|I* + ||z]1? > |ly||*> = || Psz||?, lo que contradice d)
por lo tanto R C S.

e) = a) Tenemos para cualquier operador de proyeccion ortogonal lo siguiente: ||[Ez||> = < Ez,Ez > = < Ez,z >

por lo tanto,

| Prz||®> = < Ppz,z > < < Psz,z > = || Psz|*.

C):>6) PrPs = PsPr = Pg, Iuego paraz € H,

< Psx,x > — < Ppx,x > =< Psx,x > — < PsPrr,x > =< (Ps(l — Pgr)z,x >

luego, como Pg y Ps conmutan, también conmutan Ps y (1 — Pg), es decir
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Ps(1 — Pg) = Ps — PsPr = Ps — PrPs = (1 — Pg)Ps,

por lo tanto, usando el teorema 146 tenemos que el operador producto Ps(1 — Pr) es un operador de proyeccion ortogonal,

podemos concluir lo siguiente:

< Ps(1 = Pgr)x,x > = < Ps(1 — Pgr)x, Ps(1 — Pp)x > = ||Ps(1 — Pr)z[* >0

en definitiva, se tiene el resultado

< (Pg — PsPr)x,x > =< (Ps — Pgp)z,x > =< Psz,z > — < Prz,x > >0,

< Psz,x > > < Prx,x >,
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5. OPERADORES COMPACTOS.

A continuacién se usa material basado en: [1] capitulo 4; [2] capitulo 8; [3] capitulo; [7] capitulo 8 y 9;
[10] capitulos 23 y 24.

5.1. Introduccion.

Los Operadores Compactos constituyen una clase muy importante de Operadores Acotados. Entre otras cosas, el concepto
fue originado por la teoria de ecuaciones integrales de segunda clase.
Para estos operadores, en una seccion posterior se dara una representacién en términos de sus vectores propios.

Definicion 149. (Operadores compactos): Un operador A en un espacio de Hilbert H se llama Operador Compacto

(6 completamente continuo) si para cada sucesion acotada (z,,) en H, la sucesion (Ax,,) contiene una subsucesion convergen-
te.

Ejemplo 150. Todo operador en un espacio de Hilbert de dimensién finita es compacto, ya que cada operador A en C™ es
acotado y por tanto continuo.

Por lo que si (z,,) es una sucesién convergente en C", la sucesion (Azx,,) es acotada en C", luego por el teorema de Bolzano-
Weierstrass (Az,,) contiene una subsucesion convergente.

5.2. Los operadores compactos son acotados.

Teorema 151. Los Operadores Compactos son acotados.

Demostracion.

Si el operador A no es acotado, entonces existe una sucesion (z,,) tal que ||z,|| = 1 Vn € Ny ||Az,| — oo, por lo que la
sucesion (Ax,,) no contiene una subsucesion convergente, por lo tanto A no es compacto.

Asi hemos mostrado que A no acotado implica A no compacto; es decir, A compacto implica A acotado.

Claro que no todo operador acotado es compacto.

Ejemplo 152. El operador identidad I en un espacio de Hilbert H de dimension infinita no es compacto, aunque si es acotado.
Ya que considere una sucesion ortonormal (u,) en H, la cual es acotada, luego se tiene que la sucesion (Iu,) = (uy,) no
contiene una subsucesion convergente. Asi que I no es compacto.

Ejemplo 153. Sean y y » elementos fijos de un espacio de Hilbert H , defina Tz =< z,y > z, sea (x,) una sucesion acotada.
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Esto es ||z,|| < M Vn € Ny para alguna M > 0, luego tenemos
| <@ny > [ < [lzallllyl < Mllyll,

(estas desigualdades tienen lugar en el espacio métrico completo R)
por lo que la sucesion (< z,,,y >) tiene una subsucesion convergente (< z,,,y >).

Denotemos el limite de esta sucesion por «, asi que Tz, =< zp,,y > z — az cuando i — oo,
por lo tanto, 7' es un operador compacto.

Ejemplo 154. Un ejemplo importante de operador compacto es el operador integral T en Ls([a, b]) definido por:

b
(Tx)(s) :/ K(s,t)z(t)dt , donde K es una funcién continuay —oco < a < b < oo .

Mostremos que este operador es compacto. Sea (z,,) € La([a, b)) tal que ||z,|| < M Vn € Ny para alguna M > 0,

luego

b
|(Tx,)(s)] S/ |K (s, )z (t)|dt <M mazx|K(s,t)|vVb— a.

Asi que la sucesion (T'z,,) es uniformemente acotada (la cota no depende de T'z,,, Vn); mas aun, para si, sz € [a, b] tenemos

b b
(T (51) — (T ) (s52)] < / |K<s1,t>—K(sz,t>||xn<t>|dt<\/ / K (s1,) — K (5o, 1) 24t

<M+vb—a m{é}gHK(sl,t) — K(s9,1)],
tela,

luego como K es uniformemente continua, debido a que es continua en el compacto [a, b] X [a, b]

(la continuidad uniforme requiere que Ve > 0, 3§ > 0 tal que ésta § = §(¢) vale para cualquier punto del dominio
de la funcién K)

se tiene que la sucesion de funciones (Tx,,) en Lo ([a, b]) €s una sucesion equicontinua.

(Una sucesion de funciones (f,,) es equicontinua si en la condicién Ve > 0, la 6 = §(¢) vale Vn € Ny para cualquier punto del
dominio de f,.)

Por lo tanto podemos aplicar el teorema de Arzela - Ascoli,

’ Ver [7] capitulo 6.
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y concluir que la sucesion (T'z,) contiene una subsucesion uniformemente convergente, lo que a su vez implica que ésta
subsucesion converge con la métrica del espacio Ls([a, b]).

Asi concluimos que para cada sucesion acotada (z,,) en La([a, b]) la sucesion de imagenes bajo el operador T', (Tx,,) tiene una
subsucesién convergente. Por lo tanto T es un operador compacto.

Ejemplo 155. Sea S un subespacio de dimension finita de un espacio de Hilbert H, se tiene que el operador proyeccion Ps es
un operador compacto. Esto en vista de la completez del subespacio de dimension finita S.
Teorema 156. La coleccion de todos los operadores compactos en un espacio de Hilbert H forman un espacio vectorial.

Demostracion.

Este resultado se sigue del hecho de que el limite de la suma de sucesiones convergentes, es la suma de los limites, al igual
que el limite del producto de un escalar por una sucesion convergente, es el escalar por el limite de dicha sucesion.

Teorema 157. Si A es un operador compacto en un espacio de Hilbert H y B un operador acotado en H — los operadores
AB y BA son compactos.

Demostracién.

Sea (x,) una sucesion acotada en H, como B es acotado tenemos que la sucesion (Bz,) es acotada, luego como A es
compacto tenemos que la sucesion (ABxz,,) tiene una subsucesion convergente.

Por lo tanto AB es compacto.

Ahora como A es compacto, la sucesién (Ax,,) tiene una subsucesion convergente (Ax,, ), luego como B es acotado (continuo)
se tiene que la sucesion (BAz,, ) es convergente, por lo que BA es compacto.

A proposito del ejemplo anterior, veamos el siguiente operador.

5.3. Operador de dimension finita.

Definicion 158. (Operador de dimension finita): Un operador se llama de dimension finita si su rango es de dimensién finita.

Teorema 159. Un operador de dimension finita es compacto.

87



Demostracion.
Sea A de dimension finita y sea {z1, ...z} una base ortonormal del rango de A, defina T,x < Az, z, > z, paran = 1, ...k.
Luego como Tz = < Ax, 2z, > 2z, =<, A%z, > Zn,

se tiene que los operadores T;, son compactos (por el ejemplo anterior), por lo tanto

es compacto, en vista del teorema 156.

5.4. Ellimite de operadores compactos es compacto.

Teorema 160. SiTy,T>,... son operadores compactos en un espacio de Hilbert H y ||T,, — T'|| — 0, cuando n — oo, para

algun operador T en H —> T' es compacto. (Limite de compactos es compacto.)

Demostracion.

Sea (z,,) una sucesion acotada en el espacio H, como T es compacto tenemos que existe una subsucesion (z1 ) de (z,,) tal
que (T1z1,,) €s convergente.

De manera analoga la sucesion (T»x1 ,,) contiene una subsucesion convergente (Thzs ).
En general para k > 2 sea (zy ,,) la subsucesion de (zx—1 ) tal que (T ) €S convergente.

Considere la sucesion (z, ) la cual es una subsucesion de (z,,), podemos poner z,,, = z,, (donde m, es una sucesion
creciente de niumeros naturales )

asi tenemos que la sucesion (Txx,,, ) converge Vk € N.

Veremos que la sucesion (T, ) €s convergente. Sea ¢ > 0, como ||T,, — T'|| — 0, existe k € N tal que
[Th = T < 55>

donde M es la constante que existe por hipétesis ||z, | < M, Vn € N.

Luego sea ki € N tal que || Txzm, — Thxm,|| < § , Vn,i > ki, asi que

1Tz, — Tom,|| < | Tom, — Tem, | + 1Tem, — Tetm, || + | Tetm;, — TTm, || < % + % + % =&
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esto para suficientemente grandes i, n.

Por lo tanto (Tx.,,, ) es una sucesion de Cauchy en el espacio de Hilbert H, por lo tanto es una sucesion convergente. Por lo
tanto el operador 17" es compacto.

|
Corolario 161. El limite de una sucesién convergente de operadores de dimensidn finita es un operador compacto.
Demostracion.
Los operadores de dimension finita son compactos.

|

Ahora veamos la siguiente propiedad que se tiene acerca del adjunto de un operador compacto.

5.5. El adjunto de un operador compacto es compacto.

Teorema 162. E/ adjunto de un operador compacto es compacto.

Demostracion.
Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert H y sea (z,,) una sucesion acotada en H, esto es ||z, || < M ,¥n € N.

Defina y,, = T*z,, ,n = 1,2,...; como T* es acotado, tenemos que la sucesién y,,, es acotada . Como T es compacto se tiene
que existe una subsucesion (yy,) de (y,), tal que (T'yx, ) converge en H, luego para n, m € N se tiene :

Yk = Uk, 1> = I T*2p,, — T* 2, |I? = < T*(x4,, — Tk, ), T* (2, — Tk

m n)> =

<TT*(zk,, — Tk, ), (Tk,, —zk,) > < || TT* (2K, — 28,2k, — 28, | < 2M || Tyg,,, — Ty, || — 0

cuando n, m — oo,

por lo tanto (yx,) es una sucesién de Cauchy en el espacio de Hilbert H, por lo tanto converge en H, por lo tanto 7*es un
operador compacto.

A continuacién el objetivo es demostrar el Teorema que establece que UN OPERADOR T EN UN ESPACIO DE HILBERT
H ES COMPACTO <= cuando < z,,y > — <uz,y> (Vy € H), se tieneque T'z,, — Tz .

Esta es una caracterizacién de los operadores compactos en términos de la convergencia débil.
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La convergencia fuerte en un espacio con producto interno es precisamente la convergencia dada por la norma que deriva del
producto interno.

Esto es (z,,) — z, de manera fuerte si ||z,, — z|| — 0, cuando n — oc.

Por otro lado la sucesion (x,,) converge de manera débil a = en el espacio H, (z,) —, = ,SiVy € H
se tiene que < z,,y > — < z,y > cuando n — oo.

La condicién de convergencia débil se puede escribir asi: < x,, — z,y > — 0 cuando n — oo, Vy € H.

Para tal caracterizacion de los operadores compactos en términos de la convergencia débil necesitamos los siguientes resulta-
dos.

5.6. Series absolutamente convergentes en espacios normados.

Teorema 163. Un espacio normado E es completo < toda serie absolutamente convergente, converge.

Demostracion.

—) Sea E un espacio de Banach, suponga que z,, € £, Vn € Ny que lexnll < 0.
n=1

Defina

Spn =1+ .. +Tp, (n=1,2,..)

mostraremos que (s,) es una sucesion de Cauchy, sea £ > 0y k un entero positivo tal que
o0
> llaall <,
n=k+1
luego si m > n > k tenemos

o0
[$m = snll = [|Tnt1 + .. + 2| < Z 2| <e.
r=n+1

Esto prueba que (s,,) es una sucesion de Cauchy en E, como E es completo, tenemos que la sucesion (s,,) converge en E.

o0
Como (s,,) esta definida como sucesion de sumas parciales tenemos que la serie Zmn es convergente.

n=1
Ahora <)

sea E un espacio normado en el cual cada serie absolutamente convergente, es convergente.

o0 o0
(Una serie » ", es absolutamente convergente si ) _ [, < o).
n=1 n=1
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Hay que probar que el espacio E es completo. Sea (z,,) una sucesioén de Cauchy en E, asi para cada k € N existe i, € N tal
que

|z — 2n|l < 27%, para m,n > i,

sin perder la generalidad podemos suponer que la sucesion de indices (i,,) es estrictamente creciente.
o0
Como la serie Z(mml — xz;, ) es absolutamente convergente, se tiene que es convergente

k=1
(esto usando la hipétesis), asi que la sucesion x;, = x;, + (x5, — 24,) + ... + (2, — x4,_,) €S convergente a un elemento « € E,

consecuentemente
lzn — 2l < llzn — 2, + (|20, — 2| — 0,

cuando n — oo, ya que es una sucesion convergente (y de Cauchy), por lo tanto E es un espacio de Banach.

Teorema 164. Sea E un espacio normado y sea (x;;) i, j € N una matriz infinita de elementos de E. Si
a) h'm Tij = 0,VjeN.
1—00

o0
b) toda sucesion creciente de indices (k;) tiene una subsucesion (m;) tal que: lim meixm]. =0,
1—00
j=1

entonces lim z;; = 0.

1—00

Demostracion.

Suponga que lim z;; # 0, entonces existe una sucesion creciente de indices (k;) y algun ¢ > 0 tal que ||z, || > ¢, Vi € N.
1—> 00

(o]
Por b), la sucesion (k;) tiene una subsucesion (m;) tal que: lim Y "z, m; = 0.
1—00
=1

Notamos que cada renglén y cada columna de la matriz (z;,,.,,) converge a cero.

Ahora sea r; = m1, luego sea r» el primer subindice que cumple r, > r; y tal que
”wmi?“l” < i ’vmi >ry y ”thQH < %
A continuacion sea r3 el primer subindice tal que 73 > r5 con

[T || < § VMg > 713y ||zl < 5, paraj =1,2.
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En el n—ésimo paso sea r,, el primer subindice tal que r,, > r,_1,

[Zmir s |l < %’ Vm; > rn Yy ”xrﬂnH < 2”% s J=12,..,n—1

Continuando de esta manera construimos la matriz infinita (z.,,,) tal que ||z, || < 5757 , Vi # j.

oo
Luego en vista de b) tenemos que (r;) tiene una subsucesion (s;) tal que lim stisj =0.
1—00
j=1

Ahora considere la matriz (z,,s,), asi para cada i € N tenemos

00
szisj =||Ts;s; + Z‘/Esisj > ||m5i5i|| - stisj > Hxsisi” - Z HxSiSjH > %
j=1

i#j i i

o0
Esto es imposible, pues lim § z,,s, = 0, esta contradiccion prueba el teorema.
1— 00 -
j=1

5.7. Elteorema de Banach — Steinhaus; Acotacion uniforme.

Teorema 165. (Banach-Steinhaus): Sea F una familia de transformaciones lineales acotadas de un espacio de Banach X en
un espacio normado Y.

Siv x € X 3 una contante M, tal que |T(z)|| < M, VT €¢ F — 3 M > 0talque|T| < M,VT € F.

Demostracion.
Suponga que no existe tal M > 0,
entonces existen Ty, T'a, ... € F , Y 21, %2, ... € X tales que ||z, || < 1,Vn € Ny | T, (z,)|| — o0, Si n — 0.

Luego para alguna sucesion creciente de indices (k,,) debemos tener que

15 Tk, () = 1.

Ahora considere la matriz infinita (x;;) definida por:

zi; = (%) Tk, (%), i,7 €N,
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o0 (o)

luego como la serie Z (%) es absolutamente convergente, (esto es que la serie ZH % || es convergente) y el espacio X es
j=1 j=1

completo, por el teorema 163, tenemos que es convergente.

Asi que, 3z € X tal que

luego
> <1 Tk > Xy
N = - Il =1 R -1 <
me - Z ZTk7 97 =3 Tki Z 27 - L||Tk7(z)|| < 7
j=1 j=1 j=1
o0
donde C es una constante que depende de z. Por lo tanto tenemos que lim Z:ru = 0 . Notamos que el mismo argumento
11— 00
j=1
se cumple para la matriz infinita (2.,,,) donde (m;) es una sucesion arbitraria creciente de indices , como lim =0,Vj € N

1—00

asi se cumplen las hipétesis del teorema 164, por lo que se tiene:

lim 1 T}, 5% = lfm x;; = 0. Pero esto contradice (5.1) por lo tanto debe existir M > 0 tal que | T|| < M ,VT € F.
71— 00

71— 00

]
5.8. La convergencia fuerte implica la convergencia débil.
Lema 166. La convergencia fuerte (x,,) — x, implica la convergencia débil (x,,) —, =, con el mismo limite.
Demostracion.
Sea (z,) — =, esto es ||z, — x| — 0 cuando n — oo, por la desigualdad de Schwarz tenemos
| <zp—xz,y > | < |z, — z|/||y|| — 0 cuando n — oo,
por lo tanto < x,, — x,y >— 0 cuando n — oo Yy € H. Por lo tanto (z,,) —, z, se tiene convergencia débil.
]

En general la convergencia débil no implica la convergencia fuerte. Veamos bajo que circunstancias la convergencia débil
implica la convergencia fuerte.
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Teorema 167. Si(x,) —,, x, converge débilmente y ||z, || — ||z| = (z,) — = .

Demostracion.
Tenemos que < z,,y >—< x,y > Yy cuando n — oo , por lo que < z,,, 7 >—< z,7 >= |z .

Luego

|ln —z||? =< 2p — 2,20 — 2 >=< T, Ty > — < T, & > — < T, Ty > + < 2,0 > =

[2n]? = 2Re < xn, x> +z* — ([|z]|* = 2[Jz]|* + [|z]|*) =0,
cuando n — oo.

Por lo tanto, lim ||z, — z|| = 0, es decir se tiene convergencia fuerte.
n—oo

Tenemos ahora el siguiente lema.

Lema 168. Sea S un subconjunto de un espacio con producto interno H tal que (S) es denso en H, si (x,,) es una sucesion
acotada en H tal que

< Typ,y >—r< x,y >cuandon — oo Vy € S,

entonces (x,) —, .
Demostracion.

Como tenemos que < x,,y >—< x,y >, Yy € S, se tiene que < x,,y >—< x,y >, Vy € (S).

Ahorasea z € Hye >0, como (S) = H, existe yo € (5) tal que ||z — yo| < 357, donde M cumple lo siguiente,
lzall < M ¥n €Ny [|lz]| < M.

Como < xp,y >—< 2,y >, Yy € (5), existe np € Ntal que | <z, 50 > — < 2,50 > | < §, ¥n > np; consecuentemente para
n > ng se tiene:

|<zp—z>—-<zz2>|<|<xp,2>—<Tp,Yo> |+ | <Tpyyo>—<zyo> |+ | <zyyo>—<wy2> | <

lznllllz = yoll + 57 + l2llllvo — 2ll < M35 + § + M35 =,

esto vale para cualquier z € H y Ve > 0, podemos concluir por lo tanto que (z,,) —, x, 0sea se tiene convergencia débil.
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Lema 169. Sila sucesion (x,,) —, =, converge débilmente en un espacio de Hilbert H, —> 3 M > 0 tal que
|zn]| < M, Vn € N.

Demostracion.
Sea (z,,) —,, x una sucesion débilmente convergente en un espacio de Hilbert H, defina para n € N: f,,(z) =< z, 2, >,
por lo tanto f,, : H — C es un funcional lineal acotado Vn € N, (Teorema de representacion de Riesz).

Luego como Vz € H la sucesion (< z, z, >) es convergente se tiene que es acotada, esto es IM, > 0 tal que
[fu(@)| =] <x,20 >|< M, ,¥neN.
Asi que por el teorema 165, existe una constante M > 0 tal que
[fall <M, ¥n €N,
asi ahora se tiene
[fn(@)] =1 <220 > | < [lz]l]lzn]]
por lo que podemos concluir que Vz € H, || fn|l < ||zn]|-
Por otro 1ado |f,,(z,)| = | < pn, 2y > | = ||z.]|? @si que || f,.|| = ||zx] , por lo tanto tenemos en definitiva ||z, || < M , Vn € N.
|

Ahora estamos en condiciones de presentar a continuacién la caracterizacion de los operadores compactos en un espacio de
Hilbert en términos de la convergencia débil.

5.9. Caracterizacion de los operadores compactos en términos de la convergencia débil.

Teorema 170. Un operador T en un espacio de Hilbert H es compacto < cuando (z,,) —,, x, se tiene que Tz, — T'z.

Demostracion.

=) Sea T un operador compacto, asuma que (z,) —, =y que Tz, - Tz, asi que existe ¢y > 0y una subsucesion (z, ) de
(z,) tal que

Tz, —Tx| > eo, ¥n € N.
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Como la sucesion (xy, ) converge débilmente a z, por el lema 169, tenemos que es acotada. Por la compacidad del operador T
la sucesion (T'xy, ) tiene una subsucesion convergente (T'x,,, ). Por otro lado Vy € H se tiene

<Txp,y>=<zx,, Ty > — <z, T*y >=<Tx,y >

asi que
(Txy,) —,, Tz, aligual que (Tz,,,) —, Tx;
ademads también sabemos que la subsucesion (T'z,,, ) converge fuertemente. Sabemos que la convergencia fuerte implica a la
débil y es el mismo limite.
Esto es (T'z,,,) — Tz, pero esto contradice (5.2) por lo que se tiene la implicacion de ida.
<) Ahora asuma que el operador T es tal que cuando (x,) —, z, esto implica que T'z,, — Tz. Sea (z,) una sucesion

acotada arbitraria en H, queremos mostrar que (T'z,,) tiene una subsucesion convergente, es decir que T' es un operador
compacto.

Sea (e,) una base ortonormal en Hy ||z,|| < M Vn € N, luego como
‘ < Zp,€1 > | < HZIL”HelH <M,vneN,

esto es que < z,,e; > es una sucesion acotada en C, asi tenemos que la sucesion (z,,) tiene una subsucesion (z ,,) tal que
< z1,n,€1 > €S convergente.

De igual manera
| < z1n,62 > < MVneN,
la sucesion (z,,,) tiene una subsucesion (z ,,) tal que < z3 ,,, e2 > es convergente, de esta forma podemos construir sucesiones
(zmmn), m=1,2,... tales que:
(1) (#m+1,n) €S Subsucesion de (z,, ,) Vm € Ny

(2) el limite lim < 2z, p, € >, €Xiste ¥Ym € N.
n— oo

Ahora defina: x,, = 2, n, n = 1,2, ... ; asi (x,,) s una subsucesién de (z,,) y el limite nh_}rr;@ < Tp,em >, existe Vm € N. Veamos
que (z,,) converge débilmente.

Defina ap = lim < ap,ex >, k=1,2,...
n— oo

l oo
Paral,n € Ntenemos Y | < zp e > 2 <Y | < e > |2 = [|lzn||> < M?, luego haciendo n —» oo tenemos
k=1 k=1

l

Z o |* < M2,

k=1
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luego cuando I — oo, se tiene que

oo

> okl < M2

k=1

o0
Ahora defina z = Z arey, de este modo, Vm € N se tiene
k=1

< Ip,m > — < 2,8y >=

oo

< Xp,Cm > — <Zakek,em > =
k=1

< Xpylm > — < Qmem, €m > = (< Tpy € > —ay) — 0,

cuando n — oo. Por lo tanto < z,,, e,, >—< 2, e, >, Vm € N cuando n — oc.

Luego como el espacio vectorial ({e1, e, ...}) €s denso en H, por el lema 168 se concluye que (z,) —, z, por lo tanto
(usando la hipétesis), tenemos que

Tx, — Tz

y esto significa por la construccién que se hizo, que para cualquier sucesion (z,), la sucesion (T'z,) tiene una subsucesion
convergente.

Es decir, T' es un operador compacto.

Corolario 171. SiT es un operador compacto en un espacio de Hilbert H y (x,,) es una base ortonormal en H —

lim Tz, =0.

n—oo

Demostracion.

Las bases ortonormales son débilmente convergentes a 0, esto es

lim <2, — 0,y >=0Vy € H.
n—oo

Ya que Vy € H,
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00
Y=Y <Y T > Tm,
m=1
y como

0 si m#n
< T, Ty >= )
1 st m=n

se tiene

oo oo oo

0 st m#n
< Tn,Y >:<xn7§ <Y, Tm > Ty >:( E <Y, Tm >)<I7,,I7n>:(§ <Y, Tm >){ 1 si miém }!
m=1

m=1 m=1

luego tomando limite

lim < z,,y >=0.

n—oo

Por lo tanto (z,) —, 0, asi que T'z,, — 0, por la compacidad del operador T

Por el teorema anterior tenemos gue el inverso de un operador compacto en un espacio de Hilbert de dimensién infinita, si éste
existe, es un operador no acotado.

Hemos notado que la condicién de compacidad en un operador es mas fuerte que la condicion de ser acotado.
También hemos visto que en el contexto de operadores, ser acotado es equivalente a ser continuo.
Los operadores acotados son aquellos que mandan sucesiones convergentes en sucesiones convergentes, es decir preservan

la convergencia fuerte.

El teorema anterior caracteriza a los operadores compactos en un espacio de Hilbert como aquellos operadores que mandan
la convergencia débil de sucesiones en convergencia fuerte.

Desde éste punto de vista la compacidad de un operador es un tipo mas fuerte de continuidad. Por ésta razén los operadores
compactos algunas veces son llamados operadores completamente continuos.

La condicién anterior fue usada por F. Riesz como definicion de operador compacto. Hilbert uso otra definicion equivalente de
operador compacto:

Un operador A en un espacio de Hilbert H es compacto
si cuando z,, — z débilmente y y,, — y débilmente esto implica que < Ax,,,y, >—< Az,y > .

A continuacién tenemos conceptos muy importantes en la teoria de operadores, estos son vectores propios y valores propios.
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6. VECTORES PROPIOS Y VALORES PROPIOS.

’A continuacion se usa material de: [1] capitulo 4; [3] capitulo VII; [9] capitulo 9; [14] capitulo 7.

6.1. Introduccion.

En esta seccion se exponen algunos resultados concernientes a los valores propios y vectores propios de un operador lineal.
Este concepto es muy importante, ya que permite expresar algunos operadores lineales en términos de sus vectores propios,
resultado conocido como representacion espectral de un operador.

6.2. Definiciones.

Definicion 172. (Vector propio y valor propio): Sea A un operador en un espacio vectorial complejo E, un nimero complejo A
se llama valor propio del operador A si existe un vector no cero v € E, tal que

Au = \u.

Definicion 173. Cada vector « que cumple esta igualdad se llama vector propio de A correspondiente al valor propio .

Ejemplo 174. Sea S un subespacio de un espacio con producto interno E, sea A la proyeccién sobre S, de esta forma los
Gnicos valores propios de A son el 0y 1, ya que Au = \%u, porque A? = A, asi que A = 0, 1.
Los vectores propios de 0 son los que son ortogonales a S y los vectores propios de 1 son los que pertenecen a S.

Notamos que a cada vector propio le corresponde un solo valor propio.
Por el contrario un valor propio tiene infinitos vectores propios , ya que cualquier multiplo escalar de un vector propio es vector
propio.

Mas aun, varios vectores linealmente independientes pueden corresponder al mismo valor propio. Asi tenemos el siguiente
teorema.

6.3. Subespacio propio.

Teorema 175. La coleccion de todos los vectores propios correspondientes a un mismo valor propio de un operador, forman
un espacio vectorial.
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Definicion 176. (Espacio propio): El espacio vectorial correspondiente al valor propio ), se llama espacio propio del valor
propio A.

La dimension de tal espacio se llama multiplicidad de A.

Un valor propio de multiplicidad uno es llamado no degenerado, un valor propio de multiplicidad mayor que uno es llamado
multiple 0 degenerado.

Definicion 177. (Espectro y resolvente): Sea A un operador en un espacio normado F, el operador

Ay = (A* /\I)i1

es llamado el resolvente de A.

Los X para los cuales el operador A, esta definido en todo el espacio E y es acotado, se llaman puntos o valores regulares de
A.

El conjunto de los A que no son valores regulares de A se llaman espectro de A.

Todo valor propio pertenece al espectro de un operador, veamos en el siguiente ejemplo que no todos los elementos del
espectro de un operador son valores propios

Ejemplo 178. Sea E = C([a,b]) el espacio de funciones continuas en el intervalo [a, b], para un fijo u € C([a, b]) considere el

operador A definido por

Luego como

(A=) la(t) = AU

el espectro de A consiste de todos los \'s tales que A — u(t) = 0 para algin ¢ € [a,b] .

Esto significa que el espectro de A es exactamente el rango de u. Si u(t) = ¢ es una funcioén constante entonces A = ¢ es un
valor propio de A.

Por otro lado si v es una funcion estrictamente creciente entonces A no tiene valores propios, en este caso el espectro de A es
el intervalo [u(a), u(b)].

Una de las principales fuentes de problemas de valores propios es la mecanica de un sistema de oscilaciones.
El estado de un sistema dado en un tiempo dado ¢ puede ser representado por un elemento u(t) € H, donde H es un apropiado
espacio de Hilbert de funciones .

La ecuacion del movimiento en mecanica clasica es:

d?u _
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donde A es un operador en H. Si el sistema oscila, la dependencia respecto del tiempo de u es sinusoidal, esto es
u(t) = v sen(wt)

donde v es un elemento fijo de H. Si A es lineal el sistema en (6.1) es:
Av = (—w?)v,
esto significa que —w? es un valor propio de A.
Fisicamente los valores propios de A corresponden a las posibles frecuencias de oscilacion del sistema.

En sistemas atémicos las frecuencias de oscilaciones son visibles como lineas de brillo en el espectro de luz que emiten éstas.
Es asi como el nombre espectro se desprende de consideraciones fisicas.

Los siguientes teoremas describen propiedades de vectores propios y valores propios para una clase especial de operadores.
Principalmente operadores autoadjuntos, unitarios y compactos.

Teorema 179. Sea T un operador invertible en un espacio vectorial E y sea A un operador en E. Entonces los operadores A
y TAT~! tienen los mismos valores propios.

Demostracion.

Sea \ un valor propio de A, asi que existe un vector no cero u tal que A\ = \u, luego como T' es invertible Tu A0y
TATY(Tu) = TAu = Thu = \Tu,
por lo tanto, Tu es un vector propio de TAT 1.

Por otro lado asuma que X es un valor propio de TAT !, se tiene que TAT v = Au, para algun vector no cero u = T.

Como AT 'u = AT~'u, y T~'u # 0, tenemos que X es un valor propio de A.

6.4. Los valores propios de un operador autoadjunto son reales.

Teorema 180. Los valores propios de un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H, son reales.

Demostracion.

Sea )\ un valor propio de un operador autoadjunto A y sea u # 0, un vector propio de \. Entonces
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A <u,u>=< A, u >=< Au,u >=< u, Au >=< u, \u >= X < u,u >

por lo tanto A = ), esto significa que A € R.

Teorema 181. Los Los valores propios de un operador positivo son no negativos; los valores propios de un operador estricta-
mente positivo, son positivos.

Demostracion.

Sea A un operador positivo y Az = Az, para algun z # 0, como A es autoadjunto tenemos que

0<< Az, z >= A<z, >= \||z|?

por lo tanto, 0 < \. La otra parte se obtiene poniendo < en lugar de <.

|
Teorema 182. Los valores propios de un operador unitario en un espacio de Hilbert son numeros complejos de mddulo 1.
Demostracion.
Sea A un valor propio de un operador unitario A y u # 0, un vector propio de A. Luego
< Au, Au >=< du, du >= |A?||ul?
por otro lado
< Au, Au >=< u, A* Au >=< u,u >= |jul|?
por lo tanto |A| = 1.
]

Teorema 183. Los vectores propios correspondientes a distintos valores propios de un operador autoadjunto o unitario en un
espacio de Hilbert H, son ortogonales.

Demostracion.
Sea A un operador autoadjunto y w1, uy vectores propios correspondientes a distintos valores propios A1 y As.

Asi tenemos que Au; = Aug, Aus = Aus (A1 # A2), como A es autoadjunto, A1, A2 € R. Luego
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A< up,uy >=< Aul,uz >=< ’LLl,A’LLQ >= ul,)\gu2 >= )\72 < Up,Uy >= Ay < Uy, Uy >

asi que
()\1 — Ag) < up,uy >=0
por lo tanto, < u1,us >= 0, lo que implica que uy Lus.
Ahora sea A un operador unitario en un espacio de Hilbert H, esto es AA* = A*A =1y || Au| = ||u| Yu € H.
Luego como A; # )\, tenemos que A\ # 1 ya que Si A dp = 1 setiene Ao = Moo = A1 A2 = Ny

por lo que se tiene
)\1)\72 <ui,ug >=< )\1&17)\211,2 > =< Aul,AUQ >=< Ul,A*AUQ >=< Ui, Uz >

y COMO A\ Ay # 1, debe ser < up,uy >= 0, por lo tanto wu; Lus.

[ |
En el siguiente teorema, veamos una desigualdad que relacional a un valor propio de un operador acotado con su norma.
Teorema 184. Para cada valor propio A de un operador acotado A, se tiene
AL < [|A]-
(6.4)
Demostracion.
Sea u # 0 un vector propio del valor propio A, como Au = Au, tenemos que ||Aul|| = ||\u||, por lo que
IAlllull = Aull = | Aul| < || Affful]
por lo tanto |A| < ||A]|.
[ |
Corolario 185. Los valores propios de un operador autoadjunto acotado A, satisfacen la desigualdad:
[A| < sup | < Az, z > |.
lzl<1
(6.5)
Demostracion. Inmediata del teorema anterior.
[ |

Es natural preguntarse en qué situacion para un operador acotado A, se tiene la existencia de algin valor propio X tal que
A= )14 o |
En general esto no ocurre, pero la respuesta es afirmativa en el caso de que A sea un operador compacto autoadjunto.
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6.5. Una caracteristica de los valores propios de un operador compacto.

Teorema 186. Si A es un operador no nulo, compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert H — A tiene un valor propio A
tal que

A=[lA]l, 6 A= —[|A]l.

Demostracién.

Sea (u,) una sucesion de elementos de H tales que ||u,|| =1, Vn € Ny ||Au,|| — ||4]|, cuando n — oo, asi tenemos que

||<A2un - ||Aun||2un)||2 =< A%u, — HAunHQ“mAQun - ||Aun||2un > =

1A% un* = 2] Aun | < A%un, un > + [| Aty || lun||* =

[A2un]? = 2 [|Aup||* < Atn, Aty > + || At ||*|un]* = [|A%un |2 — || Aun||* <

AN Aun* = || Aun |* = | Aun [P ([ A]I* = ]| Aun|?)

luego como || Au, || — ||Al|, se obtiene que
(A%, — || Aun||?u,)|| — 0, cuando n — oco.
(6.7)
El operador A? siendo el producto de dos operadores compactos es compacto, asi que existe una subsucesion (uz, ) de (u,,)
tal que (A%uy, ) es convergente.

Como || A|| # 0, el limite lo podemos escribir como ||A||?v, con v # 0. Asi que ¥n € N tenemos:

(1A% v = 1A% lug, )| < (142 [0 = A2, )| + 1 (A%uk, = (| A, [Pk, )|+ 1 Av, [Puk, = (AP,

luego por (6.7) tenemos

l(I|A2||v — || A?||ug, )|| — 0, cuando n — oo, es decir ||||A?||(v — uy, )| — 0 cuando n — oo.

Esto significa que la sucesion (uy, ) converge a v, por lo que A%v = || A||?v, esto es que A%v — ||A|*v = (A% — I||A|]*)v =0

es decir

(A =TI AN(A + I]|A])v = 0,
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Si A — I||A]| = 0, (el operador lineal cero), tenemos que Av = || A||v, por lo tanto || A, es un valor propio de A.

Si A +1I||A| = 0, tenemos que Av = —||A||v, por lo tanto — || A||, es un valor propio de A.

]
Corolario 187. Si A es un operador no nulo, compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert H —
Jwe H, talque |w|]| =1,y

| < Aw,w > | =sup | < Az,z > |.
llzll <1
(6.8)
Demostracion.
Sea w con |jw|| = 1, un vector propio correspondiente a un valor propio A tal que |A| = ||A]|. Luego tenemos lo siguiente
| <Aw,w> | =] <dw,w>|=[\[w]> = [A| = |A]| = sup | < Az,z > |,
lell <1

por el teorema 104.

]

El teorema 186 nos garantiza la existencia de al menos un valor propio no cero, pero en general no mas.

El corolario anterior nos proporciona un método para encontrar tal valor propio. Veamos el siguiente teorema acerca del conjunto
de valores propios de un operador compacto autoadjunto.

Teorema 188. El conjunto de distintos valores propios no cero (\,,) de un operador compacto autoadjunto es finito o

lim A\, = 0.

n—oo

Demostracion.
Sea A un operador compacto autoadjunto tal que tiene una infinidad de valores propios distintos \,,, n € N.

Sea u, un vector propio correspondiente a A, tal que ||u,| = 1, por el teorema 183 (u,,) s una base ortonormal, también
sabemos que las bases ortonormales convergen débilmente a 0, el teorema 170 implica
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0 = lim [|Au,|?* = lim < Au,, Au, >= lim < A\pu,, Apuy, >= lim A2 ||lu, |2 = lim A2.
n—oo n—o00 n— o0 n—o00 n—o0o

Ejemplo 189. Veamos los valores propios y funciones propias (vectores propios) del operador A, en el espacio de funciones
L»([0, 2]) definido por:

27
(Au)(z) = /0 k(x — t)u(t)dt,

donde k es una funcion 2r—periddica de cuadrado integrable en [0, 2x]. Tratemos con la solucién dada por: u,(z) = e"®
asi tenemos que:

2m T 2
(Auy)(z) :/ k(z — t)e™dt = eim/ k(s)e'"sds, asi que Au,, = A\,u,, conn € Z, donde \,, = / k(s)ei™sds
0 T—27 0

el conjunto de funciones (u,) n € Z es una base ortogonal.

Notamos que el operador A es autoadjunto si la funciéon & cumple con k(z) = k(—=z) Va. Aunque si el operador A no es
autoadjunto, de cualquier forma las funciones propias forman una base ortogonal, es decir que al normalizarlas se obtiene una
base ortonormal.

Para el siguiente teorema necesitamos la férmula de Pitagoras siguiente.

Lema 190. (Férmula de Pitagoras): Si 1, ...x,,, SOn vectores ortogonales en un espacio con producto interno, entonces:

2 n
2
=D llzall”.
k=1

n
Do
k=1

(6.10)
Demostracion.
n—1
Por induccién. Se tiene la férmula para dos vectores. Suponemos que vale paran — 1; sea z = Z T Y Yy = Ty, COMO x Ly,
k=1
tenemos
n 2 n—1 n
2 2
k|l =l +ull? = el + vl =D lzwll® + leal® =D llael™
k=1 k=1 k=1
|

Teorema 191. Sea (P,,) una sucesion de operadores de proyeccion, ortogonales a pares en un espacio de Hilbert H
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y sea (\,) una sucesion de numeros tales que (\,,) — 0 cuando n — oo, entonces se tiene lo siguiente.

a) ZAnPn converge en B(H, H) y por lo tanto define un operador acotado.

n=1
b) Vn € N, \,, es un valor propio del operador: A = Z An Py, Yy €l Gnico otro valor propio posible es 0.
n=1

¢) Si A, € R, Vn € N= el operador A es autoadjunto.
d) Sitodos los operadores proyeccion P,, son de dimension finita —- A es un operador compacto.
Demostracion.

a) Como B(H, H) es un espacio de Banach, basta mostrar que la sucesién de sumas parciales de la serie

f: AP,
n=1

es una sucesion de Cauchy.

Sea ¢ > 0 arbitrario, como A,, — 0 cuando n — oo, existe un ng € N tal que |\,| < ¢&,sin >ng,asiVz € Hy m,k € Ncon
ng < k < m, tenemos

2 m m
= Z H)\nan||2 = Z ‘/\n|2 HPan2 <
n=~k n=k

zm: A Ppx
n=~k

2

m
g2 Z | Pz = €2 <
n=~k

m
g P,z
n=~k

2

2
],

m

> P

n=~k

52

(6.11)

donde la primera y la ultima igualdad se dan por la ortogonalidad de las proyecciones P,; ademas la suma Z P,, siendo suma

n=~k
finita de operadores proyeccion es un operador proyeccion y su norma es 1.

Asi tenemos que (6.11) es:

m

Z A Pz

n=~k

> APy

n=~k

<e¢
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m
esto para ng < k < m, asi tenemos que la sucesion de sumas parciales Z AP, es una sucesion de Cauchy en el espacio de
n=~k

Banach B(H, H). Lo que prueba a).

b) Denote al rango de P, por R(P,) y seang € N, si u € R(P,,) se tiene que P,,u = uy P,u = 0 para n # ng, ya que las
proyecciones P,, son ortogonales dos a dos.

Luego

o0
Au = Z AnPru = Ay,

n=1
esto muestra que \,,, es un valor propio de A.

Ahora probemos que no hay otro valor propio no cero de A. Sea u un valor propio de A con vector propio A, sean v, = P,u,
n=1,2, ...y w=Qu,donde Q es la proyeccion sobre el complemento ortogonal de R(A).

Luego tenemos que

u = Z vp +w, con wlR(P,) Vn € N,

n=1

ademas

A<§:'Un +w> - A<§:vn> = iAvn,
n=1 n=1 n=1

por la continuidad del operador A y porque P,w = 0. Consecuentemente la ecuacion de valor propio se puede escribir asi:

D Anvn = A (Z Uy + w) , 0 de igual forma » ~ (A = Ap)v, + Aw =0,
n=1

n=1 n=1

(6.12)

Luego como todos los vectores en (6.12) son ortogonales, tenemos que la suma es cero sélo si cada sumando es cero, asi que

M=0yVneN, A=)\, b6v, =0.

Por otro lado si v en la ecuacion u :Z v, +w, €S Un vector propio no cero, en vista de (6.12) debe tenerse que w # 0 6 vy, # 0,
n=1

para alguna k € N.

¢) Suponga que todos los escalares \,, son reales, como todos los operadores proyeccion son operadores autoadjuntos tene-
mos que Vz,y € H:
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<Am,y>:i<)\nPnac,y>:i)\n<an,y>:§:Xn<x,Pny>:

n=1 n=1 n=1

o0 o0
Z <z, A\ Ppy > = <a:, Z )\HPny> =<z, Ay >,

n=1 n=1
asi el operador A es autoadjunto.

d) Sitodos los operadores proyeccion P,, son de dimension finita, por el corolario 161, tenemos que el operador A es compacto.
[ |

Veamos ahora la siguiente definicion.

6.6. Valor propio aproximado.

Definicion 192. (Valor propio aproximado): Sea T un operador en un espacio de Hilbert H, un escalar A se llama valor propio
aproximado de T si existe una sucesién de vectores (x,,) tal que

|zn|| =1VYn € Ny || Tz, — Az,|| — 0, cuando n — oc.

(6.13)
Claramente cada valor propio es un valor propio aproximado, veamos el siguiente ejemplo en el otro sentido.

Ejemplo 193. Sea (e,) una base ortonormal en un espacio de Hilbert H, sea X, una sucesién decreciente cualquiera, de
escalares convergente a algun ). Defina en H el operador

o0
Tx = Z A < T,€, > €,

n=1
de esta forma cada \,, es un valor propio de 7" pero A no lo es.

Por otro lado

ITen — Aenll = [[Anen — Aen]l = |(An — Nenl] = |An — A] — 0, cuando n — oo,

asi que A es un valor propio aproximado de 7', notamos que lo mismo se tiene si se asume que \,, — Ay A\, # A\, Vn € N.
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7. TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS AUTOADJUNTOS.

En esta parte se usa material de: [1] capitulo 4; [2] capitulo 8; [3] capitulo VIII;
[9] capitulo 9; [10] capitulo 24; [14] capitulo 7.

7.1. Introduccion.

Sea H un espacio de Hilbert de dimensién finita , H = C™ por algebra lineal sabemos que los vectores propios de un operador
autoadjunto en H forman una base ortonormal para H. Los siguientes teoremas generalizan este resultado a espacios de
dimensioén infinita.

7.2. Teorema de Hilbert — Schmidt.

Teorema 194. (Hilbert-Schmidt): Para cada Operador Compacto Autoadjunto A, en un espacio de Hilbert H de dimension
infinita, existe un sistema ortonormal de vectores propios (u,,) correspondientes a los valores propios no cero (\,,), tales que
Vx € H, se tiene una representacion unica de la forma :

oo
T = E AUy + U,

n=1

(7.1)

donde «,, € C y v satisface la ecuaciébn Av = 0. Ademas si A tiene infinitos distintos valores propios A1, Ao, ..., entonces
(An) — 0 cuando n — oc.

Demostracion.

Por el teorema 186 y el corolario 187, existe un valor propio \; de A tal que: |\i| = sup | < Az,z > |.

llzll<1

Sea u; un vector propio normalizado correspondiente a \; y sea
Ql = {fﬂ €H | xJ_ul}

de este modo @; es el complemento ortogonal del conjunto {u, }, por lo que @; es un subespacio cerrado de H.

Si x € @, tenemos que

< Az,uy >=<z,Aup >= A < z,u; >=0,
de esta forma si z € ); entonces Ax € Q;.

Asi tenemos que el operador A manda al espacio de Hilbert Q; en si mismo. Aplicamos otra vez el teorema 186 y corolario
187, poniendo a @; en lugar de H, esto nos da el valor propio A; tal que
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[A2| = sup {| < Az,z>||ze€Q1}.
=ll<1

Sea usy un vector propio normalizado correspondiente a \,, tenemos que u; Lus. Ahora sea Q2 = {z € Q1 | xLus} y repitamos
el procedimiento anterior.

De esta manera tenemos los valores propios A1, Ao, ..., A, ¥ l0s correspondientes vectores propios normalizados w1, usg, ..., un, @
continuacion definimos

Qn = {LIZ‘ S anl | xj—un}
luego tomamos un valor propio A,+1 tal que

Pastl = sup {| < Az,z> || @ € Qu}
lz)|<1

y tomamos un vector normalizado u,+1 correspondiente a A, +1 .

CASO 1: Este procedimiento es finito, es decir que existe k£ € N, tal que < Az, z >= 0, Va € Q. Por lo tanto paracada z € H
se tiene una representacion Unica de la forma:

r=aqiuy + ... + agur + v,

donde Av =0,y

Az = Moqug + ... + Aparug.

CASO 2: Se tiene una sucesion infinita de valores propios (\,,) y vectores propios (u,,). Asi (u,) €s una sucesion ortonormal la
cual converge débilmente a 0, consecuentemente por el teorema 167, la sucesion (Au,,) converge fuertemente a 0, por lo que

IAnl = | Anunl = ||Au, || — 0, cuando n — oo.

Sea S = ({uy,us...}), S es el subespacio generado por {uy,us,...}, luego por el teorema de la proyeccién ortogonal sobre un
subespacio cerrado, cada x € H tiene una descomposicion Unica = = u + v, esto es

o0
xr = E AUy + U,
n=1

donde u € Sy v € S*. Resta mostrar que Av = 0, Vv € S*. Seawv € S+ (v # 0), y defina w = el luego entonces
< Av,v >= ||v]|? < Aw,w >,
enseguida por (7.2) tenemos que w € S+ C Q,,, ¥n € N, luego tenemos
| < Av,v > | = ||[v]]?] < Aw,w > | < |[v||? sup {| < Az,x> ||z € Q,} =

llzll<1
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([o]12[Ans1]) — 0, cuando n —» occ.

Esto implica que < Av,v >= 0 Yv € S+, por lo tanto por el teorema 104, la norma de A restringida al subespacio S+ es cero,
por lo tanto Av = 0, Vv € S+.

A continuacioén, veamos el teorema central de esta seccion.

7.3. Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos.

Teorema 195. Espectral para operadores compactos autoadjuntos.
Sea A un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H de dimensidn infinita, entonces se tiene lo siguiente.
Existe una base ortonormal {v,vs, ...} de H, la cual consiste de vectores propios de A, mas aun , para cada = € H se tiene

oo
Ax:Z)\n<x,vn>vn,

n=1
(7.3)

donde )\, es el valor propio correspondiente a v,,.
Demostracion.

La mayor parte de este teorema esta contenida en el teorema anterior, para obtener una base ortonormal {v;, vs, ...}, necesita-
mos anadir una base ortonormal arbitraria del espacio S+ al sistema ortonormal {u;,us, ...} del teorema anterior.

Los valores propios correspondientes a aquellos vectores propios de S+ son todos cero; de la continuidad del operador A se
obtiene (7.3).

Teorema 196. Para dos operadores A y B compactos autoadjuntos que conmutan en un espacio de Hilbert H, existe una base
ortonormal la cual consta de vectores propios comunes.

Demostracion.

Sea A un valor propio de Ay sea S el correspondiente espacio propio, para x € S tenemos

ABxz = BAx = B(\z) = ABz,
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esto significa que Bz es un vector propio de A correspondiente a A\, siempre que Bz # 0.

En cualquier caso Bx € S, por lo que el operador B manda al espacio .S en si mismo. Luego como B es un operador compacto
autoadjunto, aplicamos el teorema anterior, asi .S tiene una base ortonormal que consiste de vectores propios de B, pero esos
vectores también son vectores propios de A porque estan en S.

Repitiendo el mismo argumento para cada espacio propio de A, tenemos que la unién de todos esos vectores propios son una
base ortonormal de H.

Veamos el siguiente teorema.

Teorema 197. Sea A un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert H, con base ortonormal de vectores propios
{v1,v9, ...}, correspondientes a los valores propios {1, Aa, ...}

Sea P, el operador proyeccién ortogonal sobre el subespacio de dimensién 1 generado por v,, asi Vo € H se cumple lo
siguiente:

i) x = i P, x.
n=1
y

i) A=Y APy
n=1
Demostracion.

Del teorema espectral 195, tenemos que
x:Z<x,Un>Un,
n=1
(7.4)

luego para cada k € N, el operador proyeccién ortogonal P, sobre el subespacio unidimensional S;,, generado por v;, estd dado
por:

Prr =< z,v, > vy,

por lo que (7.4) se escribe asi:

T = Z P,x,

n=1

esto prueba i).

A continuacion, por el teorema espectral 195, tenemos
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Ax:i A < X, 0 > Uy = i M Ppx.

n=1 n=1

Por lo tanto Vx € H,

Axr = (i )\npn> x,
n=1

esto nos da la prueba de ii), ya que la convergencia de la serie Z A P,. esté garantizada por el teorema 191.

n=1

El teorema 197 es otra version del teorema espectral 195, esta version es importante en el sentido de que puede ser extendida
a operadores no compactos.
También es (til porque ésta presenta elegancia al expresar potencias y en general otras funciones de un operador.

Veamos esto.

Sean A, )\, y P,, como en el teorema anterior, entonces

A2 =A (i Anpn> => MAP, = i 2P,

n=1 n=1 n=1

Ya que AP,z = A\, P,z, Vo € H, similarmente para k € N, se tiene

Ak =" AkP,,
n=1
(7.5)
de manera general para un polinomio p(t) = a,t" + ... + ast, tenemos
p(A) = Z p()\n)Pn,-
n=1
(7.6)

El término constante en el polinomio debe ser cero, de otra forma la sucesion (p(A,,)) no seria convergente a 0. En el caso de
polinomios con término constante no cero se debe sumar el operador oI a la serie, notamos que en éste caso el operador
p(A) no es compacto.

El método anterior puede generalizarse de la siguiente forma.
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7.4. Funcion de un operador.

Definicion 198. (Funcion de un operador): Sea f : R — R, una funcién tal que f(\) — 0, cuando A — 0,y f(0) = 0, para
un operador compacto autoadjunto

0
A= Z )\HPTL)
n=1

se define

El teorema 191, asegura que ésta serie converge y que f(A) es un operador compacto.

Ejemplo 199. Sea A = Z An Py, un operador compacto autoadjunto tal que A\, > 0, Vn € N .
n=1

Para o > 0, podemos definir al operador A% por:

A%y = i AYP,x.

n=1

Ejemplo 200.
Notamos que enelcaso a = % esta definicion coincide con el operador raiz cuadrada visto anteriormente. Tenemos lo siguiente:

(VAR =3 (VAP = 3 AP = A,

n=1 n=1

pues A\, > 0.

Ejemplo 201. Sea A = Z AnPr, un operador compacto autoadjunto, podemos definir el seno del operador A de la siguiente
n=1

forma:

sen(A) = Z sen(A,)Py.

La condicién f(A) — 0, cuando A — 0, puede ser reemplazada por la condicion de que f sea acotada en una vecindad del
origen, ya que si

A= Z AP, Y Phx =< 2,0, > vy,

n=1

entonces para cada x € H tenemos

(f(A)z =" fF(hn) < 2,0, > n,
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donde la convergencia de ésta serie se justifica en la siguiente proposicion 202, y usando que
If(\n) < zyv, > 2 < M| < 2,0, > %

donde M es la cota de f en una vecindad del origen, aunque en éste caso no podemos esperar que f(A), sea un operador
compacto.

Proposicion 202. Sea (z,) una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H y (o) C C una sucesion.

oo o0 oo 2 oo
La serie »  ana, converge <= > |a,|? converge y en tal caso: || Y~ anzn|| =D |an|*
n=1 n=1 n=1 n=1

Demostracion.

=) Para cada m > k > 0 por la férmula de Pitagoras tenemos:

m 2 m
> anza| =Y lon ()
n=k n=~k

(7.7)
Si Z |, |* < oo, entonces por (7.7), la sucesion S, = Z an, T, €s una sucesién de Cauchy en el espacio de Hilbert H.
n=1 n=1

oo o0 m

«=) Tenemos que Y _ a,z, < oo, por (7.7), se tiene la convergencia de » _ |a, |, ya que la sucesion o, = Y~ |a,[?, es de
n=1 n=1 n=1

Cauchy en el espacio métrico completo R. Por ultimo, la férmula del teorema se obtiene poniendo en (7.7) &k = 1, y haciendo

m —> OQ.

Cabe notar lo siguiente respecto del ejemplo anterior. En la serie

m

Z | < z,v, > | < |z||? cuando el conjunto {vy,vs, ...}, €s ortonormal, si hacemos m — oo obtenemos:

n=1

oo
Z | < x,v, > |? < ||2||?, esto justifica la convergencia de la serie dada en ejemplo.

n=1

Veamos en la siguiente seccion propiedades que cumplen los operadores acotados autoadjuntos y otro teorema espectral.
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8. TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES ACOTADOS AUTOADJUNTOS.

8.1. Introduccion.

En la seccion anterior hemos visto el teorema espectral en el caso de un operador compacto y autoadjunto. En esta seccion
removeremos la condicién de compacidad y trataremos con el caso de un operador acotado autoadjunto.

En el teorema espectral de esta seccion, se dara una representacién del operador en términos de una integral de Riemann —
Stieltjes (ver apéndice al final del capitulo).

Veamos primero el siguiente teorema, el cual caracteriza a los operadores autoadjuntos en términos de sus valores propios.

8.2. Los operadores autoadjuntos con valores propios positivos, son positivos.

Teorema 203. Si los vectores propios ui,us, ..., de un operador Autoadjunto T' en un espacio de Hilbert H, forman una base
ortonormal en H, y todos los valores propios son positivos (0 no negativos), entonces T es estrictamente positivo (o positivo).

Demostracion.

Sean wuy,us, ..., vectores propios del operador autoadjunto 7" que forman una base ortonormal en H, correspondientes a los
valores propios A1, g, ..., asi tenemos para cada v € H,

o
u= E Qo Uy,
n=1

luego tenemos esto si los X/, s, son no negativos (positivos),

oo oo
< Tu,u>= <Tu7Zanun> = Z a, < Tu,u, >=
n=1

n=1

oo o0 o0
ZoTn<u,Tun>:ZoTn<u,)\nun>:Z)\noTn<u,un>:
n=1

n=1 n=1

S S S oo
Z AnQp, < ApUp, Up > = Z AnQnoy, < Upy Up > = Z AnQpoy, = Z >\n‘an|2 >0, (> O)
n=1

n=1 n=1 n=1

esto prueba el teorema.
|

Antes del teorema espectral, veamos algunas propiedades del espectro de un operador acotado autoadjunto A, en un espacio
de Hilbert H.

Tenemos la expresion para la norma del operador,
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|All = supjz|=1] < Az, 2 > |

Sean
m=infg|=1 < Ar,x >y M = sup|,=1 < Az, v >,

(8.1)

podemos ver que ||A|| = max{|m|,|M|}, ademas del teorema 184 sabemos que los valores propios del operador A estan
contenidos en el intervalo cerrado [—|| 4], || A]|]-

Veamos a continuacion el teorema espectral concerniente al caso de un operador acotado autadjunto. En la exposicién de este
muy importante resultado, se usa el concepto de la Integral de Riemann — Stieltjes.

8.3. Teorema espectral para operadores acotados autoadjuntos.

Teorema 204. Sea A un operador Autoadjunto Acotado en un espacio de Hilbert H, entonces existe una familia {E(\)} de
proyecciones ortogonales, tales que para cada ) € [m, M| se verifica lo siguiente:

1) Cuando A; < Aq, se tiene que E(\) < E()\q); por el teorema 148, esto equivale a decir que

E(A2)E(M) = E(M)E(X2) = E(\).

2) Para cada ), la funcion E(\)z (x € H) es una funcién continua por la derecha, esto es:

lim)\HwE()\)x = E(\)x = E(\o)z.

3)E(A\)=0paraA<my E(\) =1para X > M, (0y 1son los operadores nulo e identidad respectivamente).

4) El operador A admite la representacion en la forma de una integral de Riemann-Stieltjes de la siguiente manera:

A:/ab/\dE()\) :/mM NAE(N).

Definicion 205. La familia { F(\)} se denomina La resolucién de la Identidad asociada al operador A.

Demostracion.

Sean a y b nimeros reales tales que cumplen lo siguiente: (x,y € H)
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a<m=inf=1 < Ar,y >

b> M = sup|y=1 < Ax,y >

Por otro lado, para un operador lineal acotado D € L(H, H), existen operadores Autoadjuntos Acotados B y C tales que

D =DB+iC.

donde By C estan dados por:

_ D+D* _ D-D*
B===yC==5~—.

Esto es, cualquier operador lineal acotado, queda expresado en términos de operadores acotados autoadjuntos.

Ademas, cualquier operador acotado autoadjunto, se puede expresar como una diferencia de operadores positivos, esto es,
dado el operador acotado autoadjunto A, existen los operadores positivos A* y A~, dados por:

ar =4 (VA £ A)y 4= =} (VA - 4)

tales que

A=AT - A"

Los operadores A* y A~ tienen la propiedad, A* A~ = 0, ya que (\/ﬁ + A) (\/ﬁ — A) = A2 + AVA? - AVAZ - A2,
Notamos que en el caso de que A sea un operador positivo, se tiene que:
A=VA2, A=AtyA =0.
similarmente, cuando (—A) es un operador positivo, se verifica que:
AT =0y A~ = A.
Por otro lado, cada uno de ellos conmuta con cualquier operador que conmute con el operador A, es decir, si el operador R

conmuta con 4, AR = RA, se tieneque ATR=RATy A"R= RA™.

Ahora, denotemos por N al espacio nulo del operador A™ sea E el operador de la proyeccion ortogonal sobre este subespacio
cerrado, (sabemos que es cerrado por el Teorema 67).

Por lo que para cualquier = € H se tiene que Ex € Ny AT Ex = 0, por lo tanto
ATE =0,

luego tomando el adjunto, ya que (AT E)" = E*(AT)* se tiene
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EAT =0.

Como ATA~ =0, AT (A~z) =0Vz € H, estoimplicaque (A~x) € N(A") = R(E), luego se verificaque FA~x = A~ z,Vz € H

tenemos que

EA= = A"

tomando el adjunto, ya que (EA™)* = (A~)*E*, se tiene

ATE=A".

Dado que cada uno de los operadores AT y A~ conmuta con E, el operador suma (A* + A~) conmuta con E, ademas como

A=At — A~ y+VvA2= A" + A, tenemos que A y v A2 conmutan con el operador F, es decir
AE = EAy VA2E = EV A2
Luego tenemos esto,

AE=FEA=EAt—-A")=FAt" —-FA =FAt -A " =0-A"=-A"

por lo tanto,

AE =FEA=-A".

Luego podemos establecerque A — AE=A—-EA=A+ A" = A", es decir

A1 —E) = (1 - E)A = A*,

Ahora, como At y A~ son operadores positivos, se tiene

VA2> AT+ A= > AT A=A

similarmente

VA2> AT+ A= > A" —AT=-A

en definitiva,

VA2 > +A.

Podemos establecer que también se verifica lo siguiente:
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AT > AT — A= >,y A~ > —A.
(8.5)

En seguida, para proseguir con la demostracion, estableceremos los siguientes resultados. Seguimos trabajando con el opera-
dor acotado y autadjunto A en el espacio de Hilbert H.

Resultado 1.

Sea B un operador acotado y autoadjunto en el espacio de Hilbert H, el cual conmuta con el operador A, entonces el operador
B conmuta con el operador E.

Demostracién.

Como B conmuta con A, tenemos que B conmuta con A?, es decir BA? = (BA)A = (AB)A = A(BA) = A(AB) = A?B, luego
B conmuta con v/ A2 y por lo tanto B conmuta A™.

Esto implica que el subespacio N(A*) es invariante bajo el operador B, lo cual es equivalente a (por la proposicién 206),

BE = EBFE
tomando el adjunto se tiene esto,
(BE)* = (EBE)*, es decir E*B* = EB = E*B*E* = EBE
por lo tanto
BE =FEBFE =FEB,

el operador B conmuta con E.

Proposicion 206. E/ subespacio cerrado M es invariante bajo el operador B, < BE = EBE, donde E es el operador de
proyeccion ortogonal sobre M.

Demostracién.

:})
Sea M invariante bajo B, luego como Vx € H, Ex € M; ademas de la invariancia de M bajo B, Vx € H, BEx € M,

luego
E(BE)r = BExVz € H,
por lo tanto
EBE = BE.
)

Sea BE = EBE y seax € M, en este caso es cierto que x = Ez, también lo siguiente:

Bx = BEx = E(BE)xr = EBzx
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esto es que el subespacio M es invariante bajo el operador B.

Resultado 2.

Sea B un operador acotado autoadjunto en el espacio de Hilbert H el cual conmuta con el operador A y ademas B > +A
(+A = A), entonces B > v A2.

Demostracion.

Por el resultado 1, el operador B conmuta con E, por hipétesis B conmuta con A; veamos que los operadores operativos
(B—A)y (1 - E)conmutan,

(B-A(1-E)=B-BE—-A+AE=B—-EB—A+EA=(1-E)(B—A)

por lo tanto,

(B-A)(1-FE)=(1-E)(B-A).
Luego, el producto de operadores positivos que conmutan es positivo (Teorema 131),
(B—A)(1-E)>0

asi que usando (8.4),

B(1-E)>A(l— E) = A+

ademas como,

(B+AE=EB+A),E>0y(B+A4)>0

se verifica que,

BE+AE >0

6 usando (8.3) se tiene,

BE > —-AFE = A~
ahora, sumando las anteriores tenemos el resultado requerido, (usando el Corolario 132)

B> AT+ A- = VA2
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Nota: Corolario 132: Sean A y B operadores autoadjuntos en H, si A < B = AC < BC, donde C es cualquier operador
positivo que conmuta con Ay B.

Resultado 3.

Sea el operador acotado, autoadjunto y positivo B, en el espacio de Hilbert H, tal que conmuta con Ay B > A, entonces
B> A*.

Demostracion.

De la ecuacién (8.6) tenemos que se cumple:

B—-BE > AT

luego, como los operadores B y E son positivos y conmutan entre si, se tiene

BE >0

sumando ambas ecuaciones se obtiene el resultado,

A continuacién usaremos los resultados anteriores, para esto se introduce la siguiente notacion:

AN =A—-1A=A-\

(8.7)
En esta notacion, si \; < Ao, se verifica que
A(M) > A(X2)

yaque A— )\ > A— )\, esdecir (A— A)+ A2 > Ay, luego por (8.5) se tiene

AT = A(M) > A(2).
Dado que A()\;)™ es un operador acotado, positivo y conmuta con cualquier operador que conmute con A();), en particular
conmuta con A(\q), aplicando el resultado 3 obtenemos,

AA)T > AT

A continuacion sea A € R tal que, (z € H)

A<m=infly=1 < Az,x >

tenemos esto,

A<z,x><m<zr><<Axr,x >
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lo que a su vez implica

<(A=XNz,z>=<AN)z,z > >0

es decir,

A(X) >0, (A < m).
luego, tomando en cuenta que A(\)* es un operador positivo, se tiene que
AT = AN, (A <m).
Ahora tomando A > M = sup,=1 < Az,x >, en este caso
<Ar,x><M<zz><A<z,2>

esto implica que

<(A=XNz,z>=< AN)z,z > <0, A\ > M)

es decir,

por lo tanto,

AT =0,(A> M).
Ya vimos que cuando \; <)o, se tiene que A(\;)T > A(X\)T, es decir
AM)T —A(N)T >0,
luego como ambos operadores son positivos y conmutan entre si, multiplicamos por A(\;)* en ambos lados,
AX)F (A(A)T = A(X2)*) =0

es lo mismo que,

AQ2)TAM)T 2 (A2) )’
poniendo esto en la forma de operadores autoadjuntos actuando sobre x € H, tenemos
< AX)TAN )Tz, > > < (A(A2)+)2 v > =< A) Tz, A) Tz > = |[A(\) T 2|?

Tomando el caso cuando = € N(A(A\)™), se tiene que A(\1)Tz = 0, luego en este caso se verifica que

124



A()\Q)+$ =0
por lo tanto podemos establecer la siguiente contencién de subespacios:

N(A(M)T) € N(A(A)T)

cuando \; < \s.

Con esto se establece que la familia de subespacios cerrados {N(A(A\)"} conforma una sucesién monétona creciente de
subconjuntos.

Dado que hemos denotado por E(\) al operador de proyeccion ortogonal sobre el subespacio N(A(\)*), la familia {E(\)} es
una secuencia monétona creciente.

POR LO TANTO, HEMOS PROBADO EL INCISO 1).

8.4. Laresolucion de la identidad: {E()\)}.

La familia { E(\)} es la resolucion de la identidad, mediante la cual se dara la representacién integral del operador A.
Probemos ahora que E(\) =0, cuando A < my que E(\) =1 cuando A > M.

Para A < m = inf|, =1 < Az,r >, se tiene

A<zx><<Ar,xz >

para z # 0 esto es,

0< (A= XNz, z>=<AN)z,z >

usando que A(\)T = A()), esto implicaparaz # 0y X < m,

< ANtz 2 >>0

por lo tanto:

N(ANT) = {0}

luego, usando la contencién N(A(A\)") € N(A(X2)™), cuando A\; < )Ay; tomando en cuenta que A < m, tenemos el resultado
requerido

E\) =0,(A<m).
De manera analoga, cuando A\ > M, para xz € H se tieneque A\ < z,z > > < Az, x >, es decir

0><(A=Nz,xz>=< AN)z,z >, (z € H)
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por lo tanto, ya que A(A\)™ = A()), esto nos dice que
lo que a su vez implica que

tenemos asi el resultado:

EMN)=1,(A>M).
Nota: E()) es un operador acotado, autoadjunto e idempotente, (es un operador de proyeccion ortogonal).

POR LO TANTO HEMOS PROBADO EL INCISO 3).

8.5. Representacion integral del operador acotado autoadjunto.

A continuacién probemos la representacion del operador A, en la forma de una integral de Riemann-Stieltjes:

A:/ab)\dE()\).

Para este efecto, considere A\; < A, y defina la F' de la siguiente manera,
F(A\1,22) = E(\) — E(\)

por el teorema 148, e), tenemos que E()\2) > E(A1), es decir F/(A1,\3) > 0.

luego, multiplicando F' por E()\;) y usando el teorema 148, b) y ¢), teniendo en cuenta que E es idempotente, vemos que
E(\2)F (M, A2) = Q) (E(h2) — E(\1)) = E(x2) — E(Q)E(M) = E(h2) — E(\) = F(A, Xs)

es decir,

E(X2)F (A1, A2) = F(A\1, A2),
ahora multiplicando F' por E(\q),

E(M)F(A1,A2) = E(AMD)(E(N2) — E(M)) = E(AM)E(A2) — E(M) = E(M) — E(M) =0,

por lo que
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E(\)F(M\, A2) = 0.
(8.9)

Por otro lado, ya que A — Ay = A()2), resulta que —A(X2) = A2 — A4; luego al sumarle E(A2)F(A1, A2) = F(A1, A2), se obtiene
esto

(A2 = A)F (A1, A2) = —A(A2) E(A2) F (A1, A2).

Ahora usando la ecuacion (8.3), en vista del hecho de que el operador positivo A(\3)~ conmuta con cualquier operador que
conmuta con el operador A(),), el Ultimo término que aparece en la igualdad anterior verifica lo siguiente:

—AM)EX)F (A1, A2) = A(X2) " F(A,A2) >0
de manera similar, usando (8.4)
(A=X)F(A1,22) = A F (A, 22) = A (1 — E(A))F (A, M) = A(A)TF(M\, A2) > 0.
De las tres ultimas igualdades, se tiene lo siguiente:
ME (A, ) S AF (A1, A2) < A2F(Aq, A2)
poniendo a F' de manera explicita, esto es
A(E(A2) — E(M)) S A(E(A2) — E(M)) < A2 (E(A2) — E(M))-
A continuacion sean los numero reales a y b tales que a < m y b > M, considere |a siguiente particion del intervalo [a, b],
a=X <M <..<A\ =D
observamos que para k = 1,2, ...,n, se cumple

Ak—1(E(Ar) = E(Ae-1)) < A(E(Ax) = E(Ae—1)) < A(E(Ak) — E(Ar-1))

luego sumando respecto del subindice k& y notando que Z (E(M\k) — E(M\g—1)) = 1, se obtiene
k=1

> Mo1(EOR) = E(—1)) < A< M(E() — E(Ak—1))-
k=1 k=1

Sea ), € [A\y—1, \g] cualquier punto, consideremos la diferencia:

A= 3" MAEO) — E(ver)),
k=1
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observando que (A, — A) < (A — Ak—1), vemos que

A= M(EM) = E(k-1)) > (A = 1) (E(AR) — E(Ak-1))
k=1 k=1

sea ¢ = mdxg|A\r — Ag—1/, luego tenemos

A— f: NAEOM) — E(\1)) <e¢ En: (E(\k) — E(A\p—1)) = 1e.
k=1 1

De manera analoga, se verifica la siguiente desigualdad,

—1le < A= > M(E() — E(\-1))
k=1
Nota: en el caso de un operador acotado autoadjunto C, tal que —1e < C < 1¢, se tiene que
—e<z,x><<Cz,x><e<zx>,loqueasuvezimplicaque ||C| = sup|,=1 < Cz,z > <e.

En el caso que estamos tratando, sea C' = A— Z N (E(A,) — E(Mk—1)), de esta forma se obtiene
k=1

<e

A— Z)\’ E(M\e_1))

tomando el limite cuando ¢ — 0, por la definicién de Integral de Riemann — Stieltjes, se tiene el resultado siguiente:

A/ab)\dE()\)

el cual se sigue cumpliendo al ponera =my b= M,

M
A= [ XdEQ).

m

POR LO TANTO, SE HA PROBADO EL INCISO 4).

Hemos expresado al operador acotado autoadjunto A, en la forma de una integral de Riemann-Stieltjes, cuya existencia esta ga-
rantizada por la continuidad por la derecha del integrador E(\), hecho que a continuacién se prueba.

Conservando la notacién usada, considere:

lim&H)\TF()\l, )\2)$ = G()\l)L,
este limite existe ya que la familia { E()\)} es una sucesion mondtona creciente, mostraremos que G(A1) = 0.

Retomemos la igualdad:
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A (E(A2) — E(M)) S A(E(X2) — E(A\1)) < A2 (E(X2) — E(M))
luego, al tomar el limite cuando A\, — \{, se tiene que:
(Al)limh_ﬂf (E(X\2) — E(\)) < lz‘mb_ﬂf (A) (E(A2) — E(\)) < (Al)limA2_>A1+ (E(X2) — E(\1))

esto implica que

limy, 5+ (A) (E(A2) — E(A)) = limy, 3+ (A1) (E(A2) — E(Ay))

es decir,

limy, \+{A(E(A2) — E(A1)) — A1 (E(A2) — E(M))} =0

(A— Al)limA2_>/\1+ (E(A2) = E(M))=0

AM)G(A) =0
(8.10)
Luego, usando que (8.4) y (8.10) vemos que
AA)TG(A) = (1= E(A1))AM)G(M) =0
es decir, para cualquier z € H se verifica que G(\1)z € N(A(\1)™), lo que implica

E(AM)G(M)z = G(M)z

E(AM)G(A) = G(A)
como E(A1)F (M, \2) =0, en vista de (8.9), podemos afirmar que Vz € H,
(1= E\))F(M,A2)z = F(A1, Ao)x
tomando el limite cuando lim,, _,,+, se tiene Vz € H,
(1—-E\))GA\)z=G(\)z
es decir,

(1= E\))G(M) =G(\)
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G(A1) — E(M)G(A1) = G(A1)

E()G(M) = G(\) — G(A) =0

por lo tanto,

E(A)G(M) = 0.

Hemos obtenido lo siguiente:

E(A)G(M) = G(\)

y E(M)G(A\1) =0,

por lo tanto,
G(M)=0
esto es lo mismo que:
G(M\)z = limAzH/\TF()\l, Ao)x = limAzH)\T(E()\Q) —E(\))xz=0

en definitiva,

Z’L.mA2_>>\;rE()\2) = E(Al)

limy, s E(\2) = E(\) = E(N).

POR LO TANTO HEMOS PROBADO EL INCISO 2) Y POR LO TANTO EL TEOREMA 204.
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8.6. Apeéndice. La integral de Riemann — Stieltjes.

Veamos la definicién de la integral de Riemann-Stieltjes y la situacién en la cual esta existe. Ya que esta servira para dar una
representacion integral en el caso de un operador acotado autoadjunto.

Sea P = {a = zg, 1, ..., z, = b} Una particion del intervalo [a, ], donde z;_; < =z;, paratodo : = 1,2, ...,n; considere ademas
los puntos intermedios ¢; € (z;—1,x;), parai = 1,2,...,n.

Definicion 8.6.1. Dadas las funciones g, F' : [a,b] — R, la particién Py ¢; los correspondientes puntos intermedios, se define
la suma parcial de Riemann — Stieltjes COMO

S(P,g, F) =" gle;) (Fa;) — Fwio1)).

i=1

Definicion 8.6.2. La norma de la particion P, denotada por || P||, se define como || P|| = mdx{(zi—1,2;) ;i = 1,2,...,n}.

De esta forma, diremos que:
lanHPH—wS(P? 9, F) =1,

cuando para las funciones dadas g, F : [a,b] — R, se tenga que para cada ¢ > 0, existe ¢ > 0, tal que si para toda particién P
que cumpla con || P|| < ¢, se cumple que |S(P, g, F) — I| < e.

Definicion 8.6.3. (Integral de Riemann-Stieltjes): Dadas las funciones g, F : [a,b] — R,
si existe el limite lim ) p|—oS(P, g, F) = I, se dice que la integral de Riemann-Stieltjes de g(x) respecto de F'(x) en el intervalo
[a, b] existe y vale I.

Se denota de la siguiente manera

/ab g(x)dF(x).

Observacion 8.6.4. Cuando F(x) = z, la integral de Riemann-Stieltjes coincide con la integral de Riemann.

Claro esta, de seguro que las funciones g(z) y F(x) deben de cumplir alguna condicién para que la integral de Riemann-Stieltjes
exista. Esto lo vemos en el siguiente teorema de existencia.

Teorema 8.6.5. Si g : [a,b] — R, es una funcién continua 'y F : [a,b] — R, es una funcion monétona, entonces la integral de
Riemann-Stieltjes de g(x) respecto de F(z) en [a, ]

/a " g(e)dF (),

existe.
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9. OPERADORES NO ACOTADOS EN ESPACIOS DE HILBERT.

A continuacién se usa material de: [1] capitulo 4; [4] capitulos 22 y 23; [9] capitulo 11;
[10] capitulo 25 [14] capitulo 7.

9.1. Introduccion.

La teoria de los operadores lineales no acotados surge como necesidad de establecer los fundamentos matematicos de la
Mecanica Cuantica y fue desarrollada en los afos 1920—1930 por Von Neumann y Stone. Esta teoria también tiene aplicaciones
en Ecuaciones Diferenciales.

Los dos ejemplos basicos de operadores no acotados son el operador multiplicacion M f(x) = «f(z), y el operador derivacion
Df(x) = f'(x), definidos en Ly(R), para los cuales se cumple la relacion de conmutaciéon DM — M D = I, férmula en la cual
se basa el PRINCIPIO DE INCERTIDUM BRFE de la Mecanica Cuantica (ver el Gltimo capitulo de esta tesis).

Para mostrar que un operador T' es no acotado basta mostrar una sucesion (z,,) € H con ||z,|| < M ,Vne Ny M >0
tal que

|Txy| — oo, cuando n — oo.

Usaremos la notacion S C T, para indicar que el operador T es extension de S, es decir que D(S) € D(T), y T'|p(s) = S

Si un operador lineal T es acotado y su dominio D(T') es denso en H, entonces éste se puede extender por continuidad a todo
el espacio D(T') = H.

Si D(T) no es denso en H, T se puede extender mas alla de D(T'), haciendo por ejemplo Tz = 0 Vx € H —D(T), de esta forma
T esta definido en todo H. Esta extensién es también acotada y tiene la misma norma que la del operador 7.

Por esta razén, siempre se puede suponer que los operadores lineales acotados estan definidos en todo el espacio H. Veamos
la siguiente definicién de un operador en términos de su dominio.

9.2. Definiciones.

Definicion 207. (Operador densamente definido): Un operador A en un espacio normado E es densamente definido si su
dominio es denso en E, es decir D(A) = E.

Por ejemplo el operador diferencial D = %, es no acotado y densamente definido en el espacio de funciones L. (R), (ver el
ultimo capitulo de esta tesis).

Veamos a continuacién la generalizacién del concepto de operador adjunto para el caso de operadores densamente definidos.

Definicion 208. (Adjunto de un operador densamente definido): Sea A un operador densamente definido en un espacio de
Hilbert H. El operador A* adjunto de A, es un operador definido en el conjunto
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D(A*) = {2’ € H| existe y € H, tal que < Az,2' > = <uz,y >Vr e D(A)}

donde el operador A* tiene como regla de correspondencia V' € D(A*), A"z’ = /.

Veamos que efectivamente, este operador esta bien definido en vista de la densidad del conjunto D(A) C H.

9.3. El adjunto de un operador esta bien definido si y solo si su dominio es denso.

Teorema 209. E/ operador adjunto A* de un operador A, esta bien definido (es decir, y' es unico) si y solo si D(A) es denso en
H.

Demostracion.

=) Sea A* el operador adjunto de A el cual esta bien definido, es decir el elemento ' de la definicion anterior es Gnico.
Hay que probar que D(A) = H.

Para esto usamos que ”p implica ¢” es equivalente a "no ¢ implica no p”.

Suponga pues que D(A) # H, tenemos que el subespacio D(A) es cerrado en H, asi que por la proposicién 35, inciso iv)

SR
por lo que existe y; € H (y1 # 0), tal que y1 € (D(A)) , esto significa que y; L D(A), es decir < z,y1 >=0, siz € D(A).

Luego entonces se tiene esto:
<z,y >=<zy >+<z,y>=<z9 +y >,

por lo tanto
<mzy >=<uzy +y >,
asi tenemos que el elemento y' no es Unico, ya que (¥’ + y1), €s un elemento distinto de ¢’ que cumple con la definicién del
operador adjunto.
Es decir, el adjunto no esta bien definido.

Hemos mostrado que D(A) # H, implica que el adjunto A* no esté bien definido.

Podemos concluir que cuando el operador adjunto A* esta bien definido, se tiene que D(A) = H.

N SN B
<) Se tiene que D(A) = H, por lo que (D(A)) = {0}, luego suponga que el operador adjunto no esta bien definido,

esto es, A*x — y1, A*x — yo, tenemos esto:
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<z,41 >=<z1y2 > Vz € D(A),entonces < z,y; —y2 > =0,z € D(A), esto es (y1 — y2) LD(A),

SR
por lo que (y1 — y2) € (D(A))*" = (D(A)) = {0}, esto por la proposicion 35 i), y por la hipotesis D(A) = H,

asi podemos concluir que (y; — y2) € {0}, por lo tanto y; = y2, es decir el operador adjunto A* esta bien definido.

Teorema 210. Sean A y B operadores densamente definidos en un espacio de Hilbert H.
a) SiAC B= B* C A*.

b) Si D(B*) es denso en H = B C B**.

Demostracion:

a) Ya que A C B tenemos

< Az,y >=< x,B*y > Vx € D(A) y Vx € D(B*);

por otro lado

< Azx,y >=<z,A*y > Vo € D(A) yVy € D(A*).
Asique D(B*) C D(A*) y A*(y) = B*(y) , Yy € D(B*) de donde tenemos a).
b) Observamos que la condicién < Bz,y >=< x, B*y > VY € D(B), y Vy € D(B*), puede escribirse asi:
< B*y,x >=<y,Bx >Vr € ByVy € B*.
Luego como D(B*) es denso en H , tenemos que el operador B** existe, entonces
< B*y,x >=<y,B*x > Vy € D(B*) y Vo € D(B**),

de donde podemos concluir que D(B) C D(B**) y B(z) = B**(x), Vx € D(B).

134



9.4. El adjunto del inverso de un operador densamente definido.

Teorema 211. Si A es un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H, tal que es inyectivo e invertible, con A~*
densamente definido

= A* es inyectivo y ademas (A*)~! = (A71)*.
Demostracion.

Seay c D(A*)yseax € D(A™1), asique A~z € D(A), y luego
< A7lz, A*y >=< AA n y >=< 2,y >.

Esto significa que

Aty € D((A7H)),y (A7) Ay = (AA™ )y =y,

a continuacién seay € D(A™1)*, y para z € D(A),
tenemos que Az € D(A™'), y asi

< Az, (A™Yy >=< A7 Ax,y >=< z,y >.

Esto muestra que (A~1)*y € D(A*) y A" (A=) *y = (A~1A)*y =y, porlotanto (A*)~!t = (A~1)".

[ |
Teorema 212. Si A, B y AB son operadores densamente definidos en H — B*A* C (AB)*.
Demostracion.
Seaxz € D(AB)yy € D(B*A*),asix € D(B)y A*y € D(B*) , por lo que < Bx, A*y >=< x, B*A*y > .
Por otro lado , ya que Bx € D(A) y y € D(A*) tenemos < ABx,y >=< Bz, A*y > por lo tanto < ABz,y >=< z, B*A*y >
esto vale Vox € D(AB) , asitenemos que y € D((AB)*) y (B*A*)y = (AB)*y.

[ |

Ya se han presentado algunas propiedades del operador adjunto en el caso de operadores acotados, en el caso de operadores
no acotados el operador adjunto requiere un tratamiento mas delicado. Tenemos la siguiente definicién de operador adjunto en
el caso no acotado.
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Definicion 213. (Operador autoadjunto): Sea A un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H, A es autoadjunto
si A = A*, esto significa que D(A*) = D(A) y Ax = A*x, VaD(A).

Si un operador A es acotado y densamente definido en H, entonces A tiene una Unica extension a un operador acotado definido
en todo H y asi su dominio al igual que el de su adjunto es todo el espacio H.

En el caso de operadores no acotados puede ocurrir que un operador densamente definido en H tiene un adjunto A* tal que
Az = A*z para xz € D(A) N D(A*), pero D(A) # D(A*), en éste caso A no es autoadjunto. Es asi que tenemos la siguiente
definicién que relaja la condicién que establece la de operador autoadjunto.

Definicion 214. (Operador simétrico): Un operador A densamente definido en un espacio de Hiloert H es simétrico si <
Az, y >=< x, Ay > Va,y € D(A).

Observamos que todo operador autoadjunto es simétrico, pero no todo simétrico es autoadjunto. Veamos un ejemplo de ope-
rador no acotado autoadjunto y un ejemplo de un operador simétrico que no es autoadjunto.

Ejemplo 215. (Operador no acotado autoadjunto): Sea H = I, y A el operador en H definido por:

Alw) = (3),

asi se tiene que A es un operador inyectivo autoadjunto.

El subespacio R(A4) = D(A~1), es denso en H y consiste de todas las sucesiones y,, € I», tales que

(oo}
Z n2|y,|? < oo.
n=1
El operador inverso es: A~(y,) = (ny,), y s no acotado, ya que para la base estandar en H, e, = (0pn), k = 1,2, ...,
tenemos |lex|| = 1y [|[A=(ex)|| = ||ker| — oo, cuando k — co.

Por el teorema 211, tenemos que (A~1)* = (4*)~! = A1, por lo que el operador A~! es no acotado y autoadjunto.
q

Ejemplo 216. (Operador simétrico no autoadjunto): Considere al operador A = Z—‘f, con dominio

D(A) = {f € La([a,b]) | [’ es continua 'y f(a) = f(b) =0}

luego

b 7 - . b b [
< Af,g>= / i (D5t = if (5)g(b) — i (a)g(a)— / i (g @)t = / F()ig@dt =< . Ag >,

a

136



esto muestra que el operador A es simétrico.

Como el funcional < Af,g >, es continuo en D(A), para cada funcién g continuamente diferenciable en [a,b], la cual no
necesariamente satisface g(a) = g(b), tenemos que D(A*) no es el mismo que D(A), asi que A no es autoadjunto.

A continuacién tenemos un teorema que nos da una buena caracterizacion de los operadores simétricos.
Teorema 217. Un operador A densamente definido, en un espacio de Hilbert H es Simétrico < A C A*.

Demostracion.

<) Tenemos que A C A*, luego tenemos

< Azx,y >=<x,A*y >, Vo € D(A),y Vy € D(A*),

asi que
< Azx,y >=< zx, Ay > Vz,y € D(A).

Esto es que A es simétrico.

=) Si A es simétrico se cumplen las igualdades anteriores, por lo que A C A*.
|

Ahora veamos operadores cerrados. Recordamos que la grafica de un operador A : D(A) C E; — R(A) C FEs, entre espacios
vectoriales, es el conjunto

Gr(A) = {(z, Az) | z € D(A)} C By x Es .

Notamos que si A C B, tenemos que Gr(A4) C Gr(B).

9.5. Operador cerrado.

Definicion 218. (Transformacion lineal cerrada): Una transformacion lineal A : E; — Fs», entre espacios normados es Cerrada
si su grafica Gr(A), es un subespacio cerrado de F; x Fs.

Es decir, que cuando
Ty € D(A), Tp — T, Y Azn — Y,

esto implica que z € D(A) y Az =y.

Veamos el siguiente resultado inmediato de la definicién anterior.

Proposicion 219-a. Un transformacidn lineal acotada entre espacios normados, definida en un subespacio cerrado, es cerrada.
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Demostracion.

Sea A, una transformacion lineal acotada entre espacios normados, tal que su dominio es cerrado,
A:DA)CX —Y,

considere (z,,) una sucesion en D(A), tal que z,, — x, cuando n — oo, luego, como A es continua, lim Az, = Az =y,
n—oo
ademas como D(A) es cerrado, se tiene que z € D(A), por lo tanto A es una transformacion lineal cerrada.

|
Observacion 219-b. Un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert, A : H — H, es un operador cerrado.
Demostracion.
Inmediata de la proposicion anterior, al considerar que el espacio H, es cerrado.

|

Veamos el siguiente teorema de una transformacién lineal cerrada cuyo dominio es un espacio de Banach. Cabe mencionar
gue en este teorema se hace referencia a un concepto topolégico conocido como espacio categoria I1.

Teorema 219. (Del inverso acotado): Sea A : D(A) C X — Y, una transformacion lineal cerrada entre espacios normados,
donde X es un espacio de Banach y el rango de A R(A), es un espacio categoria I1.

En este caso se cumple lo siguiente.

a) A es sobreyectiva, es decirR(A) =Y.

b) Existe una constante m > 0, tal que Vy € Y, existe x € D(A), tal que Az =y, y ||z|| < m|ly|.

c) Si A~1 existe, es acotada.

Demostracién.

Definicion 220. Un subconjunto E, de un espacio métrico se llama denso en ninguna parte Si (E)O = (); el espacio E, se llama
de Categoria I, si se puede escribir como la unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte.
En otro caso el espacio se llama de Categoria I1.

La prueba de a), se hard usando lo siguiente: El rango de A contiene una vecindad del origen; probemos esto a continuacion.

Denotemos la bola de radio « (a > 0), con centro en el origen como:

Sa = {z € X| [z = 0] <o},

a continuacion sea
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De la definicion, tenemos que al hacer a = n,

D(A) = [j D

n=1

denotemos D(A) = D, y aplicando en ambos lados A4, se tiene,

A(D) = | AD,)

n=1

(9.2)

Luego, como R(A) = A(D) es de categoria ll, en (9.2) hemos escrito al subespacio A(D), como una uniéon numerable, por lo
tanto, no todos estos subconjuntos son densos en ninguna parte.

Sea A(D,,), un subconjunto no denso en ninguna parte, es decir que ( A(D,, # (), es decir existe algun z tal que
0

ze (A(Dno))o,

también existe § > 0, tal que la bola con centro en z y radio 4,

By(2) € (4(Dny))-
A continuacién, para «, 3,¢ > 0, se tiene la siguiente contencion,

B.(w) € (A(Da), += Ba: () c (A(Dy)),

por lo que podemos escribir lo siguiente, al hacer g = nio

B.s (770) c A(Dy).

0

De esta forma, hemos obtenido un elemento .= = z; € A(D:), tal que existe una vecindad completamente contenida en A(D;).
Es decir, tenemos que existen elementos 21, tan cercanos como se quiera al elemento ;=.

En particular, existe z; € A(D,), tal que para §; = ﬁ se tiene que

B§1 (21) C A(Dl)
Luego, por la definicion de A(D,), ya que z; € A(D;), tenemos que debe de existir 2’ € D, tal que
Az’ = Z1.

Considere ahora el conjunto dado por
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N={z—2'|z € D1},

en seguida, para un elemento (z — 2’) € N, yaque z,2’ € D; C Sy, se tiene que

e —a'| <[l + ll2"]] <2,

esto implica (ya que x — 2’ € D = D(A)),

x—x2' € SeND = Do,

es decir que N C D-, luego aplicando la transformacién A, esto es

A(N) C A(D;), y también A(N) C A(Ds).

(9.4)
Por otro lado, como =z — x’ € N, tenemos que
Az — o) = Az — Az’ = Ax — 2,
también se verifica lo siguiente, A(N) = A(D;) — z; = {Ay — 21|y € D1}, ademas
A(N) = A(Dl) — 21 = A(Dl) — Z1.
(9.5)

Ahora, para w € Bs, (0), tenemos |lw|| < 01, es decir, |jw + 21 — #1]| < 61, por lo que

w+ 2z € By, (21) C A(Dy), 0sea, w € A(Dq) — z1.

Usando (9.4) y (9.5) vemos que

w € A(N) C A(D»),

por lo tanto, cada elemento w de Bs, (0), es un elemento de A(Ds), esto es By, (0) C A(D-), a continuaciéon usando (9.3) se
tiene

Definamos lo siguiente, para o =27 (k =0,1,2,...),

de esta forma para k =0, 1, ..., se tiene que

PQ—k C A(DQ—k),
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notamos que el radio de P,—«, €s: radPy—x = 2;%

Veamos el caso cuando k£ =0, sea y € P, por (9.6) tenemos que

(TS A(Dl),

91, ademas del mismo hecho que v € A(D;), debe existir z; € Dy, tal que

por lo que debe existir v € A(D,), tal que ||y — v|| < 5

Axl = .
Esto implica que

(y—v) = (y — Az1) € Py-1 C A(Dy-1).

Razonando de la misma forma, se tiene la existencia de x> € Dy-1, tal que ||(y — Az1) — Azs| < 3.

Procediendo de esta forma, obtenemos la sucesién {z}, donde z; € Dy-r+1,Yy

ly — Az — Azg — -+ = Azp|| < 32

(9.7)

n n
Considere la sucesiéon dada por s, = Z xr, podemos ver que ||s, | < Z |lzx ||, @ continuacion veamos que esta sucesion es

k=1 k=1
o0
acotada superiormente, para esto usaremos que Z 7= = 1, tenemos que
k=1
[z1]] <1
1
[|z2]l < 5

por lo tanto, ||s,| < 2, lo que a su vez implica que s,, € Ss.

Luego, como s,, es una suma de elementos que pertenecen al subespacio D = D(A), vemos que s,, € D, por consiguiente
Sp € SoND = Dy, Vn € N.

De esta forma tenemos que {s,} es una sucesioén de Cauchy en el espacio de Banach X, por lo tanto, existe € X tal que
Sp —> T.

Como ||s,|| < 2, (n € N), usando la continuidad de la norma, vemos que ||z|| < 2, podemos concluir que z € S,. A continuacion,
usando (9.7) se tiene que

ly — Asnll < gk,

esto quiere decir que

As, — y.

Usemos ahora el hecho de que A es una transformacion cerrada, dado que
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Sn —>£L', y Asn _>y5

podemos concluir que

zeD, y y=Axz

Sabemos que = € S5, por lo tanto, x € S, N D = Dy, ademas, como y € Py, lo anterior prueba que la bola con centro en el
origen, P, = Bs, (0), pertenece al rango de A, es decir
2

P C A(Dg) C A(D)

Ya que hemos probado que la imagen de A, contiene una vecindad del origen, procedamos a lo siguiente.
Prueba de a).

Sea y € Y, luego para algiin numero adecuado 3, podemos decir que Sy € P;.

01
4y’

La manera de tomar el numero 3, es la siguiente: g =
radPy = %, podemos concluir que

ya que en este caso se verifica que ||By|| = % ademas como

5y€P17

pero, P, C A(D), por lo que By € A(D), asi que debe existir z € D tal que

By = Az,

por lo tanto

v=4(3)

tenemos que A es sobreyectiva y con esto hemos probado a).
Prueba de b).

Hay que probar que Vy € Y, existe = € D, tal que Ax = y, y ademas, |z| < m|y|.

Sea y € Y, tomando un escalar 5 = ﬁ y un vector zy € D2 (como en la prueba de a)), escribimos

v=4(%)

vemos que

IA
(o
(=2}
S

||| = llzoll
B B

por lo tanto, haciendo x = £¢ y m = %, se tiene la desigualdad

g
B

[zl < mllyll,
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que prueba b).

Prueba de ¢).

Del teorema 108 y de la desigualdad en b), ||z|| < m/||y||, se tiene que si existe la transformacién A1, ésta es acotada. Esto
prueba c).

Observamos que el dominio D(A), de un operador cerrado A, no necesariamente es un conjunto cerrado. Veamos los siguientes
teoremas acerca de operadores cerrados entre espacios de Banach.

Teorema 221. Sea A : X — Y, una transformacion lineal acotada sobreyectiva entre espacios de Banach, entonces si A1
existe es acotada.

Demostracion.

Tenemos lo siguiente:

1) A(X) =Y, yaque A es sobreyectiva.

2) A es una transformacion lineal cerrada, pues como X y A(X) =Y, tenemos que (X x Y') es un subespacio cerrado.
3) El rango de A, es de categoria I1. (Por el teorema de Baire, un espacio métrico completo es de categoria I1).

Tenemos que se satisfacen las hipoétesis del teorema anterior y por lo tanto tenemos el teorema probado.

Teorema 222. (De la grafica cerrada): Una transformacion lineal Cerrada, A : X — Y, entre espacios de Banach es Acotada.

Demostracion.

Dado que X y Y son espacios de Banach, el espacio (X x Y'), es un espacio de Banach. Luego, como A es una transformacion
lineal cerrada, su gréfica Graf(A), es un subespacio cerrado de (X x Y), por lo que Graf(A) es un subespacio cerrado
de(X x Y), se concluye que Graf(A), es un espacio de Banach.

Considere la siguiente transformacién lineal definida por:

B:Graf(A) — X,
dada por

B(z, Azx) = x.

Veamos que B es acotada, (considerando que la norma en (X x Y) es la suma de la norma en cada factor)
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1Bz, Az)|| = [lof| < [lz]| + [|Az] = | (2, Az)]],
por lo tanto B es acotada.
Ahora veamos que B es una funcién biyectiva.

Tenemos que B es una funcién sobreyectiva, esto es B(Graf(A)) = X; probemos que también es inyectiva, como B es lineal,
basta probar que su nucleo es trivial.

Sea (z, Az) en el nucleo de B, luego vemos que B(xz, Az) = « = 0, de donde tenemos que Az = 0, por lo tanto (z, Az) = (0, 0),
se concluye que B es inyectiva lo que a su vez implica que B es biyectiva.

Ahora tenemos que B! : X — Graf(A), existe, luego por el teorema anterior, tenemos que B~*, es un operador acotado.

Probemos ahora que A es acotada, es decir, que A es continua. Sea x,, — z, una sucesion convergente en X, como B! es
acotado, es continuo, por lo que se verifica lo siguiente:

B~ Y(x,) — B~ (),

es decir
(xp, Axy) — (x, Ax),
osea
(zp, — z, Az,, — Az) — (0,0),
por lo tanto

Az, — Ax,

se tiene que A, es continua y por lo tanto acotada.

Asi tenemos que un operador cerrado en un espacio de Hilbert, necesariamente es acotado.

Con esto tenemos que el dominio de un operador no acotado en un espacio de Hilbert H, no puede ser un subespacio cerrado,
sabemos que el espacio H es cerrado por los axiomas de espacio topoldgico, asi en particular tenemos el siguiente resultado:

Observacion 223. Un operador no acotado en un espacio de Hilbert H, no puede estar definido en todo H.

Veamos los siguientes teoremas.
Teorema 224. Elinverso A~', de un operador cerrado A, es cerrado.

Demostracion.

Ya que el subconjunto Gr(A) = {(x, Az) | € D(A)} es cerrado, tenemos que Gr(A~1) = {(Ax,z) | x € D(A)} es cerrado.
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Teorema 225. Si A es un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H, —> A*, es un operador cerrado.

Demostracion.

Siy, € D(A*) , yn — y Yy A*y, — z, para x € D(A), tenemos:
< Ax,y >= nh_)rréo < Ax,y, >= nh_)rr;o <z, A*y, >=<1x,2z >,
por lo tanto y € D(A*), y A*y = z, es decir, A*, es un operador cerrado.
|

La propiedad de ser cerrado para operadores algunas veces es deseable. Si un operador A no es cerrado, ¢ es posible exten-
derlo a un operador cerrado?; el siguiente teorema muestra que en el caso de un operador es simétrico, éste se puede extender
a un operador cerrado.

9.6. Extension de un operador simétrico.

Teorema 226. Si A es un operador Simétrico densamente definido en un espacio de Hilbert H, —> existe un operador cerrado
simétrico B tal que A C B.

Demostracion.

Iniciemos definiendo el dominio del operador B D(B), como el conjunto de los = € H, para los cuales existe (z,) C D(A) y
y € H tales que

Ty — Y Ax, — Y.

De este modo D(B) es un espacio vectorial, (por la linealidad del limite de una sucesidn convergente) y se tiene que D(A) C
D(B). Definimos el operador B de la siguiente forma:

B(z) = lim A(z,),

n— oo

donde (z,,) € D(A) es una sucesion tal que x,, — z, por lo que el limite lim A(x,), existe.

n— oo

Ahora hay que ver que de ésta forma el operador B esta bien definido, es decir, que no depende de la sucesion (z,,); para esto
suponga que

Ty —> 2, A(Tn) — Y Y 20 — 2, A(2,) — w,

luego por la simetria de A, tenemos que Yu € D(A):
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<u, Axy, — Azy, >=< u, Az, — 2n) >=< Au,z, — 2, >
(9.8)
por la continuidad del producto interno se tiene que
<u,y—w >=< Au,x —x >= 0, esto es que (y — w)LD(A).

Como D(A) es denso podemos concluir que y = w, por lo tanto B es un operador bien definido.
Ahora sea = € D(A), si en (9.2) ponemos z,, = x, Vn € N, obtenemos que A(z) = B(x), asi que B es una extension de A.

Luego sean z,y € D(B), asi que existen sucesiones (z,) C D(A) y (y,) C D(A) tales que :
*, — x, Ax,, — Bz Yy y, — vy, Ay, — By,

usando que el operador A es simétrico tenemos: < Az, y, >=< z,Ay, >, ahora haciendo n — oo, se obtiene: < Bx,y >=<
x, By >, por lo tanto el operador B es simétrico.

Por ultimo hay que probar que el operador B es cerrado. Sea (z,,) una sucesion en D(B) tal que

Tn — x,Y Bx, — vy,

para algunos z,y € H .

Hay que ver que = € D(B) y que Bz = y. Por la definicién de D(B) para cada m € N existe y,,, € D(B) tal que
|27 — ymH < %’ y HBmm — Aym|| < %’

usando la condicion en (9.3), tenemos que y,, — x, Y Ay, — y, esto significa que x € D(B) y Bx = y. Esto muestra que el
operador B es cerrado.

Notamos que la construccién de la extensién anterior es la minima con la propiedad de ser cerrada.
A continuacién veamos un teorema acerca de la solubilidad de ecuaciones lineales en la que intervienen operadores cerrados

densamente definidos.

En esta parte usaremos lo siguiente: Si X y Y son espacios de Hilbert, un producto interior en el espacio de Hilbert X x Y es
el siguiente:

((w1,91), (T2,92)) = < @1, 02 > 4+ < Y1, 92 >.
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Para verificar este hecho, se hace uso del teorema referente al producto de espacios métricos, ya que el producto de espacios
métricos completos es un espacio métrico completo con la métrico producto dada en términos de las métricas de cada espacio
factor.

Veamos el siguiente teorema.

Teorema 227. Sea A un operador cerrado densamente definido en un espacio de Hilbert H, entonces

a) para cada u,v € H, existen Unicos z € D(A)y y € D(A*), talesque: Az +y=u,yx — A*y = v,

b) para cada v € H, existe un unico x € D(A*A), tal que A*Ax + = = v.

Demostracion.

a) Considere el espacio de Hilbert H; = H x H. Como el operador A es cerrado la grafica, Gr(A) es un subespacio cerrado de
H; por lo que

H, = Gr(A) ® Gr(A)*, donde Gr(A) N Gr(A)*- = {0}.

Ahora, tenemos que (z,y) € Gr(A)*+ <= < (z, Az),(z,y) >= 0 Vx € D(A), o de manera equivalente

<xyz>+ < Az,y >=0Vz € D(A).

Asi que
(2,y) € Gr(A)*t <= < Ar,y >= (-1) < 2,2 >=< x,—2 > Vo € D(A),

en otras palabras

(2,y) €Gr(A)t <=y e D(A*)yz=—A*y.

En consecuencia si (v,u) € H; = H x H entonces existen Unicos « € D(A) y y € D(A*) tales que (v,u) = (z, Az) + (—A*y,y)
lo que prueba a).

b) Si en a) ponemos u = 0 se tiene entonces que existen z € D(A)y y € D(A*) talesque Az +y =0y x — A*y =0,

esto es:

x — A*(—Ax) = v, porlo tanto A* Az + z = v.

Veamos el siguiente teorema que relaciona a la cerradura de un operador con su doble autoadjunto.
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Teorema 228. Sean X y Y espacios de Hilbert complejos y sea A : D(A) C X — Y, una transformacion lineal tal que
D(A) = X, suponga que A tiene una extension cerrada.

Entonces

1) (A)" = A*

2) A= A**

3) en el caso que A sea cerrada, A = A**.

Demostracion.

Considere las funciones U; y U, definidas por:

Up: X xY —Y x X,donde (z,y) — (iy, —ix)

Us:Y x X — X xY,donde (y,z) — (iz, —iy)

Observacion: de la definicion, vemos que U Us = UsU; = 1y ademas U, y U, son isometrias.
Tenemos, G(A) = {(z, Ax)} y U1G(A) = {(Aiz, —iz)}, veamos que U;(G(A))+ = G(A*), como sigue:
sea (y,z) € Ui(G(A))*
<~ ((y, 2), (Aix, —iz)) = 0, Vo € Dom(A)
= <y, iAx >+ < z,—iz > =0, Yo € Dom(A)
= i< Azyy > —i <z, >=0,Vx € Dom(A)
= < Az,y > =< z,x >, VYo € Dom(A)
<=y € Dom(A*)y A*y =z
= <y,z> € G(AY)

por lo tanto, hemos probado que

(9.10)
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Luego, ya que A es la cerradura de A, debemos tener la igualdad de gréaficas (por la definicion de cerradura de una transforma-
cién), G(A) = G(A), aplicando la isometria U; se tiene,

U1G(A) = U1G(A).

Usando la igualdad en (9.10) tenemos que

*

U1G(A)*+ =g(A),

luego, ya que U; es una isometria, se verifica que

U1(G(4)) = U1(G(A)).

Ahora podemos establecer lo siguiente,

U(G(A)* = Th(G(A) = Ur(G(A))*- = G(A%)
por lo tanto,
G(A") =G(A")

es decir,

|

:A*

hemos probado 1).

Para probar 2) usamos que cuando U es una isometria, U(S)* = U(S+), donde S C X.

Dado que U es una isometria, se verifica que
Uz(G(A*) ") = Ua(G(A*)H

luego, usando las igualdades anteriores, vemos que
G(A) = Ua(G(A*)*+ = G(A™)

por lo tanto,

A _ A**
hemos probado 2).
Si A = A, se tiene que

A= A",

y hemos probado 3).

Veamos la siguiente definicion y a continuacién se procedera a probar algunos teoremas concernientes a este capitulo.
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9.7. Expresion de operadores cerrados en términos de operadores acotados.

Teorema 229. Sea H un espacio de Hilbert y sea A : D(A) C H — H, un operador lineal cerrado tal que D(A) = H,

entonces existe el operador B = (1 + A*A)~! y el operador C = A(1 + A*A)~!; més aun, B y C estan definidos en todo el
espacio H, son acotados con norma

Bl <1yl <1,

y ademas < Bx,z > > 0, es decir B es un operador positivo.

Demostracion.

Como el operador A es cerrado, su gréfica Graf(A) = G(A), es un conjunto cerrado en el espacio de Hilbert H x H.
Porloque H x H = G(A) ® G(A)*; luego, como A es un operador cerrado, por el teorema anterior tenemos que A = A**.

Lo anterior implica que G(A) = G(A**), tomando la funcion U, mencionada en el teorema anterior y de las igualdades (?)
anteriores, se tiene

Ua(G(A"))+ = G(4) = G(A™).

Como U; es una isometria, del hecho que G(A*) es un conjunto cerrado, tenemos que UsG(A*) también es un conjunto cerrado,
por lo que

UaG(A*) L = Un(G(AY).

Sustituyendo, de la ecuacién anterior, obtenemos

por lo que la suma ortogonal anterior se puede escribir asi:

Hx H=gG(A) & Us(G(A*))
por lo tanto, para un elemento (z2,0) € H x H, existen Unicos z,w € H tales que:
(2,0) = (z, Az) + (iA*w, —iw)
haciendo y = iw, se tiene
(2,0) = (z, Az) + (A*y, —y).

De esta forma, hemos obtenido Unicos z,y € H, tales que satisfacen las ecuaciones:
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z=ux+ A%y y 0= Az —y.

En vista de las asignaciones anteriores, definamos los siguientes operadores:

Bz==x y Cz=y.

Probaremos que estos operadores B y C cumplen el teorema.

De la definicion, tenemos que By C son lineales. Usando estos operadores B y C, podemos escribir:

z=Bz+ A*Cz y 0=ABz—Cx,

como esto es Vx € H, vemos que

1=B+A*C y 0=AB-C, (C = AB)

luego

1 =B+ A*(AB) = (1+ A*A)B.

Hemos probado una parte del teorema.

A continuacién veamos que By C son operadores acotados en H.

Para cualquier z € H, se cumple ||z||* = ||(z,0)||?, y dado que se tiene la descomposicidn ortogonal:

H x H = G(A) & Usy(G(A%))

podemos ver que, (usando la férmula de Pitagoras)

121> = lI(z,0)|I* = ll(=, Az)||* + [|(A*y, =) ||* =

l[I* + [ Az + | A%y + NIyl

por lo que,

211 + lyll? = |1 B2* + 1 C2|1* < |2

Hemos obtenido lo siguiente, Vz € H

1Bzl <=l y  lCz] < |lz]|
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por lo tanto, los operadores By C son acotados y |B|| < 1; ||C|| < 1.

Para concluir la demostracion, falta ver que el operador (1 + A*A)~! existe en todo H y que < Bz,z > > 0.

Sea w € D(A) tal que Aw € D(A*) y considere,

<(A+AA)w,w>=<ww>+ < A"Aw,w >

como A** = A, de lo anterior tenemos que,

<(1+AAw,w>=<ww>+ < Aw, Aw > > < w,w >

tomando a w en el nicleo de (1 + A*A), esto es (1 + A*A)w = 0, vemos que

0>2<w,w>2>0

por lo tanto, w = 0; de esta forma hemos visto que el operador (1 + A*A) es inyectivo.
Ahora veamos que es sobreyectivo.

Usando el operador B, cada z € H se puede escribir asi:

2= (1+ A*A)(Bz)

esto prueba que cada z € H se puede ver como la imagen del elemento (Bz) bajo el operador (1 + A*A), por lo tanto el
operador (1 + A*A) es sobreyectivo.

Por lo tanto el operador (1 + A* A) es biyectivo, por lo tanto existe el operador inverso (1 + A*A)~L.

Para terminar la prueba de este teorema, para = € H considere,

< Bx,z >=< Bzx,(1+ A*A)Bx > = < Bx,Bx >+ < ABx,ABx > >0

hemos visto asi, que el operador B es positivo.
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9.8. La transformacion de Cayley.

A continuacién, veamos una transformacién unitaria dada en términos de un operador autoadjunto acotado o No acotado.
Esta transformacion se llama transformacién de Cayley, entre otras cosas, permite establecer una interesante analogia entre
operadores y nimeros complejos.

De esta forma al definir al operador: U = (4 —4)(A + i)~ !, los operadores autoadjuntos hacen el papel de los nimeros reales
y los operadores unitarios se corresponden con los nimeros complejos de médulo 1.

Esto lo tenemos en el siguiente teorema.

Teorema 230. Sea H un espacio de Hilbert y sea A un operador lineal autoadjunto acotado o No acotado, A : D(A) C H — H,

donde D(A) = H, entonces la transformacion
U=(A-i)(A+i) !

(9.11)

esta definida en todo el espacio H y es un operador lineal unitario. U se llama trans formacién de Cayley de A.
Demostracion.

Veamos que las transformaciones dadas por (A + i), son inyectivas, con esto se tendrd que las transformaciones inversas
existen y estaran definidas en R(A £ i).

Ya que A es autoadjunto, se tiene

|Az £iz|]? = < Az *ix, Az +ix > = < Az, Az > + < Az, iz > + <ix, Az > + < iz iz > =

|Az|*+ < Ax,iz > + < iz, Az > £ ||z||? = ||Az||*+ < Az, iz > F < Ax,iz > + ||z]|? =

| Az]|*+ [|]|.

esto es,

| Az £ i = || Ax|2 + ]2

(9.12)

Sea z tal que (A +14)x = 0, luego de (9.12) se tiene que
Az £ dzf| = [[Az|? + [[z]* = 0,

por lo que
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| Az || + ||=||?> = 0, asi que ||z|| = 0, esto es que = = 0,
por lo tanto las transformaciones (A1), son inyectivas, de donde tenemos que las funciones (A +i)~! existen y estan definidas
en R(A £1).

Ahora veamos que R(A + i) = H, para esto sea

21l R(A+1i),yz € D(A),
luego
<Ar+iv,z> =< Axr,z >+ <iz,z>=0,
de donde vemos que
< Az,z > =<ux,iz >, Ve € D(A).
De esta forma tenemos que
z € D(A*),y A*z = iz,
luego, como A es autoadjunto,
z€D(A),y Az = iz.
De esta forma se tiene que, Az —iz = (A —1i)z = 0, pero sabemos que la transformacién (A — i) es inyectiva, por lo que en este

caso, z = 0.

Por lo tanto, al suponer que z1R(A + 1), se concluye que z = 0, por lo tanto R(A +4) = H, esto significa que el espacio
R(A+1), esdensoen H.

Veamos que R(A +1i) = R(A + i), para esto sea y € H, por la densidad del espacio R(A + i), existe una sucesion {y,} en
R(A +1), tal que

Yyn — ¥y, cuando n — oo,
dado que {y,} es una sucesion de Cauchy en R(A + i), se tiene que cada y,, es de la forma:
Yn = Az, + ix,, donde x,, € D(A).
Luego,
190 = Ymll* = [ A(@n — 2m) + i(Tn — 2m)|I?,

usando (9.12) tenemos la igualdad
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Yn — ym||2 = [|[A(zn — xm) +i(2n — xm)HQ = || A(zy — xm)”2 + [|zn — xm||2s

esto implica que las sucesiones { Az, } y {z,,} deben ser sucesiones de Cauchy en H, dado que H es un espacio de Hilbert,
existen vectores z, z € H, tales que

Az, — 2z,¥ x, — x, cuando n — oo,

luego, como A = A*, tenemos que es un operador cerrado, por lo que

x € D(A),y z = Az,

por lo tanto, hemos probado que

(Az,, +iz,) — (Az +iz) =y € R(A + i), cuando n — oo,

por lo tanto el espacio R(A + i), es cerrado, es decir R(A + i) = R(A + ).

Ahora, como el espacio R(A + i) = R(A + i), es denso en H, tenemos que la transformacién inversa (A + i) !, existe en todo
el espacio H;

de manera analoga, al intercambiar el signo mas (+), por el signo menos (—) en el razonamiento anterior, la transformacién
(A — )71, esta definida en todo el espacio H.

De esta forma se tiene la igualdad de dominios:

D(A) = D(A+1i) = D(A —1).

Ahora sea U el operador lineal dado por:

U=(A-i)(A+i),

como la transformacion (A +i)~!, se puede aplicar a cualquier » € H, y como R(A — i) = H, se concluye que cada vector en
H, es laimagen de algun elemento bajo el operador U, por lo que el operador U, es sobreyectivo.

También se tiene que el operador U, es inyectivo, ya que las transformaciones (4 — i) y (A +4)~* son inyectivas. Por lo tanto
existe el operador U 1.

Veamos a continuacién que el operador U es isométrico, para esto considere un elemento y = (A + i)z,

Uy=(A—i)(A+i) Y A+i)z = (A— i)z,

usando la igualdad en (9.12) se tiene que

1UylI* = [I(A = i)a||* = | Az]]?* + [|=[|* = || Az + ix[|* = [|(A + i)z ]* = [ly]]*,

esto es
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1Ty = [yl

Esto nos permite ver que ||Uy|| = ||y, el operador U es acotado, por lo tanto existe el operador U*. Ahora podemos establecer
lo siguiente,

<UyUy>=<y,y>= <y, UUy>=<y,y>=UUy=y,

esto nos permite concluir que U~! = U*, por lo tanto el operador U es unitario. Esto prueba el teorema.

En seguida, estableceremos una correspondencia entre el espacio P, de los polinomios con coeficientes reales y es espacio
L(H, H), de los operadores lineales acotados, donde se ha fijado de antemano un operador autoadjunto A.

9.9. Una correspondencia entre los polinomios con coeficientes reales y operadores autoadjun-
tos.

Teorema 231. Considere la clase P de polinomios con coeficientes reales y sea A un operador acotado y autoadjunto en el
espacio de operadores lineales acotados L(H, H), también considere

m = infz=1 < Az,x >y M = sup|, =1 < Az, T >,

definimos la siguiente funcién:

p1:P— L(H,H)
dada por:

p(A) — p(4)
en esta situacién, se cumple lo siguiente:

1) 1(p1 +p2) = p1(A) + p2(A)

2) p1(p1p2) = p1(A)p2(A)

3) p1(ap) = ap(A) Ya € R

4) si p(\) > 0 en [m, M], entonces p(A) > 0.
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Notamos de 4) que cuando p;(A) > pa()), en [m, M], esto implica que p1(A) > pa(A).
Demostracion.

Para probar 1),2) y 3), basta considerar que p(\) € P es de la forma:

p(A) = ap A\ + .+ g A+ ap, (o €R)
y que la imagen de p()) bajo ¢, es:

©1(p(N) = p(A) = an A" + ... + a1 A + ayp.

Probemos 4).

Sean a4, ..., a; las raices reales del polinomio p(\) que son menores o iguales que m; denote por 1, ..., 5; las raices reales que
son mayores o iguales que M, por ultimo sean (v, + iuy), ..., (vx + tuy) las demas raices reales o complejas de p()).

Si sucede que u; = 0, tenemos que v; € (m, M); por hip6tesis se tiene que p(A) > 0 en [m, M], esto implica que cualquier

raiz real de p(\) en (m, M) tiene multiplicidad par. Ya que las raices aparecen en pares complejos, tomemos la siguiente
representacion de p(\),

J l k
PO =aJJO = a) T8 = N [N = v)?* + u?

i=1 i=1
(9.13)

donde a > 0.
El objetivo es probar que A — «; > 0, es decir, que < (A — )z, > > 0,0sea < Az, > > < qr,x > =q; < x,x >, Vo € H,
luego, considerando que o; < m = infj,=1 < Az,z >, hemos probado el objetivo.

Similarmente, hay que probar que 8; — A > 0, esto es que 5; < z,xz > > < Az,x > Vx € H, para esto usamos que
Bi = M = sup|p =1 < Az,x >y tenemos el resultado.

Para terminar, como el operador (A — v;) es autoadjunto, su cuadrado es positivo, ademas la suma de operadores positivos es
positivo, por lo que

(A—vg)?+ui >0

asi que cada factor de la imagen de (9.13) es positivo y su producto conmuta, luego por el teorema 131, la imagen del producto
en (9.13) es un operador positivo.

Por lo tanto p(A4) > 0.
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Después de haber expuesto algo de la teoria de los operadores lineales en espacios de Hilbert, veamos a continuacién como
se aplican algunos de estos resultados al desarrollo matematico de los fundamentos de la mecanica cuantica.
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10. NOCIONES DE LOS FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTI-
CA.

10.1. Introduccion.

De los capitulos anteriores sabemos propiedades elementales de los operadores lineales en los espacios de Hilbert.
A continuacién el objetivo es ver una relacion de esta teoria con la teoria de la mecanica cudntica.
Para esto es pertinente la pregunta, ¢qué es la mecanica cuantica?

Para dar una respuesta veamos algunos libros de Fisica.

De la bibliografia, el libro [15] en la pagina 17 nos dice:

“La mecanica cuantica es la teoria de los sistema atémicos y nucleares, habiendo surgido de la fisica clasica, especialmente
de las dos grandes ramas: mecanica newtoniana y teoria electromagnética de Maxwell”

En la pagina 32 anade esto:

“La quiebra de la mecanica clasica resulta evidente cuando se intenta aplicarla a los sistemas suficientemente pequefos.

Puede utilizarse para explicar satisfactoriamente la trayectoria de los astros o el movimiento de una pelota de golf, pero falla
completamente cuando se aplica a los atomos.”

La referencia bibliografica [22] en la pagina 1 refiere lo siguiente:
“En el actual estado del conocimiento humano, la mecanica cuantica se puede considerar fundamentalmente como la teoria de
los fenédmenos atémicos”.

Pasemos ahora a lo siguiente.
En general, la descripcién mecanica de un Sistema Fisico requiere de los siguientes conceptos:
i) Observables.
i1) Estados.
i7i) Ecuaciones de movimiento.

Las cantidades fisicamente medibles son llamadas observables. En mecanica clasica ejemplos de observables son: la posicién,
el momento, el momento angular , la energia; los cuales son caracteristicas del sistema fisico.

En el caso de un Sistema Mecdnico — Cudntico veremos a continuacion a qué corresponden los conceptos de: estados,

observables y una ecuacion fundamental de movimiento, a saber la Ecuacién de Schrodinger.
La siguiente exposicidon corresponde a los postulados de la Mecanica Cuantica.
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10.2. Postulado 1: El vector de estado.

En esta parte se usa material de: [1] capitulo 7; [9] capitulo 11; [10] capitulo 25; [15] capitulos 3y 12;
[16] capitulo 6; [19] capitulo III; [21] capitulo 2.

Los posibles estados de un sistema fisico en mecanica cuantica, corresponden a los vectores de un espacio de Hilbert
H sobre el campo de los numeros complejos C, separable de dimension infinita.
Cada estado del sistema es representado por un vector (distinto de cero) en el espacio H.

De manera inversa, cada vector del espacio I y sus multiplos escalares (no cero) representan un mismo estado fisico
del sistema cuantico.

El vector de estado que corresponde al estado del sistema en el tiempo ¢, se denota por ¥ (z,t) y es llamado vector de
estado del sistema dependiente del tiempo.

El estado de un sistema fisico esta completamente descrito por este vector de estado ¥(z, t) en el sentido de que casi
toda la informacion acerca del sistema en el instante de tiempo ¢ se puede obtener del vector ¥(z,¢).

Usualmente el vector de estado se denota por ¢ (z).

10.3. Notacion de Dirac.

En fisica hay una notacién muy usada conocida como notacion de Dirac. En esta notacion un vector de estado se escribe como:

Y(x) =< x]th >, 0 = |1 >y su conjugado complejo es: Y (z) =< Y|z >, 0 ¢ =< 1Y|.

En vista del postulado 1 tenemos lo siguiente.
Por el teorema 42 sabemos que los espacios de Hilbert sobre el campo C, separables, salvo isomorfismos, son dos:

H = C™ en el caso de dimension finita, dim(H) = n,

y H = Ly(X), para el caso de dimensién infinita, dim(H) = cc.

Es asi como obtenemos que los vectores de estado de un sistema cuantico, corresponden a los vectores del espacio de Hilbert

Ly(X)={f: X — C| f es medible y / |f|?dp < oo}, de las clases de funciones de médulo cuadrado integrable.
X
El postulado 1 dice que los vectores (), (¢(z) # 0) y arp(z) (donde o € C — {0}), representan un mismo estado fisico del
sistema cuantico.
Por lo que ¢ (x) y mw(m‘) representan al mismo estado fisico,
debido a esto no se pierde la generalidad al suponer siempre que un vector de estado ) cumple con ||¢|| = 1.

Con esto, veamos ahora la condicion que tiene que cumplir el escalar no cero « para que ¢ y atp representen al mismo estado
fisico del sistema,
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para esto ponemos [|¢|| = [[ay| = 1 = |af [|¢[|, concluimos que |a = 1, con esto obtenemos que el escalar es de la forma
a=e? confeR.

Con esta eleccion del escalar o = €'Y, los vectores ¢ y a1) representan al mismo estado del sistema cuéntico y cumplen con
o] = [l9]l = 1.

Ya que el producto interior en el espacio L»(X) esta dado por: < f,g > = / fg du,
X
la condicién ||1|| = 1 en este espacio corresponde a: ||| = / P dp = / [v)?dp = 1.
X X

En la notacion de Dirac esto se escribe asi:/ < Ylz ><zpp>dx = / | < 4|z > dx| =1, o de forma abreviada < |y >= 1.
Es decir, usando la notacion de Dirac tenemos que el producto interno de dos vectores de estado |¢ > y |¢» > esta dado por:
< Pl >= / o(x)h(x)dr = / < @lz >< x| > dx.

Asi obtenemos de manera abreviada : < ¢[¢) >= < )|¢ > .

Dos vectores de estado |¢ > y ¢ > son ortogonales si < ¢|¢) >=0

Un conjunto de vectores |¢1 >, |12 >, ... es ortonormal si < i;|¢; >= d;; .

Dada una base ortonormal {|¢; >};en cualquier vector en el sistema se representa por :

oo

Y >= Z cili >,

=1
donde los coeficientes son: ¢; =< |y >, esto debido al Teorema 49 (de las series de Fourier).

El postulado 1 afirma que todo lo que podemos saber acerca del estado de un sistema cuéntico en el tiempo ¢, se puede
obtener del vector de estado ¥(z,¢),donde z € X y t € R.

En tales sistemas al vector de estado ¥(z, t) también se le conoce como funcion de estado 0 funcién de onda.

Se considerard el caso X C Ry X C R3, por lo que se estara haciendo referencia a los espacios de Hilbert (isomorfos):

H:LQ(XQR):{f:XgR—M(Hfesmedibley/ |fI2du < oo}
X

H=L(XCR3)={f: XCR® —C| fesmedibley/ |f|2du < oo}
X
donde se considera la medida i de Lebesgue en R™. Recordamos que la medida de Lebesgue en R asigna a un intervalo su
longitud, en R? asigna a un rectangulo su area y en R? a un paralelepipedo su volumen.
Ademas se considera la o — dlgebra de Lebesgue la cual es completa, aunque para efectos del calculo es suficiente considerar
la o — algebra de Borel, esta es la generada por los abiertos de la topologia usual de R™. Para este efecto, ademas se considera

C=R2

Ya que Riemann integrable implica Lebesgue integrable y ademas el valor de la integral es el mismo (ver [5]), es valido usar los
teoremas del céalculo vectorial.
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En los espacios de Lebesgue L, (X), se considera una funcién f = [f] € L»(X) como una representante de su clase y no se
hace distincién entre ésta y su clase.

Recordamos que los espacios Ly (X) constan de clases de funciones, donde una clase de estas consta de todas las funciones
que son iguales excepto en un conjunto de medida cero.

(Ejemplos de conjuntos de medida cero en R son los conjuntos finitos, numerables, el conjunto de Cantor, uniones numerables
de los anteriores, etc.)

10.4. Postulado 2: El operador observable y sus valores.

i) En mecanica cuantica un observable fisico corresponde a un operador hermitiano (autoadjunto) A en el espacio de
Hilbert H, el cual tiene una base ortonormal que consta de vectores propios {v),} con sus correspondientes valores
propios {\,}, por lo que Ay, = \,¢,, n =1,2, ...

De manera inversa, a cada operador hermitiano A en el espacio de Hilbert H, le corresponde un observable fisico.

ii) Los unicos valores posibles de un observable fisico A son los distintos valores propios \,..

De acuerdo con el postulado Il, debe haber un operador hermitiano para los observables cuanticos tales como: la posicién , el
momento, el momento angular, la energia, etc.

Tales operadores en mecanica cuantica se llaman operadores observables.

Por el teorema 180 sabemos que los valores propios de un operador autoadjunto (hermitiano) en un espacios de Hilbert H son
reales. Asi podemos concluir por el postulado 2 que los valores propios de los operadores observables en mecanica cuantica
son reales. Esto es muy conveniente en lo que respecta a los resultados de las mediciones fisicas que se obtienen al efectuar
experimentos.

Otro consecuencia de este postulado es que el conjunto de valores propios {\,} del observable, es un un conjunto discreto.

El inciso ii) del postulado dice que los tnicos valores posibles de un operador observable A son los valores propios \,. Esto
hace referencia a los valores que se obtienen al realizar mediciones en un experimento fisico.

Es apropiado mencionar lo que significa medir desde un simple punto de vista fisico. Medir es hacer una bien definida opera-
cién fisica la cual al efectuarla sobre un sistema fisico se obtiene un Gnico nimero real, sin error ni ambigliedad, en el sentido
de que no hay inexactitud experimental asociada con la obtencién de tal nimero.

El postulado 2 establece la existencia de una base ortonormal conformada por vectores propios del operador observable, el
cual este mismo postulado establece que es autoadjunto.

Mientras que en el teorema 195 de la descomposicion espectral para operadores compactos autoadjuntos en un espacio de
Hilbert H separable de dimension infinita, se vio que es suficiente para un operador A el ser compacto y autoadjunto para que
este tenga una descomposicién de la forma:

S
Ax = Z An < T, Up > Un,

n=1

donde {v,v9,...} €s una base ortonormal de vectores propios del operador A y el conjunto {\,} es de los correspondientes
valores propios de A.
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El postulado 2 nos dice que cada operador observable A en mecanica cuantica cumple con lo siguiente:

e Aesun operador lineal hermitiano, esto es < /kmy >=< x,Ay > parazx,y € H,

e H tiene una base ortonormal {1, ¢, 93, ...} de vectores propios del operador A.

Con esta hipotesis y en vista del teorema 49 (de las series de Fourier), se tiene para cada ) € H una expresion de la forma:
=" <P, > P
n=1

Del postulado 2 tenemos esto: Ay, = Anty, (n € N), por lo que se cumple:

D A =A@y + o+ o+ Pn) = Ay + Ay + o+ Ay = Mty + datha + o+ At = D it
=1 =1

Luego aplicando el operador observable A, a un elemento del espacio de Hilbert ¢» € H,

Ap =AY < fn > wn) = A( M D<o > ) = lim Y < SAY = Y < >Aighi =
=1 i=1 i=1

n=1

D A <Yyt > P
n=1

Por lo tanto para el operador observable Ay para ¢ € H se tiene:

Ap =" An <0 >ty

n=1

una descomposicion espectral semejante a la que se tiene en el teorema 195 para los operadores compactos autoadjuntos!
pero, .... los operadores observables de la mecanica cuantica son compactos?

Veremos mas adelante que la respuesta es negativa.

Pues los operadores observables de la mecanica cuantica son operadores no acotados en Ly (R), y del teorema 151 sabemos
que los operadores compactos necesariamente son acotados, por lo que si un operador no es acotado definitivamente no es
compacto.

Veamos algunos operadores que son usuales en mecanica cuantica.

10.5. El operador de posicion.

Se presenta el operador de posicion i, definido en un subespacio del espacio de Hilbert:

Ly(X CR)={f:— C| f es medible y /X |f|? < oo}
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El dominio de este operador observable es:

Dom() = {f € Ly(X CR) | af(2) € Lo(X € R)}C Lo(X CR)}

& : Dom(2) € Ly(X CR) — Ly(X CR),

cuya regla de correspondencia es:

&(f(x)) — af(z).

Evidentemente el operador de posicion es un operador multiplicacién donde la funciéon multiplicadora es la funcién identidad en
X CR, I(z) =z.
Veamos que el operador de posicion & es acotado en el espacio Ls([a,b]), con el multiplicador dado por la identidad I(z) = .

Sabemos que la funcién I(z) = x es creciente en [a, b], asi que en = = b, esta funcion alcanza su maximo. Luego se tiene:

b b b b
et @I = [t de= [Capip@pds <, ) [ a =0 [ @ = 2P,

podemos concluir que, ||z f(z)| < |b]||f(x)]], se cumple para f(z) € Lo[a,b], por lo tanto el operador multiplicacion por I(z) = z
es acotado en Ls|a, b].

Pero en el caso X = R, aunque la funcién multiplicadora I(z) = = es continua en R, esto no implica que el operador de posicién
sea acotado.

Veamos primero que no toda funcién del espacio L. (R) pertenece a Dom(Z), para esto considere a la funcién

Losi fz|>1
fz) =
1 s |z| <1.
5 st |x|>1
Luego tenemos que |f(z)|* =
1 si |zl <1
Sabemos que: Tdr lim " dz = lim [—l}b =lim (—3)+ (§) =0+1=1,esasique [ |f(z)*dz=4< o0
) 1 x? b—oo Jq 2 b—oo zi1 b—oo b 1 ’ R ’
es decir f € Ly(R).
1 si Jz|>1 1 s |z|>1
Sin embargo tenemos, = f(z) = , por lo que |z f(z)]? = ,
x st |z <1 22 s |z <1

164



asi resulta que / |z f(x)|?dz = oo, es decir xf(z) ¢ La(R).
R

Veamos ahora que el operador observable de posicion z no es acotado en Dom(#) C Lo(R), para esto usaremos el resultado
del teorema 60, el cual nos dice que un operador es acotado si y sélo si este es continuo.

Recordamos que una funcion entre espacios métricos f : (X,d,) — (Y,d,), es continua en z¢, si para cada sucesion con-
vergente a x, (x,) — xo, se tiene que (f(x,)) — f(xo). En el caso de espacios normados tenemos que la distancia es
d(z,y) = [l —yl|.

Se mostrara que el operador observable de posicion &, no es un operador continuo en su dominio. Considere una sucesion
convergente en el dominio de este operador, (f,,) — f, dada por la sucesion de funciones:

o si x€0,n]
fn(@) =
0 si z¢][0,n].

La grafica de cada funcion f,,(z) es la constante cero excepto en [0, n], donde f, (z) es una recta que pasa por el origen y tiene

pendiente -, por lo que cuando n — oo, la grafica de £, (z) tiende a la funcién constante cero.
n

De la definicién de esta sucesion de funciones, sabemos que cada f,,(x) pertenece al espacio Ly (R),

:“;—z st x €[0,n],

ademas también pertenecen a Dom(%), ya que para n € N, se tiene que cada z f,,(x) =
0 si z¢]0,n]
pertenece a Ly(R).

Asi que la sucesion (f,,) convergen a la funcion f(z) = 0, es decir (f,(z)) — f(z) en el espacio Dom(%), esta convergencia
con la métrica dada por la norma es:

1fa = fIl = lfa = Ol = || full — 0, cuando n — oo

En Ly(R), esto es / |fn ()| da = / Ll = L[ ]n = (%%d) = 3~ — 0, cuando n —» oo.
R 0

Asi tenemos que (f,) — f, en el espacio Dom(z).

Veamos ahora que sucede con la sucesion de imagenes bajo el operador iz,

P(fo(r)) =fn(z) = 2(;5) = (fl—z), veamos a donde convergen la imagenes:

2 no
dr = Zjd:c:
0
n

T . n’ 0 _n F . . 1z ~ ~ s £ _
[Z2]5 = (5 4) — (52) = 2, esto vale para cada n € N. Tomando limite se tiene esto: n11—>1r010 |z fr. — 20| = nh_}r%o 5 = 00,

z
'I'L2

~ N N ~ 2 2
18 fn = 2fII* = [2fn — 20]% = &z — O = |5z = /R

se concluye que ||Zf, — Zf|| - 0, cuando n — oo, esto es (Zf,) » & f,

Es asi que concluimos (& f,,) - (Zf), por lo tanto el operador observable de posicion & No es continuo en su dominio.

Por lo tanto el operador de posicion & No es acotado.

165



Ahora veamos que efectivamente el operador de posicion  es un operador autoadjunto (hermitiano).

Hay que ver que < i f,g > = < f, g > para cualesquiera funciones f, g € Dom(z).

Para esto sean f,g € Dom(%), luego

<ifig>=<afl@)g@)> = [ af@y@e= [ fe) e = [ fmg@) d =< f@).wg0) > = < f.9>
X X X
por lo tanto < & f,g > = < f,%g >, es decir que el operador de posicidén & es hermitiano.

Ahora veamos que el operador de posicién i esta definido en un dominio denso, es decir que el conjunto Dom(i) es denso en
Ly(X CR).

Para esto usaremos el teorema 209, el cual dice que el operador adjunto A* de un operador lineal A en un espacio de Hilbert
H, esta bien bien definido si y sélo si el dominio D(A) es denso en el espacio H.

Para tal efecto, hay que probar que el operador adjunto #* = &, esta bien definido; para esto vemos que como i f(z) = = f(x),
vemos que la asignacién dada por el adjunto: f(x) — xf(z), es una funcién, es decir esta bien definida.

Por lo tanto, el dominio del operador de posicion Dom/(i), es denso en H = Ly(R).

A continuacion veamos cuales son los valores propios y funciones propias del operador observable de la posicion i, ya sabemos
que este operador es hermitiano por lo que sus valores propios son reales.
Es necesario introducir la siguiente funcién generalizada llamada delta de Dirac.

10.6. La delta de Dirac.

’Ver [11] pagina 83-87; [15] capitulo 12.

La funcién generalizada, conocida como delta de Dirac 6(z), puede verse como el limite de una sucesion de funciones como la
siguiente:

5o a(1) = n si T€la—5,a+ 5]
Tl 00 si m¢[a—ﬁ,a+%]

n n—oo |

con las funciones 4,, (x) tenemos lo siguiente: / Sna(r) dz =n(L)=1; lim Ona(x)f(z) de = f(a).

— o 00

De esta forma, cuando n — o, el valor de la funcion é,, ,(z) en el punto « = a, €s: d,, ,(a) = n — 0.

0 si x#a

Estas son las caracteristicas que definen a la funcion generalizada delta de Dirac: 6,(z) = §(z — a) = { )
o ST r=a

/OO 0(x —a)f(z)dr = f(a), /OO O(x)dx = 1.

— o0 —oo

De esta forma, la funcion generalizada 6(z — x¢), cumple lo siguiente: h(z)d(z — xo) = h(xo)d(x — x0), €n particular si h(z) = x
es la funcion identidad en R, se tiene que zd(xz — o) = zd(z — x0).
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Asi que podemos escribir la ecuacion de valores propios para el operador observable de la posicion como sigue:

Z0(x — x0) = xod(x — x0)
donde zy € R, esto prueba que cada xy que pertenece a R es un valor propio del operador de posicién i, donde la correspon-
diente funcion propia es é(z — zp).
De esta forma el espectro del operador de posicién i es el conjunto X C R (es un espectro es continuo), el cual en el caso de
X = R es un conjunto no acotado en R, luego, en vista del corolario 185, el cual establece que el conjunto de valores propios
de un operador autoadjunto acotado, es un conjunto acotado en R, consecuentemente, el operador hermitiano (autoadjunto) &

es no acotado (como se vio anteriormente).

Cabe senalar que el concepto de funcion generalizada formalmente es un objeto matematico propio del campo conocido como
teoria de distribuciones.

Veamos ahora que en el espacio de Hilbert Ly(X C R3) también se pueden definir unos operadores de posicion de manera
similar que el caso anterior.

Tenemos en un subespacio del espacio Ly(R3) = {f : R3 — C| f es medible y / |f(x,y, 2)|?dedydz < oo}
R

los operadores lineales,
i,yA, zZ: LQ(RP’) — LQ(RS),
definidos por:

tf(,y,2) =af(x,y,2); 0f(2y,2) =yf(z,y,2);  2f(wy,2) = 2f(2,y,2).

Claro que cada uno de esto operadores son operadores multiplicaciéon definidos en un subespacio del espacio de Hilbert Ly(IR?),
es usual escribir estos operadores en ternas ordenadas asi:

TA = (‘%7 ga 2) :(xf(xa y7 Z)a yf(xa y7 Z)a Zf(l', y7 Z))
Asi podemos ver que la funcién entre los espacios, L(R?) — (Lo (JRE"))3 cuya regla de correspondencia es:

f(z,y,2) — (2 f(z,y,2), yf(2,y, 2), 2f (2,9, 2))

es una transformacién lineal entre tales espacios, ademas las proyecciones sobre la primera, segunda y tercera coordenada
se pueden ver como los operadores lineales z, ¢ y % respectivamente.

A continuacion se presenta otro operador lineal usual en mecanica cuantica.

10.7. El operador de momento lineal

El operador de momento lineal denotado por p, esta definido en un subespacio del espacio de Hilbert:

167



Ly X CR)={f:— C| fes medibley/ |f|? < oo}
X
de la siguiente manera:
f(@) — pf(x) = —ihg f(x).

Donde 7 es la constante reducida de Planck, tal constante esta dada en unidades fisicas, pero por el momento sélo sera usada
como una constante real positiva.
(h = 4-; donde h es la constante de Planck, h = 6.625 x 10727 erg. seg. -energia por tiempo-.)

Vemos que el operador observable de momento lineal tiene como dominio al subespacio:
Dom(p) = { f(z) € Lo(X CR)| —ihf f(z) € Lo(X CR)}.
Veamos que el operador de momento lineal p es autoadjunto, para esto sean f, g € Dom(p),

o0

(f(2),g(x)) = (—ihk f(2), g(x)) = / ind f(z) g@)de =

— 00

(integrando por partes hacemos v =gy dv = df)

— [Finsa@)”_ - i [ @) o) do=

= liMa p—so0 [—mf(x)@]’:a + / ih-Lg(z) f(z)dz =

— 00

El primer término se anula, en vista de que son funciones en Dom(p) las cuales en particular son continuas, por lo que tienden
a cero en el infinito, de otra forma no serian de médulo cuadrado integrable en R.

Por otro lado notemos que, i = —i = 4; y para z,w € C, zw = z w;

también -Lg(z) = L g(z),
yaque g(z) : R — C, es de la forma: g(z) = ¢1(x) + ig2(z), donde g1 (x), g2(z) : R — R.

Asi que,



podemos concluir que (pf(z),g(x)) = (f(z),pg(x)), por lo tanto el operador observable del momento lineal es Autoadjunto
(Hermitiano), en el correspondiente subespacio Dom(p) C Lz (R).

Veamos que el dominio del operador de momento lineal Dom(p) es un espacio denso en el espacio de Hilbert Lo(X C R). Para
esto usaremos el teorema 209, el cual dice que el operador adjunto A* de un operador lineal A en un espacio de Hilbert H
esta bien definido si y solo si el dominio D(A) es denso en H.

Tenemos que probar que el operador p* f(z) = pf(z) = —ih-L f(x) esta bien definido, para esto vemos que como pf(z) =
—z‘h%f(x), podemos establecer que la asignacion

fla) — —ih f(x),

esta bien definida, es decir es una funcién. Concluimos por el teorema 209, que el subespacio Dom/(p) es denso en La(X C R).
Como ya hemos visto que el operador observable del momento lineal es Hermitiano, los valores propios de éste son reales.
Ahora veamos los valores propios y vectores propios del operador observable del momento lineal p.

Para esto escribimos la ecuacion de valores propios, donde p denota un valor propio del operador de momento lineal p,
PY(a) = —ihgoy(x) = py(z),
tenemos una ecuacion diferencial cuya solucién en general es:
Y(x) = NewP®, pues —ihdLap(z) = fihN%pe%m = pNew?® = py(x).

Esto se cumple para cada p € R, por lo que tenemos que el espectro del operador de momento lineal es el conjunto X C R,
(es un espectro continuo).

Asi que el operador p tiene espectro no acotado, por lo tanto, en vista del corolario 185, se tiene que el operador observable
del momento lineal  es un operador no acotado en su dominio Dom(p) C L2 (R).

Para obtener el valor de la constante de normalizacién N, es necesario recurrir a la funcion generalizada delta de Dirac.

o0 o0
Pues, si se quisiera normalizar de manera usual se tiene esto: / erPTeT R PPy = / dxr = oo.

— 00 —0o0
En el caso discreto, una base ortonormal {u, };2; se define en términos de la delta de Kronecker < u,, uy, > = d,m, €n el caso
continuo, por analogia se requiere que el conjunto de funciones propias { Ne#??|p € R} cumpla lo siguiente:

[ ekoe sty )

con esta ecuacion se define al factor de normalizacién N.

Para encontrar el valor de la constante N, escribimos la funcion generalizada 6(k — k') en su representacion de Fourier:

] Ver [11] paginas 937-938; [7] capitulo 6.

i/ en(k=k)= — §5(k — k'), luego hacemos p = hk y p’ = hk’, para obtener:

— 00
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O e CT )

— 00

luego, ﬁ/ en =T = 5(p — ).

— 00

La igualdad ¢ (%) = hé(p — p'), se prueba como sigue:

| o () swap=n [ e () = [ p)s (k- ) d = np(ak) = nRE) = 1) =

— 00
’

/OO hé(p —p') f(p)dp, = d (p_rf ) =hé(p —p').

— 00

Donde se ha usado la propiedad: / d(x — a) f(x)dr = f(a) y haciendo el cambio de variable: £ = k, dp = hdk.

Por lo tanto, [N|? = 51, = N = \/ﬁ con esto se tienen que las funciones propias del operador de momento lineal p son:

{ et e .

Pasando ahora al espacio de Hilbert Ly (R?), se pueden definir también los siguientes operadores de momento lineal:

Paf(2,y,2) = —igs f(2,y, 2),
]ﬁyf(x,y,z) = 71‘%.]0(3373/32)5

P f(z,y,2) = _i%f(xvyvz)'

El dominio de estos operadores de momento lineal es el subespacio de funciones en Ly (R?), tales que tienen la derivada parcial

respectiva, de modulo cuadrado integrable.

Con estos tres operadores se tiene la siguiente transformacion lineal cuya regla de correspondencia para f(x,y,z) € Lo(R?)

es!

F(@,y,2) > (<in f(@,2), —ihf f(e,y,2), ~ih f(w,9,2))

siempre que la funcion f(x,y, z) tenga derivadas parciales de cuadrado integrable.

Esta es una terna ordenada de los tres operadores observables del momento lineal. Esta transformacién lineal va del espacio

Ly(R3) en (Ly(R?))® .

Las respectivas proyecciones sobre la primera, segunda y tercera coordenada se pueden ver como el operador del momento

lineal p,,p, y p. respectivamente.
Ya hemos visto los operadores observables de posicién & y del momento lineal p.

Se define a continuacion el conmutador de dos operadores observables.
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10.8. EIl conmutador [A, B] de dos operadores observables Ay B.

’ En esta parte se usa material de: [9] capitulo 11; [10] capitulo 25; [20] capitulo 3; [23] capitulo 14.

Definicion 232. DEFINICION: El conmutador | , | de dos operadores observables A y B se define como [4, B] = AB —
BA.

Cuando [A, B] = 0, los operadores A y B se llaman compatibles.

En el caso [4, B] # 0, los operadores A y B se llaman complementarios.

Veamos lo que se tiene en el caso de los operadores de posicion y momento lineal & y p, sea ¢(x) un vector de Ly (R), tal que
tienen sentido efectuar las operaciones del conmutador.

[#,9] = (v [ihL] - [~ihd] ) P(x) = —ihe ) 4 izh®e) 4 i (a) = ihp(x) # 0.

Por lo tanto los operadores observables de posicion y momento lineal son complementarios.

Analogamente para un vector ¢ (z, y, z) € L2(R?) (Que tengan sentido las operaciones del conmutador), se verifica que [, p,| =
[9,Dy] = [2,P:] = ih.

Luego, ya que el conmutador de [, p,] = = 5.4 (z, y, 2) — (a%) a(w,y,2) = 2 L(x,y,2) — L d(x,y,2) =0,

podemos afirmar que, [z, p,] = [Z,p.] = [9. D] = [9,P=) = [2,Pz] = [£,Py] = 0, es decir que estos observables son compatibles.

Definamos el siguiente operador:

A2 2 2 2
_ p- _ 1 ‘= d _ h” d
T==5 = (-ihi) =- donde m es una constante real (m es la masa)

2m dz2>

se dice que este operador 7" representa a la energia cinética de una particula “libre”.
Observacion 233. En vista de un corolario anterior, tenemos que el operador 7" es autoadjunto (hermitiano).

Veamos el conmutador de py 7,
~ . 2 2 7’2 2 . . K3 2 . B3 2
5,7 = ([—ihs] [~ g — |~ e | [ihik]) va) = (i e — i ) () = 0,

tenemos asi que los operadores observables p y 7' son compatibles.

Veamos lo que pasa con el conmutador de 5 y el operador H definido por:

H=T+V(z) =2 +V(x),

2m

[P H] = [0, T+ V(@) = [, 1]+ [p, V(@) = [, V(@) = ([=ihg] V(@) = V(@) [=ihg])=([=ihg] V(@) + iV (2) )= K,
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para que sea K =0, el operador de momento lineal y el operador multiplicacién por V(x) deben conmutar, por lo que en general
los operadores p y H son complementarios.

Se dice que el operador H, representa a la energia de una particula moviéndose en un campo de potencial V(x), donde la
funcién V cumple con V(z) = —VF(z) para alguna funcion F(z).

Proposicion 234. E/ operador H es Autoadjunto cuando V() = V (z).

Demostracion.

Para probarlo, veamos que cumple con la definicion.

(f.9) = ((T+V@) f.9) = (Th.9) + (V@)f.0) = (£.D9) + (£.V(2)g) = (£. (T + V() g) = (f. Hg)

El conmutador de dos operadores observables es muy importante en fisica cuantica, pues este se relaciona con los resultados
de las mediciones simultaneas de los operadores observables considerados.

Ya hemos visto los operadores de posicion & y de momento lineal p, veamos a continuacién los siguientes operadores dados
en términos de los anteriores.

10.9. Operadores de momento angular.

En esta parte se usa material de: [1] capitulo 7; [9] capitulo 11; [10] capitulo 25; [15] capitulo 6 y 12;
[16] capitulo 7 y 10; [19] capitulo lll y X; [20] capitulo 11; [23] capitulo 14.

Tomemos los operadores de posicion y momento lineal en ternas ordenadas, (z, 9, 2) , (b=, Py, P~) Y usando la regla del producto
cruz se definen los operadores lineales L., L, y L. de la siguiente manera.

i ik )
‘% Z} 2 = (gﬁz - é’ﬁy, éﬁL - jﬁzai‘f)y - gﬁan) = (LwaLvaz> 9
DPe Dy D=

de esta manera: L, = §p. — 2Dy, iy = 2Py —dip.y L. = &p, — Jp., SOn operadores lineales en el subespacio de Ly(R?) tal que
las operaciones tienen sentido.

Estos operadores actuan de la siguiente manera, por ejemplo, para una funcién f(z,y, z) se tiene:

Lw (f(aj>y7 Z)) = g (—Zh%f(.ﬁ, Y, Z)) -z (—’L'h(,%f(l‘,y, Z)) = _ihy%f(xai% Z) + th%f(x,:% Z)
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Los operadores L, , L, y L. se llaman operadores de momento angular orbital; la terna ordenada I = (ﬁw,Ly,ﬁZ> se

denomina momento angular orbital.

En este caso, vemos que los operadores g, p., Z Y p, que definen al operador de momento angular orbital L, conmutan, esto
es §p. = p.y, ya que se deriva respecto de z y se multiplica por y (son variables independientes), analogamente sucede con
los operadores 2y p, ya que Zp, = p, 2.

Lo mismo se tiene con los operadores ﬁy y L., estan definidos en términos de operadores que conmutan entre si.

Ya hemos visto que los operadores observables de la posicion y el momento lineal son autoadjuntos, luego por el teorema 98
sabemos que el producto de dos operadores autoadjuntos es autoadjunto si y sélo si los operadores conmutan. Ademas por el
corolario 99 la suma de operadores autoadjuntos es un operador autoadjunto.

Por lo tanto los operadores observables del momento angular orbital L, ﬁy y L. son operadores lineales autoadjuntos en el
espacio de Hlibert L, (R3).

Veamos el conmutador de estos operadores,

(Lo L) = [(99= = 2B,), (2Be — 2) = (8D — 2,), 2B] — [(@D= — 2p,), 8p:] =

(-1 2D2] — [2Dys 2Da] — (052, 292 + [2Dy, 892) = ((—ihy L) (—ihz L) — (—ihz ) (—ihy2)) —
((minz2)(=ihz &) = (=ihz)(=ihz)) = ((~ily &) (~ihe &) — (=iha ) (=ify2)) +
((—ihzgy) (it ) = (=ine ) iz ) ) =

(—h?yLz2)+ (RPz2yd)) - ((—Fﬂza%za%) + (h%%z%)) — ((—PPyLal)+ (RPalyl)) +

((—h%’a%a:%) + (hzx%za%)) =

9

32,0 0 2.,09.,,0 2,0 ,0 _p2 2 9 32 9 32 2
h yazzax +h Zamyaz +h Zay h Zazzay +h yazx h xazy h Zayxaz +h x@zzay -

CE

(—ﬁZ)y(zaig + %) —|—ﬁ22(y6%a@ 0) + h2z(z-2 Tya +0) hQZ(Z%% +0) + th(xaa—; +0) —h? a:(yaa—; +0) —

Se concluye que [L,, L,] = ihL., podemos afirmar también que [L,, L.] = ihL, y [L., L,] = iiL,.

A continuacion se define el operador L? de momento angular total, en términos de los anteriores asi: L2 = L2 + L2 + L2.

El operador L? es un operador lineal autoadjunto en el espacio L. (R3), esto en vista del teorema 98 y del corolario 99.

173



Luego, para expresar los operadores de momento angular orbital en términos de variables angulares, usamos coordenadas
esféricas (r, 0, ¢) las cuales se relacionan con las cartesianas (z,y, z) asi:

x = rsenfcoso
y = rsenflseng
z = rcosf.

; .8 _9ra , 900 ¢ 9 A 9 vy 9
Usando la regla de la cadena para derivadas : 57 = 557 + 5255 + 5, 55 - analogamente para 5- y 77,

los operadores de momento angular orbital los expresamos en términos de variables angulares asi:
Ly =ih (sen(¢)% + cot(8)cos( 8%))
L, =ih (—cos(qﬁ)% + cot(@)sen(d))ai),

s g
Lz ——Zh% .

<

Con esto el Operador de Momento Angular Total se expresa asi: L2 = L2 —|—L2 + 12 =—p? [ 1( % 2 (sen(0)Z) + Wg(e)a%z )

Veamos el conmutador de L2y L.,

L%, Le] = =12 [5671(9)% (sen(8)zg) + ﬁ?(e)a%} {_mé‘%} N {_i%} Lenl(e)% (sen(0) 55) + #2(0)88722} -

102 29 2 9 1 9% a3 : 1 9%\ _
(sen%Q)W) <_Zh7¢) - (_Zh%> (sen%é’)W) - ( Zh) (:.en?(a) 8¢3) + (Zh) (se'rﬂ(@) W) - O’

por lo tanto, [L2, L.] = 0, es decir, los operadores L2y L. conmutan, [L2, L.] = L2L, — L.L? = 0.

De acuerdo con la interpretacion fisica del conmutador, podemos decir que es posible conocer, mediante mediciones experi-
mentales, los estados simultaneos del operador de momento angular total L? y del operador momento angular orbital L ..

Veamos ahora el conmutador de L2y L,

[[A/Q’Lw] :(_hQ) |:se’ri(0) 6709 (sen(@)%) + sen12(9) 8¢2:| ih <8€n(¢)% + COt(Q)COS(¢)%) -

(ih) (sen(qﬁ)% + cot(@)cos(qS)%) (—h2) [ 1(9) 6@ (8671(9)%) + le(e)a%;] = (—ih?) <Sei(6) % (sen(ﬁ)%) sen(aﬁ)%) +

—

(—ih3) (ma%;sen(gb)%) + (—ih3) (sen(e) % (sen(ﬁ)%) cot(@)cos(qﬁ)%

N———
+
—
|
o

S
w
N
/N
w
o
3
=
®
e[\; [V
o
Q
S
—~
SN
S~—
o
S
[V2)
2
<
=
@
o
N—
+

(ih3)(sen(¢)%se$(e) % (sen(@)%)) + (ih®) (sen(¢)%sen12(9) 8871) + (ih3) (cot(@)cos(qb)%se;(e) % (sen(@)%)) +

(ih3) (cot(@)cos(gf))dﬁ se71,12(9) d%;) = (—ih?) (sei(G) % (sen(ﬁ)%) sen(qﬁ)%) + (ih3)<sen(¢)% 867}(9) % (sen(@)%)) +

(—ih%) (m%zsen(@%) + (ih?) (sen(¢)%sen12(9)887)2) +

(—ih) (s 5 (sen(6) &) cot(B)cos(8) 5 ) + (ih) (cot(B)cos(9) <y &y (sen(6) &) ) +

(=) (srbiy g cot(B)cos(9) &5 ) + (i) (cot(6)cos(0) & sk e ) = O,

©-
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para concluir esto se observa que los operadores (derivacién y multiplicacién) dentro de cada uno de los paréntesis, correspon-
dientes a distintas variables conmutan, por lo tanto

[L? L,) = L*L, — L,L* = 0. De manera analoga se tiene que [L2, L] = 0.

Por otro lado, calculemos las funciones propias ¥,,, del operador L2, para esto ponemos la ecuacién de valores propios,

L2, = K10,

esto es, (—#?) [Se;(a)% (sen(0)2) + le(e)% Uy = KU,

como dichas funciones dependen soélo de ¢ y 6, escribimos ¥,,, = 0,,,(0)®,,,(¢), para separar las variables, sustituyendo
obtenemos

(~12) | 5oy i (5en(0) £5) + 5oy gz | ©(O)@um(6) = KiO(6) @ (9)

dividiendo entre ¥, y poniendo lo que depende de 4 de un lado y del otro lo que depende de ¢,

sen?(0) 1 d dO;,, (0) K101, (0)\ _ 1 d?®n(d)
O (0) (senw)@‘%”(e) N )’*dnm(m dgr

a continuacion separamos las variables,

sen2(6) 1 d A0, (0) | Ki©u(0)\ _
W(W@%”W) e 4 Sk )—cte.

1 d*0un(9) _
d¢? -

Ty cte.

La solucidn de esta ultima ecuacion es: ®;,,,(¢) = Cet'™?, donde m = ++/cte.;

luego ya que ¢ € [0,2] usamos la condicion i, (¢) = Pim (¢ + 21), que implica e™¢ = im(¢+2m) — ¢iméeim2m por |o tanto
debe ser 1 = ™2™ = cos(2wm) + isen(2wm), esto es que m € Z.

Ahora para que las funciones ®;,,, estén normalizadas debe cumplirse esto,

o
3

27 27
/O |<I>zm(¢)|2d¢=/\/2/o d¢ =1, porlo que N? = L, NV =
Se concluye que ®;,,,(¢) = \/%eimd’, con me Z.

Para obtener las funciones ©,,,, volvemos a la ecuacién de valores propios, L20;,,®1,, = K;01m®rm, luego sustituyendo,

(_hQ) |:S@l,1(9) % (Sen(a)%) + 56732(9) %;2} @l7rL(9)(I)l7n(¢) = Kl@lnL(e)(I)l?n(Qb)s es lo mismo que,

(—h2) [;T + cot(0) & + ﬁ%} Oum (0) A=e™? = K104 (0) A=€"?, esto es

|G + cot(0) % + 257 | Oun(6) = ~4Oun ()
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. 2 2 -
usando las igualdades, y = cos(6), 45 = —sen(d) 15, 45z = sen®(0) f» — cos L., luego sustituimos

sen?() ‘f;(? — cos(0) 9 + :g,i((‘;)) (fsen(e)%) + (% - #:2@) © = 0, esto se puede escribir asi:

2 2
(1-4%) 49 — 2% + (5 - 2> ) 6 =0.

Hemos obtenido la ecuacién diferencial de Legendre, cuya soluciéon normalizada son las funciones dadas por:
(ver por ejemplo el libro Mathematical methods for physicists, Ar fken, pdginas 786 — 790)

—|m|)! m m m |m]|
[(21;1) EiJrIml‘;‘} P™(cos(0)) , m > 0 donde P (cos(f)) = sen! ‘(9)%3(%) , con x = cos(f)

y Pi(z) = (2111)71 dd—;[ (2% — 1)l, es el polinomio de Legendre de grado [, ademas K; = h2I(l + 1).

Tenemos asi las funciones propias ¥;,,, del operador observable del momento angular total L2 dadas por:

1
Uy =Y™(0,0) = (25;1) Ei:rmlg:} * (=1)meimd P (cos(0)) = sen"”'(Q)%B(x) ,donde |m| <1y x = cos(9).

10.10. Armonicos esféricos.

Estas funciones Y, (0, ¢) se llaman armdénicos es féricos (6 es el angulo polary ¢ el &ngulo azimutal).
Por lo tanto tenemos la ecuacién de valores propios: L2Y;"(0, ) = h21(1 + 1) Y, (6, ¢), | € N.

Ahora veamos lo que se obtiene cuando el operador L. actia sobre los arménicos esféricos Y™ (6, 9),

LY (0,0) = (=iny) [ZERmb " (~1)meime P (cos(9)) =

(i) (im) | CEEERE | (1) Py (cos(0)) = (hm) |G Gt ] (—1)™e ™ B (cos(0)) = (hm) Y™ (0.9),

por lo tanto hemos obtenido esto, L. Y, (6, ¢) = hmY;™ (6, ), una ecuacién de valores propios.

Asi, para cualquier valor dado de I, los posibles valores propios del momento angular orbital L. son:
L,=mh,m=0,£1,£2,...,+l, por lo que se tienen (2] + 1) valores posibles.

I?e lo anterior tenemos que los arménicos esféricos Y;™ (6, ¢) son simultdneamente funciones propias de los operadores L%y
égservamos que este hecho es similar al resultado del teorema 196, el cual asegura que en el caso de dos operadores

compactos autoadjuntos que conmutan en un espacio de Hilbert H, existe una base ortonormal de vectores propios comunes.

Tenemos que los valores propios del momento angular total L? son: h2I(1+1),1=0,1,2,... y los valores propios del momento
angular L, son: mh, m =0,+1,4+2, ... + 1.
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Por esto, en vista del postulado 2, sabemos que al efectuar mediciones experimentales del operador L2, los resultados sola-
mente pueden ser: 0, 2h2, 62, 122, ...

Los estados propios (vectores propios) del momento angular total con los valores para [; 0, 1, 2, 3, 4. son conocidos por razones
histéricas como los estados S, P, D, F, G respectivamente. R
De la misma manera sabemos que los valores que podemos obtener al hacer mediciones sobre el operador L, son: 0, +h, £24, ...

Pasemos ahora a ver la siguiente propiedad interesante, de los operadores i+ y L_ definidos a continuacion.

Teorema 235. Los operadores L, y L_ no son hermitianos; los operadores L. L_ y L_L. si son hermitianos.

Demostracion.

Como los operadores de momento angular orbital L, y Jiy son autoadjuntos (hermitianos) tenemos,
<i+¢1\¢2> = <¢1\ﬁ—¢2> ; <ﬁ—¢1|¢2> = <1/)1|i+?/)2>,

para cualesquiera funciones de onda v; y v, esto muestra que ﬁ+ y L_ no son Hermitianos y por lo tanto no representan
ningun observable fisico.

Ahora,
Lol = (ﬁw + zLU) (ﬁw - ZLU) — (2412 —i[Ly, L) = L2+ L2+ hi, = 12— L.(L. — h)

de igual manera,
f/_£+ = IA/% + ii - hf/z - i2 - IA/Z(IA/Z + h)!

por lo tanto, dado que L%y L. son autoadjuntos (hermitianos) y hemos expresado a L+L y L_ L+ como funciones reales de
L%y L., podemos concluir por el corolario 99 que los operadores L, L_ y L_L. son Hermitianos.

Por otro lado, ya hemos que visto los conmutadores de los operadores de momento angular orbital satisfacen,

(Lo, Ly) = ihL., [Ly, L.] = ihLy, [L., L;] = ihLy; (L2, L] = [L? L,] =

A continuacién, teniendo en cuenta las propiedades que hemos visto de los operadores del momento angular orbital, veremos
unas matrices que tienen propiedades semejantes a los operadores anteriores. Estas matrices estan relacionadas con los
operadores llamados de momento angular intrinseco 6 espin.

ay

Recordamos que en el caso de que una matriz tenga forma diagonal: A = ( 0

0 .
w ) los valores propios son a; Y as,
2

. 1 - .
y SUS vectores propios son: |u; >= <0) y |ug >= <(1)> ; veamos las siguientes matrices.
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10.11. Las matrices de Pauli.

DEFINICION (MATRICES DE PAULI): Las matrices de Pauli se definen como sigue:

(de inmediato nos remitimos a las unidades imaginarias i, j y k£ del anillo de los cuaterniones)

. o1 . o = . 1 0
Te =11 o|"% T |i o7 o -1’

estas matrices son hermitianas y satisfacen las relaciones siguientes:

co o 1o <] _[i o] _fo d|fo 1]__, . _ ..
929% =11 ol i o| |0 —i| " |=i o]|1 o %= "=

.. [t o7fo 1] _[o 1] _Jo -1t o]_ .. _ ..
729 =10 —1| |1 o] ~|-1 o/ " |-1 o]0 —1]T 777w
Ahora podemos definir las siguientes matrices M., M, y M., en términos de las anteriores,

Mm = %h&ms
M, = Lhs
Y 2 Yo
Mz = %h&m
veamos el conmutador de las matrices M, y M,
(M, M,) = 1hé, 16, — Ihé,ihe, = Lh%i6, + 112%i6, = Lh%i6, = ihihe, = ilihe, = ihM,,
por lo tanto, podemos ver que se verifican las siguientes igualdades,

My, M,| = ihM., [M,, M.] =ihM, y [M., M,] = ihM,.
Y ) Y

Luego, definamos M? = M2 + M2 + M2, efectuando las operaciones se tiene esto,

N[—=

o S IOl FR 0 L] RO PR PO R C T A R O

y vemos que se satisface lo siguiente,
~ ~ ~ ~ 1 0 1 0
M? = M M; MZ = (%hQ) [0 1] = % (% 1)h2 [0 1}’

por lo que: [M?, M,] = [M?, M,] = [M?, M,] = 0.
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. ~ . 1 .
Por otro lado, vemos que los valores propios de M, = 176, = in [ _OJ , son: M, = +1h, con sus correspondientes vectores

1 0
luypy >= M ylu_p >= M

estos mismos vectores son vectores propios de M2, cada uno con el valor propio: M2 = L (1 4+ 1) 2.
2 \2

propios:

Observamos que los resultados que se han obtenido para las matrices Mx, My, M. y M?, son semejantes a los que vimos
anteriormente para los operadores observables del momento angular L, L L y L2,
También vimos que los operadores L. y L? tienen vectores propios comunes, cuyos valores propios son:

L.=hm,m=0%1,.. 4.y L2 =rI(1+1),1=0,1,2,..

donde L. y L? denotan los valores propios de L. y L? respectivamente y los valores [ y m son enteros.

Podemos ver una diferencia significativa con los operadores del momento angular, ya que en el caso de las matrices M. y M?2
los valores propios son =3hy 1 (3 + 1) A2, esto es, m = £5 y I = 1, es decir, no estan restringidos a ser niimeros enteros.

Lo que si sucede con los operadores del momento angular L, y L2.

Pues bien, ya mostramos que las matrices M,, My y M., satisfacen las relaciones de conmutacién:

[M,, M,] = ihM,, [M,, M.] = ihM, vy [M.,M,]=ihM,

[M?, M,] = [M?, M) = [M?, M] = 0.
Ahora, usando sélo esas relaciones de conmutacion, veamos que podemos decir en general, acerca de los vectores propios y
valores propios de las matrices que cumplan esas relaciones.
Seguiremos nombrando a tales matrices M., M, y M..

Introducimos ahora por conveniencia las siguientes matrices:

M_ = M, —iM,,

luego sustituyendo obtenemos esto:
[M,, My] = [M,, M, +iM,] = [M., M,] + i[M,, M,] = ihM, + i(—ih) M, = ihM, + hM, = hM,,

(M., M_] = [M,, M, — iM,] = [M., M,] — i[M., M,] = ihM, — i(—ih)M, = hM, — hM, = —hM_,

[M,,M_] = 2hM,.

es decir,
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[MZ7 MJr} = hM+,

[M.,M_] = —hM_,

[M,, M_] = 2hM,.

A propdsito de este resultado entre matrices y su conmutador, cabe observar lo siguiente.

10.12. Operadores escalera.
Teorema 236. Supongamos que el conmutador de los operadores N y X satisface:

[N, X] = AX, donde \ es un escalar.

Entonces el operador X actta de tal manera que desplaza una cantidad A cada valor propio y vector propio del operador N.

Definicion 237. Estos operadores se llaman operadores escalera, en el caso A > 0, el operador X se denomina operador de
subida; mientras que si A < 0, el operador X se llama operador de bajada.

Demostracion.
Sea |n > un vector propio del operador N con valor propio n, luego tenemos
NXn> = (XN + [N,X]) n >
= (XN +AX)|n >
= XNln >+ AX|n >
= Xnln >+ AX|n >
=+ NX|n >,
por lo tanto se tiene lo siguiente:

NX|n>=(n+\)X|n >.

Lo que resulta es que X|n > también es un vector propio del operador N pero con valor propio (n + ).
(Cuando el operador N es hermitiano, el valor propio n es real.)

De lo anterior tenemos, ya que 1,2k > 0y —h < 0, los operadores escalera M, y M_.
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1) [M., M) = hMy,
2) [N, NT_] = —hiL_,

3) [My, M_] = 2hM.,.

Por otro lado,
ya que M?y M, conmutan, supongamos que el vector |\, m > es simultdneamente vector propio de ambas matrices, tal como
sucede en el caso de los operadores de momento angular orbital, es decir

M2\, m >= E2A|\,m >,
M|\, m >= hm|\,m > .

Asi, el problema es determinar los posibles valores de X y m implicados por las relaciones de conmutacion.

Para un valor dado de la magnitud ), los valores propios posibles de M. determinados por m deben estar en un dominio finito,
acotado por los valores m.,az Y Mumin -

Ahora, de la igualdad J\Z/Z|)\, m >= hm|\, m > tenemos que:

MM\, m >= M, hm|\,m >= kmMy|\,m >
luego en vista de [M., M. ]| = hM,, tenemos lo siguiente
NI N = NIVE, — [V, Ny ) = NIV, — BTy, — NIV, = NI, M, + hMy,
sustituyendo en la ecuacion anterior nos da:
VLN A m >= (M+MZ + hJ\Zf+> I\ m >= Ny Mo A, m > +hM o |\, m >= hmNo |\, m > +EN. [N, m >= h(m + 1) My |\, m >
por lo tanto M, M, [\, m >= h(m + 1) M|\, m >.
Entonces tiene que ser M|\, m >= 0, 6 M_|\,m >= |\, k >, por conveniencia hacemos k = m + 1, osea

Mo Am>=[Am+1>
por lo tanto,

M, A, m+1>=h"m+ 1A m+1>.

En conclusién, podemos ver que partiendo de la ecuacion

M. |\,m >= hm|\,m >, con el vector propio|\, m > y el valor propio fim,
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se llega a la otra ecuacion,
M_|A\,m+ 1 >= h(m + 1)|\,m + 1 >, con el vector propio |\, m + 1 > cuyo valor propio es %i(m + 1),

siempre que m # Mupqz; €N el caso m = Muy,q, el resultado es M, |\, m >= 0.

Notamos que los valores que admite m difieren en un entero.
Aplicamos un argumento similar para M_ M, y vemos que: M_|\,m >=0,06 M_|\,m >= [\, m — 1>,
por lo que tenemos: M|\, m — 1 >= fi(m — 1)|]\,m — 1 > .

Asi, dado un vector propio |\, m > podemos generar un nuevo vector propio |A,m — 1 > con valor propio h(m — 1), siempre que
m # Mumin, Ya que en ese caso tenemos M_—\,m >=10.

Veamos ahora lo siguiente,
M_M, = (M, — iMy)(M, + iM,) = M2 + M2 + i[M,, M,] = M? — M? — M, .
luego si el operador M_ M actiia sobre el vector |A, Mpmae > tenemos que

M_ M|\, Mgz >= (M2 — M2 — AM.)|\, Mgz >=0

osea, M2\, Mupmaz > —M2I\, Mmaz > =AM\, Mupaz >=0
luego (usando ecuaciones anteriores): M2\, m >= h2A|\,m >y M,|\,m > = hm|\, m > tenemos,

M2|>\, Mmaz >= h2)\|)\am7nam >, *Mz2|)\7mmax >= *hhmmammm,amp\amm,am >, *thp\amm,am >= *hhmmapommar >

asique (A —m2,.. — Mmaz)| A, Mmaz >= 0, por lo tanto: A = m2, .. + Mpaz-

Analogamente, M, M_ = M? — M2+ hM,, si este operador actta sobre el vector |\, m,i, > , obtenemos A\—m2,, +myin =0
osea:

—m2
A =M — Mmin -

Igualando las dos expresiones que obtuvimos para A tenemos, m2, ., + Mumar= M2,;,, — Mmin, lUEJO

(mmam + mmin)mm,in - (mmam + mmin)mmam - (mmaz + mmzn) = (mmaz + mmin)(mmin — Mmaz — ]-) = 0; COﬂClUimOS que:

Mmaz = —Mmin-

Esto significa que los valores que toma m, se encuentran situados de manera simétrica respecto del origen.

Ademas, como los valores que toman difieren en un entero, tenemos:
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Mumaz — Mmin = 21, donde , | = 0, %, 1, %,

combinando este resultado con el hecho que M4 = —Mynin, S€ NOS Muestra que: —I < m <1, (se tienen 2! + 1 valores).

Finalmente, de las igualdades que obtuvimos, mmax — Mmin = 21, Minaz = —Mmin Y A = m2, . + Mma S€ tiene esto:

2Mimar = 21, POr 10 QUE Mpae =1 = AX=m2, 0 + Mmax =2 +1=1(1+1).

A=11+1),1=0,3,1,3,...

Por lo tanto, los valores propios de las matrices M. y M2 son fim y h21(I + 1) respectivamente.
Notamos que en este caso se admiten valores semi-enteros, algo que no ocurria con los operadores de momento angular

orbital.
Las matrices M., M,, M,y M? estan relacionadas con el observable cuantico llamado momento angular intrinseco 6 Espin.

10.13. Postulado 3: Principio de correspondencia.

Se usa material de: [9] capitulo 11; [10] capitulo 25; [15] capitulo 3; [16] capitulo 6.

Un operador observable cuantico correspondiente a una variable dinamica, se obtiene al reemplazar la variable canoni-
ca de mecanica clasica por el correspondiente operador cuantico.

Este postulado nos da un método para formular el operador mecano-cuantico a partir de variables dinamicas clasicas, las
cuales estan dadas en términos de las variables candnicas conjugadas p y g.

Este principio de correspondencia fue propuesto por primera vez por Niels Bohr.
De este modo tenemos una correspondencia entre cantidades fisicas de mecanica clasica y operadores de mecanica cuantica.

En general, un observable en mecanica clasica es una bien definida funcion de la posicién y el momento. Este mismo esté re-
presentado en mecanica cuantica por los operadores de posicion y momento.

En una dimension tenemos, & = 2y p = —ih(-L).

La posicion, el momento, el momento angular y la energia, no son los Unicos observables en mecanica cuantica. Existen otros
mas, los cuales no tienen analogos en mecanica clasica, por ejemplo el espin.

Veamos el siguiente postulado.

10.14. Postulado 4: Cuantizacion.

Cada operador observable de variables candnicas conjugadas satisface las siguientes relaciones de conmutacion de
Heisenberg:
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[ijqun] = [ﬁmalﬁn} =0; [(jmvﬁn] = 1h0mn.

Donde ¢,, es el operador observable correspondiente a coordenadas generalizadas y p.,, es el operador observable de momento
correspondiente al momento generalizado.

Este postulado se conoce como el principio de cuantizacion.

En coordenadas cartesianas los operadores ., y p, satisfacen:
[Ty Tn] = [PmsDn) = 0Y [, Pn] = ihdmy -

donde los subindices m,n = 1,2, 3. para las z, y, = componentes de 7 y p.

En una dimension esto es: [p, 2]y = (pi — @p)v = —ih L (v) + ihaSL = —ilw , por lo que [z, p]

ip — pi = ih.

Los observables que tienen analogos clasicos, siempre pueden expresarse como funciones de q,, Y p.., Y las reglas de cuanti-
zacién para estos observables son las de conmutacién de Heisenberg.

10.15. Postulado 5: Mediciones cuanticas.

En esta parte se usa material de: [1] capitulo 7; [15] capitulo 3; [16] capitulo 2;[21] capitulo 4; [22] capitulo 2.

Si un operador observable A tiene una base propia {¢,} y valores propios {\,}, entonces la probabilidad de obtener
en la medicidn el valor propio )\, del observable A del sistema en el estado propio normalizado ) (z) es:

PAn) =] <l > .

Este postulado establece una relacién entre eventos (mediciones experimentales) y probabilidades.

Por el postulado 2, sabemos que los valores que resultan de efectuar mediciones en un sistema cuantico son los valores propios
del correspondiente operador observable del sistema.

En lo que respecta a hacer mediciones en un sistema, la medicion suele mejorarse si se hace varias veces en condiciones
idénticas y luego se calcula el promedio de estas.

Este promedio llamado valor esperado o esperanza de un operador observable, se define a continuacion.

Definicién 238. (Valor esperado): El valor esperado < A > de un operador observable A en el estado v(z) de un sistema
fisico, se define como:

A <y|Ay>
< A>= O[S

si el vector de estado esta normalizado el valor esperado es:

< A>=< Ay >.
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En términos del valor esperado de A , definimos la desviacién media cuadratica (AA), la cual mide la desviacién (dispersién)
respecto de la media < A >.

Definicion 239. (Desviacion media cuadrética): La desviacion media cuadratica (AA) se define como la raiz cuadrada del valor
esperado de (A— < A >)? en el estado ¢ en el cual < A > es calculado.

De la definicion tenemos lo siguiente :
(AA)? =< (A— < A>)? >=< ¢|(A— < A >)2) >=< (A— < A>)W|(A— < A >) >= ||(A— < A >)|?

ya que A es Hermitianoy < A > es real.

Proposicion 240. Se verifican los siguientes incisos:
D) (AA)?2 =< A2 > — < A >2;
i) < A2 >= || Ay|2.
Demostracion.

D) (AA)?2 =< (A— < A>2 >=< p|(A— < A>)2p >=< P|(A2 —2A < A > + < A>2)Y > =

<A > 2 < PlAY >< A> 4< ASP< Pl >=< A2 > 2 < A>T < ASP=< A2 > — < A2,

(ya que < ¢[¢ >= 1).

i) < A2 >=< | A2 >=< Ap|Ay >= || Ay

Teorema 241. La condicion necesaria y suficiente para que un sistema fisico se encuentre en el estado propio de un observable
Aes:(AA)=0.

Demostracion:

—) Suponga que el sistema est4 en el estado propio v de A con valor propio real \, esto es Ay = A, luego
< A>=<|Ah >= ) ; < A2 >=< p|A%) >=< AY| Ay >= || A2 = N2,

por la proposicion anterior tenemos que

(AA) =< A2 > — < A>2= X2 - N2 =0.
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=)
0=(AA)?2 = |(A— < A>)y|?, esto implica que (A— < A >)i) =0, osea AY =< A > v,

por lo que ¢ es un estado propio de A con valor propio < A >.

Observemos lo siguiente, cuando 1/, () es un vector propio de A, con valor propio A,, Ay, = A1, (n € N), entonces el valor
esperado en el estado propio v, (x) esta dado por:

<PnlAYn> _ <p|Antn> — A, .

<A>= s = T

Por otro lado si () no es un vector propio de A , este se puede expandir en términos de la base ortonormal de vectores
propios {,(x)} asi:

Y(a) = Z entn(z) = Z < hnlt) > Y (x) , por lo que [[¢[* = Z len|? = Z | <l > 2.
n=1 n=1 n=1 n=1

Por lo que el valor esperado < A > adquiere la forma:

<A> = W < Zcmwm|AZann > = W < Zcmwm| Zcm)\nwn > = W me cm,En)\n < djmwjn > =

[eS)
1 = — Z‘Cn‘2)‘n — Z‘Cn‘2)‘n — —
IR Zm " CanAn(SnLn - 02 = S lenl? T ZanAn - an)\n s
n=1

_ ‘Cn‘z _ ‘<"/)71W>|2
donde an = sicp = sz s

Esto se puede interpretar como el resultado de efectuar una cantidad de mediciones bajo condiciones idénticas, es decir < A >
se ve como un promedio de una cantidad de mediciones del sistema.

Pues el numerador de a,, representa la frecuencia con que los valores propios {\,, } ocurren en las mediciones y el denominador
de a,, es el numero total de mediciones .

(o)
Asi, la razén entre la frecuencia | < ¢, > |* y el nimero total de mediciones Z | < ¥n|tp > |2 representa el peso a,, de los

n=1

valores propios en la medicién .

Esto nos lleva a la interpretacion estadistica de
0, = J<nlv>l’
LD DI RTTATZEL

como la probabilidad de obtener en la medicién el valor propio \,, para el operador A en el estado ¥(x) del sistema fisico.

Para el caso de un vector normalizado , [|¥[|? = > [cn|? = | < ¥nltb > |2 = 15 an = |cn]? = | < ¥nltb > |?, el valor esperado
tiene la forma:
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<A>=)" | <l > [P
n=1

Entonces la cantidad

| < bl > 2,

se puede interpretar como la probabilidad de obtener en la medicién el valor propio A, de A en el estado normalizado P(x).
Por lo tanto vemos que es imposible predecir con absoluta certeza el resultado que se obtendra al hacer mediciones en un
sistema cudantico en un estado definido.

Esto debido a que toda medicién del sistema requiere de una interaccion entre el equipo de medicion y el sistema medido.

Por lo tanto, las predicciones de las mediciones cuanticas son de naturaleza estadistica.

Comentemos ahora lo siguiente, la desviacién estandar, la cual es la medida de dispersion respecto del valor esperado (la
media), usualmente es llamada incertidumbre N A.

Si A y B son operadores observables Hermitianos, las incertidumbres AA y AB, que se obtienen al hacer mediciones sobre A
y B en el estado dado v(z) estan dadas por:

AA = [[(A= < A>)g| = [l s AB = |(B= < B>)¢|| = |[¢]| -

Como el vector de estado ) es un elemento de un espacio de Hilbert, se tiene que existe una relacién entre las incertidumbres.
Esta relacion se conoce como el principio generalizado de incertidumbre.

10.16. Principio de incertidumbre de Heisenberg.

Teorema 242. (Principio de Incertidumbre): Si A y B son operadores observables Hermitianos, entonces para cualquier vector
de estado 1) se tiene:

AAAB > 1|11 < [A,B] > |.

Demostracion:

Tenemos

AA =g, 1 = (A= < A>) s AB = ||gho| , o2 = (B— < B >)¢.

Luego por la desigualdad de Schwarz se tiene para cualesquiera vectores 1 y 1o:

[allllebell > | < th1lpz > | = [Im < hrltpe > | = |5:{< |2 > =< |t >} > [5:{< Yltha > — < Yaihy >}

asi que

AAAB > |E{< (A= < AS)P|(B— < B> > — < (B— < B>|(A- < A >)p >} > << |(AB—BAY >>| >

|2
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Corolario 243. (Principio de incertidumbre de Heisenberg): Para los operadores de posicion y momento i;, p; (i = 1,2,3) se
cumple lo siguiente:

Az Ap; > 1.

El corolario es muy importante, es la famosa relacion de incertidumbre entre la posicién y el momento, descubierta por
HEISENBERG.

De acuerdo con este principio de incertidumbre, la posicién y el momento de una particula no pueden ser determinados de
manera exacta simultaneamente.

En otras palabras, es imposible disefar un experimento que pueda medir de manera precisa los valores de posicion y momento
de una particula.

La importancia del conmutador queda indicada en el teorema anterior, pues sélo cuando el conmutador de dos operadores
observables es igual a cero, la incertidumbre puede ser cero.

10.17. Postulado 6: El operador Hamiltoniano y Ecuacion diferencial de Schridinger.

’ Se usa material de: [21] capitulo 4; [15] capitulo 3.

a) El operador Hamiltoniano.

Para cada sistema fisico, existe un operador lineal autoadjunto (hermitiano) H, llamado operador Hamiltoniano, el cual
representa el operador observable correspondiente a la energia total del vector de estado del sistema.

H=-1v2 1 V().

2m

b) La ecuacion diferencial de Schrodinger.

Si un sistema fisico no tiene disturbios por ningtin experimento, el operador Hamiltoniano 77, determina la evolucién
temporal del vector de estado del sistema ¥(r,¢) a través de la siguiente ecuacion diferencial parcial:

ih9Y = HU(r,t) .
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Esta es la Ecuacién de onda de Schrodinger dependiente del tiempo y es la ecuacion fundamental de movimiento en
mecanica cuantica.

Una de las razones que justifican que esta ecuacién es considerada como fundamental en mecanica cuantica, es que predice
de manera muy acertada lo que se obtiene al realizar experimentos.

. . ~ 2 ~ . s T . .
Ya que el operador Hamiltoniano es H = —%VQ + V(#), la ecuacién de Schrédinger asume la siguiente forma:

ihO% = [~ 1292 L V(7)) W,

2m

Después de haber mencionado los postulados de la mecanica cuantica, veamos el siguiente ejemplo.

10.18. El oscilador armonico cuantico.

’ En esta parte se usa material de: [1] capitulo 7; [15] capitulo 5 y 12; [16] capitulo 5;

En este ejemplo usamos el principio de correspondencia del postulado 3 y el postulado 6.

En la mecanica clasica, se dice que un oscilador arménico es una particula de masa m moviéndose bajo la accion de una

fuerza F = —mw?3z .

La ecuacion de este movimiento es:

d*x 9

La solucion de esta ecuacién con condiciones iniciales (0) = a, 2'(0) =0 es : z = a cos(wt) .
Se dice que esto representa un movimiento oscilatorio de frecuencia angular w y amplitud a.
oV

El potencial V' se relaciona con la fuerza F asi: F = —4% , por lo que V (z) = $mw?z?. Notamos que V(z) € R.

La energia del movimiento oscilatorio es la energia potencial cuando la particula se encuentra posicionada en los extremos,
asi la energia es:

E = %mazw2 .

Consideremos ahora la teoria cuantica del oscilador armdnico.

Por el principio de correspondencia del postulado 3 y el postulado 6, la energia total del sistema es representada por el operador
Hamiltoniano:

Como V (z) € R, ya vimos en la proposicién 234 que H es un operador autoadjunto.

Por conveniencia introducimos ahora los operadores a y a* definidos por:
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'3 ~

wx + Sam P

)
a=1/7

@t = /G wi — —=p.
Ya que p y & son operadores Hermitianos tenemos que: < ¢1fas > = < a*ilhy >y < Yila*py > = < ayrfye >, para
cualesquiera funciones de onda 1, y vs.

Esto muestra que los operadores a y a* no son Hermitianos y por lo tanto no representan observables fisicos.

Por otro lado, los operadores aa* y a*a si son Hermitianos, esto en vista del corolario 99, ya que pueden ser representados por
funciones reales de H asi:

También el operador observable Hamiltoniano A lo podemos representar en términos de a y a* asi:

Il
j=}3
N |=

H + Lhw.
H — 1w,

*

=

¥
a

I
Q>

(10.1)

Veamos el conmutador de estos operadores,

Luego, el estado propio de la energia F,, es |E,, >y ﬁ\En >=FE,|E, >, esto Ultimo lo podemos escribir usando (10.1) asi:

“a|E, >= (B, — 1hw) |E, >,
o también asi:
aa* |E, >= (E, + $hw) |E, >.
(10.2)

Multiplicando en (10.2) por & obtenemos:

aa*a|E, >= (B, — Shw) a|E, >,
(10.3)
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entonces tenemos que debe ser 6 4|E,, >=0, 6 4|E,, >= |E}; >, (hacemos k =n — 1)

usando esto podemos escribir la ecuacién en (10.3) asi:
aa*|E,_1 >= (B, — hw + 1hw) |E,_1 >,
pero esto es lo mismo que la igualdad en (10.2) siempre que se cumpla
E, 1=E,— ho.
Entonces, dado cualquier vector propio |E,, > , es posible generar otro vector propio |E,,—; > usando la relacion
G|Ey, >=|Ep_1 >

con los valores propios dados por:

En—l = En - h(U,

siempre que |E,, > no sea el menor estado |E, >, ya que en este caso se tiene a|E,, >= 0.

De la ecuacién en (10.1) para n = 0 tenemos que Eg — %hw = 0, esto determina el menor estado de la energia.

10.19. Operadores de aniquilacion y creacion.

De la relacion

d|En >= ‘En—l >,

vemos que el operador a es el que va anulando la energia en el sistema en unidades cuanticas de hw, por esta razén a es
llamado el Operador Aniquilaciéon 0 Aniquilador.

Procediendo de manera similar, multiplicando la ecuacién en (10.2) por a* tenemos:
a*aa*|E, >= (B, + thw) a*|E, >,
asique 6 ¢*|E,, >=0, 6 a*|E,, >= |E} >, (hacemos k = n + 1). Usando esto podemos escribir la ecuacién anterior asi:
a*a|Epy1 >= (Ep + hw — 3hw) [Ensq >,

observamos que esta es la misma ecuacion que se tiene en (10.2) siempre que se cumpla E,, 1 = E,, + hw.

Asi tenemos que dado un estado propio |E,, >, es posible generar un nuevo vector propio |E, 1 > usando la relacion:

0| By >= B >
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donde los valores propios cumplen: E,, 11 = E,, + hw, siempre que E,, no sea el mayor estado de energia, pues en este caso
se tiene a*|E,, >= 0.

Por otro lado, el potencial es una funcién de x creciente, por lo que no hay nivel maximo de energia y la creacién de niveles
mayores de energia siempre es posible.

Asi, el operador a* genera energia en el sistema, en unidades cuanticas fw, por esto es llamado el Operador Creacién
6 Creador.

10.20. Un conjunto discreto de energia.

De las igualdades anteriores: Ey — hw =0y E, 41 = E, + hw , tenemos que en general el nivel de energia es:

Ey=(n+3)hw,n=0,1,2,..

Vemos que esto representa un conjunto discreto de niveles de energia, en este caso se dice que la energia es cuantizada.

El nimero entero no negativo n que caracteriza a los valores propios de la energia (y por lo tanto también a las funciones
propias) se llama ndmero cuantico.

El valor n = 0 corresponde al valor minimo de niimero cuantico cuya energia es: Ey = 1 /iw.
Este es llamado el menor estado de energia y nunca es 0.

Para determinar las funciones propias de la energia 1,, correspondientes a los valores propios E,, es conveniente escribir los
operadores aniquilador y creador asi:

a

A

8

y A* = —2; también reemplazamos p por —ifi (2 ), luego obtenemos esto,

w

3

N[

Donde 7 = (4)? #, consecuentemente:

>

A*_ﬁ 1
AA _hw+§’
ix A H 1
AA_hwii

Como 1ty es la funcién propia correspondiente al nivel menor de energia Ey, tenemos que: A, = 0, esto es,

G o = 0,

cuya solucion normalizada la podemos escribir asi:
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Todas la demas funciones propia ¢, las podemos calcular de v, aplicando de manera sucesiva el Operador Creador A*,
N n
de esta manera v,, es proporcional a (A*) Uo.

Ahora hagamos la siguiente observacion:

por lo que si ¢, esta normalizada, también lo estara ¢, ;1 = (n + 1)—%151*1/}“ .

Asi tenemos esto:

Y = (n!)"2 (fl*)nwo = (2'”71!)_% (—% +77)nea:p (—g),

este resultado se simplifica usando las identidades de los operadores:

"2 n n2 7
(—% +77) =—er; Y (—d%, +77) = (-1)re” fme 7

tenemos la expresion final para las funciones propias ,,:

dnm™

1 2 n S 1
Py = (2”71!)_% (me)T ey [(—1)” en’ 4 67’72} = (Q”n!)_% ()T e~ Hy(n) ,n=0,1,2, ...

donde la expresion entre corchetes define a H,,(n), los polinomios de Hermite de grado n. B
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