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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente los métodos numéricos representan una herramienta cada vez mas
poderosa para responder preguntas fundamentales en las dreas afines a la dinamica
de fluidos. Las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el movimiento en
un fluido son notoriamente dificiles de resolver en términos de soluciones analiticas
con las herramientas del andlisis matematico moderno. Por otra parte, en dindmica
de fluidos, ingenieria, oceanografia, meteorologia y reologia surgen problemas cuya
complejidad es de una magnitud casi inimaginable. Por ello, el desarrollo de técni-
cas de discretizacion de las ecuaciones gobernantes constituye nuestra mejor opcion
para atacar problemas de naturaleza compleja que afectan todas las actividades
de la sociedad.

La solucién numérica de una ecuacion diferencial parcial conlleva un problema
que se puede atacar por diferentes angulos y con métodos distintos. El primer
problema que surge cuando se tiene una ecuacién diferencial parcial con condiciones
iniciales y de frontera es el de traducir, esta, a una forma algebraica en términos
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para que este proceso de
discretizacion sea efectivo y preserve la informacion contenida en el sistema de
ecuaciones original, es importante que los métodos de discretizacién preserven el
mayor numero posible de invariantes conocidos del sistema. Esto garantiza que al
final del proceso de discretizacion, el sistema de ecuaciones final represente con la
mayor fidelidad el sistema original.

En la actualidad, los métodos de discretizacion mas utilizados se pueden repre-
sentar en dos grandes grupos: en un grupo estan las diferencias finitas y el volumen
finito y en otro, la familia de métodos basados en el método de descomposicion
de Galerkin tales como métodos espectrales en la esfera y de elemento finito entre
los mas utilizados. Por otro lado, el problema de la discretizacion de las ecua-
ciones originales estd ligado intimamente a la naturaleza de los problemas com-
putacionales especificos que estos definen. Asi, algunos métodos arrojan soluciones
que preservan la fidelidad de las soluciones analiticas, por ejemplo, pero a un costo
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computacional prohibitivo. En otros casos, una solucién computacional eficiente
puede contener un grado de inexactitud o inestabilidad que en los rangos de apli-
cacion puede resultar ser mas 1til que una méas costosa y mas cercana a la solucion
real.

El siguiente paso después de haber hecho una discretizacién aceptable del prob-
lema original, es elaborar un cédigo que en forma recursiva obtenga la solucion
discreta en cada paso de tiempo y en cada elemento de malla computacional. En
esta etapa, una nueva clase de problemas surge, la cual tiene que ver con la efi-
ciencia del algoritmo computacional. Un ejemplo de este importante aspecto del
desarrollo de soluciones numéricas es el gran contraste en términos de tiempo de
CPU que surge de la comparacién entre cdédigo operado por un solo proceso y el
mismo operado por multiples procesadores. El paradigma del cémputo paralelo
que explota multiples procesos al mismo tiempo, comunicando informacién en-
tre si, serd, sin duda, la nueva herramienta que permitira explorar y analizar las
soluciones a problemas complejos en el area de dinamica de fluidos. Un ejemplo
del desarrollo actual en esta drea es el uso de codigos paralelizados con platafor-
ma computacionales basadas en tarjetas grafica (GPU). Esta nueva arquitectura
computacional permite acelerar significativamente el computo de problemas com-
plejos utilizando tarjetas graficas que pueden llegar a tener varios miles de procesos
trabajando en paralelo.

El presente trabajo pretende ofrecer una introduccion didactica a la discretizacion
de ecuaciones relacionadas con los problemas de la dinamica de fluidos geofisicos
y a la elaboracion del codigo de las ecuaciones relacionadas con estos problemas.
En otras palabras el presente trabajo ofrece una guia didactica sobre el proceso de
discretizacion de ecuaciones y la elaboracion de un cédigo. Este texto esta orien-
tado a alumnos de Fisica, Ingenieria o Ciencias de la Tierra que quieran tener un
panorama de la dinamica de fluidos computacionales. El presente texto pretende
ser lo mas sencillo posible, a fin de que se constituya en un manual de uso practico,
y en el cual el lector pueda consultar informacion sobre la clase de problemas que
se presentan al realizar cualquier cédigo numérico. El texto incorpora el proceso
de discretizacién y la elaboracion del codigo de principio a fin cosa que no siem-
pre podemos encontrar facilmente en articulos especializados o incluso en textos
universitarios sobre el tema. Un resultado esperado de esta tesis es que a partir de
este texto, los estudiantes puedan unificar sus conocimientos de Fisica y Métodos
Numéricos. de tal forma que puedan dicretizar, programar y validar sus propios
modelos.



1.1. PORQUE EL MODELO DE AGUAS SOMERAS

1.1. Porque el modelo de aguas someras

El modelo de aguas someras es uno de modelos mas ampliamente usados en
la dindamica de fluidos geofisicos. Es un modelo muy t1til para explicar procesos
atmosféricos y oceanograficos, por lo que existe una gran cantidad de literatura
cientifica al respecto. Debido a lo anterior, uno de los propdsitos de este trabajo
es proporcionar una introduccién didactica al estudio detallado de este modelo, el
cual sirva como guia para estudiantes que deseen tanto entender el modelo, como
entender la discretizacién y codificacion del mismo.

El modelo de aguas someras se deriva de las ecuaciones de Navier-Stokes.A
grandes rasgos esta derivacién se logra haciendo una integracion en la vertical (co-
mo se ve a detalle en el capitulo 3 del presente trabajo).A partir de esa derivacién
existen muchas formas en las que podemos poner las ecuaciones de aguas someras.
Podemos incluir la rotacion de la tierra, la viscosidad, podemos considerar solo los
términos lineales, podemos considerar el esfuerzo del viento sobre la superficie, los
efectos de la batimetria, etc. En general todas estas formas contienen por lo menos
dos ecuaciones:

s La ecuacion de Momento
s [a ecuacidon de continuidad

Las ecuaciones lineales sin el término de rotacién (el parametro f de Coriolis)
dan lugar a ondas no dispersivas que solamente se encuentran bajo la accion del
campo gravitacional, y que ademas conservan la energia. A estas Ondas les lla-
mamos Ondas de Gravedad. Cuando agregamos el término de Coriolis f, (sin con-
siderar la esfericidad de la tierra, f = cte), la solucién del sistema que obtenemos
nos genera ondas de Gravedad Inerciales. En este trabajo derivamos la forma mas
general de las ecuaciones de aguas someras y posteriormente derivamos la forma
mas sencilla. Esta forma sencilla es la forma lineal, unidimensional y sin rotacién.
En el capitulo 6 comparamos la solucion numérica de este sistema con la solucién
analitica.

Cuando pasamos a las ecuaciones bidimensional uno de los enfoques mas cita-
dos en la literatura cientifica, es el propuesto por Akio Arakawa [5], para la con-
struccion de una malla bidimensional. Arakawa propuso una serie de mallas en las
cuales se pueden calcular las ecuaciones de Momento y Continuidad. Cada una
de las cantidades necesarias (elevacién de la superficie, Velocidad en x etc) se cal-
cula en punto diferente dependiendo de la Malla. Una de las mallas mas usadas
en la literatura para el modelo de aguas someras es la malla C. Sin embargo es
sabido que para los términos de rotacién (término de Coriolis), la malla C es menos
precisa (Beckers, 1993 [9]), como se ve en el Capitulo 4 del presente trabajo es pre-
ciso hacer un promedio. Sin embargo la malla C nos ofrece la ventaja de poder
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poner las condiciones de frontera de una superficie material de manera muy sencil-
la(Capitulo 4). Finalmente al llegar al modelo bidimensional incluyendo el término
de rotacién, comparamos la estabilidad que tienen diferentes discretizacidnes en el
tiempo, permitiendo encontrarla malla més adecuada en términos de estabilidad
y precision.



Capitulo 2

Fundamentos de La Dinamica
Fluidos

2.1. Coordenadas Eulerianas y Lagrangianas

La posicién de una particula desde el origen O tiene asignado un vector de
posicién T = (z,y, z). Cualquier descripcién del sistema que este en términos de
estas variables que dependa de Z y de ¢, , es decir que sea de la forma ¢(Z,t) es lo
que llamamos una descripcién euleriana del fluido. Otra descripcion del fluido es
posible si consideramos un volumen que contiene el mismo numero de particulas
del fluido, en cuyo caso basta que se determine la evolucion de ese volumen de
control en el espacio y en el tiempo, a este tipo de descripcién le llamamos La-
grangiana. En este caso, es importante destacar que siempre estaremos siguiendo
a las mismas particulas dentro del volumen de control. Por ejemplo consideremos
un caso unidimensional. En el que tenemos un observador fijo en el punto x que
observa una propiedad del sistema g(z,t) al tiempo t. Supongamos ademés que
esta propiedad ¢(z,t) es una propiedad que se conserva.(Ver figura 2.1):

Después de un tiempo 6t el observador fijo observa la propiedad ¢(t + dt) de
tal forma que el cambio en tiempo es:

; q(zt+6t)—q(z,t) _ (0O
lfmg, 0 ( )—q( )_( Q)x

5t at

Por conservacién de ¢, tenemos que:
q(z,t + t) = q(x — dz,t)

Lo cual podemos ver en la figura 2.1.
Haciendo una aproximacion de Taylor tenemos que:

dq
"o

(—dzx) (2.1)

a(x - 52,t) = q(2)
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qx0 |

Observador fijo

Figura 2.1: Observador fijo en la posicién x

Observemos que:

0
q(x — ox,t) = q(z,t) + a—z(—&c) (2.2)
Sustituyendo la expresion 2.1 en 2.1 obtenemos lo siguiente:
t) + %4(—6z) — q(z,t
el t) + B(=60) — () (94 0
5t—0 ot ot -

De tal forma que obtenemos:

ox 0 0
or9e _ (4 (2.4)
ot Ox ot ),
Como estamos tomando el limite entonces la cantidad ‘;—f = u, de tal forma que la
cantidad que nos queda finalmente es:

dq dq

Generalizando a tres dimensiones obtenemos:

9q

R A V/ 2.6

5 T q (2.6)
El término u- V¢ representa el transporte de q (en el 1éxico de la meteorologia y

oceanografia se le llama término de adveccion) y esta relacionado con la velocidad

u ala que se esta transportando la propiedad ¢ en un fluido. Definimos la derivada

material como:
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D
F(j:%+u-Vq. (2.7)
La derivada material es también llamada la derivada Lagrangiana pues nos dice
el cambio que hay de cierta propiedad cuando vamos siguiendo las particulas (o
al volumen de control) a través del tiempo. En este caso como vemos en la figura
2.1 el pulso no va cambiando a través del tiempo, es decir si seguimos ese pulso,
este no se deforma través del tiempo lo cual quiere decir que la derivada material
es cero ( ecuacion 2.8 ).

Dq
rq 2.
D1 0 (2.8)

2.2. Principios de Conservacion

En la dindmica de fluidos se manejan varios principios que son comunes en
diferentes areas de la Fisica. Estos principios son los principios de conservacion o
leyes de conservacion, los cuales constituyen la columna vertebral de la Dinamica
de Fluidos. Los principios son los siguientes:

Conservacion de Masa.
Conservacion de Momento.
Conservacién de Energia.

Para derivar los principios basicos de conservacién es necesario el concepto de
volumen de control. El volumen de control es un volumen arbitrario en el cual
se aplica una integral de cada uno de los principios de conservacion. El volumen
de control se va deformando continuamente a través del tiempo, de tal modo que
es preciso analizar el cambio de volumen y los flujos que existan a través de las
paredes del volumen de control.

2.3. Teorema de Reynolds

Una de los teoremas mas importantes es el Teorema de Reynolds el cual nos dice
como cambian las propiedades extensivas a través del tiempo dentro de un volumen
de control. Supongamos que observamos un volumen de control desde el punto de
vista lagrangiano (siguiendo al volumen de control) y queremos analizar como
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cambia a través del tiempo. También queremos analizar como cambia una cierta
propiedad « intensiva ( densidad, velocidad momento por unidad de volumen,
energfa por unidad de volumen) dentro del volumen de control para ello tomamos
la derivada material de la integral de o en V', es decir:

D
— d 2.
Dt/von (2.9)

Este es el cambio total de la propiedad «(t) dentro del volumen de control
a través del tiempo. Ahora podemos escribir la definicién de la derivada de la
siguiente manera:

o et =5 | [
— | adV = — alt + 0t)dV — a(t)| dV 2.10
Dt Jy Ot [ v (t+ar) ( ) V() Q (2.10)

Si sumamos la cantidad fv(t) a(t 4 dt) a la expresién 2.10 y la restamos, nos
queda:

ﬂ/advzl[/ a(t+5t)—/ a(t+5t)+/ a(t+5t)—/ a(t)} v
Dt [y Ot | v (t+ar) V(t) V(t) V()
(2.11)

Podemos separar la expresion 2.11 en dos partes de tal forma que nos queda:

D%/Vadv = % |:/V(t+dt)a(t+6t) — /V(t)a<t+5t) +/V(t)[a(t+5t) — a(t)]} dv
(2.12)

El término de la derecha es la derivada parcial respecto a t

/v . ot + 1) — a()]av = /V ) Wy (2.13)
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Los dos términos resultantes en el lado derecho de 2.12, que tienen como ibte-
grando a(t+ dt) se pueden analizar a partir de la figura 2.2. Tanto en la parte I del
volumen de control (gris obscuro) como en la parte III, podemos considerar una
seccion del volumen. Si nos fijamos en la parte 111, en donde ocurre un flujo hacia
afuera (u- A > 0) podemos reescribir dV' la diferencial de volumen en términos de
la longitud, dl = udt y del area dA = dAn de tal forma que:

dV =u-ndAdjt (2.14)

Hacemos lo mismo para la seccion de volumen de la parte I el iinico cambio es
que (u-A > 0).

volumen de Control
al tiempo t+dt T
e~ T

wolumen de Control ”’, 111
al tiempot

(0]

Figura 2.2: Volumen de Control deformandose después de un tiempo t+dt

Si sustituimos este valor en la integral de la izquierda de la expresién 2.12 nos
queda una integral de superficie:

/ alt+5t)u - dA — / alt + 5t)u - dA (2.15)
V(t4+6t)—V (1) S(t)

Al tomar el limite cuando 4t tiende a cero, y usando el Teorema de Gauss para
convertir la integral de Area en una integral de Volumen, nos queda que:

/ a(t)u.dA:/v.(a(t)u)dv (2.16)
S(t) v
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Finalmente juntando las expresiones (2.10),( 2.13) y (2.16) llegamos a la sigu-
iente expresion:

% : a(t)dV = /V [aa_j‘ +V- (aﬁ)} dV =0 (2.17)

La expresion 2.17 es el Teorema de Reynolds en donde recordemos, « es alguna
propiedad dentro del volumen de control (que puede ser masa, momento o energia),
por lo tanto con el teorema de Reynolds podemos ver como cambia una propiedad
a(t) en el tiempo. En la expresion 2.17 podemos ver que existe una relacién de la
derivada Lagrangiana con las derivadas Eulerianas.
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2.4. Conservacion de masa

El principio de conservacién de masa establece que la masa de un sistema no
cambia a través del tiempo.

DM _ 0 (2.18)
Dt '

Si aplicamos el Teorema de Reynolds (2.17 ) a la expresion (2.18) (que expresa la
conservacion de la masa para un volumen de control) nos queda que :

DM D ap
V= — 4+ V- (pu)| dV = 2.1
Dt Dt pd / [% (pu)} d 0, (2.19)

En donde la integral de volumen :

/V % +V- (pm] dv =0, (2.20)

Se cumple para un volumen arbitrario, por lo que el integrando necesariamente
es cero. Asi podemos obtener la forma diferencial de la conservacién de la masa:

dp

otV (o) =0 (2.21)

El cual esta en términos de las derivadas eulerianas. Es preciso mencionar que
si la derivada Lagrangiana de la conservacion de la masa no fuera cero entonces
querria decir que en el volumen de control la cantidad de masa esta creciendo o
decreciendo. La ecuacién 2.21, la podemos escribir en forma tensorial de la siguiente

dp  9(pux)
(9t+ 8;Uk

Desarrollando el segundo término nos queda que:

manera:
—0 (2.22)

dp  O(pux) Op dp Ouy,
=r —2F el 2.9
ot " om0t T "om, Loy (2.23)

En la mayor parte de los fluidos g% = 0 es decir V - u = 0, si los seguimos
k

desde el punto de vista lagrangiano, no solamente su masa permanecera constante
si no también su volumen y por lo tanto su densidad, de ahi que:

Dp

=0 2.24
Di (2.24)
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Usando la definicién de derivada material de la ecuaciéon 2.7, vemos que:

Dp 0p
—— =L -Vp=0 2.25

Di o Y (2.25)
Lo cual corresponde a los primeros dos términos del lado derecho de la expresion
2.23, por lo tanto tenemos que:

ap dp Qu Dp Oup — Juy,

I it - = p— = u=0 2.26
ot Oxy, paxk Dt +p39€k pawk PV - (2.26)

Como la densidad nunca es cero entonces V - = 0, lo cual tiene un significado
fisico muy importante, pues por un lado quiere decir que el fluido es incompresible,
situacion que se presenta mucho en la naturaleza, y por otro lado, quiere decir que
la rapidez de deformacién volumétrica es cero.

2.5. Conservacion de Momento

Siguiendo la misma idea que en la conservacién de masa escribimos la conser-
vacion de momento para un volumen de control:

DP

Dt
Recordamos que la segunda ley de Newton escrita en términos del momento, es-
tablece que el cambio de momento es igual a la suma de las fuerzas que estan
actuando sobre un cuerpo, en este caso es sobre el volumen de control. Podemos
escribir el momento en términos de la densidad y el volumen, lo cual es mas con-
veniente para un fluido, y ademés aplicar el teorema de Reynolds. De esa forma,
podemos llegar a la siguiente expresion:

= {las Fuerzas que actian sobre el V.C.} (2.27)

D
—/ pudV = / {% + V- (puu)| dV = {Suma de Fuerzas sobre V.C},
Dt J, s | ot

(2.28)

Las fuerzas que actian sobre un volumen de control en un fluido son de dos
tipos basicamente: Fuerzas de contacto o fuerzas de superficie y fuerzas de cuerpo
("body forces ”) o fuerzas que actiian a distancia. Las fuerzas de cuerpo son por
ejemplo la gravedad o eléctrica que no necesitan un medio de contacto directo con
el cuerpo para ejercer la fuerza, mientras que las fuerzas de contacto, como su
nombre lo dice, son proporcionales al area de contacto y muchas de estas fuerzas
actian en el sentido contrario al movimiento.

/ [aﬂ + V- (puu)] dV = Fg + Fp (2.29)
ot
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En donde los subindices se refieren a S de superficie y B de cuerpo, por sus
siglas en inglés. Estas fuerzas las podemos escribir de la siguiente forma:

Fs+Fp= / PsdS + / pf,dV. (2.30)

En donde P es la fuerza por unidad de area, y f es la fuerza por unidad de
masa. La fuerza P por unidad de area depende de la normal a la superficie en cada
una de las direcciones, n; y del tensor de esfuerzos "stress tensor” o;; de la siguiente
forma: P; = o;;n;. De tal forma que podemos escribir la ecuacién anterior 2.29,
finalmente como:

/V {85%11 +V. (puu)} dv = /PSdS+ /prdV. (2.31)

Ahora es necesario escribir algunas de las expresiones vectoriales que hemos
deducido hasta el momento, en forma tensorial, empezaremos con la expresion
2.31. Su forma tensorial es la siguiente:

Opu; — O(puguy) _/ / .
/V{ T + T dV = SU,]nZdSqL fo]dV (2.32)

Podemos aplicar el teorema de Gauss al primer término del lado derecho de la
ecuacion 2.32, de tal forma que todos los términos son integrales de volumen.

U,-'nidS:/ —”dV, 2.33
/S J = (2.33)

De esta forma podemos considerar que como esta expresiéon es valida para un
volumen arbitrario, entonces la expresion dentro del integrando también es valida,
de tal forma que nos queda:

Opu;  O(pugu;)  Oojj
pum . 2. 4
o " om o P (2.34)

Ahora es necesario incluir una hipétesis fisica para entender qué es el tensor de
esfuerzos o;;. Un fluido Newtoniano es aquel que su tensor de esfuerzos se puede
escribir de la siguiente forma:

En donde 7;; es el tensor de rapidez de deformacion (”deformation-rate tensor ”),
en el cual 6 de sus 9 componentes dependen linealmente de la rapidez de defor-
macion por esfuerzo cortante mediante el coeficiente u de viscosidad, esta ultima
relaciéon es un hecho experimental. Un fluido no newtoniano es aquel en el que
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no existe una relacion lineal entre la rapidez de deformacion por esfuerzo cor-
tante y el tensor de rapidez de deformacion. El tensor de rapidez de deformacion,
("shear stress tensor [1]”) 7;; esta formado por dos cantidades fisicamente muy
importantes:

s rapidez de deformacion volumétrica
= rapidez de deformacion por esfuerzo cortante

Muchos autores utilizan la letra o;; [3], para denominar la rapidez de defor-
macion volumétrica, es decir las componentes normales del tensor 7;;, sin embargo
aqui usaremos la notacién del libro de la referencia [1], en el que ;; es, como hemos
dicho antes el tensor de esfuerzos. De esta forma el tensor de esfuerzos toma en
cuenta todas las fuerzas de superficie (presién,esfuerzo cortante). El tensor de rapi-
dez de deformacién 7;; es muy interesante, y es posible desarrollar la forma de cada
uno de sus términos, en forma vectorial o tensorial. El desarrollo no lo haremos
en este texto, ya que dichos desarrollos se pueden consultar en las referencias [1]
y [2]. Como se menciona en [1], la forma tensorial de 7;;, es:

B oug, Ou;  Ouj
Tz] - A(SU aZEk + Iu (655] + axl) (236)

En donde gy A son coeficientes que se determinan experimentalmente. Por lo
tanto si sustituimos 2.36 en el primer término del lado derecho de la ecuacién 2.32,
nos quedas:

8oij . 0 8uk auz an

Para la delta de Kronecker d;;, nos quedamos unicamente con el caso ¢ = j, pen-
sando en que la j es el indice libre, que representa las tres ecuaciones de momento,
aplicamos la parcial de cada uno de los términos y nos queda:

aO'Z'j 8p 0 8uk 0 auz (?uj
_ 2.
ox; Ox; * A@wj ((%k) + ”axi (axj + 8%) (2.38)

Como vimos en la seccién 2.4 en la expresion 2.26, en la mayoria de los fluidos

se observa que el término V - 4 = 0, que en su forma tensorial es justamente
(g%’;) = 0. Ademas el tercer término de la ecuacién 2.38 lo podemos simplificar,

de la siguiente forma:

0 (0w  Ouj\ _ 0 (Ju 0%u;
Maxi (c‘hj * 81‘1-) N Ma_xi <3:I)j> _'_M@QIi (2.39)
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0 8%1 an 0 8uz 82uj
=pg - 2.40
Pero (gg) =0, por lo que:
8 auz an . 82uj

Finalmente la expresién 2.37, la escribimos como:

00; 0 0?u;

y_ 9P P

o0x; Oz, 0%x;

Recuperando la expresion 2.32 y combinandola con esta ultima expresion, la
ecuacion de conservacion de momento queda de la siguiente forma:

(2.42)

Opu;  Olpugu;) — Op 0?u,
o om0z Mo,

Es preciso mencionar que para llegar a la expresiéon 2.43 fue necesaria la
hipétesis de incompresibilidad del fluido V - 4 = 0. La ecuacion de conservacion
de momento tiene varias formas, y todas ellas son muy ttiles. Si desarrollamos los
primeros dos términos de la derecha de la ecuacién 2.43, nos queda:

+pf (2.43)

Gu] op Ou, Opuy,
; = 2.44
Pt e T ar, T o, (244)

Dp 8u] 8puj
= 2.45
“Dt o T o, (2.45)
Ou, apu]

7 = 2.46
AT (2.46)
En donde el segundo y cuarto términos forman la derivada material de p, la
densidad , que se escribe Z T, multiplicada por u;. Esta expresion se revisé en la

seccion anterlor (ecuacién 2.26). Si es incompresible, entonces la densidad tampoco
cambia desde el punto de vista lagrangiano. Juntando la expresion 2.46 y 2.43, nos
queda otra forma de la conservacién de momento:

8u 8puj 8p D*u,

Cuya forma vectorial es:

Por =y pu-Vu=—Vp + uVu + pf (2.48)

Si ademas despreciamos los efectos viscosos, llegamos a la llamada ecuacion de
Euler:

Por =y pu-Vu=—Vp + pf (2.49)



16

2. FUNDAMENTOS DE LA DINAMICA FLUIDOS

2.6. Conservacion de energia

En esta seccion utilizaremos la primera ley de la termodindmica:
de = dw + dq (2.50)

Esto quiere decir que durante un proceso en equilibrio que ocurre en un sistema
en el que existe una variable de estado e (que representa la energia interna) la
cantidad de trabajo hecho sobre el sistema dw mas el calor anadido al sistema dg
es igual al cambio en la energia interna de del sistema. Para aplicar el principio de
conservacion de energia a un volumen de control se considera que la energia de un
fluido consta de dos partes: la energia intrinseca o interna, e y la energia cinética
%u -u . De tal forma que el principio de la conservacion de la energia para un
volumen de control queda de la siguiente manera: La tasa de cambio de la energia
dentro de un fluido es igual a la taza con la que el trabajo esta siendo hecho sobre
el volumen de control mas la tasa a la que el calor esta siendo anadido al volumen
de control. Recordemos que el trabajo depende del numero de fuerzas que actian
sobre el volumen de control, en este caso, como mencionamos en la seccion anterior
2.29 las fuerzas que actiian sobre el volumen de control son las fuerzas de cuerpo F
y las fuerzas de superficie F, es decir que el trabajo sobre el volumen de control se
divide en dos partes. Recordemos, también que el trabajo requiere de una fuerza
para actuar a distancia. De tal forma que, cuando una fuerza F actia sobre un
elemento de area ds, el trabajo esta dado por:

w="F-ds (2.51)

Para obtener la tasa con la que el trabajo esta siendo hecho sobre el sistema debido
a la Fuerza F,calculamos:

=F- 2.52
5 u (2.52)

Por lo que la tasa con la que el trabajo es realizado sobre el volumen de control
serfa la contribucién de las fuerzas de superficie [ Pds, (donde P = o;;n;) mas la
contribucion de fuerzas de cuerpo fv pf -udV, mas la tasa con la que el calor esta
siendo anadido al sistema. Con estas ideas en mente escribimos la conservacion de
la energia, de la siguiente forma.

D 1
— (pe—i——pu-u)dV:/P-ud8+/pf~udV—/q-nds (2.53)
Dt Jy 2 s v s

Utilizando la conservacién del Momento y la ecuacion de continuidad podemos
escribir la conservacion de la energia en forma tensorial:

Oe Oe Ou;  Og;

e ge _ 50 2.54



Capitulo 3

Derivacion de las ecuaciones de
Aguas someras

El modelo de aguas someras, SWE por sus siglas en inglés (Shallow Water
Equations), se deriva de las ecuaciones de Navier Stokes. Es necesario hacer varias
aproximaciones y aplicar las condiciones de frontera adecuadas, en cada caso. El
nombre de aguas someras o poco profundas se deriva de la consideracion de que
las escalas horizontales (que denotaremos con L) son muchos ordenes de magnitud
por arriba de las escalas verticales, D, por lo que el factor: § = % es muy pequeno.
Por tanto la condicién fundamental que caracteriza las aguas someras es:

D
0= T << 1 (3.1)

Ahora consideremos el siguiente esquema:

{(xy.0) { --
2=0 e

Figura 3.1: Elevacién y batimetria en el esquema de SWE
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Como podemos ver en la figura 3.1, la profundidad total H es :

H(Z'?y’t) = C(l‘,y,t) —I—b(l',y) (32)

¢ Es la elevacion de la superficie y b es la batimetria, que es la forma del fondo.
Para derivar el modelo las ecuaciones de SW comenzamos, igual que para las
ecuaciones de Navier-Stokes, por la ecuacion de continuidad.

3.0.1. Ecuacién de Continuidad para el modelo de Aguas
Someras

Consideraremos que el sistema fisico es un flujo incompresible y que las condi-
ciones de frontera u-n = 0y V-u = 0 tendran que ser especificadas en la superficie
( y en el fondo b. Esta es la expresion u - n = 0 esto es que la componente normal
de la velocidad en el fondo es cero, no hay flujo normal.

ob ob

La normal la escribimos como la direccién de méximo cambio sobre una cur-
va, por lo que n = Vb, en el fondo. Ademas, el término %, es uno, pues en el
fondo b y z son la misma variable. Por otro lado consideramos también que para
una superficie libre se considera que una particula en la superficie siempre per-
manecera en la superficie. Esto significa que si observamos a la particula desde un
esquema Lagrangiano, y seguimos a la a la particula en la superficie, entonces no
observaremos ningin cambio. De tal forma que la variable que describe los cambios

en la elevacion ¢, es w(() por lo anterior, podemos escribir que:

_ D¢ _

w(¢) = 57 =0 (3.4)

Esto quiere decir que:
D 0 0 0
—C:—C—i—u—c—i—v—C:O (3.5)
Dt Ot ox oy
Recordemos que ((z,y,t) no depende de z por eso se eliminé el término en z.
Ahora tomamos la ecuacion de continuidad V - u = 0, y tomando en cuenta que
u'y v no dependen de z, integramos la ecuacion de continuidad del fondo hasta la
superficie:

ou Jv Ow

8_:E+8_y+520 (3.6)
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Integrando

C/Ou v ¢
/b (&*@) dz——/bdw. (3.7)

Lo cual nos da que:

€+ (5ot 50) == () - wl-b). 55)
H (Gt 5 ) =~ (0 - u(-b). (39)

Sustituimos las expresiones 3.3 y 3.5 en la expresién 3.9, de tal forma que
obtenemos:

ou o0\ _ [, o oc ab o
H<8x+8y)_ {at+“ax+“ay+“ax+“ay} (3.10)

La batimetria b(x,y), no depende del tiempo pues se considera que el relieve

del fondo, no esta cambiando con el paso del flujo, por lo que % = 0. De tal forma

que podemos escribir la expresion anterior (3.10), de la siguiente forma:

— 4 2= fu o 3.11
6m+8y + +U> Fu—+v (3.11)

ou Ov aC+b u@( ¢ 0b b _0
ot ox dy ox dy|

Agrupando tenemos que:

AC+b) A 9¢C  ob b ou v\
o +uax+vay+uax+vay+(c+b) 8:1:+8y =0 (3.12)

OH 9Cu = OCv N Obu Obv  OH  Ou(C+D) N ov(C +b)

- = = 1
ot " or "oy Tor "oy T ot T on oy 0 B3
Finalmente obtenemos que:

OH 0O(uH) O0O(vH)

il = 14

o " or T oy (3:14)

Esta es la ecuacion de continuidad para el modelo de aguas someras.
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3.0.2. Ecuacién de Momento para la las ecuaciones de SW

Si tomamos la ecuacién de conservacion de momento de la expresion 2.43, de la
seccion anterior y escribimos cada una de sus componentes z,y v z, despreciando
los términos de velocidad vertical, y considerando la fuerza de gravedad ("body
force”) en la ecuacién de movimiento vertical, tenemos que:

opu  O(pu?)  O(pww)  Op 0Ty N Oy N OT s

ot O oy  Oxr oz | Oy = 0z (3.15)
dpv  d(puv)  A(pv?) Op  OTwy Oy 0Ty
=X 1
o " Tox oy oy " or "oy o (3.16)
_ o
0= ~5, Y (3.17)

Si tomamos la ecuacién (3.17) y la integramos, considerando que la presién en
la superficie es la presion atmosférica pg,,, entonces:

¢ ¢
pg/ dz = —/ dp (3.18)
b b

pg(C +0) = pgH — (Patm — P) = P — Patm (3.19)

Entonces

Es decir que:
P — Patm = pgH (3.20)

Ahora si derivamos la expresion (3.20) respecto a z y respecto a y, obtenemos
una expresion para el gradiente de la presion.

oH  p

od _ 21
P9 o = By (3.21)
OH Op
o _ op 22
P9 r = 9 (3.22)

Es preciso mencionar, que la tnica direccién en donde las variaciones de den-
sidad podrian ser importantes es en la direccién vertical,sin embargo si no fuera
asi y la densidad no fuera constante en las direcciones horizontales, entonces la
derivada 3.21 quedaria con otros términos:

dgH dp | Opatm _ Op

ox +9H£+ or  Ox

Para un caso oceanico la densidad depende de la salinidad y de la temperatura.
Sin embargo estas variaciones son muy pequenas y no tienen consecuencias muy

(3.23)
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grandes en los términos de adveccion de las ecuaciones de momento (3.24), (3.24)
ni tampoco en los términos de viscosidad, por lo que tomaremos una densidad
constante en esos términos. Es decir que el tinico termino en donde la densidad
puede ser importante es en el término de gravedad. Esta aproximacion que toma las
variaciones de densidad en cuenta tnicamente en el término gravitatorio se llama
Aproximacion de Boussinesq y es comunmente usada en los flujos geofisicos. Dicho
lo anterior, en esta seccién solamente consideraremos la variacion de la densidad en
la vertical, por lo que si sustituimos las expresiones (3.21) y (3.22) en las ecuaciones
de momento y consideramos la densidad como constante, entonces nos queda:

ou  d(u?)  O(uv) OH 1 01y O07yp  OTy

du __oH 1 24
8t+ ox * oy 8x+p(8x * oy * 82) (3.24)
v O(w) N o(v?) _ OH N 1<8Txy 0Ty, asz) (3.25)
ot Ox oy g@y p Ox oy 0z '

Los términos de esfuerzos de las ecuaciones anteriores son complicados de tratar
computacionalmente, por lo que muchas alternativas para estos términos han sido
propuestas [4]. Los estreses mas importantes para el modelo de SW son los del
fondo y la superficie. En la superficie, la fuente de esfuerzos es el viento, por lo
que se han propuesto, formulas empiricas para el esfuerzo del viento y el esfuerzo
del fondo [4].

= c;W? (3.26)

El esfuerzo del viento es la fuente de fuerza en el modelo de SW. La magnitud
y la direccién del esfuerzo del viento en la superficie del fluido es determinado
por el flujo de la atmosfera. Por lo general la velocidad del viento W es conocida.
El coeficiente de arrastre, cy, puede cambiar con la velocidad del viento [4]. Si
la velocidad del viento se mide a 10 m sobre al superficie del mar, el orden de
magnitud de ¢y es 0.001. Si integramos las ecuaciones de momento (3.24) y (3.25)
desde el fondo b hasta la superficie (, al igual que como integramos las ecuaciones
de continuidad (3.7), llegamos a una expresién mas manejable de las ecuaciones
de momento para SW. Es preciso tomar en cuenta que para las ecuaciones de
momento se toman valores promedio (promedios espaciales en la vertical) de las
velocidades, las cuales son las siguientes.

1 ¢
Los términos de la forma:

1 [¢
i /buiujdz = w;u; + {Términos difusivos} (3.28)
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Al integrar el primer término del lado derecho en las ecuaciones (3.24) y (3.25),
nos queda lo siguiente:

“oH 9 [¢ o (H? 19H>
g/b%—g% _bH—g% (7)—9—— (3.29)

Ahora podemos reescribir las ecuaciones (3.24) y (3.25), escribiendo los estreses
como S; (que son términos fuente para cada una de las componentes) y omitiendo la
notacion de u, para las velocidades promedio y despreciando los términos difusivos:

OHu O(Hu?) O(Huv) 1 OH?
+ + —g =

ot Ox Ay + 27 ox S (3:30)
OHv O(Huv) O(Hv?*) 1 0H®>
Tt & el (3.31)

Y asi obtenemos la forma Conservativa , que junto con la ecuacién 3.14 forman el
sistema de ecuaciones para el modelo de SW. Ademas dentro del término fuente
S; podemos agregar los términos de Coriolis, que serfan fHv y —fHu,para la
ecuacion de x y de y respectivamente. En donde f = 2Qsing y ¢ es la latitud.

De tal forma que si incluimos la rotacién de la tierra y despreciamos los estreses,
las ecuaciones anteriores quedarian de la siguiente formas:

OHu O(Hu?) O(Huv) 1 OH?
+ +

ot Ox Oy +§g Ox = JHv (3:32)
OHv O(Huv)  O(Hv?) 1 0H?
5t o gy Ta9 g = IH (3.33)

3.1. Ecuaciones lineales para el modelo de Aguas
Someras

Tomando la ecuacién de continuidad (3.14) y las ecuaciones de momento (3.32,
3.33), podemos llegar a las ecuaciones lineales del modelo de aguas someras. Con-
sideramos una pequena perturbacion a partir de un valor promedio de la altura
del agua.

H=Hy+ H' (3.34)

En donde Hy es un valor fijo y H' es una pequena perturbacién de ese valor
fijo. Consideramos que esta pequena perturbacién H' es dependiente del tiempo.
Consideremos también una velocidad inicial vy y o con sus respectivos valores
perturbados v’ y v’. De tal forma que podemos escribir lo siguiente:

v=uy+ v (3.35)
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u=uy+u (3.36)
Sustituimos la expresion 3.34,3.36 y 3.35 en 3.14, y nos queda:

O(H + H0)+8(H0u0 + Hou' + H'ug + H’u’)+8(Hovo + Hov' + H'vg + H'V')

ot ox oy =0

(3.37)
Despreciando los términos cuadraticos y considerando la condicion inicial para las
velocidades como cero (vy = ug = 0), nos queda que:

OH' ou o
o + Hy (% + a—y) = (3.38)

Esta es la ecuacion de continuidad lineal para el sistema de aguas someras.Donde
Hjy es una profundidad constante y las velocidades primadas v’ y v son pequenas
perturbaciones. H' es la elevacion de la superficie la cual es dependiente del tiempo.
Ahora hacemos el mismo procedimiento para las ecuaciones de momento. Sustitu-
imos 3.34,3.36 y 3.35 en 3.32 y 3.33.De tal forma que podemos escribir las ecua-
ciones de Momento y continuidad, omitiendo el uso de u’,v" y H’, de la siguiente
forma:

ou OH
ov OH
0H ou  Ov

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones lineales bidimensionales con los efec-
tos de rotacién. No olvidemos que en este caso el parametro de Coriolis no esta
variando con la latitud de la tierra, simplemente es una constante.

3.1.1. Problema unidimensional

Las ecuaciones anteriores las podemos simplificar aiin mas considerando ahora
el problema unidimensional y despreciando los efectos de rotacion. Por lo que
podemos escribir las ecuaciones de la siguiente forma:

ou OH
- — _g_
ot ox

OH ou

(3.42)
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Podemos ver facilmente que si derivamos la ecuacion 4.1 respecto a z, y la
ecuacion 4.2, respecto al tiempo, nos queda respectivamente:

Uy = —gH (3.44)

Htt = —Houm (345)

Considerando que las parciales cruzadas son iguales podemos sustituir la primera
ecuacion dentro de la segunda:

Htt = gHOHmz (346)

Con lo cual podemos ver claramente que La elevacién H cumple la ecuacién de
onda.Aplicando la misma idea para la velocidad, podemos darnos cuenta que la
velocidad también cumple la ecuacién de onda.

Uy = gHOumc (347)

La solucién de las dos ecuaciones representan ondas que se mueven con la misma
velocidad v/ Hpg y que no cambian de forma mientras se propagan, es decir, son
ondas no dispersivas.

Solucién analitica del caso unidimensional

En muchos textos de ecuaciones diferenciales [6], se utiliza la solucién de
D’Alambert para la ecuacién de onda. La solucion de D’Alambert nos ayuda a
tener una idea de la solucién para los puntos interiores, considerando tinicamente
las condiciones iniciales del problema. Dicha solucién esta en funcion de las condi-
ciones iniciales.Lamentablemente la solucién de D’Alambert no nos permite saber
como afectan las condiciones de frontera a la solucion.Por tal motivo, en el presente
trabajo consideramos el problema completo con condiciones iniciales y condiciones
de Frontera.

El sistema de ecuaciones 4.1 nos da informaciéon de como se comporta la solu-
cion para los puntos interiores. Sin embargo necesitamos establecer que condiciones
iniciales y de frontera usaremos. En el presente trabajo consideramos un fluido
confinado por paredes impenetrables.Es decir las condiciones de frontera son las
siguientes:

un=>0 (3.48)

Lo cual nos dice que la componente normal de la velocidad es cero, y que el fluido
no puede ”penetrar”la superficie material. En el caso unidimensional esto se reduce
a decir que la componente horizontal u en las fronteras, es cero, es decir u(0) = 0
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y (L) = 0. También consideramos que inicialmente la velocidad del fluido es cero
u(z,0) = 0. Finalmente, nuestra intuicién fisica nos dice que un fluido que esta bajo
la accion de la gravedad y que inicialmente su superficie es una constante horizontal
, entonces el fluido permanecerd inmoévil, y sus velocidades seguiran siendo cero, es
decir todo el sistema permanecera en equilibrio, por lo que es necesario poner una
condicién inicial fuera del equilibrio para que el sistema empiece a oscilar alrededor
de la condicién de equilibrio.

El problema fisico que estamos tratando establece tinicamente condiciones de
frontera para la velocidad. Las condiciones para la velocidad son:

u(t,0) =u(t,L) =0 (3.49)

Las cuales son condiciones de tipo Dirichlet para la velocidad. Ahora la pregunta
es: (Y cuales son las condiciones de Frontera para la altura H?. Debido a que
el sistema de aguas someras lineal unidimensional es un sistema de ecuaciones
acoplado (ver 4.1 y 4.2), podemos establecer una relacién entre las condiciones de
Frontera de la velocidad u y las de la altura H, haciendo la siguiente observacion:

du
ot

. U(to + At) — U(to, O)
At

=0 (3.50)

z=0

Podemos observar en la ecuacién anterior que ambos términos del numerador son
cero por la condicién de frontera para la velocidad. Tomando la ecuacién de mo-
mento 4.1, podemos ver que:

_
ot

o
g@:v

0 (3.51)

z=0

z=0

Lo cual quiere decir claramente que la condicion de frontera tipo Dirichlet para
la velocidad u en u(t,0) = 0 “ induce” una condicién de frontera tipo Neumann
en la altura, de tal forma que H,(t,0) = 0. Es sencillo ver que lo mismo sucede
para u(t, L) = 0, lo cual induce H,(t, L) = 0. Finalmente, el problema completo
para la altura es:

Hy(z,t) = *Hyp(w,t) de 0<a <L t>0 (3.52)

Donde ¢? = gH,.

Condiciones de frontera tipo Neumann.

H,(0,t) = Hy(L,t) =0 (3.53)
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Condiciones Iniciales.
H(z,0) = f(z) (Condicién Fuera del Equilibrio) (3.54)

La condicién inicial f(z) es una funcién que no depende del tiempo, por lo que su
derivada respecto al tiempo es cero.

0f (z)

Ht(‘x’()) = at

=0 (3.55)

Recordemos que la condiciéon de frontera 3.53, quiere decir que la fuerza esta
dada en las fronteras. En nuestro caso esa fuerza es cero, lo cual concuerda con
nuestro esquema fisico, ya que no tenemos viscosidad en las paredes que contienen
al fluido, y por lo tanto este se desliza libremente por las paredes.

Consideremos una variable U para representar el problema general para la altura
H:

Up(z,t) = Upp(x,t) de 0<z<L t>0 (3.56)
Condiciones de Frontera
Us(0,t) =U,(L,t) =0 (3.57)
Condiciones Iniciales
U(x,0) = f(x) (3.58)
U(z,0) =0 (3.59)

El problema anterior puede ser resuelto analiticamente mediante separacion de
variables. Consideramos que la solucién U(z,t), puede ser un producto de fun-
ciones:

Uz, t) = X (2)T(t) (3.60)

En donde X (z) es una funcién que inicamente depende de la posiciéon y T'(t) es
una funcién tnicamente del tiempo. Cuando sustituimos esta expresién en (3.56),
podemos ver que la ecuacién diferencial X () satisface que:

X(x)" = 2X(z)=0 (3.61)
Lo cual tiene como solucion:
X(z) = acos(puz) + bsin(ux) (3.62)
En donde A = —u? Si aplicamos las condiciones de frontera:

U(0,t) = X(0)T(t) = 0 (3.63)
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Como T'(t) no es cero, entonces:
X(0)=0 (3.64)

La condicién de frontera de la solucién se hereda a la parte espacial. De tal forma
que tenemos que la ecuacién (3.62), cumple la condicién de frontera.

X(0)=a=0 (3.65)

Sabemos que el coeficiente a = 0 por lo que la ecuacién (3.62), la podemos volver
a escribir con la segunda condicién de frontera:

X(L) =bsin(uL) =0 (3.66)

Lo cual requiere que 4 = **. Esto nos genera una cantidad infinita de funciones
que representan la solucion.

X (x) = cos(pnx) (3.67)

Por lo que la solucién en X (z) serd la suma de estas funciones (3.67). En la parte
temporal dela ecuacion tenemos que se cumple la misma ecuacién diferencial que
para la parte espacial.

T"(t) — AXT(t) = 0 (3.68)
Lo cual sustituyendo A se pude escribir como:
1" 2 n_ﬂ- 2 _
T"(t) + ( . ) T(t) =0 (3.69)

La solucién de la parte temporal, es de la misma forma que la espacial solo que
en este caso :

T,(t) = a’ cos (CnTﬂt> + V' sin (CHTWQ (3.70)

Por lo que la solucién general sera la suma infinita de las expresiones (3.67) y

(3.70): N
; [an cos < ) + by, sin (%tﬂ cos (%m) (3.71)

Ahora derivamos la ec.(3.71) respecto a t.
U(z,t) = ; chﬂ [—an sin (chwt> + b, cos (CnTﬁtﬂ Cos (%x) (3.72)
La velocidad inicial es entonces:
Ui(z,0) = Z czwb cos (%m) =0 (3.73)

n=1



28 3. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE AGUAS SOMERAS

Multiplicando la expresién anterior por U;(z,0) e integrando de cero a L, por
ortogonalidad de las funciones obtenemos que:

L nm cnm
cos | —x ) Uy(x,0)dx = —b, 3.74
| cos (o) Uit 0o = 5 (3.74)

De tal forma que el coeficiente b, es:

2 L nm
by, = — i cos (fx> U(z,0)dz =0 (3.75)

ncrm

Lo anterior es evidente en nuestro caso por que U;(x,0) = 0.Ahora consideremos
la siguiente condicién inicial U(z,0) = 0. Debido a la discusién b, = 0 y anterior
podemos escribir ec.(3.71) como:

nz_:l [an cos (cmr )} Ccos (%x) (3.76)

Para facilitar el uso de los coeficientes de Fourier escribimos una “campana”
en términos de la funcién coseno, como condicién inicial, de la siguiente forma.

F@) = - — Leos (2%.75) (3.77)

U(x,0) = i [an cos (%t)] = % - %COS (2%95) (3.78)

Ahora si desarrollamos la suma e identificamos los coeficientes de la suma con
cada uno de los términos de la condicién inicial, podemos facilmente saber el valor
de los coeficientes.

n (mc>+ 2mx n (7rx)+ _1 1 2 (379)
ag + aq cos 7 Qo COS 7 a3 COS 7 =5 2cos Lx .

Por simple inspeccién vemos que:

1 1
a0:§7 a; =0, a2:_§7 ag=as=---=0 (3.80)

Sabiendo el valor de los coeficientes a,, podemos escribir la ec.(3.81) como:

Z [an cos (ncw )} cos (%x) (3.81)

n=1



3.1. ECUACIONES LINEALES PARA EL MODELO DE AGUAS SOMERA®

Desarrollando cada término de la sumas

2crm 2m 1 1 2cm 2m
U(z,y) = ag+ as cos (Tt) cos (f:v) =5~ gcos (Tt> cos (fa:> (3.82)

Esta es la solucién analitica para la altura.

Para el caso de la velocidad procedemos dela misma forma.El tinico cambio
son las condiciones de frontera para la velocidad, las cuales son de tipo Dirich-
let.Usando otra vez una variable U general, el problema para la velocidad queda
especificado por las siguientes condiciones de frontera e iniciales:

Uy = Uy, (3.83)
Condiciones de frontera
U,t)=U(l,t)=0. (3.84)
Condiciones iniciales
U(z,0)=0 (3.85)
Ui(z,0) = f(x) (3.86)

Podemos observar en 4.1, que si conocemos la condicion inicial de la altura H,
entonces debido al acoplamiento:

1 1 2
H(x,0) = 5 —  cos (%x) (3.87)
OH(xz,0) 7 . (2«
Y debido al acoplamiento:
ou T . (27
E o = —gz S1n (fl’) (389)

De tal forma que para las condiciones iniciales de la velocidad tenemos:

T 2

U(x,0) = f(x) = —g7 sin (fx) (3.90)

Separamos variables igual que para la altura, de tal forma que nos queda la sigu-
iente solucién:

Uz, t) = i [an cos (%t) + by, sin (%tﬂ sin (%x) . (3.91)

n=0
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Si queremos que la expresion 3.91 cumpla las condiciones iniciales de la velocidad
evaluamos la solucién anterior en ¢t = 0:

U(z,0) = ian sin (%.ﬂ:) =0 (3.92)

Esto quiere decir que todos los coeficientes a,, son cero. Por lo que la solucién

nos queda como:
U(z,t) = nz% by, sin <ch7rt> sin (%x) (3.93)

Ahora para que cumpla la segunda condicién inicial, derivamos la solucién respecto
a t y evaluamos en cero.

— by 2
U(z,0) = Z Cgm sin (%x) = —g% sin (%x) (3.94)

n=0

Para que esta igualdad se cumpla, los coeficientes b,, tienen que ser los siguientes:

L /g
bp=0b; =0,byg = ——, /= b3 =0,by,=... .
o =01 =0,by o\ 0, by (3.95)

Finalmente la solucién final que cumple con las condiciones de frontera e iniciales

deseadas, es:
1 2v/gH, 2
Uz, t) = et /Hio sin (%t) sin <%x> : (3.96)

Las ecuaciones (3.82) y (3.96), son la solucién completa del problema analitico
unidimensional.
Conservacién de la energia en el caso unidimensional

Considerando nuevamente el sistema 4.1 y 4.2, multiplicamos la segunda ecuacién
4.1 por u y la primera por H, de tal forma que nos queda lo siguiente:

oL H? )
T HOHa—z =0 (3.97)

0iu? 0H
ét +gug— =0 (3.98)

El segundo termino de la ecuacién 3.97 por la derivada del producto, de tal
forma que la ecuacién 3.97 nos queda como:

1 G%H 2 9Hu OH

- _— = U—

Hy, ot ox ox

(3.99)
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Ahora sustituimos la ecuacién 3.99 en 3.98 y hacemos K = %u2.

OK 1 0H* OHu
o — = 1
8t+g(ﬂ)8t_%8x> ! (8-100)
Esta ultima ecuacion la podemos escribir como:
0H\K + % gH? OHu
H =0 3.101
ot + Hog ox ( )

Lo que vemos en el primer paréntesis de la expresion 3.102 es la suma de la energia
cinética mas la potencial para el sistema de aguas someras (energia total). Es
preciso mencionar que por conservacién de masa si tenemos un sistema fisico con
una cierta cantidad de masa inicial (y una altura inicial) sin sumideros ni fuentes
de masa, que evoluciona en el tiempo, esta cantidad inicial de masa permanece
durante toda la evolucién temporal del sistema, asi como la altura tampoco es cero
a través de la evolucion del sistema. De tal forma que si integramos la ecuacion
(3.102) respecto a x, desde 0 hasta L obtenemos:

O [F (HoK + tgH? L
Jo (oK + 39 )dx + Hgg/ Ofu dr =0 (3.102)
ot 0 Ox

y aplicamos las condiciones de frontera 3.49, para la velocidad, por lo que la
segunda integral se hace cero. De tal forma que nos queda:

ot (Er) =0 (3.103)

En donde Er es la energia total promediada en el dominio:

L HK 1 LgH?
m:/-i—fﬁ— (3.104)
0

Por lo que E; es constante en el tiempo. Es necesario enfatizar el hecho de que
la conservacién en este caso depende de que las condiciones de frontera Hu = 0
en 0y L.

3.1.2. Ecuaciones bidimensionales

El sistema de aguas someras para el caso lineal, bidimensional, es el siguiente:

ou 0H

ov o0H
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OH ou Ov
o + Hy (a—x + a—y) =0 (3.107)

Al igual que en el caso unidimensional podemos ver que la altura cumple la
ecuacion de onda directamente del sistema anterior, derivando la ecuacion de con-
tinuidad respecto a t y las ecuaciones de momento en x y en y respecto a x y
y respectivamente. Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién de continuidad

obtenemos que:
Hy = gHo(Hye + Hyy) (3.108)

Supongamos ahora que tenemos un dominio rectangular con dimensiones 0 <
r < ay0 <y < b Las condiciones de Frontera para la velocidad en el caso
bidimensional Dirichlet son las mismas que para el caso unidimensional:

u(0,y,t) = u(a,y,t) =0 (3.109)

v(x,0,t) = v(x,b,t) =0 (3.110)

Las cuales “inducen” al igual que en el caso unidimensional condiciones tipo Neu-
mann para la altura H. De tal forma que para la altura tenemos las condiciones
de frontera siguientes:

H,(0,y,t) = Hy(a,y,t) =0, O0<y<b (3.111)

H,(x,0,t) = H,(z,b,t) =0, O<zr<a (3.112)

3.1.3. Solucién analitica

Utilizando una variable U general, el problema completo para la altura H se
puede resumir de la siguiente forma:

Uit = ¢ (Upe + Uyy) (3.113)
Condiciones de Frontera:
U.(0,y,t) = Uy(a,y,t) =0, O<y<b (3.114)
Uy(z,0,t) = Uy(z,b,t) =0, 0<z<a (3.115)
Condiciones Iniciales:
U(r,y,0) = f(z,y) (3.116)

U(z,y,0) =0 (3.117)
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Aplicando la misma idea de separacion de variables que en el caso anterior:
u(z,y,t) = GO X (2)Y (y) (3.118)

Para cada una de las funciones GG,X y Y obtenemos las soluciones al sustituir en la
ecuacién de onda 3.113, y aplicar las condiciones de frontera. Las soluciones para
cada funcién son las siguientes:

X, (x) = By, cos(kpx) (3.119)
Y (y) = Cy cos(pmy) (3.120)
Gon(t) = Apn cos(Amnt) + B sin(Aynt) (3.121)

En donde k,, = *F,p,, = 55y A = €4/ %2 + Z—;.De tal forma que la solucién
esta representada por la doble suma siguiente:

[e.9]

U(z,y,t) = i [Apn c08(Amnt) + B sin(Ant)] cos (%x) cos (%y)

(3.122)

n=0 m=0

Tomamos ahora como condicién inicial:

o (L b () (B e () sz

Para que la expresion anterior cumpla las condiciones iniciales, hacemos lo
siguiente:

tan0) = (1 oo (20) ) (1 Lo () = 353 s () o

n=0 m=0

(3.124)
Si hacemos una cuidadosa inspeccién de los coeficientes A,,,, de la suma doble,
podemos ver que:

1 1 1
Ago = 1’ Agz = Az = L Agp = 1 (3.125)

El resto de los coeficientes son cero. De tal forma que la solucién analitica es:

1 1 2 2
Ulx,y,t) = 71" (%Ct) cos (%x)

(3.126)

1 2 2 1 2 2 2

—— COS isz COoS —Wy + —cos iC\/a2 + bt ) cos —Wx COoS —Wy .

4 b b 4 ab a b
(3.127)

)
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3.2. Conservacion de la Energia en el caso Bidi-
mensional

Al igual que en el caso unidimensional tomamos las ecuaciones de Momento
(4.5,4.6) y las multiplicamos por u y v respectivamente, luego el resultado de cada
ecuaciéon lo sumamos. Ademas la ecuacién de continuidad 4.7 la multiplicamos por
la altura H. De tal forma que haciendo algunas sustituciones podemos llegar a la
siguiente ecuacion:

1 1 1

La cual podemos reescribir como:

0,(Er) + g/OL /OL V- (uH)dA = 0 (3.129)

Por el teorema de Gauss podemos escribir la segunda integral como:
/ Hu-ndl =0 (3.130)
0

Donde 7 es un pardmetro que recorre la frontera y donde podemos ver claramente
que la integral es cero pues las condiciones de frontera en el problema son: u-n = 0.
Por lo que la energia total se conserva al igual que en el caso unidimensional

Er = cte (3.131)

3.3. Ecuaciones lineales considerando la fuerza
de Coriolis

El sistema de ecuaciones es lineales bidimensionales y con rotacion es el sigu-

ientes:
ou OH

o= fv=go (3.132)
ov OH
o = —fu— g(‘?_y (3.133)
oH ou Ov

e _HO(a_x + a_y) (3.134)



3.3. ECUACIONES LINEALES CONSIDERANDO LA FUERZA DE
CORIOLIS

3.3.1. Solucion Analitica en el caso bidimensional con rotacién

La solucién del sistema de ecuaciones anterior ha sido ampliamente estudiada,
para ciertas condiciones de fronteras (LeBlond & Mysak 1978[11]) (canales abier-
tos, fronteras de costas o fronteras totalmente abiertas), las ondas de Kelvin y las
ondas de Poincaré son ejemplos claros del estudio de estas ondas para ciertas condi-
ciones de frontera y ciertas simplificaciones de las ecuaciones 3.132,3.133, 3.134.
El tratamiento analitico de estas Ondas se puede ver en varios autores (Cavallini
2012 [15]). Sin embargo el problema para condiciones de frontera cerradas rectan-
gulares, representa hoy en dia un problema dificil de resolver (Mohamed Atef Helal
1999 [12]), por lo que una de las opciones ha sido considerar una superficie rigida
(rigid lid) en lugar de una superficie libre (S. Nurijanyan, 2012 [13]), sin embargo
debido a que la superficie del océano es una superficie libre, la solucién de este
problema no ha sido muy préactica para los problemas oceanogréficos (White, L.
2006[14]). Por tal motivo en el presente trabajo solamente presentamos algunos
lineamientos sobre el comportamiento de las ondas inercio-gravitacionales. En el
siguiente capitulo resolveremos el problema numéricamente.

Tomando en cuenta el sistema (3.132,3.133, 3.134), si derivamos la ecuacién
de continuidad respecto a ¢ ecuacién (3.134), las ecuaciones de momento (3.132) y
(3.133) respecto a z y y, respectivamente, llegamos al siguiente sistema:

Hy = —Ho(uge + vye) (3.135)
Uy = —fuy, — gHy, (3.137)

Si sustituimos 3.136 y 3.137 en 3.135, llegamos a una ecuacién para H
Hy=—Hf(+ gHV?H (3.138)

En donde ¢ es la componente perpendicular al plano horizontal de la vorticidad,
es decir w = (0,0, ¢).Podemos de las ecuaciones : (3.132) y (3.133) facilmente
observar que :

G =Vgt — Uy = —f(uz +vy) =—fV-u (3.139)
Y utilizando la ecuacién ecuacion (3.134), obtenemos que:
G = th (3.140)
Hy
Lo cual se traduce en una conservacién de vorticidad.
(= iH (3.141)

Hy
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Sustituyendo esta expresion en 3.138 nos queda que:
Hy = —f*H + gHV*H (3.142)

La cual es una ecuacion de Klein-Gordon para H. En donde las condiciones de
Frontera pueden ser derivadas de (3.132) y (3.133) , derivando estas respecto al
tiempo y sustituyendo las derivadas temporales de las velocidades de las ecuaciones
originales, para desacoplar las componentes de las velocidades, de tal forma que
nos quedan las siguientes ecuaciones:

uy + fPu=—g(fHy, + Hy) (3.143)

v + fPv =g (fH, — Hy) (3.144)

Lo cual nos dice que por ejemplo para la frontera 0 <y < L, y x = 0 en donde
u = 0 la condicion de frontera para H esta dada como:

fHy=—Hy (3.145)

Y para la otra frontera:

Lo cual representa un problema mas complejo de resolver analiticamente.

3.3.2. Relacién de dispersién

En general se sabe que la solucién del sistema de aguas someras con rotacién
debe de tener la forma:

H = Helketly=ot) (3.147)
u = getkety=ot) (3.148)
v = pelthetly=ot) (3.149)

En donde las amplitudes H son en general numeros complejos que dependen de z,y
y t. Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones gobernantes (3.132), (3.133)
y (3.134) obtenemos la matriz :

—1i0 Holk H()Zl
gik —ic —f |. (3.150)

—gm  f  —io

Cuyo determinante debe de ser cero para obtener soluciones validas distintas
de la trivial.
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Por lo que llegamos a la expresion.
0% = 2+ gHy(K* + I?) (3.151)

Llamamos K? = k? 4 [2. Recordemos que los nimeros k y [ son los numeros
horizontales de onda, por lo que K contiene toda la parte horizontal.

0.2 2
= % + gHo (3.152)

Por lo que en el caso de que los efectos rotacionales sean muy pequenos la
relacion de dispersion es como en el caso bidimensional sin rotacion, la velocidad

de fase es v/gHo K.

3.3.3. Conservacion de la energia en el caso bidimensional
con rotacion

Este caso es muy simple ya que al seguir el mismo procedimiento que en el caso
bidimensional obtenemos:

8t(%u2) = fuv — ugd, H (3.153)
8,5(%122) = —fuv —vg0,H (3.154)

Al sumar las ecuaciones (3.153) y (3.154) los términos de rotacién se eliminan
y la ecuacién que queda es la misma que para el caso bidimensional (3.128).Por lo
que en el caso bidimensional con rotaciéon la energia también se conserva.
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Capitulo 4

Discretizacion

En este capitulo hablaremos sobre los elementos mas importantes de una dis-
cretizacién, ademas de mostrar como discretizar los tres tipos de sistemas que
vimos en los capitulos anteriores: Sistema unidimensional, Sistema bidimensional
y Sistema bidimensional con rotacién. El proceso de discretizacién se refiere al
método con el que traducimos el lenguaje del continuo expresado en una ecuaciéon
diferencial al lenguaje computacional. Los elementos presentes en una ecuacion
diferencial, como derivadas espaciales, temporales e integrales, pueden aproximarse
con cantidades discretas. Existen muchos textos introductorios con respecto a este
tema [7]. Uno de los elementos mas importantes es la discretizacién del dominio
fisico. Para este proceso se utiliza el concepto de malla. La malla puede pensarse
en un como una red que cubre todo el espacio fisico, en la que cada una de las
cuadriculas tiene ciertas dimensiones conocidas. Cuando cada una de las cuadricu-
las tiene las mismas dimensiones decimos que es una malla regular. Muchos tipos
de malla han sido propuestos [8]. También podemos variar el punto de la malla en
donde se calcula cierta cantidad. Toda esta variedad de mallas y por lo tanto de dis-
cretizaciones existen debido a la variedad de comportamientos de las soluciones de
las ecuaciones. Las ecuaciones diferenciales pueden tener diferentes comportamien-
tos en el interior de sus puntos y este comportamiento puede ser completamente
diferente dependiendo de las condiciones de frontera que hayan sido establecidas
para el problema, por lo tanto no debe sorprendernos la gran cantidad de dis-
cretizaciones posibles pues cada una intenta mejorar la precision y estabilidad de
la solucién.

Existen diferentes modos ampliamente utilizados y documentados en la lit-
eratura cientifica.Ejemplos de estos métodos son: Diferencias Finitas, Volumen
Finito y Elemento Finito. En el presente trabajo utilizaremos diferencias finitas
para discretizar nuestros diferentes modelos de aguas someras.
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4.1. Malla de Arakawa

El Meteordlogo Akio Arakawa publicé un articulo en 1977, en el que propuso
principalmente 4 tipos de mallas (A,B,C y D) para discretizar el espacio. Siendo la
malla C una de las mas usadas para discretizar los modelos de aguas someras. En
esta malla podemos calcular la ecuacién de continuidad y la ecuacién de momento,
como veremos a continuacion.

4.2. Malla C unidimensional

El siguiente es el caso unidimensional de malla C regular.

Figura 4.1: Malla C Unidimensional

En donde los puntos X representan el lugar en donde estamos calculando la ve-
locidad. En el caso unidimensional iinicamente tenemos la componente horizontal
de la velocidad u. La variable H de la altura la estamos calculando en los puntos
e. De tal forma que como se observa en la figura 4.1, el vector u, de velocidades
es mas grande que el vector H por un punto. Ahora lo que resta saber es como
discretizamos las ecuaciones 4.1, 4.2 utilizando la malla C. Recordemos primero el
sistema antes mencionado.

ou OH
OH ou

En la malla C, la ecuaciéon de continuidad se discretiza en los puntos e de la
figura 4.1. Observemos la figura 4.2. El punto 7 es un punto interior cualquiera en
donde estamos calculando la variable H de la altura.

De tal forma que la ecuacién de continuidad queda:

HM = g — g,
! ! OAx

Imaginemos una celda (la linea punteada de 4.2) cuyas caras son los puntos
1+ % y i — %, a esta celda la llamamos celda H. Por lo tanto necesitamos los
valores de u en las caras de la celda H para calcular la derivada espacial de u, en

la ecuacién de continuidad.

At (u?;rl — uZ%) (4.3)

2
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i-1/2 i+1/2
i-1 i i+1

Figura 4.2: Puntos Interiores, ecuaciéon de continuidad

La ecuacion de momento, la calculamos en el punto i — %, por lo que podemos
pensar que ahora el centro de la celda es justamente el punto ¢ — %, a esta celda la
llamamos celda u. Las caras de esta celda son los puntos ¢ e i — 1 que corresponden

a los valores: H; y H,;_; respectivamente (4.3).

i-1/2 i+1/2
i-1 i+1

Figura 4.3: Puntos Interiores, ecuacion de Momento

Finalmente la discretizacién para la ecuacién de momento, queda:

At
+1 _ +1 +1
=l = g [ HY (4.4)
De tal forma que si en nuestro cédigo resolvemos primero la expresion 4.3 y
después 4.4, nos queda un sistema explicito. Debido a que los valores Hf“, estan

disponibles después de resolver la ecuacién (4.3) y pueden ser usados en (4.4).

u

4.2.1. Condiciones de Frontera

Observando la figura 4.1, podemos darnos cuenta de que la tinica variable que
necesita condiciones de frontera, es la velocidad u. Las condiciones de frontera
para la velocidad en el caso unidimensional son las condiciones (3.49), vistas an-
teriormente. De tal forma que nuestro cédigo deberd de incluir estas condiciones
de frontera.
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4.3. Malla C bidimensional

Recordemos el sistema de ecuaciones bidimensionales sin rotacion:

ou oH
o~ Yo 45)
v oH
a = Ty (46)
oH ou Ov
E—i_HO (a—x—l—a—y) =0 (4.7)

Para el caso bidimensional consideramos tres tipos de celdas, que se intersectan
entre si. La celda central H, la celda u y la celda v.

Figura 4.4: Malla C Bidimensional

La celda central (en color gris 4.4) es la que utilizaremos para calcular la
ecuacion de continuidad 4.7. En el centro de la celda H, esta el valor de la variable
H. Las coordenadas del centro de la celda H son i, j. Las caras este y oeste de la
celda H son los puntos: i+ %, g, 1— %, j respectivamente. La celda u (en color verde
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4.2) donde calcularemos la ecuacién de momento en u, se encuentra en el punto
v+ %, j. En medio de la celda u se encuentra el valor de la velocidad horizontal
u.Finalmente la celda v (en color rojo4.2), esta en el punto 7, j + % En la celda v
calculamos la ecuacién de momento en v (ecuacion 4.6).

4.4. Discretizacion de las ecuaciones bidimension-
ales

Para calcular las derivadas parciales en la ecuacién 4.7, necesitamos los val-
ores que estan en las caras de la celda H, por lo que la ecuacién de continuidad
discretizada nos queda como:

At At
n+l __ n n n
H'' = HP' — Hye —uy ] - Hon |

A |Yiths T Yinl Ay v v (4.8)

ity hi—3

Para la ecuacion de momento en wu, utilizamos la celda u, cuyas caras son los puntos
(t+1,5) y (4,7). De tal forma que utilizamos los puntos H, 1 ; y H;; para escribir
la derivada parcial respecto a x en la expresion 4.5. La discretizacion de la ecuacion
de momento en u, queda de la siguiente forma:

n+1 At

=u", —g— |H", .
i+i5 ui+% gAJ: [HerLJ

— H}] (4.9)

u

La discretizacion para la ecuacién de momento en v, se hace en la celda v,
cuyas caras son: v; ji1 y v;;. De tal forma que los puntos necesarios para calcular
la derivada parcial de y,(ecuacién 4.6), son: H; j+1, H; ;. Finalmente la ecuacién de
momento en v, queda como:

At
n+l _ . n n n
Vigri = Yig+i ~ gA_y |H}' 1 — H}Y] (4.10)

De tal forma que las ecuaciones 4.17,4.9 y 4.10 nos permiten conocer los puntos
H Z-”;rl, u?;rl y vfjl respectivamente. Es decir que cada ecuacién nos permite conocer

los valores de las variables H,u y v en el futuro.

4.4.1. Condiciones de Frontera

Consideremos un pequeno dominio de 4 por 4, formado por celdas H, como el
que se muestra en la figura 4.5.

Como podemos ver en la figura 4.5,tenemos 16 celdas H (puntos e), 5 celdas
u en la horizontal y 4 en la vertical (cruces verdes). Tenemos también 5 celdas v
en la vertical y 4 celdas v en la horizontal (cruces rojas).
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—H *

x--+.-.x-.1'--.x--.in--*(---:p--x
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50— -5 —b-- 50 -4 5L

Figura 4.6: Fronteras del Dominio

Es importante darnos cuenta de que cuando estamos en cualquiera de las celdas
de la frontera ( franja azul figura 4.6 ), la malla C nos permite fijar los valores de las
componentes normales de la velocidad en la superficie, por ejemplo consideremos
una celda H en la esquina inferior izquierda (figura 4.7).

Figura 4.7: Celda en Frontera

Aqui podemos ver como las condiciones 3.48 aplican para cada una de las
superficies. Por ejemplo en la figura 4.8 la componente de la velocidad normal a
la superficie horizontal es v (flecha roja). La malla C nos permite fijar este valor
como cero para todos los tiempos. De tal forma que v(¢) = 0 en las fronteras. A
través del mismo razonamiento, fijamos u(t) = 0 en las fronteras (flecha verde).
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Figura 4.8: celda H en la Frontera

Esto ocurre para cada una de las celdas en Frontera. La malla C nos permite
poner condiciones de tipo Dirichlet de manera directa.

4.4.2. Discretizacion de las ecuaciones bidimensionales con
Rotaciéon

Recordemos que el sistema bidimensional con el término de rotacion es el sigu-
iente:

ou OH
ov OH
OH ou  Ov
- _H (= 4+ 2 4.1

Podemos darnos cuenta que lo inico que cambia con respecto al sistema 4.5,4.6
v 4.7 es el término de rotacion en las ecuaciones de momento, por lo que basta ver
como discretizar este término en la maya C para poder proceder.

El término fv de la ecuacién de momento en u se calculara al igual que el resto
de los términos en la ecuacién de momento en u, en la celda u cuyo centro es:
1+ %, 7. Como podemos ver en la figura 4.9 es necesario hacer un promedio de 4
valores disponibles de v, para obtener v, 1 necesitamos los siguientes puntos:

Los valores que se toman para el promedio estan en las esquinas del cuadro
amarillo (figura 4.9), cuyo centro es el centro de la celda u, pues estamos calculando
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/2, /21

Figura 4.9: Promedio espacial de 4 valores de v

la ecuacién de momento en w.

El mismo procedimiento se aplica para el caso de la ecuacién de momento en v, en

donde se hace un promedio del valor de u, ;. 1. De tal forma que la discretizacion
. . ’ ,2 . ., . .

de las ecuaciones de momento incluyendo el término de rotacion, son las siguientes:

o At

Uiy~ Uy = AL - g [Hy ;= H (4.15)
mHL = —Atfal At g H! 4.16
Vigry T Yig+s T T f“i,j+§ N A_yg [ iyl m} (4.16)

Recordemos que la ecuacion de Continuidad discretizada es la misma que en el
caso anterior (4.17).

Para resolver el sistema antes mencionado seguimos la técnica de discretizacién
en el tiempo implementada en Beckers J.M., 1993 [9] y Sielecki A. 1968 [10], la
cual consiste basicamente en resolver la ecuacién de momento en u (4.18) primero,
y después la ecuacién de momento en v (4.19),para tiempos impares (comenzando
en 1), y para tiempos pares se resuelve primero la ecuacién de momento en v
y después la de u. La ecuacion de continuidad siempre la resolvemos primero,
independientemente de si estamos en un paso par o impar de tiempo.Para realizar
este procedimiento computacionalmente es conveniente utilizar un parametro s,
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cuyo valor es 1 6 0 dependiendo de la paridad o imparidad del tiempo. Siguiendo la
misma técnica, con el propdsito de obtener un sistema explicito en el cual estemos
usando los valores mas actualizados de cada variable en cada paso de tiempo
hacemos lo siguiente:

= Resolvemos la ecuacion de continuidad 4.17 y obtenemos los valores HZ;FI,
para todo el dominio.

= Los valores de H obtenidos en el paso anterior se utilizan para calcular la
derivada espacial de H respecto a x en la ecuacién de momento en u 4.9, y
con estos valores se calcula ufjl para todo el dominio (el valor de v depende

de si el tiempo es par o impar ver ecuacion ).

= Los valores de H calculados en el primer paso se utilizan para calcular la
derivada parcial de H respecto a y, en la ecuacién de momento en v (los
valores de u, al igual que en el paso anterior dependen del tiempo) .

De tal forma que el sistema que nos queda finalmente puede ser escrito de la
siguiente manera:

At At
n+l _ rrn — | n — |7 v
I = Hyy = Hos |l =y )] = Ho v [T I CR T
W, = Atfarts — DLt e (4.18)
it+3 it3 i+5.J  Ax i+l R
WL AT — At [H,”fl — H.”*l} (4.19)
i+ T Viieh seg Ay e |

Donde:

(4.20)

s 0 Para tiempos pares
11 Para tiempos pares

4.5. Filtros y Métodos de discretizacion en el
tiempo

Existen varias formas de discretizar las derivadas temporales en una ecuacion
(Tannehill [7]). Principalmente estos métodos consisten en tener un valor tem-
poral de la variable llamado predictor y después corregir ese valor utilizando un
corrector (Predictor-Corrector). En algunos métodos se utilizan pasos multiples
con varios valores temporales y en cada paso se hace una ponderacién de esos val-
ores (Fractional Time step,Multistep Method,Runge-Kutta orden 4). Todos estos
procedimientos incrementan la precision del esquema numérico y su estabilidad
temporal.
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4.5.1. Método Trapezoidal de Adams-Bashforth

Para el caso bidimensional sin rotaciéon utilizamos un esquema de Adams-
Bashforth en el tiempo, el cual basicamente consiste en un predictor y en un
corrector trapezoidal. Este método esta ampliamente descrito en Sajal K. Kar,2012
[16].Siguiendo la notacién de este articulo la forma de la ecuacion general es:

o
= = F(¥) (4.21)

En este articulo la funcién general ¥ utiliza dos condiciones iniciales para el
lado derecho F™ y F™~!, sin embargo en el presente trabajo utilizamos un medio
)
paso en el tiempo (Leap Frog) de tal forma que nuestras condiciones iniciales son
F+1/2 v ' Ademés en nuestro caso, dado que tenemos un sistema de ecuaciones
U y I son matrices. La forma de las ecuaciones queda entonces de la siguiente
forma:

Predictor
\I/(n+1)* o \I/n+1/2 1
N = §(3F”+1/2 —F") (4.22)
2
Corrector
\I/(nJrl) _ \I/n+1/2 1
N — §(F(TL+1)* + Fn+1/2) (423)
2
En donde ¥ y F' son:
H
U = U (4.24)
v
—H(Ou, + 0vy)
F = —gOH, (4.25)

—g0H,



Capitulo 5

Resultados

En este capitulo presentamos por un lado la comparacion de los resultados
analiticos y numéricos y por otro las leyes de conservacion en el caso numérico
y analitico. Primero presentamos el caso unidimensional. La condicién inicial es
la misma para el modelo numérico y para la solucién analitica. Simultaneamente
calculamos el error cuadratico medio en el tiempo. Seguimos este mismo proced-
imiento para el caso bidimensional, y observamos el comportamiento del error en el
tiempo. En la siguiente seccion calculamos la energia Cinética y Potencial del sis-
tema de aguas someras para el caso unidimensional y bidimensional. Comparamos
las leyes de conservacién en el caso continuo y en el caso numérico. Aplicamos un
filtro de Adam Bashforth en el tiempo para el caso unidimensional y bidimension-
al, este ultimo caso lo probamos con el método de Runge-kutta de cuarto orden
y observamos el comportamiento de la energia. Por tltimo vemos el campo de
velocidades en la solucién con rotacion.

5.1. Comparacion de la solucion analitica y numéri-
ca

5.1.1. Caso Unidimensional

Tomando en cuenta el sistema :(4.1),(4.2) y utilizando la condicién inicial
(3.77), sacamos el error cuadrdtico medio para cada tiempo, comparando asi el
esquema numeérico con la solucién analitica. Utilizamos el error cuadratico medio
(ECM) para comparar el error entre la solucién analitica y la numérica.

N
1 2
ECM = N E (Hnumérica - Hanalftica) (51)

J
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En donde N es el numero total de puntos en el espacio, es decir es la longitud del
vector x, y j es el indice para los puntos en el espacio.La siguiente figura muestra
la solucion numérica y la analitica para la altura H y muestra el error cuadratico
medio para 60 segundos de evolucién en el tiempo.

solucién nunérica

solucisn analitica ECH

0.009 : : 1
0.008 i , 4
0.007 Bl
0.006 B + -

Z ooos|- ; 1
w H

Altura (m)

0.004 : 4

0.003

0002

0.001

4 5 0 10 0

a0
Tiempa (5)

2 3
Longitud (m) Longitud (m)

Figura 5.1: Comparacion de las soluciones en el caso unidimensional

Para este caso tenemos N = 50 (numero de puntos de la malla) en una longitud
horizontal de 5 metros y una resolucién en el tiempo de 500 pasos de tiempo cada
segundo.

Conservacién de la Energia en el caso unidimensional

En el sistema de aguas someras la energia total la escribimos como (3.104). Para
compararla con el caso continuo se escribié una forma discretizada para la energia
total y se grafico en el tiempo con el propdsito de verificar la conservacién de la
energia en el esquema discreto. Dentro del codigo se calculé la energia cinética y
potencial por separado. En la siguiente figura (5.2) se grafican la energia potencial
E.P. y la energia cinética E.C. para cada punto en el espacio para un determinado
tiempo. Después se grafica el promedio espacial de E.C. y E.P., para poder observar
el intercambio de energia cinética y potencial en el tiempo (barra azul y roja).

Cuando observamos la evolucién temporal del intercambio de energia cinética
y potencial podemos ver que para los tiempos en los que la columna de fluido
alcanza su mayor altura, se tiene una mayor cantidad de energia potencial (barra
azul) y para los casos de mayor velocidad de la onda, se tiene una energia cinética
mayor (barra roja) (5.2).
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T T 05 T T T T
7 7] 04} 4
£
2 r T
3 Zo03r 1
2 Altura H =
3 e Velocidad 7 =
=S &2t e b
< st 1 R * o ]

El L L L L L L L ol L L o) L .

1 15 2 25 3 EG i 15 5 1 15 2 25 3 35 i 15 5
Longitud () Longitudgm)
Energia Potencial Energia Potencial y Energla Cinética

16 T T T T T T

T4p 1

2k g
S 10F g
s 8l 4
& gl ]

4t 1

ok i

0 ; {

1 15 2 25 3 35 1 15 5
Longitudgm)

Figura 5.2: Energia en el caso unidimensional

Finalmente graficamos el promedio de la energfa total en el dominio Ep como
funcién del tiempo.

Energia Total

91.95

91.85 -

91.8 H

Energia Total (J)

91.75

o1ss | | | | |
] 10 20 30 40 50 B0
Tiempo(s)

Figura 5.3: Evolucion temporal de la energia total para el caso unidimensional

5.1.2. Caso bidimensional

Sacamos el ECM igual que en el caso unidimensional. Partiendo de la misma
condicién inicial (3.123) para las dos soluciones (numérica y analitica), los resul-
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tados fueron los siguientes:

Figura 5.4: Comparacién de las soluciones en el caso bidimensional

Para un tiempo de 60 segundos obtenemos el siguiente ECM (Figura 5.5).

12

ECH

1) ....... ........ ....... ...... ...... ....... ....... ........

Tiempof=)

Figura 5.5: Evolucién del ECM para 60 segundos

Utilizando el esquema de Adam-Bashforth, el ECM se muestra en la Figura
5.6:

Conservaciéon de la Energia en el Caso Bidimensional

Sabemos que para la solucién analitica, en el caso bidimensional la energia total
se conserva 3.131. En el caso numérico, la energia total es de la siguiente forma:

Para comparar este resultado (5.7) con el resultado en el caso analitico, sacamos
un promedio temporal (para 10 segundos) de la energia total, utilizando las mismas
condiciones iniciales y de frontera. De tal forma que obtuvimos el promedio de la
energia total en el caso analitico y en el caso numeérico.
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Figura 5.6: Evoluciéon del ECM para 60 segundos utilizando A.B.

Energia Total
15703 2 T E

1.6782 |
1.6781 -
1.678[H

5 16779

£
15778

16777

1.6776

LS | | i i | | | i |
0

Figura 5.7: Evolucion temporal de la energia total en el caso bidimensional

Promedio temporal numérico= 49,95]
Promedio temporal analitico= 44,95J

Utilizando el esquema de discretizacion Adams-Bashforth obtuvimos exactamente
el mismo resultado para la energia (49,95J). Utilizando el método de Runge-Kutta
de cuarto orden obtuvimos lo siguiente (figura 5.8):

Al hacer el promedio temporal obtenemos:

Promedio temporal numérico= 3,0372¢3¢]
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Figura 5.8: Evolucién temporal de la energia total en el caso bidimensional
utilizando R.K .4

La energia crece a lo largo de los 10 segundos de integracion.

5.1.3. Caso Bidimensional con Rotacion

Utilizamos la misma condicién inicial y de frontera que para el caso bidimen-
sional. Podemos ver la solucién y su campo de velocidades (Figura 5.9).

En el caso Bidimensional con rotacion obtenemos el siguiente resultado para la
conservacion de la energia total.

En donde el promedio temporal es :

Promedio temporal numérico con rotacion= 0,05J
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Solucion Mumerica con Rotacion
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Figura 5.9: Solucién para la altura y campo de velocidades con rotacién
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Capitulo 6

Conclusion

En el caso unidimensional podemos ver que el ECM crece con el tiempo (para
60 segundos, figura 5.1). Lo cual es de esperarse para cualquier método numérico.
Sin embargo esto se podria mejorar si utilizaramos un esquema que se incondi-
cionalmente estable, por ejemplo si resolvieramos el problema con un esquema
implicito. Al utilizar el filtro de Adams-Bashforth no obtuvimos ninguna mejora
con respecto al esquema de Sielecki ( 1968[10]), esto tanto en términos de ECM
como de conservacion de energia total. De tal forma que una caracteristica posi-
tiva del esquema de Sielecki (1968[10]) es que en el esquema numérico la energia
total oscila entre los valores 91.95 y 91.7 pero su promedio (91.825) se conserva en
el tiempo (figura 5.7), por lo que podemos d ecir que en el esquema numérico la
energia se conserva.

En el caso bidimensional el ECM también crece en el tiempo (figura 5.4), y la
energia total se conserva en el esquema numérico. Cuando probamos estas mismas
ecuaciones con el esquema de Adam-Bashforth,el ECM y la energia total promedio
permanecen iguales, no hay ninguna mejoria. Cuando utilizamos el esquema de
Runge Kutta de cuarto orden la energia se “dispara “ (Figura 5.8), por lo que
no es muy recomendable en este caso. Por esa razon para el caso bidimensional
con rotacién utilizamos tnicamente el esquema descrito en [9],[10] y descrito en el
capitulo 4 del presente trabajo.

En el caso bidimensional con rotacion vemos que la energia total se conserva
en el continuo (seccién 3.3.3). Y esto sucede en el caso numérico (para 10 segun-
dos) y lo podemos ver en la figura 5.10. Con respecto al error cuadrético medio,
no existe error cuadratico medio contra el cual podamos comparar. Aplicando el
esquema de Adam-Bashforth y Runge Kutta de cuarto orden no obtuvimos re-
sultados fisicamente consistentes en el caso bidimensional por lo unicamente los
obtuvimos resultados con el esquema descrito en [9], para el cual se puede observar
una cierta circulacién respecto al centro del dominio (es decir como si el eje de
rotacién estuviera en el centro del dominio) (Figura 5.9), lo cual es de esperarse
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para el sistema (3.134), (3.132) y (3.133). Es preciso mencionar que los tiempo de
integracién no se hicieron mas largos debido a que el CPU de la maquina que se
uso, facilmente se saturaba con tiempos mas grandes a 60 segundos, por lo que un
cédigo que funcionara en paralelo y la programacion en tarjetas graficas (GPU)
seria altamente recomendable para optimizar el proceso.
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Apéndice A

Cdédigo Unidimensional

clear all
close all
clc

dx=0.05;
dt=0.001
H=1,;

%dx=0.05;

%dt=0.001;

%H=10;

g=9.8;
cond=sqrt (g*H) *dt/dx;

x=a:dx:b;
t=0:dt:T;

R initial condition---------- YA



A. CODIGO UNIDIMENSIONAL

hoto———damp——-%%

hfor i=1:length(x)-1
hif (x(1)<=2 )

% eta(1l,i)=H;

Y%else
% eta(1,1)=0;
%end
%end

for i=1:length(x)-1
sigma=0.5;eta(l,i)=H+. ..
(1/(2*xpi*(sigma~2)))*exp(-((x(1)-X0)."2)/(2xsigma~2));
end

for i=2:length(x)-1
u(1,1)=0;
end

hh=======—mmm Boundary conditions—----- Y&

for j=1:length(t)

u(j,1)=0;

u(j,length(x))=0;

end

%% __________________________________________ %%
Y/ Main compute........... ... .. ... oth
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for j=1:length(t)

for i=1:length(x)-1
eta(j+1,i)=eta(j,i)-H*x(dt/dx)*(u(j,i+1)-u(j,1i));
end

Y%%momentum eq------ vy

hecont=0;

for i=2:length(x)-1
Jhcont=cont+1;

u(j+1,i)=u(j,i)-g*x(dt/dx) *(eta(j+1,i)-eta(j+1,i-1));
end

hh=————~ vector eta, para animacién------- oo

for k=1:length(x)-1
xeta(k)=(x(k)+x(k+1))/2;
end

for k=1:length(xeta)
v(k)=0; %% velocidad en la direccio y
end

for j=1:length(t)

for k=1:length(xeta)

uint (j,k)=(u(j,k)+u(j,k+1))/2; %} interpolacion del vector de
end

end

velocidades



A. CODIGO UNIDIMENSIONAL

Ioh=——————————= Knitetic energy and potential energy-------------- Dot
for j=1:length(t)

for k=1:length(xeta)

K(j,k)=H*0.5%uint (j,k) .*uint (j,k);

U(j,k)=0.5%gx(eta(j,k)-H) .*(eta(j,k)-H);

TE(j,k)=U(j,k)+K(j,k);

end

end

for j=1:length(t)
Ksum(j)=0;
Usum(j)=0;
TEsum(j)=0;
for k=1:length(xeta)

Ksum(j)=Ksum(j)+K(j,k);
Usum (j)=Usum(j)+U(j,k);
TEsum(j)=TEsum(j)+TE(j,k);
end
TEtot (j)=TEsum(j);
end

for j=1:length(t)

% hold on
%hsubplot(2,2,1)
% plot(xeta(:),eta(j,:));
% hold on

%  plot(xeta(:),uint(j,:),’r’);
% hold on
pA axis([ 1 5 -1 2 1)



% title(’elevacién y velocidad’)
yA hold off
%subplot(2,2,2)
% plot(xeta(:),K(j,:),’rx’)
yA title(’energia Cinética’)
% axis([ 1 5 0 0.51)
%hsubplot(2,2,3)
plot(t(1:j),TEtot(1:3));
grid on;
title(’Energia Total’)
axis([ 0 T 3536 1)
%hsubplot(2,2,4)
% xbar=[0 1 2];
%  ybark(1)=0;
%  ybark(2)=Ksum(j);
% ybark(3)=0;

% bar(xbar,ybark,’r’);
% hold on
% ybaru(1)= 16.9282*(Usum(j)/ 35.1991);
% ybaru(2)=0;
% ybaru(3)=0;
% bar(xbar,ybaru,’b’);
hplot(xeta(:),U(j,:),’bo’);
% hold on
% axis([ O 1 0 20 1)
% title(’U energia potencial y K energia cinética’)
% hold off
pause(0.1)
M(j)=getframe;
end

numtimes=1;
fps=1;
movie (M,numtimes, fps)
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Apéndice B
Codigo Bidimensional

%%-This program solves de 2 d shallow water linear equations———----—
hth=—————m— = Using a stagered grid C----—---———————————————————————— olh
%clear all
%lose all
%clc

hhfor this case we must have dx=dy
%dx=0.05;

%dy=0.05;

dx=0.1;

dy=0.1;

dt=0.001;

H=10;

g=9.8;

ax=0; %% —-—-——horizontal axis

by=3;  hh—————- vertical axis

T=10; Yh————————- tinme

x=ax+(dx/2) :dx:bx-(dx/2) ;
X_u=ax:dx:bx;
R=length(x);
R_u=length(x_u);



68

B. CODIGO BIDIMENSIONAL

y=ay+(dy/2) :dy:by-(dy/2) ;

y_v=ay:dy:by;
L=length(y);
R_v=length(y_v);

t=0:dt:T;
TT=length(t)

rx=dt/dx;%%cfl
ry=dt/dy;%kcondition

cf1=0.5*%rx*(1/(gxH) ~0.5)

for k=1:TT-1

for j=1:L
u(j,1,k)=0;
end

for j=1:L
u(j,R_u,k)=0;
end

for i=1:R
v(1l,1i,k)=0;
end

for i=1:R
v(R_v,1i,k)=0;

end

end
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%h-——-—grid generation----%%
[x_grid,y_grid]=grid_benj(x,y);

% We start our simulation with a gauss function centered domain
x0=2;

y0=2;

for j=1:L

for i=1:R

% sigma=0.2;

% eta(j,i,1)=H+...

(1/((2%pi~0.5)*(sigma~2))) *exp(-((x_grid(i, j)-x0)."2+. ..
(y_grid(i,j)-y0)."2)/(2xsigma~2));
eta(j,1,1)=(0.5-0.5%cos( ((2*pi)/bx)*x_grid(i,j) ) ).*...
(0.5-0.5%cos( ((2%pi)/by)*y_grid(i,j) ) );

end

end

Jmesh(x_grid,y_grid,eta(:,:,1))
%% and zero velocity field for interior points

for j=1:L

for i=2:R_u-1
u(j,i,1)=0;

end

end

for j=2:R_v-1
for i=1:R
v(j,1i,1)=0;
end
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end

eta(j,i,k+1)=eta(j,i,k)-(Hxrx)*(u(j,i+1,k)-...
u(j,i,k))-Hery)*(v(j+1,i,k)-v(j,1,k));

end

end

for j=1:L

for i=2:R_u-1
u(j,i,k+1)=u(j,i,k)-g*rx*(eta(j,i,k+1)-eta(j,i-1,k+1));
end

end

for j=2:R_v-1

for i=1:R
v(j,i,k+D)=v(j,i,k)-gxry*(eta(j,i,k+1)-eta(j-1,i,k+1));
end

end

disp(’esta es la iteracién ’)
k

disp(’y necesita llegar a’)
TT-1



end

%%--—interpolacién de velocidades

for k=1:TT-1

for j=1:L

for i=2:R_u
uint(j,i-1,k)=(u(j,i,k)+u(j,i-1,k))/2;
end

end

for i=1:R

for j=2:R_v
vint(j,i,k)=((j,i,k)+v(j-1,i,k))/2;

end

end

for k=1:TT-1

for j=1:L

for i=1:R
K(j,1i,k)=H*0.5%uint(j,1i,k).*uint(j,i,k)+...
H*0.5%vint (j,i,k).*vint(j,i,k); %% kinetic energy
U(j,1i,k)=0.5xg*x(eta(j,i,k)-H).*x(eta(j,i,k)-H);
TE(j,1,k)=K(j,i,k)+U(j,1i,k);

=== ————————————— Total energy each time----%
for k=1:TT-1

%% potential

energy
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Ksum(k)=0;
Usum(k)=0;
TEsum(k)=0;

for j=1:L
for i=1:R

Ksum (k) =Ksum(k)+K(j,1i,k);

Usum (k) =Usum(k)+U(j,1i,k);

TEsum(k)=TEsum(k)+TE(j,i,k);
end

end

end

Jh=mesh(x_grid,y_grid,eta(:,:,1))

haxis([ 0 bx 0 Dby 0 1 1)
hfor k=1:TT-1

% Z=eta(:,:,k);
% set(h,’ZData’,Z);
% pause (0.001) ;



Apéndice C

Cdédigo Bidimensional con
Rotacion

Y= ——m shw 2d linear with rotation----%Y%
clear all
close all

clc

%%——f (columnas,filas)=f (x,y)-—-%h

9.8;
1;
1.

I

l—h.’:lll:IOQ

T=5
Lx=10;
Ly=10;

dt=0.0025;
dx=0.25;
dy=0.25;
t=0:dt:T;
x=0:dx:Lx;
y=0:dy:Ly;
rx=dt/dx;
ry=dt/dy;
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cfl=(dt/dx) *sqrt (gxH) ;

[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=(0.5-0.5*cos ((2*pi/Lx)*X)) .*(0.5-0.5%cos ((2*pi/Ly)*Y));

hsigma=2;
$X0=Lx/2;
%YO0=Ly/2;
hZ=(1/(2*pi*(sigma~2)))*exp (-5* ((X-X0) . 2+(Y-Y0)."2));

eta=zeros(length(y),length(x),length(t));

for j=1:length(y)
for i=1:length(x)

eta(j,i,1)=2(j,1);
end
end

u=zeros (length(y),length(x)+1,length(t));
v=zeros (length(y)+1,length(x),length(t));

Ymesh(X,Y,eta(:,:,1))
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hfor k=1:length(t)
hfor j=1:length(y)
hu(l,j,k)=0;
%u(length(x)+1,j,k)=0;
%hend

%hend

u(:,1,:)=0;
u(:,length(x)+1,:)=0;

hfor k=1:length(t)
hfor i=1:length(x)
Wi, 1,k)=0;
%v(i,length(y)+1,k)=0;
%end

%hend

v(1,:,:)=0;
v(length(y)+1,:,:)=0;

hh——-continuity--%%
for k=1:length(t)-1;

for j=1:length(y)
for i=1:length(x)

eta(j,i,k+1l)=eta(j,i,k) -H*x(rxx(u(j,i+t1,k)-...
u(j,i,k))+ryx(v(j+1,1i,k)-v(j,i,k)) );

end
end

res=mod (k,2);
s=1-res;

switch s
%if (s==0)
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for
for

end
end

for
for

end
end

case 0

j=1:length(y)

i=2:length(x)-1

%v_prom=0;
hv_prom=0.25*%(v(i-1,j,k+s)+v(i-1,j+1,k+s)+...
v(i,j,k+s)+v(i,j+1,k+s)); %% v atniguas
u(j,i,k+1)=u(j,i,k)-gxrx*(eta(j,i,k)-eta(j,i-1,k))+...
fxdt*(0.26%(v(j,i-1,k+s)+v(j+1,i-1,k+s)+...
v(j,i,k+s)+v(j+1,i,k+s)) ); % v antiguas eta nuevas

j=2:length(y)-1
i=1:length(x)

Ju_prom=0;

hu_prom=0.25%(u(i,j-1,k+1-s)+u(i+1,j-1,k+1-s)...

+u(i, j,k+1-s)+u(i+l,j,k+1-s)); %k u nuevas
v(j,i,k+1)=v(j,i,k)-...

gxry*(eta(j,i,k)-eta(j-1,i,k))-...

fxdtx( 0.25%x(u(j,i,k+1-s)+u(j+1,i,k+1-s)+u(j,i+1,k+1-s)+...
u(j+1,i+1,k+1-s)) ); %k etas nuevas y u nuevas

case 1

for j=2:length(y)-1

for

i=1:length(x)

Ju_prom=0;

hu_prom=0.25%(u(i, j-1,k+1-s)+u(i+1,j-1,k+1-s)+...
u(i,j,k+1-s)+u(i+1,j,k+1-s)); %k u nuevas
v(j,i,k+1)=v(j,i,k)-gxry*(eta(j,i,k)-...
eta(j-1,1i,k))-f*dt*( 0.25*%(u(j,i,k+1-s)+...
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u(j+1,i,k+i-s)+u(j,i+1,k+1-s)+. ..
u(j+1,i+1,k+1-s)) ); %% etas nuevas y u nuevas

end
end

for j=1:length(y)

for i=2:length(x)-1
%v_prom=0;
%v_prom=0.25%(v(i-1,j,k+s)+v(i-1,j+1,k+s)+...
v(i,j,k+s)+v(i,j+1,k+s)); %k v atniguas
u(j,i,k+1)=u(j,i,k)-gxrx*(eta(j,i,k)-...
eta(j,i-1,k))+f*dt*(0.25%(v(j,i-1,k+s)+. ..
v(j+1,i-1,k+s)+v(j,i,k+s)+v(j+1,i,k+s)) ); % v antiguas

end
end

end
end
for k=1:length(t)-1

Yoh————— u int v int-—---Y%Y%

for j=1:length(y)
for i=1:length(x)

u_int(j,i,k)=0.5%(u(j,i,k)+u(j,i+1,k));

end
end

eta nuevas
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for j=1:length(y)
for i=1:length(x)

v_int(j,1,k)=0.5%(v(j,i,k)+v(j+1,i,k));

for k=1:length(t)-1

subplot(1,2,1)
mesh(X,Y,eta(:,:,k))
axis([ 0O Lx O Ly -1 11])
subplot(1,2,2)
% mesh(X,Y,eta(:,:,k)); hold on;
quiver(u_int(:,:,k),v_int(:,:,k));
haxis([0 X 0 Y 1)
view(2)
hold off;
pause (0.000001)
M(k)=getframe;
end

Ynumtimes=1;

hips=1;

Jmovie (M,numtimes,fps)
movie (M)
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