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LÍMITES INVERSOS GENERALIZADOS

MODALIDAD DE GRADUACIÓN:
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Dinámica de la Función Recorrimiento en Dendritas
Universales Constrúıdas como Ĺımites Inversos

Generalizados

Alvaro Reyes Garćıa

Cd. Universitaria, a 23 de mayo de 2013

Resumen

En este trabajo se exhiben algunas propiedades dinámicas de la función recorrimiento
σ, aplicada a las dendritas universales D3 y Dω constrúıdas como ĺımites inversos gene-
ralizados en [1] y [2] respectivamente. Se estudia el conjunto de puntos que quedan fijos
bajo esta función. También se trabaja con el hiperespacio de cerrados 2D3 y con la función
inducida 2σ.

1. Introducción, Notación y Definiciones

En lo que sigue, X es un continuo (es decir, un espacio métrico que es compacto y conexo)
con métrica d y f una función con dominio X. Denotamos como Z al conjunto de los números
enteros, y como N al conjunto de los números naturales o enteros positivos. Dada f : X −→ X,
convenimos poner f 0 = idX (la función identidad en X) y fn = f ◦ fn−1, para toda n ∈ N.
Además,

f−1(x) = {y ∈ X : f(y) = x} , y f−n(x) = (fn)−1(x).

Dadas f : X −→ X y x ∈ X, entonces x es un punto fijo de f si f(x) = x. El conjunto de
puntos fijos de f se denota como F (f).

Para todo A ⊂ X, se tiene f(A) = {f(x) ∈ X : x ∈ A}. Dado A ⊂ X, decimos que A es
invariante (bajo f) si f(A) ⊂ A, y que es totalmente invariante si f(A) = A.

Denotamos al espacio los subconjuntos no vaćıos de X que son cerrados, como 2X (2X =
{A ⊂ X : A es cerrado y A 6= ∅}). Consideramos a 2X como un espacio métrico, con la métrica
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de Hausdorff (ver [5] o [6]). Además, 2f : 2X −→ 2X es la función inducida por f en 2X y
está dada por (

2f
)

(A) = f(A), para todo A ∈ 2X .

El espacio de los subconjuntos de X con un solo elemento se denota como F1(X) (F1(X) =
{{x} : x ∈ X}). Observamos que F1(X) ⊂ 2X , y que A ∈ 2X es totalmente invariante bajo f si
y sólo si A ∈ F

(
2f
)
. Los espacios 2X y F1(X) son conocidos como hiperespacios de X.

Los ĺımites inversos juegan un papel muy importante en este trabajo. Usamos los conceptos
anteriores para introducirlos.

Al producto cartesiano numerable

∞∏
i=1

X = X ×X × . . . ,

lo denotamos como X∞; si x̂ = (x1, x2, . . .) ∈ X∞, entonces para toda i ∈ N, πi(x̂) = xi ∈ X
representa la i-ésima proyección o la i-ésima coordenada de x̂. De forma análoga, para todo
A ⊂ X∞ tenemos πi(A) = {πi(x̂) : x̂ ∈ A}.

Equipamos a X∞ con la métrica

D(x̂, ŷ) =
∞∑
i=1

2−id(xi, yi).

El ĺımite inverso de {X, f}, donde f : X −→ X, se denota como ĺım←−{X, f} y está dado por

{x̂ ∈ X∞ : xi = f(xi+1), para toda i ∈ N} .

Tomamos ahora f : X −→ 2X . Decimos que f es suprayectiva si se satisface⋃
x∈X

f(x) = X.

Entonces el ĺımite inverso generalizado de {X, f}, que se denota como ĺım←−{X, f}, es:

{x̂ ∈ X∞ : xi ∈ f(xi+1), para toda i ∈ N} .

Observación 1.1. Si ĺım←−{X, f} es un ĺımite inverso y f es una función suprayectiva, entonces

πi

(
ĺım←−{X, f}

)
= X para toda i ∈ N.

Por ser un subespacio de X∞, ĺım←−{X, f} hereda la métrica D.
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2. La función recorrimiento

Ahora definimos la función recorrimiento aplicada en ĺımites inversos (generalizados).
Además enunciamos algunas de sus caracteŕısticas más importantes.

Dado un ĺımite inverso (generalizado) ĺım←−{X, f}, la función recorrimiento σ : ĺım←−{X, f} −→
ĺım←−{X, f}, está dada por

σ(x̂) = (x2, x3, . . .), para todo x̂ ∈ ĺım←−{X, f}.

Observación 2.1. Sea ĺım←−{X, f} un ĺımite inverso y x̂ ∈ ĺım←−{X, f}. Entonces x̂ ∈ F (σ) si y
sólo si x1 = x2 = x3 = . . ..

Si x̂ ∈ ĺım←−{X, f}, y σ(x̂) = ŷ = (y1, y2, . . .), entonces yi = xi+1 para toda i ∈ N. De lo
anterior se desprenden dos sencillos resultados.

Proposición 2.2. σ está bien definida, es decir, σ(x̂) ∈ ĺım←−{X, f} para todo x̂ ∈ ĺım←−{X, f}.

Esto se tiene por el siguiente hecho:

yi = xi+1 ∈ f(xi+2) = f(yi+1), para toda i ∈ N.

Proposición 2.3. σ es continua.

Se verifica fácilmente, ya que σ es continua en cada coordenada:

πi(σ(x̂)) = πi+1(x̂), para todo x̂ ∈ ĺım←−{X, f} y para toda i ∈ N.

Las premisas de las Proposiciones 2.2 y 2.3 se cumplen independientemente de la elección
de ĺım←−{X, f}.

Teorema 2.4. Sea ĺım←−{X, f} un ĺımite inverso. Entonces σ = idĺım←−{X,f}
si y sólo si f(x) = {x},

para toda x ∈ X.

Demostración.

⇒)

Primero suponemos σ = idĺım←−{X,f}
, entonces f(x) = {x} para toda x ∈ X.

⇐)

Por otra parte, si f(x) = {x}, para toda x ∈ X, entonces los elementos de ĺım←−{X, f} son

de la forma (x, x, . . .) y σ = idĺım←−{X,f}
por la Observación 2.1.
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En los Ejemplos 2.5 y 2.6 se aplica la función recorrimiento en ĺımites inversos con X =
[0, 1].

Ejemplo 2.5. Sea f : [0, 1] −→ [0, 1] dada por

f(x) =


3x/2, si x < 1/3
1/2, si x ∈ [1/3, 2/3]

(3x− 1)/2, si x > 2/3

0

1
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1

1
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2
3

Gráfica de f
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2
, 1

2
, . . .

)

(
1
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, 1

2
, . . .

)

(1, 1, . . .)

Gráfica de σ

(1, 1, . . .)

(0, 0, . . .)

(x1,
2
3
x1,
(

2
3

)2
x1, . . .)

(1
2
, 2

3
, 7

9
, . . .)

(
1
2
, 1

2
, . . .

)
(1

2
, 1

3
, 2

9
, . . .) (1, 1, . . .)

Diagrama 1

Veamos que ĺım←−{X, f}
∼= [0, 1]. Consideramos el siguiente subconjunto de ĺım←−{X, f}

A1 =
{
x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : x1 ∈ [0, 1/2], y xi = (2/3)i−1x1, para toda i > 1

}
.

El conjunto A1 es un arco. Ahora consideramos

A2 =
{
x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : x1 = 1/2, x2 ∈ [1/3, 1/2] y xi = (2/3)i−2x2, para toda i > 2

}
.

Es claro que A2 es también un arco. Además, A1 ∩ A2 = {(1/2, 1/3, 2/9, . . .)}, ya que si x̂ ∈
A1 ∩ A2, entonces x1 = 1/2, x2 = (1/2)(2/3) = 1/9, x3 = (1/2)(2/3)2 = 2/9 y el resto de las
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coordenadas se obtienen de manera análoga. Continuando de manera similar, definimos

An = {x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : x1 = . . . = xn−1 = 1/2,

xn ∈ [1/3, 1/2] y xi = (2/3)i−nxn, para toda i > n},

para n > 1. Aqúı se observa que An es un arco. Además si m < n, entonces An ∩ Am 6= ∅ si

y sólo si m = n − 1. De hecho dicha intersección se da en el punto (

n−1︷ ︸︸ ︷
1/2, . . . 1/2, 1/3, 2/9, . . .).

Entonces es sencillo verificar que

A : =

(
∞⋃
n=1

An

)
=
{
x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : xi ≤ 1/2, para toda i ∈ N

}
,

es un arco con puntos extremos (0, 0, . . .) y (1/2, 1/2, . . .).

De forma análoga definimos

B1 = {x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : x1 ∈ [1/2, 1], y xi = (2/3)i−1x1

+1/3 + . . .+ (1/3)(2/3)i−1, para toda i > 1},

y también

Bn = {x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : x1 = . . . = xn−1 = 1/2, xn ∈ [1/2, 1/3]

y xi = (2/3)i−nxn + 1/3 + . . .+ (1/3)(2/3)i−1, para toda i > n},

para n > 1. Entonces

B : =

(
∞⋃
n=1

Bn

)
=
{
x̂ ∈ ĺım←−{X, f} : xi ≥ 1/2, para toda i ∈ N

}
es un arco con puntos extremos (1, 1, . . .) y (1/2, 1/2, . . .). Aśı concluimos que ĺım←−{X, f} es un

arco. Además, observamos que (0, 0, . . .), (1, 1, . . .) y (1/2, 1/2, . . .) son los únicos puntos que
quedan fijos bajo σ.

En el Diagrama 1 se bosqueja el comportamiento de σ.
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Ejemplo 2.6. Sea F : [0, 1] −→ 2[0,1] dada por

F (x) =


{0}, si x < 1

2

[0, 1], si x = 1
2

{1}, si x > 1
2

0 1
2
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Diagrama 2

Nuevamente se tiene ĺım←−{X, f}
∼= [0, 1], y el lector lo puede corroborar de forma sencilla usando

un procedimiento similar al del Ejemplo 2.5. F (σ) = {(0, 0, . . .), (1/2, 1/2, . . .), (1, 1, . . .)}, sin
embargo la función σ es distinta a la respectiva del Ejemplo 2.5.

Observación 2.7. Sea ĺım←−{X, f} un ĺımite inverso y x̂ ∈ ĺım←−{X, f}, entonces π1 (σ−1(x̂)) =

f(x1).

Una función f es monótona si f−1(x) es un conjunto conexo, para toda x ∈ X.

Teorema 2.8. Sea ĺım←−{X, f} un ĺımite inverso. Entonces σ es monótona si y sólo si f(x) es
conexo, para toda x ∈ X.
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La demostración se sigue de forma inmediata de la Observación 2.7

El Teorema 2.8 nos indica que en los ĺımites inversos exhibidos en los Ejemplos 2.5 y 2.6,
σ es una función monótona.

Es importante notar que σ siempre es suprayectiva (en el sentido usual) y no depende de
la elección de ĺım←−{X, f}.

Teorema 2.9. Sea ĺım←−{X, f} un ĺımite inverso. Entonces σ es biyectiva si y sólo si f(X) =

F1(X).

Demostración.

⇒)

Suponemos que σ es biyectiva y sean x ∈ X y y, z ∈ f(x). Tomamos ŷ, ẑ ∈ ĺım←−{X, f} con

y1 = y, z1 = z, y2 = z2 = x y yi = zi para toda i ≥ 3. Entonces σ(ŷ) = σ(ẑ), y se sigue ŷ = ẑ y
y = z.

⇐)

Suponemos que f(X) = F1(X). Sean x̂, ŷ ∈ ĺım←−{X, f} tales que σ(x̂) = σ(ŷ). Entonces

xi = yi, para toda i ≥ 2, como |f(x2)| = 1 tenemos x1 = y1 y aśı x̂ = ŷ.

En el Ejemplo 2.5, σ es una función biyectiva. En el Ejemplo 2.6 σ no es biyectiva, ya que
f(1/2) = [0, 1], y [0, 1] no es elemento de F1([0, 1]).

3. Construcciones y Aplicaciones de recorrimiento en

Dendritas Universales

Una dendrita es un continuo que es localmente conexo y hereditariamente unicoherente,
es decir, que no contiene curvas cerradas simples.

Dada una dendrita D, un elemento p ∈ D y κ un cardinal, decimos que el orden de p en
D es menor o igual a κ (ord(p,D) ≤ κ), si para todo abierto U ⊂ D con p ∈ U , existe una
vecindad V de p tal que V ⊂ U y |∂(V )| ≤ κ. Si ord(p,D) ≤ κ y no se cumple ord(p,D) ≤ λ
para toda λ < κ, decimos que el orden de p en D es κ (ord(p,D) = κ).

Los puntos de orden 1 en una dendrita D son los puntos terminales de D. El conjunto
de puntos terminales de D lo denotamos como E(D). Los puntos de orden 2 en D son los
puntos ordinarios de D, y dicho conjunto se denota como O(D). Por último están los puntos de
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ramificación de D. Estos son los puntos de orden mayor o igual a 3. A este conjunto lo denotamos
como R(D).

Suponemos que S es una clase de espacios. Un elemento U ∈ S es universal para S si
cada elemento de S se puede encajar en U , es decir, para todo X ∈ S existe un homeomorfismo
h : X −→ h(X) ⊂ U . Con base en lo anterior, una dendrita es universal si contiene una imagen
homeomorfa de cualquier otra dendrita. Dada m ∈ {3, 4, . . . , ω}, Dm es la dendrita universal de
orden m. En particular, Dω es la dendrita universal. El lector puede consultar [10, Caṕıtulo K,
p.137], [8, Caṕıtulo X,§6,p.318] y [3, 4].

Imitamos las construcciones hechas en [1] y [2] para obtener una funciones cuyos ĺımites
inversos respectivos son D3 y Dω.

3.1. Construcción de D3

Sea {ai}∞i=1 ⊂ (0, 1)\{2−j}∞j=1 una sucesión densa en [0, 1] que cumple 2kai 6= aj para toda
k ∈ Z y para toda i 6= j. Claramente el conjunto

S0 =
{

2kai : k ∈ Z, i ∈ N
}

es numerable. Tomamos {bi}∞i=1 ⊂ (0, 1) como sigue:

b1 ∈ (a1/2, 1/2) con b1 < 3a1/4. Como R1 = {2ka1}k∈Z es un conjunto discreto en (0, 1)
y a2/2 /∈ R1, entonces escogemos b2 ∈ (a2/2, 1/2) que cumpla [a2/2, b2] ∩ R1 = ∅, |b2 − a2/2| <
min {1/22, a2/4} y b2 /∈ S0. De manera similar, continuamos la construcción. Teniendo b1, . . . , bj,
introducimos Sj = S0∪

{
2kbi : k ∈ Z, i ∈ {1, . . . , j}

}
y Rj =

{
2kai : k ∈ Z, i ∈ {1, . . . , j}

}
. Como

Rj es discreto y aj+1/2 /∈ Rj, tomamos bj+1 ∈ (aj+1/2, 1/2) \ Sj con [aj+1/2, bj+1] ∩ Rj = ∅ y
|bj+1 − aj+1/2| < min{1/2j+1, aj+1/4}.

Entonces definimos

T = {(x, 2x) : x ∈ [0, 1/2]} ∪ ([1/2, 1]× {1}) ∪

(
∞⋃
i=1

([ai/2, bi]× {ai})

)
.

Se verifica que T es cerrado en [0, 1] × [0, 1], y por lo tanto es la gráfica de una función
semi-continua superiormente [7]. Dicha función f : [0, 1] −→ 2[0,1] está dada por:

f(x) =

{
{2x} ∪ {ai : x ∈ [ai/2, bi]}, si x < 1/2

{1}, si x ≥ 1/2
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En [1] se demuestra que el ĺımite inverso que se obtiene a partir de dicha función es D3 y
se caracterizan sus puntos.

0

a1

1

a1
2 b1 1

Gráfica de f
Diagrama 3

A continuación presentamos un resultado más de Mart́ınez-de-la-Vega, donde se exhibe
una nueva función de [0, 1] en [0, 1] que también tiene por ĺımite inverso a la dendrita D3.

Teorema 3.1. Sea g : [0, 1] −→ 2[0,1] dada por

g(x) =

{
{2x} ∪ {di : x ∈ [di/2, ei]}, si x < 1/2

{1}, si x ≥ 1/2
,

donde di = ai/2 y ei = bi/2 para toda i ∈ N. Entonces ĺım←−{[0, 1], f} ∼= ĺım←−{[0, 1], g}.

Demostración. Considera ϕ : ĺım←−{[0, 1], g} −→ ĺım←−{[0, 1], f} dada por:

ϕ (x̂) = ϕ ((x1, x2, . . .)) = (max{2x1, 1},max{2x2, 1}, . . .) .

Es sencillo verificar que ϕ es un homeomorfismo.

Corolario 3.2. Sean α ∈ (0, 1) y k : [0, 1] −→ 2[0,1] dada por

k(x) =

{
{2x} ∪ {ri : x ∈ [ri/2, si]}, si x < 1/2

{1}, si x ≥ 1/2
,

donde ri = αai y si = αbi para toda i ∈ N. Entonces ĺım←−{[0, 1], f} ∼= ĺım←−{[0, 1], k}.
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Consideramos la función N : D3 −→ N ∪ {0,∞} dada por

N(x̂) = |{n ∈ N : 1 6= xn 6= 2xn+1}| , para cada x̂ ∈ D3.

Para cada k ∈ N ∪ {0} definimos

Nk(D3) = N−1 ({0, 1, . . . , k}) .

Observamos que el conjunto N0(D3) es precisamente el arco que une a los puntos (0, 0, . . .)
y (1, 1, . . .). Los conjuntos N0(D3), N1(D3), N2(D3) y N3(D3) se bosquejan en el Diagrama 5 en
la página 18 de este trabajo.

Una propiedad que se verifica de manera sencilla es que N0(D3), N1(D3), N2(D3), . . . cons-
tituye una sucesión creciente de subconjuntos de D3, es decir,

Nk−1(D3) ⊂ Nk(D3), para toda k ∈ N. (1)

También consideramos el conjunto N∞(D3) = N−1(∞). Se trata de un subconjunto de E(D3),
y está formado por los puntos terminales que no pertenecen a ningún conjunto Nk(D3), con
k ∈ N∪{0}. En el Diagrama 5 no aparece bosquejadoN∞. Entre las propiedades más importantes
de N∞(D3) están el hecho de que es un conjunto denso en D3 y que es subconjunto de la frontera
de
⋃∞
k=1 Nk(D3), como se puede apreciar en la Proposición 3.3 y en el Teorema 3.13.

Proposición 3.3. N∞(D3) es un conjunto denso en D3.

Demostración. Sean ε > 0 y x̂ ∈ D3 \N∞(D3). Hay tres casos:

1. x̂ = (1, 1 . . .).

Tomamos n ∈ N que cumpla
∞∑
i=n

2−i < ε.

Ahora escogemos ŷ, con

yi = 1, si i < n,

yn ∈ {ai}∞i=1 ∩ (1/2, 1), y escribimos yn = ain ,

yn+1 ∈ {ai}∞i=1 ∩ (ain/2, bin), y escribimos yn+1 = ain+1 ,
...

yn+j ∈ {ai}∞i=1 ∩ (ain+j−1
/2, bin+j−1

), y escribimos yn+j = ain+j
, para toda j ∈ N.

Entonces ŷ ∈ N∞ y D(x̂, ŷ) < ε.
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2. x̂ ∈ N0(D3) \ {(0, 0, . . .}.
Sea n = min {i ∈ N : xi 6= 1}. De manera similar al caso previo, escogemos ŷ con

yi = 1, si i < n,

yn ∈ {ai}∞i=1 ∩ (xn − ε, xn + ε), y escribimos yn = ain ,

yn+1 ∈ {ai}∞i=1 ∩ (ain/2, cin), con cin = min{bin , ain + ε/2}, y escribimos

yn+1 = ain+1

...

yn+j ∈ {ai}∞i=1 ∩ (ain+j−1
/2, cin+j−1

), con cin+j−1
= min{bin+j−1

, ain+j−1
+ ε/2}, y

escribimos yn+j = ain+j
, para toda j ∈ N.

Entonces ŷ ∈ N∞(D3), además se tiene

D (x̂, ŷ) =
∞∑
i=n

2−i|xi − yi|

= 2−n|xn − yn|+
∞∑

i=n+1

2−i|xi − yi|

≤ 2−n|xn − yn|+
∞∑

i=n+1

2−i (|xi−1/2− yi−1/2|+ |yi−1/2− yi|)

<
∞∑
i=n

2−iε ≤ ε.

3. x̂ ∈ Nk, con k ∈ N.

Sea n = max {n ∈ N : 1 6= xn−1 6= 2xn}. Observamos que existe i0 ∈ N tal que xn ∈
(ai0/2, bi0). Entonces escogemos ŷ, con yn ∈ {ai}∞i=1 ∩ (xn − ε, xn + ε) ∩ (ai0/2, bi0), y yi
como en el caso anterior, para toda i ∈ N \ {n}. El resultado se obtiene de forma análoga
al caso 2.
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3.2. Construcción de Dω

Sea {an}∞n=1 una sucesión densa en [0, 1]. Consideramos ahora {bn}∞n=1 ⊂ [0, 1] que cumpla
las siguientes condiciones:

1. an < bn para cada n ∈ N.

2. an 6= am, si n 6= m.

3. ĺım
n→∞

bn − an = 0

4. Para toda n ∈ N existe M ∈ N tal que para toda m ≥ M se cumple que si am < an,
entonces bm < am.

Consideramos el conjunto

T = {(x, x) : x ∈ [0, 1]} ∪

(
∞⋃
i=1

([ai, bi]× {ai})

)
.

Es fácil ver que T es un conjunto cerrado en [0, 1] × [0, 1]. Definimos f : [0, 1] −→ 2[0,1]

dada por:
f(x) = {x} ∪ {ai : x ∈ [ai, bi]}.

El ĺımite inverso resultante es precisamente Dω. Para ver más detalles, el lector puede
consultar [2].

0

a1

1

a1 b1 1

Gráfica de f
Diagrama 4
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Ahora introducimos N : Dω −→ N ∪ {0,∞} dada por

N(x̂) = |{n ∈ N : xn 6= xn+1}| , para cada x̂ ∈ Dω.

De manera análoga a D3, definimos

Nk(Dω) = N−1 ({0, 1, . . . , k}) ,

N∞(Dω) = N−1(∞),

y se puede verificar que la propiedad (1) se cumple para Dω. En el Diagrama 6 en la página 19
están descritos los conjuntos N0(Dω), N1(Dω) y N2(Dω).

Observación 3.4. Sea x̂ ∈ Dω. Entonces x̂ ∈ N0(Dω) si y sólo si x1 = x2 = x3 = . . ..

El siguiente resultado es parecido a la Proposición 3.3.

Proposición 3.5. N∞(Dω) es un conjunto denso Dω.

Demostración. Sean ε > 0 y x̂ ∈ Dω \N∞(Dω). Consideramos tres posibles casos:

1. x̂ ∈ N0(Dω).

Escogemos ŷ con

y1 ∈ {ai}∞i=1 ∩ (x1 − ε, x1 + ε), y escribimos y1 = ai1 ,

y2 ∈ {ai}∞i=1 ∩ (ai1 , ci1), con ci1 = min{bi1 , ai+1 + ε/2}, y escribimos

y2 = ai2 ,
...

yn+j ∈ {ai}∞i=1 ∩ (ain+j−1
, cin+j−1

), con cin+j−1
= min{bin+j−1

, ain+j−1
+ ε/2}, y

escribimos yn+j = ain+j
, para toda j ∈ N.

Aśı, ŷ ∈ N∞(Dω). Además, de la Observación 3.4 se tiene lo siguiente:

D (x̂, ŷ) =
∞∑
i=1

2−i|xi − yi|

= |x1 − y1|/2 +
∞∑
i=2

2−i|xi − yi|

≤ |x1 − y1|/2 +
∞∑
i=2

2−i (|xi−1 − yi−1|+ |yi−1 − yi|)

<

∞∑
i=n

2−iε ≤ ε.
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2. x̂ ∈ Nk, con k ∈ N.

Sea n = max {n ∈ N : xn−1 6= xn}. Entonces existe i0 ∈ N tal que xn ∈ (ai0 , bi0). Entonces
escogemos ŷ, con yn ∈ {ai}∞i=1 ∩ (xn − ε, xn + ε) ∩ (ai0/2, bi0), y también

yi =

{
xi, si i < n

como en el caso 1, si i > n

3.3. Aplicación de recorrimiento σ en la Dendrita D3

Juntamos las ideas de las Secciones 2 y 3 para estudiar a σ en D3, y a 2σ en el hiperespacio
2D3 .

En virtud de los Teoremas 2.8 y 2.9, σ no es monótona y no es biyectiva en D3. El conjunto
de puntos fijos de σ está dado por

F (σ) = {(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)} .

Además de ser puntos fijos de σ, (0, 0, . . .) y (1, 1, . . .) son un atractor y un repulsor
(respectivamente) de σ. Esto se aprecia en los siguientes resultados.

Proposición 3.6. Sea x̂ ∈ D3 \ {(1, 1, . . .)}. Entonces

ĺım
n→∞

σn(x̂) = (0, 0, . . .).

La demostración de esto, se sigue del hecho de que si xi 6= 1, entonces xi+1 ≤ 3xi/4, para
toda i ∈ N.

Proposición 3.7. Si A ∈ 2D3 y (1, 1, . . .) /∈ A, entonces

ĺım
n→∞

(sup {D(x̂, ŷ) : x̂, ŷ ∈ (2σ)n(A)}) = 0.

Demostración. Sea ε > 0. Como (1, 1, . . .) /∈ A, entonces
{
π−1
i [0, 1)

}∞
i=1

es una cubierta abierta
de A. Por ser compacto A, existe n ∈ N tal que

A ⊂
n⋃
i=1

π−1
i [0, 1).
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Además, πn+1(A) es compacto en [0, 1] y 1 /∈ πn+1(A). Sea α = max (πn+1(A)), Tomamos
j ∈ N ∪ {0} que cumpla (3/4)jα < ε. Entonces

max
(
π1

(
σn+j(A)

))
= max (πn+j(A)) ≤

(
3

4

)j
α < ε.

Concluimos que si x̂, ŷ ∈ σn+j(A), entonces

D(x̂, ŷ) =
∞∑
i=1

2−i |xi − yi| ≤
(

3

4

)j
α
∞∑
i=1

2−i < ε.

Corolario 3.8. Si A ∈ 2D3 y (1, 1, . . .) /∈ A, entonces

ĺım
n→∞

(2σ)n(A) = {(0, 0, . . .)} .

Corolario 3.9. Sea x̂ ∈ D3 \ {(0, 0, . . .)}. Entonces

ĺım
n→∞

σ−n(x̂) = {(1, 1, . . .)} .

(Con la métrica de Hausdorff)

Es sencillo ver que {(0, 0, . . .)}, {(1, 1, . . .)} ∈ F (2σ). También se deduce que D3 y
{(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)} son elementos fijos de 2σ. Nos preguntamos entonces si existe algún otro
elemento en 2D3 que esté en F (2σ). En la siguiente proposición se describe una familia de
conjuntos en F (2σ).

Definimos H : D3 −→ 2D3 como sigue

H(x̂) =

[
∞⋃
n=1

σ−n(x̂)

]
∪ {σn(x̂)}∞n=0 ∪ {(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)} , para cada x̂ ∈ D3.

Proposición 3.10. Para cada x̂ ∈ D3, H(x̂) ∈ F (2σ).

Demostración. Basta observar que 2σ ({(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)}) = {(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)}, y que pa-
ra todo x̂ ∈ D3, σ (σ−1(x̂)) = {x̂} y σ (σn−1(x̂)) = σn(x̂), si n ∈ Z \ {0}.

Una propiedad interesante que presenta la función N (estudiada en la Sección 3.1) es que
si N(x̂) = k para alguna k ∈ N ∪ {0}, entonces N (σ (x̂)) ≤ k. Esto se sigue del siguiente hecho

N(x̂) = |{n ∈ N : 1 6= xn 6= 2xn+1}| ⇒ N(σ(x̂)) = |{n− 1: 1 6= xn 6= 2xn+1} ∩ N| . (2)

Por (2) se tiene también que N (σ (x̂)) =∞ si y sólo si N (x̂) =∞.
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Proposición 3.11. Nk(D3) ∈ F (2σ), para toda k ∈ N ∪ {0,∞}.

Demostración. Sea k ∈ N ∪ {0,∞}. De (2) se sigue que 2σ (Nk(D3)) ⊂ Nk(D3). Para ver
que la otra contención se cumple también, tomamos x̂ = (x1, x2, . . .) ∈ Nk(D3). Definimos
ŷ = (y1, y2, . . .) como sigue:

yi =

{
min{2x1, 1}, si i = 1

xi−1, si i ≥ 2

Es claro que ŷ ∈ Nk(D3) y que σ(ŷ) = x̂, de donde se sigue el resultado.

Corolario 3.12. D3 \N∞(D3) =
⋃∞
k=0Nk(D3) es totalmente invariante bajo σ.

Después de haber obtenido los resultados anteriores, es natural preguntarnos si existe
algún otro elemento en F (2σ) que no sea unión o subconjunto de los anteriores. Adelantando
conclusiones, podemos decir que si dicho conjunto existe, su cardinalidad es infinita, ya que
por la naturaleza de σ, los únicos elementos fijos finitos de 2σ son {(0, 0, . . .)}, {(1, 1, . . .)} y
{(0, 0, . . .), (1, 1, . . .)}.

Para concluir esta parte del trabajo, presentamos un par de resultados más relacionados
con las iteraciones de σ y 2σ.

Teorema 3.13. Sean x̂ ∈ N∞(D3) y A ∈ 2D3 con x̂ ∈ int(A). Entonces existe n0 ∈ N∪{0} que
cumple (2σ)n0(A) ∩N0(D3) 6= ∅.

Demostración. Por (1) y por el Teorema de Anderson-Choquet (ver [9, Caṕıtulo II, p.p. 23]), se
tiene que

D3
∼=

(
∞⋃
k=1

Nk(D3)

)
,

de donde se sigue que N∞(D3) ⊂ ∂ (
⋃∞
k=1 Nk(D3)). Como x̂ ∈ int(A), entonces A ∩ Nk 6= ∅,

para alguna k ∈ N ∪ {0}. Sea ŷ ∈ A ∩Nk(D3), tomamos

n0 =

{
0, si k = 0

max {n ∈ N : 1 6= yn 6= 2yn+1} , si k ≥ 1
,

y aśı σn0(ŷ) ∈ N0.
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Ahora vemos que pasa con los puntos terminales, ordinarios y de ramificación en D3 bajo
las iteraciones de σ. En la siguiente tabla se describe la naturaleza de las últimas coordenadas
de los puntos de D3.

x̂ ∈ . . . ⇒ x̂ = . . .

x̂ ∈ E(D3) \N∞(D3) ⇒ x̂ = (. . . ai, bi,
bi
2
, bi

22
, . . .), para alguna i ∈ N.

x̂ ∈ O(D3) ⇒ x̂ = (. . . ai, x,
x
2
, x

22
, . . .), donde x ∈ (ai/2, bi), para alguna i ∈ N.

x̂ ∈ R(D3) ⇒ x̂ = (. . . , ai,
ai
2
, ai

22
, . . .), para alguna i ∈ N.

Teorema 3.14.

1. Si x̂ ∈ E(D3) ∩ [N0(D3) ∪N∞(D3)], entonces σn(x̂) ∈ E(D3) para toda n ∈ N.

2. Si x̂ ∈ O(D3), entonces σn(x̂) ∈ O(D3) para toda n ∈ N.

3. Si x̂ ∈ {E(D3) \ [N0(D3) ∪N∞(D3)]} ∪R(D3), entonces existe m0 ∈ N de tal manera que
σm0(x̂) ∈ O(D3)∩N0(D3), de tal manera que σm0(x̂) ∈ O(D3)∩N0(D3), y σn(x̂) /∈ O(D3)
para toda n ∈ {0, . . . ,m0 − 1}.

Demostración. La primera afirmación se sigue inmediatamente de la Proposición 3.11. Para
demostrar la segunda, ocupamos [1, Propiedad 15]:

Si x̂ ∈ O(D3), entonces

x̂ = (

n0︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

n1−n0︷ ︸︸ ︷
2n1−n0−1ai1 , 2

n1−n0−2ai1 , . . . , 2ai1 , ai1 ,

n2−n1︷ ︸︸ ︷
2n2−n1−1ai2 , 2

n2−n1−2ai2 , . . . , 2ai2 , ai2 , . . . ,
nk−nk−1︷ ︸︸ ︷

2nk−nk−1−1aik , 2
nk−nk−1−2aik , . . . , 2aik , aik , xnk+1

,
xnk+1

2
,
xnk+1

22
, . . .), (3)

donde N(x̂) = k, 0 ≤ n0 < n1 < . . . < nk, {aij}kj=1 ⊂ {ai}∞i=1 y xnk+1
∈ (aik/2, bik). Es claro

que cualquier iteración de x̂ bajo σ es un elemento de D3 con la misma estructura. De ah́ı se
concluye que σn(x̂) ∈ O(D3) para toda n ∈ N.

Pasamos a la tercera afirmación. Si x̂ ∈ {E(D3) \ [N0(D3) ∪N∞(D3)]} ∪ R(D3), entonces
por un argumento similar al del Teorema 3.13 existe m ∈ N tal que σm(x̂) ∈ N0(D3). Por otro
lado σ−n((0, 0, . . .)) = {(0, 0, . . .)} y σ−n (1, 1, . . .) = {(1, 1, . . .)} para toda n ∈ N, por lo tanto

σm(x̂) ∈ N0(D3) ∩O(D3).
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Por último, si x̂ ∈ E(D3) \ [N0(D3) ∪ N∞(D3)], entonces x̂ se escribe como en (3) con
xnk+1

= bik , y si x̂ ∈ R(D3), entonces x̂ se escribe como en (3) con xnk+1
= aik/2. Aśı σn(x̂) /∈

O(D3) si n < nk. Tomamos m0 = nk para concluir.

N0(D3)
N1(D3) \N0(D3)

N2(D3) \ (N0(D3) ∪N1(D3))
N3(D3) \ (N0(D3) ∪N1(D3) ∪N2(D3))

(0, 0, . . .) (1, 1, . . .)La Dendrita Universal D3

Diagrama 5

3.4. Aplicación de recorrimiento σ en la Dendrita Dω

Igual que en su versión anterior, σ no es monótona ni biyectiva enDω ya que no se satisfacen
las condiciones de los Teoremas 2.8 y 2.9. Sin embargo, en este caso el conjunto de puntos fijos
es infinito y además resulta ser un atractor para todos los puntos que no están en N∞(Dω)

Teorema 3.15. Sea x̂ ∈ Dω. Entonces x̂ ∈ F (σ) si y sólo si x̂ ∈ N0(Dω).

El resultado anterior es consecuencia directa de las Observaciones 2.1 y 3.4. Tenemos ya
caracterizados los puntos fijos en Dω bajo σ.

Teorema 3.16.

1. Si x̂ ∈ E(Dω) ∩ [N0(Dω) ∪N∞(Dω)], entonces σn(x̂) ∈ E(Dω), para toda n ∈ N.

2. Si x̂ ∈ O(Dω), entonces σn(x̂) ∈ O(Dω) para toda n ∈ N, y si x̂ ∈ R(Dω), entonces
σn(x̂) ∈ R(Dω), para toda n ∈ N.

3. Si x̂ ∈ E(Dω) \ [N0(Dω) ∪N∞(Dω)], entonces existe m0 ∈ N de tal manera que σm0(x̂) ∈
N0(Dω), y σn(x̂) /∈ N0(Dω), para toda n ∈ {0, . . . ,m0 − 1}.
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Demostración. Para la primera afirmación se procede de forma similar al Teorema 3.14

En la construcción hecha en [2], se obtiene que si x̂ ∈ O(Dω), entonces

x̂ =

(
n1︷ ︸︸ ︷

ai1 . . . , ai1 ,

n2−n1︷ ︸︸ ︷
ai2 , . . . , ai2 , . . . ,

nk−nk−1︷ ︸︸ ︷
aik , . . . , aik , xnk+1

, xnk+1
, . . .

)
, (4)

donde N(x̂) = k, 0 ≤ n1 < . . . < nk, {aij}kj=1 ⊂ {ai}∞i=1 y xnk+1
∈ (aik , bik). Similarmente si

x̂ ∈ R(Dω), entonces x̂ se escribe como en (4), con xnk+1
= aik . En ambos casos, es claro que

cualquier iteración de x̂ bajo σ es un elemento de Dω con la misma estructura, con lo que queda
demostrada la segunda afirmación.

Sea x̂ ∈ E(Dω) \ [N0(Dω) ∪ N∞(Dω)]. Entonces x̂ se escribe como en (4), con n1 > 0 y
xnk+1

= bik . Entonces, tomando m0 = nk obtenemos

σm0(x̂) = (bik , bik , . . .) , y (bik , bik , . . .) está en N0(Dω),

y si n ∈ {0, . . . ,m0 − 1}, entonces

N(σn(x̂)) > 0, y σn(x̂) /∈ N0(Dω),

con lo que se concluye la demostración.

N0(Dω)
N1(Dω) \N0(Dω)
N2(Dω) \ (N0(Dω) ∪N1(Dω))

(0, 0, . . .) (1, 1, . . .)La Dendrita Universal Dω

Diagrama 6

Se recomienda al lector consultar los detalles en [2]. En el Teorema 3.16 se demuestra que
si x̂ está en E(Dω) \ [N0(Dω) ∪ N∞(Dω)], entonces existe m0 ∈ N de tal forma que σm0(x̂)
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pertenece a N0(Dω). Sin embargo, para determinar si σm0(x̂) está en E(Dω), en O(Dω) o en
R(Dω), debemos fijarnos en xm0 . Si xm0 = 1, entonces σm0(x̂) = (1, 1, . . .) y aśı σm0(x̂) es un
punto terminal de Dω. Por otro lado, si xm0 ∈ {an}∞n=1, σm0(x̂) es un punto de ramificación.
Finalmente, si xm0 no está en {an}∞n=1 ∪ {1}, entonces σm0(x̂) es punto ordinario.

Otro detalle fácil de verificar, es que los puntos de Dω \ N∞(Dω) son enviados a puntos
fijos de Dω tras una cantidad determinada de iteraciones bajo σ, es decir, si x̂ ∈ Dω \N∞(Dω),
entonces σn+1(x̂) = σn(x̂), si n ≥ N para alguna N ∈ N suficientemente grande.
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