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Dinamica de la Funcion Recorrimaiento en Dendritas
Universales Construidas como Limites Inversos
(Generalizados

Alvaro Reyes Garcia

Cd. Universitaria, a 23 de mayo de 2013

Resumen

En este trabajo se exhiben algunas propiedades dindmicas de la funcion recorrimiento
o, aplicada a las dendritas universales D3 y D, construidas como limites inversos gene-
ralizados en [1] y [2] respectivamente. Se estudia el conjunto de puntos que quedan fijos
bajo esta funcién. También se trabaja con el hiperespacio de cerrados 2% y con la funcién
inducida 2°.

1. Introduccién, Notaciéon y Definiciones

En lo que sigue, X es un continuo (es decir, un espacio métrico que es compacto y conexo)
con métrica d y f una funciéon con dominio X. Denotamos como Z al conjunto de los niimeros
enteros, y como N al conjunto de los niimeros naturales o enteros positivos. Dada f: X — X,
convenimos poner f° = idy (la funcién identidad en X) y f* = f o f*! para toda n € N.
Ademas,

fla)={y e X: fly)=a},y f"(x) = (") ().

Dadas f: X — X y 2 € X, entonces = es un punto fijo de f si f(x) = x. El conjunto de
puntos fijos de f se denota como F'(f).

Para todo A C X, se tiene f(A) = {f(z) € X: 2z € A}. Dado A C X, decimos que A es
invariante (bajo f) si f(A) C A,y que es totalmente invariante si f(A) = A.

Denotamos al espacio los subconjuntos no vacios de X que son cerrados, como 2% (2% =
{AC X: Aescerrado y A # 0}). Consideramos a 2% como un espacio métrico, con la métrica
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de Hausdorff (ver [5] o [6]). Ademds, 2/: 2%X — 2% es la funcion inducida por f en 2% y
esta dada por
(27) (A) = f(A), para todo A € 2%,

El espacio de los subconjuntos de X con un solo elemento se denota como Fi(X) (Fi(X) =
{{x}: x € X}). Observamos que F;(X) C 2%, y que A € 2% es totalmente invariante bajo f si
ysélosi A e F (Zf). Los espacios 2% y F;(X) son conocidos como hiperespacios de X.

Los limites inversos juegan un papel muy importante en este trabajo. Usamos los conceptos
anteriores para introducirlos.

Al producto cartesiano numerable

o0

[[x=xxXx..,

i=1
lo denotamos como X°; si T = (1,x2,...) € X, entonces para toda i € N, m;(7) = z; € X
representa la i-ésima proyeccion o la i-ésima coordenada de Z. De forma analoga, para todo
A C X tenemos m;(A) = {m;(Z): T € A}.

Equipamos a X* con la métrica
D(@,9) =2 d(wi, ;).
i=1

El limite inverso de {X, f}, donde f: X — X, se denota como rﬂl{X, f} vy esté dado por

{z € X*: 2; = f(x441), para toda i € N} .

Tomamos ahora f: X — 2%, Decimos que f es suprayectiva si se satisface

U f@) = x.

zeX
Entonces el limite inverso generalizado de {X, f}, que se denota como @{X, I}, es:
{z € X*: 2; € f(xi11), para toda i € N}.
Observacién 1.1. Si @{X, f} es un limite inverso y f es una funcién suprayectiva, entonces

e <@{X, f}> = X para toda i € N.

Por ser un subespacio de X°°, l&l{X , f} hereda la métrica D.



2. La funcidén recorrimiento

Ahora definimos la funcién recorrimiento aplicada en limites inversos (generalizados).
Ademaés enunciamos algunas de sus caracteristicas mas importantes.

Dado un limite inverso (generalizado) @{X , [}, la funcién recorrimiento o : @{X Jf—
Ym{X, f}, estd dada por

0() = (22,73, .. .), para todo = € im{X, f}.

Observacién 2.1. Sea Ym{X, f} un limite inverso y ¥ € Mm{X, f}. Entonces T € F(o) si y
solo sixy =ax9 =23 =....

Six e @{X, ft, vy o@) =y = (y1,v2,...), entonces y; = x;41 para toda i € N. De lo
anterior se desprenden dos sencillos resultados.

Proposicién 2.2. ¢ estd bien definida, es decir, o() € Ym{X, f} para todo = € Jm{X, f}.

Esto se tiene por el siguiente hecho:

Yi = Tip1 € f(vir2) = f(yir1), para toda i € N.

Proposicién 2.3. o es continua.

Se verifica facilmente, ya que o es continua en cada coordenada:

mi(0(Z)) = mi41(Z), para todo € Mm{X, f} y para toda i € N.

Las premisas de las Proposiciones 2.2 y 2.3 se cumplen independientemente de la eleccion

de lim{X, f}.

Teorema 2.4. Sea @{X, f} un limite inverso. Entonces o = id@{xf} sty solo si f(x) = {x},
para toda v € X.

Demostracion.
=)
Primero suponemos o = idjm{x, s}, entonces f(z) = {z} para toda z € X.
<)

Por otra parte, si f(z) = {z}, para toda x € X, entonces los elementos de @{X, f} son
de la forma (z,z,...)y o = idym{x,py por la Observacion 2.1. O
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En los Ejemplos 2.5 y 2.6 se aplica la funcién recorrimiento en limites inversos con X =

0, 1].

Ejemplo 2.5. Sea f: [0,1] — [0, 1] dada por

3x/2, six <1/3
f(z) = 1/2, six € [1/3,2/3]
(3z —1)/2, six>2/3
1 (1,1,...)
1 ‘ ‘ (4
0 1 2 1 (0,0,...) G (1,1,...
Gréfica de f Grafica de o
(Z’thl, (%)21’17...)
(0707 ) (%7%’%’ ) (%%) (%7375’ ) (1717 )

Diagrama 1

Veamos que lim{X, f} = [0, 1]. Consideramos el siguiente subconjunto de Jim{X, f}

Ay = {f e lm{X, f}: 21 € [0,1/2], y 2, = (2/3)' a1, para toda i > 1} .

El conjunto A; es un arco. Ahora consideramos

Ay = {2 € lm{X, f}: e =1/2, 22 € [1/3,1/2] y @

= (2/3)" 2, para toda i > 2} :

Es claro que Ay es también un arco. Ademds, A; N Ay = {(1/2,1/3,2/9,...)}, ya que si T €
Ay N Ay, entonces z; = 1/2, 2o = (1/2)(2/3) = 1/9, 23 = (1/2)(2/3)* = 2/9 y el resto de las
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coordenadas se obtienen de manera analoga. Continuando de manera similar, definimos
An = {L/U\e @{X,f} 1= ... =Tp-1— 1/2,
r, €[1/3,1/2] y x; = (2/3)" "x,, para toda i > n},

para n > 1. Aqui se observa que A,, es un arco. Ademés si m < n, entonces A, N A,, # 0 si
n—1

. . . ., /_/%
y sélo si m = n — 1. De hecho dicha interseccién se da en el punto (1/2,...1/2,1/3,2/9,...).
Entonces es sencillo verificar que

A = (U An> = {%e @{X,f}: x; < 1/2, para toda i € N},
n=1

es un arco con puntos extremos (0,0,...) y (1/2,1/2,...).
De forma anéloga definimos
B, = {/{L‘\ € @{Xv f} I € [1/27 1]7 Yy Xy = (2/3)2‘—1331
+1/3+ ...+ (1/3)(2/3)"!, para toda i > 1},
y también
B, = {Telm{X,f}:m=...=x,1=1/2, 2, € [1/2,1/3]
y o = (2/3) "z, +1/3+ ...+ (1/3)(2/3)" !, para toda i > n},

para n > 1. Entonces

B: = (U Bn> = {Ee Ym{X, f}: z; > 1/2, para toda i € N}
n=1

es un arco con puntos extremos (1,1,...) y (1/2,1/2,...). Asf concluimos que Jim{X, f} es un
arco. Ademés, observamos que (0,0,...), (1,1,...) v (1/2,1/2,...) son los tinicos puntos que
quedan fijos bajo o.

En el Diagrama 1 se bosqueja el comportamiento de o.



Ejemplo 2.6. Sea F: [0,1] — 2/%Y dada por

{0}, siz<i
F(z)=4[0,1], siz=3
{1}, siz >3
1 (L1,..)
(3501
0 3 1 (0,0,...) (;,;...) (1,1,...
Grafica de f Grafica de o

(xh%v%a“') (1‘17%7%%")

) (3

) (17%7%"") (1717"')

—
=
=
N
—
RS
ol
o~ @

(I

Diagrama 2

Nuevamente se tiene m{X, f} = [0, 1], y el lector lo puede corroborar de forma sencilla usando
un procedimiento similar al del Ejemplo 2.5. F(o) = {(0,0,...),(1/2,1/2,...),(1,1,...)}, sin
embargo la funcién o es distinta a la respectiva del Ejemplo 2.5.

Observacién 2.7. Sea 1'&1{)(7 f} un limite inverso y T € 1'&1{)(7 [}, entonces m (o 1(7)) =
f(z1).
Una funcién f es mondtona si f~!(x) es un conjunto conexo, para toda z € X.

Teorema 2.8. Sea @{X, f} un limite inverso. Entonces o es mondtona si y sélo si f(x) es
conexo, para toda x € X.



La demostracién se sigue de forma inmediata de la Observacién 2.7

El Teorema 2.8 nos indica que en los limites inversos exhibidos en los Ejemplos 2.5 y 2.6,
o es una funcion mondétona.

Es importante notar que o siempre es suprayectiva (en el sentido usual) y no depende de

la eleccion de @{X, f}.

Teorema 2.9. Sea @{X,f} un limite inverso. Entonces o es biyectiva si y sdlo si f(X) =

Fi(X).

Demostracion.
=)

Suponemos que o es biyectiva y sean x € X y y,z € f(x). Tomamos ¥,z € @{X, f} con
Y1 =19, 21 =2, Y2 = 20 =Ty Yy; = 2; para toda ¢ > 3. Entonces o(y) = 0(2), y se sigue y =2y
Y=z

<)

Suponemos que f(X) = Fi(X). Sean 7,y € @{X,f} tales que o(z) = o(y). Entonces
x; = y;, para toda i > 2, como |f(x2)| =1 tenemos x; = y; y asi T = 7. O

En el Ejemplo 2.5, ¢ es una funcién biyectiva. En el Ejemplo 2.6 ¢ no es biyectiva, ya que
f(1/2) =10,1], y [0,1] no es elemento de F;([0, 1]).

3. Construcciones y Aplicaciones de recorrimiento en
Dendritas Universales

Una dendrita es un continuo que es localmente conexo y hereditariamente unicoherente,
es decir, que no contiene curvas cerradas simples.

Dada una dendrita D, un elemento p € D y x un cardinal, decimos que el orden de p en
D es menor o igual a k (ord(p, D) < k), si para todo abierto U C D con p € U, existe una
vecindad V de p tal que V C U y |0(V)| < k. Si ord(p, D) < k y no se cumple ord(p, D) < A
para toda A < k, decimos que el orden de p en D es k (ord(p, D) = k).

Los puntos de orden 1 en una dendrita D son los puntos terminales de D. El conjunto
de puntos terminales de D lo denotamos como E(D). Los puntos de orden 2 en D son los
puntos ordinarios de D, y dicho conjunto se denota como O(D). Por tltimo estén los puntos de



ramificacién de D. Estos son los puntos de orden mayor o igual a 3. A este conjunto lo denotamos
como R(D).

Suponemos que S es una clase de espacios. Un elemento U € S es universal para S si
cada elemento de S se puede encajar en U, es decir, para todo X € S existe un homeomorfismo
h: X — h(X) C U. Con base en lo anterior, una dendrita es universal si contiene una imagen
homeomorfa de cualquier otra dendrita. Dada m € {3,4,...,w}, D, es la dendrita universal de
orden m. En particular, D, es la dendrita universal. El lector puede consultar [10, Capitulo K,
p.137], [8, Capitulo X,§6,p.318] v [3, 4].

Imitamos las construcciones hechas en [1] y [2] para obtener una funciones cuyos limites
inversos respectivos son D3 y D,,,.

3.1. Construccién de Ds

Sea {a;}2; C (0,1)\ {277}52, una sucesién densa en [0, 1] que cumple 2°a; # a; para toda
k € Z y para toda i # j. Claramente el conjunto

So = {2kai: keZ,ie N}
es numerable. Tomamos {b;}32, C (0, 1) como sigue:

by € (a1/2,1/2) con by < 3a;/4. Como Ry = {2%a;}rcz es un conjunto discreto en (0, 1)
y az/2 ¢ Ry, entonces escogemos by € (az/2,1/2) que cumpla [as/2,bs] N Ry = 0, |by — az/2| <
min{1/2% ay/4} y by ¢ Sp. De manera similar, continuamos la construccién. Teniendo by, . . ., bj,
introducimos S; = SOU{Zkbi: keZ,ie{l,... ,j}} yR; = {Qkai: keZ,ie{l,... ,j}}. Como
Rj es discreto y aj+1/2 ¢ Rj, tomamos bj+1 S (aj+1/2, 1/2) \ Sj con [aj+1/2,bj+1] N Rj = (Z) y
[bj1 — aj1/2] < min{1/27, aji1 /43,

Entonces definimos

T = {(2,20): 2 € [0,1/2]} U ([1/2,1] x {1}) U (U ([as/2,bi] ¥ {am) .

i=1

Se verifica que T es cerrado en [0,1] x [0, 1], y por lo tanto es la gréfica de una funcién
semi-continua superiormente [7]. Dicha funcién f: [0,1] — 2[%1 estd dada por:

{2z} U{a;: © € [a;/2,b;]}, siz<1/2
fla) = { {1}, siz>1/2
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En [1] se demuestra que el limite inverso que se obtiene a partir de dicha funcién es D3y
se caracterizan sus puntos.

Gréfica de f
Diagrama 3

A continuacién presentamos un resultado mas de Martinez-de-la-Vega, donde se exhibe
una nueva funcién de [0, 1] en [0, 1] que también tiene por limite inverso a la dendrita Dj.

Teorema 3.1. Sea g: [0,1] — 21%Y dada por

2t U{d;: x € [d;/2,¢e5]}, sixz<1/2
I e L T

donde d; = a;/2 y e; = b;/2 para toda i € N. Entonces im{[0,1], f} = }im{[0, 1], g}.

Demostracion. Considera ¢: @{[0, 1,9} — @{[0, 1], f} dada por:

A~

0 (@) = ¢ ((x1,29,...)) = (mazx{2x, 1}, maz{2zy,1},...).
Es sencillo verificar que ¢ es un homeomorfismo. O]

Corolario 3.2. Sean a € (0,1) y k: [0,1] — 21 dada por

{22} U{ri:x € [ri/2,s]}, six<1/2
k(z) = { {1}, siz>1/2°

donde r; = aa; y s; = ab; para toda i € N. Entonces fm{[0, 1], f} = Mm{[0, 1], k}.
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Consideramos la funciéon N: D3 — N U {0, 0o} dada por
N(z) = |{n € N: 1 # x,, # 2x,41}|, para cada T € Ds.
Para cada k € NU {0} definimos

Ni(D3) = N1 ({0,1,....k}).

Observamos que el conjunto Ny(Ds3) es precisamente el arco que une a los puntos (0,0, .. .)
y (1,1,...). Los conjuntos No(Ds3), N1(D3), No(D3) y N3(D3) se bosquejan en el Diagrama 5 en
la pagina 18 de este trabajo.

Una propiedad que se verifica de manera sencilla es que No(Ds), N1(Ds3), Na(Ds), . .. cons-
tituye una sucesion creciente de subconjuntos de Ds, es decir,

Nk_l(Dg) C Nk<D3), para toda k € N. (].)

También consideramos el conjunto N, (D3) = N~!(c0). Se trata de un subconjunto de E(Ds),
y estd formado por los puntos terminales que no pertenecen a ningin conjunto Ni(Dj), con
k € NU{0}. En el Diagrama 5 no aparece bosquejado N,. Entre las propiedades més importantes
de N, (D3) estan el hecho de que es un conjunto denso en D3 y que es subconjunto de la frontera
de Uy, Nik(D3), como se puede apreciar en la Proposicién 3.3 y en el Teorema 3.13.

Proposicién 3.3. N (Ds) es un conjunto denso en Ds.
Demostracion. Sean € > 0y T € D3\ Ny(D3). Hay tres casos:

1. Z=(1,1...).

Tomamos n € N que cumpla
oo
Z 27 < e
i=n

Ahora escogemos ¥, con

v =1, sit < n,
yn € {a;}32, N (1/2,1), y escribimos y, = a;,,,
in)a

Ynt1 € {a;}32, N (a;, /2,b y escribimos Y41 = @4,

Yntj € {aiticy N (@i, /2,bi,.; 1), y escribimos yn4; = a;,;, para toda j € N.

Entonces § € Ny vy D(Z,7) < €.
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2. 7 € No(Ds) \ {(0,0,...}.

Sea n = min{i € N: z; # 1}. De manera similar al caso previo, escogemos ¥ con

yi =1, sit <n,
Yn € {a;}2 N (z, — &, 2, +€), y escribimos y,, = a;, ,
Yna1 € {ai}ioy N (as,/2,¢,), con ¢;, = min{b;,,a;, +¢/2}, y escribimos

yn+1 = ain+1

Yntj € 10itics N (@i /2, Ciniyn), con ¢, =mind{bi, ,_,ai,,_, +€/2},y
escribimos y,,,; = a,,;, para toda j € N.

Entonces §y € Ny (D3), ademés se tiene
D@3 = Y 27—
=n -
= 27"z, —yn| + Z 27 @ —

i=n+1

27" zn — ynl + Z 27" (lzim1/2 = yia /2| + lyie1/2 — wil)
i=n+1

oo
< Z 27 < e,
=n

3. 7€ N, con k € N.

Sea n = max{n € N: 1 # x,_1 # 2z,}. Observamos que existe igp € N tal que z, €
(ai,/2,b;,). Entonces escogemos ¥, con y, € {a;}32, N (x, — e, 2, +€) N (aiy/2,biy), v Yi
como en el caso anterior, para toda i € N\ {n}. El resultado se obtiene de forma anéloga
al caso 2.

IN
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3.2. Construccién de D,

Sea {a,}>°, una sucesién densa en [0, 1]. Consideramos ahora {b,}>>; C [0, 1] que cumpla
las siguientes condiciones:

1. a, < b, para cada n € N.

2. ap # Ay, SN F£ m.

3. limb,—a,=0
n—o0

4. Para toda n € N existe M € N tal que para toda m > M se cumple que si a,, < a,,
entonces b, < Q.

Consideramos el conjunto

T={(z,z): z€[0,1}U (U ([ai, bi] x {ai})> :

=1

Es facil ver que T es un conjunto cerrado en [0, 1] x [0,1]. Definimos f: [0,1] — 2(01
dada por:
flz) ={z}U{a;: x € [a;, bs]}.

El limite inverso resultante es precisamente D,. Para ver mas detalles, el lector puede
consultar [2].

Qi -----+

Gréfica de f
Diagrama 4
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Ahora introducimos N: D, — N U {0, 00} dada por
N(Z) =|{n € N: x, # x,41}|, para cada T € D,,.
De manera analoga a D3, definimos
Ni(Dy)=N"'({0,1,...,k}),
Neo(D.) = N~ (00),

y se puede verificar que la propiedad (1) se cumple para D,,. En el Diagrama 6 en la pagina 19
estédn descritos los conjuntos Ny(D,,), N1(D,) v Na(Dy).

Observacion 3.4. Sea T € D,,. Entonces T € No(D,,) si y sélo si x1 = x9 =23 = .. ..

El siguiente resultado es parecido a la Proposicion 3.3.

Proposicién 3.5. N (D,) es un conjunto denso D,,.

Demostracion. Sean € >0y T € D, \ Nu(D,,). Consideramos tres posibles casos:

1. T € No(D,).

Escogemos ¥ con

y1 € {a;}2, N (xy —e,21 +¢€), y escribimos y; = a;,,
Yo € {a;}2, N (ay, cy), con ¢;, = min{b;,,a;+1 +€/2}, y escribimos
Y2 = Ay,
Yn+j € {ai}zqil N (ainJrjfl’CinJrjfl)? Con ¢, ., = min{birH»jfl? Qi1 + 5/2}7 y

escribimos ¥, 1; = a;,, ;, para toda j € N,

Asi, y € Nyo(D,,). Ademas, de la Observacién 3.4 se tiene lo siguiente:
DGEH) = 2 ln—ul
i=1
= |z —wl/2+ i2i|xi — Yil
=2
< |z —wl/2+ iQ_i (|zicr = vl + yio1 — wil)
=2

(e.)
< Z 27 < g,
=n

15



2. 7€ N, con k € N.

Sea n = max{n € N: x,_1 # x,}. Entonces existe ig € N tal que z,, € (a;,, b;,). Entonces
escogemos ¥, con vy, € {a;}5°, N (x, —&,2, +¢€) N (aiy/2,bi,), y también

. T, sii<n
Yi como en el caso 1, sii>n

3.3. Aplicacion de recorrimiento o en la Dendrita Ds

Juntamos las ideas de las Secciones 2 y 3 para estudiar a o en D3, y a 27 en el hiperespacio
2Ds,

En virtud de los Teoremas 2.8 y 2.9, 0 no es monétona y no es biyectiva en D3. El conjunto
de puntos fijos de o esta dado por

F(o) = {(0,0,...),(1,1,..)}.

Ademads de ser puntos fijos de o, (0,0,...) y (1,1,...) son un atractor y un repulsor
(respectivamente) de o. Esto se aprecia en los siguientes resultados.

Proposicién 3.6. Sea 7 € D3\ {(1,1,...)}. Entonces

lim o™ (Z) = (0,0,...).

n—0o0

La demostracion de esto, se sigue del hecho de que si z; # 1, entonces z;41 < 3x;/4, para
toda i € N.

Proposicién 3.7. Si A € 2P y (1,1,...) ¢ A, entonces

lim (sup{D(z,9): Z,y € (29)"(A)}) = 0.

n—0o0

Demostracién. Sea e > 0. Como (1,1,...) ¢ A, entonces {m; '[0, 1)};’21 es una cubierta abierta
de A. Por ser compacto A, existe n € N tal que

AcC Owgl[o, 1).

=1
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Ademas, m,41(A) es compacto en [0,1] y 1 ¢ m,.1(A). Sea a = max (m,4+1(A)), Tomamos
j € NU{0} que cumpla (3/4)’a < e. Entonces

maz (71 (6" (A))) = maz (7,1;(A)) < (Z) a<e.

Concluimos que si 7, § € "7 (A), entonces

e Nl 3\
D@D =22l -ul< () aY 2 <
i=1 i=1

Corolario 3.8. Si A € 2P y (1,1,...) ¢ A, entonces
i (27)°(4) = (00,0}

Corolario 3.9. Sea T € D3\ {(0,0,...)}. Entonces

lim o~"(3) = {(1,1,...)}.

n—o0

(Con la métrica de Hausdorff)

Es sencillo ver que {(0,0,...)}, {(1,1,...)} € F(279). También se deduce que D3 y
{(0,0,...),(1,1,...)} son elementos fijos de 2. Nos preguntamos entonces si existe algin otro
elemento en 273 que esté en F(2°). En la siguiente proposicién se describe una familia de
conjuntos en F'(27).

Definimos H: D3 — 23 como sigue
H(7) = [U a‘"(f)] U{o™(@)},2,U{(0,0,...),(1,1,...)}, para cada T € Dj.
n=1
Proposicién 3.10. Para cada T € Dy, H(Z) € F(27).

Demostracion. Basta observar que 27 ({(0,0,...),(1,1,...)}) = {(0,0,...),(1,1,...)}, y que pa-
ratodo T € D3, 0 (671(Z)) ={Z} y o (6" 1(Z)) = 0"(2),sin € Z \ {0}. O

Una propiedad interesante que presenta la funcién N (estudiada en la Seccién 3.1) es que
si N(Z) = k para alguna k € NU {0}, entonces N (o (Z)) < k. Esto se sigue del siguiente hecho

NZ)={neN:1#z,#2x,01}| = No@)={n—-1:1#x, # 2z, }NN|. (2)

Por (2) se tiene también que N (o (T)) = 0o si y sélo si N (T) = oo.
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Proposicién 3.11. Ni(D3) € F(279), para toda k € NU {0, 00}.

Demostracion. Sea k € N U {0,00}. De (2) se sigue que 27 (Ng(D3)) C Ni(Ds). Para ver
que la otra contencién se cumple también, tomamos T = (z1,x2,...) € Ni(D3). Definimos

7= (y1,¥2,...) como sigue:
_fmin{2z,,1}, sii=1
YT m, sii>2

Es claro que y € Ni(D3) y que o(y) = 7, de donde se sigue el resultado.

Corolario 3.12. D3\ N (Ds3) = Upey Ni(Ds) es totalmente invariante bajo o.

Después de haber obtenido los resultados anteriores, es natural preguntarnos si existe
algin otro elemento en F'(27) que no sea unién o subconjunto de los anteriores. Adelantando
conclusiones, podemos decir que si dicho conjunto existe, su cardinalidad es infinita, ya que
por la naturaleza de o, los tnicos elementos fijos finitos de 27 son {(0,0,...)}, {(1,1,...)} v

1(0,0,...),(1,1,.. )},

Para concluir esta parte del trabajo, presentamos un par de resultados mas relacionados
con las iteraciones de o y 27.

Teorema 3.13. Sean T € No(D3) y A € 2P3 con T € int(A). Entonces existe ng € NU{0} que
cumple (27)™(A) N Ny(D3) # 0.

Demostracion. Por (1) y por el Teorema de Anderson-Choquet (ver [9, Capitulo II, p.p. 23]), se

tiene que
D3 =~ (U Nk(D3)>,
k=1

de donde se sigue que Noo(D3) C 9 (Upe; Ni(Ds)). Como T € int(A), entonces AN Ny # 0,
para alguna k € NU {0}. Sea y € AN Ni(D3), tomamos

a 0, sik=0
o= mazr{n € N: 1 4y, # 2y}, sik>1"

y asi 0™ (y) € No. O
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Ahora vemos que pasa con los puntos terminales, ordinarios y de ramificacién en D3 bajo
las iteraciones de o. En la siguiente tabla se describe la naturaleza de las tultimas coordenadas
de los puntos de Ds.

[7€. .. (= [7= |
T € E(D3)\ No(D3) | = | T = ( .ai,bi,%,Z—g,...), para alguna i € N.
T € O(D3) = | T=(..0,75%,5,...), donde x € (a;/2,b;), para alguna i € N.
T € R(D3) = |T=(..,a;,%,5,...), para alguna i € N.

Teorema 3.14.

1. Six € E(D3) N [No(D3) U Noo(D3)], entonces c™(x) € E(D3) para toda n € N,
2. 81T € O(Ds), entonces 0"(x) € O(Ds3) para toda n € N.

3. Sixr € {E(D3) \ [No(D3) UNuy(D3)|} UR(Ds3), entonces existe mg € N de tal manera que
o™ (x) € O(D3) N No(Ds3), de tal manera que a™°(Z) € O(D3) N No(Ds), y o™(Z) ¢ O(Ds3)
para todan € {0,...,mg— 1}.

Demostracion. La primera afirmacién se sigue inmediatamente de la Proposicion 3.11. Para
demostrar la segunda, ocupamos [1, Propiedad 15]:

Si z € O(D3), entonces

no n1—no ng—nl
r—— — N\ TV <%
- _ nl—ng—l n1—n0—2 no—mi—1 ’n2—n1—2
r = (1,...,1,2 @y, 2 Wiyy ooy 204, Q5,2 iy, 2 Wiy e oy 24, Wiy - - s
NE—Ng—1
- & ~ T x
nE—mng_1—1 ng—"ng—1—2 Nk+1 Nik+1
2 a;, 2 Qigs -+ 5 20455 Wiy y Ty 5 ,7,...), (3)

donde N(Z) =k, 0 < mng < ny < ... < ng, {ag, Yooy € {ai}2) v Ty, € (a5,/2,0;,). BEs claro
que cualquier iteracién de Z bajo o es un elemento de D3 con la misma estructura. De ahi se

concluye que 0”"(z) € O(D3) para toda n € N.

Pasamos a la tercera afirmacién. Si @ € {E(D3) \ [No(Ds) U Noo(D3)]} U R(D3), entonces
por un argumento similar al del Teorema 3.13 existe m € N tal que 0™(Z) € Ny(Ds). Por otro
lado 7((0,0,...)) ={(0,0,.. )}y o™ (1,1,...) ={(1,1,...)} para toda n € N, por lo tanto

o™(x) € No(D3) N O(Ds).
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Por tltimo, si T € E(D3) \ [No(D3) U Ny(D3)], entonces T se escribe como en (3) con
Ty, = by, y si € R(D3), entonces Z se escribe como en (3) con z,,,, = a;, /2. Asi 0"(2) ¢
O(Ds3) si n < ng. Tomamos my = ny para concluir. O

=%Hhﬂ rﬂhﬂgrﬂhﬂ rﬂhﬂg

0,0,...) La Dendrita Universal D; (L1,..)
s No(Ds) o Ny(Ds3) \ (No(D3) U Ni(Ds))
« Ni(D3) \ No(D3) N3(Ds3) \ (No(Ds) U N1(D3) U Na(Ds))

Diagrama 5

3.4. Aplicaciéon de recorrimiento o en la Dendrita D,

Igual que en su version anterior, o no es monétona ni biyectiva en D,, ya que no se satisfacen
las condiciones de los Teoremas 2.8 y 2.9. Sin embargo, en este caso el conjunto de puntos fijos
es infinito y ademds resulta ser un atractor para todos los puntos que no estan en Ny (D)

Teorema 3.15. Sea T € D,,. Entonces T € F (o) si y sdlo si T € No(D,,).
El resultado anterior es consecuencia directa de las Observaciones 2.1 y 3.4. Tenemos ya
caracterizados los puntos fijos en D, bajo o.

Teorema 3.16.

1. Siz € E(D,)N[No(D,)U Ny (D,)], entonces o™(z) € E(D,,), para toda n € N.

2. 81T € O(D,), entonces o™(x) € O(D,,) para toda n € N, y si ¥ € R(D,,), entonces
o"(z) € R(D,,), para toda n € N.

3. Six e E(D,)\ [No(D,)U Ny(D,)], entonces existe mg € N de tal manera que 0™ (T) €
No(Dy), y o™(x) ¢ No(D,,), para todan € {0,...,mg— 1}.
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Demostracion. Para la primera afirmacion se procede de forma similar al Teorema 3.14

En la construccién hecha en [2], se obtiene que si ¥ € O(D,,), entonces

n1 ng—mni NE—Nk—1
7\ 7\ 7\
T= Uiy ooy Qi Qigy vy Qg e ey Qs v Qs Ty Tg s - |

donde N(Z) =k, 0 < ny < ... < ny, {aij}é?:l C {ai}2, y ®n,,, € (aj,0b;, ). Similarmente si
T € R(D,), entonces T se escribe como en (4), con x,,,, = a;,. En ambos casos, es claro que
cualquier iteracion de T bajo o es un elemento de D,, con la misma estructura, con lo que queda
demostrada la segunda afirmacion.

Sea T € E(D,) \ [No(Dw) U No(D,,)]. Entonces T se escribe como en (4), con ny > 0y
Tp,,, = by,. Entonces, tomando mg = n; obtenemos

a"™(x) = (b, bipy---) s Y (bigs by, . .) esta en No(D,,),

()
ysin €{0,...,mg— 1}, entonces
N(o"(x)) >0,y 0"(z) ¢ No(D.),

con lo que se concluye la demostracion. O

Q/QQ/Q Q/Q N

0,0,..) La Dendrita Universal D, (1,1,..)
* NO Dw)
° Nl(Dw) N0<Dw>

\
° NQ(Dw) \ (NO(Dw) U N1<Dw>>

Diagrama 6

Se recomienda al lector consultar los detalles en [2]. En el Teorema 3.16 se demuestra que
si T estd en E(D,) \ [No(D,) U Noo(D,,)], entonces existe my € N de tal forma que ¢™°(Z)
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pertenece a No(D,,). Sin embargo, para determinar si 6™°(Z) esta en E(D,), en O(D,) o en
R(D,,), debemos fijarnos en x,,,. Si ,, = 1, entonces ¢ () = (1,1,...) y asi ¢™°(Z) es un
punto terminal de D,,. Por otro lado, si z,,, € {a,}32,, ¢"°(Z) es un punto de ramificacién.
Finalmente, si ,,, no esta en {a,}°>, U {1}, entonces 0" (Z) es punto ordinario.

Otro detalle facil de verificar, es que los puntos de D,, \ Ny (D,) son enviados a puntos

fijos de D,, tras una cantidad determinada de iteraciones bajo o, es decir, si z € D,, \ Noo(D,,),
entonces 0" (Z) = 0™(Z), si n > N para alguna N € N suficientemente grande.
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