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Introduccion

Existen varios enfoques en el estudio de problemas de optimizaciéon. En el caso de querer
minimizar una funcién con valores reales definida en un espacio de dimensién finita sujeta
a restricciones con igualdades y desiguladades, el enfoque mas frecuente consiste en la
derivacion de las reglas de multiplicadores de Lagrange de primer y segundo orden bajo la
hipétesis de normalidad o regularidad.

Un enfoque alternativo consiste en utilizar cierto tipo de aumentabilidad, basado en el
lagrangiano generalizado, el cual permite establecer condiciones necesarias de primer y
segundo orden para un minimo de problemas con restricciones. De acuerdo con Hestenes
[3], dicho enfoque no ha recibido la atencién necesaria en el desarrollo de la teorfa de
optimizacion.

El principal objetivo de este trabajo es mostrar cémo se puede aplicar la teoria de au-
mentabilidad a problemas de optimizaciéon que involucran restricciones con igualdades. El
tipo de problemas que estudiaremos no se reduce a problemas en espacios de dimensién
finita. Veremos cémo es posible generalizar la teoria de aumentabilidad a ciertos proble-
mas en calculo de variaciones que incluyen restricciones con igualdades en las trayectorias
admisibles.

Con la idea de situar claramente la contribucién de este trabajo veremos primero, con
cierto detalle, algunos de los principales resultados de la teoria clasica de optimizacién
en espacios de dimensién finita. Derivaremos condiciones necesarias y suficientes para

problemas sin restricciones y para problemas con restricciones expresadas en términos de



igualdades. La idea central en el segundo caso consistira en la derivacién de las reglas de
multiplicadores de Lagrange de primer y segundo orden suponiendo que la solucion del
problema es regular. Dado que no es facil verificar las condiciones que definen regularidad,
introduciremos el concepto de normalidad, facilmente verificable, el cual implica regular-
idad y nos asegura la existencia de multiplicadores adecuados en un punto minimo. Por
otra parte, suficiencia se obtendra restringiendo ligeramente las condiciones necesarias de
optimalidad.

Sin embargo, hay una gran cantidad de problemas para los cuales la solucién no es regular
pero si satisface las reglas de multiplicadores de Lagrange. La teoria de aumentabilidad
juega en estos casos un papel crucial.

Ocasionalmente, uno encuentra la siguiente derivacién de la regla de multiplicadores de
primer orden. Para minimizar una funcion f sujeta a la restriccion g = 0, minimizar la
funcién F' de la forma F(x) = f(z) + Ag(z) sin restricciones. Este procedimiento implica
la regla de multiplicadores F'(x) = f’(z) + A\¢’(x) = 0 en el punto minimo, junto con
la condicién original g(z) = 0. Sin embargo, aunque este procedimiento puede ser una
herramienta conveniente para recordar la regla de multiplicadores de primer orden, no es
muy satisfactorio debido a que la clase de problemas en donde se puede aplicar es bastante
limitada.

Veamos un ejemplo. Consideremos el problema de minimizar la funcién f:R?* — R

dada por
flz,y) = 2" = 3y —y?

en el conjunto de restricciones

S={(z,y) | g(z,y) =y = 0}.

El origen es la solucién de este problema. El lagrangiano correspondiente,

F(z,y) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2° + (A = 3)y — °,

no tiene un minimo sin restricciones, sin importar qué A se escoja. Sin embargo, F’(0,0) =
0 cuando A es el multiplicador correcto de Lagrange, es decir, A = 3. Este procedimiento
falla ya que no toma en cuenta los términos de segundo orden que podrian convexificar la
funcién F. En general, la convexidad estd determinada por los términos de segundo orden.

Introduzcamos para este ejemplo la funciéon aumentada

H:f+/\g+(%)g2
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dada en este caso por

H(z,y) =" + (A - 3)y+(0 5 2>y2-
La eleccion A = 3 garantiza la anulacion del gradiente en el origen y, si ¢ > 2, la funcién
aumentada se convexifica.

Este ejemplo sugiere que, si un punto xg es una solucién local del problema de minimizar
una funcién f sujeta a la restriccion g = 0, entonces existen constantes A y o tales que
o es una solucién local del problema de minimizar H sin restricciones. En este caso
diremos que el problema con restricciones es aumentable. Es importante mencionar que
todo problema es aumentable en un punto zg que satisface las condiciones clasicas de
suficiencia. Veremos como las reglas de multiplicadores de Lagrange son una consecuencia
de aumentabilidad y que aumentabilidad es una consecuencia de la regla de multiplicadores
restringida. Ademas, como quedara claro a lo largo del trabajo, la derivacién de las
reglas de multiplicadores suponiendo aumentabilidad resultara mucho mas sencilla que su
derivacion suponiendo regularidad.

Por otro lado, veremos cémo un problema puede ser regular sin ser aumentable, y un
problema puede ser aumentable sin ser regular. En consecuencia aumentabilidad y regular-
idad son condiciones alternativas pero no equivalentes para la existencia de multiplicadores
de Lagrange.

En la parte final del trabajo analizaremos problemas de optimizacion de dimension in-
finta. Nos concentraremos en el problema de Lagrange que involucra restricciones diferen-
ciales en forma de igualdades. Veremos inicialmente cémo obtener condiciones necesarias de
primer y segundo orden para el problema de puntos fijos sin restricciones. Posteriormente
plantearemos el problema de Lagrange con restricciones diferenciales y enunciaremos condi-
ciones necesarias para trayectorias normales, a través del principio maximo de Pontryagin,
en términos tanto del hamiltoniano como del lagrangiano. Finalmente introduciremos un
posible concepto de aumentabilidad, semejante al que utilizamos para problemas de di-
mensién finita, que permite estudiar soluciones a problemas que no son normales. Como
veremos, esta nocién permite derivar de manera muy sencilla las condiciones necesarias

clésicas del problema de Lagrange.



Capitulo I

Conceptos Basicos

Con la idea de presentar un resumen de los principales conceptos y resultados sobre
problemas de optimizacién que se utilizaran a lo largo del trabajo, resulta conveniente
analizar las condiciones necesarias y suficientes que aseguran la existencia de un éptimo.

En este capitulo repasaremos los conceptos de maximos y minimos de una funciéon con
valores reales definida en un subconjunto de R", asi como los resultados clasicos de condi-
ciones necesarias y suficientes para extremos de funciones diferenciables en un intervalo
compacto de R. Posteriormente repasaremos algunos resultados béasicos relacionados con
diferenciales de funciones de valor real definidas en un subconjunto de R".

El problema de optimizacién a estudiar en este capitulo , que denotamos por P(S), es
“Dados un conjunto ) # S € R" y una funcién f:R" — R, minimizar a f en S”. Si S es

un conjunto abierto de R", diremos que es un problema sin restricciones.

1 PUNTOS EXTREMOS DE FUNCIONES

1.1 Definicién. El mayor nimero m (con m = —oc admitido) tal que f(z) > m para
toda x € S se llama la mdxima cota inferior de f en S o el infimo de f en S y se denota

por “inf f(x) en S”. Si existe un punto xg en S tal que f(zg) = inf f(x) en S, escribimos
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f(xg) = min f(z) en S y se dice que dicho punto minimiza a f en S'y f(xg) es el minimo
de f en S.

Andlogamente, la minima cota superior o el supremo de f en S es el minimo valor M
(con M = +o0 admitido) tal que f(x) < M para toda = € S y se denota por “sup f(x) en
S”. Si existe un punto z; en S tal que f(z1) = sup f(x) en S, escribimos f(x1) = max f(z)
en Sy se dice que dicho punto mazimiza a f en S'y f(x1) es el mdzimo de f en S.

Claramente se tiene en S que

sup[—f(z)] = —inf f(z), inf[-f(z)] = —sup f(z)

y, por lo tanto, un punto z; € S maximiza a f en S si y solo si 1 minimiza a —f en S,
y un punto xrg € S minimiza a f en S si y solo si zp maximiza a —f en S. Un punto que
maximiza o minimiza a f se llama un punto extremo de f.

Comencemos repasando bajo qué condiciones impuestas en el conjunto S y la funcién f

se puede asegurar la existencia de maximos y minimos.

1.2 Teorema. Si () # S C R" es compacto y f:S — R continua, entonces f alcanza
su maximo y minimo en S.

Demostracion: Sea m := inf f(x) en S y sea {x,} una sucesiéon de puntos en S tales
que m = lim, , f(z,). Como S estd acotado, por el teorema de Bolzano-Weierstrass
(toda sucesién acotada de puntos en R™ tiene una subsecesién convergente) {z,} tiene
una subsucesion {y,} convergente y, por ser S cerrado, el limite zp := limg_,o y, estd en

S. Por continuidad,
f(xo) = lim f(y,) =m = inf f(x) en S.
q—00

Por lo tanto xg minimiza a f en S. Aplicando este resultado a — f, se prueba que existe

un punto x; en S que minimiza a —f en Sy, por lo tanto, 1 maximiza a f en S.1

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos el siguiente corolario para

funciones continuas en un intervalo compacto.

1.3 Corolario. Si f:[a,b] — R es continua y f(a) = f(b) = 0 entonces existe un punto
extremo de f en (a,b).

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, f # 0. Si z € [a,b] es tal que f(z) < 0
entonces m = inf f(z) < 0. Por el Teorema 1.2, existe un punto minimo xq en [a, b]. Como
f(zo) =m <0y f(a) = f(b) =0, se sigue que a < xg < b. Por otro lado, si f(x) > 0, el

méximo xg de f estd en (a,b). 1

El concepto de extremo es de naturaleza global dado que se toman en cuenta todos los

puntos de S. De acuerdo con la definicién, xp minimiza a f en Ssizg € Sy f(zo) < f(z)
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para toda x € S. En contraste, extremos locales toman en cuenta el comportamiento de

la funcién en vecindades alrededor de xg.

1.4 Definicién. Diremos que xy € S minimiza localmente a f en S si existe una
vecindad N de z( tal que xp minimiza a f en S N N, es decir, f(xzo) < f(x) para toda
x € SN N. Sila desigualdad es estricta para toda z # xg en SN N, diremos que f(zg) es

un minimo local estricto de f en S.

2 EXTREMOS EN UN INTERVALO COMPACTO

En esta secciéon estudiaremos condiciones necesarias y suficientes en el caso en que la
funcién f estd definida en un intervalo compacto S := [a,b] y veremos con detalle los
resultados para minimos y maximos locales. Notemos que, para el caso de maximos locales,
estos se pueden hallar encontrando los minimos correspondientes de la funcién — f.

Consideremos entonces el problema P(S) de minimizar a f en S, en el caso particular

en el que S = [a,b] y n=1.

e La derivada f/(z¢) de f en x(, cuando existe, estd dada por

(o) = lim f(x) — f(xo) — lim f(xo +h) — f(xo).

T—1o T — T h—0 h

Si xg = a o xg = b, este limite es un limite por la izquierda o derecha respectivamente.

e Condiciones suficientes en a y b

2.1 Teorema. Si f'(zg) > 0y xo = a, o f'(xg) < 0y z¢g = b, entonces f(xg) es un
minimo local estricto de f en [a,b]. Andlogamente, si f'(xq) <0y xg=a, o f'(xg) >0y
xg = b, entonces f(xo) es un mdximo local estricto de f en [a, b].

Demostracion: Supongamos que f'(a) > 0. Sea € := f'(a)/2 y sea 6 > 0 tal que

a<zr<a+d = M—f’(a) <e.
Tr—a
Por lo tanto ,
—f(x;:im)>f’(a)—e:f;a)>0 (a <z <a+d).

Por lo tanto f(x) > f(a) para toda x € (a,a + 0), o sea, f(a) es un minimo local estricto

de f en [a,b]. Las afirmaciones restantes se prueban de manera semejante. I
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e Condiciones necesarias en a y b

2.2 Teorema. Si f'(a) existe y f(a) es un minimo (mdximo) local de f en [a, b] entonces
f'(a) >0 (f'(a) <0). Si f(b) existe y f(b) es un minimo (mdximo) local de f en [a,b]
entonces f'(b) <0 (f'(b) > 0).

Demostracion: Por el Teorema 2.1, f(a) es un maximo local estricto de f en [a,b] si
f(a) < 0. Por lo tanto, si f(a) es un minimo local de f en [a,b], se tiene que f'(a) > 0.
Anlogamente, f/'(b) < 0 si f(b) es un minimo local de f en [a,b] Las afirmaciones entre

paréntesis se obtienen remplazando f por —f. 1

e Condiciones necesarias en (a,b)

2.3 Teorema. Supongamos que f tiene un extremo local en xg € (a,b) y f'(x¢) existe.
Entonces f'(x¢) = 0.

Demostracion: Supongamos que f tiene un minimo local en zy. Por el Teorema 2.2
aplicado en el intervalo [xg,b] se tiene que f/(z¢) > 0. Aplicando el mismo teorema en el
intervalo [a, zo] vemos que f'(zp) < 0. Por lo tanto f'(xz¢) = 0. Andlogamente f'(z¢) =0

si f tiene un maximo local en z = x¢. I

2.4 Definicién. Si f es diferenciable en z = cy f/(c) = 0, el punto ¢ se llama un punto

critico de fy f(c) es un valor critico de f.

e Teorema del valor medio

2.5 Teorema. Si f es continua en [a, b] y tiene derivada en todo punto de (a,b) entonces
existe ¢ € (a,b) tal que f(b) = f(a)+ (b—a)f'(c).
Demostracion: La funcién g: [a,b] — R dada por

9(x) == [f(b) = f(a)](z — a) = [f(z) = f(a)](b—a)

es continua en [a,b] y g(a) = g(b) = 0. Por el Corolario 1.3, existe ¢ € (a,b) punto extremo

de g. Por el Teorema 2.3,

e Si f es diferenciable en [a,b] y f"(z() existe entonces

£(2) ~ f(wo) = F'(@o)(z — w0) + 5./ (wo) (& — 20)? + r(z — 7o)

7



donde la funcién r es tal que
. r(h)
lim —=

h—0 h? =0

e Condiciones suficientes para un extremo local

2.6 Teorema. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de xq, f"(x¢) existe
y f'(zo) = 0. Entonces
a. f"(z9) >0 = f(xo) es un minimo local estricto de f.

b. f"(z¢) <0 = f(z0) es un méaximo local estricto de f.

Demostracion:
(a): Sea m tal que 0 < 2m < f"(xg) y sea 6 > 0 tal que
r(h)| _ [ (o)
< — .
v | S T m (0 < |h| <)

Por lo tanto, si |x — xg| < J, entonces

£(2) ~ F(wo) = 3 " (@o)x — 20)* + r(x — x0) > mz — z0)"

(b): De manera analoga, existe d > 0 tal que, si |x — xo| < d, entonces

f(x) < f(zg) —m(x — aco)2. |

e Condiciones necesarias para un extremo local

2.7 Teorema. Si f es diferenciable en una vecindad de xq, " (x¢) existe y f tiene un
minimo local en xy entonces

a. zg € (a,b) = f'(xo) =0y f"(xo) > 0.

b. 2o =a = f'(x¢) >0 o bien f'(z¢o) =0y f"(xg) > 0.

c. ©9g =b= f'(z9) <0 o bien f'(xo) =0y f"(x9) > 0.

Demostracion: La demostracion es inmediata de los Teoremas 2.2 y 2.6. 1

3 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

En esta seccion haremos un repaso de resultados importantes en el estudio de funciones
reales definidas en un subconjunto de R" y su respectiva diferenciacién. La mayoria de

los restulados se puede ver con detalle en [2, 5].
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3.1 Definicion. Sean X y Y espacios vectoriales. Una funciéon A que mapea X en Y

se dice que es una transformacion lineal si
A(x1 + x2) = Az + Axo, A(cx) = cAx

para toda x, z1, o € X y c escalar. Es frecuente utilizar la notacién Ax en vez de A(x)
si A es lineal. Denotamos por L(X,Y) al conjunto de todas las transformaciones lineales
de X en Y y, en lugar de L(X,R), escribimos L(X). Si A;,A2 € L(X,Y) y ¢1,c2 son

escalares, definimos ¢1 Ay + co Ay como
(61A1 + 62A2)$ =c1A1x + oAz (.CC S X)

Es claro que c; A1+c24s € L(X,Y). Si (X, ||']l1) v (Y, ||-||2) son espacios lineales normados,
decimos que A € L(X,Y) estd acotada si existe una constante M tal que para toda z € X
se tiene ||Az||s < M||z||;. La minima M con esta propiedad se llama la norma de A y la

denotamos por ||A]|.

3.2 Definicién. Sean E C R" abierto, f una funcién que mapea F en Ry zg € E.

Decimos que f es diferenciable en x si existe A € L(R") tal que

lim f(x) = f(zo) — Az — 0)

= 0.
T—T0 ’x — -770’

En este caso escribimos f'(xg) = A y llamamos a f'(xg) la diferencial de f en xq. Si f es
diferenciable en x para toda x € E decimos que f es diferenciable en E. Nétese que, si f

es diferenciable en x(, entonces

h
f(x) = f(zo) = f'(wo)(x — x0) + 7(x — ) donde lim r(h) = 0.
h—0 |h|
3.3 Definicién. Sean f: E C R" — R con E abierto y {ej,...,e,} la base canénica

de R". Paraz € I/, 1 <1 < n, definimos

axi t—0 t

siempre que el limite exista, y llamamos a D; f una derivada parcial.

3.4 Teorema. Supongamos que f mapea E C R" en R, E es abiertoy f es diferenciable
en © € E. Entonces las derivadas parciales (D; f)(x) existen y f'(x)e; = (D;f)(x).

9



Demostracion: Sea 1 < i <n. Como f es diferenciable en x,

fla+te) - f(z) = f'@)(te) +rlte;)  donde lim “t:i) 0.
Como f'(z) es lineal,
Fw)er = lim LEH 1) = T@) ey

t—0 t

3.5 Definiciéon. Sean £ C R" abiertoy f: E — R diferenciable. Decimos que [ es con-
tinuamente diferenciable en E si f' es una funcién continua de E en L(R"). Explicitamente

requerimos que, para cada x € E y € > 0, exista 6 > 0 tal que
yeEylr—yl<d=|f(y) - f@) <e

En este caso escribimos f € C1(E).

El siguiente resultado nos da una caracterizacion de las funciones continuamente di-

fierenciales en términos de las derivadas parciales. Para la demostracién, véase [5].

3.6 Teorema. Supongamos que f mapea un abierto E C R"™ en R. Entonces son
equivalentes:
a. f e CH(E).

b. Las derivadas parciales D; f existen y son continuas en E para toda 1 < i < n.

e Si las derivadas parciales D; f existen para toda 1 <14 < n, denotamos por (Vf)(x) al

vector

y lo llamamos el gradiente de f en z, i.e.,

n

(VI)(@) =) (Dif)(@)e:.
i=1
Ahora, dada A € L(R"), el vector a = (Aey,...,Ae,) satisface Ah = (a,h) para toda
h € R"™ donde (-,-) es el producto interno en R". Por otro lado, si a € R", definimos
A:R" — R como Ah := (a,h) y, claramente, A € L(R"). Por lo tanto existe una
correspondencia uno-a-uno entre R" y L(R"). Por el Teorema 3.4, si f es diferenciable en

x, entonces

f'(x)h = ((Vf)(x),h) paratoda h e R".

10



Debido a esta igualdad, es usual utilizar la notacién f’(z) para el gradiente de f en z.
Visto de otra manera, si en la Definicién 3.2 escribimos f’'(xo;-) := A(:) y llamamos a

f(zo;-) la diferencial de f en xg entonces, con la correspondencia uno-a-uno entre R" y

L(R"), le asociamos a A el vector f'(zg) tal que (f'(xo), h) = f'(zo;h) para toda h € R"

y lo llamamos el gradiente de f en z.

3.7 Definicién. Una forma cuadrdtica @ en R" es una funcién Q: R" — R tal que,

para toda x = (x1,...,2,) € R",
n
Q(r) = Y ayax;
,j=1
donde a;; € Ry A = (a;5) es una matriz simétrica. Nétese que

Q(x) = (Ax,z) = (x, Az) = 2" Ax

donde x es un vector columna y z* su transpuesta. Decimos que () es positiva, negativa,
etc., si lo es Q(z) para toda = # 0. Andlogamente, a toda matriz simétrica A = (a;;) le
asociamos la forma cuadratica Q(z) := (Az, x) para toda x € R". La matriz A es positiva,

negativa, etc., si lo es su forma cuadratica asociada.

Una aplicacion inmediata del Teorema 1.2 es el siguiente resultado de existencia para

formas cuadraticas.

3.8 Teorema. Dada una forma cuadrdtica (Q en R", existen vectores unitarios xg, 1 €

R" tales que
Q(zo)lz> < Q(z) < Q(z1)|z|* (x € R™).

Demostracion: Sea E = {z € R" : |z| = 1} la (n — 1)-esfera. Como E es compacto,

existen puntos zg,r; € E tales que, para toda x € F,

Qo) < Q(x) < Q(z1).

Por lo tanto, para toda x € R" con x # 0,

y el resultado se sigue. 1
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3.9 Definicién. Sean F C R™ abierto, f una funcién que mapea F en Ry zg € E.
Decimos f tiene una sequnda diferencial en xq si f tiene una diferencial f'(xg;-) en z¢ y

existe una forma cuadréatica (Q en R" tal que

i f(@) = f(xo) — f(zo; 2 — m0) — 3Q(x — x0)

T—X0 ’I — x0’2

=0.

En este caso escribimos f”(xp;-) := Q(+) y llamamos a f"(z¢;-) la sequnda diferencial de
f en xo. La matriz simétrica f”(xg) tal que (f"”(zo)h,h) = f"(xo;h) para toda h € R"
se llama el Hessiano de f en xy. Notese que, si f tiene una segunda diferencial en xg,

entonces

f(z) = f(zo) = f/(l‘o;il? —x9) + %f”(ﬂfo;ﬂ? — 20) + r(x — Z0)

donde r es tal que
r(h)

—= =0.
B0 |h|?

3.10 Definicién. Supongamos que f es una funcién real definida en un abierto £ C R",
con derivadas parciales Dy f, ..., D, f. Silas funciones D; f son a su vez diferenciables, las

derivadas parciales de sequndo orden de f estan definidas como
Dijf = DzDJf (’l,] = 1,...,n).

Si estas funciones D;; f son continuas en E, decimos que f es de clase C? en E'y escribimos
f € C?(E). Analogamente, f € C™(E) si f es continua y posee todas las derivadas
parciales continuas de grado menor o igual que m en E. Diremos que f es de clase C"" en

un conjunto £ C R arbitrario si f es de clase C™ en una vecindad de FE.

El Teorema de Taylor nos resultara crucial a lo largo del trabajo. Para una demostracién

referimos a [2].
e Taylor

3.11 Teorema. Sean S un subconjunto de R", f una funcién que mapea S en R y

supongamos que x + th € S para toda t € [0, 1].
a. Si f € C1(S) entonces existe t; € (0,1) tal que

flx+n)=f(x)+ f'(x+tih; h)
= f(x) +/ f'(x + th; h)dt.
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b. Si f € C?%(S) entonces existe to € (0,1) tal que
1
fla+h) = f@)+ f'(@:h) + S f" (@ + t2hi )

= f(z) + f'(z;h) + /0 (1 —t)f"(x + th; h)dt.

4 S ABIERTO

En esta seccion estudiaremos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para el
caso en el que S es un conjunto abierto.

Denotaremos a un minimo local que es solucién de P(S) como una solucién local de
P(9).

A lo largo de la seccién supondremos la hipdtesis, que denotamos por (H), de acuerdo
con la cual f € C*(S) (para condiciones de primer orden) y f € C?(S) (de segundo orden).

e Condiciones necesarias para la existencia de una solucién local en S

4.1 Teorema. Si xzq es solucién local de P(S) entonces f'(xo) =0y f"(x9) > 0.
Demostracion: Sea 6 > 0 tal que f(x) > f(xo) para toda x con |z — x| < . Sean h # 0,
€ :=0/|h| y definamos z(t) := xg + th y g(t) := f(z(t)) para toda t € (—e,€). Como

|2(t) — zo| = |t||h] < €|h| =0 para todat € (—e¢,¢),

se tiene que f(z(t)) > f(zo), o sea, g(t) > ¢(0) para toda t € (—e,€). Por lo tanto
g: (—€,€) — R tiene un minimo en ¢t = 0. Por el Teorema 2.7(a), 0 = ¢'(0) = f'(zo;h) y
0<¢"(0) = f"(zo;h). 1

e Condiciones suficientes para la existencia de una solucin local en S

4.2 Teorema. Sizg € S, f'(xg) =0y f"(xo;h) > 0 para toda h # 0, entonces existen
d,m > 0 tales que
|z — x| <& = f(x) > flwo) +mlz —zof,

Demostracion: Por la Definicion 3.9, sabemos que
/ ]‘ /!
f(x) = f(zo0) + f'(x0; 2 — T0) + §f (zo;z — z0) + r(z — 0)

13



donde la funcién r es tal que
r(h)

noo B2 0

Como la forma cuadratica f”(zg;h) es positiva en h, por el Teorema 3.8 existe m > 0 tal
que, para toda h € R", f”(zo;h) > 4m|h|>. Sea § > 0 tal que |h] < § = |r(h)| < m|h|>.

Por lo tanto, si |z — z¢| < ¢ entonces
]' 12 2
f(z) = f(wo) = §f (xo;x — xo) + 7(x — 20) > M|z — 20|71

Veamos una aplicacién de estos resultados.
4.3 Ejemplo. Consideremos la funcién f: R? — R dada por
f(z,y) = 52 + dxy +y* — 62 — 2y + 6.

Tenemos que

f/(x7y) = (fm(w,y),fy(Ly)) = (10x +4y — 6,42 + 2y — 2)

Si (xo,yo) minimiza a f entonces f'(zg,y0) = 0, lo cual se satisface en (xg,yo) = (1, —1).

Ao ferly) fopey)) _ (10 4
" - xx\T, Y zy\L, Y _
ren =y wen) = (52
y por lo tanto, para toda (h, k) # (0,0),

" (z0,y0; b, k) = (h, k) (140 ;l) (Z) = 10h2 + 8hk + 2k% > 0.

Esto tdltimo se puede ver de la siguiente forma. La desigualdad se satisface si h = 0 y
k # 0. Si h # 0, su minimo relativo a k se encuentra al diferenciar con respecto a k. El
resultado es

8h+4k =0 o bien k= —2h.

En este caso tenemos
10h? + 8hk + 2k% = 10h® — 16h? + 8h% = 2h> > 0.

Por el Teorema 4.2, (1,—1) minimiza localmente a f.

4.4 Proposicién. Sea A una matriz simétrica no negativa. Entonces son equivalentes:

a. A es positiva.
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b. A es no singular, i.e., det A # 0.

Demostracion: Sea @) la forma cuadratica asociada a A.

(a) = (b): Supongamos que A es singular. Por lo tanto existe xg # 0 tal que Azxg =0
lo cual implica que Q(z¢) =0y A es no positiva.

(b) = (a): Supongamos que existe xg # 0 tal que Q(z¢) = 0. Por lo tanto z es un
minimo de Q). Por el Teorema 4.1, Q'(xg) = 2Azo = 0 y A es singular. I

4.5 Definicién. Un punto z = ¢ es un punto critico de f si f'(¢) = 0. Un punto critico

c es no degenerado si f”(c) es no singular, esto es, |f”(c)| # 0.

4.6 Corolario. Si ¢ es un punto critico no degenerado de f entonces f(c) es un minimo
local estricto de f en S < f”(c) > 0.

5 FUNCIONALES LINEALES

En esta seccién usaremos el concepto de funcionales lineales para derivar un resultado
de suma importancia en la determinacién de multiplicadores de Lagrange, que utilizare-
mos en el capitulo siguiente para derivar condiciones de optimalidad para problemas con

igualdades.

5.1 Definicién. Sean X un espacio vectorial y L;: X — R (i = 1,...,m) funcionales
lineales. Decimos que el conjunto {L;}" es linealmente independiente si Y |" a;Li(x) =0
(xeX)=a,=00G=1,...,m).

5.2 Proposicién. Sean X un espacio vectorial y {L;}{* funcionales lineales en X.
Entonces son equivalentes:

a. {L;} es linealmente independiente.

b. Existen x1,...,z, € X tales que |L;(x;)| #0 (i, =1,...,m).

Demostracion: Sea F(z) := (L1(x),...,Ln(z)) (x € X). Por lo tanto F' mapea X en un
subespacio Y := F(X) de R™. Como la relacién Y " a;L;(x) =0 (z € X) se satisface <
S 1aiyt =0 (y €Y), el conjunto {L;} es linealmente independiente < no existe ningtin
vector en R™ ortogonal a Y & Y = R & existen m vectores linealmente independi-
entes y1,...,Ym € Y & existen z1,...,x, € X tales que y; = (Li(xj),..., Ln(x;)) son

linealmente independientes < (b).
5.3 Observacién. Si X = R", un funcional lineal es de la forma L(z) = Y ] a;27 =
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(a,x). Si
Li(x) = (a;,z) (G=1,...,m)

entonces {L;}7" es linealmente independiente < A = (a;;) es de rango m.

5.4 Teorema. Sean X un espacio vectorial, L, L; (i =1,...,m) funcionales lineales en
X

Y

R={zeX|Li(z)=0(=1,...,m)},

y supongamos que L(x) = 0 para toda x € R. Entonces existen multiplicadores {\;}7"

tales que
m

L(x) = Z)\iLi(:c) (xr € X).

1

Si {L;}" es linealmente independiente entonces los multiplicadores son tinicos.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, {L;}1" es linealmente independiente. Por la

Proposicién 5.2, existen x1,...,x,, € X tales que si
Li(xy) -+ Lpy(21)
A=| s

entonces |A| # 0. Sea A = (A1,...,A\m)" (que es unico) tal que AN = (L(x1),. .., L(zm))",

de manera que

L(zj) = Z)\iLi(:vj) (j=1,...,m).

Seaz € X ysea b= (by,...,by)" tal que b*A = (L1(x),..., Ly(x)), de manera que

0=Li(z) = Y _ Li(z;)b; = L; (x - iijj) (i=1,...,m).

Jj=1

Como z — Y_|"x;b; € R, se tiene L(x — Y " x;b;) = 0. Por lo tanto

0=L(z) = Y L(x;)b; = L(x) - Z AiLi(2;)b; = L(x) = > \iLi(z). I
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Capitulo II

El Caso de Dimension Finita

En este capitulo estudiaremos problemas de optimizacién de dimension finita con re-
stricciones en forma de igualdades. Buscamos minimizar una funciéon f en el conjunto S

definido por ecuaciones de la forma
S={zxeR"|ga(z) =0 (€ A)}donde A={1,....m} (m<n)yg:R" =R

El problema de minimizar f en S sujeto a la restriccion g = 0 es equivalente al de
minimizar F' = f + A\g sin restricciones. Sin embargo un mejor procedimiento es utilizar
la regla de multiplicadores de Lagrange.

La existencia de adecuados multiplicadores es consecuencia del concepto de regulari-
dad. Sin embargo puede resultar extremadamente dificil, en ciertos casos, verificar dicha
propiedad por lo que también estudiaremos el concepto de normalidad en las restricciones.
El concepto de normalidad implica a su vez regularidad asi como la unicidad de los multi-

plicadores y dicha implicacién se puede probar a través del teorema de la funcion implicita.

1 RESTRICCIONES CON IGUALDADES

Supongamos la hipétesis (H)(ver pagina 13, Capitulo 1, Seccién 4) y sean A = {1,...,m}
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(m < n), go:R" = R (a € A) funciones de clase C! y

S={zeR" | go(x) =0 (ax € A)}.

1.1 Definicion. Para toda zg € S definimos

a. el espacio de vectores tangentes curvilineos a S en xg
Cs(zg) :=={h € R" | existen € > 0 y z: (—¢,€) — S tales que z(0) = xo, £(0) = h}
b. el espacio de restricciones tangenciales de S en xq
Rs(wo) i= {h € R" | g (wo;h) = 0 (a € A)}

La notacién ¢, (xo; h), de igual manera que en el capitulo I pagina 13, hace referancia al

producto interno de g/, (z¢) con h. Es decir (g/,(zo), h) = g, (xo; h)

1.2 Proposicién. Para toda zg € S, Cs(xg) C Rs(xp).
Demostracion: Sea h € Cg(xg) y sean € >0 y z:(—€,¢) — S tales que z(0) = xo,
#(0) = h. Como g, (z(t)) = 0 para toda t € (—e,€), a € A, diferenciando esta identidad

en t = 0 se tiene
0 = g4 (x(0);2(0)) = g5, (o h). I
Veamos un ejemplo en el que el converso no necesariamente es cierto.

1.3 Ejemplo. Consideremos la funcion

g(z,y) = (@* +y° — 1)

para toda (z,y) € R de manera que m=1,n=2y

S ={(z,y) € R?| g(x,y) = 0}.

Como
g (z,y; ho k) = 2(z® + y* — 1)(2wh + 2yk),

tenemos que ¢’(0,1; h, k) = 0 para toda (h, k) € R? lo cual implica que Rg(0,1) = R?. Por
otro lado, (h, k) € R? pertenece a Cs(0,1) si y solo si existen € > 0y (2,%): (—¢,€) = R?
tales que

i (22(t) +y2(t) = 1)2 =0 (t € (—¢,¢));

ii. (2(0),y(0)) = (0,1);
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i, (2(0), 5(0)) = (h, ).
Por (i) se tiene que 2%(t) = 1 — y2(¢) para toda t € (—¢,€) y por lo tanto

20()i(t) = =2y()y(t) (€ (=€ €)).

Por (ii), 0 = —29(0) y por lo tanto, por (iii), & = y(0) = 0. Como h es arbitraria, se sigue
que
Cs(0,1) = {(h,k) € R* | k = 0}.

1.4 Definicién. Decimos que zy € S es un punto reqular de S si Cs(xg) = Rs(xg).

1.5 Definicién. Dada A = (A\q,...,\,) € R™, definamos (funcion de Lagrange)

F(JJ) = f(x) + Z )\ozga(x)'

1.6 Teorema. Regla de Multiplicadores de Lagrange
Supongamos que un punto (g, yo) es un minimo local para f(z,y) sujeto a la restriccién
g(xz,y) = 0. Supongamos, ademas que (¢z,9y) # (0,0) en (zo,yo), entonces existe un

multiplicador A tal que, si establecemos

F(l’,y) = f(:v,y) + )\g(:c,y)

entonces
Fm(x07y0):0 ) Fy(x07y0):0

ademéds
F"(z0,y0; hy k) = Faa (0, Y0)h? + 2Fuy (20, yo)hk + Fyy (20, y0)k* > 0
para toda (h, k) # (0,0) tal que

g (%0, Y05 hy k) = g (0, y0)h + gy (z0,yo)k = 0

e Condiciones necesarias para que un punto regular sea solucién de P(S)

1.7 Teorema. Si xg es solucién local de P(S) y un punto regular de S entonces existe
A € R™ tal que F'(xg) =0 y F"(x9;h) > 0 para toda h € Rg(xq).
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Demostracion: Sea h € Rg(xo) = Cs(xg) y sean € > 0y z: (—e¢,€) — S tales que x(0) =
xo y ©(0) = h. Entonces ¢(t) := f(z(t)) (—e < t < €) tiene un minimo local en t = 0 y

por lo tanto
0=1¢'(0) = f'(zo;h) y 0=<¢"(0) = f"(zo;h).

La primera conclusion se sigue del Teorema 5.4. Ahora, como ¢(t) = F(x(t)), por el
Teorema de Taylor 3.11(b),

p(t) —(0) _ Fa(t) = Flao) _ 1., <f(t), z(t) — xo)

12 t2 2 ’ t

donde Z(t) = zg + 6(t)[x(t) — z¢) con 0 < O(t) < 1. Por lo tanto

1 () —p(0) 1
< — " = _ = = — " : .
0= 5¢"(0) = lim =3 51 (xo; ).

e Condiciones suficientes para que un punto regular sea solucién de P(S)

1.8 Teorema. Supongamos que zo € S y que existe A € R"™ tal que F'(zg) =0y
F"(x;h) > 0 para toda h € Rs(xg), h # 0. Entonces existen m > 0 y una vecindad N de
xq tales que

f(z) > f(xo) + m|z — xo|*> para toda x € SN N.

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda ¢ € N existe z, € S tal

que
2

1
ty == |xq—930|<5a f(xq)<f(xo)+gq-

Claramente ¢, > 0. Si es necesario, reemplacemos {x,} por una subsucesién (denotada

otra vez por {z,}) tal que la sucesién de vectores unitarios

h L Zli'q—xo . .I'q—.CCO
q

tq B |24 — o]

converge al vector unitario h. Entonces

ga<xq) B ga(xo) / (1,0; h)

q—+00 tq

y por lo tanto h € Rg(zg), h # 0. Ahora, por Taylor 3.11(b),

1 F —F 1 — 1
- > (zq) 5 (z0) = _F" (fq; Ta %0 x()) = S F"(Zg; hy)
q t2 2 t, 2
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donde Z, = zp + 04(xqy — x0) con 0 < §, < 1. Por lo tanto

F(zy)— F 1
0> lim (zq) 5 (z0) _ —F"(z0;h). 1
g—00 e 2

Enunciaremos ahora una versién del Teorema de la funcién implicita. Para la de-

mostracion referimos al lector a [2].

e Teorema de la funciéon implicita

1.9 Teorema. Sean S C R™ x R"™ abiertoy f: S — R" con f(t,x) y f.(t,x) continuas
en S. Supongamos que existen un compacto To C R™ y una funcién continua xo: Ty — R"
tales que

i. (t,zo(t)) € S (t € Tp).

ii. f(t,2o(t)) =0y [fult,zo(t)] # 0 (t € To).
Entonces existen una vecindad T de Ty, una funcién continua z: T — R" y una constante
e > 0 tales que

a. z(t) = xo(t) (t € Tp).

b. f(t,z(t)) =0 (t € T).

c. f(ty)=0yly—a(t)<e(teT)=y=ua()

d. feC™(S)=xecC™T).

Antes de introducir el concepto de normalidad, probemos el siguiente resultado auxiliar

que nos permitird imponer condiciones que implican regularidad.

1.10 Teorema. Supongamos que g:R"™ — R™ (m < n) es de clase C* (k > 1) en una
vecindad de un punto xg y g'(xg) es de rango m. Entonces para toda h € R" existen § > 0
y x:[-0,0] = R" de clase C* tales que

2(0) =9, #(0)=h y g(z(e) = g(zo) +€g'(zo;h) (le] <9).
Demostracion: Sea h € R"™ y definamos, para toda (e,b) € R x R™,
T(e,b) :=x0+eh+ g™ (0)b v G(e,b) = g(T(e, b)) — g(xo) — €4’ (wo; h).

Como G(0,0) =0y |Gy(0,0)| = |g'(x0)g"* (x0)| # 0, por el Teorema de la funcién implicita
existen § > 0y b: [—6,6] — R™ de clase C* tales que b(0) = 0y G(e,b(€)) = 0 (e € [0, d]).

Diferenciando esta ultima identidad con respecto a € en € = 0 obtenemos
0= G.(0,0) + G,(0,0)b'(0) = G(0,0)d'(0)
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y, como |Gp(0,0)| # 0, se sigue que b'(0) = 0. Sea z(e) := Z(e,b(€)) para toda |e| < 0.
Entonces x(0) = x,
£(0) = Z.(0,0) + 7,(0,0)0'(0) = h

y se cumple
9(z(€)) — g(x0) — €g'(wo; h) = G(e,b(e)) =0 (|e] < 6). 1

e Normalidad

1.11 Definicion. Decimos que xg € S es un punto normal de S si las ecuaciones lineales
g (zo;h) = 0 (o € A) en h son linealmente independientes, esto es, si los gradientes

g1 (o), ..., g, (xo) son linealmente independientes, lo cual es equivalente a requerir que la

99a (o) _ o
( O ) (a=1,...,m;i=1,...,n)

matriz

sea de rango m.

Veamos ahora por qué normalidad implica regularidad.

1.12 Teorema. Sea z( un punto normal de S y sea h € Rs(xo). Entonces existen € > 0
y x: (—€,€) — S tales que z(0) = xg, 2(0) = h, o sea, h € Cs(xg). Si g, son de clase C*
en una vecindad de x, entonces también xz es de clase C*.

Demostracion: El resultado es inmediato del Teorema 1.10 con h satisfaciendo

ga(zoih) =0 (a € A).1

e Condiciones necesarias para que un punto normal sea solucién de P(S)

1.13 Teorema. Si xg es solucién local de P(S) y un punto normal de S entonces existe
A € R™ dnico tal que F'(xg) =0y F"(xo;h) > 0 para toda h € Rg(xo).

Demostracion: La existencia de A € R™ se sigue de los Teoremas 1.7 y 1.12 y la unicidad
del Teorema 1.5.4. 1

2 FUNCIONES DE PENALIZACION

Normalmente una solucién del problema de minimizar una funcién sujeta a restricciones

puede ser obtenida como un conjunto de soluciones elegidas convenientemente del problema
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sin restricciones. El procedimiento mostrado en esta secciéon consiste en construir una
funcién G(z) no negativa tal que los puntos que satisfacen nuestras restricciones estén
dados por la solucién de G(x) = 0. Después agregaremos el término de penalizacién
oG(z) a la funcién F(x) para ser minimizada bajo las restricciones dadas. Finalmente

obtendremos el punto minimo x(o) de la funcién aumentada H(z,0) = F(z) + 0G(z)

2.1 Teorema. Sean F' y G funciones continuas en un conjunto compacto N C R" con
G(x) > 0 para toda x € N. Definimos

H(z,0) = F(z)+ oG(x) (x € N,o € R)

y sea x(o) un punto minimo de H(-,0) sobre N. Supongamos que existe un iinico punto

xg el cual minimza a F' en el conjunto
S={zx e N|G(x)=0}.

Entonces z(0) — g, 0 — 00.
Demostracion: Sea {o,} C R una sucesién que tiende a oo y sea z, = x(0,). Como

G(z9) =0y x4 minimiza a H(-, 04), tenemos
F(zq) +04G(xq) = H(xg,04) < H(x0,04) = F(x0)

y entonces
limsup{F(z,) + 0,G(z4)} < F(xp).

q— 00

Ya que G es no negativa en N, se sigue que

limsup F'(zq) < F(z9) y lim G(zq) =0

q—>00 q—00

Por lo tanto, si Z es el limite de una subsucesién convergente de {z,},
F(5) < F(wo) y G(z)=0.

Por compacidad de N, T estd en N y por lo tanto en S. Por unicidad de x(, tenemos que
Z = xo. En consecuencia, cada subsucesion convergente de {z,} converge a zp. Como {z,}

es acotada, esto solo es posible si

lim z, = lim z(o,) = xo.
q— 00 q— 00

De lo anterior se sigue que x(o) — xg,0 — 00. 1
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Veamos ahora un resultado crucial, en términos de formas cuadraticas, que nos permitira

derivar suficiencia para el problema con restricciones.

2.2 Teorema. Sea C' un cono cerrado en R" y sean P y () dos formas cuadraticas con
la propiedad de que si Q(x) = 0 entonces P(z) > 0 para toda x # 0 en C. Supongamos
que Q(x) > 0 para toda x en C. Entonces existe oy > 0 tal que P(x) + cQ(z) > 0 para
toda x # 0 en C y toda o > oy.

Demostracion: Sea N = {z € C': |z| < 1}, el cual es compacto. Definimos
H(z,0) = P(z) + oQ(x) (x € C,o € R)
y sea (o) un punto minimo de H(-, o) sobre N. En particular, para todo o € R se cumple

H(x(o),0) < H(0,0) = 0.

Supongamos que b(c) := |z(0)| # 0. Entonces x(c)/b(c) es un vector unitario en N,y
z(o0) \ _ H(z(0),0)
H(l‘(U),U)SH(m,U)—WSO

porloque 0 < b(o) < 1. Se sigue que si H(z(0),0) < 0entonces b(o) = 1.Si H(z(0),0) =0
y b(o) < 1, podemos sustituir x(o) por z(c)/b(c). Por lo tanto, o x(o) es un vector
unitario, o bien (o) = 0. Por 2.1, tenemos x(c) — 0,0 — co. Como |z(o)| = 1 a menos
que x(o) = 0, esto es posible si y sélo si z(0) = 0 para valores grandes de o. Existe, pues,
una constante o1 > 0 tal que z(o) = 0 para toda o > ;. Ahora, sea oy > 01 y tomemos
oc>o0pyxz#0en N. Si Q(x) =0 entonces H(x,0) = P(x) >0,y si Q(x) > 0 entonces

H(z,0) > H(x,01) > H(xz(01),01) = 0.
Por lo tanto, para cualquier z £ 0 en C'y o > 0oy,
H(z,0) = |x\2H(ﬁ,a) >0
x

y se sigue el resultado. 1

3 AUMENTABILIDAD

El concepto de aumentabilidad ha estado presente en la teoria variacional por un largo
tiempo. Hestenes [2], fue el primero en utilizarlo entre 1946 y 1947 en el estudio de

problemas de Bolza en céalculo de variaciones.
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En esta seccion mostraremos un enfoque alternativo de la regla de multiplicadores de
Lagrange para el caso de restricciones con igualdades. Mostraremos que la regla de mul-
tiplicadores de Lagrange es una consecuencia de aumentabilidad y que aumentabilidad es

una consecuencia de la regla de multiplicadores restringida.

e 3.1 Supongamos la hipétesis (H)(ver capitulo 1, pagina 13, seccién 4) y sean A =
{1,....m} (m < n)y go:R"” — R (a € A) funciones de clase C?. Consideremos el

problema P(S) de minimizar a f en el conjunto
S={xeR"|ga(z) =0 (€ A)}.

Dados (A,0) € R™ x R, definimos
m O_m
H(x)= f(x)+ AaGa(T) + = o(2)?.
() = 1) + 3 Aagale) + 5 3 gnle)

Decimos que P(S) es aumentable en xg si xo € S es un minimo local para H, para algin
(A, o) € R™ x R. Notemos que H(z) = f(z) para toda x € Sy asi, si P(5) es aumentable

en xp, entonces xry es un minimo local para f en S.

3.2 Teorema. Si P(S) es aumentable en xy entonces la regla de multiplicadores de
Lagrange se cumple para xy. Ademads, xo es un minimo local de f en S.
Demostracion: Sea xy un minimo local para H y notemos que H(x) = F(x) + 0cG(x)

con

1 m
@)= 23 0u@)?, F=F+Xgi+ .+ At
a=1

y S ={x e R"|G(x) =0}. Como zp es un minimo local sin restricciones de H, por
el Teorema 2.1 tenemos que H'(xzg) = 0y H"(z9) > 0. Como G(z9) = 0y G(z) > 0

(x € R"), xp minimiza a G, También por el Teorema 2.1 tenemos que G’(xg) = 0. Por lo

tanto
0= H/(IL'()) = F/(:U()) + UG/({E()) = F/(xo),
0 < H'(zg) = F"(x0) + 0G" ()
por lo que F”(zo;h) > 0 siempre que G”(xo; h) = 0. Como G”(zo;h) = 3.7 g\ (w03 h)?,

tenemos que F"(xo;h) > 0 siempre que g, (zo;h) =0 (o € A), y por lo tanto xq satisface

la regla de los multiplicadores de Lagrange (ver Teoremas 1.6 y 1.12). 1

3.3 Teorema. Supongamos que zo € S y, existe A\ € R™ tal que F'(zg) = 0y
F"(x0) > 0 para toda h € Rgs(xg) con h # 0. Entonces existen oy, k > 0 y una vecindad
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N de xq tales que, si o > oy y x € N, entonces
H(z) > H(zo) + k|lz — x0]*.

En particular, P(S) es aumentable en x( y, para todax € NN S,
f(@) > f(wo) + K|z — xo|*.

Demostracion: Como xy minimiza a G, G"”(xg) > 0. Ademds las formas cuadraticas
P = F"(x9) y Q = G"(x0) satisfacen las hipé6tesis del Teorema 2.2. Por lo tanto existe
oo > 0 tal que, para toda h # 0,

F”(.’L‘O; h) + UoGH(IQ; h) > 0.

En consecuencia, H'(x) = 0y, para h # 0, H" (x9; h) > 0. Por el Teorema 4.2 existen una

constante £ > 0 y una vecindad N de x( tales que, para toda = € N,
H(z) > H(x) + k|lz — 20|*

Como G(z) > 0, esta desigualdad también es valida si sustituimos o por cualquier niimero

mayor o. La ultima desigualdad se sigue de la anterior cuando G(z) = 0.1

De acuerdo con los resultados de los tltimos dos teoremas, concluimos que la hipdtesis
de aumentabilidad implica la regla de los multiplicadores de Lagrange y que la regla de los
multiplicadores de Lagrange restringida implica aumentabilidad, sin el supuesto del criterio
de regularidad. En consecuencia ambos enfoques son alternativos pero no equivalentes para

la existencia de adecuados multiplicadores de Lagrange.

4 EJEMPLOS

Consideremos el problema (P) de minimizar f: R* — R en el conjunto

S ={(z,y) € R* | g(=,y) = 0}

4.1 Ejemplo. (P) es regular y aumentable en (0,0). Sea

flr,y) =22 —y* — 4y, g(z,y) =v.
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Como ¢'(0,0) # (0,0), (P) es regular. Es aumentable en (0,0) ya que
-2
H(z,y) = 2® + (UT)?JQ +(A =4y

tiene un minimo local estricto en (0,0) si A=4y o > 2.

4.2 Ejemplo. (P) no es regular ni aumentable en (0,0), pero (0,0) minimiza a f en S.

Sea

fla,y) =2 —y* — 4y, g(z,y) =y*.
Este problema no es regular en (0,0) ya que 7'((0,0)) coincide con la linea y = 0, mientras
Rs((0,0)) es R?. No es aumentable en (0,0) ya que

H(z,y) =x2—4y+(k—1)y2+%y4

falla en tener un minimo en (0,0) para cualesquiera A y o.
4.3 Ejemplo. (P) no es regular en (0,0), pero es aumentable en ese punto. Sea

flay) =2 —y' —4y®, g(z,y) =y°
De la misma forma que en 2, (P) no es regular en (0,0). Sin embargo, es aumentable en

(0,0) ya que
o—2

H(z,y) = 2> + (T>y4 + (A —4)y?

se minimiza en (0,0) cuando A =4y o > 2.
4.4 Ejemplo. (P) es regular en (0,0), pero no es aumentable en ese punto. Sea

flry) =2 +2r+y*, g(z,y) =2y —z.

Es claro que f tiene un minimo local estricto en (0, 0) sobre S. Como ¢'(0,0) # (0,0), es un
punto normal y por lo tanto también regular para (P). Sin embargo, (P) no es aumentable

ya que consideremos la funcion

2
Si H'(0,0) = (0,0), debemos tener A = 2. Por lo tanto,

H(z,y) = 2? [14— z(y— 1)2} + (2= Nz + vy + ¢

H(z,y) = 2* {1 + %(y— 1)21 + 2zy + yt.

Podemos suponer que o > 0. Si y? < 1/(1420) y x = —y/(1 + 20), se tiene que

1
H(z,y) Syz(yQ—

=H

y por lo tanto (P) no es aumentable en (0, 0).
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Capitulo III

El Problema Basico de Calculo de Variaciones

En este capitulo estudiaremos problemas de optimizacion de dimension infinta. De
manera similar al caso de dimensioén finita, comenzaremos estudiando un problema de
optimizacién sin restricciones conocido como el problema bésico de puntos fijos en cédlculo
de variaciones y obtendremos condiciones necesarias de primer y segundo orden para dicho
problema.

En las secciones siguientes, nos concentraremos en el problema de Lagrange que involucra
restricciones diferenciales en forma de igualdades y enunciaremos condiciones necesarias
para trayectorias normales en términos de la formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana.

De manera semejante al caso de dimension finita se mostrard un posible concepto de
aumentabilidad. Este permitira derivar de manera muy sencilla las condiciones clasicas

del problema de Lagrange, con el fin de estudiar problemas que no son normales.

1 EL PROBLEMA, SOLUCIONES Y CONDICIONES NECESARIAS

Empezaremos definiendo el espacio de funciones en el cual esta definida el funcional que

se desea minimizar.

1.1 Definicién. Una funcién z:[a,b] — R se dice que es continua a trozos en [a,b] si
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existen

a=1t <ty < - <ty <tnyy1=0

tales que x es continua en cada intervalo [t;,t;11] (i = 1,..., N) y x tiene limites (finitos)
por la derecha z(t; + 0) y por la izquierda z(¢; — 0) para toda i = 1,..., N. Usamos el
simbolo z(t;) para denotar z(t; — 0) si se trata del intervalo [a, ;] y z(t; + 0) si se trata de
[ti,0]. En otro caso, x(t;) denota alguno de los dos valores z(¢; — 0) o z(t; + 0).

Decimos que una funcién z: [a,b] — R", dada por x = (x1,...,x,), es continua a trozos
en [a,b] silo es z; para todai=1,...,n.

Decimos que una funcién = es C' a trozos, si x es continua y su derivada & es continua

a trozos. Los puntos en los cuales & es discontinua se llaman puntos esquina de x.
e Planteamiento del problema

Tenemos dados un intervalo T := [tg,t1] en R, dos puntos &y, & en R", un conjunto A
abierto (relativo) en Tx R™ x R"™ y una funcién L (lagrangiano) que mapea T'x R" x R" en

R. Sea X el espacio vectorial de las funciones C'! a trozos que mapean T en R", definamos
X(A) = {z € X | (La(t),a(t) € A (t € T)},

Xe(A) == A{z € X(A) | z(to) = &, z(t1) =&},
y consideremos el funcional I: X — R dada por
ty
I(x) ::/ L(t,z(t),z(t))dt (x € X).
to

El problema bdsico de puntos fijos en cdlculo de variaciones, que denotamos por P(A),
consiste en minimizar I en X.(A).

El problema depende del lagrangiano, las restricciones y el conjunto A, pero escribiremos
explicitamente solo su dependencia de A. Los elementos of X son arcos o trayectorias, y
son admisibles si pertenecen a X (A). Siz € X, usamos la notacién (Z(t)) para representar
(t,z(t),z(t)) (t € T'). Denotamos los valores de L por L(t,z,) y, para u igual a x, & o

(x,#), diremos que L € C*(A;u) si L es continua en A y C* con respecto a u en A.

1.2 Definicién. Una trayectoria x es una solucion de P(A) si pertenece a
S(A) :={zx € X.(A) | I(x) < I(y) para toda y € X.(A)}.
Para minimos locales, consideremos las siguientes normas en X:
llz|lo ;== sup{|xz(t)| : t € T} (norma fuerte),

29



|lz|l1 :== ||z|lo + ||Z]jo0 (norma débil).

Decimos que z € X.(A) es un minimo fuerte de P(.A) si es un minimo local de I en X, (.A)
con respecto a la norma fuerte en X, o sea, si existe € > 0 tal que I(x) < I(y) para toda
y € X.(A) N Ny(z;e€), donde

No(z;e) ={y € X : ||z —yllo < €}.
Un minimo débil de P(A) corresponde a reemplazar Ny (x;€) por
Ni(;e) = {y € X : |l —ylls < ¢}
en la definicién anterior. Nétese que, si definimos para toda z € X y € > 0,
To(zse) :={(t,y) e T x R" : |x(t) —y| < e} (tubo alrededor de z)

entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a. x es un minimo fuerte de P(A).

b. Existe € > 0 tal que z € S((Tp(z;¢) x R™) N A).

c. =€ X.(A)y existe e >0 tal que I(z) < I(y) para toda y € X.(A) con (¢,y(t)) €
To(zse) (t€T).

Andlogamente, si definimos para toda x € X y € > 0,
Ty (z5€) == {(t,y,v) € To(x;€) x R™ : |£(t) —v| < €} (tubo restringido alrededor de x)

entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a. z es un minimo débil de P(A).

b. Existe € > 0 tal que x € S(T1(z;¢) N A).

c. ©€ X.(A)yexistee > 0tal que I(z) < I(y) paratoday € X.(A) con (¢,y(t),y(t)) €
Ti(zs€) (t€T).

1.3 Definicién. Para toda x € X definimos la primera variacion de I con respecto a x

como

F@w%zllﬂAﬂmMﬂ+M@ﬁmmﬂﬁ (y € X).

v la sequnda variacion de I con respecto a x como

ﬂwwwz/lmwmmmmw (v € X)

to
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donde, para toda (t,y,7) € T x R*",

2Q(t,y,9) = (Y5 Lax(2@)y) + 2(y, Laa (2(2))9) + (5, Lo (2())9)-

1.4 Proposicién. Sea x € X(A). Entonces, para toda y € X, I'(z;y) y I"(z;y)
coinciden con la primera y segunda derivada de Gateux (restringidas a X (A)) de I en x
en la direccion y (suponiendo que L y sus derivadas involucradas son continuas en A).

Demostracion: Sea y € X. Como A es abierto, existe § > 0 tal que = + ey € X (.A) para
toda |e| < d. Sea

F(t,e) = L(t,x(t) + ey(t), i(t) + ey(t) (LT, el < o).

Sean t7,... t;, aquellos puntos en donde & o y es discontinua, t{ := to, ¢}, := t;. Por

continuidad en cada intervalo [t;,t;, ] (¢ =0,...,m) se tiene, sumando de 0 a m,
d h
e o= [ F60)d =I'(wy)
de to
2

d h
—5 (@ +ey) le=o= / Fee(t,0)dt = I"(z;y). B
d€2 to

1.5 Definicién. Sea Y := {y € X | y(to) = y(t1) = 0} (variaciones admisibles) y

consideremos los siguientes conjuntos:
E:={x e X|I'(x;y) =0 para toda y € Y},
H:={xe X |I"(z;y) >0 para today € Y},
L:={x € X | L;:(Z(t)) >0 para toda t € T},
W(A) :={x € X(A) | E(t,x(t),&(t),u) > 0 para toda (t,u) € T x R"
con (t,x(t),u) € A}
donde la “funcién exceso de Weierstrass” E: T x R*" — R est4 dada por

E(t,z,%,u) := L(t,x,u) — L(t,z,%) — Ly (t,x,2)(u — ).

Los elementos de £ENC? son extremos, de L se dice que satisfacen la condicién de Legendre,
y de W(A) la condicion de Weierstrass.

1.6 Teorema. S(A) C ENHNLNW(A) si las derivadas de L en cada caso son

continuas.
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Demostracion:

a. “LeCl(A;z,7) = S(A) C . Sean z € S(A), y € Y. Como A es abierto, existe
d > 0 tal que x + ey € X.(A) para toda |¢] < §. Sea f:(—d,6) — R dada por f(e) :=
I(x+ey). Como z € S(A), f tiene un minimo en € = 0. Por lo tanto, I'(x;y) = f'(0) = 0.

b. “L € C*(A;z,4) = S(A) C H”. Sean x € S(A), y € Y. Como en (a), I"(x;y) =
f(0) > 0.

c. “LeC?*(A;x) = W(A) C L. Sean x € W(A), t € T, y definamos

G(u) := E(t,z(t),z(t),u) (ueR").
Como G(&(t)) = 0, G tiene un minimo local en Z(t). Por lo tanto, para toda ¢ € R",
0 < e, G"(&(t))c) = (¢, Laa(Z(t))c).
d. “L € CY(A4;3) = S(A) C W(A)". Sea zg € S(A). Sean s € (to,t1) tal que Zg es

continua en s y v € R" tal que (s,zo(s),v) € A. Sea u € (0,t1 — s) y, para toda § € [0, ]
y € € [0,1), definamos

.Cl,‘()(t) t e [to,S] U [8 + (5, tl]
x(t;€,0) = { xo(t) + (t — s)[v — Zo(s)] t € [s,s+ €d]
xo(t) + A(e)(s + 6 —t)[v —do(s)] t€[s+ed, s+

donde A(e) = ¢/(1 —€). Como A es abierto, exis te n > 0 tal que, para toda § € [0, u] y
e €[0,m], x(-;€,9) € Xe(A). Por lo tanto

0 <I(x(;€,0)) — I(xg) = F(e,0) + G(e, )
donde

s+€d
Fe,8) = / (L(t,x(t; €,0), d0(t) + v — d0(s)) — L(Fo(t))}dt,

s+0
G(e0) = /+ . {L(t, x(t; €,0), &0(t) — Ale)[v — do(s)]) — L(Zo(t))}dt.

Como L es continua en A se tiene, para toda 0 < e < n,

. F(e,9) .
}l_r% s L(s,z0(s),v) — L(Zo(s)),
. G(e,0) 1 . . .
gl_ff(lj & Mo {L(s,z0(s), Zo(s) — Ale)[v — Zo(s)]) — L(Zo(s))}-
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Por lo tanto

ogmmmF@aﬁmG“&

e—=0|6—0 € 6—0 ) = E(S7$0(8)7$0<S)7U).

Finalmente, por continuidad de L y L;, esta relacién se satisface en los puntos finales y

esquina de xzg. 1

1.7 Observacion. Nétese que este 1ltimo resultado da condiciones necesarias para una
solucién de P(A) donde A es cualquier abierto en T'x R™ x R"™. Por lo tanto, condiciones
necesarias para un minimo débil o fuerte se derivan reemplazando A por T3 (z;¢) N A o
(To(z;€) x R™) N A respectivamente.

En particular, si  es un minimo débil de P(A) entonces z € ENHNLNAW(T(z;€) NA)
para alguna € > 0y, si  es un minimo fuerte de P(.A), entonces x € ENHNLNW(A) ya
que, para toda € > 0, z € W((To(z;¢) x R")NA) & x € W(A).

2 LA ECUACION DE EULER

En esta seccién derivaremos la ecuacién de Euler y algunas de sus consecuencias. En par-
ticular veremos con detalle la condiciéon de esquina de Weierstrass-Erdmann y el Teorema
de Hilbert.

2.1 Teorema. Si L € C'(A;z,4) y x € X(A) entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

a. xef.

b. Existe c € R" tal que

_mmm:/JMﬂmm+c@eﬂ.

to

Demostracién: Sea P(t) := ft

1o La(Z(s))ds (t€T).
(a) = (b): Definamos

=i | et~ P
2(t) = [ {Ls(@(s)) = P(s) — c}*ds (t€T).
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Nétese que z € Y y 2(t)* = L;(Z(t)) — P(t) — c. Por lo tanto
t1 d
0= / —(2(t), (P(t) + ¢)*)dt

ty

= [ (), La(2(1)7) + (2(1), L (2(2))" — 2(2)) ydt

to

:I'(x;z)—/1|7i(t)|2dt.

to
Por (a), 2(t) =0 (t € T) y por lo tanto se cumple (b).
(b) = (a): Por definicién de P se tiene, para toda y € Y,

0= [ GO, (PO + )

-/ ), PO)T) + (1), (P() + o))}t

=I'(z;y). 1

2.2 Observacién. La ecuacién en el Teorema 2.1 es la forma integral de la ecuacion de
FEuler

d - -
aLm(az(t)) = L.(Z(t)) (teT).

Si & tiene una discontinuidad, la derivada d/dt se interpreta como una derivada por la
izquierda o la derecha y la ecuacién se satisface incluso si z no tiene una segunda derivada.
Aunque (con las hipétesis del Teorema 2.1) x € £ = x satisface la ecuacién de Euler, el

converso no necesariamente es cierto. Por ejemplo, sean T' = [0, 27],
L(t,z,2) = (&* — 2%)/2,

_ [sent tel0,7]
zo(t) := {0 t € [, 27].

Entonces z( satisface la ecuacién de Euler, pero zo € €.
Si x satisface la ecuacién de Euler entonces x € £ si la funcién ¢ — Ly (Z(t)) (t € T)

pertenece a X.

2.3 Observacién. Para toda (t,z,u,p) € T x R*" sea
H(t,z,u,p) = (p,u) — L(t,x,u)
y definamos
M(x) :={p e X | p(t) = —H;(Z(t),p(t), Hu(2(t),p(t)) =0 cT)} (zeX)

34



Entonces (con las hipdtesis del Teorema 2.1) x € £ & M(x) # (.
e Definiciones

e Llamamos eztremos a los elementos de £ N C*.

e Una trayectoria x € X es no singular si |L;;(Z(t))| #0 (t € T).

e El integrando L es positivo reqular en A si A es convexo en &y L;;(t,x,&) > 0 para
toda (t,z,2) € A.

2.4 Proposicién. Supongamos que L € CY(A;z,%) y x € X(A) N E. Entonces
a. La funcién t — L;(t,z(t),&(t)) es continua. En particular, si t es un punto de

discontinuidad de z, se satisface la condicion de esquina de Weierstrass-Erdmann:
La(t,2(t), it — 0)) = Ls(t,o(t), i (t + 0).

b. Siz € W(A) y F(t,u) := L(t,z(t),u) — Ly(Z(t))u ((t,u) € T x R"™) entonces la
funcién t — F(t,&(t)) es continua y

E(t,x(t),z(t — 0),z(t + 0)) = E(t,z(t),&(t + 0),z(t — 0)) = 0.

Demostracion:
(a): Se sigue por ser continua la funcién P(t) := | !

t, Lz(Z(s))ds del Teorema 2.1.1
(b): Nétese que

0

IN

E(t,z(t),z(t —0),2(t + 0))
L(t,z(t),z(t +0)) — L(t,z(t),z(t — 0)) — Li(t,z(t), &(t — 0))(&(t + 0) — z(¢t — 0))
F(t,z(t+0)) — F(t,z(t — 0)).

Andlogamente,
0 < E(t,z(t),&(t +0),2(t —0)) = F(t,z(t — 0)) — F(t,z(t + 0))
y por lo tanto F(t,%(t +0)) = F(t,2(t —0)). 1
e Teorema de Hilbert

2.5 Teorema. Six € X(A) es un extremo no singular y L € C"(A) entonces x € C"(T)
(r>2).

Demostracion: Sea ¢ € R" tal que
t
La(i(t) = P(t) +c (teT), Pt):= / Lo(i(s))ds
to
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y sea G(t,v) := L;(t,z(t),v) — P(t) — c. Nétese que G(t,z(t)) =0y
|Gu(t, (1)) = |Lae (2(2))] # 0.

Supongamos que L € C"(A) y z € C™(T) para 1 < m < r. Por hipétesis, m > 1y,
como también G € C™, por el teorema de la funcién implicita & € C™(T). Por lo tanto
r e C™TYT). 1

2.6 Proposicién. Sea L positivo regular en A y L € C?(A;4). Entonces
E(t,z,z,u) >0

para toda (t,z,z) € Ay (t,z,u) € A con u # &. En particular, si x € X(A) N E entonces
T es un extremo no singular.

Demostracion: Por Taylor, dados (t,z,%) y (t,z,u) en A con u # &, existe A € (0,1) tal
que

E(t,z,d,u) = 3(u—&, Liz(t,z, 2 + MNu—2))(u — &)) > 0.
La segunda afirmacién se sigue de la Proposicién 2.4(b). I

2.7 Teorema. Sea x € X(A) y definamos
F(t,u) .= L(t, x(t),u) —p)u  ((t,u) € T x R")

donde ,
p(t) = Ly (Z(to)) —l—/ L, (Z(s))ds.

Entonces son equivalentes:
a. ze ENW(A).
b. F(t,u) > F(t,&(t)) para toda (t,u) € T x R" con (t,z(t),u) € A.
Demostracion: Nétese que, si p(t) = Li(Z(t)) (t € T), entonces

F(t,u) — F(t,z(t)) = E(t,x(t), 2(t), u).
(a) = (b): z € £ = p(t) = Ly (Z(t)) y (b) se sigue ya que x € W(A).

(b) = (a): Por (b),

Por lo tanto z € ENW(A). I
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3 LA CONDICION DE JACOBI

La teoria de Jacobi en cdlculo de variaciones caracteriza el signo de la segunda variacién
en términos de puntos conjugados. Veremos en esta secciéon algunos de sus resultados
principales.

Para toda x € X denotemos por J, la segunda variaciéon de I con respecto a z, i.e.,

Jo(y) = I"(z:y) = / 20(t Y. gt (ye X)

to

donde, para toda (t,y,7) € T x R*",

2Q(t,y,9) := (Y, Law (Z(£))y) + 2{y, Loa ((£))9) + (5, Lea (2(2))9).

Sea &, el conjunto de trayectorias (llamadas accesorias o extremos secundarios con respecto

a ) que satisfacen la ecuacién de Euler con respecto al integrando €2, i.e.,

E:={ye X |J.(y;2) =0 para toda z € Y}
t
= {y € X | existe c € R" tal que Qu(g(t)) = | Qu(g(s))ds+c (teT)}.

to

Noétese que

Q6 y,9) = Laa(2(t)y + Lo (2(1))y, (4 Y,9) = Liw(2(1))y + Laa(2(1))y
y por lo tanto y € £, = y satisface la ecuacion diferencial

% L (2(£))y(t) + Loa (2()9(t) | = Laoa(@()y(t) + Las (E()5(t) (€ T)
que denotamos por (J), llamada la ecuacion de Jacobi.

3.1 Proposicién. Supongamos que L € C?(A;i) y x € X(A) N L' N C*. Entonces
ExC O

Demostracion: El resultado se sigue de la Proposicion 2.6 ya que

Quy(t,y,9) = Lia(2(t)) (teT). 1

Veamos ahora cémo se pueden caracterizar los extremos secundarios en términos de un

sistema lineal de ecuaciones diferenciales. La demostracién es inmediata de las definiciones.
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3.2 Teorema. Supongamos que L € C?(A;xz,4) y v € X(A)NL' NC. Entonces, para
toda (y,q) en X x X, son equivalentes:

a. y € & y q(t) = Laa(Z(2))y(t) + Lia (2(2))y(1)-

b. (y,q) satisface, para toda t € T, el sistema lineal

3.3 Definicién. Dado z € X, un punto s € (tg,t1] es conjugado a tg en x si existe
y € & tal que y(to) = y(s) =0y y # 0 en (tg,s). Denotamos por C(z) el conjunto de

puntos conjugados a ty en x.

3.4 Observacién. Si L € C?(A;x,@) y x € X(A)NL NCL, de la teorfa de ecuaciones
diferenciales lineales aplicada a (J)’ se sigue que un extremo secundario y esté determinado
de manera tnica por los valores de y(a), y(a) o, equivalentemente, por los valores y(a),

g(a) en un punto t = a en T. En particular, si y(a) = gy(a) = 0, entonces y = 0.

3.5 Teorema. Si L € C?(A;x,4) y x € X(A)N L' NCL, entonces
r € H=C(z)N (to,t1) = 0.

Demostracion: Supongamos que existe s € C(z) N (tg,t1). Sea y como en la Definicién
3.3 y definamos z(t) := y(t) si t € [to,s], z(t) :=0sit € [s,t1]. Claramente z € Y y

Ju(2) = S{Qy(i(t))Z(t) +Qy(2(1))2(¢) yat

to

_ /t L, (3(1)=()dt

, dt
=0.
Como z € H, 2z minimiza J, en Y. Como x es C?, las funciones , Q,, Q;, son continuas

y, por lo tanto, z € £,. Como z(t) = 2(t) = 0 (¢ € (s,t1)) se sigue por la Observacion 3.4

que z = 0, lo cual contradice que y no se anula. 1
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El siguiente resultado caracteriza los elementos de H en términos de la condicién de

Legendre y puntos conjuntados. Para la demostracién, véase [1].

3.6 Teorema. Si L € C*(A) y x es un extremo no singular, entonces

reHesxzel y Clx)N(to,t1) =0.

4 EL PROBLEMA DE LAGRANGE

Supongamos la informacién anterior pero ahora también consideremos una funcién ¢ que
mapea T x R" x R" en RY. Sea

B:={(t,x,&) € A| p(t,z,z) =0}

y consideremos el problema P(B) (el problema cldsico de Lagrange con restricciones con
igualdades).

El problema es, pues, el de minimizar

I(z) = / LGt (b, (1))t

to

sujeto a

a. 7:T — R" es C! a trozos;
b. x(tg) = o, z(t1) = &1

c. (t,xz(t),z(t)) € A(teT);
d. o(t,z(t),z(t)) =0 (teT).

Asumimos que ¢ € C%(A) y que la matriz ¢;(t,z,4) de ¢ x n, tiene rango q en B.
Normalidad
e Formulacion Hamiltoniana
Para toda (¢, z,%,p,u, A) € T x R" x R" x R" x R? x R sea
H(t,z,&,p,u, A) = (p, &) — AL(t,x, &) — (u, p(t, x, T))
y denotemos por U, el espacio de las funciones continuas a trozos que mapean 7' en RY.
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El siguiente resultado es conocido como el Prinicpio Maximo de Pontryagin para el prob-

lema de Lagrange con restricciones con igualdades y referimos a [1] para su demostracién.

4.1 Teorema. Si z( es solucién de P(B) entonces existen \g > 0, p € X, y p € U,
continuas en cada intervalo de continuidad de %y, no simultaneamente iguales a cero en T,

tal que
a. p(t) = —H(To(t),p(t), u(t),No) vy Hi(Zo(t),p(t), u(t), o) = 0 en cada intervalo de

continuidad de Z.

b. H(t,zo(t),u,p(t), u(t), Ao) < H(Zo(t),p(t), u(t),No) para toda (t,u) € T x R" con
(t,zo(t),u) € B.

4.2 Observacién. Supongamos que xg es solucién de P(B). Sea (p, i, A\g) como en el

Teorema 4.1. Entonces

(hy Hii(Zo(t),p(t), u(t), Ao)h) <0 para toda h € R" tal que ¢;(Zo(t))h = 0.

4.3 Diremos que una trayectoria = € X (B) es normal en P(B) si, dado (p, ) € X x U,
tal que, para toda t € T,

p(t) = @ (2@)ut) [ = —H;(2(),pt), u(t),0) ]
0=p(t) —a(@)u(t) [ = Hi(@(),p), u(t),0) ]

entonces p = 0. En este caso, claramente, también pu = 0, ya que

i (t) = p" (1) i (()) e (2()) 3 ((1))] .

Por lo tanto x es normal en P(B) si no existe una solucién no nula de
p*(t) = " ()93 (@ (1) [ (1)) 3 ()] a (2(1)).

Notemos que, si g es una solucién normal de P(B) entonces, en el Teorema 4.1, Ao > 0.
En este caso, los multiplicadores Ao, p, 1 pueden ser elegidos tal que A\g = 1 y, cuando son

elegidos asi, son tnicos.

4.4 Definicién. Dado (x,p,p) € X x X x Uy, definimos la segunda variacion (con

respecto a H(t,1)) como

K (2,p, i) = / 20ty i) (ye X)

to
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donde, para toda (t,y,y) € T'x R" x R",

20(t,y,9) := — [(y, Haa (t, 1)y) + 2(y, Hoo (£, 1)9) + (9, Haa(t, 1)3)]

y H(t,1) denota H(Z(t),p(t), u(t),1).

4.5 Definicién. Para toda x € X definimos el conjunto Y (B,x) de B-variaciones

admisibles a lo largo de x como el conjunto de todas las y € X que satisfacen
y(to) =y(t1) =0y @ (2(1)y(t) +va(Z(t)y(t) =0 (e T).

Veamos ahora condiciones de primer y segundo orden para soluciones normales del prob-

lema. La demostracién se puede ver en [1].

4.6 Teorema. Supongamos xg es solucién de P(B) y es normal en P(B). Entonces
existen unicas p € X y p € U, continuas en cada intervalo de continuidad de ¢ tal que, si
H(t,1) denota H(Zo(t),p(t), pu(t), 1), entonces

)

a. p(t) =—H}(t,1) y Hy(t,1) = 0 en cada intervalo de continuidad de &;

b. H(t,xzo(t), &, p(t), u(t),1) < H(t,1) para toda (t,z) € T x R" con (t,xo(t), ) € B;
c. (h,H;;(t,1)h) <0 para toda h € R" tal que p;(Zo(t))h = 0;

d. K(zo,p,n;y) > 0 para toda y € Y (B, xp).

e Formulacion Lagrangiana
Para toda (t,z,%,u, A) € T x R" x R" x R? x R Sea

F(t,x, &, u, A) :== AL(t,x, %) + (u, o(t, x, Z))

de manera que
H(t7 x? i.’p7 /"L7 )\) - <p7 ':t> - F(t7 x? jj’ /"L7 )\)‘

Notemos que, si g es solucién de P(B) y Ao, p, u son como en el Teorema 4.1, entonces
0= HZ(Zo(t),p(t), u(t), Ao) = p(t) — F5(Zo(t), u(t), Ao)

y ademds la funcién t — F;(Zo(t), pu(t), o) (t € T) pertenece a X. Como H, = —Fy,

obtenemos

L Fa(Fot), p(t), ho) = FalFo(), u(t), ho) (£ € T).
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Observemos también que si Er es la funciéon E de Weierstrass
Ep(t,z,,u, u, A) := F(t,x,u, u, \) — F(t,z, &, u, \) — Fp(t,x, &, pu, \) (u — @)
entonces tenemos

EF('%O(t% U, M(t)’ >‘) = H('iO(t)?p(t)? /L(t)a )‘> - H(t7 .CCo(t), uvp(t>7 ,u(t)7 )‘)
Esta observacion implica, por el Teorema 4.1, el siguiente resultado.

4.7 Teorema. Si x es solucién de P(B) entonces existen Ao > 0 y p € U, continua en

cada intervalo de continuidad de %, no simultaneamente cero en T, tales que

a. Existe ¢ € R" tal que

Fy (7o (t), (), o) = / Fy(0(s), u(s), Ao)ds + ¢ (t € T);

to
b. Ep(Zo(t),u, u(t), \g) > 0 para toda (t,u) € T x R"™ con (t,zo(t),u) € B.
Notemos que H,, = —F,p, Hyi = —Foi, v Hpz = —Fji;. Por la Observacion 4.2, si xg
es solucion de P(B) y (i, Ag) como en el Teorema 4.7, entonces

(h, Fii(Zo(t), u(t),\o)h) > 0 para toda h € R" tal que ¢;(Zo(t))h=0 (te€T).

Ademds, K (z,p, p;y) coincide con J”(z, u;y), la segunda variacién de la funcional
t1
J(x, p) ::/ F(t,x(t),z(t), u(t), 1)dt ((x,p) € X xUy),
to

dada por .
T (15 ) = / 20, (¢, y(t). §(D)dt (y € X)

to

donde

20t y, 9) = (Y, Foo(T(1), 1(t), 1)y) + 2(y, Fua(2(8), (1), 1)Y) + (9, Faa (2(1), u(t), 1))
Para expresar el resultado correspondiente al Teorema 4.6 (para soluciones normales) de
manera similar al Teorema 1.6 definamos, para toda p € U,

E(u) :=={z € X | existe c € R" tal que
Fa(5(0), (1), 1) = [ Fu(i(s), uls), Dds + ¢ (t € T)},
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H(p) :={z e X | J (z,u;y) > 0 para toda y € Y(B,z)},
L(p):={x e X | (h, Fpz(Z(t), u(t),1)h) > 0 para toda h € R" tal que
i (Z(t))h =0 (t € T)},

W(B, p) := {z € X(B) | Ep(2(t),u, u(t),1) = 0
para toda (t,u) € T x R" con (t,z(t),u) € B}.

4.8 Teorema. Si x es una solucién normal de P(B) entonces existe un tnico p € U,
tal que x pertenece a E(u), H(p), L(u) y W(B, ).
Aumentabilidad

Para una funcién dada o: T x R" x R"™ — R y para todo (t,z,%,u) € T x R" x R" x RY,
definimos
F(t,z, &, 1) = L(t,z,%) + (u, o(t, x, %)) + o(t, z, )G (t, z, 1)

donde

t.ra:

l\DIH

q
Z ta:a;
1

Notemos que
o(t,z, )

F(t,z,i&,p) = F(t,z, &, pu,1) + 5 lo(t, =, 2) |2

Asociada a la integral I, consideremos la integral aumentada

J(a,p) = / 1 F(ta(t), &(t), n(t))dt  ((z,1) € X x Uy)

to
y denotemos por Q(A, 11, o) el problema de minimizar sin restricciones a J(-, 1) en Xo(A).

4.9 Definicién. Para zy € X.(B) diremos que P(B) es aumentable en x si existen o
y 1 tales que zq es solucién de Q(A, u,0). Notemos que, en este caso, g es solucién de

P(B) ya que, para x € X.(B), tenemos

I(wo) = J(wo, n) < J(,p) = I(2).

Como en el caso de dimensién finita, veamos ahora cémo las condiciones de primer y
segundo orden obtenidas anteriormente en el Teorema 4.8 bajo la hipétesis de normalidad,

se pueden obtener de manera sencilla bajo la hipotesis de aumentabilidad.
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4.10 Teorema. Sea xy € X.(B) y supongamos que P(B) es aumentable en xy. Entonces
existe p € U, tal que xo pertenece a E(p), H(p), L(1n) y W(B, p). Ademds, o es solucion
de P(B).

Demostracion: Sean o y p tales que xq es solucién de Q(A, i, o). Aplicando el Teorema
1.6 que establece que z( pertenece a £, H, L y W(A) con respecto a la integral J(-, 1), se

tiene que x(y pertenece a

E(pn,0) = {x € X | existe c € R" tal que
Fi(3(t), u(t) = [, Fa(@(s), u(s))ds + ¢ (t € T)},
H(p,0) :=={z € X | J"(x,p;y) > 0 para toda y € Y},
L(p,0) = {x € X | Fia(&(t), u(t)) > 0 (¢ € T)},
W(A, 1, 0) := {z € X(A) | E(t, 2(t),&(t),u, u(t)) > 0
para toda (t,u) € T x R" con (t,z(t),u) € A}.

Por la primera afirmacién, existe ¢ € R"™ tal que

Fy (0 (1), () = / Fo(o(s), u(s))ds + ¢ (teT)

y por lo tanto

demostrando que xg € E(u).

Por la segunda afirmacién, tenemos
J" (o, 1;y) >0 para toda y € X tal que y(to) = y(t;) = 0

donde
T (w0, p13y) = t:1{<y(t)7 Foa(D)y(t)) + 20y (1), Fua (6)9(0)) + (9(1), Faa (8)9(1)) }dt
v E(t) denota F(#(t), u(t)). Como uno prueba facilmentte,
T (wo, 3 y) = J' (o, i y) + /tl a(Zo(t))lx (Zo(t)y(t) + wi(Zo(t))y(t)|*dt

to

y por lo tanto J”(xg, ;y) > 0 para toda y € Y (B, xg), demostrando que z¢ € H(u).
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Por la tercer afirmacién, tenemos F;(Zo(t), ju(t)) > 0 (t € T). Observemos que

Fii(Zo(t), u(t)) = Fia(To(t), u(t),1) + o(Zo(t))Gii(To(t))-

Por otro lado, para toda x € X,

Por consiguiente
(R, Fia(Zo(t), u(t), Dh) + o (Zo(t))| s (Zo(t))h]* 20 (R € R", t€T)

lo que implica que xg € L(u).

Finalmente, por la cuarta afirmacion, tenemos
F(t,20(8), 4, 1(1)) — F(Folt), p(6)) — Fa(Fo(0), (1)) — 0(t)) > 0
para toda (t,u) € T x R™ con (t,zo(t),u) € A. Esto implica que

o(t,zo(t),u)

O ot o(t), ) P > 0

E’p*(i‘o(t)7 u, /L(t), 1) +

y por lo tanto xg pertenece a W(B, u). 1

5 EJEMPLO

Terminaremos el trabajo dando un ejemplo de un problema de Lagrange con restricciones

para el cual la solucién no es normal, pero el problema es aumentable en esa solucién.

5.1 Ejemplo. Sea T = [0, 7| y conisderemos el problema de minimizar

I(z) = /0 L) — 22(0) bt
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sobre todas las funciones z: T — R de clase C! a trozos que satisfacen x(0) = z(w) =0y
sen z(t) =0 (t € T).

Para este caso tenemos L(t,x,3) = i

— 2%y p(t,x, i) = sen i.
Por un lado, sabemos que o = 0 es solucién del problema (ver [1]). Para ver si es

normal, consideremos el sistema

P(t) = pa(To(t))u(t), 0= p(t) — @a(To(t))u(t)

que en este caso corresponde a p(t) = 0y p(t) = p(t) por lo que p no necesariamente es
cero. Por lo tanto xy no es normal.

Por otro lado, la funcién
1
Ft,@,&,p) = Lt &) + pt)p(t 2,2) + 5ot 2, &)p(t, 7, £)°

esta dada en este caso por

1
F(t,x, @, 1) = % — 2% + p(t) sen & + §U(t’ x, 1) sen’k.
Por lo tanto, si 4 = o = 0, entonces xy es solucién del problema (sin restricciones) de
minimizar

H) = [P0, a0,u0)d = [ 150 - a*0)at

sobre las funciones x: T — R de clase C'! por fragmentos que satisfacen z(0) = z(r) = 0.

Esto implica que (P) es aumentable en z.
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