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Introducción

En está tesis se muestran dos resultados en la Teoŕıa de Matroides. El primero
tiene que ver con la convexidad del polinomio de Tutte [35, 16] , el cual es un
polinomio en dos variables que puede ser definido para gráficas o, en general, para
matroides. El polinomio de Tutte tiene interpretaciones combinatorias muy intere-
santes, cuando es evaluado en diferentes puntos (x, y) y a lo largo de varias curvas
algebraicas. Por ejemplo (ver [11]), para una gráfica G conexa TG(2, 0), TG(0, 2)
y TG(1, 1) son el número de orientaciones aćıclicas, de orientaciones totalmente
ćıclicas y de árboles generadores de G respectivamente. TG(x, y) es el polinomio
cromático a lo largo de la ĺınea y = 0, después de algún cambio de variable ade-
cuado y la multiplicación por un término. De manera similar podemos obtener el
polinomio de flujo de una gráfica.

Se sabe que el polinomio de Tutte, ver [7], tiene la siguiente expansión

TM(x, y) =
∑
i,j

tijx
iyj,

donde los coeficientes tij son no negativos. Note que para m ≥ 0 y b arbitrario, si
(x, y) está en la porción de ĺınea y = mx+ b en el cuadrante positivo, entonces TM
aumenta cuando x aumenta. Este comportamiento tan simple de TM a lo largo de
ĺıneas con pendiente positiva, sugiere el estudio del comportamiento de TM a lo
largo de ĺıneas con pendiente negativa en el cuadrante positivo. Merino y Welsh
[34] fueron los primeros en notar esto, en particular, estaban interesados en saber
si el polinomio de Tutte es convexo a lo largo de la ĺınea x+ y = 2 en el cuadrante
positivo. Ellos plantearon la siguiente conjetura.

Conjetura 0.1 Sea G una gráfica 2-conexa sin lazos, entonces

max {TG(2, 0), TG(0, 2)} ≥ TG(1, 1). (1)

La conjetura anterior es muy interesante, pues nos dice que el número de árboles
generadores de una gráfica 2-conexa sin lazos o bien es menor que el número de
orientaciones aćıclicas o bien es menor que el número de orientaciones totalmente
ćıclicas.
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Una pregunta relacionada es la de determinar si para cualquier gráfica G 2-
conexa sin lazos se satisface la siguiente desigualdad (aparentemente más fuerte).

TG(2, 0)TG(0, 2) ≥ (TG(1, 1))2.

Muy poco avance se ha hecho en relación a estas preguntas, sin embargo Jackson
[25] mostró, con un argumento muy ingenioso, que para cualquier matroide M ,

TM(3, 0)TM(0, 3) ≥ (TM(1, 1))2.

En este contexto mostramos tres resultados. Primero, probamos que si un ma-
troide M = (E, r) contiene dos bases disjuntas o si E es la unión de dos bases,
entonces max{TM(2a, 0), TM(0, 2a)} ≥ TM(a, a), para a ≥ 2. Estos resultados no
pueden ser obtenidos por los métodos usados por Jackson en [25].
Segundo, mostramos que el polinomio de Tutte de un matroide de empedrado sin
istmos satisface la desigualdad

tTM(x1, y1) + (1− t)TM(x2, y2) ≥ TM(tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2), (2)

con t ∈ [0, 1] y x1 +y1 = x2 +y2 = p. Es decir, es una función convexa a lo largo del
segmento de ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo. Un matroide de empedrado
es aquel en que todos sus circuitos tienen tamaño al menos r(M). Nuestro interés
en ellos radica en una conjetura hecha por D. Mayhew, M. Newman, D. Welsh y
G. Whittle, ver [37]; que dice que asintóticamente casi todos los matroides son de
empedrado. Un caso especial de (2) es cuando x1 = y1, x2 = y2 = 0 y t = 1/2, lo
cual nos da (1) para la clase de matroides de empedrado. Por lo que si la conjetura
antes mencionada es cierta, asintóticamente casi todos los matroides sin istmos
cumplen (1). Tercero, mostramos que la Conjetura (0.1) se satisface para algunas
clases pequeñas de matroides y gráficas que no son matroides de empedrado.

El segundo resultado que mostramos en esta tesis está motivado por una conje-
tura de R. Stanley. Dado un matroide M, siempre le podemos asociar un complejo
simplicial ∆(M) formado por los conjuntos independientes de M . Estos comple-
jos simpliciales son llamados complejos matroidales, los cuales son desbullables,
“shellable” en inglés, ver sección 3.2. En otras palabras, desbullable nos dice que
sus caras maximales son equicardinales y se pueden poner en un cierto orden que
nos ayuda a hacer pruebas inductivas. Un invariante combinatorio asociado a los
complejos desbullables, es su h-vector. Este vector codifica información como por
ejemplo, el número de caras y los números de Betti. Tal vez por eso, es que los
complejos han recibido mucha atención en Matemáticas, ver [5, 6, 53, 55] ; pero
también en Ciencias de la Computación, pues las entradas del h-vector de un ma-
troide gráfico son los coeficientes de la H-forma del polinomio de confiabilidad de
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G, ver [14].
En una de sus publicaciones de 1977 [47] Richard Stanley conjeturó (ver tam-

bién [49]), lo siguiente.

Conjetura 0.2 El h-vector de un complejo matroidal es la sucesión de grados de
algún multicomplejo puro.

Donde un multicomplejo es un ideal de orden del conjunto parcialmente or-
denado Nn. Es muy natural hacerse está pregunta, pues uno esperaŕıa que esto
sucediera. Sin embargo, como dice el propio Stanley [49], “es una pregunta intri-
gante en la teoŕıa de matroides”.

Por algún tiempo la conjetura no hab́ıa tenido ningún progreso, pero en 1997
en el trabajo de Norman Biggs [2, 3] y en el de Criel Merino [32] se demostró im-
plicitamente que para el caso de matroides cográficos la Conjetura 0.2 es cierta.
Para una exposición más detallada ver [33]. Recientemente, la conjetura fue proba-
da para matroides de rango 2 en [50], para matroides de caminos por ret́ıculas en
[44], para matroides cotransversales en [46], para matroides de rango menor o igual
a 3 y corrango 2 en [30]. Nosotros mostramos que en el caso de los matroides de
empedrado, la conjetura de Stanley es cierta. De ser cierta la conjetura propuesta
por Mayhew, Newman, Welsh y Whittle nuestra demostración de la conjetura de
Stanley abarcaŕıa la clase más grande de matroides, en comparación con los otros
resultados que abarcan clases pequeñas de matroides.

El presente trabajo está estructurado de la siguiente manera. En el Caṕıtulo
1 se dan los conceptos básicos que se necesitarán a lo largo del texto, empeza-
mos con la definición de matroide para luego pasar al polinomio de Tutte. En el
Caṕıtulo 2 se exponen los resultados de convexidad antes mencionados, se hace
una reformulación del la Conjetura 0.1 en términos de matroides y se demuestra
para algunas clases de matroides. En el Caṕıtulo 3 se muestra que el h-vector de
un matroide de empedrado sin istmos es una O-sucesión pura, es decir que la Con-
jetura 0.2 es cierta para los matroides de empedrado sin istmos. En el proceso de
demostración, se encontró una relación entre multicomplejos, collares aperiódicos
y palabras Lyndon. Se estudió está relación, se ofrecen algunos resultados y se da
la Conjetura 3.39. En el Caṕıtulo 4, se calculan los polinomios de Tutte de todos
los matroides que aparecen en el Apéndice del libro de Oxley [41] y al final se
comprueba que todos ellos satisfacen la Conjetura 2.8 hecha en el Caṕıtulo 2. Por
último se da la bibliograf́ıa utilizada a lo largo de está tesis.





Caṕıtulo 1

Preliminares

El presente caṕıtulo tiene como motivación, presentar las nociones básicas de
la teoŕıa de matroides que serán necesarias al lo largo de está tesis. En los caṕıtu-
los subsecuentes también daremos más definiciones, solo que se darán conforme se
vayan necesitando; esto con el único fin de que sea más amena la lectura. También
damos la definición del polinomio de Tutte de un matroide, éste es un invariante
algebraico muy importante no solo para matroides sino para varios objetos ma-
temáticos como son: los nudos, las gráficas, los códigos, entre otros. La parte de
matroides está basada en el libro de Oxley, [41]. La parte del polinomio de Tutte,
está basada en [11].

1.1. Matroides

Hay varias maneras equivalentes de definir un matroide: por sus conjuntos
independientes, por sus bases, por su rango, por sus circuitos y por su cerradura;
ver [41]. Nosotros extraemos de ah́ı solo dos, por sus conjuntos independientes y
por su rango; pues son las que más usaremos.

Definición 1.1 Un matroide M es un par ordenado (E,I ) que consiste de un
conjunto finito E y una colección I de subconjuntos de E que satisfacen las tres
condiciones siguientes:

(I 1) ∅ ∈ I .

(I 2) si I ∈ I y I ′ ⊂ I, entonces I ′ ∈ I .

(I 3) si I1, I2 están en I y |I1| < |I2|, entonces existe un elemento e de I2 − I1

tal que I1 ∪ e ∈ I .
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r(M)
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Figura 1.1: Visualización de un matroide como ret́ıcula de subconjuntos

Si M = (E,I ) es un matroide, los miembros de I son los conjuntos indepen-
dientes de M . A los subconjuntos independientes maximales de M los llamaremos
bases. E es el conjunto fundamento de M y un subconjunto de E que no este en
I se le llama dependiente. A los subconjuntos dependientes minimales, es decir,
aquellos conjuntos dependientes cuyos subconjuntos propios son independientes,
los llamaremos circuitos. Un elemento e ∈ E lo llamaremos lazo si {e} es un
circuito de M .

Una manera, muy útil, de visualizar un matroide se da en la Figura 1.1. Si
pensamos en la ret́ıcula de subconjuntos de E, hasta abajo tenemos al conjunto
vaćıo, después los subconjuntos con un elemento, con dos elementos, etc., hasta
llegar a E. Los subconjuntos con r(M) elementos son las bases.

Por ejemplo, si E es un conjunto con n elementos; sea I la familia de subcon-
juntos de E de cardinalidad menor o igual a k, con k ≤ n. Este es un matroide en
E de rango k, llamado el matroide uniforme. Usualmente se denota por Uk,n, ver
Figura 1.2.

Otro ejemplo son los matroides de empedrado, estos son aquellos matroides
M = (E, r) tales que no tiene circuitos de tamaño menor que r(M), ver Figura
1.3. En particular, un matroide uniforme es un tipo de matroide de empedrado. En
el Caṕıtulo 3 se generalizará la noción de matroide de empedrado a la de matroide
k-empedrado.

Un tercer ejemplo que damos es el de matroide gráfico. Dada una gráfica G,
sea E el conjunto de aristas de la gráfica y sea I la colección de subconjuntos X
de E tales que no contiene ningún ciclo de G. Esto define un matroide, el matroide
de ciclos de la gráfica G y lo denotamos por M(G). Cualquier matroide isomorfo
al matroide de ciclos de una gráfica, lo llamaremos matroide gráfico.

Otro matroide que usaremos más a delante es el matroide de caminos por
ret́ıculas. Para definirlo, primero necesitamos decir que son los matroides transver-
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sales. Sea A la familia (A1, A2, . . . , Am) de subconjuntos de un conjunto finito S,
usualmente se abrevia (Aj | j ∈ J) por (A1, A2, . . . , Am) donde J = {1, 2, . . . ,m}.
Un transversal de A es un subconjunto {xj | j ∈ J} de S, tal que xi ∈ Ai para to-
da i ∈ J . Un Transversal parcial de A es un transversal de la familia (Ak | k ∈ K)
con K subconjunto de J . El teorema siguiente es un resultado de Edmonds y
Fulkerson, ver [20].

Teorema 1.2 Sea A una familia de subconjuntos de un conjunto finito S. Sea
I el conjunto de transversales parciales de A . Entonces I es la colección de
conjuntos independientes de un matroide en S.

Un matroide transversal es un matroide cuyos conjuntos independientes son los
transversales parciales de alguna familia A = (Aj | j ∈ J); decimos que A es la
presentación del matroide transversal y denotamos a estos matroides por M(A )

Sea A = {[a1, c1], [a2, c2], . . . , [ar, cr]}, donde ai ≤ ci, [ai, ci] = {ai, ai +
1, . . . , ci} es un intervalo en los enteros, 1 ≤ a1 < a2 < · · · < ar y c1 < c2 <
· · · < cr ≤ n + r. Esta familia define un matroide transversal M(A ) llamado
matroide de caminos por ret́ıculas, para más detalles ver [8]. Por ejemplo, si M es
un matroide de caminos por ret́ıculas con presentación [1, 5], [3, 7], [4, 8], [7, 9], en
la Figura 1.4 se muestra este matroide y una de sus bases, B = {2, 4, 5, 8}.

Después de dar algunos ejemplos, continuamos con más propiedades de los
matroides. La noción de base para un matroide es la generalización de base para
un espacio vectorial, de [41] tenemos

Lema 1.3 Si B1 y B2 son bases de M , entonces |B1| = |B2|.

Otra noción importante en álgebra lineal es la dimensión, daremos la genera-
lización para matroides de estas ideas, pero antes definimos una manera natural
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Figura 1.4: Matroide de caminos por ret́ıculas

de construir matroides. Sea M el matroide (E,I ) y supongamos que X ⊆ E.
Sea I |X = {I ⊆ X : I ∈ I }, entonces es fácil ver que el par (X,I |X) es un
matroide. Llamamos a este matroide la restricción de M a X y la denotamos por
M |X.

Como M |X es un matroide, del Lema 1.3, todas sus bases son equicardinales.
Definimos el rango r(X) de X como el tamaño de una base B de M |X y llamamos
al conjunto B base de X. Es claro que r es una función de 2E en ℵ, llamada la
función rango de M . A veces escribiremos rM por r y r(M), el rango del matroide,
por r(E(M)). Es claro que r satisface las siguientes propiedades

(R1) Si X ⊆ E, entonces 0 ≤ r(X) ≤ |X|.

(R2) Si X ⊆ Y ⊆ E, entonces r(X) ≤ r(Y ).

Más aún,

Lema 1.4 La función rango de un matroide M = (E,I ) satisface la condición

(R3) Si X y Y son subconjuntos de E, entonces

r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ) ≤ r(X) + r(Y ).

La condición (R3) es llamada submodularidad. Las condiciones (R1)-(R3) caracte-
rizan a la función rango de un matroide, ver [41].

Teorema 1.5 Sea E un conjunto finito y r : 2E → ℵ la función que satisface las
condiciones (R1)-(R3). Sea I la colección de subconjuntos de E para los cuales
r(X) = |X|. Entonces (E,I ) es un matroide con función rango r.

El teorema anterior nos dice que una manera equivalente de definir un matroide
es por un conjunto finito E y una función r de E en ℵ que satisface las condiciones
(R1)-(R3), cuando esto sucede denotamos al matroide como M = (E, r).
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En un espacio vectorial V , un vector ~v está en el generado por {~v1, . . . , ~vm} si los
espacios generados por {~v1, . . . , ~vm} y {~v1, . . . , ~vm, ~v} tienen la misma dimensión.
Sea M = (E, r) un matroide arbitrario con función rango r. Sea cl la función de
2E a 2E tal que para cada X ⊆ E

cl(X) = {X ∈ E : r(X ∪ x) = r(X)}.

Esta función la llamamos el operador cerradura de M . Al igual que la función
rango, el operador cerradura satisface algunas condiciones que lo caracterizan ver
Lema 1.4.2 de [41]. A cl(X) la llamamos la cerradura de X en M y algunas veces
la escribimos como clM(X). Si X = cl(X), a X lo llamamos un conjunto cerrado
de M . Un hiperplano de M es un conjunto cerrado de rango r(M) − 1. Un sub-
conjunto X de E(M) es un conjunto generador de M si cl(X) = E(M).

La siguiente proposición nos muestra que las bases y los hiperplanos son con-
juntos generadores y no-generados especiales.

Proposición 1.6 Sea M un matroide y X ⊆ E(M), entonces

(i) X es un conjunto generador si y sólo si r(X) = r(M);

(ii) X es base si y sólo si es un conjunto generador minimal; y

(iii) X es un hiperplano si y sólo si es un conjunto no-generador maximal.

1.1.1. Dualidad

Sea M = (E, r) un matroide con función rango r. Definimos M∗ = (E, r∗) tal
que para toda X ⊆ E,

r∗(X) = |X| − r(M) + r(E −X).

No es dif́ıcil ver que r∗ satisface las condiciones (R1) − (R3). Del Teorema 1.5 se
sigue que M∗ es un matroide, llamado el matroide dual de M . El conjunto de
bases de M∗ es {E − B | B es base de M}. A las bases de M∗ las llamaremos
co-bases ; análogamente a los circuitos, hiperplanos, generadores y conjuntos inde-
pendientes, los llamaremos co-circuitos, co-hiperplanos, co-generadores y conjun-
tos co-independientes, respectivamente. A los lazos de M∗ los llamaremos istmos.
Algunas relaciones entre estos conjuntos se dan en la siguiente

Proposición 1.7 Sea M = (E, r) un matroide y X ⊆ E, entonces

(i) X es independiente si y sólo si E −X es co-generador;
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(ii) X es generador si y sólo si E −X es co-independiente;

(iii) X es un hiperplano si y sólo si E −X es un co-circuito; y

(iv) X es un circuito si y sólo si E −X es un co-hiperplano.

Sea X un circuito-hiperplano del matroide M , decimos que el matroide M ′ se
obtiene por relajación de M si las de bases de M ′ son las mismas que las de M
más el circuito-hiperplano X. Una consecuencia inmediata del resultado anterior
es que si X es un circuito-hiperplano del matroide M , entonces E(M)−X es un
circuito-hiperplano de M∗. La operación de relajación tiene la siguiente propiedad.

Proposición 1.8 Si M ′ se obtiene relajando el circuito-hiperplano X de M , en-
tonces (M ′)∗ se obtiene de M∗ relajando el circuito-hiperplano E(M)−X de M∗.

Demostración. Como B(M ′) = B(M)∪{X}, se sigue que B((M ′)∗) = B(M∗)∪
{E(M)−X} y el resultado se sigue.

1.1.2. Menores

Hay varias maneras de obtener un matroide a partir de otro. A continuación
daremos dos importantes formas de hacer esto: por contracción y por borrado. En
la siguiente subsección daremos otra, la unión de matroides.

Sean M un matroide con conjunto fundamento E y e ∈ E. Denotamos por M\e
al matroide que se obtiene de M al borrar e de E, es decir, M\e es la restricción de
M a E−e. Los independientes de este matroide son I ′ = {I ⊆ E−e | I ∈ I (M)}.
Note que si G es una gráfica, entonces M(G)\e = M(G\e).

La contracción, denotada por M/e, se define de la siguiente manera. Si rM(e) =
0, o sea e es un lazo, entonces M/e = M\e. Si rM(e) = 1 entonces definimos
M/e := M(E − e,I ′′), donde I ′′ = {I − e | e ∈ I ∈ I (M)}. M/e aśı definido
cumple (I 1)-(I 3) de la Definición 1.1, por lo que es un matroide. Note que si G
es una gráfica, entonces M(G)/e = M(G/e). También observe que si S ⊆ E − e

rM/e(S) = rM(S ∪ e)− rM(e).

Las operaciones de contracción y borrado conmutan, como lo afirma la siguiente
proposición.

Proposición 1.9 Sean e1, e2 elementos de E(M). Entonces

i) M\e1\e2 = M\e2\e1.

ii) M/e1/e2 = M/e2/e1.
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iii) M/e1\e2 = M\e2/e1.

Demostración. (i) se sigue de la definición de restricción. Para (ii) basta con
decir que rM/e1/e2(S) = rM(S ∪ {e1, e2}) − rM({e1, e2}). Para mostrar (iii), sea
S ⊆ E − {e1, e2}, luego

rM/e1\e2(S) = rM/e1(S)

= rM(S ∪ e1)− rM(e1)

= rM\e2(S ∪ e1)− rM\e2(e1)

= rM\e2/e1(S).

Un matroide N es un menor del matroide M , si existen subconjuntos disjuntos
X, Y de E(M) tal que N = M/X\Y .

1.1.3. Unión de Matroides

Existe varias maneras de unir matroides, dentro de ellas existe una muy im-
portante dada por Nash-Williams (1966); llamada unión de matroides. Aqúı solo
mencionaremos como se construye la unión de matroides, para un estudio más
detallado, ver Caṕıtulo 12 de [41].

Teorema 1.10 Sean M1 y M2 matroides en el conjunto E, con funciones rango
r1 y r2 respectivamente. Sea

I = {I1 ∪ I2 | I1 ∈ I (M1), I2 ∈ I (M2)}.

Entonces, I es la colección de conjuntos independientes de un matroide M1 ∨M2

en E. Mas aún, si X ⊆ E, su rango en M1 ∨M2 es

min {r1(Y ) + r2(Y ) + |X − Y | : Y ⊆ X}.

El matroide M1 ∨M2 es llamado la unión de M1 y M2. El teorema anterior
se puede extender a más de dos matroides; es decir, si M1,M2, . . . ,Mn es una
familia arbitraria de matroides en el conjunto E, entonces existe un matroide
M1 ∨M2 ∨ · · · ∨Mn en E tal que

I (M1 ∨ · · · ∨Mn) = {I1 ∪ · · · ∪ In | Ii ∈ I (Mi), para 1 ≤ i ≤ n}.

Además, si Mi tiene como función rango a ri, entonces el rango de X en ∨ni=1Mi

es

min {
n∑

i=1

ri(Y ) + |X − Y | : Y ⊆ X}. (1.1)
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Solo mencionamos que la unión de matroides también se puede definir cuando
se tienen distintos conjuntos fundamento.

Ahora vamos a ver algunas aplicaciones de la unión de matroides. Las que
nos interesan son resultados de J. Edmonds (1965) y las pruebas originales son
anteriores al descubrimiento de la operación de unión de matroides.

Teorema 1.11 (Harary y Welsh) Un matroide M tiene k bases disjuntas si y
sólo si para cada subconjunto X de E(M),

kr(X) + |E(M)−X| ≥ kr(M).

Demostración. M tiene k bases disjuntas si y sólo si ∨ki=1M tiene rango al menos
kr(M). Por la ecuación (1.1), lo anterior ocurre si sólo si kr(X) + |E(M)−X| ≥
kr(M) para todo X ⊆ E.

Para el caso cuando k = 2 se tiene

2r(X) + |E(M)−X| ≥ 2r(M).

1.1.4. Polinomio de Tutte

Un invariante bajo isomorfismos es una función f en la clase de todos los
matroides tal que

f(M) = f(N) siempre que M ∼= N. (1.2)

Es necesario observar que varios números asociados a un matroide M , tales
como el número de bases, el número de conjuntos independientes y el número de
conjuntos generadores, son invariantes algebraicos satisfaciendo las dos recursiones
siguientes. Para cada elemento e de M ,

f(M) = f(M\e) + f(M/e) si e no es ni lazo ni istmo, (1.3)

f(M) = f(M |e)f(M\e) en otro caso. (1.4)

Recordemos que M |X denota al matroide restringido al conjunto X ⊆ E. Si K es
la clase de matroides cerrado bajo menores y bajo isomorfismo, y f es una función
en K satisfaciendo (1.2), (1.3) y (1.4), entonces f es llamado un invariante Tutte-
Grothendieck o invariante T-G.
Sean M = (E, r) un matroide con función rango r y X ⊆ E. Denotamos a r(E)−
r(X) por z(X) y a |X|− r(X) por n(X), la función n(X) es llamada la nulidad de
X. SM(x, y) es el polinomio generatriz del rango del matroide M y se define como

SM(x, y) =
∑
X⊆E

xz(X)yn(X). (1.5)
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Claramente SM(x, y) es un invariante bajo isomorfismos para la clase de todos los
matroides. Más aún, no es dif́ıcil ver si I es un istmo y L es un lazo, entonces

SI(x, y) = x+ 1 y SL(x, y) = y + 1. (1.6)

Lema 1.12 SM(x, y) es un invariante T-G para la clase de todos los matroides

Demostración. Sea e un elemento del matroide M = (E, r). SM(x, y) se puede
escribir como

SM(x, y) =
∑
X⊆E
e 6∈X

xz(X)yn(X) +
∑
X⊆E
e∈X

xz(X)yn(X). (1.7)

El primer término de la ecuación anterior es igual a
∑

X⊆E\e x
z(X)yn(X); se cumple,

r(E) =

{
r(E − e) + 1, si e es un istmo,

r(E − e), en otro caso.

Luego,

∑
X⊆E
e6∈X

xz(X)yn(X) =

{
x
∑

X⊆E\e x
r(E−e)−r(X)yn(X) si e es un istmo,∑

X⊆E\e x
r(E−e)−r(X)yn(X) en otro caso.

Por lo que ∑
X⊆E
e6∈X

xz(X)yn(X) =

{
xSM\e(x, y) si e es un istmo,

SM\e(x, y) en otro caso.
(1.8)

Si tomamos ahora el segundo término de la derecha de (1.7), este es igual a∑
y⊆E\e x

r((E−e)∪e)−r(Y ∪e)yn(Y ∪e). Sean r′ y n′ la función rango y nulidad de M/e.
Entonces para todo Y ⊆ E − e,

r′(Y ) =

{
r(Y ∪ e), si e es un lazo,

r(E ∪ e)− 1, en otro caso.

y

n′(Y ) =

{
n(Y ∪ e)− 1, si e es un lazo,

n(E ∪ e), en otro caso.

Luego,

∑
X⊆E
e∈X

xz(X)yn(X) =

{
y
∑

Y⊆E−e x
r′(E−e)−r′(Y )yn

′(Y ) si e es un lazo,∑
Y⊆E−e x

r′(E−e)−r′(Y )yn
′(Y ) en otro caso.
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Por tanto, ∑
X⊆E
e∈X

xz(X)yn(X) =

{
ySM/e(x, y) si e es un lazo,

SM/e(x, y) en otro caso.
(1.9)

Sustituyendo (1.8) y (1.9) en (1.7), se tiene

SM(x, y) =


SM\e(x, y) + SM/e(x, y) si e no es ni lazo ni istmo,

(x+ 1)SM\e(x, y) si e es un istmo,

(y + 1)SM/e(x, y) si e es un lazo.

donde SI(x, y) = x + 1 y SL(x, y) = y + 1. Además, si e es un lazo, entonces
M\e = M/e. Es aśı que SM(x, y) satisface (1.2), (1.3) y (1.4).

El siguiente teorema, no solo extiende el lema anterior, si no que esencialmente
dice que SM(x, y) es el invariante T-G universal. Al conjunto de clases de isomor-
fismos de matroides lo denotamos por M .

Teorema 1.13 (Brylaski) Existe una única función T de M en el anillo de
polinomios Z[x, y] con las siguientes propiedades:

(i) TI(x, y) = x y TL(x, y) = y.

(ii) (contracción-borrado) Si e es un elemento de M que no es lazo ni istmo,
entonces

TM(x, y) = TM\e(x, y) + TM/e(x, y).

(iii) Si e es un lazo o un istmo de M , entonces

TM(x, y) = TM |e(x, y)TM\e(x, y).

Demostración. Por el Lema 1.1.4, si definimos TM(x, y) = SM(x − 1, y − 1),
entonces (i)-(iii) se cumplen. Usando inducción en el número de elementos, se
muestra que T es única.

Llamaremos a la función TM(x, y) el polinomio de Tutte del matroide M . De
la demostración anterior se tiene

TM(x, y) =
∑
X⊆E

(x− 1)r(E)−r(X)(y − 1)n(X). (1.10)

El polinomio de Tutte puede ser calculado usando la ecuación anterior o usando
las recursiones (ii) y (iii) del teorema anterior.
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Necesitamos otra definición (equivalente) del polinomio de Tutte que usare-
mos mas adelante. Fijemos un orden ≺ en los elementos de M , digamos E =
{e1, . . . , em}, donde ei ≺ ej si i < j. Sea B una base de M fija, decimos que e es
un elemento internamente activo si e ∈ B y es el elemento más pequeño del único
cocircuito disjunto de B\{e}. Dualmente, un elemento f es externamente activo
si f /∈ B y es el elemento más pequeño del único circuito contenido en B ∪ {f}.
Definimos tij como el número de bases con actividad interna i y actividad externa
j. En [52] Tutte define TM usando estos conceptos, una prueba de la equivalencia
con la ecuación (1.10) se puede encontrar en [7].

Definición 1.14 Si M = (E, r) es un matroide con un orden total en E, entonces

TM(x, y) =
∑
i,j

tijx
iyj. (1.11)

En el Caṕıtulo 4 se calcula el polinomio de Tutte de todos los matroides que
aparecen en el Apéndice del libro de Oxley([41]). Es por eso que aqúı no daremos
ningún ejemplo de como calcular el polinomio. Cabe mencionar que el problema de
evaluar el polinomio de Tutte en un punto (a, b) del plano de Tutte es #P -duro,
excepto para ciertas curvas y en un cierto conjunto finito de puntos. Para más
detalles ver [26] y [54].





Caṕıtulo 2

Matroides de empedrado y dos
bases disjuntas

Del caṕıtulo anterior, recordemos que el polinomio de Tutte puede expresarse
de la siguiente manera

TM(x, y) =
∑
i,j

tijx
iyj,

donde los tij son enteros no negativos. Si tomamos m ≥ 0 y b arbitraria, la ecua-
ción anterior nos dice que en la porción de la ĺınea y = mx + b en el cuadrante
positivo, TM(x, y) aumenta conforme x aumenta. Este comportamiento de TM a lo
largo de ĺıneas con pendiente positiva, sugiere el estudio con pendientes negativas
en el cuadrante positivo. C. Merino y D. Welsh [34] fueron los primeros en con-
siderar esto, en particular estaban interesados en saber si el polinomio de Tutte
es convexo en la porción de la ĺınea x + y = 2 en el cuadrante positivo. Ellos
hicieron la siguiente conjetura El teorema anterior nos dice, que en la porción de
la ĺınea x+ y = 2a en el cuadrante positivo, el valor de T en los puntos extremos
del segmento de ĺınea es mayor que el valor de T en el punto medio, ver Figura 2.1.

Conjetura 2.1 Sea G una gráfica 2-conexa sin lazos. Entonces

max {TM(G)(2, 0), TM(G)(0, 2)} ≥ TM(G)(1, 1). (2.1)

Obsérvese que esta es una condición necesaria para que T sea convexa en la porción
de ĺınea mencionada. Por otro lado, cualquier gráfica con al menos un lazo y al
menos un istmo falla al cumplir (2.1), luego (2.1) no se satisface para toda gráfica.
El interés principal en los puntos (2, 0), (0, 2) y (1, 1) es por que en toda gráfica G
conexa TM(G)(2, 0), TM(G)(0, 2) y TM(G)(1, 1) es el número de orientaciones aćıclicas,
orientaciones totalmente ćıclicas y árboles generadores de G respectivamente. Una
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pregunta relacionada con la conjetura 2.1 es la determinar si para cualquier gráfica
G sin lazos ni istmos, se cumple

TM(G)(2, 0)TM(G)(0, 2) ≥ TM(G)(1, 1),

el cual aparentemente es un argumento fuerte.
Muy poco se ha hecho para resolver estas preguntas. Sin embargo, B. Jackson

en [25], con un argumento muy ingenioso, mostró que para un gráfica sin lazos ni
istmos y números reales positivos a, b con b ≥ a(a+ 2),

TM(G)(b, 0)TM(G)(0, b) ≥ TM(G)(a, a). (2.2)

En este caṕıtulo mostraremos tres resultados relacionado con lo antes expuesto.
Primero probaremos que si un matroide M = (E, r) tiene dos bases disjuntas
entonces TM(0, 2a) ≥ TM(a, a), siempre que a ≥ 2; dualmente, si E es la unión
de dos bases entonces TM(2a, 0) ≥ TM(a, a). Estos resultados no pueden obtenerse
con los métodos usados por B. Jackson en [25].

Segundo, en la Sección 2.2 mostraremos que (2.1) se cumple para algunas clases
de matroides y gráficas.

Por último, en la Sección 2.3, mostramos que el polinomio de Tutte T de un
matroide de empedrado sin istmos satisface la desigualdad

tT (x1, y1) + (1− t)T (x2, y2) ≥ T (tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2), (2.3)

donde 0 ≤ t ≤ 1 y x1, x2, y1, y2 son no negativos y satisfacen x1 + y1 = x2 + y2.
En otras palabras, lo anterior nos dice que el polinomio de Tutte T es una función
convexa a lo largo de la ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo. Un caso especial
de la desigualdad (2.3), que se obtiene al tomar x1 = y2 = 2, x2 = y1 = 0 y
t = 1/2, nos da la desigualdad (2.1) para la clase de matroides de empedrado.

Éste Caṕıtulo está basado en el art́ıculo [16].

2.1. Dos bases disjuntas

Cuando el polinomio de Tutte se define por la ecuación (1.11), hay varias
identidades que satisfacen los coeficientes tij. Para una caracterización completa
de todas las relaciones lineales que satisfacen los coeficientes tij, ver Teorema 6.2.13
en [11]. De ah́ı provienen las siguientes relaciones.

Teorema 2.2 Si M es un matroide de rango r con m elementos sin lazos ni
istmos, entonces

(i) tij = 0, siempre que i > r o j > m− r;
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(ii) tr0 = 1 y t0,m−r = 1

(iii) trj = 0 para toda j > 0 y ti,m−r = 0 para todo i > 0.

Para comenzar con lo relacionado a dos bases disjuntas, primero damos el
siguiente resultado que necesitaremos mas adelante.

Teorema 2.3 Si M es un matroide que no tiene lazos ni istmos, entonces

max{TM(4, 0), TM(0, 4)} ≥ TM(2, 2).

Demostración. Sean r y m el rango y el número de elementos de M , respectiva-
mente.

max {TM(4, 0), TM(0, 4)} ≥ {4r, 4m−r}
= max {22r, 22(m−r)}
≥ 2m = TM(2, 2).

La primera desigualdad se sigue de (1.14) y de (ii) en el Teorema anterior.
A lo largo del esta tesis, algunas veces denotaremos el rango r(E) del matroide

por r, esperando no confundir al lector.
Note que para un matroide M = (E, r) con dual M∗ = (E, r∗), las siguientes

desigualdades son equivalentes para cualquier A ⊆ E.

|A| ≤ |E| − 2(r(E)− r(A)), (2.4)

|E\A| ≤ 2r∗(E\A) y (2.5)

z(A) + n(A) ≤ m− r. (2.6)

Nos restringiremos ahora a todos los matroides M en los cuales todos los sub-
conjuntos A de E satisfacen las desigualdades (equivalentes) anteriores. Por la
desigualdad (2.4) y el Teorema 1.11 estos son los matroides que contienen dos ba-
ses disjuntas; por dualidad, estos son los matroides M cuyo conjunto fundamente
E, es la unión de dos bases de M∗.

Como todo término (x − 1)z(A)(y − 1)n(A) de TM tiene a xz(A)yn(A) como su
monomio de máximo grado, el siguiente teorema es consecuencia directa de las
desigualdades anteriores.

Teorema 2.4 Si un matroide M contiene dos bases disjuntas, entonces tij = 0
para toda i y j tales que i+ j > m− r. Dualmente, si E es la unión de dos bases,
entonces tij = 0, para todo i y j tales que i+ j > r.

Es aśı que llegamos a nuestro primer resultado.
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TM(x, y)

(0, 2a)

(a, a)

(2a, 0)

Figura 2.1: Para a ≥ 2, TM (a, a) es menor que TM (0, 2a) o TM (2a, 0).

Teorema 2.5 Si M contiene dos bases disjuntas o E es la unión de dos bases
entonces

max{TM(2a, 0), TM(0, 2a)} ≥ TM(a, a), (2.7)

para todo a ≥ 2.

Demostración. Tomemos el caso cuando M tiene dos bases disjuntas, el otro caso
se sigue por dualidad. Se cumple que m− r ≥ r, de la demostración del Teorema
2.3 y la ecuación (1.11) se tiene 4m−r ≥ TM(2, 2) =

∑
i,j tij2

i+j. Multiplicando
está desigualdad por (a/2)m−r,

(2a)m−r ≥
∑
i,j

tij(
a

2
)m−r2i+j ≥

∑
i,j

tij(
a

2
)i+j2i+j =

∑
i,j

tija
i+j.

Donde la segunda desigualdad es cierta por el Teorema 2.4. Luego entonces,

TM(0, 2a) ≥ (2a)m − r ≥
∑
i,j

tija
i+j = TM(a, a).

El teorema anterior nos dice, que en la porción de la ĺınea x + y = 2a en el
cuadrante positivo, el valor de T en los puntos extremos del segmento de ĺınea es
mayor que el valor de T en el punto medio, ver Figura 2.1.
El siguiente corolario muestra algunas clases de matroides que contienen dos bases
disjuntas o cuyo conjunto E es la unión de dos bases.

Corolario 2.6 Para un matroide M , TM satisface (2.7) para toda a ≥ 2 siempre
que M es uno de los siguientes:
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un matroide idénticamente auto-dual,

una geometŕıa proyectiva sobre GF (q) de rango r o su dual, para r ≥ 2,

un matroide de caminos por ret́ıculas sin istmos.

Demostración. Un matroide M = (E, r) es idénticamente auto-dual si M = M∗,
por lo que B es base de M si y sólo si E −B también lo es.

Para r ≥ 3 el matroide PG(r, q) contiene como submatroide a Wr+1, la r + 1-
rueda, ver [41]. Como Wr+1 contiene dos bases disjuntas, PG(r, q) tiene dos bases
disjuntas. Para el caso de los planos proyectivos de orden m, cualquier contracción
por un elemento es isomorfa al matroide que se obtiene de U2,m+1 al remplazar cada
elemento por m elementos en paralelo. Por lo que los planos proyectivos tienen dos
bases disjuntas.

De la definición de un matroide de caminos por ret́ıculas M [P,Q], dada en el
Caṕıtulo 1, no es dif́ıcil ver que M [P,Q] tiene al menos dos bases disjuntas siempre
que en su presentación A = {[a1, c1], . . . , [ar, cr]}, se deba tener ci 6= ai para toda
i. Es decir, M [P,Q] no tenga istmos.

Otra clase de matroides que también satisface el Corolario anterior son los
matroides de empedrado. De hecho satisfacen algo más fuerte, como se muestra en
la Sección 2.3.

Para las gráficas se tiene los siguientes casos

Corolario 2.7 Para una gráfica G, TG satisface (2.7) para toda a ≥ 2 siempre
que G es una de las siguientes:

una gráfica 4-conexa por aristas,

una gráfica de umbral 2-conexa,

una gráfica bipartita completa,

una gráfica serie-paralelo,

una gráfica 3-regular,

una gráfica bipartita plana,

una gráfica Laman,

una triangulación,

la gráfica rueda Wn, para n ≥ 2,

una ret́ıcula cuadrada Ln, para n ≥ 2,
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el n-ciclo n ≥ 2

un árbol con n aristas, para n ≥ 1.

Demostración. Por un resultado clásico (Nash-Williams 1961; W. Tutte 1961),
ver [18] pag. 46, toda gráfica 4-conexa por aristas tiene dos árboles generadores
disjuntos. No es dif́ıcil ver que las gráficas rueda y las de umbral 2-conexas tienen
dos árboles generadores disjuntos. Utilizando la expresión para calcular la arbo-
ricidad de una gráfica dada en [40], vemos que las gráficas serie-paralelo simples,
3-regulares, bipartitas planas y gráficas “Laman” todas tiene arboricidad dos, que
es equivalente a tener dos árboles generadores que cubran todas las aristas de la
gráfica. Como las triangulaciones son duales geométricos de gráficas 3-regulares
planas, tienen dos árboles generadores disjuntos por aristas.

No es dif́ıcil ver que K2,m con m ≥ 2, k3,3, la ret́ıcula cuadrada Ln para n ≥ 2,
el n-ciclo para n ≥ 2 y un árbol tienen dos árboles generadores que cubren todas
las aristas de la gráfica. Kn,m siempre tiene dos árboles generadores disjuntos por
aristas cuando n,m ≥ 3, excepto cuando n = m = 3.

2.2. La Conjetura Merino-Welsh

Del Teorema 2.5 es natural preguntarse si la desigualdad (2.7) sigue siendo
válida para a = 1. Para el caso de matroides gráficos es casi la Conjetura 2.1.

Note que la desigualdad (2.1) no es cierta en general. Por ejemplo, si añadi-
mos lazos o istmos a algunas gráficas simples podemos construir gráficas que no la
satisfacen. Por otro lado, la propiedad de conexidad puede no ser la más natural,
por ejemplo, U1,2⊕U1,2 satisface (2.7) para a ≥ 0 y es un matroide gráfico M(G),
donde G consiste de 2-ciclos unidos por un vértice. Esto nos dice que la desigual-
dad (2.1) es cierta para algunas gráficas 1-conexas.

Por lo que el Teorema 2.5 sugiere que una conjetura más adecuada para gráficas
y matroides sea la siguiente:

Conjetura 2.8 Si M es un matroide cosimple que contiene dos bases disjuntas o
si M es un matroide simple cuyo conjunto fundamento E es la unión de dos bases,
entonces

max {TM(2, 0), TM(0, 2)} ≥ TM(1, 1). (2.8)

A continuación mostraremos que la Conjetura 2.8 es cierta para los siguientes
matroides: el n-rehilete W n o un matroide de Catalán. También es cierta para las
gráficas G sin lazos ni istmos, siempre que G sea una de las siguientes: la gráfica
rueda Wn, una gráfica 3-regular con cuello al menos cinco, la gráfica completa Kn

y la gráfica bipartita completa Kn,m para m ≥ n ≥ 2.
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a1
a2

a3

a4
a5

a6

b1

b2

b3

b4

b5

b6

Figura 2.2: Gráfica de W6

Denotaremos α(G) por TG(2, 0) el número de orientaciones aćıclicas, α∗(G)
por TG(0, 2) el número de orientaciones totalmente ćıclicas y τ(G) por TG(1, 1) el
número de aŕboles generadores.

2.2.1. Ruedas y rehiletes

En esta subsección hablaremos de una clase muy conocida de gráficas planas
auto-duales: las ruedas. Y una clase relacionada con estas, los rehiletes. Las gráficas
rueda Wn tienen n + 1 vértices y 2n aristas, ver Figura 2.2. El matroide rehilete
W n tiene por conjunto fundamento las aristas de Wn y sus bases son los árboles
generadores de Wn más el circuito-hiperplano formado por las aristas del n-ciclo
de Wn; ver [41].

Es sabido que τ(Wn) = L2n − 2, con n ≥ 1, donde Lk es el k-ésimo número
de Lucas definido recursivamente como L1 = 1, L2 = 3 y Lk = Lk−1 + Lk−2 para
k ≥ 3. Este resultado fué demostrado por Sedláček [43] y también por Myers [39].
Utilizando el análogo de la fórmula de Binet-Fibonacci para los números de Lucas
tenemos

τ(Wn) = (
3 +
√

5

2
)n + (

3−
√

5

2
)n − 2.

El polinomio cromático de Wn es conocido, ver [4], y es χWn(x) = x(x − 2)n

+(−1)nx(x−2). Aplicando ahora el famoso resultado de Stanley [48], que relaciona
el número de orientaciones aćıclicas y el polinomio cromático, i.e. α(G) = |χG(−1)|,
tenemos que α(Wn) = 3n − 3. Otra manera de encontrar los valores de τ(Wn) y
α(Wn), es usando el polinomio de Tutte de Wn que se da en la Sección 4.1. De lo
anterior se tiene el siguiente

Teorema 2.9 Para todo n ≥ 2, α(Wn) ≥ τ(Wn) y M(Wn) satisface la conjetura.

Dado queW n es una relajacíıon deWn, los polinomios de Tutte deW n yM(Wn)
están relacionados de la siguiente manera, TWn(x, y) = TWn(x, y) − xy + x + y.
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Esto implica

Teorema 2.10 Para todo n ≥ 2, TWn(2, 0) ≥ TWn(1, 1) y W n satisface la Conje-
tura 2.8.

2.2.2. Gráficas 3-regulares con cuello al menos 5

La siguiente cota inferior para el número de orientaciones aćıclicas de gráficas
3-regulares con cuello al menos 5 proviene de [27]

α(G) ≥ (23/833/841/8)n,

Donde n es el número de vértices de G. Por otro lado, la siguiente cota superior
para el número de arboles generadores de una gráfica 3-regular G está dada en
[17].

τ(G) ≤ 2β

3n
e

12√
π

( 1
β

)
5
2
(

4√
3

)n,

donde β = dln(n)/ln(9/8)e. De esta fórmula se tiene el siguiente

Teorema 2.11 Si G es una gráfica 3-regular con cuello al menos 5, se cumple
que τ(G) < α(G) y M(G) satisface la Conjetura 2.8.

2.2.3. Gráficas completas

Es natural preguntarse si la Conjetura, es verdadera para las gráficas completas
y para las bipartitas completas. La respuesta es afirmativa como lo veremos a
continuación y la demostración se hará por inducción.

Un resultado clásico de Cayley afirma que τ(Kn) = nn−2. Ahora bien, para K3

se tiene α(K3) = 6 > 3 = τ(K3), luego K3 satisface la Conjetura.
Para poder aplicar inducción necesitamos el lema siguiente, cuya demostración

es sencilla; ver [15].

Lema 2.12 Si G es una gráfica 2-conexa con un vértice v de grado d, entonces
(2d − 2)α∗(G− v) ≤ α∗(G).

Mostraremos que α∗(Kn) ≥ nn−2, para n ≥ 4. Si n = 4, α∗(K4) = 24 > 16 =
τ(K4). Ahora procedemos por inducción sobre n.

τ(Kn+1) = (n+ 1)n−1 = (
n+ 1

n
)n(

n

n+ 1
)2(n+ 1)τ(Kn)

≤ e(n+ 1)τ(Kn) ≤ (2n − 2)τ(Kn)

≤ (2n − 2)α∗(Kn). (2.9)

Por el Lema anterior, la última cantidad es menor o igual a α∗(Kn+1).
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Teorema 2.13 Para todo n ≥ 3, M(Kn) satisface la Conjetura 2.8.

La técnica usada para gráficas completas, puede ser usada para demostrar la
conjetura en el caso de las gráficas de umbral; ver [15]. También en [15] se tiene el
siguiente resultado para las gráficas bipartitas completas.

Teorema 2.14 Para todo m ≥ n ≥ 2, M(Kn,m) satisface la Conjetura 2.8.

2.2.4. Matroides de Catalán

Aqúı sólo consideraremos los matroides Nn que se obtienen de los matroides
de Catalán Mn eliminando los elementos 1 y 2n del conjunto E = [2n]. Estos
corresponden a eliminar el lazo e istmo de Mn. Del Corolario 5.8 de [8] se tiene la
siguiente expresión para el polinomio de Tutte de Nn

TNn =
∑
i,j>0

i+ j − 2

n− 1

(
2n− i− j − 1

n− i− j + 1

)
xi−1yj−1.

Después de algunas manipulaciones algebraicas se tiene la fórmula para las eva-
luaciones en (2, 0) y (0, 2).

TNn(2, 0) = TNn(0, 2) =
m∑
k=0

k

m

(
2m− k − 1

m− k

)
2k,

donde m = n−1. El valor anterior es igual a
(

2m
m

)
como se muestra a continuación.

m∑
k=0

k

m

(
2m− k − 1

m− k

)
2k =

m∑
k=0

((
2m− k − 1

m− 1

)
−
(

2m− k − 1

m

))
2k

=
m∑
k=0

k∑
j=0

((
2m− k − 1

m− 1

)
−
(

2m− k − 1

m

))(
k

j

)

=
m∑

j=m

m∑
k=j

((
2m− k − 1

m− 1

)
−
(

2m− k − 1

m

))(
k

j

)

=
m∑
j=0

((
2m

m+ j

)
−
(

2m

m+ j + 1

))
=

(
2m

m

)
. (2.10)

El paso clave en la cuarta igualdad es utilizar la identidad de convolución
∑2m−1

k=0

(
2m−k−1

q

)(
k
j

)
=(

2m
q+j+1

)
la cual es la identidad básica (5.6) en [22]. Claramente el valor de TNn(1, 1)

es el n-ésimo numero de Catalán Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
.

Teorema 2.15 Para todo n ≥ 2, Nn satisface la conjetura.
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Figura 2.3: Representación geométrica de U2,2 ⊕ U0,1

2.3. Convexidad del polinomio de Tutte de em-

pedrados

Recordemos que un matroide M(E, r) es de empedrado si todos sus circuitos
tienen tamaño al menos r. Primero mostraremos que los matroides de empedrado
son cerrados bajo menores y que el conjunto de menores excluidos consiste del
matroide U2,2 ⊕ U0,1 (Figura 2.3); ver [41](pag. 132, ejercicio 8).

Proposición 2.16 Sea M un matroide de empedrado de rango r con n elementos.
Si M tiene un istmo, entonces M es isomorfo a Ur−1,n−1 ⊕ U1,1.

Demostración. Si M no tiene circuitos, M ∼= Un−1,n−1 ⊕U1,1. En caso contrario,
todos los circuitos de M tienen tamaño r. M/e tiene rango r − 1 y como ningún
circuito contiene un istmo, todos los circuitos de M/e tienen tamaño al menos r.
Se sigue que M/e ∼= Ur−1,n−1 y tenemos el resultado.

Proposición 2.17 Los matroides de empedrado son cerrados bajo menores.

Demostración. Sea M un matroide de empedrado con rango r. Queremos mostrar
que para todo e ∈ E, M\e y M/e son matroides de empedrado. Si M no tiene
circuitos, no hay mas que demostrar. Supongamos que M tiene un circuito.

Si e no es ni lazo ni istmo, M\e tiene por circuitos a todos aquellos circuitos
que no contienen a e. Es aśı que M\e es un matroide de empedrado. Para el caso
de la contracción, M/e tiene rango r − 1 y su colección de circuitos consiste de
los miembros minimales no vaćıos de {C − e | C es un circuito de M}. Por tanto,
M/e es de empedrado.

Si e es un lazo de M , el rango de M es a lo más 1. Como todo matroide de
rango a lo más 1 es de empedrado, la afirmación es cierta.

Finalmente, si e es un istmo, por la proposición anterior, M ∼= Ur−1,n−1⊕U1,1.
En este caso M\e ∼= M/e ∼= Ur−1,n−1 y el resultado se sigue.
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Teorema 2.18 M es un matroide de empedrado si y solo śı no tiene a U2,2⊕U1,1

como menor.

Demostración. Como U2,2⊕U1,1 tiene rango 2 y un circuito de rango 1, no es de
empedrado. Por la proposición anterior no puede ser un menor de un matroide de
empedrado.

Supongamos que M es un matroide de rango r que no es de empedrado, en-
tonces existe un circuito C de tamaño s < r. Como el rango de C es s− 1, existen
elementos e, f ∈ E tales que el rango de C ∪ {e, f} es s + 1 ≤ r. Eliminando
todos los elementos de E\C ∪ {e, f} y contrayendo s− 1 elementos en C tenemos
a U2,2 ⊕ U1,1 como menor.

A continuación mostraremos que los matroides de empedrado o contienen dos
bases disjuntas o su conjunto fundamento es unión de dos bases. Como consecuen-
cia satisfacen el Teorema 2.5.

Teorema 2.19 Sea M = (E, r) un matroide de empedrado de rango r con n
elementos,

si 2r > n, entonces E es la unión de dos bases.

si 2r < n y M no tiene istmos, entonces M contiene dos bases disjuntas.

Demostración. Caso 2r > n. Sea B1 una base de M , entonces I2 = E\B1 tiene
tamaño n− r < r y por tanto independiente. I2 puede extenderse a una base B2.
Se sigue que E = B1 ∪B2.

Caso 2r ≤ n. Supongamos que M tiene un circuito C de tamaño r + 1, luego
C ′ = E\C tiene tamaño n−r−1 ≥ r−1. Sea I un subconjunto de C ′ con tamaño
r − 1. Como I es independiente y C es un conjunto generador, existe a ∈ C tal
que I ∪{a} es base. Pero como C\a también es base, M tiene dos bases disjuntas.

Resta ver que sucede cuando M no tiene circuitos de tamaño r+ 1. Sea B una
base de M , si E\B tiene una base, ya terminamos. En caso contrario, r(E\B) =
r − 1 y definamos H = cl(E −B) la cerradura de E\B. Tomemos I = E\B ⊆ B,
I consta de los elementos de B que no están en la cerradura de H y |I| = p + 1
con p ≥ 1 pues M no tiene istmos.

Procedemos a mostrar que también en este caso tenemos dos bases disjuntas.
Sea I ′ = I\a, con a ∈ I. I ′ es un conjunto independiente de tamaño p tal que para
cualquier circuito C de tamaño r contenido en H, I ′ ∪C contiene una base de M .
Entonces, existe B1 base de M de la forma B = I ′ ∪ A1 con A1 subconjunto de
H de tamaño r − p. Sea B2 = {a} ∪ A2 con A2 ⊆ H\A1 de tamaño r − 1. Esto
lo podemos hacer pues, |H\A1| = (n − p − 1) − (r − p) = (n − r) − 1 ≥ r − 1.
Concluimos que B1 y B2 son las bases deseadas.
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. . .

...
l lazos

k + 1 elementos
en paralelo

Figura 2.4: Representación geométrica de U1,k+1 ⊕ U0,l

A continuación demostramos que para cualquier matroide de empedrado sin
istmos, su polinomio de Tutte satisface

tT (x1, y1) + (1− t)T (x2, y2) ≥ T (tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2), (2.11)

siempre que t ∈ [0, 1] y x1, x2, y1, y2 sean no negativos y cumplan x1 +y1 = x2 +y2.
Note que esta desigualdad es más fuerte que la establecida en (2.7), pues dice que
TM(x, y) es una función convexa a lo largo de la porción de ĺınea x + y = p en el
cuadrante positivo, en lugar de solo decir que el valor de TM en algún punto final
es mayor que el valor de TM en el punto medio.

Para demostrar lo anterior, primero necesitamos de los siguientes resultados.

Lema 2.20 Sea M un matroide. O bien TM(x, y) y TM∗(x, y) son convexas a lo
largo de la porción de ĺınea x + y = p en el cuadrante positivo, o bien ninguna lo
es.

Demostración. El resultado es una consecuencia directa de la igualdad TM(x, y) =
TM∗(y, x).

Lema 2.21 Sea M un matroide y e un elemento de M que no es ni lazo ni istmo.
Si TM\e y TM/e son ambas convexas a lo largo de la porción de ĺınea x+ y = p en
el cuadrante positivo, entonces TM también lo es en el mismo dominio.

Demostración. Se sigue directamente de la fórmula de contracción y borrado
(Teorema 1.13, inciso (ii)) y del hecho que la suma de funciones convexas es con-
vexa.

Los siguientes resultados los utilizaremos como argumentos inductivos más ade-
lante. La representación geométrica de U1,k+1 ⊕U0,l se puede ver en la Figura 2.4.

Lema 2.22 Si M es isomorfo al matroide de empedrado U1,k+1⊕U0,l, donde l ≥ 0
y k ≥ 1, entonces TM es convexa a lo largo de la porción de ĺınea x+ y = p en el
cuadrante positivo.
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· · ·
Figura 2.5: Representación geométrica de U2,n con elementos en paralelo

Demostración. El polinomio de Tutte de M es

TM(x, y) = yl(yk + · · ·+ y1 + x) = pyl +
l+k∑

m=l+2

ym.

Como ym es convexa para todo m ≥ 0 en la región dada y la suma de funciones
convexas es convexa, se tiene el resultado.

Lema 2.23 El polinomio TM de un matroide uniforme M, es una función convexa
en el cuadrante positivo. En particular, TM es convexa a lo largo de la porción de
ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo.

Demostración. El polinomio de Tutte de un matroide uniforme puede ser calcu-
lado expĺıcitamente usando (1.10).

TUr,n(x, y) =
r−1∑
i=0

(
n

i

)
(x− 1)r−i +

(
n

r

)
+

n∑
i=r+1

(
n

i

)
(y − 1)i−r,

Esta ecuación se puede expandir en la siguiente expresión, la cual puede obtenerse
usando directamente (1.14).

TUr,n(x, y) =
n−r∑
j=1

(
n− j − 1

r − 1

)
yj +

r∑
i=1

(
n− i− 1

n− r − 1

)
xi,

cuando 0 < r < n y TUn,n(x, y) = xn TU0,n(x, y) = yn.
Como cada término es una función convexa, el resultado se sigue.

Teorema 2.24 Si M es un matroide de rango 2 sin lazos ni istmos, entonces TM
es convexa a lo largo de la porción de ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo.

Demostración. Si M es isomorfo al matroide uniforme U2,n, aplicando el lema
anterior se tiene el resultado. De otra manera, M es isomorfo al matroide con
elementos en paralelo cuya simplificación es isomorfa a U2,n. La representación
geométrica de este matroide se muestra en la Figura 2.5.
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Si n ≥ 3 o existe una clase paralelo de tamaño al menos 3, podemos elegir un
elemento e en una clase paralelo no trivial de M tal que M\e no tiene un istmo.
En este caso, M/e es isomorfo a U1,k+1 ⊕ U0,l donde 1 ≥ 1, k ≥ 1 y M\e es un
matroide de rango 2 sin lazos ni istmos. El resultado se sigue aplicando el Lema
2.22, inducción y el Lema 2.21.

El último caso, la simplificación de M es isomorfa a U2,2 y todo elemento está en
una clase paralelo de tamaño 2. Entonces M es isomorfo a U1,2 ⊕ U1,2, por lo que
TM(x, y) = (x+y)2 la cual es convexa (de hecho es constante) a lo largo de x+y = p
para p < 0 y 0 ≤ y ≤ p.

Antes de establecer nuestro resultado principal, necesitamos un resultado de
tipo estructural de los matroides de empedrado sin istmos. Para hacer esto nece-
sitamos la siguiente

Definición 2.25 El 2-engrosamiento de un matroide M se obtiene de M rempla-
zando cada elemento que no es lazo por dos elementos en paralelo y remplazando
cada lazo por dos lazos. El 2-estiramiento de un matroide M , se define como el
matroide dual del 2-engrosamiento de M∗, es decir, reemplazar cada elemento por
dos elementos en serie.

Lema 2.26 Sea M un matroide de empedrado con rango r sin istmos. Si para
cada elemento e de M , M\e tiene un istmo, entonces uno de los siguientes 3
casos ocurren.

(a) M es isomorfo a Ur,r+1, r ≥ 1.

(b) M es el 2-estiramiento de un matroide uniforme Us,s+2, para algún s ≥ 1.

(c) M es isomorfo a U1,2 ⊕ U1,2.

Demostración. Si e es tal que M\e tiene un istmo f , entonces o bien {e, f}
forman una clase paralelo o están en serie. Por otro lado, si hay una clase paralelo
en un matroide de empedrado, el matroide tiene rango 1 o 2. Luego, si {e, f}
están en una clase paralelo, M es isomorfo a U1,2 ⊕ U1,2 o a U1,2. Asumamos que
M no contienen clases paralelo no triviales. Entonces se tiene que cada elemento
pertenece a una clase en serie de tamaño al menos dos. Supongamos que hay una
clase en serie conteniendo al menos tres elementos e, f, g. Bajo esta suposición M\e
tendrá al menos dos istmos, pero como M es de empedrado, todos sus menores son
de empedrado. Es aśı que, siendo M\e un matroide de empedrado con al menos
dos istmos, no puede tener circuitos, y por tanto M\e es isomorfo a Ur,r. Como M
no tiene istmos, en este caso, se concluye que M es isomorfo a Ur,r+1.
Para finalizar, nos falta el caso en que todo elemento de M está en una clase en
serie de tamaño dos. Bajo esta hipótesis, M es el 2-estiramiento de un matroide
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N de rango s con m elementos y s ≥ 1. n es de empedrado, pues es un menor de
M y debe de tener circuitos pues M no tiene istmos.

Si el tamaño mı́nimo de un circuito en N es s, entonces M tiene un circuito de
tamaño 2s. Pero el rango de M es s + m, pues es el 2-estiramiento de N . Luego
2s ≥ m+ s y por tanto s = m. En este caso N será isomorfo a Us,s, lo cual es una
contradicción. Es aśı que N no tiene circuitos de tamaño s.

De lo anterior se sigue que todos los circuitos de N tienen tamaño s+ 1 y N es
un matroide uniforme. Luego, existe un circuito en M de tamaño 2s+ 2 ≥ s+m
y se cumple que s+ 2 ≥ m ≥ s+ 1. Se sigue que N es isomorfo a Us,s+1 o a Us,s+2.
Pero si M es el 2-estiramiento de Us,s+1, M es isomorfo a U2s+1,2s+2 y es el caso
cubierto por (a).

Lema 2.27 Sea M un matroide de empedrado con rango r sin istmos. Si para
cualquier elemento e de M , M\e tiene un istmo, entonces TM es convexa a lo
largo de la porción de ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo.

Demostración. La demostración se reduce a analizar los tres casos dados en el
lema anterior. Si M es isomorfo a Ur,r+1, el resultado se sigue del Lema 2.23. Si
M es isomorfo a U1,2⊕U1,2 o a U1,2, los correspondientes polinomios de Tutte son
(x+ y)2 y x+ y donde ambos son funciones convexas.

Si M es isomorfo al 2-estiramiento de Us,s+2, entonces M∗ es el 2-engrosamiento
de U2,n que es un matroide de rango 2 y el resultado se obtiene del Teorema 2.24
y el Lema 2.20.

Finalmente, tenemos el resultado principal

Teorema 2.28 Si M es un matroide de empedrado sin istmos, entonces TM es
convexa a lo largo de la porción de ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo.

Demostración. Si M tiene un lazo, M tiene rango 1 y es isomorfo a U1,k+1⊕U0,l

con l, k ≥ 1 y el resultado se sigue del Lema 2.22.
En caso contrario, todo elemento de M no es ni lazo ni istmo. Si existe un

elemento e de M tal que M\e no tiene istmos, entonces M\e y M/e son matroides
de empedrado sin istmos y el resultado es consecuencia del Lema 2.21.

Resta ver que sucede cuando para todo elemento e, M\e tiene un istmo. En
este caso el resultado se sigue del Lema 2.27.

Desgraciadamente, los matroides de empedrado no son cerrados bajo dualidad
pero por el Lema 2.20 podemos extender el resultado anterior a una clase más
grande de matroides.

Corolario 2.29 Si M o M∗ es un matroide de empedrado sin istmos, entonces
TM es convexa a lo largo de la porción de ĺınea x+ y = p en el cuadrante positivo.
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Por el Teorema 2.19 los matroides M tales que M o M∗ es de empedrado sin
istmos, está contenido en la clase de matroides que contiene dos bases disjuntas o
cuyo conjunto E es unión de dos bases. Luego, se tiene un resultado más fuerte
del Teorema 2.5.

Corolario 2.30 Si M es un matroide de empedrado sin istmos, entonces TM sa-
tisface la desigualdad (2.7) para a ≥ 0.

2.4. Conclusiones

Se mostró que la Conjetura Merino-Welsh es cierta para algunas familias de
gráficas, entre ellas las gráficas 3-regulares y las gráficas planas. Además, se hizo
una reformulación de ésta en términos de la Teoŕıa de Matroides, Conjetura 2.8,
y se mostró que es cierta para algunas familias de matroides, entre ellas los ma-
troides de empedrado; que se conjetura es la clase más grande. Recientemente, C.
Thomassen demostró que la Conjetura Merino-Welsh es cierta para gráficas con
al menos 4n aristas y para gráficas con a lo más 16n/15 aristas, ver [51]. También
demostró que la Conjetura se cumple para gráficas 3-regulares y para triangula-
ciones planas. Los métodos que utilizó él, son distintos a los nuestros.

En la sección 2.3 se mostró que TM es convexa a lo largo de la ĺınea x+ y = p
en el cuadrante positivo, cuando M es un matroide de empedrado sin istmos. De la
Definición 1.14, se sigue que TM es convexa a lo largo de las semiĺıneas y−mx+ b
para m ≥ 0 y b ∈ R en el cuadrante positivo. Es natural preguntarse para qué ma-
troides TM es convexa en el cuadrante positivo.

No hay una relación clara entre la convexidad del polinomio de Tutte en el
cuadrante positivo y las clases de matroides que hemos considerado. Los matroi-
des de empedrado sin istmos pueden o no pueden tener polinomios de Tutte que
sean convexos en el cuadrante positivo. Por ejemplo, el polinomio de Tutte de los
matroides uniformes es convexo en el cuadrante positivo, mientras que el polino-
mio de Tutte yl(yk + . . . , y + x) del matroide U1,k+1 ⊕ U0,l, con l ≥ 1 y k ≥ 1,
no es una función cóncava ni convexa. También hay matroides que no son de em-
pedrado y su polinomio de Tutte si es convexo, por ejemplo, U2

n,n para n ≥ 3, el
2-engrosamiento de Un,n. El polinomio de Tutte de este matroide es (x+ y)n, que
claramente es convexo. Sin embargo, note que esta última clase de matroides tiene
dos bases disjuntas.

Establecer la convexidad del polinomio de Tutte para una clase de matroides
dada parece un problema dif́ıcil. El polinomio de Tutte de las gráficas de la parte
superior de la Figura 2.6 son funciones convexas, mientras que el polinomio de
Tutte de la gráfica de la parte inferior no es ni cóncava ni convexa. Algo similar
sucede para los matroides de la Figura 2.7, El polinomio de Tutte de los matroides
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Figura 2.6 Figura 2.7

de la parte superior son funciones convexas y el polinomio de Tutte del matroide
de la parte inferior no es ni cóncava ni convexa.





Caṕıtulo 3

h-vector del matroide de
empedrado

En el presente caṕıtulo estudiaremos el h-vector de un matroide de empedrado
y mostraremos que la conjetura de Stanley es cierta para esta familia de matroides.
Una subfamilia importante y amigable de estudiar de los matroides de empedra-
do, son los matroides de empedrado ralo. Para estos matroides, daremos una cota
inferior para su número de bases. También diremos espećıficamente cual es su
polinomio de Tutte. Primero empezaremos dando algunos conceptos básicos que
necesitaremos más adelante, tales como las nociones de f -vector, complejos des-
bullables, h-vector y multicomplejos. Gran parte del presente caṕıtulo está basado
en el art́ıculo [36], aśı como los resultados ah́ı expuestos.

3.1. h-vector

Un complejo simplicial (o complejo) ∆ es una colección de subconjuntos de un
conjunto finito V tal que (1) si F ∈ ∆ y G ⊆ F entonces G ∈ ∆, (2) si v ∈ V
entonces {v} ∈ ∆. Los elementos de V son llamados vértices y los miembros de
∆ son llamados simplejos o caras. Una cara que no está contenida propiamente
en ninguna otra cara se llama faceta. La dimensión de una cara F ∈ ∆ se define
como dim F = |F | − 1 y la del complejo ∆ como dim ∆ = max {dim F | F ∈ ∆}.
Un complejo simplicial ∆ (d− 1)-dimensional es puro, si todas sus facetas tienen
la misma cardinalidad.

Asociado a ∆ tenemos su f -vector (f0, f1, . . . , fd), donde fi es el número de
caras de tamaño i de ∆. Por lo que f0 = 1, f1 = |V | y fk = 0 para k > r =
dim ∆ + 1. La función generatriz del f -vector, o enumerador de caras se define
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f∆(x) =
d∑

i=0

fix
d−i.

Ejemplo 3.1 Sea ∆ el complejo simplicial 2-dimensional de la Figura 3.1, cuyas
facetas son A = {a, b, c}, B = {a, b, d}, C = {a, c, d}, D = {b, d, e}, E = {c, d, e}
y F = {b, c, d}. Sus números de caras son f0 = 1, f1 = 5, f2 = 9 y f3 = 6.

Para un complejo simplicial puro ∆, un desbullado, “shellable” en inglés, es un
orden lineal de las facetas de ∆, tal que cada faceta interseca al complejo generado
por sus predecesores en una unión no vaćıa de caras propias maximales. En otras
palabras, el orden lineal F1, F2, . . . , Ft de las facetas de ∆ es un desbullado si y
sólo si

Para cada par de facetas Fi, Fj tal que 1 ≤ i < j ≤ t, existe una

faceta Fk con 1 ≤ k < j y un elemento x ∈ Fj con la propiedad (3.1)

Fi ∩ Fj ⊆ Fk ∩ Fj = Fj − x.

Un complejo ∆ se dice desbullable, si es puro y admite un desbullado.

Por ejemplo, tomemos el complejo ∆ de la Figura 3.1. Si empezamos a ordenar
linealmente las facetas de la forma A,B,E vemos que A < E y A ∩ E = {c},
pero no hay una faceta que sea menor que E y que cumpla la condición (3.1). Lo
mismo ocurre con el ordenamiento lineal D,E,C,A, pues D < A, D ∩ A = {b} y
no se satisface la condición (3.1). Sin embargo, cualquier permutación de A,B y
C seguida de cualquier permutación de D,E y F da un desbullado para ∆.

Para 1 ≤ l ≤ t definimos

R(Fl) = {x ∈ Fl | Fl\x ∈ ∆l−1},
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Figura 3.2: Partición de ∆

donde ∆i = {G ∈ ∆ | G ∈ Fk con k ≤ i} y ∆0 = ∅. R(Fl) es llamada la res-
tricción de Fl inducida por el desbullado. Note que R(Fl) = ∅ si y sólo si l = 1
y R(Fl) = Fl si y sólo si todos los subconjuntos propios de Fl están contenidos
en ∆l−1. Si pensamos que ∆ está parcialmente ordenado por inclusión de caras,
podemos hablar de intervalos booleanos [G1, G2] = {G ∈ ∆ : G1 ⊆ G ⊆ G2}, como
subconjuntos de ∆. Tenemos la siguiente proposición, ver [7].

Proposición 3.2 Los intervalos [R(Fl), Fl], i = 1, 2, . . . , t particionan al comple-
jo desbullable ∆.

Esta proposición nos dice que cuando añadimos la faceta Fl (con todas sus sub-
caras) al complejo ∆l−1 durante el proceso de desbullado, R(Fl) es la única cara
minimal de Fl que es nueva en ∆l, es decir, que se encuentra en ∆l −∆l−1.

Para ilustrar la proposición anterior, tomemos el Ejemplo 3.1 con el desbulla-
do dado por la ordenación lineal A,B,C,E,D, F . En la Figura 3.2 se muestra la
partición, en intervalos [R(Fl), Fl], inducida por el desbullado.
El número de facetas tal que |R(Fl)| = i es denotado por hi y no depende del

desbullado, ver [7]. El vector (h0, h1, . . . , hd) es llamado el h-vector de ∆. Para ∆
del Ejemplo 3.1, la Figura 3.2 nos dice que su h-vector es (1, 2, 2, 1).

La función generatriz del h-vector, o el polinomio del desbullado está dado por

h∆(x) =
d∑

i=0

hix
d−i. (3.2)

Es bien sabido, ver [7], que el polinomio enumerador de caras y el polinomio
del desbullado satisfacen la relación

h∆(x+ 1) = f∆(x)

y los coeficientes satisfacen

fk =
k∑

i=0

hi

(
d− i
k − i

)
, (3.3)
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hk =
k∑

i=0

(−1)i+kfi

(
d− i
k − i

)
, (3.4)

para 0 ≤ k ≤ d.

3.2. Complejos matroidales y multicomplejos

Si M = (E, r) es un matroide, la familia de conjuntos independientes forma un
complejo simplicial de dimensión r(E)−1, el cual denotamos por ∆(M). Las facetas
de ∆(M) son las bases del matroide, por lo que ∆(M) es puro. Los complejos
de este tipo son llamados complejos matroidales. Los complejos matroidales son
desbullables, de hecho el polinomio de desbullición de ∆(M) es una evaluación del
polinomio de Tutte (ver [7]), esto es,

TM(x, 1) = h∆(M)(x).

Por dualidad, también se tiene

TM(1, y) = h∆(M∗)(y).

Recordemos que los lazos de un matroide son circuitos de tamaño uno, por lo
que no están en ningún conjunto independiente y como consecuencia no forman
parte del complejo matroidal ∆(M). Esto nos asegura que para demostrar la Con-
jetura de Stanley, solamente necesitamos considerar a los matroides sin lazos.

Ahora bien, los istmos de un matroide están contenidos en cualquier base.
Luego, los istmos están en cualquier faceta de ∆(M). Supongamos que el ma-
troide M se obtiene del matroide M ′ al eliminar un istmo. Si el h-vector de
M es (h0, h1, . . . , hr), como r(M) = r(M ′) − 1, entonces el h-vector de M ′ es
(h0, h1, . . . , hr, 0). Esto nos dice que si borramos todos los istmos del matroide,
toda la información importante contenida en el h-vector se mantiene. De esto y el
párrafo anterior, solo nos enfocaremos en los matroides sin istmos y sin lazos.

Dado un conjunto parcialmente ordenado(copo) P , un ideal de orden es un
subconjunto I de P , tal que si x ∈ I y y ≤ x, entonces y ∈ I. Si tomamos como
copo a P , el conjunto de todos los monomios sobre las indeterminadas z1, z2, . . . , zn
y el orden está dado por divisibilidad, entonces un ideal de orden de P es llamado
un multicomplejo sobre z1, . . . , zn.

Por otro lado, si formamos el copo (Nn,≤), donde a ≤ b si a(i) ≤ b(i) para
1 ≤ i ≤ n, entonces un multicomplejo M también pude ser visto como un ideal de
orden de (Nn,≤). Es decir, si M es un multicomplejo sobre z1, . . . , zn la imagen
de la función µ : M → Nn definida por
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µ(zi11 , . . . , z
in
n ) = (i1, . . . , in)

es un ideal de orden de (Nn,≤). Por lo que podemos intercambiar ambas definicio-
nes de multicomplejos. Los elementos del multicomplejo los llamamos monomios.

El rango de un monomio del multicomplejo es la suma de los valores de sus en-
tradas. Un multicomplejo cuyos monomios maximales tienen todos el mismo rango
son llamados puros. El vector (h0, h1, . . . , hd), donde hi es el número de monomios
de rango i, es la sucesión de grados del multicomplejo. Un vector (h0, h1, . . . , hd)
es llamado una O-sucesión(pura) si es la sucesión de grados de algún multicomple-
jo(puro). R. Stanley probó que el h-vector de un complejo simplicial desbullable
es una O-sucesión y planteó la siguiente conjetura [47]:

Conjetura 3.3 El h-vector de un complejo matroidal es una O-sucesión pura.

Cuando M es un matroide de empedrado, es fácil calcular el f -vector de ∆(M),
cada subconjunto de tamaño i < r es una cara de ∆(M) y las facetas son las bases
de M . Tenemos el siguiente resultado que está impĺıcito en [7].

Proposición 3.4 El h-vector de un matroide de empedrado de rango r con n
elementos y b(M) bases es (h0, h1, . . . , hr) con hk =

(
n−r+k−1

k

)
para 0 ≤ k ≤ r − 1

y hr = b(M)−
(
n−1
r−1

)
.

Demostración. Cuando 0 ≤ i ≤ r − 1, fi =
(
n
i

)
. Utilizando (3.4) se tiene

hk =
k∑

i=0

(−1)i+k

(
r − i
k − i

)(
n

i

)
,

para 0 ≤ k ≤ r − 1. Por la identidad (−1)a
(
b
a

)
=
(
a−b−1

a

)
, vemos que

hk =
k∑

i=0

(
k − r − 1

k − i

)(
n

i

)
.

Usando la convolución de Vandermonde,
(
a+b
k

)
=
∑k

i=0

(
a
i

)(
b

k−i

)
, obtenemos

hk =
k∑

i=0

(
n− r + k − 1

k

)
.

Como
∑r

i=0 hi = b(M), se sigue

hr = b(M)−
r−1∑
i=0

hi = b(M)−
r−1∑
i=0

(
n− r + i− 1

i

)
= b(M)−

(
n− 1

r − 1

)
.
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Figura 3.3:
Multicomplejo
Mr−1,d

Figura 3.4: f(r, d) mono-
mios de grado r

La idea para probar que el h-vector de un matroide de empedrado sin istmos
es la sucesión de grados de un un multicomplejo puro, es más o menos fácil. El
multicomplejo Mr,d generado por todos los monomios de grado r sobre las d in-
determinadas z1, z2, . . . , zd, con r y d enteros positivos, tiene sucesión de grados
(h0, h1, . . . , hr), donde hk es el número de monomios de grado k, esto es

(
d+k−1

k

)
,

ver Figura 3.3. Lo que solamente necesitamos, es mostrar que existe un multicom-
plejo M que contenga a Mr−1,n−r y que el número de monomios de rango r son a
lo más b(M)−

(
n−1
r−1

)
.

Definamos la función

f(r, d) = min{hr | (h0, . . . , hr) es la O-sucesión de M ⊃Mr−1,d}.

La expresión anterior nos dice que f(r, d) es el mı́nimo número de monomios de
grado r en un multicomplejo puro de grado r, el cual contiene a todos los monomios
de grado r − 1 en d variables z1, . . . , zd, ver Figura 3.4.

De lo anterior se deduce que para cualesquiera enteros positivos d y r, si
hk =

(
d+k−1

k

)
para 0 ≤ k ≤ r − 1 y f(r, d) ≤ hr ≤

(
d+r−1

r

)
, entonces la sucesión

(h0, h1, . . . , hr) es una O-sucesión pura.
Sea M un matroide de empedrado con n elementos y rango r. Haciendo d =

n− r vemos que el h-vector de M satisface hk =
(
d+k−1

k

)
con 0 ≤ k ≤ r − 1. Para

demostrar que los matroides de empedrado cumplen la conjetura de Stanley, solo
es necesario mostrar que f(r, d) ≤ hr ≤

(
d+r−1

r

)
, es decir,

f(r, n− r) ≤ b(M)−
(
n− 1

r − 1

)
≤
(
n− 1

r

)
.
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Claramente la segunda desigualdad es trivial, pues b(M) ≤
(
n
r

)
. Por tanto nuestro

atención se centra en mostrar que la primera desigualdad es cierta.
Algunos valores de f son fáciles de calcular.

Lema 3.5 Para r ≥ 1 y d ≥ 1 se cumple que f(1, d) = 1, f(2, d) = dd/2e, f(r, 1) =
1 y f(r, 2) = dr/2e.

El siguiente lema nos será muy útil más adelante

Lema 3.6 f(r, d) ≤ f(r, d− 1) + f(r − 1, d).

Demostración. Sea M ′ un multicomplejo en las variables z1, z2 . . . , zd−1 que con-
tiene a Mr−1,d−1, cuyo h-vector es (h′0, . . . , h

′
r) con h′r = f(r, d − 1). Sea M ′′ el

multicomplejo en las variables z1, z2 . . . , zd que contiene a Mr−2,d, con h-vector
(h′′0, . . . , h

′′
r−1) y h′′r−1 = f(r − 1, d).

Construyamos el multicomplejo

M = M ′ ∪ zdM ′′,

donde zdM ′′ = {zdm : m ∈M ′′}. Claramente M contiene todos los monomios
sobre z1, . . . , zd−1 de grado a lo más r−1. También contiene a todos los monomios
sobre z1, . . . , zd de grado a lo más r − 1, donde zd tiene grado al menos 1. Esto
nos dice que M contiene a todos los monomios sobre z1, . . . , zd de grado a lo más
r − 1, i.e., contiene a Mr−1,d.

Sólo resta mostrar que M es un multicomplejo. Sean m,m′ monomios tales
que m ∈M y m′|m. m′ es un monomio en las variables z1, . . . , zd, si zd tiene grado
0 tanto en m′ como en m o zd tiene grado al menos 1 tanto en m′ como en m , se
sigue que m′ ∈M . Si zd tiene grado 0 en m′ y grado k en m, entonces m′ divide
a m

zkd
∈M ′. Luego m′ está en M .

Definamos Pr,n como la clase de todos los matroides de empedrado sin istmos,
con rango r y n elementos. También definamos

g(r, n) = min{b(M)−
(
n− 1

r − 1

)
| M ∈Pr,n}.

Note que g(r, n) es igual al valor mı́nimo de hr, sobre todos los h-vectores de
matroides en Pr,n. Si queremos demostrar la conjetura de Stanley para matroides
de empedrado basta con mostrar que g(r, n) ≥ f(r, n− r). La prueba se hará por
inducción, el pie de la inducción está dado por los siguientes dos lemas

Lema 3.7 Para todo n ≥ 1, g(1, n) ≥ f(1, n− 1).

Demostración. Salvo isomorfismo, el único matroide en P1,n es U1,n. El h-vector
de U1,n es (1, n− 1), por lo que g(1, n) = n− 1 y f(1, n− 1) = 1.
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Lema 3.8 Para todo n ≥ 2, g(2, n) ≥ f(2, n− 2).

Demostración. Sabemos que f(2, n−2) = dn−2
2
e. Basta con mostrar que b(M) ≥

(n−1)+dn−2
2
e para todo matroide de empedradoM de rango 2 y n elementos. Si to-

do elemento de M está en al menos 3 bases, entonces b(M) ≥ 3n/2 ≥ 3(n−1)/2 ≥
(n− 1) + d(n− 2)/2e.

Supongamos queM tiene un elemento e que está en a lo más 2 bases. Si el núme-
ro de clases paralelas de M fuera al menos cuatro entonces todo elemento está en
al menos 3 bases. Luego M tiene a lo más 3 clases paralelo. Si M tiene 2 clases
paralelo, una de ellas debe tener cardinalidad 2, pues en caso contrario todos los ele-
mentos están en al menos 3 bases distintas. Por tanto, M es isomorfo a U1,n−2⊕U1,2

con n ≥ 4, pues M no tiene istmos, y b(M) = 2(n − 2) ≥ (n − 1) + d(n − 2)/2e
con igualdad cuando n = 4.

Si M tiene 3 clases paralelo, dos clases deben de tener cardinalidad 1. Nue-
vamente, en caso contrario se tendŕıa que todos sus elementos están en al menos
3 bases. Luego M es isomorfo a U1,n−2 ⊕2 U2,3, i.e., es isomorfo a un triángu-
lo remplazando una de sus aristas por n − 2 aristas en paralelo. Se tiene que
b(M) = 2(n − 2) + 1 ≥ 3(n − 1)/2 ≥ (n − 1) + d(n − 2)/2e con igualdad cuando
n = 3 y M es U2,3.

Recordemos que dado cualquier matroide, podemos prescindir de los lazos e
istmos ya que no repercuten en el cálculo del h-vector de su complejo matroidal.
Por lo que el lema anterior demuestra que todos los matroides de rango 2 simples
satisfacen la conjetura de Stanley.

Corolario 3.9 El h-vector del complejo matroidal de un matroide de rango 2 sim-
ple es una O-sucesión pura.

La primera demostración que se conoce de la conjetura de Stanley para matroi-
des de rango 2 es la de E. Stokes, ver [50]. Stokes por medio de métodos algebraicos
da una larga demostración. Recientemente J. De Loera et al., ver [30], dan una
demostración combinatoria muy simple para matroides de rango 2. De hecho, ellos
prueban mucho más; pero esto lo discutiremos más adelante.

Lema 3.10 Sea M un matroide de empedrado sin istmos de rango r y n elemen-
tos. Si para todo elemento e de M , M\e tiene un istmo, entonces b(M)−

(
n−1
r−1

)
≥

f(r, n− r)

Demostración. Del lema 2.26, se sigue que solo necesitamos revisar tres caso.
Si M ∼= Ur,r+1, b(M) = r+ 1 =

(
r

r−1

)
+ f(r, 1). En este caso tenemos igualdad.

Si M es el 2-estiramiento de Us,s+2, M tiene rango 2s + 2, 2s + 4 elementos y
2(s+2)(s+1) bases. Luego b(M)−

(
2s+3
2s+1

)
= s+1. Por otro lado, f(2s+2, 2) = s+1

y también en este caso tenemos igualdad.
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Finalmente, si M ∼= U1,2 ⊕ U1,2, M tiene rango 2 y ya se considero en el lema
anterior.

Teorema 3.11 Para toda r ≤ n se cumple g(r, n) ≥ f(r, n− r).

Demostración. La demostración será por inducción en r+n. Si r ≤ 2 y n ≥ r, el
resultado se sigue de los lemas 3.7 y 3.8. Supongamos que el argumento es válido
para r′ y n′ con r′ + n′ ≤ r + n.

Sean n ≥ r > 2 y M un matroide en Pr,n tal que g(r, n) = b(M) −
(
n−1
r−1

)
.

Supongamos que existe e ∈ E(M) tal que M\e no tiene istmos, entonces

g(r, n) = b(M)−
(
n− 1

r − 1

)
= b(M\e)−

(
n− 2

r − 1

)
+ b(M/e)−

(
n− 2

r − 2

)
≥ g(r, n− 1) + g(r − 1, n− 1) ≥ f(r, n− 1) + f(r − 1, n− 1)

≥ f(r, n− r).

En caso de que para todo elemento e de M , M\e tenga un istmo, el resultado se
sigue del Lema 3.10.

Corolario 3.12 El h-vector del complejo matroidal de un matroide de empedrado
es una O-sucesión pura.

3.2.1. La función g(r, n)

Otra manera de demostrar que la conjetura de Stanley es cierta para matroides
de empedrado, es la que daremos a continuación.

Una caracterización expĺıcita de las O-sucesiones fué dada por R. Stanley en
[47]. Sin embargo, una caracterización completa de las O-sucesiones puras parece
ser un problema sumamente dif́ıcil. Algunas propiedades que se conocen son las
siguientes.

Teorema 3.13 ([23], [10], [13]) Sea (h0, h1, . . . , hd) el h-vector de un matroide
o una O-sucesión pura con hd 6= 0. Entonces

1) h0 ≤ h1 ≤ · · · ≤ hb d
2
c,

2) hi ≤ hd−i para todo 0 ≤ i ≤ bd
2
c y

3) para todo 0 ≤ j ≤ d

(−1)j
j∑

i=0

(−b)ihi ≥ 0, (3.5)

para cualquier numero real b ≥ 1, con posible igualdad sólo si b = 1.
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T. Hibi [23] demostró las desigualdades 1) y 2) para el caso de O-sucesiones puras
y conjeturó que el h-vector de un complejo matroidal debeŕıa también satisfa-
cer dichas desigualdades. La desigualdad (3.5) se conoce como la desigualdad de
Brown-Colbourn [10]. En 1995, M. K. Chari [14] demuestra la conjetura de Hibi.

Para un matroide de empedrado, podemos usar la desigualdad (3.5) del teorema
anterior para acotar por abajo a hr, con r ≥ 1, de la siguiente manera

S(r, n) = (−1)r−1

r−1∑
i=0

(−1)i
(
n− r + i− 1

i

)
.

Damos algunos valores de S en la siguiente

Proposición 3.14 a) S(1, n) = 1 para todo n ≥ 1.

b) S(2, n) = n− 3 para todo n ≥ 2.

c) S(n, n) = (−1)n−1 para todo n ≥ 1.

d) S(n− 1, n) = n− 1 mod 2 para todon ≥ 2.

e) S(n− 2, n) = bn−1
2
c.

Demostración.

a) S(1, n) = (−1)0
(
n−1

0

)
= 1 para todo n ≥ 1.

b) S(2, n) = (−1)(
(
n−3

0

)
−
(
n−2

1

)
) = n− 3 para todo n ≥ 2.

c) S(n, n) = (−1)n−1
∑n−1

i=0 (−1)i
(
i−1
i

)
= (−1)n−1 para todo n ≥ 1. Aqúı apli-

camos la convención usual
(
a
0

)
= 1 para toda a, y

(
a
b

)
= 0 para todos los

enteros a, b con b ≥ a y b ≥ 0.

d) S(n− 1, n) = (−1)n−2
∑n−2

i=0 (−1)i
(
i
i

)
= (−1)n−2

∑n−2
i=0 (−1)i, el cual es 1 si n

es par y 0 en otro caso.

e) S(n−2, n) = (−1)n−3
∑n−3

i=0 (−1)i
(
i+1
i

)
= (−1)n−3

∑n−3
i=0 (−1)i(i+1). La suma

anterior es (n− 2)/2 si n− 2 es par y (n− 1)/2 si n− 2 es impar.
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La sucesión {S(r, n)} tiene la misma recursión que los coeficientes binomiales.

Teorema 3.15 Para n ≥ r ≥ 1

S(r + 1, n+ 1) = S(r + 1, n) + S(r, n).

Demostración. Esta igualdad se sigue de la fórmula de Pascal-Stifel
(
n+1
r+1

)
=(

n
r+1

)
+
(
n
r

)
.

El resultado anterior muestra que la sucesión de enteros {S(r, n)} es la sucesión
A108561 en [45], pues ambas satisfacen la misma relación de recurrencia y las
mismas condiciones iniciales.

¿Cómo se compara S(r, n) con f(r, n− r)? La siguiente afirmación nos lo dice.

Teorema 3.16 Para n ≥ 3 y r ≤ n− 2, se cumple f(r, n− r) ≤ S(r, n).

Demostración. Para r = 1, f(1, n − 1) = 1 = S(1, n) para toda n. Para
r = n − 2, se tiene f(n − 2, 2) = dn−2

2
e = bn−1

2
c = S(n − 2, n). Por el Lema

3.6, f(r, n − r) ≤ f(r, n − r − 1) + f(r − 1, n − r). Por hipótesis de inducción,
f(r, n− r − 1) + f(r − 1, n− r) ≤ S(r, n− 1) + S(r − 1, n− 1) = S(r, n).

Del resultado anterior, se sigue que f(r, n−r) ≤ g(r, d), para n ≥ 3 y r ≤ n−2.
Esto nos da una prueba alternativa al Corolario 3.12, pues es fácil revisar la de-
sigualdad para los valores restantes de n y r.

Recientemente De Loera et. al., ver [30], encontraron una manera sencilla de de-
mostrar que los matroides de rango 2, los de rango 3 y los matroides de co-rango 2
satisfacen la conjetura de Stanley. Para los matroides de rango 2, partieron adecua-
damente cada hi del h-vector de tal manera que pod́ıan asociarle un multicomplejo
adecuado. Para co-rango 2, por medio de la actividad interna y externa pudieron
encontrar expĺıcitamente un multicomplejo adecuado. Para rango 3, usando la
misma idea de acotar por arriba y por abajo el valor de h3, como lo hicimos no-
sotros para hr en los matroides de empedrado, mostraron la validez de la conjetura.

3.3. Matroides de empedrado ralo

Determinar el número de bases de un matroide de empedrado resulta un tanto
complicado y parece ser un problema dif́ıcil. Sin embargo, existe una subclase de
matroides de empedrado que es más sencilla de estudiar. Esta clase es la de los
matroides de empedrado ralo. Dicha clase últimamente ha sido objeto de mucho
estudio, por ejemplo ver [9, 21, 37, 38]. En está sección mostraremos una cota in-
ferior justa para el número de bases de un matroide de empedrado ralo. Iniciamos
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generalizando la noción de matroide de empedrado, la cual ya hab́ıa sido dada por
S. Rajpal en [42]. Luego daremos la definición de matroides k-empedrados ralos y
algunas propiedades que satisfacen estos matroides.

Definición 3.17 Dado un matroide M de rango r ≥ k, decimos que es k-empedrado
si todos los circuitos de M tienen cardinalidad mayor a r − k.

Por ejemplo, todo matroide uniforme Ur,n es 0-empedrado. Todo matroide de em-
pedrado es 1- empedrado. No es dif́ıcil mostrar que

Proposición 3.18 La clase de matroides k-empedrados es cerrada bajo menores.

Proposición 3.19 Un matroide es k-empedrado si y sólo si no tiene un menor
que sea isomorfo a Uk+1,k+1 ⊕ U0,1

Definición 3.20 Sea M un matroide k-empedrado de rango r ≥ k, decimos que
M es k-empedrado ralo si no existe H hiperplano de M , tal que |H| ≥ r + k

Cuando k = 1, en lugar de decir 1-empedrado ralo, simplemente diremos empe-
drado ralo. El siguiente teorema se sigue inmediatamente de la definición anterior.

Teorema 3.21 Dado M matroide de rango r, M es de empedrado ralo si y sólo
si todos los hiperplanos de M son de tamaño r o r−1. Los hiperplanos de tamaño
r son precisamente los circuitos de tamaño r.

Lema 3.22 Si M es un matroide de empedrado ralo con n elementos y rango a
lo más 1, entonces M es isomorfo a U1,n, U1,n−1 ⊕ U0,1 o U0,n.

Si M es un matroide k-empedrado ralo, entonces el cuello de M , el tamaño del
circuito más pequeño, debe ser mayor o igual que r−k+1. Dado que los hiperplanos
son complementos de los co-circuitos, M∗ no tiene hiperplanos de tamaño mayor
a n − r + k y su cuello es mayor o igual que n − r − k + 1. Por lo que M∗ es
k-empedrado ralo. Hemos probado la siguiente

Proposición 3.23 M es un matroide k-empedrado ralo si y sólo si M∗ es k-
empedrado ralo.

De las Proposiciones 3.18 y 3.19, más el resultado anterior se tiene

Teorema 3.24 La clase de matroides k-empedrados ralos es cerrada bajo menores
y sus menores excluidos son Uk+1,k+1 ⊕ U0,1 y U0,k+1 ⊕ U1,1.
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3.3.1. Bases y Polinomio de Tutte

Para poder dar una cota al número de bases de un matroide de empedrado ralo
es necesario introducir algunos conceptos. De [41] tenemos que dados los enteros
k > 1 y m > 0, una colección T = {T1, . . . , Tk} de subconjuntos de E, con
la propiedad de que cada elemento de T tenga al menos m elementos y cada
subconjunto de E con m elementos este contenido en un único miembro de T , es
llamada una m-partición de E. También de [41] extraemos la siguiente proposición.

Proposición 3.25 Si T es una m-partición de E, entonces T es el conjunto de
hiperplanos de un matroide de empedrado en E con rango m + 1. Además, para
r ≥ 2 el conjunto de hiperplanos de cualquier matroide de empedrado en E con
rango r es una (r − 1)-partición de E.

Del Teorema 3.21, sabemos que los hiperplanos de un matroide de empedrado
ralo M con rango r ≥ 2, son los circuitos de tamaño r más los independientes de
tamaño r−1 no contenidos en ningún circuito de tamaño r. Como los hiperplanos
de M forman una (r − 1)-partición de E(M), cualquier subconjunto de tamaño
r − 1 que no sea hiperplano está contenido en un único circuito de tamaño r.

Ahora bien, un sistema Steiner S(l,m, n) está dado por un conjunto S con n
elementos y una familia de subconjuntos de S de cardinalidad m, llamados bloques,
con la propiedad de que cada subconjunto con l elementos está contenido en exac-
tamente un bloque. A un sistema Steiner S(r − 1, r, n) le podemos corresponder
un matroide de empedrado ralo si tomamos como bases a todos los conjuntos de
tamaño r que no estén contenidos en ningún bloque de S(r − 1, r, n).

El número de subconjuntos de S de cardinalidad l es
(
n
l

)
y el número de sub-

conjuntos con l elementos de cada bloque es
(
m
l

)
. Como cada subconjunto de car-

dinalidad l está contenido en exactamente un bloque, se tiene b =
(
n
l

)
/
(
m
l

)
, donde

b es el número de bloques. Para el caso de S(r − 1, r, n) se tiene que el número
de bloques es 1

r

(
n

r−1

)
y por tanto, el número de bases para el correspondiente ma-

troide de empedrado ralo es
(
n
r

)
− 1

r

(
n

r−1

)
= n−r

r

(
n

r−1

)
. El siguiente Teorema nos

afirma que el valor anterior es una cota inferior para el número de bases de ma-
troides de empedrado ralo. Se sabe que los sistemas Steiner triples S(2, 3, 6p + 1)
y S(2, 3, 6p + 3) (ver [28]) y que los sistemas Steiner cuádruples S(3, 4, 6p + 2) y
S(3, 4, 6p+ 4) (ver [24]) existen para todo p, por lo que hay un número infinito de
matroides que alcanzan nuestra cota.

Teorema 3.26 Sea M un matroide de empedrado ralo con n elementos y rango
r ≥ 1. Entonces M tiene al menos n−r

r

(
n

r−1

)
bases.

Demostración. Si r = 1, por el Lema 3.22 M es isomorfo o bien a U1,n o a
U1,n−1 ⊕ U0,1. Ambos matroides tiene n− 1 bases.

Supongamos que r ≥ 2. Por ser M de empedrado, todo subconjunto de tamaño
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r − 1 es independiente. Pero por ser de empedrado ralo, por las observaciones
anteriores al teorema, todo conjunto de tamaño r− 1 está en a lo más un circuito
de tamaño r; en otras palabras, todo conjunto independiente de tamaño r − 1
está en al menos n − r bases. Si tomamos la gráfica bipartita cuyos vértices son
por un lado los conjuntos independientes de tamaño r − 1 y por otro las bases,
donde el par (I, B) es una arista de la gráfica si y sólo si la base B contiene al
independiente I. Tenemos que el grado de cualquier independiente I de tamaño
r − 1 es al menos (n − r), luego el número de aristas de esta gráfica bipartita es
al menos (n − r)

(
n

r−1

)
. Como el grado de cualquier base B en esta gráfica es r, el

resultado se sigue inmediatamente.
Muchos invariantes que resultan dif́ıciles de calcular para un matroide en gene-

ral, son fáciles para matroides de empedrado ralo. Por ejemplo, note que si M es
de empedrado ralo, todos los subconjuntos de tamaño k < r son independientes,
mientras que todos los subconjuntos de tamaño k > r son generadores. Tomemos
ahora los conjuntos de tamaño r, estos o son bases o son circuitos-hiperplanos.
Como consecuencia, el polinomio de Tutte de un matroide de empedrado ralo con
n elementos, rango r y λ circuitos-hiperplanos es

TM(x, y) =
r−1∑
i=0

(
n

i

)
(x−1)r−i +

(
n

r

)
+λ(xy−x−y)+

n∑
r+1

(
n

i

)
(y−1)i− r. (3.6)

3.4. f (r, n) y coloración estándar de Gr,d

Ya hemos mostrado una cota justa para el número de bases de un matroide de
empedrado ralo, y según se mostró; fué relativamente sencillo hacerlo. Pero este no
es el caso de los matroides de empedrado, como lo veremos a continuación. Para
calcular una cota inferior para el número de bases de un matroide de empedrado,
estudiaremos el comportamiento de la función f(r, n) definida en la sección ante-
rior.

Empecemos por definir dos familias de gráficas. La primera gráfica es Gr,d, la
cual que tiene como vértices a los monomios de grado r en d variables, donde el par
{m,m′} es una arista de la gráfica Gr,d si y sólo si existen variables x, y distintas,
tales que m′ = m

x
y; es decir, si y sólo existen variables x, y tales que el grado de

x (resp. y) en m y el grado de x (resp. y) en m′ solo difieren por uno. Las demás
variables tienen el mismo grado en ambos monomios.

La segunda gráfica es TGr,d, la cual tiene como vértices a todos los monomios
en d variables de grado r y de grado r − 1. El par {m,m′} es una arista de TGr,d

si y sólo si existen variables x, y distintas, tales que m′ = m
x
y o existe una variable

x tal que m′ = m
x

. Note que Gr,i es una subgráfica de TGr,d, para todo 0 ≤ i ≤ d.
Recordemos que un conjunto U de vértices domina a un conjunto U ′ de vértices
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Figura 3.5: Conjunto dominante de V (G4,3)

en una gráfica si todo vértice en U ′\U es adyacente a un vértice de U . Es aśı que,
el problema de encontrar f(r, n) puede ser trasladado al problema de encontrar un
conjunto de vértices en Gr,d de tamaño mı́nimo que domine al conjunto de vértices
de Gr−1,d.

Es necesario advertir, que no basta con encontrar un conjunto dominante mı́ni-
mo en V (Gr,d). Por ejemplo, si r = 4 y d = 3 en la Figura 3.5, los puntos con
ćırculo sombreado a rayas U = {x3

0x2, x0x
3
1, x1x

3
2}, son un conjunto dominante mi-

nimal de V (G4,3), pero no domina a V (G3,3); pues el vértice x2
0x1 no es adyacente

a ninguno elemento de U .

Con la idea de encontrar un conjunto dominante apropiado, definimos la colo-
ración estándar %d de Gr,d. Supongamos que las d variables son {x0, x1, . . . , xd−1}.
A cada variable xi le asociamos el color %d(xi) = i mod d y después extendemos
linealmente la coloración a todos los monomios, en otras palabras, para el mono-
mio m = xt00 x

t1
1 · · ·x

td−1

d−1 el valor de %d(m) es 0t0 + . . .+ (d− 1)td−1 mod d.
Por ejemplo, tomemos a todos los monomios de grado r = 3 en d = 3 variables

y les aplicamos la coloración estándar. La Figura 3.6 nos muestra como hacemos
esto.

Lema 3.27 La coloración estándar %d es propia y χ(Gr,d) ≤ d.

Demostración. Si (m,m′) es una arista de Gr,d, entonces existen i 6= j tales que
m′ = m

xi
xj. Luego, %d(m) − %d(m′) = i − j 6≡ 0 mod d. Esto nos dice que m y m′

reciben diferente color, por consiguiente %d es una d-coloración propia de Gr,d.
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Figura 3.6: Coloración estándar de G3,3

Proposición 3.28 El número cromático χ(Gr,d) coincide con ω(Gr,d), el tamaño
del clan más pequeño contenido en Gr,d y ambos son igual a d.

Demostración. Del lema anterior se sabe que χ(Gr,d) ≤ d. Es fácil ver que los
vértices {xr0, xr−1

0 x1, . . . , x
r−1
0 xd−1} forman un clan, luego ω(Gr,d) ≥ d. Como para

toda gráfica tenemos que ω(Gr,d) ≤ χ(Gr,d), el resultado se sigue inmediatamente.

Hasta aqúı, es necesario detenernos y observar que en la demostración anterior
construimos un clan de tamaño d para xr0. De hecho esto se puede hacer para
cada vértice de Gr,d. Mas aún, cualquier monomio en Gr,d está en tantos clanes
de tamaño d como variables aparezcan en dicho monomio. Esto es, si xi es tal
que xi|m, entonces los vértices {m

xi
x0,

m
xi
x1, . . . ,

m
xi
xd−1} forma un clan. Luego, se

cumple que cualquier clase-color (todos aquellos monomios que son pintados con
un solo color) de una d coloración de Gr,d domina a V (Gr,d). Es aśı que, cualquier
cualquier clase-color de una d-coloración de Gr,d es un conjunto independiente y
dominante, i. e., es un conjunto independiente maximal y un conjunto dominante
minimal.

Otra observación importante que hay que agregar es que cualquier clase-color
de una d-coloración de Gr,d domina al subconjunto V (Gr−1,d) de vértices de TGr,d.
Esto es cierto, pues si tomamos cualquier monomio m de grado r − 1, sus vecinos
en V (Gr,d) son {mx0,mx1, . . . ,mxd−1} y estos forman un clan de tamaño d. Por
lo que este conjunto debe de intersecar a cada una de las clase-color.

Definimos ahora la función f̄(r, d) como la cardinalidad mı́nima sobre todas las
clase-color en la coloración estándar %d de Gr,d. Por las observaciones anteriores se
tiene lo siguiente.

Proposición 3.29 Para todo r, d ≥ 1 enteros, f(r, d) ≤ f̄(r, d).
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Figura 3.7: Collares binarios de longitud n = 4

Proposición 3.30 Para todo r, d ≥ 1 enteros, f(r, d) ≤
(
d+r−1

r

)
/d

Mientras estábamos tratando de encontrar una fórmula para f̄(r, d), nuestros
cálculos parećıan apuntar al número de collares aperiódicos con r cuentas negras
y d cuentas blancas, en la literatura también son conocidos como palabras Lyndon
binarias de longitud r + d y densidad r.

Los collares binarios o collares sobre un alfabeto A = {0, 1}, son sucesiones de
0’s y 1’s, donde dos sucesiones son equivalentes, si una se obtiene de la otra por
rotación. Los collares de longitud n, son las órbitas de la acción del grupo ćıclico
Cn en las sucesiones de 0’s y 1’s con longitud n. Existe la definición de collares
con cuentas de n colores distintos, pero a nosotros solo nos interesan los que tiene
solo dos, por lo que de aqúı en adelante cuando digamos collar, estaremos diciendo
collar binario.

Por ejemplo, si n = 4 el número de collares de longitud 4 es N2(4) = 6,
{0000, 0100, 0110, 0101, 0111, 1111}. Las sucesiones 0100, 0010, 0001 y 1000 son
equivalentes. Ver Figura 3.7.

Un collar lo llamaremos aperiódico de longitud n, si su órbita tiene tamaño n.
Por ejemplo en la Figura 3.7, los collares aperiódicos son, {0100, 0110, 0111}. Den-
tro de los collares de longitud n están aquellos de densidad fija, es decir, aquellos
collares que tienen un número fijo de 1’s. El número total de estos, lo denotamos
por N2(n, r); donde r es el número de 1’s. En nuestro ejemplo, tenemos que el
número de collares de longitud 4 con densidad 2 es N2(4, 2) = 2, {0110, 0101}. Si
volvemos a ver la Figura 3.7, estos son el de la esquina superior derecha y el de la
esquina inferior izquierda. De estos dos el aperiódico es {0110}.

El número de collares aperiódicos de longitud n = r + d, con densidad r es

L2(n, r) =
1

n

∑
k|(n,r)

µ(k)

(
n/k

r/k

)
, (3.7)
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Figura 3.8: Collares binarios y su rotación por 0’s.

donde (a, b) denota el máximo común divisor de los enteros a y b, y µ es la función
de Möbius, ver [29].

Por comodidad, usaremos la siguiente notación. Bt denotará la cadena con un
0 seguido de t 1’s. Si tenemos un collar, por ejemplo de la forma 011101001, lo
denotaremos por bloques de la siguiente manera, B3B1B0B1 donde el bloque B3 =
0111, B1 = 01 y B0 = 0 . Si r y d son enteros no negativos y t0 + t1 + · · ·+ td−1 = r,
ti ≥ 0 , podemos formar el collar Bt0Bt1 · · ·Btd−1

de longitud r + d y densidad r.

Note que sim = xt00 x
t1
1 · · · x

td−1

d−1 es un vértice deGr,d, a este monomio le podemos
asociar el collar am = Bt0Bt1 · · ·Btd−1

. Análogamente, si a = Bt0Bt1 · · ·Btd−1
es un

collar de longitud n y densidad r, le podemos asociar el vértice ma = xt00 x
t1
1 · · ·x

td−1

d−1

de Gr,d.
Sea Cd un grupo ćıclico generado por σ y hagamoslo actuar sobre Gr,d de la

siguiente forma
σ(xt00 x

t1
1 · · ·x

td−1

d−1 ) = xt01 x
t1
2 · · · x

td−2

d−1 x
td−1

0 .

Si am = Bt0Bt1 · · ·Btd−1
es el collar asociado al monomio m,

σ(am) = Bt1Bt2 · · ·Btd−2
Bt0

= Btσ(0)Btσ(1) · · ·Btσ(d−1)
.

Geométricamente lo que hacemos es rotar el collar por 0’s. Por ejemplo, hab́ıamos
dicho que los collares de longitud 4 y densidad 2, son 0110 y 0101. Al rotarlos bajo
σ, nos queda 0011 y 0101, ver Figura 3.8.

Proposición 3.31 am es un collar aperiódico bajo Cn si y sólo si am es aperiódico
bajo Cd

Podemos partir a los vértices de Gr,d en clases de equivalencia, que son las órbitas

bajo la acción de σ. Sea k entero, tal que σ
d
k (m) = m. am se debe partir en k
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bloques, cada uno de longitud d
k
, es decir

am = Bt0Bt1 · · ·Bt d
k
−1︸ ︷︷ ︸

1

Bt0Bt1 · · ·Bt d
k
−1︸ ︷︷ ︸

2

· · ·︸︷︷︸
···

Bt0Bt1 · · ·Bt d
k
−1︸ ︷︷ ︸

k

,

por lo que k|r; es decir, k|(r, d). Denotemos a O d
k

= {m ∈ V (Gr,d) : σ
d
k (m) = m},

se cumple

V (Gr,d) =
⋃

k|(r,d)

O d
k
. (3.8)

Pasemos ahora a decir que es una palabra Lyndon y mostrar cual es su relación
con los collares aperiódicos, esta parte esta basada en [31]. Sea A un conjunto finito
al que llamaremos alfabeto. Una palabra sobre el alfabeto A es una sucesión finita
de elementos de A

(a1, a2, . . . , an), ai ∈ A.
Al conjunto de todas la palabras sobre el alfabeto A lo denotaremos por A∗. A∗

tiene una operación binaria que se obtiene al concatenar dos sucesiones

(a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bm) = (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm).

Esta operación binaria obviamente es asociativa, lo que nos permite prescindir de
los paréntesis y escribir una palabra como

a1a2 · · · an.

La sucesión vaćıa, llamada la palabra vaćıa, es un neutro para la operación de
concatenación y lo denotaremos con 1. Luego, para cualquier palabra w

1w = w1.

Un monoide es un conjunto N con una operación binaria que es asociativa y
que tiene un elemento neutro denotado por 1N . Luego,A∗ aśı definido tiene una
estructura de monoide. Al conjunto de palabras no vaćıas sobre A lo denotaremos
por A+ := A∗ − 1. La longitud de una palabra w = a1a2 · · · an con ai ∈ A, es el
número n de letras que aparecen como producto en w y lo denotamos por |w| := n.
Por ejemplo la longitud de la palabra vaćıa es 0.

Una palabra v se dice que es un factor derecho de x ∈ A∗, si existe una palabra
w ∈ A∗ tal que x = wv. Decimos que un factor es propio si v 6= x. La definición
para factor izquierdo es simétrica a la de factor derecho.

Un submonoide de un monoide N es un subconjunto P de N que contiene
al elemento neutro y es cerrado bajo la operación del monoide, i. e., PP ⊂ P .
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Dado un subconjunto X del monoide A∗, denotaremos por X∗ al submonoide de
A∗ generado por X. Dada una palabra w ∈ A+, el submonoide generado por w, lo
denotamos por w∗.

Observe que en particular los collares binarios son palabras sobre un alfabeto
con dos elementos.

Una palabra x ∈ A∗ se dice que es primitiva si no es una potencia de otra
palabra. Es decir, si x 6= 1 y x ∈ z∗ implican x = z.

Proposición 3.32 Si

xn = ym, x, y ∈ A∗, n,m ≥ 0,

entonces existe una palabra z tal que x, y ∈ z∗.
En particular, para cada palabra w ∈ A+, existe una única palabra primitiva x

tal que w ∈ x∗.
Dos palabras x y y se dice que son conjugadas si existen palabras u, v ∈ A∗ tales
que

x = uv, y = vu.

Ésta es una relación de equivalencia en A∗, pues x es conjugada a y si y sólo si y
se puede obtener de x por medio de una permutación ćıclica de las letras de x.

Al monoide A+ se le puede dar un orden lexicográfico, primero en el alfabeto A
y después extendiéndolo a las palabras de la siguiente manera: para cualesquiera
palabras u, v ∈ A+, u < v si v ∈ uA+ o bien

u = ras, v = rbt, con a < b; a, b ∈ A; r, s, t ∈ A∗.
Donde uA+ = {uw | w ∈ A+}. Este orden aśı definido es total.

Una palabra Lyndon es una palabra primitiva que es minimal en su clase de
conjugación. Al conjunto de palabras Lyndon lo denotamos por L. Equivalente-
mente, l ∈ L si sólo si

∀u, v ∈ A+, l = uv ⇒ l < vu.

Por ejemplo para A = {0, 1} y 0 < 1, la lista de las primeras palabras Lyndon
son

L = {0, 1, 01, 001, 011, 0001, 0011, 0111, 00001, 00011, 00101, . . .}
Proposición 3.33 Una palabra w ∈ A+ es una palabra Lyndon si y sólo si es
más pequeña que cualquiera de sus factores derechos propios.

w ∈ L ⇔ {∀u ∈ A+, w ∈ A+v ⇒ w < v}.
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Teorema 3.34 (Lyndon) Toda palabra w ∈ A+ puede escribirse de manera úni-
ca como un producto no creciente de palabras Lyndon:

w = l1l2 · · · ln, li ∈ L l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ ln.

Nuestro primer resultado dice que el número de monomios de grado r en d
variables tiene la siguiente descomposición.

Teorema 3.35 (
d+ r − 1

r

)
=
∑
k|(d,r)

d

k
L2(

r + d

k
,
r

k
) (3.9)

Demostración. Sean k entero tal que k|(r, d) y m = xt00 · · ·x
td−1

d−1 ∈ O d
k
. Por la

Proposición 3.32, existe x ∈ {0, 1}∗ primitiva con la propiedad de que el collar
am = Bt0 · · ·Btd−1

∈ x∗, esta x no es otra mas que x = Bt0 · · ·Bt d
k
−1

. Sea lm la

palabra Lyndon que representa a la clase de conjugación de x, luego am ∈ l∗m y lm
es un collar aperiódico de longitud d/k + r/k y densidad r/k. Se sigue

|O d
k
| = d

k
· L2(

r + d

k
,
r

k
).

De la ecuación 3.8, se sigue el resultado.
Veamos el efecto de σ en la coloración estándar %d.

Lema 3.36 Sea m = xt00 x
t1
1 · · ·x

td−1

d−1 un vértice de Gr,d, entonces %d(σ(m)) −
%d(m) ≡ r mod d.

Corolario 3.37 Las órbitas de tamaño d se pintan con d
(r,d)

colores.

Corolario 3.38 Si (r, n) = 1 o n − r es primo, entonces f̄(r, n − r) es igual al
número de collares aperiódicos de longitud n y densidad r.

Demostración. Si (r, n) = 1, se sigue que (r, n− r) = 1. Por lo que sólo se tienen
órbitas de tamaño d = n − r y cada una de ellas se colorea con d colores. Por el
Teorema 3.35, el número de collares aperiódicos es igual al tamaño de cualquier
clase-color de la coloración estándar %d de Gr,d.

Supongamos d = n − r primo. Si (r, d) = 1 por el caso anterior se tiene el
resultado. Ahora bien, si (r, d) = d entonces solo se tienen órbitas de tamaño 1
y d. Del Teorema 3.35, la órbita de tamaño 1 corresponde al collar L2(q + 1, q);
donde r = qd con q entero no negativo. Este collar se colorea con el color 0. Por
el Corolario 3.37, las órbitas de tamaño d se colorean con un solo color y hay
d ·L2(n, r) de estos collares. Solo basta con tomar cualquier color distinto a 0 y se
tiene el resultado.

Nosotros proponemos la siguiente

Conjetura 3.39 f(r, d) = f̄(r, d) = L2(n, r).
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3.5. Conclusiones

Hemos demostrado la conjetura de Stanley para matroides de empedrado. Las
estrategias que se han usado para mostrar que el h-vector de ciertas clases de
matroides satisface la conjetura de Stanley, son muy diversas y aún no es cla-
ro que camino a seguir es el correcto para dar una demostración completa de la
conjetura. Por ejemplo, en [32] se usa el “chip firing game”, para el caso de matroi-
des de rango 2 en [50] se utilizan métodos algebraicos, Suho Oh alumno de Alex
Postnikov, usando permutaedros, ver [46], demostró la conjetura para matroides
cotransversales y en [44] a cada base del matroide le asocia un monomio que de-
pende de la actividad externa e interna de dicha base. Recientemente De Loera
et. al. [30], usando también actividad externa e interna demostraron la conjetura
para matroides de rango a lo más 3 y para matroides de corrango 2. Como se ha
mencionado repetidamente a lo largo de esta tesis, está conjeturado que Como
se puede ver las herramientas usadas para demostrar la conjetura son variadas.
Ahora bien, cuando a la sucesión de grados se le agrega la propiedad de ser puro
parece que el problema tiene caracteŕısticas combinatorias más que algebraicas
y por tanto, es de suponerse que, en ese caso las técnicas algebraicas no son las
convenientes. Por otro lado, encontrar la relación entre actividad externa e interna
y los multicomplejos lleva impĺıcitamente buscar un orden adecuado para los ele-
mentos de E, el cual es muy complicado de hallar. Lo que la experiencia arroja, es
que entender la estructura del matroide nos da cierta información sobre el posible
orden a considerar. Un paso natural a seguir, es ver si la conjetura de Stanley
es cierta para matroides regulares y tratar de ver si se puede dar una demostra-
ción completa de la conjetura apoyada en todos los resultados conocidos. Otra
v́ıa a considerar es ver si por medio de las palabras Lyndon, en términos de ac-
tividad externa e interna, se le puede asociar un multicomplejo apropiado a ∆(M).

El problema de encontrar buenas cotas para el número de bases de un matroide
de empedrado, parece ser un reto muy interesante. La función f(r, n − r) nos
dá una cota inferior para el número de bases de un matroide de empedrado, pero
hay muchos casos en que no es justa. Cuando n− r = 2 y n es par, f(r, n− r) nos

da la cota inferior n(n−2)
2

y es alcanzada por el matroide dual del 2-engrosamiento

de U2,n
2
; cuando n es impar, nos da la cota inferior (n−1)2

2
y es alcanzada por el

matroide dual de la extensión libre de U2,m. Aśı, en este caso f(r, n−r) es una cota
inferior justa. Pero para el caso n− r = 3, la situación es diferente. Cuando r = 2,
la cota nos da 6 bases y es alcanzada por el matroide de empedrado U1,3 ⊕ U1,2.
Cuando el rango es 3, la cota inferior nos da 13; pero hay 8 matroides de empedrado
sin istmos con 6 elementos y el número mı́nimo de bases es 15. Incluso, si usamos
S(r, n) para obtener una cota inferior, esta nos dá 14.
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La función f(r, d) es muy intrigante y se ve dif́ıcil de calcular desde su definición.
Se ha demostrado que f(r, d) = f̄(r, d) para d = 1, 2, 3 con r ≥ 1, también para
d = 4 y 1 ≤ r ≤ 6. La Conjetura 3.39 implicaŕıa, por ejemplo f(r, d) = f(d, r) ,
que geométricamente no es fácil de ver y no hemos podido demostrar. Algo que nos
impide resolver esta conjetura, es que aún no sabemos qué colores colorean ciertas
órbitas y cuantas veces lo hacen. Sabemos, Teorema 3.35, como son las órbitas y
cuantos elementos tienen ellas. Ahora tenemos que ir a ver a las palabras Lyndon
y colorear ah́ı, esperando encontrar una relación.





Caṕıtulo 4

Cálculo del polinomio de Tutte de
algunos matroides

En el presente caṕıtulo, calcularemos el polinomio de Tutte de todos los matroi-
des que están en el Apéndice del libro de Oxley, [41]. Clasificaremos estos matroides
en tres grupos: por contracción y borrado, los representables sobre algún campo,
los de empedrado, las ruedas y rehiletes. Trataremos, en la medida de lo posible
dar más de una manera de calcular el polinomio de Tutte de dichos matroides,
solo para corroborar que nuestros cálculos son correctos.

4.1. Ruedas y rehiletes

Una familia muy conocida de gráficas planas auto-duales son las ruedas y una
clase relacionada con estas son los rehiletes. Las gráficas rueda Wn tienen n + 1
vértices y 2n aristas, ver Figura 4.1.

El matroide rehilete W n tiene por conjunto fundamento las aristas de Wn y sus
bases son los arboles generadores de Wn mas el circuito-hiperplano formado por
las aristas del n-ciclo de Wn (aristas del ćırculo en la Figura 4.1).
En el art́ıculo [12], S.-C. Chang y R. Shrockel por medio del polinomio de Jones

calcularon el polinomio de Tutte de Wn , el cual está dado por

TWn(x, y) =
1

2n
[(1 + x+ y) + ((1 + x+ y)2 − 4xy)1/2]n (4.1)

+
1

2n
[(1 + x+ y)− ((1 + x+ y)2 − 4xy)1/2]n + xy − x− y − 1.

Por otro lado, sabemos que si M ′ es una relajación de M , el polinomio de Tutte
de M está dado por

TM ′(x, y) = TM(x, y)− xy + x+ y. (4.2)
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Figura 4.1: La n-rueda

De (4.1) y (4.2), el polinomio de Tutte del n-rehilete, W n, es

TWn(x, y) =
1

2n
[(1 + x+ y) + ((1 + x+ y)2 − 4xy)1/2]n (4.3)

+
1

2n
[(1 + x+ y)− ((1 + x+ y)2 − 4xy)1/2]n − 1.

4.1.1. U2,4

Este matroide es isomorfo a W 2, el 2-rehilete. Por lo que usando (4.3) nos da

TU2,4(x, y) =
(1 + x+ y +

√
(1 + x+ y)2 − 4xy)2

4
+

(1 + x+ y −
√

(1 + x+ y)2 − 4xy)2

4
− 1

= x2 + 2x+ 2y + y2. (4.4)

Figura 4.2: U2,4
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Figura 4.3:
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Figura 4.4: 3-
rueda

1

2

345

6

Figura 4.5: 3-
rehilete

4.1.2. M(K4), W
3, M(W4) y W 4

El matroide M(K4) es isomorfo al matroide M(W3) la 3-rueda, por lo que de
(4.1) se tiene

TM(K4)(x, y) =
(1 + x+ y +

√
(1 + x+ y)2 − 4xy)3

8
+

(1 + x+ y −
√

(1 + x+ y)2 − 4xy)3

8
+ xy − x− y − 1

= x3 + 3x2 + 4xy + 2x+ 2y + 3y2 + y3. (4.5)

Dado que M(K4) es isomorfo a la 3-rueda W3, existe una única relajación de
M(K4), el 3-rehilete W 3. Por lo que usando (4.3) tenemos

TW 3(x, y) =
(1 + x+ y +

√
(1 + x+ y)2 − 4xy)3

8
+

(1 + x+ y −
√

(1 + x+ y)2 − 4xy)3

8
− 1

= x3 + 3x2 + 3xy + 3x+ 3y + 3y2 + y3. (4.6)

Análogamente, usando (4.1) se tiene que el polinomio de Tutte de M(W4) es

TW4(x, y) =
(1 + x+ y +

√
(1 + x+ y)2 − 4xy)4

16
+

(1 + x+ y −
√

(1 + x+ y)2 − 4xy)4

16
+ xy − x− y − 1

= x4 + 4x3 + 4x2y + 6x2 + 4xy2 + 9xy + 3x+ 3y + 6y2 +

4y3 + y4.
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Figura 4.6: 4-rueda Figura 4.7: 4-rehilete

Por (4.3) el polinomio de Tutte de W 4 es

TW 4(x, y) =
(1 + x+ y +

√
(1 + x+ y)2 − 4xy)4

16
+

(1 + x+ y −
√

(1 + x+ y)2 − 4xy)4

16
− 1

= x4 + 4x3 + 4x2y + 6x2 + 4xy2 + 8xy + 4x+ 4y + 6y2 +

4y3 + y4. (4.7)

4.2. Matroides de empedrado ralo

Sea M = (E, r) un matroide de empedrado ralo, con |E| = n y λ circuitos-
hiperplanos. El polinomio de Tutte de M está dado por

TM(x, y) =
r−1∑
i=0

(
n

i

)
(x− 1)r−i +

(
n

r

)
+ λ(xy − x− y)

+
n∑

i=r+1

(
n

i

)
(y − 1)i−r. (4.8)

Como consecuencia de la ecuación anterior, se tiene el polinomio de Tutte de
Ur,n, pues los matroides uniformes son matroides de empedrado ralo sin circuitos-
hiperplanos, i.e. λ = 0. Por lo que

TUr,n(x, y) =
r−1∑
i=0

(
n

i

)
(x− 1)r−i +

(
n

r

)
+

n∑
i=r+1

(
n

i

)
(y − 1)i−r, (4.9)

cuando 0 < r < n, TUn,n(x, y) = xn y TU0,n(x, y) = yn.
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Figura 4.8: U2,4 Figura 4.9: U2,5

Figura 4.10:
U3,5

4.2.1. U2,4, U2,5 y U3,5

Los matroides U2,4, U2,5 y U3,5 son uniformes por lo que usando (4.9) tenemos

TU2,4(x, y) = (x− 1)2 + 4(x− 1) + 6 + 4(y − 1) + (y − 1)2

= x2 + 2x+ 2y + y2.

La ecuación anterior, es igual a la ecuación (4.4) calculada por la fórmula del
n-rehilete.

TU2,5(x, y) = (x− 1)2 + 5(x− 1) + 10 + 10(y − 1) + 5(y − 1)2 + (y − 1)3

= x2 + 3x+ 3y + 2y2 + y3.

Como (U2,5)∗ = U3,5, de la ecuación anterior y sabiendo que TM∗(x, y) = TM(y, x)
se tiene

TU3,5(x, y) = x3 + 2x2 + 3x+ 3y + y2.

4.2.2. M(K4)

A continuación usaremos (4.2) para calcular de otra manera el polinomio de
Tutte de M(K4), a partir de la serie de relajaciones de K4: W 3, Q6, P6, U3,6. En la
Figura 4.11 se muestra la representación geométrica de M(K4) y sus relajaciones.
De (4.9) se sigue que

TU3,6(x, y) = x3 + 3x2 + 6x+ 6y + 3y2 + y3.

Como U3,6 es la única relajación de P6, de (4.2)

TU3,6(x, y) = TP6(x, y) + xy − x− y,

luego
TP6(x, y) = x3 + 3x2 + 5x+ xy + 5y + 3y2 + y3.
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K4

W 3 Q6 P6 U3,6

Figura 4.11: M(K4) y su serie de relajaciones

Análogamente, P6 es la única relajación de Q6. Usando la ecuación anterior y (4.2)
se tiene

TQ6(x, y) = x3 + 3x2 + 4x+ 2xy + 4y + 3y2 + y3. (4.10)

Q6 es la única relajación de W 3, por tanto,

TW 3(x, y) = x3 + 3x2 + 3x+ 3xy + 3y + 3y2 + y3. (4.11)

Note que la ecuación anterior coincide con la ecuación (4.6). Como W 3 es la única
relajación de K4, el polinomio de Tutte de K4 es

TK4(x, y) = x3 + 3x2 + 4xy + 2x+ 2y + 3y2 + y3,

que es el mismo polinomio que se mostró en la ecuación (4.5), cuyo cálculo se hizo
por la fórmula de la n-rueda.

Cabe mencionar que el matroide P6 es una relajación del matroide R6, ver
Figura 4.12. Por lo que Q6 y R6 tienen el mismo polinomio de Tutte. Este es un
caso en que dos matroides que no son isomorfos tienen el mismo polinomio de
Tutte. De la Figura 4.12, es claro que R6 es un matroide de empedrado ralo con
λ = 2, por lo que de (4.8) su polinomio de Tutte es

TR6(x, y) = (x− 1)3 + 6(x− 1)2 + 13x− 10 + 2xy + 13y

+6(y − 1)2 + (y − 1)3

=x3 + 3x2 + 2xy + 4x+ 4y + 3y2 + y3.

Este polinomio es el mismo que (4.10), como se hab́ıa mencionado.
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Figura 4.12: Matroide R6

4.2.3. Matroide Fano y su dual

El matroide Fano, denotado F7, es el plano proyectivo más pequeño PG(2, 2)
y es isomorfo al único sistema Steiner S(2, 3, 7) por lo que Fano es un matroide
de empedrado ralo. El número de circuitos-hiperplanos coincide con el número de
ĺıneas de F7 y son 7, ver Fig. 4.13.

Con base a lo anterior, de (4.8) se tiene que el polinomio de Tutte de F7 es

TF7(x, y) = (x− 1)3 + 7(x− 1)2 + 14x− 21 + 7xy + 28y + 21(y − 1)2 +

7(y − 1)3 + (y − 1)4

= x3 + 4x2 + 7xy + 3x+ 3y + 6y2 + 3y3 + y4. (4.12)

Nuevamente, como TM∗(x, y) = TM(y, x), el polinomio de Tutte de F ∗7 es

TF ∗7 (x, y) = x4 + 3x3 + 6x2 + 3x+ 7xy + 3y + 4y2 + y3. (4.13)

Los matroides F−7 y (F−7 )∗ son una relajación de F7 y F ∗7 respectivamente. Por
lo que, de (4.2) y de las ecuaciones (4.12) y (4.13), sus polinomios de Tutte son

TF−7 (x, y) = x3 + 4x2 + 4x+ 6xy + 4y + 6y2 + 3y3 + y4,

T(F−7 )∗(x, y) = x4 + 3x3 + 6x2 + 4x+ 6xy + 4y + 4y2 + y3.

Figura 4.13: Fano
Figura 4.14: Dual de
Fano
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Figura 4.15: F−7 Figura 4.16: Dual de F−7

4.2.4. S(2, 3, 13) y AG(2, 3)

Ya que iniciamos los cálculos de algunos sistemas Steiner, continuemos con
otro mas. PG(2, 3), el segundo plano proyectivo más pequeño, no es isomorfo al
único sistema Steiner S(2, 3, 13), pero si a S(2, 4, 13). Dado que PG(2, 3) no es
de empedrado ralo, pero si de empedrado, en la siguiente sección calcularemos su
polinomio de Tutte por medio de una representación matricial sobre GF (3).

El sistema Steiner S(2, 3, 13) es un matroide de empedrado ralo con 13 elemen-
tos, rango 3 y λ = 26 por lo que su polinomio de Tutte es

TS(2,3,13)(x, y) =x3 + 10x2 + 29x+ 26xy + 29y + 45y2 + 36y3 + 28y4 + 21y5

+15y6 + 10y7 + 6y8 + 3y9 + y10. (4.14)

Siempre que se tiene una geometŕıa proyectiva PG(r − 1, q) podemos obtener
de esta una geometŕıa af́ın AG(r− 1, q) simplemente eliminando todos los puntos
de un hiperplano de PG(r − 1, q). Por ejemplo, si nuestra geometŕıa proyectiva

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10

11

12

13

Figura 4.17: Plano proyectivo PG(2, 3)
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Figura 4.18: Plano af́ın AG(2, 3)

es PG(2, 3) eliminando los puntos del hiperplano de color rojo en la Figura 4.17
obtenemos el plano af́ın AG(2, 3) cuya representación geométrica se muestra en la
Fig. 4.18.

El plano af́ın AG(2, 3), es isomorfo al único sistema Steiner S(2,3,9), pues cada
ĺınea contiene exactamente tres puntos y cualesquiera dos puntos están contenidos
en exactamente una ĺınea. Tiene 12 ĺıneas, ocho “derechas” como {1, 2, 3} o {1, 5, 9}
y 4 ĺıneas “torcidas” como {1, 6, 8}. Se tiene que AG(2, 3) es un matroide de
empedrado ralo con λ = 12 y por (4.8) su polinomio de Tutte es

TAG(2,3)(x, y) = (x− 1)3 + 9(x− 1)2 + 24x− 78 + 12xy + 114y +

126(y − 1)2 + 84(y − 1)3 + 36(y − 1)4 + 9(y − 1)5 + (y − 1)6

=x3 + 6x2 + 12xy + 9x+ 9y + 15y2 + 10y3 + 6y4 + 3y5 + y6.

4.2.5. S(5, 6, 12)

Calcularemos el polinomio de Tutte del último sistema Steiner, S(5,6,12), que
viene en el apéndice del libro de Oxley. Este sistema Steiner tiene rango 6, 12
elementos y λ = 132 circuitos-hiperplanos. Luego, su polinomio de Tutte es

TM(x, y) = (x− 1)6 + 12(x− 1)5 + 66(x− 1)4 + 220(x− 1)3 + 495(x− 1)2

+660x− 660 + 132xy + 660y + 495(y − 1)2 + 220(y − 1)3 +

66(y − 1)4 + 12(y − 1)5 + (y − 1)6

=x6 + 6x5 + 21x4 + 56x3 + 126x2 + 120x+ 132xy + 120y

+126y2 + 56y3 + 21y4 + 6y5 + y6. (4.15)
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Figura 4.19: Plano af́ın
AG(3, 2)
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Figura 4.20: cubo

4.2.6. AG(3, 2), AG(3, 2)′, R8, F8 y L8

Otro plano af́ın es AG(3, 2), las Figuras 4.19 y 4.20 nos muestran dos maneras
de representar a este matroide. En la Fig. 4.20 los planos con cuatro puntos son:
las seis caras del cubo, los seis planos diagonales {1, 2, 7, 8}, {2, 3, 5, 8}, {3, 4, 5, 6},
{1, 4, 6, 7}, {1, 3, 5, 7} y {2, 4, 6, 8}, los planos torcidos {1, 3, 6, 8} y {2, 4, 5, 7}. Cada
uno de estos planos es un circuito-hiperplano de AG(3, 2). No es dif́ıcil ver que
AG(3, 2) es isomorfo al único sistema Steiner S(3, 4, 8) con λ = 14, por tanto de
(4.8)

TAG(3,2)(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 14xy + 6x+ 6y + 10y2 + 4y3 + y4 (4.16)

Ahora utilizando la fórmula (4.2), podemos calcular una serie de relajaciones de
AG(3, 2). AG(3, 2)′ es la única relajación de AG(3, 2) que se obtiene de relajar el
plano torcido {2, 4, 5, 7}, luego

TAG(3,2)′(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 14xy + 6x+ 6y + 10y2 + 4y3 + y4

−xy + x+ y

= x4 + 4x3 + 10x2 + 13xy + 7x+ 7y + 10y2

+4y3 + y4. (4.17)

Ahora bien, las únicas dos relajaciones de AG(3, 2)′ son R8 y F8. En el caso de
R8, este se obtiene al relajar de AG(3, 2)′ el único plano torcido {1, 3, 6, 8}, i.e, los
planos con 4 puntos de R8 son: las seis caras del cubo y los seis planos diagonales.
Para el caso de F8, este se obtiene de AG(3, 2)′ al relajar un plano diagonal. La
representación geométrica de F8 se muestra en la Figura 4.21, claramente se ve
que no se tiene el plano torcido {2, 4, 5, 7} ni el plano diagonal {2, 4, 6, 8}.

Ambos matroides no son isomorfos, R8 es representable sobre cualquier campo
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Figura 4.22: cubo

excepto GF (2) y F8 es no representable; mas sin embargo, tienen el mismo poli-
nomio de Tutte por ser ambos las únicas dos relajaciones de AG(3, 2)′. Por lo que
de (4.2) y (4.17)

TR8(x, y) = TF8(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 12xy + 8x+ 8y + 10y2 + 4y3 + y4.

La única relajación de R8 es Q8, y se obtiene al relajar uno de los seis planos
diagonales de R8. De la ecuación anterior y de (4.2) se tienen

TQ8(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 11xy + 7x+ 7y + 10y2 + 4y3 + y4.

Por último, otro matroide que proviene de tomar planos del cubo, ver figura 4.22, es
L8. Este matroide tiene como planos con cuatro puntos las seis caras del cubo más
los dos planos torcidos {1, 8, 3, 6} y {2, 7, 4, 5}. L8 es un matroide de empedrado
ralo con rango 4 y λ = 8, por tanto su polinomio de Tutte es

TL8(x, y) = (x− 1)4 + 8(x− 1)3 + 28(x− 1)2 + 48x− 42 + 8xy + 48y +

28(y − 1)2 + 8(y − 1)3 + (y − 1)4

= x4 + 4x3 + 10x2 + 8xy + 12x+ 12y + 10y2 + 4y3 + y4.

4.2.7. Matroide Vámos

Sean E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, T1 = {1234, 1456, 1478, 2356, 2378} y T = T1 ∪
{T ⊆ E | |T | = 3 y T  T ′, tal que T ′ ∈ T1}. Es fácil ver que T aśı definido es
una 3-partición de E, por lo que T es el conjunto de hiperplanos de un matroide
de empedrado ralo cuya representación geométrica se muestra en la Figura 4.23.
A este matroide se le conoce como el matroide Vámos y se denota por V8.

V8 es un matroide de empedrado ralo con λ = 5 = |T 1|, por lo que su polinomio
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Figura 4.23: Realización geométrica de V8

de Tutte es

TV8(x, y) = (x− 1)4 + 8(x− 1)3 +

(
8

2

)
(x− 1)2 +

(
8

3

)
(x− 1)

+

(
8

4

)
+ 5(xy − x− y) +

(
8

5

)
(y − 1) + 86(y − 1)2

+8(y − 1)3 + (y − 1)4

= x4 + 4x3 + 10x2 + 5xy + 15x+ 15y

+10y2 + 4y3 + y4. (4.18)

4.2.8. Pappus y non-Pappus

La representación geométrica del matroide Pappus se da en la Figura 4.24. De
esta figura, es claro que cualesquiera dos puntos están en una única ĺınea y que las
ĺıneas son circuitos-hiperplanos de un matroide de rango 3. Por lo que el matroide
Pappus es un matroide de empedrado ralo con λ = 9 y su polinomio de Tutte es

TM(x, y) = (x− 1)3 + 9(x− 1)2 + 27x− 78 + 9xy + 117y + 126(y − 1)2

+84(y − 1)3 + 36(y − 1)4 + 9(y − 1)5 + (y − 1)6

= x3 + 6x2 + 12x+ 9xy + 12y + 15y2 + 10y3 + 6y4 + 3y5 + y6.

Dado que el matroide non-Pappus, Figura 4.25, es una relajación del matroide
Pappus, de la ecuación anterior y de (4.2) se tiene

TM(x, y) = x3 + 6x2 + 12x+ 9xy + 12y + 15y2 + 10y3 + 6y4 + 3y5 + y6

−xy + x+ y

= x3 + 6x2 + 13x+ 8xy + 13y + 15y2 + 10y3 + 6y4 + 3y5 + y6.
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Figura 4.24: Pappus Figura 4.25: non-Pappus

4.2.9. Matroide non-Desargues

El matroide non-Desargues tiene como representación geométrica la que se
muestra en la Figura 4.26. Es un matroide de rango 3, con 10 elementos. No tiene
ciclos de tamaño menor a 3 y cualquier subconjunto de cardinalidad 3 o es base o
es un circuito-hiperplano. Se sigue que este matroide es un matroide de empedrado
ralo con 9 circuitos-hiperplanos, cuyos circuitos-hiperplanos son las 9 ĺıneas que se
muestran en la Figura 4.26. De lo anterior se tiene que el polinomio de Tutte es

TM(x, y) = (x− 1)3 + 10(x− 1)2 + 36x− 135 + 9xy + 201y

+252(y − 1)2 + 210(y − 1)3 + 120(y − 1)4 + 45(y − 1)5

+10(y − 1)6 + (y − 1)7

=x3 + 7x2 + 19x+ 9xy + 19y + 21y2 + 15y3

+10y4 + 6y5 + 3y6 + y7.

Figura 4.26: Realización geométrica del matroide non-Desargues
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4.3. Matroides representables sobre algún cam-

po

Para calcular el polinomio de Tutte de algunos matroides que son representables
sobre algún campo, usaremos un programa que realizo Michael Barany. Para mas
información sobre este programa ir a [1].

4.3.1. PG(2, 2) y PG(2, 3)

El matroide Fano F7, isomorfo al plano proyectivo PG(2, 2), es representable
solamente cuando el campo es de caracteŕıstica dos y su matriz que lo representa
es  1 1 0 1

I3 1 0 1 1
0 1 1 1


por lo que su polinomio de Tutte es

TF7(x, y) = x3 + 4x2 + 7xy + 3x+ 3y + 6y2 + 3y3 + y4,

y coincide con el polinomio de Tutte de F7 calculado por la fórmula de matroides
empedrados ralos.

La geometŕıa proyectiva PG(2, 3) solamente es representable sobre GF (3), por
lo que la matriz que representa a este matroide (ver Figura 4.17) es


1 2 4| 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1 0 0| 1 2 2 1 1 0 0 1 1 2
0 1 0| 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
0 0 1| 0 1 2 1 2 1 2 2 1 0


y su polinomio de Tutte es

TPG(2,3)(x, y) =x3 + 10x2 + 13xy2 + 26xy + 16x+ 16y + 32y2 + 36y3

+28y4 + 21y5 + 15y6 + 10y7 + 6y8 + 3y9 + y10. (4.19)

4.3.2. P7, P8 y Q3

Por el lema 6.4.13 de [41], la matriz que representa a P7 sobre cualquier campo
distinto de GF (2) es  1 0 1 1

I3 1 1 0 1
a 1 a− 1 0
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Figura 4.27: P7 Figura 4.28: P8

con a /∈ {0, 1}. Haciendo a = 2 tenemos una representación de P7 sobre GF (3).
Luego,

TP7(x, y) = x3 + 4x2 + 5xy + 5x+ 5y + 6y2 + 3y3 + y4.

Para el caso del matroide P8, la matriz sobre GF (3) que lo representa es
0 1 1 −1
1 0 1 1

I4 1 1 0 1
−1 1 1 0


y su polinomio de Tutte es

TP8(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 10xy + 10x+ 10y + 10y2 + 4y3 + y4.

Para el caso del matroide Q3, este matroide es una geometŕıa de Dawling ternaria
con rango 3. Su representación geométrica está dada en la Figura 4.29.

Q3 es representable sobre el campo F si y sólo si la caracteŕıstica de F no es
dos. La matriz que representa a Q3 sobre GF (3) es


1 2 3| 4 5 6 7 8 9

1 0 0| 1 1 1 1 0 0
0 1 0| 1 −1 0 0 1 1
0 0 1| 0 0 1 −1 −1 1


y su polinomio de Tutte es

TQ3(x, y) = 8y + 12y2 + 10y3 + 6y4 + 3y5 + y6 + 8x+ 10xy + 3xy2 + 6x2 + x3.
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Figura 4.29: Q3

4.3.3. M(K5)

Dada la gráfica K5, podemos asociarle el matroide gráfico M(K5). La repre-
sentación geométrica de M(K5) es la configuración de Desargues 3-dimensional
como se muestra en la Figura 4.31. Este matroide es regular y su matriz que lo
representa es 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0 0| 1 1 1 0 0 0
0 1 0 0| 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0| 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1| 0 0 1 0 1 1


y el polinomio de Tutte es

TM(K5)(x, y) = 6y + 15y2 + 15y3 + 10y4 + 4y5 + y6 + 6x+ 20xy + 15xy2 +

5xy3 + 11x2 + 10x2y + 6x3 + x4.

4.3.4. R8, R9, R10 y R12

Para el caso de R8, este matroide es representable sobre cualquier campo de
caracteŕıstica distinta a dos y su representación está dada por

−1 1 1 1
I4 1 −1 1 1

1 1 −1 1
1 1 1 −1


su polinomio de Tutte es

TR8(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 12xy + 8x+ 8y + 10y2 + 4y3 + y4. (4.20)



4.3. MATROIDES REPRESENTABLES SOBRE ALGÚN CAMPO 71
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Figura 4.30: Gráfica de
K5
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Figura 4.31: Configura-
ción de Desargues

Este polinomio coincide con el polinomio calculado por la fórmula de matroides
de empedrado.

Nuestro siguiente matroide es R9, el cual es representable si y sólo si el campo
es de caracteŕıstica tres. La matriz que lo representa sobre GF (3) es 1 1 1 1 1 1

I3 1 −1 −1 −1 1 0
0 0 1 −1 1 −1


y tiene como polinomio de Tutte a

TR9(x, y) = 8y + 13y2 + 10y3 + 6y4 + 3y5 + y6 + 8x

+11xy + 2xy2 + 6x2 + x3.

La representación matricial de R10 sobre cualquier campo está dada por

Figura 4.32: R9
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Figura 4.33: S8
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Figura 4.34: Matriz de S8

sobre GF (2)


−1 1 0 0 1

1 −1 1 0 0
I5 0 1 −1 1 0

0 0 1 −1 1
1 0 0 1 −1


por lo que su polinomio de Tutte es

TR10(x, y) = x5 + 5x4 + 15x3 + 15x2y + 20x2 + 15xy2 + 30xy + 10x+

10y + 20y2 + 15y3 + 5y4 + y5. (4.21)

La representación matricial de R12 sobre GF (2) está dada por
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0

I6 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1


por lo que su polinomio de Tutte es

TR12(x, y) = x6 + 6x5 + 2x4y + 19x4 + 19x3y + 35x3 + 17x2y2 + 53x2y

+35x2 + 2xy4 + 19xy3 + 53xy2 + 56xy + 14x+ 14y + 35y2

+35y3 + 19y4 + 6y5 + y6.

4.3.5. S8, T8 y J

El matroide S8 tiene como representación geométrica la que se muestra en la
Figura 4.33 y su representación sobre GF (2) está dada por la matriz de la Fig.



4.3. MATROIDES REPRESENTABLES SOBRE ALGÚN CAMPO 73

Figura 4.35: T8

1

2

3

4

5

6

7

8

Figura 4.36: J

4.34. Por lo que su polinomio de Tutte es

TS8(x, y) = 4y + 7y2 + 4y3 + y4 + 4x+ 10xy + 3xy2 + 7x2 + 3x2y + 4x3 + x4.

El matroide T8 es representable sobre el campo F si y sólo si el campo es de
caracteŕıstica tres. Su representación geométrica está dada en la Fig. 4.35 La matriz
que representa a T8 es [I4 | J4 − I4] sobre GF (3), donde J4 es la matriz que tiene
1 en todas sus entradas. El polinomio de Tutte es

TT8(x, y) = x4 + 4x3 + 10x2 + 11xy + 9x+ 9y + 10y2 + 4y3 + y4.

Para el matroide J , ver Figura 4.36. La matriz que lo representa sobre GF (3)
es 

1 0 0 1
1 1 1 0

I4 0 1 0 1
0 0 1 1


donde enumeramos del 1 al 8 las columnas de la matriz anterior, según se enumera
en la Figura 4.36. El polinomio de Tutte es

TJ(x, y) = x4 + y4 + 4 ∗x3 + 3 ∗x2 ∗ y+ 4 ∗ y3 + 7 ∗x2 + 7 ∗ y2 + 6 ∗x+ 6 ∗ y+ 8 ∗xy.

4.3.6. S(5, 6, 12)

El único sistema Steiner S(5,6,12) es representable si y solo si el campo es de
caracteŕıstica tres. La matriz que lo representa sobre GF (3) es

0 1 1 1 1 1
1 0 1 −1 −1 1

I6 1 1 0 1 −1 −1
1 −1 1 0 1 −1
1 −1 −1 1 0 1
1 1 −1 −1 1 0
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Figura 4.37: Contracción y borrado en W 3
+

y el polinomio de Tutte es

TS(5,6,12)(x, y) = 120y + 126y2 + 56y3 + 21y4 + 6y5 + y6 + 120x+

132xy + 126x2 + 56x3 + 21x4 + 6x5 + x6.

4.4. Contracción y borrado

En esta sección por medio de la contracción y/o el borrado de un elemento del
matroide M , calcularemos algunos polinomios de Tutte. Recordemos que si e es
un elemento de M que no es ni lazo ni istmo, entonces

TM(x, y) = TM\e(x, y) + TM/e(x, y). (4.22)

4.4.1. W 3
+

El Matroide W 3
+ se obtiene de W 3 al añadirle un elemento en paralelo. Por esta

razón, W 3
+ no es un matroide de empedrado. En la Figura 4.37 se tiene una serie

de contracción y borrado hechas a este matroide, por lo que usando la ecuación
4.22 tenemos

TW 3
+

(x, y) =TW 3(x, y) + y · (TU2,4(x, y)) + TU1,3⊕U0,2(x, y)

= (x3 + 3x2 + 3xy + 3x+ 3y + 3y2 + y3) + y · (x2 + 2x+ 2y + y2)

+(y4 + y3 + xy2)

=x3 + 3x2 + x2y + 3x+ 5xy + xy2 + 3y + 5y2 + 3y3 + y4.
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Figura 4.38: Gráfica K3,3 Figura 4.39: M∗(K3,3)

4.4.2. M(K3,3) y M ∗(K3,3)

Sabemos que el borrado de cualquier elemento de R10 es isomorfo a M(K3,3).
Si E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} etiqueta las columnas de la matriz que representa
a R10(ver pag. 71), la matriz que representa a R10\10 es

−1 1 0 0
1 −1 1 0

I5 0 1 −1 1
0 0 1 −1
1 0 0 1


por lo que el polinomio de Tutte de M(K3,3) es

TM(K3,3)(x, y) = 5y + 9y2 + 5y3 + y4 + 5x+ 15xy + 6xy2 + 11x2

+9x2y + 10x3 + 4x4 + x5.

Se sigue que el polinomio de Tutte de M∗(K3,3) es

TM∗(K3,3)(x, y) = TM(K3,3)(y, x)

= x4 + 5x3 + 6x2y + 9x2 + 9xy2 + 15xy + 5x+ 5y + 11y2

+10y3 + 4y4 + y5.

También se sabe que la contracción de R10 por cualquier elemento es isomorfo a
M∗(K3,3), por lo que de la ecuación (4.22) se sigue que

TR10(x, y) = TR10/10(x, y) + TR10\10(x, y) = TM∗(K3,3)(x, y) + TM(K3,3)(y, x),

por lo que

TR10(x, y) = x5 + 5x4 + 15x3 + 15x2y + 20x2 + 15xy2 + 30xy + 10x+

10y + 20y2 + 15y3 + 5y4 + y5.

La ecuación anterior coincide con el polinomio de Tutte dado por (4.21).



76 POLINOMIO DE TUTTE DE ALGUNOS MATROIDES

4.5. TM(2, 0), TM(0, 2) y TM(1, 1)

Ahora procedemos a evaluar los polinomios de Tutte calculados anteriormente,
para ver si la Conjetura 2.8 se cumple para estos matroides. Ya se mostró que la
Conjetura 2.8 es cierta para las ruedas y rehiletes, aśı como para los matroides de
empedrado. Por tanto, los matroides que restan por verificar son: W 3

+, T8, J , P8,
M(K3,3), M(k5), R10 y R12. En la Tabla siguiente se muestran las evaluaciones de
estos matroides.

Se concluye que todos los matroides antes mencionados śı cumplen la Conjetura
2.8.

Matroide TM(2, 0) TM(0, 2) TM(1, 1)
W 3

+ 26 66 26
T8 106 106 59
J 88 88 47
P8 108 108 60

M(K3,3) 230 102 81
M(K5) 120 544 125
R10 332 332 162
R12 1008 1008 411

Cuadro 4.1: Evaluaciones del polinomio de Tutte en (2, 0), (0, 2) y (1, 1).

4.6. Conclusiones

Si tenemos calculado expĺıcitamente el polinomio de Tutte de un matroide, uno
estaŕıa tentado a tratar de comprobar la conjetura de Stanley para dicho matroide.
Esto está lejos de poder hacerse, pues aunque se tiene el h-vector, nada nos dice
cuál será el multicomplejo cuya O-secuencia pura coincida con el h-vector. De Loe-
ra, Kemper y Klee en su art́ıculo [30], demostraron que la conjetura de Stanley es
cierta para todos los matroides con a lo más 9 elementos. Ellos pudieron obtener,
de D. Mayhew y G. Royle, la base de datos de todos los 385,369 matroides con a lo
más nueve elementos. Usaron esta información para generar miles de O-sucesiones
que fueran candidatas a ser el h-vector de un complejo matroidal. Por medio de
algunas propiedades de los matroides y usando algunos programas pudieron en-
contrar los multicomplejos adecuados. Por todo esto, todos los matroides con a lo
más 9 elementos presentados aqúı, satisfacen la conjetura de Stanley. Las ruedas,
Wr son matroides cográficos, por lo que satisfacen la conjetura de Stanley. Los
rehiletes W r son matroides cotransversales y también satisfacen la conjetura de
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Stanley. J. Pacheco alumno de C. Merino demostró la conjetura para R10. El único
matroide de todos los presentados en este caṕıtulo que falta por verificar si cumple
o no la conjetura es R12.

Se mostró que todos los matroides de este caṕıtulo satisfacen la Conjetura
2.8. Hay otras familias para las cuales se cumple la conjetura: por ejemplo Marc
Noy (en comunicación privada) demostró que τ(G) ≤ α(G) cuando G es una
gráfica “outerplanar” maximal, usando la definición de contracción y borrado del
polinomio de Tutte.
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[16] L.E. Chavez-Lomeĺı, C. Merino, S. D. Noble, M. Ramı́rez-Ibáñez, Some
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[26] F. Jaeger, D.L. Vertigan and D-J.A. Welsh. On the computational coplexity of
the Jones and Tutte polynomials. Random Struct. Algorithms, 7(2):157-165,
1995.

[27] N.E. Kahale, L.j. Shulman, Bonds on the chromatic polynomial and on the
number of acyclic orientations of a graph, Combinatorica 16(1996) 383-397.

[28] T.P. Kirkman. On a problem in combinatorics. Cambridge Dublin Math. J.,
2 (1847) 191-204.

[29] J.H. van Lint and R. M. Wilson. A course in combinatorics. Cambridge Uni-
versity Press, 2nd edition, 2001.
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