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Introduccion

En esta tesis se muestran dos resultados en la Teoria de Matroides. El primero
tiene que ver con la convexidad del polinomio de Tutte [35, 16] , el cual es un
polinomio en dos variables que puede ser definido para graficas o, en general, para
matroides. El polinomio de Tutte tiene interpretaciones combinatorias muy intere-
santes, cuando es evaluado en diferentes puntos (z,y) v a lo largo de varias curvas
algebraicas. Por ejemplo (ver [11]), para una grafica G conexa T¢(2,0),7¢(0,2)
y T¢(1,1) son el nimero de orientaciones aciclicas, de orientaciones totalmente
ciclicas y de &rboles generadores de G respectivamente. Tg(z,y) es el polinomio
cromatico a lo largo de la linea y = 0, después de algin cambio de variable ade-
cuado y la multiplicacion por un término. De manera similar podemos obtener el
polinomio de flujo de una gréfica.

Se sabe que el polinomio de Tutte, ver [7], tiene la siguiente expansién

Tu(z,y) = Z tiz'y’,
0,

donde los coeficientes t;; son no negativos. Note que para m > 0 y b arbitrario, si
(z,y) estd en la porcién de linea y = max + b en el cuadrante positivo, entonces Ty,
aumenta cuando x aumenta. Este comportamiento tan simple de Tj; a lo largo de
lineas con pendiente positiva, sugiere el estudio del comportamiento de Ty, a lo
largo de lineas con pendiente negativa en el cuadrante positivo. Merino y Welsh
[34] fueron los primeros en notar esto, en particular, estaban interesados en saber
si el polinomio de Tutte es convexo a lo largo de la linea x +y = 2 en el cuadrante
positivo. Ellos plantearon la siguiente conjetura.

Conjetura 0.1 Sea G una grdfica 2-conexa sin lazos, entonces
max {Tg(2,0>,Tg(0,2)} Z Tg(l,l) (1)

La conjetura anterior es muy interesante, pues nos dice que el nimero de arboles
generadores de una grafica 2-conexa sin lazos o bien es menor que el nimero de
orientaciones aciclicas o bien es menor que el nimero de orientaciones totalmente
ciclicas.
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Una pregunta relacionada es la de determinar si para cualquier grafica G 2-
conexa sin lazos se satisface la siguiente desigualdad (aparentemente més fuerte).

Te(2,0)T6(0,2) > (Tg(1,1))2

Muy poco avance se ha hecho en relaciéon a estas preguntas, sin embargo Jackson
[25] mostrd, con un argumento muy ingenioso, que para cualquier matroide M,

Tar(3,0)T2,(0,3) > (Tar(1,1))2.

En este contexto mostramos tres resultados. Primero, probamos que si un ma-
troide M = (E,r) contiene dos bases disjuntas o si E es la unién de dos bases,
entonces max{Ty(2a,0),Tw(0,2a)} > Ty (a,a), para a > 2. Estos resultados no
pueden ser obtenidos por los métodos usados por Jackson en [25].

Segundo, mostramos que el polinomio de Tutte de un matroide de empedrado sin
istmos satisface la desigualdad

tTv (1, y1) + (1= )T (w2, y2) > Tas(tzy + (1 = t)zo, tys + (1 = t)y2),  (2)

cont € [0,1] y x1+y1 = x2+y2 = p. Es decir, es una funcién convexa a lo largo del
segmento de linea x 4+ y = p en el cuadrante positivo. Un matroide de empedrado
es aquel en que todos sus circuitos tienen tamano al menos (M ). Nuestro interés
en ellos radica en una conjetura hecha por D. Mayhew, M. Newman, D. Welsh y
G. Whittle, ver [37]; que dice que asintéticamente casi todos los matroides son de
empedrado. Un caso especial de (2) es cuando x1 = y1, 20 =y, =0y t =1/2, lo
cual nos da (1) para la clase de matroides de empedrado. Por lo que si la conjetura
antes mencionada es cierta, asintéticamente casi todos los matroides sin istmos
cumplen (1). Tercero, mostramos que la Conjetura (0.1) se satisface para algunas
clases pequenas de matroides y graficas que no son matroides de empedrado.

El segundo resultado que mostramos en esta tesis esta motivado por una conje-
tura de R. Stanley. Dado un matroide M, siempre le podemos asociar un complejo
simplicial A(M) formado por los conjuntos independientes de M. Estos comple-
jos simpliciales son llamados complejos matroidales, los cuales son desbullables,
“shellable” en inglés, ver seccién 3.2. En otras palabras, desbullable nos dice que
sus caras maximales son equicardinales y se pueden poner en un cierto orden que
nos ayuda a hacer pruebas inductivas. Un invariante combinatorio asociado a los
complejos desbullables, es su h-vector. Este vector codifica informacién como por
ejemplo, el nimero de caras y los nimeros de Betti. Tal vez por eso, es que los
complejos han recibido mucha atencién en Matemadticas, ver [5, 6, 53, 55] ; pero
también en Ciencias de la Computacién, pues las entradas del h-vector de un ma-
troide grafico son los coeficientes de la H-forma del polinomio de confiabilidad de
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G, ver [14].
En una de sus publicaciones de 1977 [47] Richard Stanley conjeturé (ver tam-
bién [49]), lo siguiente.

Conjetura 0.2 FEl h-vector de un complejo matroidal es la sucesion de grados de
algun multicomplejo puro.

Donde un multicomplejo es un ideal de orden del conjunto parcialmente or-
denado N™. Es muy natural hacerse esta pregunta, pues uno esperaria que esto
sucediera. Sin embargo, como dice el propio Stanley [49], “es una pregunta intri-
gante en la teoria de matroides”.

Por algin tiempo la conjetura no habia tenido ningiin progreso, pero en 1997
en el trabajo de Norman Biggs [2, 3] y en el de Criel Merino [32] se demostr6 im-
plicitamente que para el caso de matroides cograficos la Conjetura 0.2 es cierta.
Para una exposicién més detallada ver [33]. Recientemente, la conjetura fue proba-
da para matroides de rango 2 en [50], para matroides de caminos por reticulas en
[44], para matroides cotransversales en [46], para matroides de rango menor o igual
a 3y corrango 2 en [30]. Nosotros mostramos que en el caso de los matroides de
empedrado, la conjetura de Stanley es cierta. De ser cierta la conjetura propuesta
por Mayhew, Newman, Welsh y Whittle nuestra demostracién de la conjetura de
Stanley abarcaria la clase mas grande de matroides, en comparacién con los otros
resultados que abarcan clases pequenas de matroides.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el Capitulo
1 se dan los conceptos basicos que se necesitaran a lo largo del texto, empeza-
mos con la definicion de matroide para luego pasar al polinomio de Tutte. En el
Capitulo 2 se exponen los resultados de convexidad antes mencionados, se hace
una reformulacién del la Conjetura 0.1 en términos de matroides y se demuestra
para algunas clases de matroides. En el Capitulo 3 se muestra que el h-vector de
un matroide de empedrado sin istmos es una O-sucesion pura, es decir que la Con-
jetura 0.2 es cierta para los matroides de empedrado sin istmos. En el proceso de
demostracion, se encontrd una relaciéon entre multicomplejos, collares aperiédicos
y palabras Lyndon. Se estudi6 esté relacion, se ofrecen algunos resultados y se da
la Conjetura 3.39. En el Capitulo 4, se calculan los polinomios de Tutte de todos
los matroides que aparecen en el Apéndice del libro de Oxley [41] y al final se
comprueba que todos ellos satisfacen la Conjetura 2.8 hecha en el Capitulo 2. Por
ultimo se da la bibliografia utilizada a lo largo de esta tesis.






Capitulo 1

Preliminares

El presente capitulo tiene como motivacién, presentar las nociones basicas de
la teoria de matroides que seran necesarias al lo largo de esta tesis. En los capitu-
los subsecuentes también daremos mas definiciones, solo que se daran conforme se
vayan necesitando; esto con el unico fin de que sea mas amena la lectura. También
damos la definicion del polinomio de Tutte de un matroide, éste es un invariante
algebraico muy importante no solo para matroides sino para varios objetos ma-
tematicos como son: los nudos, las graficas, los cédigos, entre otros. La parte de
matroides estd basada en el libro de Oxley, [41]. La parte del polinomio de Tutte,
estd basada en [11].

1.1. Matroides

Hay varias maneras equivalentes de definir un matroide: por sus conjuntos
independientes, por sus bases, por su rango, por sus circuitos y por su cerradura;
ver [41]. Nosotros extraemos de ahi solo dos, por sus conjuntos independientes y
por su rango; pues son las que mas usaremos.

Definicién 1.1 Un matroide M es un par ordenado (E,.%) que consiste de un
conjunto finito E y una coleccion & de subconjuntos de E que satisfacen las tres
condiciones siguientes:

(1) Des.
(F2)sile Syl ClI, entonces I' € 7.

(F83) si Iy, Iy estan en I y |I1| < |I1], entonces existe un elemento e de Iy — I
tal que [y Ue € .Z.
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; Conjuntos
Independientes
e Circuito

o Base

Figura 1.1: Visualizaciéon de un matroide como reticula de subconjuntos

Si M = (F,.#) es un matroide, los miembros de .# son los conjuntos indepen-
dientes de M. A los subconjuntos independientes maximales de M los llamaremos
bases. E es el conjunto fundamento de M y un subconjunto de E que no este en
Z se le llama dependiente. A los subconjuntos dependientes minimales, es decir,
aquellos conjuntos dependientes cuyos subconjuntos propios son independientes,
los llamaremos circuitos. Un elemento e € E lo llamaremos lazo si {e} es un
circuito de M.

Una manera, muy util, de visualizar un matroide se da en la Figura 1.1. Si
pensamos en la reticula de subconjuntos de E, hasta abajo tenemos al conjunto
vacio, después los subconjuntos con un elemento, con dos elementos, etc., hasta
llegar a E. Los subconjuntos con r(M) elementos son las bases.

Por ejemplo, si F es un conjunto con n elementos; sea .# la familia de subcon-
juntos de E de cardinalidad menor o igual a k, con k < n. Este es un matroide en
E de rango k, llamado el matroide uniforme. Usualmente se denota por Uy, ver
Figura 1.2.

Otro ejemplo son los matroides de empedrado, estos son aquellos matroides
M = (E,r) tales que no tiene circuitos de tamano menor que r(M), ver Figura
1.3. En particular, un matroide uniforme es un tipo de matroide de empedrado. En
el Capitulo 3 se generalizara la nocién de matroide de empedrado a la de matroide
k-empedrado.

Un tercer ejemplo que damos es el de matroide grafico. Dada una grafica G,
sea E el conjunto de aristas de la grafica y sea .# la coleccién de subconjuntos X
de E tales que no contiene ningun ciclo de G. Esto define un matroide, el matroide
de ciclos de la grafica Gy lo denotamos por M (G). Cualquier matroide isomorfo
al matroide de ciclos de una gréfica, lo llamaremos matroide grdfico.

Otro matroide que usaremos mas a delante es el matroide de caminos por
reticulas. Para definirlo, primero necesitamos decir que son los matroides transver-
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;g ; O Base
é O Base g @ Circuito
e | k+l e Circuito r(M) - -
0 : 0
Figura 1.2: Ma- Figura 1.3: Matroide de
troide uniforme empedrado
sales. Sea o7 la familia (Aj, Ag, ..., A,,) de subconjuntos de un conjunto finito S,

usualmente se abrevia (A4; | j € J) por (A1, As,..., A,,) donde J = {1,2,...,m}.
Un transversal de &7 es un subconjunto {z; | j € J} de S, tal que z; € A; para to-
dai € J. Un Transversal parcial de &7 es un transversal de la familia (A | k € K)
con K subconjunto de J. El teorema siguiente es un resultado de Edmonds y
Fulkerson, ver [20].

Teorema 1.2 Sea o/ una familia de subconjuntos de un conjunto finito S. Sea
S el conjunto de transversales parciales de o/ . Entonces & es la coleccion de
conjuntos independientes de un matroide en S.

Un matroide transversal es un matroide cuyos conjuntos independientes son los
transversales parciales de alguna familia &7 = (A; | j € J); decimos que & es la
presentacion del matroide transversal y denotamos a estos matroides por M (<)

Sea o = {lar,c1],[az, ¢, .., lar, ¢|}, donde a; < ¢ lai,¢] = {ai, a; +
1,...,¢;} es un intervalo en los enteros, 1 < a; < ay < - < a, y ¢ < ¢35 <

- < ¢ < n+r. Esta familia define un matroide transversal M (<) llamado
matroide de caminos por reticulas, para més detalles ver [8]. Por ejemplo, si M es
un matroide de caminos por reticulas con presentacién [1,5],[3,7], [4,8],[7,9], en
la Figura 1.4 se muestra este matroide y una de sus bases, B = {2,4,5, 8}.

Después de dar algunos ejemplos, continuamos con mas propiedades de los
matroides. La nocién de base para un matroide es la generalizacion de base para
un espacio vectorial, de [41] tenemos

Lema 1.3 Si By y By son bases de M, entonces |By| = | Bal.

Otra nocién importante en algebra lineal es la dimensién, daremos la genera-
lizacion para matroides de estas ideas, pero antes definimos una manera natural
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Figura 1.4: Matroide de caminos por reticulas

de construir matroides. Sea M el matroide (F,.#) y supongamos que X C F.
Sea J|X ={I C X : 1 € .}, entonces es facil ver que el par (X, .#|X) es un
matroide. Llamamos a este matroide la restriccion de M a X y la denotamos por
M|X.

Como M|X es un matroide, del Lema 1.3, todas sus bases son equicardinales.
Definimos el rango r(X) de X como el tamano de una base B de M|X y llamamos
al conjunto B base de X. Es claro que r es una funcién de 2¥ en R, llamada la
funcion rango de M. A veces escribiremos 7y por ry r(M), el rango del matroide,
por r(E(M)). Es claro que r satisface las siguientes propiedades

(R1) Si X C E, entonces 0 < r(X) < |X].

(R2) Si X CY C E, entonces r(X) < r(Y).

Maés aun,

Lema 1.4 La funcion rango de un matroide M = (E, %) satisface la condicion

(R3) Si X yY son subconjuntos de E, entonces

r(XUY)+r(XNY) <rX)+rY).

La condicién (R3) es llamada submodularidad. Las condiciones (R1)-(R3) caracte-
rizan a la funcién rango de un matroide, ver [41].

Teorema 1.5 Sea E un conjunto finito y r : 28 — XN la funcién que satisface las
condiciones (R1)-(R3). Sea & la coleccion de subconjuntos de E para los cuales
r(X) = |X|. Entonces (E,.%) es un matroide con funcion rango r.

El teorema anterior nos dice que una manera equivalente de definir un matroide
es por un conjunto finito £ y una funciéon r de E' en N que satisface las condiciones
(R1)-(R3), cuando esto sucede denotamos al matroide como M = (E,r).
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En un espacio vectorial V', un vector @' estd en el generado por {01, ..., vy} silos
espacios generados por {v1,...,Un} v {01,...,Un, U} tienen la misma dimension.
Sea M = (E,r) un matroide arbitrario con funcién rango r. Sea ¢l la funcién de
2F a 2F tal que para cada X C F

d(X)={XeE :r(Xuzx)=r(X)}.

Esta funcion la llamamos el operador cerradura de M. Al igual que la funcion
rango, el operador cerradura satisface algunas condiciones que lo caracterizan ver
Lema 1.4.2 de [41]. A ¢l(X) la llamamos la cerradura de X en M y algunas veces
la escribimos como ¢l (X). Si X = ¢l(X), a X lo llamamos un conjunto cerrado
de M. Un hiperplano de M es un conjunto cerrado de rango r(M) — 1. Un sub-
conjunto X de E(M) es un conjunto generador de M si cl(X) = E(M).

La siguiente proposicién nos muestra que las bases y los hiperplanos son con-
juntos generadores y no-generados especiales.

Proposicién 1.6 Sea M un matroide y X C E(M), entonces
(i) X es un conjunto generador si y solo si r(X)=r(M);
(i1) X es base si y solo si es un conjunto generador minimal; y

(111) X es un hiperplano si y sdlo si es un conjunto no-generador mazximal.

1.1.1. Dualidad

Sea M = (E,r) un matroide con funcién rango r. Definimos M* = (E,r*) tal
que para toda X C FE,

r*(X)=|X|—r(M)+r(F - X).

No es dificil ver que r* satisface las condiciones (R;) — (R3). Del Teorema 1.5 se
sigue que M* es un matroide, llamado el matroide dual de M. El conjunto de
bases de M* es {E — B | B es base de M}. A las bases de M* las llamaremos
co-bases; analogamente a los circuitos, hiperplanos, generadores y conjuntos inde-
pendientes, los llamaremos co-circuitos, co-hiperplanos, co-generadores y conjun-
tos co-independientes, respectivamente. A los lazos de M™* los llamaremos istmos.
Algunas relaciones entre estos conjuntos se dan en la siguiente

Proposicién 1.7 Sea M = (E,r) un matroide y X C FE, entonces

(i) X es independiente si y sélo si E — X es co-generador;
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(1i) X es generador si y solo si E — X es co-independiente;
(11i) X es un hiperplano si y solo si E — X es un co-circuito; y
(iv) X es un circuito si y solo si E — X es un co-hiperplano.

Sea X un circuito-hiperplano del matroide M, decimos que el matroide M’ se
obtiene por relajacion de M si las de bases de M’ son las mismas que las de M
mas el circuito-hiperplano X. Una consecuencia inmediata del resultado anterior
es que si X es un circuito-hiperplano del matroide M, entonces E(M) — X es un
circuito-hiperplano de M*. La operacién de relajacién tiene la siguiente propiedad.

Proposiciéon 1.8 Si M’ se obtiene relajando el circuito-hiperplano X de M, en-
tonces (M')* se obtiene de M* relajando el circuito-hiperplano E(M) — X de M*.

Demostracién. Como Z(M') = B(M)U{X}, se sigue que B(M')*) = B(M*)U
{E(M) — X} y el resultado se sigue. m

1.1.2. Menores

Hay varias maneras de obtener un matroide a partir de otro. A continuaciéon
daremos dos importantes formas de hacer esto: por contraccién y por borrado. En
la siguiente subseccion daremos otra, la unién de matroides.

Sean M un matroide con conjunto fundamento 'y e € E. Denotamos por M\e
al matroide que se obtiene de M al borrar e de E, es decir, M\e es la restriccion de
M a E—e. Los independientes de este matroide son &' = {I C E—e | € #(M)}.
Note que si G es una grafica, entonces M (G)\e = M(G\e).

La contraccion, denotada por M /e, se define de la siguiente manera. Siry(e) =
0, o sea e es un lazo, entonces M/e = M\e. Si rp(e) = 1 entonces definimos
M/e:= M(E —e,7"),donde I" ={I —e|eecl e F(M)}. M/e asi definido
cumple (#1)-(.#3) de la Definicién 1.1, por lo que es un matroide. Note que si G
es una grafica, entonces M(G)/e = M(G/e). También observe que si S C E — e

rase(S) = ru(SUe) —ra(e).

Las operaciones de contraccion y borrado conmutan, como lo afirma la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.9 Sean ey, ey elementos de E(M). Entonces
Z) M\@l\eg = M\eg\el.
ZZ) M/61/€2:M/€2/€1.
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iii) M/ej\eo = M\ey/ey.

Demostracién. (i) se sigue de la definicién de restriccion. Para (ii) basta con
decir que Tar/e, /e, (S) = Ta(S U {e1, e2}) — ra({e1, e2}). Para mostrar (iii), sea
S C E—{e1, ez}, luego

TM/el\ez(S) = TM/61(5>

= ry(SUe) —ry(er)
Taes (S U €1) — ranes(€1)
= TM\es/es (5).

Un matroide N es un menor del matroide M, si existen subconjuntos disjuntos
X,Y de E(M) tal que N = M/X\Y.

1.1.3. Unidén de Matroides

Existe varias maneras de unir matroides, dentro de ellas existe una muy im-
portante dada por Nash-Williams (1966); llamada unidn de matroides. Aqui solo
mencionaremos como se construye la uniéon de matroides, para un estudio mas
detallado, ver Capitulo 12 de [41].

Teorema 1.10 Sean M, y M, matroides en el conjunto E, con funciones rango
r1 Yy To respectivamente. Sea

j - {Il UIQ | Il € j(Ml), 12 € j(MQ)}

Entonces, .7 es la coleccion de conjuntos independientes de un matroide My \V My
en E. Mas aun, si X C E, su rango en My V M, es

min {r(Y)+r(Y)+ X -Y]| : Y C X}

El matroide M; V Ms es llamado la union de My y Ms. El teorema anterior
se puede extender a mas de dos matroides; es decir, si My, M, ..., M, es una
familia arbitraria de matroides en el conjunto E, entonces existe un matroide
MyV MyV ---V M, en E tal que

I (M V-V M) ={LU---UI,| I, € (M), paral <i <n}.

Ademas, si M; tiene como funcién rango a 7;, entonces el rango de X en V], M,
es

min {zn: r(Y)+|X=-Y| : Y CX}. (1.1)
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Solo mencionamos que la unién de matroides también se puede definir cuando
se tienen distintos conjuntos fundamento.

Ahora vamos a ver algunas aplicaciones de la unién de matroides. Las que
nos interesan son resultados de J. Edmonds (1965) y las pruebas originales son
anteriores al descubrimiento de la operacién de unién de matroides.

Teorema 1.11 (Harary y Welsh) Un matroide M tiene k bases disjuntas si y
solo si para cada subconjunto X de E(M),

kr(X) +|E(M) — X| > kr(M).

Demostracién. M tiene k bases disjuntas si y sélo si V¥_, M tiene rango al menos
kr(M). Por la ecuacién (1.1), lo anterior ocurre si sélo si kr(X) + |E(M) — X| >
kr(M) paratodo X C E. =

Para el caso cuando k = 2 se tiene

2r(X) + |[E(M) — X| > 2r(M).

1.1.4. Polinomio de Tutte

Un invariante bajo isomorfismos es una funcion f en la clase de todos los
matroides tal que
f(M)= f(N) siempre que M = N. (1.2)

Es necesario observar que varios numeros asociados a un matroide M, tales
como el nimero de bases, el nimero de conjuntos independientes y el nimero de
conjuntos generadores, son invariantes algebraicos satisfaciendo las dos recursiones
siguientes. Para cada elemento e de M,

f(M) = f(M\e)+ f(M/e) sieno esnilazo ni istmo, (1.3)
f(M) = f(M|e)f(M\e) en otro caso. (1.4)

Recordemos que M| X denota al matroide restringido al conjunto X C E. Si % es
la clase de matroides cerrado bajo menores y bajo isomorfismo, y f es una funcion
en ¢ satisfaciendo (1.2), (1.3) y (1.4), entonces f es llamado un invariante Tutte-
Grothendieck o invariante T-G.

Sean M = (E,r) un matroide con funcién rango r y X C E. Denotamos a r(E) —
r(X) por z(X) y a | X|—7(X) por n(X), la funcién n(X) es llamada la nulidad de
X. Su(z,y) es el polinomio generatriz del rango del matroide M y se define como

Sulr.y) = 3 270y, (L5)

XCE
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Claramente Sys(x,y) es un invariante bajo isomorfismos para la clase de todos los
matroides. Mas atn, no es dificil ver si I es un istmo y L es un lazo, entonces

Si(z,y) =z +1y Sp(z,y) =y +1. (1.6)
Lema 1.12 Sy(z,y) es un invariante T-G para la clase de todos los matroides

Demostracién. Sea e un elemento del matroide M = (E,r). Sy (z,y) se puede
escribir como

Su(w,y) = Y a?Xyr) 3 = 2 (0ynl0, (1.7)
XCE XCE
e X eeX

El primer término de la ecuacién anterior es igual a ) | XCE\e 2#X (X)) ge cumple,

r(E) = r(E—e)+1, sieesun istmo,
r(E—e), en otro caso.

Luego,

Z A X)) {1’ ZXQE\E grE=a)=rX)yn(X) gi e es un istmo,

XCE D _XCR\e grE=a)=rX)yn(X)  en otro caso.
egX -
Por lo que
S e\ si €s ist O,
3" g0y T (z,y) sieesun istm 18)
XCE Swune(z,y)  en otro caso.
eZX

Si tomamos ahora el segundo término de la derecha de (1.7), este es igual a

doych\e gr((B=e)ue)=r(YUe)yn(YUe) - Qean ¢/ y ' la funcién rango y nulidad de M/e.
Entonces para todo Y C E — e,
YY) = r(Y Ue), si e es un lazo,
r(EUe)—1, en otro caso.
y
(V) = n(Y Ue) —1, sieesun lazo,
n(E Ue), en otro caso.
Luego,

Z 200 {y ZygE,e g (B=e)=r'(V)y'(Y) i ¢ es un lazo,

ZYgEfe g (E=e) ="'y’ (Y)  en otro caso.
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Por tanto,
2(X), n(X) YSuyse(x,y) sie es un lazo,
> w Py = (1.9)
XCE Smye(x,y)  en otro caso.
e€X

Sustituyendo (1.8) y (1.9) en (1.7), se tiene

Sane(®,y) + Saye(x,y) sieno es nilazo ni istmo,
Su(z,y) = < (x4 1)Sane(z, y) si e es un istmo,
(v + 1)Smye(,y) si e es un lazo.

donde S;(z,y) = z+ 1y Sp(x,y) = y+ 1. Ademas, si e es un lazo, entonces
M\e = M/e. Es asi que Sy/(z,y) satisface (1.2), (1.3) y (1.4). m

El siguiente teorema, no solo extiende el lema anterior, si no que esencialmente
dice que Sys(z,y) es el invariante T-G universal. Al conjunto de clases de isomor-
fismos de matroides lo denotamos por .Z .

Teorema 1.13 (Brylaski) FEziste una tnica funcion T de .# en el anillo de
polinomios Zlx,y| con las siguientes propiedades:

(i) Ti(x,y) =z y Tr(z,y) = y.

(ii) (contraccion-borrado) Si e es un elemento de M que no es lazo ni istmo,
entonces

TM<x7y) = TM\e(xay) + TM/e(Iay)'

(111) Si e es un lazo o un istmo de M, entonces
TM<x7 y) = TM|e<x7 y)TM\e(x7 y)

Demostracién. Por el Lema 1.1.4, si definimos Thy(z,y) = Sy(z — 1,y — 1),
entonces (i)-(ili) se cumplen. Usando induccién en el nimero de elementos, se
muestra que 1" es Unica. ®

Llamaremos a la funcién Ty (z,y) el polinomio de Tutte del matroide M. De
la demostracion anterior se tiene

Tu(z,y) = 3 (2 — 1By - 1)), (1.10)
XCE

El polinomio de Tutte puede ser calculado usando la ecuacion anterior o usando
las recursiones (ii) y (iii) del teorema anterior.
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Necesitamos otra definicién (equivalente) del polinomio de Tutte que usare-
mos mas adelante. Fijemos un orden < en los elementos de M, digamos F =
{e1,...,en}, donde e; < e; sii < j. Sea B una base de M fija, decimos que e es
un elemento internamente activo si e € B y es el elemento més pequeno del tinico
cocircuito disjunto de B\{e}. Dualmente, un elemento f es externamente activo
si f ¢ By es el elemento més pequenio del unico circuito contenido en B U {f}.
Definimos ¢;; como el nimero de bases con actividad interna ¢ y actividad externa
j. En [52] Tutte define Ty, usando estos conceptos, una prueba de la equivalencia
con la ecuacién (1.10) se puede encontrar en [7].

Definicién 1.14 Si M = (E,r) es un matroide con un orden total en E, entonces
2

En el Capitulo 4 se calcula el polinomio de Tutte de todos los matroides que
aparecen en el Apéndice del libro de Oxley([41]). Es por eso que aqui no daremos
ningtn ejemplo de como calcular el polinomio. Cabe mencionar que el problema de
evaluar el polinomio de Tutte en un punto (a,b) del plano de Tutte es # P-duro,
excepto para ciertas curvas y en un cierto conjunto finito de puntos. Para més
detalles ver [26] y [54].






Capitulo 2

Matroides de empedrado y dos
bases disjuntas

Del capitulo anterior, recordemos que el polinomio de Tutte puede expresarse
de la siguiente manera

Ty(z,y) = Z tija'y’,
1,3

donde los ?;; son enteros no negativos. Si tomamos m > 0 y b arbitraria, la ecua-
ciéon anterior nos dice que en la porcién de la linea y = ma + b en el cuadrante
positivo, Ty (x,y) aumenta conforme x aumenta. Este comportamiento de Ty, a lo
largo de lineas con pendiente positiva, sugiere el estudio con pendientes negativas
en el cuadrante positivo. C. Merino y D. Welsh [34] fueron los primeros en con-
siderar esto, en particular estaban interesados en saber si el polinomio de Tutte
es convexo en la porcion de la linea x + y = 2 en el cuadrante positivo. Ellos
hicieron la siguiente conjetura El teorema anterior nos dice, que en la porcién de
la linea « + y = 2a en el cuadrante positivo, el valor de T" en los puntos extremos
del segmento de linea es mayor que el valor de T" en el punto medio, ver Figura 2.1.

Conjetura 2.1 Sea G una grdfica 2-conexa sin lazos. Entonces
maz {The)(2,0), Ta(c)(0,2)} = Tarey (1, 1) (2.1)

Obsérvese que esta es una condicion necesaria para que 71" sea convexa en la porcion
de linea mencionada. Por otro lado, cualquier grafica con al menos un lazo y al
menos un istmo falla al cumplir (2.1), luego (2.1) no se satisface para toda gréfica.
El interés principal en los puntos (2,0), (0,2) y (1, 1) es por que en toda grafica G
conexa T ) (2,0), Tare)(0,2) vy Thre)(1, 1) es el nimero de orientaciones aciclicas,
orientaciones totalmente ciclicas y arboles generadores de G respectivamente. Una
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pregunta relacionada con la conjetura 2.1 es la determinar si para cualquier grafica
G sin lazos ni istmos, se cumple

TM(G)<27 O>TM(G)(07 2) > TM(G)(17 1)7

el cual aparentemente es un argumento fuerte.

Muy poco se ha hecho para resolver estas preguntas. Sin embargo, B. Jackson
en [25], con un argumento muy ingenioso, mostré que para un grafica sin lazos ni
istmos y numeros reales positivos a,b con b > a(a + 2),

TM(G)(b, O)TM(G)(O, b) Z TM(G) (a, a). (2.2)

En este capitulo mostraremos tres resultados relacionado con lo antes expuesto.
Primero probaremos que si un matroide M = (FE,r) tiene dos bases disjuntas
entonces T (0,2a) > Ty(a,a), siempre que a > 2; dualmente, si F es la unién
de dos bases entonces Ths(2a,0) > Ty(a, a). Estos resultados no pueden obtenerse
con los métodos usados por B. Jackson en [25].

Segundo, en la Seccién 2.2 mostraremos que (2.1) se cumple para algunas clases
de matroides y graficas.

Por 1ltimo, en la Seccién 2.3, mostramos que el polinomio de Tutte T' de un
matroide de empedrado sin istmos satisface la desigualdad

tT(ZL’l, y1> + (1 — t)T(ZL’Q, yg) Z T(tl’l + (1 - t)l‘g,tyl + (1 - t)yg), (23)

donde 0 <t <1y x1,29,¥y1,Yy2 SOn no negativos y satisfacen x1 + y1 = o + .

En otras palabras, lo anterior nos dice que el polinomio de Tutte T" es una funcién

convexa a lo largo de la linea 4+ y = p en el cuadrante positivo. Un caso especial

de la desigualdad (2.3), que se obtiene al tomar z; = yo = 2, 29 = 3y =0y

t =1/2, nos da la desigualdad (2.1) para la clase de matroides de empedrado.
Este Capitulo estd basado en el articulo [16].

2.1. Dos bases disjuntas

Cuando el polinomio de Tutte se define por la ecuacién (1.11), hay varias
identidades que satisfacen los coeficientes t;;. Para una caracterizacion completa
de todas las relaciones lineales que satisfacen los coeficientes t;;, ver Teorema 6.2.13
en [11]. De ahi provienen las siguientes relaciones.

Teorema 2.2 Si M es un matroide de rango r con m elementos sin lazos ni
1stmos, entonces

(i) t;; =0, siempre que i >1 0j >m—r;
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(ZZ) tr() =1 Yy tO,m—r =1

(111) t.; =0 para toda j >0 y t;,,—r = 0 para todo i > 0.

Para comenzar con lo relacionado a dos bases disjuntas, primero damos el
siguiente resultado que necesitaremos mas adelante.

Teorema 2.3 Si M es un matroide que no tiene lazos ni istmos, entonces
max{Ty(4,0), Ty (0,4)} > Th(2,2).

Demostracion. Sean r y m el rango y el nimero de elementos de M, respectiva-
mente.

max {Ty(4,0), Ty (0,4)} > {4",4™"}
= max {22, 22(m="
> 9Mm = Th(2,2).

La primera desigualdad se sigue de (1.14) y de (ii) en el Teorema anterior. m

A lo largo del esta tesis, algunas veces denotaremos el rango r(FE) del matroide
por 7, esperando no confundir al lector.

Note que para un matroide M = (E,r) con dual M* = (E,r*), las siguientes
desigualdades son equivalentes para cualquier A C F.

Al < |E[ = 2(r(E) —r(A)), :
|[ENA[ < 2r"(E\A) y (2.5)
2(A)+n(A) <m —r.

Nos restringiremos ahora a todos los matroides M en los cuales todos los sub-
conjuntos A de E satisfacen las desigualdades (equivalentes) anteriores. Por la
desigualdad (2.4) y el Teorema 1.11 estos son los matroides que contienen dos ba-
ses disjuntas; por dualidad, estos son los matroides M cuyo conjunto fundamente
E, es la union de dos bases de M*.

Como todo término (z — 1)*W(y — 1)*) de Ty, tiene a 2*@y™4) como su
monomio de méaximo grado, el siguiente teorema es consecuencia directa de las
desigualdades anteriores.

Teorema 2.4 Si un matroide M contiene dos bases disjuntas, entonces t;; = 0
para toda i y j tales que i + 5 > m —r. Dualmente, si E es la union de dos bases,
entonces t;; = 0, para todo i y j tales que 14 j > r.

Es asi que llegamos a nuestro primer resultado.
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Tu(w,y)
(0, 2a)

Jla:a)

o(2a.0)

Figura 2.1: Para a > 2, Tys(a,a) es menor que T/ (0,2a) o Ths(2a,0).

Teorema 2.5 Si M contiene dos bases disjuntas o E es la union de dos bases
entonces
max{Th(2a,0),Ty(0,2a)} > Ty (a,a), (2.7)

para todo a > 2.

Demostracion. Tomemos el caso cuando M tiene dos bases disjuntas, el otro caso
se sigue por dualidad. Se cumple que m — r > r, de la demostracion del Teorema
2.3 y la ecuacién (1.11) se tiene 4™~ > Ty(2,2) = 3, 152"/, Multiplicando
estd desigualdad por (a/2)™ ",

2a mer > thj m roiti > Zt z+J21+J _ Zt”a

Donde la segunda desigualdad es cierta por el Teorema 2.4. Luego entonces,

Tv(0,2a) > (2a)™ —r > Zt a't = Ty(a,a).
i
]

El teorema anterior nos dice, que en la porcion de la linea = + y = 2a en el
cuadrante positivo, el valor de T" en los puntos extremos del segmento de linea es
mayor que el valor de T" en el punto medio, ver Figura 2.1.

El siguiente corolario muestra algunas clases de matroides que contienen dos bases
disjuntas o cuyo conjunto F es la uniéon de dos bases.

Corolario 2.6 Para un matroide M, Ty satisface (2.7) para toda a > 2 siempre
que M es uno de los siguientes:
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= un matroide idénticamente auto-dual,
» una geometria proyectiva sobre GF(q) de rango r o su dual, para r > 2,
= un matroide de caminos por reticulas sin istmos.

Demostracién. Un matroide M = (E,r) es idénticamente auto-dual si M = M*,
por lo que B es base de M si y sélo si E — B también lo es.

Para r > 3 el matroide PG(r,q) contiene como submatroide a W1, la r 4 1-
rueda, ver [41]. Como W, contiene dos bases disjuntas, PG(r, q) tiene dos bases
disjuntas. Para el caso de los planos proyectivos de orden m, cualquier contracciéon
por un elemento es isomorfa al matroide que se obtiene de Us ;,, 11 al remplazar cada
elemento por m elementos en paralelo. Por lo que los planos proyectivos tienen dos
bases disjuntas.

De la definicién de un matroide de caminos por reticulas M [P, @], dada en el
Capitulo 1, no es dificil ver que M[P, Q)] tiene al menos dos bases disjuntas siempre
que en su presentacién & = {[ay, 1], ..., ar, ¢;]}, se deba tener ¢; # a; para toda
i. Es decir, M[P, Q] no tenga istmos. m

Otra clase de matroides que también satisface el Corolario anterior son los
matroides de empedrado. De hecho satisfacen algo mas fuerte, como se muestra en
la Seccion 2.3.

Para las graficas se tiene los siguientes casos

Corolario 2.7 Para una grdfica G, T satisface (2.7) para toda a > 2 siempre
que G es una de las siguientes:

= una grdafica 4-conexra por aristas,
= una grdafica de umbral 2-coneza,
= una grdfica bipartita completa,

= una grdfica serie-paralelo,

= una grdafica 3-reqular,

= una grdfica bipartita plana,

= una grdfica Laman,

= una triangulacion,

= [a grdfica rueda W, para n > 2,

= una reticula cuadrada L, para n > 2,
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el n-ciclon > 2
= un arbol con n aristas, para n > 1.

Demostracién. Por un resultado clasico (Nash-Williams 1961; W. Tutte 1961),
ver [18] pag. 46, toda grafica 4-conexa por aristas tiene dos arboles generadores
disjuntos. No es dificil ver que las gréaficas rueda y las de umbral 2-conexas tienen
dos arboles generadores disjuntos. Utilizando la expresiéon para calcular la arbo-
ricidad de una gréfica dada en [40], vemos que las graficas serie-paralelo simples,
3-regulares, bipartitas planas y graficas “Laman” todas tiene arboricidad dos, que
es equivalente a tener dos arboles generadores que cubran todas las aristas de la
grafica. Como las triangulaciones son duales geométricos de graficas 3-regulares
planas, tienen dos arboles generadores disjuntos por aristas.

No es dificil ver que Kj,, con m > 2, ks 3, la reticula cuadrada L,, para n > 2,
el n-ciclo para n > 2 y un arbol tienen dos arboles generadores que cubren todas
las aristas de la gréfica. K, ,, siempre tiene dos arboles generadores disjuntos por
aristas cuando n,m > 3, excepto cuandon=m=3. m

2.2. La Conjetura Merino-Welsh

Del Teorema 2.5 es natural preguntarse si la desigualdad (2.7) sigue siendo
valida para a = 1. Para el caso de matroides graficos es casi la Conjetura 2.1.

Note que la desigualdad (2.1) no es cierta en general. Por ejemplo, si anadi-
mos lazos o istmos a algunas graficas simples podemos construir graficas que no la
satisfacen. Por otro lado, la propiedad de conexidad puede no ser la mas natural,
por ejemplo, Uy 2 @ U, 2 satisface (2.7) para a > 0 y es un matroide grafico M(G),
donde G consiste de 2-ciclos unidos por un vértice. Esto nos dice que la desigual-
dad (2.1) es cierta para algunas graficas 1-conexas.

Por lo que el Teorema 2.5 sugiere que una conjetura més adecuada para graficas
y matroides sea la siguiente:

Conjetura 2.8 Si M es un matroide cosimple que contiene dos bases disjuntas o
si M es un matroide simple cuyo conjunto fundamento E es la union de dos bases,
entonces

maz {T(2,0), Ty (0,2)} > T (1,1). (2.8)

A continuacién mostraremos que la Conjetura 2.8 es cierta para los siguientes
matroides: el n-rehilete W™ o un matroide de Cataldan. También es cierta para las
graficas G sin lazos ni istmos, siempre que G sea una de las siguientes: la grafica
rueda W,,, una gréafica 3-regular con cuello al menos cinco, la grafica completa K,
y la grafica bipartita completa K, ,, para m >n > 2.
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Figura 2.2: Grafica de W

Denotaremos «(G) por T¢(2,0) el nimero de orientaciones aciclicas, a*(QG)
por T(0,2) el nimero de orientaciones totalmente ciclicas y 7(G) por Tg(1,1) el
numero de arboles generadores.

2.2.1. Ruedas y rehiletes

En esta subseccién hablaremos de una clase muy conocida de graficas planas
auto-duales: las ruedas. Y una clase relacionada con estas, los rehiletes. Las graficas
rueda W, tienen n + 1 vértices y 2n aristas, ver Figura 2.2. El matroide rehilete
W™ tiene por conjunto fundamento las aristas de W,, y sus bases son los arboles
generadores de W, mas el circuito-hiperplano formado por las aristas del n-ciclo
de W,,; ver [41].

Es sabido que 7(W,) = Lo, — 2, con n > 1, donde Ly es el k-ésimo nimero
de Lucas definido recursivamente como Ly =1, Ly =3y Ly = Li_1 + Ly_o para
k > 3. Este resultado fué demostrado por Sedlacek [43] y también por Myers [39)].
Utilizando el analogo de la férmula de Binet-Fibonacci para los nimeros de Lucas

tenemos

3+v5, 3—V5

2 )"+ 2

El polinomio cromético de W, es conocido, ver [4], y es xw,(z) = x(z — 2)"
+(—1)"z(x—2). Aplicando ahora el famoso resultado de Stanley [48], que relaciona
el nimero de orientaciones aciclicas y el polinomio cromatico, i.e. a(G) = |xa(—1)],
tenemos que a(W,) = 3" — 3. Otra manera de encontrar los valores de 7(W,,) y
a(W,), es usando el polinomio de Tutte de W), que se da en la Seccién 4.1. De lo
anterior se tiene el siguiente

T(Wa) = (

) — 2.

Teorema 2.9 Para todo n > 2, a(W,,) > 7(W,,) y M(W,,) satisface la conjetura.

Dado que W™ es una relajaciion de W,,, los polinomios de Tutte de W™y M (W,,)
estan relacionados de la siguiente manera, Ty~ (z,y) = Tw, (,y) — 2y + = + y.
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Esto implica

Teorema 2.10 Para todo n > 2, Ty« (2,0) > Ty« (1,1) y W™ satisface la Conje-
tura 2.8.

2.2.2. Graficas 3-regulares con cuello al menos 5

La siguiente cota inferior para el nimero de orientaciones aciclicas de gréficas
3-regulares con cuello al menos 5 proviene de [27]

OJ(G) > (23/833/841/8)71’

Donde n es el numero de vértices de GG. Por otro lado, la siguiente cota superior

para el nimero de arboles generadores de una grafica 3-regular G esta dada en
[17].

donde 8 = [In(n)/In(9/8)]. De esta férmula se tiene el siguiente

Teorema 2.11 Si G es una grdfica 3-reqular con cuello al menos 5, se cumple
que 7(G) < a(G) y M(G) satisface la Congetura 2.8.

2.2.3. Graficas completas

Es natural preguntarse si la Conjetura, es verdadera para las graficas completas
y para las bipartitas completas. La respuesta es afirmativa como lo veremos a
continuacion y la demostracion se hara por induccion.

Un resultado clésico de Cayley afirma que 7(K,,) = n" 2. Ahora bien, para K3
se tiene a(K3) =6 > 3 = 7(K3), luego K3 satisface la Conjetura.

Para poder aplicar induccién necesitamos el lema siguiente, cuya demostracion
es sencilla; ver [15].

Lema 2.12 Si G es una grdfica 2-conexa con un vértice v de grado d, entonces
(2¢ — 2)a* (G —v) < a*(G).

Mostraremos que o*(K,) > n""2 paran > 4. Sin =4, o*(K;) = 24 > 16 =
7(K,). Ahora procedemos por induccién sobre n.

n+1 n

() = b1y~ = (e (i)
< e(n+1)7(K,) < (2" = 2)7(K,)
< (2" —2)a*(Ky). (2.9)

Por el Lema anterior, la tltima cantidad es menor o igual a o*(K,41).
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Teorema 2.13 Para todo n > 3, M(K,,) satisface la Conjetura 2.8.

La técnica usada para graficas completas, puede ser usada para demostrar la
conjetura en el caso de las graficas de umbral; ver [15]. También en [15] se tiene el
siguiente resultado para las graficas bipartitas completas.

Teorema 2.14 Para todo m >n > 2, M(K,, ) satisface la Conjetura 2.8.

2.2.4. Matroides de Catalan

Aqui sélo consideraremos los matroides N,, que se obtienen de los matroides
de Catalan M,, eliminando los elementos 1 y 2n del conjunto F = [2n]. Estos
corresponden a eliminar el lazo e istmo de M,,. Del Corolario 5.8 de [8] se tiene la
siguiente expresion para el polinomio de Tutte de N,

i+j—2(2n—i—75—-1\ , 4, .4
Ty, = — Ty
N Z n—1 (n—i—j—i—l vy
4,7>0
Después de algunas manipulaciones algebraicas se tiene la féormula para las eva-
luaciones en (2,0) y (0,2).

"k /2m—k—1
2,0 =T, 02 = Y 2 ( )2

donde m = n—1. El valor anterior es igual a (27;”) como se muestra a continuacion.
iﬁ(zm—k—1)2k: <(2m—k—1)_<2m—k—1))2k
m m—k m—1 m
k=0
i 2m — k—l C(2m—k =1\ (k
— m — m J
i((zm k:—l)_(Qm—k:—l)) <k:)
=J m J
()= ()
m+j m+j+1
= . 2.1
(m) (2.10)

.

Y, 1M 1M

m k

<.
Il

pnqs

.
Il
o

El paso clave en la cuarta igualdad es utilizar la identidad de convolucién ) ;"

(q fﬁl) la cual es la identidad bésica (5.6) en [22]. Claramente el valor de Ty, (1, 1)

es el n-ésimo numero de Catalan C,, = —nil (2: )

Teorema 2.15 Para todo n > 2, N,, satisface la conjetura.

2m 1 (2m—k—1

q

)

k
J

) -
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Figura 2.3: Representacion geométrica de Uz 2 @ Uy 1

2.3. Convexidad del polinomio de Tutte de em-
pedrados

Recordemos que un matroide M(E,r) es de empedrado si todos sus circuitos
tienen tamano al menos . Primero mostraremos que los matroides de empedrado
son cerrados bajo menores y que el conjunto de menores excluidos consiste del
matroide Us o @ Uy, (Figura 2.3); ver [41](pag. 132, ejercicio 8).

Proposicion 2.16 Sea M un matroide de empedrado de rango r con n elementos.
Si M tiene un istmo, entonces M es isomorfo a U,_1,-1 @ Uy ;.

Demostracién. Si M no tiene circuitos, M = U,,_; ,—1 @ Uy ;. En caso contrario,
todos los circuitos de M tienen tamano r. M /e tiene rango r — 1 y como ningin
circuito contiene un istmo, todos los circuitos de M /e tienen tamano al menos r.
Se sigue que M/e = U,_1,_1 y tenemos el resultado. m

Proposicion 2.17 Los matroides de empedrado son cerrados bajo menores.

Demostracion. Sea M un matroide de empedrado con rango 7. Queremos mostrar
que para todo e € E; M\e y M/e son matroides de empedrado. Si M no tiene
circuitos, no hay mas que demostrar. Supongamos que M tiene un circuito.

Si e no es ni lazo ni istmo, M\e tiene por circuitos a todos aquellos circuitos
que no contienen a e. Es asi que M\e es un matroide de empedrado. Para el caso
de la contraccién, M /e tiene rango r — 1 y su coleccién de circuitos consiste de
los miembros minimales no vacios de {C' — e | C' es un circuito de M }. Por tanto,
M /e es de empedrado.

Si e es un lazo de M, el rango de M es a lo mas 1. Como todo matroide de
rango a lo més 1 es de empedrado, la afirmacién es cierta.

Finalmente, si e es un istmo, por la proposicion anterior, M = U,_ ,,—1 ® Uy ;.
En este caso M\e = M/e =2 U,_1,-1 vy el resultado se sigue. m
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Teorema 2.18 M es un matroide de empedrado si y solo si no tiene a Us o ® Uy 4
como menor.

Demostracién. Como U, 5 @ Uy ; tiene rango 2 y un circuito de rango 1, no es de
empedrado. Por la proposiciéon anterior no puede ser un menor de un matroide de
empedrado.

Supongamos que M es un matroide de rango r que no es de empedrado, en-
tonces existe un circuito C' de tamano s < r. Como el rango de C' es s — 1, existen
elementos e, f € E tales que el rango de C' U {e, f} es s + 1 < r. Eliminando
todos los elementos de E\C' U {e, f} y contrayendo s — 1 elementos en C' tenemos
a Uyo ® U;; como menor. m

A continuacion mostraremos que los matroides de empedrado o contienen dos
bases disjuntas o su conjunto fundamento es unién de dos bases. Como consecuen-
cia satisfacen el Teorema 2.5.

Teorema 2.19 Sea M = (E,r) un matroide de empedrado de rango v con n
elementos,

= 51 2r > n, entonces E es la union de dos bases.
m 51 2r <n y M no tiene istmos, entonces M contiene dos bases disjuntas.

Demostracién. Caso 2r > n. Sea B; una base de M, entonces I, = E\ B tiene
tamano n —r < r y por tanto independiente. I, puede extenderse a una base Bs.
Se sigue que E' = B; U Bs.

Caso 2r < n. Supongamos que M tiene un circuito C' de tamano r + 1, luego
¢’ = E\C tiene tamano n—r—1 > r—1. Sea I un subconjunto de C’ con tamafio
r — 1. Como I es independiente y C' es un conjunto generador, existe a € C' tal
que I U{a} es base. Pero como C'\a también es base, M tiene dos bases disjuntas.

Resta ver que sucede cuando M no tiene circuitos de tamano r + 1. Sea B una
base de M, si E\B tiene una base, ya terminamos. En caso contrario, r(E\B) =
r — 1y definamos H = cl(F — B) la cerradura de F\B. Tomemos [ = F\B C B,
I consta de los elementos de B que no estén en la cerradura de H y |I| = p+1
con p > 1 pues M no tiene istmos.

Procedemos a mostrar que también en este caso tenemos dos bases disjuntas.
Sea I"’ = I\a, con a € I. I’ es un conjunto independiente de tamafio p tal que para
cualquier circuito C' de tamano r contenido en H, I’ UC' contiene una base de M.
Entonces, existe By base de M de la forma B = I’ U Ay con A; subconjunto de
H de tamano r — p. Sea By = {a} U Ay con Ay C H\A; de tamanio r — 1. Esto
lo podemos hacer pues, |[H\A;| = (n—p—-1)—(r—p)=n-r)—1>r—1.
Concluimos que By y B son las bases deseadas. m
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k + 1 elementos
en paralelo

Figura 2.4: Representacion geométrica de Uy 41 ® Uy,

A continuacion demostramos que para cualquier matroide de empedrado sin
istmos, su polinomio de Tutte satisface

siempre que t € [0,1] y 21, T2, Y1, Y2 Sean no negativos y cumplan 1 +1y; = 2+ yo.
Note que esta desigualdad es mas fuerte que la establecida en (2.7), pues dice que
Ty (x,y) es una funcién convexa a lo largo de la porcién de linea = + y = p en el
cuadrante positivo, en lugar de solo decir que el valor de T}, en algiin punto final
es mayor que el valor de T); en el punto medio.

Para demostrar lo anterior, primero necesitamos de los siguientes resultados.

Lema 2.20 Sea M un matroide. O bien Ty (x,y) y Tar(x,y) son convexas a lo
largo de la porcion de linea x +y = p en el cuadrante positivo, o bien ninguna lo
es.

Demostracién. El resultado es una consecuencia directa de la igualdad Ty, (x,y) =
TM* (y, LU) .

Lema 2.21 Sea M un matroide y e un elemento de M que no es ni lazo ni istmo.
Si Thne Yy Thaje son ambas convexas a lo largo de la porcién de linea v +y =p en
el cuadrante positivo, entonces Ty también lo es en el mismo dominio.

Demostracion. Se sigue directamente de la férmula de contraccién y borrado
(Teorema 1.13, inciso (ii)) y del hecho que la suma de funciones convexas es con-
vexa. W

Los siguientes resultados los utilizaremos como argumentos inductivos mas ade-
lante. La representacién geométrica de U 41 @ Uy, se puede ver en la Figura 2.4.

Lema 2.22 Si M es isomorfo al matroide de empedrado Uy 41 @ Uy, dondel > 0
y k > 1, entonces Ty es convexa a lo largo de la porcion de linea x +y = p en el
cuadrante positivo.
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Figura 2.5: Representacién geométrica de U, con elementos en paralelo

Demostracion. El polinomio de Tutte de M es

I+k

Tu(z,y) =y + oy +a)=p/ + Y y™
m=I[+2

Como y™ es convexa para todo m > 0 en la regién dada y la suma de funciones
convexas es convexa, se tiene el resultado. m

Lema 2.23 FEl polinomio Ty de un matroide uniforme M, es una funcién conveza
en el cuadrante positivo. En particular, Ty; es convexa a lo largo de la porcion de
linea x +y = p en el cuadrante positivo.

Demostracion. El polinomio de Tutte de un matroide uniforme puede ser calcu-
lado explicitamente usando (1.10).

Ty, (z,y) = i() ”+(7:)+2n:(?)(y—1)i‘r

1=0 i=r+1

Esta ecuacion se puede expandir en la siguiente expresion, la cual puede obtenerse
usando directamente (1.14).

~— (n—j—1 n—i-—1\ ,
1) =3 (" )J+Z(n_r_1)x,

j=1

cuando 0 <7 <ny Ty, . (z,y) = 2" Ty, (v, y) = y".
Como cada término es una funcién convexa, el resultado se sigue. m

Teorema 2.24 Si M es un matroide de rango 2 sin lazos ni istmos, entonces Ty
es conveza a lo largo de la porcion de linea x +y = p en el cuadrante positivo.

Demostraciéon. Si M es isomorfo al matroide uniforme U, ,,, aplicando el lema
anterior se tiene el resultado. De otra manera, M es isomorfo al matroide con
elementos en paralelo cuya simplificacién es isomorfa a Us,,. La representacion
geométrica de este matroide se muestra en la Figura 2.5.
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Sin > 3 o existe una clase paralelo de tamano al menos 3, podemos elegir un
elemento e en una clase paralelo no trivial de M tal que M\e no tiene un istmo.
En este caso, M/e es isomorfo a Uy p41 @ Uy, donde 1 > 1, kK > 1y M\e es un
matroide de rango 2 sin lazos ni istmos. El resultado se sigue aplicando el Lema
2.22, induccién y el Lema 2.21.

El dltimo caso, la simplificacién de M es isomorfa a Us o y todo elemento esta en
una clase paralelo de tamano 2. Entonces M es isomorfo a U; o @ Uy 2, por lo que
Ty (z,y) = (x+y)? la cual es convexa (de hecho es constante) a lo largo de x+y = p
parap<0y0<y<p m

Antes de establecer nuestro resultado principal, necesitamos un resultado de
tipo estructural de los matroides de empedrado sin istmos. Para hacer esto nece-
sitamos la siguiente

Definiciéon 2.25 El 2-engrosamiento de un matroide M se obtiene de M rempla-
zando cada elemento que no es lazo por dos elementos en paralelo y remplazando
cada lazo por dos lazos. El 2-estiramiento de un matroide M, se define como el
matroitde dual del 2-engrosamiento de M*, es decir, reemplazar cada elemento por
dos elementos en serie.

Lema 2.26 Sea M un matroide de empedrado con rango r sin istmos. Si para
cada elemento e de M, M\e tiene un istmo, entonces uno de los siguientes 3
casos ocurren.

(a) M es isomorfo a U1, 7> 1.
(b) M es el 2-estiramiento de un matroide uniforme Us 510, para algin s > 1.

(c) M es isomorfo a Uy s @ Uy ,.

Demostracién. Si e es tal que M\e tiene un istmo f, entonces o bien {e, f}
forman una clase paralelo o estan en serie. Por otro lado, si hay una clase paralelo
en un matroide de empedrado, el matroide tiene rango 1 o 2. Luego, si {e, f}
estan en una clase paralelo, M es isomorfo a Uy @ Uy 2 0 a U; 5. Asumamos que
M mno contienen clases paralelo no triviales. Entonces se tiene que cada elemento
pertenece a una clase en serie de tamano al menos dos. Supongamos que hay una
clase en serie conteniendo al menos tres elementos e, f, g. Bajo esta suposiciéon M\e
tendra al menos dos istmos, pero como M es de empedrado, todos sus menores son
de empedrado. Es asi que, siendo M\e un matroide de empedrado con al menos
dos istmos, no puede tener circuitos, y por tanto M \e es isomorfo a U,.,.. Como M
no tiene istmos, en este caso, se concluye que M es isomorfo a U, ,41.

Para finalizar, nos falta el caso en que todo elemento de M esta en una clase en
serie de tamano dos. Bajo esta hipdtesis, M es el 2-estiramiento de un matroide



2.3. CONVEXIDAD DE EMPEDRADOS

27

N de rango s con m elementos y s > 1. n es de empedrado, pues es un menor de
M y debe de tener circuitos pues M no tiene istmos.

Si el tamano minimo de un circuito en N es s, entonces M tiene un circuito de
tamano 2s. Pero el rango de M es s + m, pues es el 2-estiramiento de N. Luego
25 > m+ s y por tanto s = m. En este caso NN sera isomorfo a Uy ,, lo cual es una
contradicciéon. Es asi que N no tiene circuitos de tamano s.

De lo anterior se sigue que todos los circuitos de N tienen tamano s+ 1y N es
un matroide uniforme. Luego, existe un circuito en M de tamano 2s +2 > s+ m
y se cumple que s +2 > m > s+ 1. Se sigue que N es isomorfo a U, 511 0 a Us 549.
Pero si M es el 2-estiramiento de U, 541, M es isomorfo a Ussyq 2542 ¥ €s el caso
cubierto por (a). =

Lema 2.27 Sea M wun matroide de empedrado con rango r sin istmos. Si para
cualquier elemento e de M, M\e tiene un istmo, entonces Ty es convexa a lo
largo de la porcion de linea x +y = p en el cuadrante positivo.

Demostracién. La demostracion se reduce a analizar los tres casos dados en el
lema anterior. Si M es isomorfo a U, 11, el resultado se sigue del Lema 2.23. Si
M es isomorfo a U o @ Uy 2 0 a Uy 2, los correspondientes polinomios de Tutte son
(x +)? y x +y donde ambos son funciones convexas.

Si M es isomorfo al 2-estiramiento de Us 512, entonces M* es el 2-engrosamiento
de Us,, que es un matroide de rango 2 y el resultado se obtiene del Teorema 2.24
y el Lema 2.20. m

Finalmente, tenemos el resultado principal

Teorema 2.28 Si M es un matroide de empedrado sin istmos, entonces Ty es
convexa a lo largo de la porcion de linea x + vy = p en el cuadrante positivo.

Demostracién. Si M tiene un lazo, M tiene rango 1 y es isomorfo a Uy 41 @ Uy,
con [,k > 1y el resultado se sigue del Lema 2.22.

En caso contrario, todo elemento de M no es ni lazo ni istmo. Si existe un
elemento e de M tal que M \e no tiene istmos, entonces M\e y M /e son matroides
de empedrado sin istmos y el resultado es consecuencia del Lema 2.21.

Resta ver que sucede cuando para todo elemento e, M\e tiene un istmo. En
este caso el resultado se sigue del Lema 2.27. m

Desgraciadamente, los matroides de empedrado no son cerrados bajo dualidad
pero por el Lema 2.20 podemos extender el resultado anterior a una clase mas
grande de matroides.

Corolario 2.29 Si M o M* es un matroide de empedrado sin istmos, entonces
Thr es convexa a lo largo de la porcion de linea x 4+ 1y = p en el cuadrante positivo.
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Por el Teorema 2.19 los matroides M tales que M o M* es de empedrado sin
istmos, esta contenido en la clase de matroides que contiene dos bases disjuntas o
cuyo conjunto F es unién de dos bases. Luego, se tiene un resultado mas fuerte
del Teorema 2.5.

Corolario 2.30 §i M es un matroide de empedrado sin istmos, entonces Ty, sa-
tisface la desigualdad (2.7) para a > 0.

2.4. Conclusiones

Se mostré que la Conjetura Merino-Welsh es cierta para algunas familias de
graficas, entre ellas las graficas 3-regulares y las graficas planas. Ademas, se hizo
una reformulacion de ésta en términos de la Teoria de Matroides, Conjetura 2.8,
y se mostré que es cierta para algunas familias de matroides, entre ellas los ma-
troides de empedrado; que se conjetura es la clase més grande. Recientemente, C.
Thomassen demostré que la Conjetura Merino-Welsh es cierta para graficas con
al menos 4n aristas y para graficas con a lo mas 16n/15 aristas, ver [51]. También
demostré que la Conjetura se cumple para graficas 3-regulares y para triangula-
ciones planas. Los métodos que utilizo él, son distintos a los nuestros.

En la seccién 2.3 se mostrd que Ty es convexa a lo largo de la linea z +y = p
en el cuadrante positivo, cuando M es un matroide de empedrado sin istmos. De la
Definiciéon 1.14, se sigue que 1), es convexa a lo largo de las semilineas y — mx + b
param > 0y b € R en el cuadrante positivo. Es natural preguntarse para qué ma-
troides T}, es convexa en el cuadrante positivo.

No hay una relacién clara entre la convexidad del polinomio de Tutte en el
cuadrante positivo y las clases de matroides que hemos considerado. Los matroi-
des de empedrado sin istmos pueden o no pueden tener polinomios de Tutte que
sean convexos en el cuadrante positivo. Por ejemplo, el polinomio de Tutte de los
matroides uniformes es convexo en el cuadrante positivo, mientras que el polino-
mio de Tutte y'(y* + ...,y + z) del matroide Uy 4 & Upy, con I > 1y k > 1,
no es una funcién céncava ni convexa. También hay matroides que no son de em-
pedrado y su polinomio de Tutte si es convexo, por ejemplo, U,f,n para n > 3, el
2-engrosamiento de U, ,. El polinomio de Tutte de este matroide es (z + y)", que
claramente es convexo. Sin embargo, note que esta ultima clase de matroides tiene
dos bases disjuntas.

Establecer la convexidad del polinomio de Tutte para una clase de matroides
dada parece un problema dificil. El polinomio de Tutte de las graficas de la parte
superior de la Figura 2.6 son funciones convexas, mientras que el polinomio de
Tutte de la grafica de la parte inferior no es ni céncava ni convexa. Algo similar
sucede para los matroides de la Figura 2.7, El polinomio de Tutte de los matroides
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de la parte superior son funciones convexas y el polinomio de Tutte del matroide
de la parte inferior no es ni concava ni convexa.






Capitulo 3

h-vector del matroide de
empedrado

En el presente capitulo estudiaremos el h-vector de un matroide de empedrado
y mostraremos que la conjetura de Stanley es cierta para esta familia de matroides.
Una subfamilia importante y amigable de estudiar de los matroides de empedra-
do, son los matroides de empedrado ralo. Para estos matroides, daremos una cota
inferior para su numero de bases. También diremos especificamente cual es su
polinomio de Tutte. Primero empezaremos dando algunos conceptos basicos que
necesitaremos mas adelante, tales como las nociones de f-vector, complejos des-
bullables, h-vector y multicomplejos. Gran parte del presente capitulo esta basado
en el articulo [36], asi como los resultados ahi expuestos.

3.1. h-vector

Un complejo simplicial (o complejo) A es una coleccién de subconjuntos de un
conjunto finito V' tal que (1) si F € Ay G C F entonces G € A, (2)siv €V
entonces {v} € A. Los elementos de V' son llamados vértices y los miembros de
A son llamados simplejos o caras. Una cara que no estd contenida propiamente
en ninguna otra cara se llama faceta. La dimension de una cara F' € A se define
como dim F' = |F|—1y la del complejo A como dim A = max {dim F | F' € A}.
Un complejo simplicial A (d — 1)-dimensional es puro, si todas sus facetas tienen
la misma cardinalidad.

Asociado a A tenemos su f-vector (fo, fi1,..., fs), donde f; es el nimero de

caras de tamano ¢ de A. Por lo que fo =1, fi = |V|y fr = 0 para k > r =
dim A + 1. La funcién generatriz del f-vector, o enumerador de caras se define
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Figura 3.1

CcOo1mo

fa(x) = Z fix®.

Ejemplo 3.1 Sea A el complejo simplicial 2-dimensional de la Figura 3.1, cuyas
facetas son A = {a,b,c}, B=1{a,b,d}, C ={a,c,d}, D=1{b,d,e}, E={c,d, e}
y F ={b,c,d}. Sus nimeros de caras son fo=1,f1=5,fo=9 vy f3=6.

Para un complejo simplicial puro A, un desbullado, “shellable” en inglés, es un
orden lineal de las facetas de A, tal que cada faceta interseca al complejo generado
por sus predecesores en una unién no vacia de caras propias maximales. En otras
palabras, el orden lineal Fi, Fy, ..., F; de las facetas de A es un desbullado si y
solo si

Para cada par de facetas F;, F; tal que 1 <1 < j <t, existe una
faceta Fy, con 1 < k < j y un elemento v € F; con la propiedad (3.1)
FENF;CF,NEF;=F; —x.

Un complejo A se dice desbullable, si es puro y admite un desbullado.

Por ejemplo, tomemos el complejo A de la Figura 3.1. Si empezamos a ordenar
linealmente las facetas de la forma A, B, E vemos que A < Ey ANE = {c},
pero no hay una faceta que sea menor que E y que cumpla la condicién (3.1). Lo
mismo ocurre con el ordenamiento lineal D, E,C A, pues D < A, DN A= {b} y
no se satisface la condicién (3.1). Sin embargo, cualquier permutacién de A, B y
C seguida de cualquier permutacion de D, E'y F' da un desbullado para A.

Para 1 <[ <t definimos

X (F)={x e | {\v € A1},
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Figura 3.2: Particién de A

donde A; = {G € A| G € Fyconk <i}y Ay =0 Z(F) es llamada la res-
triccion de F) inducida por el desbullado. Note que Z(F;) = () si y s6lo si | =1
y Z(F)) = F; siy sélo si todos los subconjuntos propios de F; estdn contenidos
en A;_ ;. Si pensamos que A estd parcialmente ordenado por inclusion de caras,
podemos hablar de intervalos booleanos [G1,Ga] = {G € A : G; C G C Gy}, como
subconjuntos de A. Tenemos la siguiente proposicion, ver [7].

Proposicién 3.2 Los intervalos [Z(F)), F], i = 1,2, ...,t particionan al comple-
jo desbullable A.

Esta proposicién nos dice que cuando anadimos la faceta F; (con todas sus sub-
caras) al complejo A;_; durante el proceso de desbullado, Z(F)) es la dnica cara
minimal de F} que es nueva en A, es decir, que se encuentra en A; — A;_1.

Para ilustrar la proposicién anterior, tomemos el Ejemplo 3.1 con el desbulla-
do dado por la ordenacién lineal A, B,C, E, D, F. En la Figura 3.2 se muestra la
particién, en intervalos [Z(F)), F}], inducida por el desbullado.

El nimero de facetas tal que |Z(F;)| = i es denotado por h; y no depende del
desbullado, ver [7]. El vector (hg, hy,...,hq) es llamado el h-vector de A. Para A
del Ejemplo 3.1, la Figura 3.2 nos dice que su h-vector es (1,2,2,1).

La funcion generatriz del h-vector, o el polinomio del desbullado esta dado por

d

ha(x) = Z hix®™". (3.2)

1=0

Es bien sabido, ver [7], que el polinomio enumerador de caras y el polinomio
del desbullado satisfacen la relacién

ha(z +1) = fa(x)

y los coeficientes satisfacen

fr= Xk: hi <Z - z) (3.3)
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para 0 < k < d.

3.2. Complejos matroidales y multicomplejos

Si M = (E,r) es un matroide, la familia de conjuntos independientes forma un
complejo simplicial de dimensién r(E)—1, el cual denotamos por A(M). Las facetas
de A(M) son las bases del matroide, por lo que A(M) es puro. Los complejos
de este tipo son llamados complejos matroidales. Los complejos matroidales son
desbullables, de hecho el polinomio de desbullicién de A(M) es una evaluacién del
polinomio de Tutte (ver [7]), esto es,

TM(.’E, 1) = hA(M) (ZL’)

Por dualidad, también se tiene

TM(LCU) = hA(M*)(y)'

Recordemos que los lazos de un matroide son circuitos de tamano uno, por lo
que no estan en ningin conjunto independiente y como consecuencia no forman
parte del complejo matroidal A(M). Esto nos asegura que para demostrar la Con-
jetura de Stanley, solamente necesitamos considerar a los matroides sin lazos.

Ahora bien, los istmos de un matroide estan contenidos en cualquier base.
Luego, los istmos estdn en cualquier faceta de A(M). Supongamos que el ma-
troide M se obtiene del matroide M’ al eliminar un istmo. Si el h-vector de
M es (ho,hy,...,h,), como r(M) = r(M') — 1, entonces el h-vector de M’ es
(ho, b1, ..., h.,0). Esto nos dice que si borramos todos los istmos del matroide,
toda la informacién importante contenida en el h-vector se mantiene. De esto y el
parrafo anterior, solo nos enfocaremos en los matroides sin istmos y sin lazos.

Dado un conjunto parcialmente ordenado(copo) P, un ideal de orden es un
subconjunto I de P, tal que si x € [ y y < z, entonces y € I. Si tomamos como
copo a P, el conjunto de todos los monomios sobre las indeterminadas 21, 2o, . . ., 2,
y el orden esta dado por divisibilidad, entonces un ideal de orden de P es llamado
un multicomplejo sobre zi, ..., z,.

Por otro lado, si formamos el copo (N, <), donde a < b si a(i) < b(i) para
1 <@ < n, entonces un multicomplejo .# también pude ser visto como un ideal de
orden de (N", <). Es decir, si .# es un multicomplejo sobre zi,..., z, la imagen
de la funcién p : A4 — N definida por
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p(zity oo zm) = (i, .oy in)
es un ideal de orden de (N" <). Por lo que podemos intercambiar ambas definicio-
nes de multicomplejos. Los elementos del multicomplejo los llamamos monomios.
El rango de un monomio del multicomplejo es la suma de los valores de sus en-
tradas. Un multicomplejo cuyos monomios maximales tienen todos el mismo rango
son llamados puros. El vector (hg, hi, ..., hq), donde h; es el nimero de monomios
de rango i, es la sucesion de grados del multicomplejo. Un vector (hg, hq, ..., hq)
es llamado una O-sucesion(pura) si es la sucesién de grados de algin multicomple-
jo(puro). R. Stanley probd que el h-vector de un complejo simplicial desbullable

es una O-sucesién y planted la siguiente conjetura [47]:

Conjetura 3.3 FEl h-vector de un complejo matroidal es una O-sucesion pura.

Cuando M es un matroide de empedrado, es facil calcular el f-vector de A(M),
cada subconjunto de tamano ¢ < r es una cara de A(M) y las facetas son las bases
de M. Tenemos el siguiente resultado que estd implicito en [7].

Proposicion 3.4 El h-vector de un matroide de empedrado de rango r con n
elementos y b(M) bases es (hg, by, ..., h.) con hy = ("_Tzk_l) para 0 <k <r-—1
y hy =b(M)—(")).

r—1

Demostracién. Cuando 0 <i <r —1, f; = (7). Utilizando (3.4) se tiene

»Eer ()0

para 0 < k <r — 1. Por la identidad ( ( ) (“ 1) vemos que
k —r— n

=3 (50 0)
=0

Z?:() (?) (kil), obtenemos

W)

k

n—r+k—1

hk:Z( N )
1=0

Como > i h; = b(M), se sigue

Usando la convolucion de Vandermonde, (
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Figura 3.3: i
Multicomplejo Figura 3.4: f(r,d) mono-
My_1,4 mios de grado r

|

La idea para probar que el h-vector de un matroide de empedrado sin istmos
es la sucesion de grados de un un multicomplejo puro, es mas o menos facil. El
multicomplejo ., , generado por todos los monomios de grado r sobre las d in-
determinadas z1, 29, ..., 24, con r y d enteros positivos, tiene sucesion de grados
(ho, b1, ..., h.), donde hy es el numero de monomios de grado k, esto es (d+Z_1),
ver Figura 3.3. Lo que solamente necesitamos, es mostrar que existe un multicom-
plejo .# que contenga a #,_1,_, y que el nimero de monomios de rango r son a
lo més b(M) — (").

r—1
Definamos la funcion
f(r,d) = min{h, | (ho,...,h,) es la O-sucesién de A D My—1.4}.

La expresién anterior nos dice que f(r,d) es el minimo nimero de monomios de
grado r en un multicomplejo puro de grado r, el cual contiene a todos los monomios
de grado r — 1 en d variables z1, ..., z4, ver Figura 3.4.
De lo anterior se deduce que para cualesquiera enteros positivos d y r, si

h, = (d””:_l) para 0 < k <r—1y f(r,d) < h, < (d+:_1), entonces la sucesién
(ho, b1, ..., h,) es una O-sucesién pura.

Sea M un matroide de empedrado con n elementos y rango r. Haciendo d =
n — r vemos que el h-vector de M satisface hy = (dﬂgfl) con 0 <k <r—1.Para
demostrar que los matroides de empedrado cumplen la conjetura de Stanley, solo
es necesario mostrar que f(r,d) < h, < (d+:_1), es decir,

flr,n—7r) <b(M) — <T::i> < (n;1>
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Claramente la segunda desigualdad es trivial, pues b(M) < (). Por tanto nuestro
atencién se centra en mostrar que la primera desigualdad es cierta.
Algunos valores de f son faciles de calcular.

Lema 3.5 Parar > 1yd > 1 se cumple que f(1,d) =1, f(2,d) = [d/2], f(r,1) =
Ly f(r,2) =[r/2].

El siguiente lema nos sera muy ttil mas adelante

Lema 3.6 f(r,d) < f(r,d—1)+ f(r — 1,4d).

Demostracién. Sea .#' un multicomplejo en las variables z1, 25 . . ., zg_1 que con-
tiene a #,_1 41, cuyo h-vector es (h{,...,h) con h, = f(r,d — 1). Sea A" el
multicomplejo en las variables zi,25...,24 que contiene a .#,_54, con h-vector

(hgs - b)) y by = f(r —1,d).
Construyamos el multicomplejo

M= zq ",

donde zg#" = {zqm : m € .#"}. Claramente .# contiene todos los monomios
sobre z1,...,2z4_1 de grado a lo mas r — 1. También contiene a todos los monomios
sobre zi,...,zq de grado a lo méas r — 1, donde z; tiene grado al menos 1. Esto
nos dice que .Z contiene a todos los monomios sobre z1, ..., zq de grado a lo més
r — 1, i.e., contiene a ,_; 4.

Sélo resta mostrar que .# es un multicomplejo. Sean m,m’ monomios tales
que m € A y m'/m. m’ es un monomio en las variables z1, ..., z4, si 24 tiene grado
0 tanto en m’ como en m o z4 tiene grado al menos 1 tanto en m’ como en m , se
sigue que m’' € . Si z4 tiene grado 0 en m’ y grado k en m, entonces m’ divide
a % e A" Luego m' estden .. m

Definamos &, ,, como la clase de todos los matroides de empedrado sin istmos,
con rango r y n elementos. También definamos

g(r,n) = min{b(M) — (Z: D Me 2.}

Note que g(r,n) es igual al valor minimo de h,, sobre todos los h-vectores de
matroides en &, ,,. Si queremos demostrar la conjetura de Stanley para matroides
de empedrado basta con mostrar que g(r,n) > f(r,n — r). La prueba se hara por
induccion, el pie de la induccién esta dado por los siguientes dos lemas

Lema 3.7 Para todon > 1, g(1,n) > f(1,n —1).

Demostracién. Salvo isomorfismo, el tinico matroide en & ,, es Uy ,,. El h-vector
deUppes(l,n—1),porloqueg(l,n)=n—1y f(I,n—1)=1. =
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Lema 3.8 Para todon > 2, g(2,n) > f(2,n — 2).

Demostracién. Sabemos que f(2,n—2) = [252]. Basta con mostrar que b(M) >
(n—1)+[":2] para todo matroide de empedrado M de rango 2 y n elementos. Si to-
do elemento de M esta en al menos 3 bases, entonces b(M) > 3n/2 > 3(n—1)/2 >
(n—=1)4[(n—2)/2].

Supongamos que M tiene un elemento e que esta en a lo mas 2 bases. Si el nime-
ro de clases paralelas de M fuera al menos cuatro entonces todo elemento esta en
al menos 3 bases. Luego M tiene a lo mas 3 clases paralelo. Si M tiene 2 clases
paralelo, una de ellas debe tener cardinalidad 2, pues en caso contrario todos los ele-
mentos estan en al menos 3 bases distintas. Por tanto, M es isomorfo a U; ,,_o@® U 2
con n > 4, pues M no tiene istmos, y b(M) =2(n—2) > (n—1) 4+ [(n — 2)/2]
con igualdad cuando n = 4.

Si M tiene 3 clases paralelo, dos clases deben de tener cardinalidad 1. Nue-
vamente, en caso contrario se tendria que todos sus elementos estan en al menos
3 bases. Luego M es isomorfo a U ,_o @9 Us3, i.e., es isomorfo a un tridngu-
lo remplazando una de sus aristas por n — 2 aristas en paralelo. Se tiene que
b(M)=2(n—2)4+1>3n—-1)/2> (n—1)+ [(n —2)/2] con igualdad cuando
n=3y MesUy3. ®

Recordemos que dado cualquier matroide, podemos prescindir de los lazos e
istmos ya que no repercuten en el calculo del h-vector de su complejo matroidal.
Por lo que el lema anterior demuestra que todos los matroides de rango 2 simples
satisfacen la conjetura de Stanley.

Corolario 3.9 FEl h-vector del complejo matroidal de un matroide de rango 2 sim-
ple es una O-sucesion pura.

La primera demostracién que se conoce de la conjetura de Stanley para matroi-
des de rango 2 es la de E. Stokes, ver [50]. Stokes por medio de métodos algebraicos
da una larga demostracién. Recientemente J. De Loera et al., ver [30], dan una
demostracion combinatoria muy simple para matroides de rango 2. De hecho, ellos
prueban mucho maés; pero esto lo discutiremos mas adelante.

Lema 3.10 Sea M un matroide de empedrado sin istmos de rango r y n elemen-
tos. Si para todo elemento e de M, M\e tiene un istmo, entonces b(M)— ("—}) >

r—1
f(r,n—r)

Demostracion. Del lema 2.26, se sigue que solo necesitamos revisar tres caso.
SiM=U, 41, (M) =r+1= (Til) + f(r,1). En este caso tenemos igualdad.
Si M es el 2-estiramiento de U, 512, M tiene rango 2s + 2, 2s + 4 elementos y
2(s+2)(s+1) bases. Luego b(M)— @zﬁ’) = s+1. Por otro lado, f(2s+2,2) = s+1
y también en este caso tenemos igualdad.
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Finalmente, si M = U, 5 @ U; 2, M tiene rango 2 y ya se considero en el lema
anterior. m

Teorema 3.11 Para toda r < n se cumple g(r,n) > f(r,n —r).

Demostracion. La demostracion sera por induccion en r+n. Sir <2yn >r; el
resultado se sigue de los lemas 3.7 y 3.8. Supongamos que el argumento es valido
para ' yn' conr’ +n’ <r+n.

Sean n > r > 2y M un matroide en Z,, tal que g(r,n) = b(M) — (’;:11)
Supongamos que existe e € E(M) tal que M\e no tiene istmos, entonces

g(rm) = b(M) (7;: D = b(M\e) - (:f: f) T b(M/e) — (Z:;)
: ff&’,ﬁig.+g(r_l’”_l) > frn— 1)+ f(r—1n—1)

En caso de que para todo elemento e de M, M\e tenga un istmo, el resultado se
sigue del Lema 3.10. m

Corolario 3.12 EIl h-vector del complejo matroidal de un matroide de empedrado
es una O-sucesion pura.

3.2.1. La funcién g(r,n)

Otra manera de demostrar que la conjetura de Stanley es cierta para matroides
de empedrado, es la que daremos a continuacion.

Una caracterizacion explicita de las O-sucesiones fué dada por R. Stanley en
[47]. Sin embargo, una caracterizacién completa de las O-sucesiones puras parece
ser un problema sumamente dificil. Algunas propiedades que se conocen son las
siguientes.

Teorema 3.13 ([23], [10], [13]) Sea (ho,h1,-..,hq) el h-vector de un matroide
o una O-sucesion pura con hg # 0. Entonces

1) hg <h <--- ShL%J?
2) h; < hg_; para todo 0 < i < L%J y
3) para todo 0 < 5 <d |
(=1 ] (=b)'h: = 0, (3.5)
i=0

para cualquier numero real b > 1, con posible igualdad sélo si b= 1.
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T. Hibi [23] demostré las desigualdades 1) y 2) para el caso de O-sucesiones puras
y conjeturd que el h-vector de un complejo matroidal deberia también satisfa-
cer dichas desigualdades. La desigualdad (3.5) se conoce como la desigualdad de
Brown-Colbourn [10]. En 1995, M. K. Chari [14] demuestra la conjetura de Hibi.

Para un matroide de empedrado, podemos usar la desigualdad (3.5) del teorema
anterior para acotar por abajo a h,, con r > 1, de la siguiente manera

r—1 .
,_ fn—r+i—1
o) = (- ey (TR,
i=0
Damos algunos valores de S en la siguiente

Proposicién 3.14  a) S(1,n) =1 para todo n > 1.
b) S(2,n) =n — 3 para todo n > 2.
c) S(n,n) = (=1)""! para todon > 1.
d) S(n—1,n) =n—1 mod 2 para todon > 2.

e) S(n—2,n) = [%51].
Demostracién.

a) S(1,n) = (—1)0(”61) = 1 para todo n > 1.

b) S(2,n) = (—=1)((",%) = ("{?)) = n — 3 para todo n > 2.

¢) S(n,n) = (=" (-
camos la convencién usual
enteros a, bconb>ayb>

( ) (—1)"! para todo n > 1. Aqui apli-

1)’
g) = 1 para toda a, y ( ) = 0 para todos los
0.

d) S(n—1,n) = (-1)" 23 2(-1)() = (-1)" 2317 (~1)", el cual es L si m

es par y 0 en otro caso.

= (-3 ( 1)i(i+1). La suma
(n — )/2s1n—2681mpar.

e) S(n—2,n) = (=1)"* S (1)1 (")
y

anterior es (n —2)/2 si n — 2 es par



3.3. MATROIDES DE EMPEDRADO RALO

|
La sucesién {S(r,n)} tiene la misma recursién que los coeficientes binomiales.

Teorema 3.15 Paran >r > 1

S(r+1,n+1)=Sr+1,n)+ S(r,n).

n+1) —

Demostracion. Esta igualdad se sigue de la féormula de Pascal-Stifel (T T

() + (). m

El resultado anterior muestra que la sucesién de enteros {S(r,n)} es la sucesiéon
A108561 en [45], pues ambas satisfacen la misma relacién de recurrencia y las
mismas condiciones iniciales.

. Cémo se compara S(r,n) con f(r,n—r)? La siguiente afirmacién nos lo dice.

Teorema 3.16 Paran >3 yr <n—2, se cumple f(r,n—r) < S(r,n).

1) = 1 = S(1,n) para toda n. Para
21 = |22 J = S(n — 2,n). Por el Lema
+ f — 1,n — r). Por hipédtesis de induccion,
S(ryn—1)4+S(r—1,n—-1)=5(r,n). =

Demostracién. Para r = 1, f(1,n
r = n — 2, se tiene f(n—22) =

3.6, f(r,n—r) < flr,m—r—1)
flrom—r—=1)+f(r—1,n—r) <

‘M

Del resultado anterior, se sigue que f(r,n—r) < g(r,d), paran > 3yr < n—2.
Esto nos da una prueba alternativa al Corolario 3.12, pues es facil revisar la de-
sigualdad para los valores restantes de n y r.

Recientemente De Loera et. al., ver [30], encontraron una manera sencilla de de-
mostrar que los matroides de rango 2, los de rango 3 y los matroides de co-rango 2
satisfacen la conjetura de Stanley. Para los matroides de rango 2, partieron adecua-
damente cada h; del h-vector de tal manera que podian asociarle un multicomplejo
adecuado. Para co-rango 2, por medio de la actividad interna y externa pudieron
encontrar explicitamente un multicomplejo adecuado. Para rango 3, usando la
misma idea de acotar por arriba y por abajo el valor de hz, como lo hicimos no-
sotros para h,. en los matroides de empedrado, mostraron la validez de la conjetura.

3.3. Matroides de empedrado ralo

Determinar el nimero de bases de un matroide de empedrado resulta un tanto
complicado y parece ser un problema dificil. Sin embargo, existe una subclase de
matroides de empedrado que es més sencilla de estudiar. Esta clase es la de los
matroides de empedrado ralo. Dicha clase ultimamente ha sido objeto de mucho
estudio, por ejemplo ver [9, 21, 37, 38]. En estd seccién mostraremos una cota in-
ferior justa para el nimero de bases de un matroide de empedrado ralo. Iniciamos
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generalizando la nocién de matroide de empedrado, la cual ya habia sido dada por
S. Rajpal en [42]. Luego daremos la definicién de matroides k-empedrados ralos y
algunas propiedades que satisfacen estos matroides.

Definicién 3.17 Dado un matroide M de rango r > k, decimos que es k-empedrado
st todos los circuitos de M tienen cardinalidad mayor a r — k.

Por ejemplo, todo matroide uniforme U,.,, es 0-empedrado. Todo matroide de em-
pedrado es 1- empedrado. No es dificil mostrar que

Proposiciéon 3.18 La clase de matroides k-empedrados es cerrada bajo menores.

Proposicion 3.19 Un matroide es k-empedrado si y solo si no tiene un menor
que sea isomorfo a Uiy g1 © Upa

Definicién 3.20 Sea M un matroide k-empedrado de rango r > k, decimos que
M es k-empedrado ralo si no existe H hiperplano de M, tal que |H| > r + k

Cuando k£ = 1, en lugar de decir 1-empedrado ralo, simplemente diremos empe-
drado ralo. El siguiente teorema se sigue inmediatamente de la definiciéon anterior.

Teorema 3.21 Dado M matroide de rango v, M es de empedrado ralo si y solo
st todos los hiperplanos de M son de tamano r o r— 1. Los hiperplanos de tamano
r son precisamente los circuitos de tamano r.

Lema 3.22 Si M es un matroide de empedrado ralo con n elementos y rango a
lo mads 1, entonces M es isomorfo a Uy, Uy 1 ® Uy 0 Up,,.

Si M es un matroide k-empedrado ralo, entonces el cuello de M, el tamano del
circuito mas pequeno, debe ser mayor o igual que r—k+1. Dado que los hiperplanos
son complementos de los co-circuitos, M™* no tiene hiperplanos de tamano mayor
an —r+kysu cuello es mayor o igual que n —r — k + 1. Por lo que M* es
k-empedrado ralo. Hemos probado la siguiente

Proposicion 3.23 M es un matroide k-empedrado ralo si y solo si M* es k-
empedrado ralo.

De las Proposiciones 3.18 y 3.19, mas el resultado anterior se tiene

Teorema 3.24 La clase de matroides k-empedrados ralos es cerrada bajo menores
y sus menores excluidos son U141 D Upy y Up g1 © Ur -
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3.3.1. Bases y Polinomio de Tutte

Para poder dar una cota al nimero de bases de un matroide de empedrado ralo
es necesario introducir algunos conceptos. De [41] tenemos que dados los enteros
k> 1y m > 0, una coleccion J = {Ti,...,T;} de subconjuntos de E, con
la propiedad de que cada elemento de .7 tenga al menos m elementos y cada
subconjunto de E con m elementos este contenido en un unico miembro de .7, es
llamada una m-particion de E. También de [41] extraemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.25 Si .7 es una m-particion de E, entonces 7 es el conjunto de
hiperplanos de un matroide de empedrado en E con rango m + 1. Ademds, para
r > 2 el conjunto de hiperplanos de cualquier matroide de empedrado en E con
rango v es una (r — 1)-particion de E.

Del Teorema 3.21, sabemos que los hiperplanos de un matroide de empedrado
ralo M con rango r > 2, son los circuitos de tamano r mas los independientes de
tamano r — 1 no contenidos en ningtn circuito de tamano r. Como los hiperplanos
de M forman una (r — 1)-particién de E(M), cualquier subconjunto de tamano
r — 1 que no sea hiperplano estd contenido en un tnico circuito de tamano r.

Ahora bien, un sistema Steiner S(I,m,n) esta dado por un conjunto S con n
elementos y una familia de subconjuntos de S de cardinalidad m, llamados bloques,
con la propiedad de que cada subconjunto con [ elementos esta contenido en exac-
tamente un bloque. A un sistema Steiner S(r — 1,7,n) le podemos corresponder
un matroide de empedrado ralo si tomamos como bases a todos los conjuntos de
tamafio 7 que no estén contenidos en ningtin bloque de S(r — 1,7, n).

El niimero de subconjuntos de S de cardinalidad [ es (7) y el nimero de sub-
conjuntos con [ elementos de cada bloque es (";) Como cada subconjunto de car-
dinalidad [ esta contenido en exactamente un bloque, se tiene b = (’Z) / (Tl”), donde

b es el nimero de bloques. Para el caso de S(r — 1,7,n) se tiene que el nimero

de bloques es %(Tfl) y por tanto, el nimero de bases para el correspondiente ma-

troide de empedrado ralo es (:f) — %(Tfl) = BT (Tfl). El siguiente Teorema nos
afirma que el valor anterior es una cota inferior para el nimero de bases de ma-
troides de empedrado ralo. Se sabe que los sistemas Steiner triples S(2,3,6p + 1)
y S(2,3,6p + 3) (ver [28]) ¥ que los sistemas Steiner cuddruples S(3,4,6p + 2) y
S(3,4,6p+4) (ver [24]) existen para todo p, por lo que hay un nimero infinito de

matroides que alcanzan nuestra cota.

Teorema 3.26 Sea M un matroide de empedrado ralo con n elementos y rango
r > 1. Entonces M tiene al menos %(rfl) bases.

Demostracién. Si r = 1, por el Lema 3.22 M es isomorfo o bien a Uy, o a
Ui n—1 ® Up1. Ambos matroides tiene n — 1 bases.
Supongamos que r > 2. Por ser M de empedrado, todo subconjunto de tamano
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r — 1 es independiente. Pero por ser de empedrado ralo, por las observaciones
anteriores al teorema, todo conjunto de tamano r — 1 esta en a lo mas un circuito
de tamano r; en otras palabras, todo conjunto independiente de tamano r — 1
esta en al menos n — r bases. Si tomamos la gréafica bipartita cuyos vértices son
por un lado los conjuntos independientes de tamano » — 1 y por otro las bases,
donde el par (I, B) es una arista de la gréafica si y sélo si la base B contiene al
independiente I. Tenemos que el grado de cualquier independiente I de tamano
r — 1 es al menos (n — r), luego el nimero de aristas de esta gréfica bipartita es
al menos (n — r)(rfl). Como el grado de cualquier base B en esta gréfica es r, el
resultado se sigue inmediatamente. m

Muchos invariantes que resultan dificiles de calcular para un matroide en gene-
ral, son faciles para matroides de empedrado ralo. Por ejemplo, note que si M es
de empedrado ralo, todos los subconjuntos de tamano k£ < r son independientes,
mientras que todos los subconjuntos de tamano k > r son generadores. Tomemos
ahora los conjuntos de tamano 7, estos o son bases o son circuitos-hiperplanos.
Como consecuencia, el polinomio de Tutte de un matroide de empedrado ralo con
n elementos, rango r y A circuitos-hiperplanos es

r—

Toi(z,y) =Y (ZL) (z—1)""+ (Z) +Mazy—z—y) +i (?) (y—1)'—r. (3.6)

1
=0 r+1

3.4. f(r,n) y coloracién estandar de G, 4

Ya hemos mostrado una cota justa para el nimero de bases de un matroide de
empedrado ralo, y segin se mostroé; fué relativamente sencillo hacerlo. Pero este no
es el caso de los matroides de empedrado, como lo veremos a continuacién. Para
calcular una cota inferior para el nimero de bases de un matroide de empedrado,
estudiaremos el comportamiento de la funcién f(r,n) definida en la seccién ante-
rior.

Empecemos por definir dos familias de graficas. La primera gréfica es G, 4, la
cual que tiene como vértices a los monomios de grado r en d variables, donde el par
{m,m'} es una arista de la gréfica G, 4 si y slo si existen variables z,y distintas,
tales que m’ = 2ty; es decir, si y sdlo existen variables x,y tales que el grado de
x (resp. y) en m y el grado de x (resp. y) en m’ solo difieren por uno. Las demés
variables tienen el mismo grado en ambos monomios.

La segunda gréfica es T'G, 4, la cual tiene como vértices a todos los monomios
en d variables de grado r y de grado r — 1. El par {m,m'} es una arista de TG, 4
si y sdlo si existen variables z,y distintas, tales que m’ = 'y o existe una variable
x tal que m' = 2. Note que G,; es una subgréfica de T'G, 4, para todo 0 <i < d.

Recordemos que un conjunto U de vértices domina a un conjunto U’ de vértices
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Figura 3.5: Conjunto dominante de V(G4 3)

en una grafica si todo vértice en U'\U es adyacente a un vértice de U. Es asi que,
el problema de encontrar f(r,n) puede ser trasladado al problema de encontrar un
conjunto de vértices en G, 4 de tamano minimo que domine al conjunto de vértices

de Grfl,d-

Es necesario advertir, que no basta con encontrar un conjunto dominante mini-
mo en V(G,4). Por ejemplo, si 7 = 4 y d = 3 en la Figura 3.5, los puntos con
circulo sombreado a rayas U = {x3xq, zox?, z123}, son un conjunto dominante mi-
nimal de V(Gy3), pero no domina a V(Gs3); pues el vértice z3z1 no es adyacente
a ninguno elemento de U.

Con la idea de encontrar un conjunto dominante apropiado, definimos la colo-
racion estindar o4 de G, 4. Supongamos que las d variables son {zg, 1, ..., 241}
A cada variable z; le asociamos el color g4(z;) = i mod d y después extendemos
linealmente la coloracién a todos los monomios, en otras palabras, para el mono-
mio m = x0zt - 21 el valor de gg(m) es Oty + ... + (d — 1)t4_; mod d.

Por ejemplo, tomemos a todos los monomios de grado r = 3 en d = 3 variables
y les aplicamos la coloracién estdandar. La Figura 3.6 nos muestra como hacemos
esto.

Lema 3.27 La coloracion estandar pq es propia y x(Grq) < d.

Demostracién. Si (m,m') es una arista de G, 4, entonces existen i # j tales que
m' = ;. Luego, ga(m) — 0a(m') =i —j # 0 mod d. Esto nos dice que m y m’
reciben diferente color, por consiguiente gq es una d-coloracién propia de G, 4. ®
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Figura 3.6: Coloracién estandar de G 3

Proposicién 3.28 El niumero cromdtico x(G,q4) coincide con w(G,.q), el tamano
del clan mds pequeno contenido en G, 4 y ambos son igual a d.

Demostracién. Del lema anterior se sabe que x(G,q4) < d. Es facil ver que los

vértices {xh, vl 'z, ..., x5 w41} forman un clan, luego w(G,.4) > d. Como para
toda gréfica tenemos que w(G,q4) < x(Gr.q), €l resultado se sigue inmediatamente.

[ ]

Hasta aqui, es necesario detenernos y observar que en la demostracién anterior
construimos un clan de tamano d para zj. De hecho esto se puede hacer para
cada vértice de G, 4. Mas atn, cualquier monomio en G, 4 estd en tantos clanes
de tamano d como variables aparezcan en dicho monomio. Esto es, si z; es tal
que x;|m, entonces los vértices { ™x, LY, T 1} forma un clan. Luego, se
cumple que cualquier clase-color (todos aquellos ‘monomios que son pintados con
un solo color) de una d coloracién de G, 4 domina a V (G, 4). Es asi que, cualquier
cualquier clase-color de una d-coloracién de G, 4 es un conjunto independiente y
dominante, i. e., es un conjunto independiente maximal y un conjunto dominante
minimal.

Otra observacion importante que hay que agregar es que cualquier clase-color
de una d-coloracién de G, 4 domina al subconjunto V(G,_1 4) de vértices de T'G, 4.
Esto es cierto, pues si tomamos cualquier monomio m de grado r — 1, sus vecinos
en V(G,q) son {mzg, mzy,...,mrs_1} y estos forman un clan de tamailo d. Por
lo que este conjunto debe de intersecar a cada una de las clase-color.

Definimos ahora la funcién f(r, d) como la cardinalidad minima sobre todas las
clase-color en la coloracién estdandar g4 de G, 4. Por las observaciones anteriores se
tiene lo siguiente.

Proposicién 3.29 Para todo r,d > 1 enteros, f(r,d) < f(r,d).
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Figura 3.7: Collares binarios de longitud n =4

Proposicién 3.30 Para todo r,d > 1 enteros, f(r,d) < (d—i—:—l) /d

Mientras estdbamos tratando de encontrar una férmula para f(r,d), nuestros
calculos parecian apuntar al nimero de collares aperiddicos con r cuentas negras
y d cuentas blancas, en la literatura también son conocidos como palabras Lyndon
binarias de longitud r 4+ d y densidad r.

Los collares binarios o collares sobre un alfabeto A = {0, 1}, son sucesiones de
0’s y 1’s, donde dos sucesiones son equivalentes, si una se obtiene de la otra por
rotacién. Los collares de longitud n, son las érbitas de la accién del grupo ciclico
C,, en las sucesiones de 0’s y 1’s con longitud n. Existe la definicién de collares
con cuentas de n colores distintos, pero a nosotros solo nos interesan los que tiene
solo dos, por lo que de aqui en adelante cuando digamos collar, estaremos diciendo
collar binario.

Por ejemplo, si n = 4 el nimero de collares de longitud 4 es No(4) = 6,
{0000, 0100,0110,0101,0111,1111}. Las sucesiones 0100,0010,0001 y 1000 son
equivalentes. Ver Figura 3.7.

Un collar lo llamaremos aperiddico de longitud n, si su érbita tiene tamano n.
Por ejemplo en la Figura 3.7, los collares aperiédicos son, {0100, 0110, 0111}. Den-
tro de los collares de longitud n estan aquellos de densidad fija, es decir, aquellos
collares que tienen un numero fijo de 1’s. El niimero total de estos, lo denotamos
por Ny(n,r); donde r es el nimero de 1’s. En nuestro ejemplo, tenemos que el
nimero de collares de longitud 4 con densidad 2 es Ny(4,2) = 2, {0110,0101}. Si
volvemos a ver la Figura 3.7, estos son el de la esquina superior derecha y el de la
esquina inferior izquierda. De estos dos el aperiédico es {0110}.

El nimero de collares aperiddicos de longitud n = r + d, con densidad r es

L) = 1 3w (7)), (37)
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Figura 3.8: Collares binarios y su rotacién por 0’s.

donde (a, b) denota el maximo comun divisor de los enteros a y b, y i es la funcién
de Mdébius, ver [29].

Por comodidad, usaremos la siguiente notacion. B; denotard la cadena con un
0 seguido de ¢ 1’s. Si tenemos un collar, por ejemplo de la forma 011101001, lo
denotaremos por bloques de la siguiente manera, B3 B ByB1 donde el bloque B3 =
0111,B; =01y By = 0. Sir y d son enteros no negativos y to+t;+---+t41 =r,
t; > 0, podemos formar el collar By By, --- B;, , de longitud r + d y densidad 7.

Note que sim =z} - - - mgdjf es un vértice de G, 4, a este monomio le podemos
asociar el collar a,, = By By, - - - By, ,. Andlogamente, si a = By By, --- By, , esun

. . . - ta-
collar de longitud n y densidad 7, le podemos asociar el vértice m, = x0a!' -- -z iy

de Gnd-
Sea Cy un grupo ciclico generado por o y hagamoslo actuar sobre G, 4 de la
siguiente forma
O'(Iéoxff .. xﬁ;:f) — J}tiol’tzl .. 'xtd(tfxf)d71
Si @y, = By, By, - -+ By, , es el collar asociado al monomio m,

U(am) = BtlBtz e Btd—2Bt0
= B, Bi,q B

o(d—1)"

Geométricamente lo que hacemos es rotar el collar por 0’s. Por ejemplo, habiamos
dicho que los collares de longitud 4 y densidad 2, son 0110 y 0101. Al rotarlos bajo
o, nos queda 0011 y 0101, ver Figura 3.8.

Proposicién 3.31 a,, es un collar aperiodico bajo C,, si y solo si a,, es aperiddico

bajo Cy

Podemos partir a los vértices de G4 en clases de equivalencia, que son las érbitas
bajo la accién de o. Sea k entero, tal que ag(m) = m. a,, se debe partir en k
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bloques, cada uno de longitud %, es decir

Ay = BtoBt1 s Bt

[\

; g Bubu By
NS

BB, - By
k

k

1 2

por lo que k|r; es decir, k|(r, d). Denotemos a Oy = {m e V(G,q) :0t(m)=m},
se cumple

V(Gra)= | O (3.8)
)

k|(r,d

Pasemos ahora a decir que es una palabra Lyndon y mostrar cual es su relacién
con los collares aperiddicos, esta parte esta basada en [31]. Sea A un conjunto finito
al que llamaremos alfabeto. Una palabra sobre el alfabeto A es una sucesion finita
de elementos de A

(ay,aq,...,a,), a; € A.

Al conjunto de todas la palabras sobre el alfabeto A lo denotaremos por A*. A*
tiene una operacion binaria que se obtiene al concatenar dos sucesiones

(al,a27 N ,an)<bl,b2, PN ,bm) = (al,ag, PN ,a,n,bbbg, .. ,bm)

Esta operacién binaria obviamente es asociativa, lo que nos permite prescindir de
los paréntesis y escribir una palabra como

aiag - - - Qp.

La sucesion vacia, llamada la palabra vacia, es un neutro para la operaciéon de
concatenacion y lo denotaremos con 1. Luego, para cualquier palabra w

lw = wl.

Un monoide es un conjunto N con una operacion binaria que es asociativa y
que tiene un elemento neutro denotado por 1y. Luego,A* asi definido tiene una
estructura de monoide. Al conjunto de palabras no vacias sobre A lo denotaremos
por AT := A* — 1. La longitud de una palabra w = ajas---a, con a; € A, es el
numero n de letras que aparecen como producto en w y lo denotamos por |w| := n.
Por ejemplo la longitud de la palabra vacia es 0.

Una palabra v se dice que es un factor derecho de x € A*, si existe una palabra
w € A* tal que x = wv. Decimos que un factor es propio si v # x. La definicién
para factor izquierdo es simétrica a la de factor derecho.

Un submonoide de un monoide N es un subconjunto P de N que contiene
al elemento neutro y es cerrado bajo la operacion del monoide, i. e., PP C P.
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Dado un subconjunto X del monoide A*, denotaremos por X* al submonoide de
A* generado por X. Dada una palabra w € A", el submonoide generado por w, lo
denotamos por w*.

Observe que en particular los collares binarios son palabras sobre un alfabeto
con dos elementos.

Una palabra z € A* se dice que es primitiva si no es una potencia de otra
palabra. Es decir, si x # 1 y x € z* implican x = z.

Proposicién 3.32 Si
"=y xyye A" n,m >0,

entonces existe una palabra z tal que x,y € z*.
En particular, para cada palabra w € A™, existe una unica palabra primitiva x
tal que w € z*.

Dos palabras = y y se dice que son conjugadas si existen palabras u,v € A* tales
que
T =uv, Yy = vu.

Esta es una relacién de equivalencia en A*, pues x es conjugada a y si y sélo si y
se puede obtener de x por medio de una permutacion ciclica de las letras de z.

Al monoide A™ se le puede dar un orden lexicografico, primero en el alfabeto A
y después extendiéndolo a las palabras de la siguiente manera: para cualesquiera
palabras u,v € AT, u < v si v € uA™ o bien

u=ras, v=rbt, cona<b; a,be A; r,s,t e A".
Donde uA" = {uw | w € AT}. Este orden asi definido es total.
Una palabra Lyndon es una palabra primitiva que es minimal en su clase de

conjugacion. Al conjunto de palabras Lyndon lo denotamos por L. Equivalente-
mente, [ € L si sélo si

Yu,v € AT, | =uv = | <.

Por ejemplo para A = {0,1} y 0 < 1, la lista de las primeras palabras Lyndon
son
L ={0,1,01,001,011,0001,0011,0111,00001,00011, 00101, ...}

Proposicién 3.33 Una palabra w € A" es una palabra Lyndon si y sdlo si es
mds pequena que cualquiera de sus factores derechos propios.

weL &{Vue A", we ATv=w < v}
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Teorema 3.34 (Lyndon) Toda palabra w € AY puede escribirse de manera tini-
ca como un producto no creciente de palabras Lyndon:

w=1hly---l,, LeLl L1 >21ly>-->1,.

Nuestro primer resultado dice que el nimero de monomios de grado r en d
variables tiene la siguiente descomposicion.

(d+:—1>: Z%M(r—]l{:—d,%) 39)

k|(d,r)

Teorema 3.35

Demostracién. Sean k entero tal que k|(r,d) y m = zf---2'i-} € O4. Por la

Proposicién 3.32, existe x € {0,1}* primitiva con la propiedad de que el collar

Qp, = By, --- By, | € x*, esta  no es otra mas que z = Bto"'BtLl' Sea [, la

palabra Lyndon que representa a la clase de conjugacion de x, luegok am €1y Ly
es un collar aperiddico de longitud d/k + r/k y densidad r/k. Se sigue
d r4+d r
Od|l =~ Lo(——, —).
De la ecuacion 3.8, se sigue el resultado. m
Veamos el efecto de o en la coloracién estandar gg .

t t td—l e .
Lema 3.36 Sea m = zyx}' - -2,/ un vértice de G,q4, entonces pq(c(m)) —

0a(m) =r mod d.

Corolario 3.37 Las orbitas de tamano d se pintan con ﬁ colores.

Corolario 3.38 Si (r,n) =1 o n —r es primo, entonces f(r,n —r) es igual al
numero de collares aperiodicos de longitud n y densidad r.

Demostracién. Si (r,n) = 1, se sigue que (r,n —r) = 1. Por lo que sdlo se tienen
orbitas de tamano d = n — r y cada una de ellas se colorea con d colores. Por el
Teorema 3.35, el nimero de collares aperiddicos es igual al tamano de cualquier
clase-color de la coloraciéon estandar g4 de G, 4.

Supongamos d = n — r primo. Si (r,d) = 1 por el caso anterior se tiene el
resultado. Ahora bien, si (r,d) = d entonces solo se tienen 6rbitas de tamano 1
y d. Del Teorema 3.35, la dérbita de tamano 1 corresponde al collar Ly(q + 1,q);
donde r = qd con ¢ entero no negativo. Este collar se colorea con el color 0. Por
el Corolario 3.37, las érbitas de tamano d se colorean con un solo color y hay
d- Ly(n,r) de estos collares. Solo basta con tomar cualquier color distinto a 0 y se
tiene el resultado. m

Nosotros proponemos la siguiente

Conjetura 3.39 f(r,d) = f(r,d) = La(n,r).
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3.5. Conclusiones

Hemos demostrado la conjetura de Stanley para matroides de empedrado. Las
estrategias que se han usado para mostrar que el h-vector de ciertas clases de
matroides satisface la conjetura de Stanley, son muy diversas y atin no es cla-
ro que camino a seguir es el correcto para dar una demostracion completa de la
conjetura. Por ejemplo, en [32] se usa el “chip firing game”, para el caso de matroi-
des de rango 2 en [50] se utilizan métodos algebraicos, Suho Oh alumno de Alex
Postnikov, usando permutaedros, ver [46], demostré la conjetura para matroides
cotransversales y en [44] a cada base del matroide le asocia un monomio que de-
pende de la actividad externa e interna de dicha base. Recientemente De Loera
et. al. [30], usando también actividad externa e interna demostraron la conjetura
para matroides de rango a lo mas 3 y para matroides de corrango 2. Como se ha
mencionado repetidamente a lo largo de esta tesis, esta conjeturado que Como
se puede ver las herramientas usadas para demostrar la conjetura son variadas.
Ahora bien, cuando a la sucesién de grados se le agrega la propiedad de ser puro
parece que el problema tiene caracteristicas combinatorias mas que algebraicas
y por tanto, es de suponerse que, en ese caso las técnicas algebraicas no son las
convenientes. Por otro lado, encontrar la relacion entre actividad externa e interna
y los multicomplejos lleva implicitamente buscar un orden adecuado para los ele-
mentos de E, el cual es muy complicado de hallar. Lo que la experiencia arroja, es
que entender la estructura del matroide nos da cierta informacién sobre el posible
orden a considerar. Un paso natural a seguir, es ver si la conjetura de Stanley
es cierta para matroides regulares y tratar de ver si se puede dar una demostra-
ciéon completa de la conjetura apoyada en todos los resultados conocidos. Otra
via a considerar es ver si por medio de las palabras Lyndon, en términos de ac-
tividad externa e interna, se le puede asociar un multicomplejo apropiado a A(M).

El problema de encontrar buenas cotas para el niimero de bases de un matroide
de empedrado, parece ser un reto muy interesante. La funcién f(r,n — r) nos
da una cota inferior para el nimero de bases de un matroide de empedrado, pero
hay muchos casos en que no es justa. Cuando n —r = 2 y n es par, f(r,n —r) nos

(n—2)

da la cota inferior =%~ y es alcanzada por el matroide dual del 2-engrosamiento
(n—1)*

de U z; cuando n es impar, nos da la cota inferior ~~— y es alcanzada por el
matroide dual de la extension libre de U, ,,,. Asi, en este caso f(r,n—r) es una cota
inferior justa. Pero para el caso n —r = 3, la situacion es diferente. Cuando r = 2,
la cota nos da 6 bases y es alcanzada por el matroide de empedrado U; 3 @ Uj .
Cuando el rango es 3, la cota inferior nos da 13; pero hay 8 matroides de empedrado
sin istmos con 6 elementos y el nimero minimo de bases es 15. Incluso, si usamos
S(r,n) para obtener una cota inferior, esta nos da 14.
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La funcién f(r, d) es muy intrigante y se ve dificil de calcular desde su definicién.
Se ha demostrado que f(r,d) = f(r,d) para d = 1,2,3 con r > 1, también para
d=4y1<r <6. La Conjetura 3.39 implicaria, por ejemplo f(r,d) = f(d,r) ,
que geométricamente no es facil de ver y no hemos podido demostrar. Algo que nos
impide resolver esta conjetura, es que atin no sabemos qué colores colorean ciertas
orbitas y cuantas veces lo hacen. Sabemos, Teorema 3.35, como son las érbitas y
cuantos elementos tienen ellas. Ahora tenemos que ir a ver a las palabras Lyndon

y colorear ahi, esperando encontrar una relacién.






Capitulo 4

Calculo del polinomio de Tutte de
algunos matroides

En el presente capitulo, calcularemos el polinomio de Tutte de todos los matroi-
des que estan en el Apéndice del libro de Oxley, [41]. Clasificaremos estos matroides
en tres grupos: por contraccién y borrado, los representables sobre algin campo,
los de empedrado, las ruedas y rehiletes. Trataremos, en la medida de lo posible
dar mas de una manera de calcular el polinomio de Tutte de dichos matroides,
solo para corroborar que nuestros calculos son correctos.

4.1. Ruedas y rehiletes

Una familia muy conocida de graficas planas auto-duales son las ruedas y una
clase relacionada con estas son los rehiletes. Las graficas rueda W,, tienen n + 1
vértices y 2n aristas, ver Figura 4.1.

El matroide rehilete W™ tiene por conjunto fundamento las aristas de W,, y sus
bases son los arboles generadores de W,, mas el circuito-hiperplano formado por
las aristas del n-ciclo de W,, (aristas del circulo en la Figura 4.1).

En el articulo [12], S.-C. Chang y R. Shrockel por medio del polinomio de Jones
calcularon el polinomio de Tutte de W, , el cual esta dado por

T (9) = e[(1+ 2+ ) + (14 + )2 — day) " (1.1)

1
top (2 +y) = (A +z+y)? —day) )" +ay -z —y - 1.
Por otro lado, sabemos que si M’ es una relajacion de M, el polinomio de Tutte
de M esta dado por

Tw (z,y) = Tu(z,y) — oy + +y. (4.2)
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Figura 4.1: La n-rueda

De (4.1) y (4.2), el polinomio de Tutte del n-rehilete, W", es

Toge(,5) = gol(1F 2+ ) + (14 4 9)? — day) " (4.3)

ol ) = (0 + ) — ) 2 — 1

4.1.1. Uy

Este matroide es isomorfo a W2, el 2-rehilete. Por lo que usando (4.3) nos da

(1+x+y+\/(1+ac+y)2—4xy)2+

TU2,4('T7y) = A
(1+x+y—\/(1+x+y)2—4xy)2_1
4
= 2%+ 22+ 2y + o2 (4.4)

,//‘//‘//”

Figura 4.2: Uy 4
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Figura 4.4: 3- Figura 4.5: 3-
rueda rehilete

4.1.2. M(Ky), W3, M(W,) y W

El matroide M (K}) es isomorfo al matroide M (W3) la 3-rueda, por lo que de
(4.1) se tiene

(1+x+y+\/(1+x+y)2—4xy)3+

TM(K4)(x,y) = 3
1 ~/a 2 day)?
(1+z+y—/( 8+:c+y) 1) fay—z—y—1
= 2% 4327 + day + 20 + 2y + 3% + 5. (4.5)

Dado que M(K,) es isomorfo a la 3-rueda Wj, existe una unica relajacion de
M(Ky), el 3-rehilete W3. Por lo que usando (4.3) tenemos

(1+ac+y+\/(1+x+y)2—495y)3+

TW3<:U7y) = 8
(I+z+y— /(0 +z+y)?—day)?’ .
8
= 2% +32% + 32y + 3x + 3y + 32 + 7. (4.6)

Anélogamente, usando (4.1) se tiene que el polinomio de Tutte de M (W}) es

(1+z+y++/(1+2+y)?—day)?
l+z+y— V(1 +z+y)?—day)?
16
= o' 4+ 42 + 42y + 627 + dxy® + 9y + 32 + 3y + 6% +

4y3 + y4.

+ay—r—y—1
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Figura 4.6: 4-rueda Figura 4.7: 4-rehilete

Por (4.3) el polinomio de Tutte de W* es

(1+x+y+\/(1+$+y)2—4xy)4+

Tw4<l‘,y) = 16
(l+z+y— /(1 +z+y)?—day) .
16
= o' + 423 + 42y + 622 + day® + Swy + 4da + 4y + 6y +
4a + ot (4.7)

4.2. Matroides de empedrado ralo

Sea M = (E,r) un matroide de empedrado ralo, con |E| = n y A circuitos-
hiperplanos. El polinomio de Tutte de M esta dado por

r—

Tu(r.y) = Z (=4 (7) +rey =
+.i (?) (y — 1) (4.8)

Como consecuencia de la ecuacién anterior, se tiene el polinomio de Tutte de
U,n, pues los matroides uniformes son matroides de empedrado ralo sin circuitos-
hiperplanos, i.e. A = 0. Por lo que

e =3 (1) (1) + Z (No-v= a9

=0

cuando 0 <r <n, Ty, . (x,y) = 2" y Ty, . (x,y) = y".
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T -

Figura 4.8: Uy 4 Figura 4.9: U5 Uss

4.2.1. Uy, Uss y Uss

Los matroides Uy 4,Us 5 v Us 5 son uniformes por lo que usando (4.9) tenemos

Ty, (z,y) = (=1 +4@—1)+6+4(y—1)+ (y—1)?
= 2?4+ 22+ 2y + 97

La ecuacién anterior, es igual a la ecuacién (4.4) calculada por la férmula del
n-rehilete.

Tu,s(r,y) = (x—12+5(x—1)+10+10(y — 1) +5(y — 1) + (y — 1)°
= 22+ 32+ 3y + 22 + o>

Como (Uy5)* = Uss, de la ecuacién anterior y sabiendo que T+ (z,y) = Th(y, )
se tiene

TU3,5 ($7 y) =z + 222 + 3z + 3y + yQ.

4.2.2. M(Ky)

A continuacién usaremos (4.2) para calcular de otra manera el polinomio de
Tutte de M(K,), a partir de la serie de relajaciones de Ky: W3, Qg, Fs, Us 6. En la
Figura 4.11 se muestra la representacién geométrica de M (Ky) y sus relajaciones.
De (4.9) se sigue que

Tu, o (z,y) = 2° 4 32° + 62 + 6y + 3y° + ¢°.
Como Us g es la tnica relajacion de Py, de (4.2)
Tyso(x,y) = Tr(2,y) + 2y — 2 — g,

luego
Tp,(z,y) = 2° + 32° 4+ 5z + 2y + by + 3y + °.
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K,y
w3 Qs P Uss

Figura 4.11: M (K4) y su serie de relajaciones

Andlogamente, Ps es la tinica relajacion de Qg. Usando la ecuacién anterior y (4.2)
se tiene

Tos (7, y) = 2° + 32% + dx + 22y + 4y + 3y° + . (4.10)

Qs es la tinica relajaciéon de W3, por tanto,
Tws(z,y) = 2° 4+ 32% 4+ 3z + 3wy + 3y + 3y* + > (4.11)

Note que la ecuacién anterior coincide con la ecuacién (4.6). Como W3 es la tinica
relajacion de Ky, el polinomio de Tutte de Ky es

T, (2,y) = 2° + 32% + 4wy + 22 + 2y + 3y + y°,

que es el mismo polinomio que se mostré en la ecuacién (4.5), cuyo célculo se hizo
por la féormula de la n-rueda.

Cabe mencionar que el matroide Py es una relajacién del matroide Rg, ver
Figura 4.12. Por lo que (g v Rg tienen el mismo polinomio de Tutte. Este es un
caso en que dos matroides que no son isomorfos tienen el mismo polinomio de
Tutte. De la Figura 4.12, es claro que Rg es un matroide de empedrado ralo con
A =2, por lo que de (4.8) su polinomio de Tutte es

Try(z,y)=(x —1)* +6(x — 1)* + 13z — 10 + 22y + 13y
+6(y —1)* + (y — 1)°
=23 + 327 4 2zy + 4o + 4y + 392 + 5.

Este polinomio es el mismo que (4.10), como se habia mencionado.
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*r—o—@

Figura 4.12: Matroide Rg

4.2.3. Matroide Fano y su dual

El matroide Fano, denotado F%, es el plano proyectivo més pequenio PG(2,2)
y es isomorfo al tnico sistema Steiner S(2,3,7) por lo que Fano es un matroide
de empedrado ralo. El niimero de circuitos-hiperplanos coincide con el nimero de
lineas de F» y son 7, ver Fig. 4.13.

Con base a lo anterior, de (4.8) se tiene que el polinomio de Tutte de F; es

Tr(z,y) = (2—13+7(@—1)*+ 1420 — 21 + Toy + 28y + 21(y — 1)* +
Ty —17°+(y— 1)
= 2% +42® + Taey + 32z + 3y + 6y* + 37 + y*. (4.12)

Nuevamente, como T+ (x,y) = Ty (y, x), el polinomio de Tutte de F; es
Trx(z,y) = zt 4+ 323 4+ 622 4 3z + Try + 3y + 4% + ¢°. (4.13)

Los matroides F; y (F7)* son una relajacién de Fr y F5 respectivamente. Por
lo que, de (4.2) y de las ecuaciones (4.12) y (4.13), sus polinomios de Tutte son

T(F;)*(:U,y) = 2" + 323 4 627 + 4a + 6y + 4y + 4y° + >

AN

/\

Figura 4.14: Dual de
Figura 4.13: Fano Fano
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P

/\

Figura 4.15: F Figura 4.16: Dual de F,

4.2.4. S(2,3,13) y AG(2,3)

Ya que iniciamos los cédlculos de algunos sistemas Steiner, continuemos con
otro mas. PG(2,3), el segundo plano proyectivo mas pequeno, no es isomorfo al
tnico sistema Steiner S(2,3,13), pero si a S(2,4,13). Dado que PG(2,3) no es
de empedrado ralo, pero si de empedrado, en la siguiente secciéon calcularemos su
polinomio de Tutte por medio de una representaciéon matricial sobre GF'(3).

El sistema Steiner S(2, 3, 13) es un matroide de empedrado ralo con 13 elemen-
tos, rango 3 y A = 26 por lo que su polinomio de Tutte es

Ts,313)(7,y) =2° + 102 + 29z + 26zy + 29y + 45y° + 36y° + 28y" + 21y°
+15y° + 10y" + 6y° + 3y° + ¢'°. (4.14)

Siempre que se tiene una geometria proyectiva PG(r — 1,¢) podemos obtener
de esta una geometria afin AG(r — 1,q) simplemente eliminando todos los puntos
de un hiperplano de PG(r — 1,q). Por ejemplo, si nuestra geometria proyectiva

Figura 4.17: Plano proyectivo PG(2,3)
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7 9

Figura 4.18: Plano afin AG(2,3)

es PG(2,3) eliminando los puntos del hiperplano de color rojo en la Figura 4.17
obtenemos el plano afin AG(2,3) cuya representacién geométrica se muestra en la
Fig. 4.18.

El plano afin AG(2, 3), es isomorfo al uinico sistema Steiner S(2,3,9), pues cada
linea contiene exactamente tres puntos y cualesquiera dos puntos estan contenidos
en exactamente una linea. Tiene 12 lineas, ocho “derechas” como {1, 2,3} 0 {1, 5,9}
y 4 lineas “torcidas” como {1,6,8}. Se tiene que AG(2,3) es un matroide de
empedrado ralo con A = 12 y por (4.8) su polinomio de Tutte es

Tacesn(x,y)=(r—1)> +9(x — 1)* + 24z — 78 + 12zy + 114y +
126(y — 12 +84(y — 1)* +36(y — 1) +9(y — 1)° + (y — 1)°
= 2% + 62 + 122y + 9z + 9y + 159° + 105> + 6y* + 3y° + ¢/°.

4.2.5. S(5,6,12)

Calcularemos el polinomio de Tutte del tltimo sistema Steiner, S(5,6,12), que
viene en el apéndice del libro de Oxley. Este sistema Steiner tiene rango 6, 12
elementos y A = 132 circuitos-hiperplanos. Luego, su polinomio de Tutte es

Ty(z,y)=(z — 1) +12(x — 1)° + 66(x — 1)* + 220(x — 1) + 495(x — 1)?
+660x — 660 + 1322y + 660y + 495(y — 1)% +220(y — 1) +
66(y —1)* +12(y — 1)° + (y — 1)°
=25 + 62° 4 2121 + 5623 + 12622 + 1202 + 1322y + 120y
+1269° + 56y° + 21y* + 6y° + ¢/°. (4.15)
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/62\

/\

Figura 4.19: Plano afin
AG(3,2) Figura 4.20: cubo

2

4.2.6. AG(S,Q), AG(S,Q)/, Rg, Fg Yy Lg

Otro plano afin es AG(3,2), las Figuras 4.19 y 4.20 nos muestran dos maneras
de representar a este matroide. En la Fig. 4.20 los planos con cuatro puntos son:
las seis caras del cubo, los seis planos diagonales {1,2,7,8}, {2,3,5,8}, {3,4,5,6},
{1,4,6,7},{1,3,5,7} y {2,4, 6,8}, los planos torcidos {1, 3,6,8} y {2,4, 5, 7}. Cada
uno de estos planos es un circuito-hiperplano de AG(3,2). No es dificil ver que
AG(3,2) es isomorfo al tnico sistema Steiner S(3,4,8) con A = 14, por tanto de
(4.8)

Taci(r,y) = * + 42° + 1027 + 1doy + 62 + 6y + 10y° + 4y +y*  (4.16)

Ahora utilizando la férmula (4.2), podemos calcular una serie de relajaciones de
AG(3,2). AG(3,2) es la tnica relajacion de AG(3,2) que se obtiene de relajar el
plano torcido {2,4, 5,7}, luego

TAG(3,2)’(557 y) = ot + 42® +102% + l4zy + 62 + 6y + 10y2 + 43/3 4 y4
—xy+r+y
= " +42° + 102° + 13zy + 7w + Ty + 10y
+4y® + o (4.17)

Ahora bien, las tnicas dos relajaciones de AG(3,2) son Rg y Fg. En el caso de
Ry, este se obtiene al relajar de AG(3,2)" el tnico plano torcido {1, 3, 6,8}, i.e, los
planos con 4 puntos de Rg son: las seis caras del cubo y los seis planos diagonales.
Para el caso de Fg, este se obtiene de AG(3,2)" al relajar un plano diagonal. La
representacion geométrica de Fg se muestra en la Figura 4.21, claramente se ve
que no se tiene el plano torcido {2,4, 5,7} ni el plano diagonal {2,4,6, 8}.

Ambos matroides no son isomorfos, Rg es representable sobre cualquier campo
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- g

16 p)

Figura 4.21: Fy Figura 4.22: cubo

excepto GF(2) y Fg es no representable; mas sin embargo, tienen el mismo poli-
nomio de Tutte por ser ambos las tunicas dos relajaciones de AG(3,2)". Por lo que
de (4.2) y (4.17)

Tre(2,y) = Tr (v, y) = o + 42° + 102% + 122y + 8z + 8y + 10y* + 45° + y*.

La tnica relajacion de Rg es (Jg, y se obtiene al relajar uno de los seis planos
diagonales de Rg. De la ecuacién anterior y de (4.2) se tienen

Tos(z,y) = 2* + 42° + 1022 + 1oy + Tz + Ty + 10y + 49° + .

Por 1ltimo, otro matroide que proviene de tomar planos del cubo, ver figura 4.22, es
Lg. Este matroide tiene como planos con cuatro puntos las seis caras del cubo mas
los dos planos torcidos {1,8,3,6} y {2,7,4,5}. Lg es un matroide de empedrado
ralo con rango 4 y A = 8, por tanto su polinomio de Tutte es

Tr(w,y) = (z—D*+8(x —1)° +28(x — 1)? + 48z — 42 + Sxy + 48y +
28y —1)*+8(y—1)° +(y—1)*
= 2 + 423 + 1027 + Swy + 122 + 12y + 109> + 4¢° + *.

4.2.7. Matroide Vamos

Sean F = {1,2,3,4,5,6,7,8}, 7 = {1234,1456,1478,2356,2378} y T= 7 U
{TCE||T|=3yT & T tal queT" € J}. Es facil ver que 7 asi definido es
una 3-particion de E, por lo que Zes el conjunto de hiperplanos de un matroide
de empedrado ralo cuya representacién geométrica se muestra en la Figura 4.23.
A este matroide se le conoce como el matroide Viamos y se denota por Vg.

Vg es un matroide de empedrado ralo con A = 5 = | 7], por lo que su polinomio
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Figura 4.23: Realizacién geométrica de V3

de Tutte es
Tuley) — (x—1) 48 —1) + (2) (z—1) + @ (z—1)
+<i> +5(xy —x —y) + (i)(y— 1)+ 86(y — 1)?

+8(y— 1)+ (y— 1)
= o' +42% + 102% + 5xy + 152 + 15y
+10y% + 49° + y*. (4.18)

4.2.8. Pappus y non-Pappus

La representacion geométrica del matroide Pappus se da en la Figura 4.24. De
esta figura, es claro que cualesquiera dos puntos estdn en una tnica linea y que las
lineas son circuitos-hiperplanos de un matroide de rango 3. Por lo que el matroide
Pappus es un matroide de empedrado ralo con A = 9 y su polinomio de Tutte es

Tu(z,y) = (x—1)°+9(x —1)* + 272 — 78 + 9zy + 117y + 126(y — 1)*
+84(y — 1> +36(y — 1)* +9(y — 1)° + (y — 1)°
= 2% 4+ 62% + 120 + 92y + 12y + 15¢% + 109> + 69* + 3y° + ¢/5.

Dado que el matroide non-Pappus, Figura 4.25, es una relajacién del matroide
Pappus, de la ecuacién anterior y de (4.2) se tiene

Ta(x,y) = 2* 4622 + 122 + 9y + 12y + 15y% + 10y° + 6y* + 39° + o/°
—TY+xT+Yy
= 2%+ 62% + 132 + Swy + 13y + 15y + 10y° + 6y* + 3y° + ¢/°.
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Figura 4.24: Pappus Figura 4.25: non-Pappus

4.2.9. Matroide non-Desargues

El matroide non-Desargues tiene como representacion geométrica la que se
muestra en la Figura 4.26. Es un matroide de rango 3, con 10 elementos. No tiene
ciclos de tamano menor a 3 y cualquier subconjunto de cardinalidad 3 o es base o
es un circuito-hiperplano. Se sigue que este matroide es un matroide de empedrado
ralo con 9 circuitos-hiperplanos, cuyos circuitos-hiperplanos son las 9 lineas que se
muestran en la Figura 4.26. De lo anterior se tiene que el polinomio de Tutte es

Tar(x,y) = (z —1)* + 10(x — 1)* + 362 — 135 + 9y + 201y
+252(y — 1) +210(y — 1)° +120(y — 1)* +45(y — 1)°
+10(y —1)° + (y = 1)°

= 2% + 72® + 192 + 9zy + 19y + 21y* + 154
+10y* + 63° 4+ 3y° + ¢,

Figura 4.26: Realizacién geométrica del matroide non-Desargues
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4.3. Matroides representables sobre algiin cam-
po

Para calcular el polinomio de Tutte de algunos matroides que son representables
sobre algin campo, usaremos un programa que realizo Michael Barany. Para mas
informacién sobre este programa ir a [1].

4.3.1. PG(2,2) y PG(2,3)

El matroide Fano F5, isomorfo al plano proyectivo PG(2,2), es representable
solamente cuando el campo es de caracteristica dos y su matriz que lo representa
es

I3

O = =
_ O =
)
—_ =

por lo que su polinomio de Tutte es
Tr,(x,y) = 2° 4 42° + Tey + 3z + 3y + 6y° + 3y° + ¢/,

y coincide con el polinomio de Tutte de F% calculado por la formula de matroides
empedrados ralos.

La geometria proyectiva PG(2,3) solamente es representable sobre GF'(3), por
lo que la matriz que representa a este matroide (ver Figura 4.17) es

1 2 4 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13
100 1221100 1 1 2
o010 111011 1 0 1 1
o014 012121 2 2 1 0

y su polinomio de Tutte es

Trces(z,y)=2° 4+ 102° + 13zy® + 262y + 162 + 16y + 32y° + 36y°
428yt + 2145 + 1595 + 10y" + 69/ + 3y° + 4'°. (4.19)

4.3.2. P7,P8 Yy Qg

Por el lema 6.4.13 de [41], la matriz que representa a P; sobre cualquier campo
distinto de GF(2) es

1
I3 0

L =
— —_ O
e e
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/\

/\

Figura 4.27: P7 Figura 4.28: P8

con a ¢ {0,1}. Haciendo a = 2 tenemos una representacién de P; sobre GF(3).
Luego,

Tp.(z,y) = 2* 4+ 42 + 5wy + 5z + 5y + 6y + 3y° + o,

Para el caso del matroide Pg, la matriz sobre GF(3) que lo representa es

)
== O =
—_— O = =
O = = =

y su polinomio de Tutte es
Tp(x,y) = zt 4 423 + 1022 + 102y + 10z + 10y + 10y + 4> + ¢

Para el caso del matroide ()3, este matroide es una geometria de Dawling ternaria
con rango 3. Su representacién geométrica estd dada en la Figura 4.29.

(3 es representable sobre el campo F' si y solo si la caracteristica de F' no es
dos. La matriz que representa a @3 sobre GF'(3) es

123 4 5 6 7 8 9
100 1 1 1 1 0 0
010 1 -10 0 1 1
001 0 0 1 -1 -1 1

y su polinomio de Tutte es

To, (7, y) = 8y + 12y* + 103> + 6y" + 3y° + y° + 8z + 102y + 3zy* + 62° + 2°.
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LA

Figura 4.29: Q3

4.3.3. M(Ks)

Dada la grafica K5, podemos asociarle el matroide grafico M(Kj). La repre-
sentacién geométrica de M (K5) es la configuracién de Desargues 3-dimensional
como se muestra en la Figura 4.31. Este matroide es regular y su matriz que lo
representa es

123 456789 10
1000 11100 0
0100 100711 0
0010 01010 1
0001 00101 1

y el polinomio de Tutte es

Ty (z,y) =6y + 159 + 153 4 10y* + 41° 4+ 4° + 62 + 202y + 15zy* +
Sy + 1122 + 102%y + 62° + 2*.

4.3.4. Rg, Rg, RIO Yy ng

Para el caso de Rg, este matroide es representable sobre cualquier campo de
caracteristica distinta a dos y su representacion esta dada por

1 1
I, 1 -1
1 1

1

1 1

1 1

-1 1

1 1 -1

su polinomio de Tutte es

Try(z,y) = x* + 42° + 102* + 122y + 8z + 8y + 10y + 4y° + y*. (4.20)
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Figura 4.30: Gréfica de Figura 4.31: Configura-
K ciéon de Desargues

Este polinomio coincide con el polinomio calculado por la férmula de matroides
de empedrado.

Nuestro siguiente matroide es Ry, el cual es representable si y sélo si el campo
es de caracteristica tres. La matriz que lo representa sobre GF(3) es

11 1 11 1
I3 1 -1 -1 -1 1 0
0 0 1 -1 1 -1

y tiene como polinomio de Tutte a

Tro(z,y) = 8y+ 13y% + 10y> + 6y + 3y° + % + 8z
+11ay + 2xy? + 622 + 2°.

La representacion matricial de Rjy sobre cualquier campo esta dada por

Figura 4.32: Ry
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0111

1011

Ll 11001

1111

Figura 4.34: Matriz de Sg
Figura 4.33: S8 sobre GF(2)

-1 1 0 0 1
1 -1 1 0 0
I5 0o 1 -1 1 0
0O o0 1 -1 1
1 0 0 1 -1

por lo que su polinomio de Tutte es

Tro(z,y) = 2°+ 5z +152° 4 152%y + 2022 + 152y* 4 302y + 102 +
10y + 20y% + 15y° + 5y* + ¢°. (4.21)

La representacién matricial de Rj5 sobre GF(2) esta dada por

111000
110100
I |1 00010
010001
001011
] 000111,

por lo que su polinomio de Tutte es

Try,(7,y) = 2%+ 62° + 22y + 192 + 192°y + 352° + 172%y* + 5327y
+3527% + 2xy* + 192> + 53xy? + 562y + 14w + 14y + 351>
+35y% + 19y* + 6y° + ¢/°.

4.3.5. Sg,Tg Yy J

El matroide Sg tiene como representacion geométrica la que se muestra en la
Figura 4.33 y su representaciéon sobre GF(2) estd dada por la matriz de la Fig.
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Figura 4.35: T8 Figura 4.36: J

4.34. Por lo que su polinomio de Tutte es
Ts,(z,y) = 4y + Ty* + 4y° + y* + 4o + 10zy + 3zy® + 72* + 32y + 42° + 2*.

El matroide Ty es representable sobre el campo F' si y sélo si el campo es de
caracteristica tres. Su representacion geométrica esta dada en la Fig. 4.35 La matriz
que representa a Ty es [I; | Jy — I4] sobre GF(3), donde Jy es la matriz que tiene
1 en todas sus entradas. El polinomio de Tutte es

Tr(2,y) = 2* + 42 + 102 + 1lzy + 92 + 9y + 10y + 4¢° + ¢*.

Para el matroide J, ver Figura 4.36. La matriz que lo representa sobre GF(3)
es

1 0 01
1110
Iy |01 01
0011
donde enumeramos del 1 al 8 las columnas de la matriz anterior, segiin se enumera

en la Figura 4.36. El polinomio de Tutte es
Ty(z,y) =2t byt At 3tk y +Ax P F Txa? 4 Ty 652+ 6%y 4+ Sxay.

4.3.6. S(5,6,12)

El tnico sistema Steiner S(5,6,12) es representable si y solo si el campo es de
caracteristica tres. La matriz que lo representa sobre GF'(3) es

o 1 1 1 1 1]
1 0 1 -1 -1 1
I |1 1 0 1 -1 -1
1 -1 1 0 1 —1
1 -1 -1 1 0 1
I 1 1 -1 -1 1 0]
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Figura 4.37: Contraccién y borrado en Wi

y el polinomio de Tutte es

Tsea2)(z,y) = 120y + 126y° + 56y° + 21y* + 6y° + y° + 120z +
1322y + 12622 + 562> + 212! + 62° + 5.

4.4. Contraccién y borrado

En esta seccién por medio de la contraccién y/o el borrado de un elemento del
matroide M, calcularemos algunos polinomios de Tutte. Recordemos que si e es
un elemento de M que no es ni lazo ni istmo, entonces

TM<x7y) = TM\e(*Tu y) + TM/e(xay)- (422)

4.4.1. W3

El Matroide Wj); se obtiene de W3 al afiadirle un elemento en paralelo. Por esta
razén, W3 no es un matroide de empedrado. En la Figura 4.37 se tiene una serie
de contraccién y borrado hechas a este matroide, por lo que usando la ecuaciéon
4.22 tenemos

Tws (z,y) =Tws(z,y) +y - (Tooa (2, 9)) + Tus000. (7, Y)
= (2% + 322 + 32y + 3z + 3y + 3y +¢°) +y - (2 + 22 4+ 2y +9)
'+’ ay?)
=2 + 322 + 2%y + 3z + Sy + xy® + 3y + 5y° + 3y + ¢t
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P S

Figura 4.38: Grafica K33 Figura 4.39: M*(K33)

4.4.2. M(Ks3)y M*(Ks3)

Sabemos que el borrado de cualquier elemento de Ry es isomorfo a M (K3 3).
Si E=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} etiqueta las columnas de la matriz que representa
a Rip(ver pag. 71), la matriz que representa a R1o\10 es

1 1 0 0
1 -1 1 0
I 0 1 -1 1
0 0 1 —1
1 0 0 1

por lo que el polinomio de Tutte de M (K3 3) es

Tor(xcs. ) (T, y) =5y + 9y* + 5y° + y* + 5z + 152y + 6ay® + 112
+92%y + 1023 + 4a* + 2°.

Se sigue que el polinomio de Tutte de M*(K33) es

TM*(K3,3)<x’ y) = TM(K3,3)(3/7 :C)
ot + 523 + 622y + 922 + 9xy® + 152y + 5x + by + 11y/?
+10y% + 4y* + o°.

También se sabe que la contraccién de Rjy por cualquier elemento es isomorfo a
M*(Ks;3), por lo que de la ecuacion (4.22) se sigue que

Tryo (95, y) = TRw/w(ﬂU, y) + TRlo\lo(CCa 3/) = TM*(K3,3)(957 3/) + TM(KS,g)(y, 95)7
por lo que

Tryo(7,y) = 2°+ 52" + 152° + 1527y + 202% + 152y* + 302y + 10z +
10y + 2052 + 15y + 5y* + ¢/°.

La ecuacién anterior coincide con el polinomio de Tutte dado por (4.21).
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Ahora procedemos a evaluar los polinomios de Tutte calculados anteriormente,
para ver si la Conjetura 2.8 se cumple para estos matroides. Ya se mostro que la
Conjetura 2.8 es cierta para las ruedas y rehiletes, asi como para los matroides de
empedrado. Por tanto, los matroides que restan por verificar son: W_‘E, Ty, J, P,
M(Ks;3), M(ks), Rip y Ri2. En la Tabla siguiente se muestran las evaluaciones de
estos matroides.

Se concluye que todos los matroides antes mencionados si cumplen la Conjetura
2.8.

Matroide | Th(2,0) | Ta(0,2) | Th(1,1)
W3 26 66 26
T 106 106 29
J 88 88 47
Py 108 108 60
M(Kss) | 230 102 81
M(Ks) | 120 544 125
Ry 332 332 162
Ry 1008 1008 411

Cuadro 4.1: Evaluaciones del polinomio de Tutte en (2,0), (0,2) y (1,1).

4.6. Conclusiones

Si tenemos calculado explicitamente el polinomio de Tutte de un matroide, uno
estaria tentado a tratar de comprobar la conjetura de Stanley para dicho matroide.
Esto estd lejos de poder hacerse, pues aunque se tiene el h-vector, nada nos dice
cudl sera el multicomplejo cuya O-secuencia pura coincida con el h-vector. De Loe-
ra, Kemper y Klee en su articulo [30], demostraron que la conjetura de Stanley es
cierta para todos los matroides con a lo més 9 elementos. Ellos pudieron obtener,
de D. Mayhew y G. Royle, la base de datos de todos los 385,369 matroides con a lo
mas nueve elementos. Usaron esta informacién para generar miles de O-sucesiones
que fueran candidatas a ser el h-vector de un complejo matroidal. Por medio de
algunas propiedades de los matroides y usando algunos programas pudieron en-
contrar los multicomplejos adecuados. Por todo esto, todos los matroides con a lo
mas 9 elementos presentados aqui, satisfacen la conjetura de Stanley. Las ruedas,
W, son matroides cograficos, por lo que satisfacen la conjetura de Stanley. Los
rehiletes W7 son matroides cotransversales y también satisfacen la conjetura de
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Stanley. J. Pacheco alumno de C. Merino demostré la conjetura para Rjg. El inico
matroide de todos los presentados en este capitulo que falta por verificar si cumple
o no la conjetura es Rys.

Se mostré que todos los matroides de este capitulo satisfacen la Conjetura
2.8. Hay otras familias para las cuales se cumple la conjetura: por ejemplo Marc
Noy (en comunicacién privada) demostré que 7(G) < a(G) cuando G es una
grafica “outerplanar” maximal, usando la definicién de contraccién y borrado del
polinomio de Tutte.
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