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Resumen

El objetivo de este trabajo es desarrollar el analisis dindmico de la extremidad de un
robot caminante. Esta extremidad consiste en un mecanismo de cadena cerrada de cinco
barras, con seis juntas rotacionales y tres grados de libertad.

Para la determinacion de la posicion, velocidad y aceleracion de los eslabones de la
extremidad se emplea la cinematica inversa. Para llevar a cabo este andlisis se definen los
movimientos para la extremidad y el cuerpo, planteando trayectorias de seguimiento que
producen que estos sean suaves y continuos.

El movimiento planteado para el robot consta de dos fases:

1. La extremidad se eleva, realiza el paso y se posiciona en el terreno, mientras el cuerpo
se desplaza.

2. La extremidad se encuentra posicionada en el terreno y empuja al cuerpo hacia
delante.

Para el desarrollo del anélisis dindmico se implementa la formulacion Newton-Euler,
la cual incorpora todas las fuerzas y torques aplicados sobre los eslabones, por lo tanto,
las ecuaciones dinamicas resultantes incluyen todas las fuerzas de restriccién entre dos
eslabones adyacentes. Esto es de gran importancia, ya que la soluciéon de este analisis
determinara la seleccion del material de los cuerpos, la seleccion de rodamientos que estaran
en la juntas no actuadas y la seleccion de los motores que proporcionaran el movimiento
del mecanismo.

Para el analisis dinamico se plantearon dos sistemas lineales, uno para cada una de
las fases de movimiento. Para la primera fase se obtuvo un sistema indeterminado confor-
mado de 36 ecuaciones con 33 incognitas. Para la segunda fase, un sistema determinado
de 36 ecuaciones con 36 incognitas. La solucion al sistema indeterminado se realizé por
medio de la implementacion del método de minimos cuadrados. Finalmente, con la infor-
macion obtenida del andlisis dindmico, se realiza la propuesta de material, rodamientos y
actuadores.






Abstract

The goal of this project is the development of a dynamic analysis for the leg of a
walking robot. This leg consists of a closed loop mechanism formed by five rigid links, with
six rotational joints and three degrees of freedom.

Inverse kinematics is used to determine the position, velocity and aceleration of the
links of the leg. In order to carry out this analysis, the movements for the leg and body
of the robot are defined by raising tracking paths that provide a smooth and continuous
motion.

The two motion conditions are:

1. The leg raises, performs the step and touches down the ground while the body of the
robot moves forward.

2. The leg is positioned on the ground and pushes forward the body.

For the development of the dynamical analysis, the Newton-Euler formulation is intro-
duced. This method incorporates all the forces and moments acting on the individual robot
links. Thus, the dynamic equations obtained include the constraint forces acting between
adjacent links. This is of fundamental importance, since the solution of the analysis will
determine the selection of material for the bodies, the selection of the bearings that would
act as rotational joints and the selection of the motors that power the mechanism.

In the dinamic analysis two linear systems of equations were obtained, one for each mo-
tion phase. The first one yields an undetermined system of 36 equations with 33 unknowns.
And the second phase, a determined system of 36 equations with 36 unknowns. For the
solution to the undetermined system, the method of least squares was implemented. Fi-
nally, with the gathered information from the dynamic analysis, the proposal of material,
bearings and actuators is made.

VII






Capitulo 1

Estado del Arte

1.1. Justificacion

El uso de extremidades como mecanismo de locomocién ha permitido a los organismos
biolégicos tener acceso a la mayoria de las estructuras y terrenos existentes en el planeta.
A pesar de que el hombre ha creado otros medios de locomocién muy eficientes como lo son
las ruedas, su eficiencia depende casi por completo del terreno, ya que necesitan terrenos
lisos y bien preparados. No obstante, en la naturaleza se encuentran terrenos generalmen-
te irregulares, en los cuales las ruedas estan muy lejos de proporcionar las capacidades y
habilidades con las que cuentan los animales con extremidades en este tipo de entornos.
Si bien los avances en robdtica en los tltimos afios han sido muy grandes, la investigacion
sobre robots con extremidades es un campo ain reciente.

Por otra parte, la mayoria de los trabajos que existen hoy en dia sobre robots con
extremidades estan relacionados al control, y es de comprenderse ya que es un problema
muy complejo, sin embargo, se ha hecho a un lado la investigacion sobre el diseno me-
canico de las extremidades, en la que los trabajos al respecto son muy escasos. Por esta
razon surge la necesidad de este trabajo por crear un analisis dindmico enfocado al dise-
no mecanico, utilizando el método de Newton-Euler, que permite encontrar los datos de
fuerzas y torques presentes en las juntas, asi como para determinar los torques requeridos
para los actuadores, que son los motores que proveen de movimiento al mecanismo. Esta
es informacion fundamental para un disefio 6ptimo de la extremidad y del robot en general.

Al contar con estos datos es posible disminuir la complejidad del control y la programa-
cién posterior, ya que se puede optimizar el movimiento de las extremidades y del robot,
para que tenga un andar mas suave y continuo, resultando en una mayor eficiencia.



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

1.2. Objetivo

Realizar el anélisis cinematico y dindmico de la extremidad de un robot, con la finalidad
de obtener la informacién necesaria para realizar la propuesta de material, actuadores y
rodamientos para su disenio mecanico posterior.

1.3. Metodologia

» Andlisis Cinemdtico

o Analisis de Posicion
o Analisis de Velocidad

o Analisis de Aceleracién
= Anilisis Dindmico

o Formulacién Newton-Euler
e Solucion Dindmica

o Propuesta de material, actuadores y rodamientos

1.4. Robots

En la actualidad los robots estan teniendo un impacto considerable en diversos aspectos
de la vida moderna, desde la manufactura, el transporte, sector de salud hasta exploracion
espacial, terrestre y maritima, s6lo por mencionar algunas. En las tiltimas décadas, la ro-
bética ha experimentado una gran transformacion que ha sido posible gracias a los avances
en las areas de investigaciéon en mecdnica, eléctrica, electronica, control, matematicas y
computacion [1].

Muchas instituciones e investigadores se han dado a la tarea de crear una definicién
general de lo que es un robot, sin embargo, las definiciones que existen difieren mucho unas
de otras. Esto puede ser atribuido al gran cantidad de desarrollos en el area de la robdtica,
por lo que es realmente dificil dar una definicion adecuada que englobe todo la gama de
robots existentes en la actualidad.



1.4. ROBOTS

1.4.1. Clasificacion de Robots

Hacer una clasificacion de robots es una ardua tarea, en virtud de la intensa actividad
desplegada en las dreas de investigacion roboética, disenio robdtico, innovacién y aplicaciones
2]. Debido a esto, no existe una clasificacién completamente aceptada, existen clasificacio-
nes por tipo, aplicacion, tamano, funcién, movilidad y muchas otras mas.

Una de las clasificaciones més usadas es de la Sociedad Japonesa de Robética, sin em-
bargo, a pesar del intento de englobar a la mayoria de robots, atin no es del todo integral.
La clasificacién es la siguiente [3]:

Manipulador manual: Dispositivo de manipulaciéon que no contiene ningin programa,
sino que es operado directamente por el usuario.

Robot de Secuencia Fija: Dispositivo de manipulacion que opera de acuerdo a un pa-
trén de movimiento constante. El cambio del movimiento es relativamente complejo.

Robot de Secuencia Variable: Dispositivo de manipulacién que realiza lo mencionado
para la secuencia fija, pero con la posibilidad de modificar el movimiento de manera
rapida y sencilla.

Robot de reproduccion: El movimiento de este dispositivo es realizado por un operador
para después guardar la programacion. Con esta informacion guardada el movimiento
puede ser repetido.

Robot de Control Numérico: Este dispositivo de manipulacién funciona de manera
similar a un maquina CNC. El movimiento es introducido por medio de botones,
interruptores o por dispositivos de almacenamiento de datos.

Robot Inteligente: Es la clase mas alta, estd pensada para los dispositivos equipados con
diversos sensores y por lo tanto, capaces de operar adaptandose autométicamente a
los cambios tanto de la pieza de trabajo como a los del entorno.
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1.5. Robots Modviles

Hoy en dia, la mayoria de los robots se encuentran en actividades industriales, espe-
cialmente robots manipuladores fijos. La mayoria de estos son robots paralelos o brazos
robéticos y pueden encontrarse como simuladores de vuelo (Stewart 1965; Pisla et al. 2009),
sistemas quirtrgicos como daVinci System (Intuitive Surgical Inc. 2000), asistencia a dis-
capacitados (McCaffrey 2003), en rehabilitacion (Harwin 2003), teleoperados en ambientes
bioldégicos o radioactivos.

A pesar que la mayoria de los robots manipuladores son fijos, la posibilidad de agregar-
les movilidad se ha estudiado en los iltimos anos, los primeros trabajos en esta disciplina
se realizaron en la universidad de Stanford y de la misma manera se han desarrollado
proyectos en la universidad de Carnegie-Mellon (CMU), la universidad RWTH Aachen y
en el centro aeroespacial aleman (DLR) [8]. Sin embargo, estos no han sido del todo in-
troducidos en la industria. Cuando se comenzd a incorporar robots moéviles en fabricas,
se hicieron vehiculos guiados autométicamente (AGV), que son esencialmente plataformas
propulsadas por ruedas omnidireccionales, y son empleados para transporte de herramental
y materiales a lo largo de trayectorias predefinidas [9].

Es claro que los robots méviles necesitan un mecanismo de locomocién que le permita
moverse a través de su entorno. Pero existen diversos tipos de movimiento, por lo que la
eleccion del tipo de locomocion es muy importante en el diseno de un robot mévil. En la
actualidad existen estudios sobre robots que pueden caminar, brincar, correr, deslizarse,
nadar, volar y rodar. La mayoria de estos sistemas de locomocién han sido inspirados en
su equivalente bioldgico, la excepcion es la rueda, ya que es una invencion del ser humano.

La Federacién Internacional de Robdtica define a un robot de servicio como aquellos
que no opera en manufactura. Estos usualmente incluyen capacidades de movilidad y por
esta razén los robots méviles encuentran su mayor aplicacion como robots de servicio [9].
Existen diversas configuraciones para los robots moviles, cada una adaptada para el en-
torno en el que deben operar.

En general hay robots aéreos (Howard y Kaminer 1995, Braun et al. 2004, Chao et al.
2007), robots acuaticos (Jalbert et al. 1995, Yuh 2000, Terada 2000, Rigaud et al. 2007, Bo-
wen et al. 2004) y robots terrestres, dentro de los cuales existen robots saltadores (Raibert
et al. 1984, Zeglin y Brown 1998, Arikawa 2002, Niiyama 2007), trepadores (Nagabuko y
Hirose 1994, Cutkosky 2006, Fu et al. 2007), pero principalmente robots con ruedas, con
bandas oruga y con extremidades.



1.5. ROBOTS MOVILES

La figura 1.1 muestra algunas aplicaciones de robots industriales y de servicio.

— Industrial Robots 1
Welding Manipulator arms Handicapped aid
o Palletizing Surgical robots Rehabilitation
Painting . L N
Assembling Teleoperated (radioactive, biological)

Manipulation IT —
Sealin Arms over Domestic robots ~ Demining

g mobile platforms Agricultural Sl

Cut AGV ' : Exploration
Mobile Robots Tour guide p
Il Service Robots —

Figura 1.1: Distribucién de Robots de acuerdo con su aplicacién y movilidad [9]

1.5.1. Clasificacion por Tipo de Contacto con el Suelo

Si se toma la consideraciéon del tipo de contacto con el suelo que tienen los robots mé-
viles, se pueden clasificar en dos categorias: Robots moéviles de contacto continuo y Robots
moviles de contacto discreto.

Los robots méviles de contacto continuo (RMCC) son aquellos que trazan trayectorias
continuas a lo largo del terreno al desplazarse, en esta categoria se encuentran los robots
con locomociéon por medio de ruedas y bandas oruga. Por otra parte, los robots moviles
de contacto discreto (RMCD) utilizan sélo puntos de contacto con el suelo, dentro de esta
categoria se encuentran los robots con locomociéon por medio de extremidades.

Ruedas

Orugas  Extremidades
—_—

RMCC RMCD
Robots Moviles

Figura 1.2: Clasificacién por tipo de contacto con el suelo



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

1.5.2. Locomocién por Medio de Ruedas

La rueda ha sido por mucho el mecanismo de locomocion mas popular en los robots
moviles y en vehiculos en general. Pueden alcanzar eficiencias muy buenas, como se demues-
tra en la figura 1.3, y lo hacen con una implementacion mecanica relativamente simple [25].

Ademas, el balance no es un problema comtn en los disenos de robots con ruedas, ya que
por lo regular estos son disenados de tal manera que todas las ruedas tengan contacto con
el suelo en todo momento. Por lo que tres ruedas son suficientes para garantizar equilibrio
estable, aunque en algunos casos, dos ruedas pueden ser también estables [25]. Cuando se
emplean mas de tres ruedas, se requiere de un sistema de suspension que permita a todas
las ruedas mantener el contacto con el suelo en los casos que el robot encuentre terreno
irregular. En lugar de preocuparse por el equilibrio, la investigacion sobre robots con rue-
das tiende a enfocarse en los problemas de traccion, estabilidad, maniobrabilidad, y control.

Debido a que la rueda es la locomocién mas empleada en robots méviles, existen diver-
sos campos en los que se les emplea, se pueden encontrar en aplicaciones como exploracién
planetaria, silvicultura, construcciéon, operacién en ambientes peligrosos, mineria, trans-
porte, busqueda y rescate, tareas domésticas, ayuda a personas con discapacidades, entre
algunas otras.

100

unit power (hp/ton)

1 10 100
speed (miles/hour)

Figura 1.3: Gréfica de Potencia-Velocidad de varios sistemas de locomocién [25]
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1.5.3. Locomocién por Medio de Banda Oruga

Las bandas orugas han sido el medio de locomocién todo terreno mas conocido, proveen
a los robots con la habilidad de superar obstaculos de diversas geometrias y moverse en
terrenos dificiles sin incrementar la complejidad en el control [9]. Fueron originalmente con-
cebidos para propulsar tanques durante la primera guerra mundial y después se emplearon
en varios campos. Hoy en dia se han convertido en piezas esenciales para la mayoria de la
maquinaria pesada utilizada en la ingenieria civil. Sus aplicaciones en la robdtica son en
su mayoria, para uso militar, entornos peligrosos (Trevelyan et al. 2008; Zhao et al. 2008;
Welch and Edmonds 1993), exploracién en lugares inaccesibles, y sillas/plataformas para
discapacitados (Lawn et al. 2001; Hirose et al. 1992).

Los robots con bandas oruga son vehiculos que permiten giros con un radio de curvatura
pequeno, sin embargo, el deslizamiento sobre el suelo es necesario para girar. Por otra parte,
para superar obstaculos, se requieren coeficientes de friccion muy altos entre la banda y el
suelo. por lo que las bandas se desgastan rapido y deben ser reemplazadas frecuentemente
[30]. Otras desventajas son la baja velocidad en comparacién con los vehiculos con ruedas
y el deterioro de la superficie al moverse en ambientes urbanos y domésticos.

En el caso del trasporte de personas, el confort se ve muy reducido debido a la falta
de amortiguadores. Adicionalmente, la estabilidad de los robots con bandas de oruga se
pierde en ocasiones al superar obstaculos ocasionando fuertes sacudidas.

1.5.4. Locomocién por Medio de Extremidades

La locomocion por medio de extremidades tiene ciertas caracteristicas que no compar-
te con otros tipos de locomocion. A diferencia de los robots con ruedas, estos deben ser
capaces de superar obstaculos y tener un gran desempeno al moverse a través de terrenos
suaves y duros. Otras caracteristicas son las capacidades de moverse en diversas direccio-
nes sin afectar la orientacién del cuerpo, y cambiar la orientacion de este sin despegar las
extremidades del suelo. Si los RMCD pudiesen alcanzar por completo todas estas caracte-
risticas, podrian remplazar humanos en distintos trabajos peligrosos, sin embargo, hoy en
dia existen pocos robots que sean préacticos para este tipo de trabajos. La razéon principal
es la complejidad mecéanica, especialmente por el bajo desempefio de actuadores, como los
motores eléctricos [31].

Para los RMCC, dos actuadores son suficientes, uno para su locomocion y el otro para
la direcciéon. Por otro lado, para los RMCD, regularmente dos o tres actuadores estan ins-
talados en una extremidad, no obstante, para realizar el movimiento se necesitan dos o mas
extremidades, por esto los RMCD tienen més actuadores que los RMCC. Ya que los RMCD
cuentan con varios de estos, tienden a no ser practicos, ya que con dificultad soportan su
propio peso mientras que consumen demasiada energia. Por tal razon, el mecanismo de la
extremidad es de vital importancia para desarrollar un robot de desplazamiento discreto

7
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lo mas practico posible. Debido a que el presente trabajo esta dedicado al andlisis de una
extremidad, en la seccion 1.6 se profundizara en el tema.

1.5.5. Robots Hibridos

Los robots hibridos son sistemas que combinan los diversos sistemas de locomocion,
con la finalidad de aprovechar las ventajas que cada uno de ellos ofrece. En la tabla 1.1 se
presentan algunos de los robots hibridos que se han desarrollado.

Locomocién Robot Investigadores Ano Pais
RoboTrac Schweitzer y Werder 1991 Suiza
Chariot II Dai et al. 1996 Japon
Walk’'n Roll Adachi et al. 1999 Japon
Rueda/ Roller-Walker Endo y Hirose 2000  Japén
Extremidad Shrimp Estier et al. 2000 Suiza
Hydrobug Cubero 2000  Australia
Wheeleg Guccione y Muscato 2003 [talia
ALDURO Germann et al. 2003  Alemania
HyLoS-II Grand et al. 2004 Francia
Athlete NASA/JPL 2007 EUA
Rueda/ Helios VI Hirose et al. 2001 Japon
Banda Oruga gt vipeRr GMI 2006 EUA
Fxtremidad/ Helios VII Guarnieri et al. 2005 Japon
Banda Oruga ~COMET III Nonami et al. 2003 Japon
TITAN X Hodoshima et al. 2005 Japon

Tabla 1.1: Robots Hibridos
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1.6. Robots con Extremidades

Caminar es una fascinante invencion de la naturaleza, es versatil, flexible, perfectamen-
te adaptable al entorno y en sus diversas facetas, permite a sistemas biolégicos tener acceso
a todas las estructuras naturales del planeta. Es de comprender que por esta razén en la
naturaleza se han desarrollado extremidades, debido a que los organismos en la naturaleza
deben operar en terrenos irregulares [47].

El caminar ha sido estudiado por ingenieros alrededor de 30 anos, aunque antes ya se
habian intentado realizar mecanismos con la capacidad de caminar. Actualmente los avan-
ces en la computacion y en una gran variedad de tecnologias le dan una alta probabilidad
de éxito a los RMCD. La mayoria de las RMCD toman como ejemplo algunos sistemas
bioldgicos, con dos , cuatro o seis extremidades. Esto tiene sentido ya que la evolucién
natural ha creado una gran variedad de soluciones excelentes. También por muchas razo-
nes, no tiene sentido copiar sistemas biologicos al detalle, la evolucion tuvo que encontrar
soluciones dentro del marco de sus posibilidades: sin ruedas, musculos en lugar de motores
rotativos, nervios y sinapsis en lugar de cables y sensores [47].

En general, la locomociéon por medio de extremidades requiere mas grados de libertad,
por lo tanto, tiene una mayor complejidad mecanica que la locomocién por ruedas. En la
figura 1.3 se muestra como es que las ruedas son de dos a tres veces mas eficientes que
las extremidades en terreno plano y duro, sin embargo, si la superficie se vuelve suave,
las ruedas acumulan ineficiencias debido a la friccién por rodamiento, mientras que las
extremidades no sufren de tal problema dado que su movimiento consiste en puntos de
contacto en el suelo. Se puede apreciar que la locomocién por medio de ruedas depende en
gran parte de las cualidades del terreno, particularmente en la dureza y lo plano del piso,
mientras que la eficiencia de las extremidades depende de su masa y la del cuerpo, ya que
el robot debe soportarlos durante su movimiento.

Los RMCD estan aun lejos de lo que se espera de ellos, esto es particularmente a que
el desempeno del robot depende en varios factores, incluyendo el disefio mecanico, el cual
algunas veces no puede ser modificado por el disenador del control [49].

Por lo que se puede ver que es de vital importancia el trabajo en conjunto de especialis-
tas en las distintas ramas que incluye la robotica para poder obtener el diseno mas 6ptimo
posible.
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1.6.1. Configuracion y Tipos de Robots con Extremidades

Hasta el momento, la pregunta sobre cual es el niimero 6ptimo de piernas para ciertos
tipos de caminar es, incluso para los bidlogos, algo incierto [50]. Las diferencias en el nu-
mero de extremidades depende probablemente en la importancia del tipo de condiciones
ambientales, como caminar bajo el agua, correr a gran velocidad, generar gran potencia
para excavar en la tierra o mantener una gran estabilidad para escalar. Estudios realizados
(Fischer y Witte 2006) muestran como es que las extremidades surgieron en la naturaleza
en las fases mas recientes de la evolucion. Los detalles son atn desconocidos, lo que si
se sabe, es que la evolucion ha optimizado de manera excelente estos tipos de resultados
bioldgicos.

Los robots con extremidades son inspirados en la naturaleza, es 1itil examinar sistemas
biolégicos exitosos con este tipo de locomocion. Un nimero de diferentes configuraciones
se presentan en varios organismos (Figura 1.4). Animales grandes, como los mamiferos y
reptiles cuentan con cuatro extremidades, mientras que los insectos cuentan con seis o mas
piernas. En el caso de algunos mamiferos la habilidad de caminar en dos piernas ha sido
perfeccionada.

.

mammals reptiles insects

Figura 1.4: Arreglos de extremidades en varios animales [25]

Con respecto a las configuraciones de extremidades en robots, hay principalmente tres
tipos de investigacion: extremidad articulada, extremidad pasiva-dinamica y extremidad
desacoplada [9].
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Extremidad articulada: La mayoria de las extremidades actuales usan disefios que
son hechos de cadena de eslabones de acuerdo con lo mostrado en la figura 1.5.
Las extremidades articuladas tienen problemas relacionados con el tamano de los
actuadores. Debido a la estructura acoplada, durante el posicionamiento, traslado,
ascenso o descenso de la extremidad, el robot debe accionar todos los actudores.

(a) (b)

Figura 1.5: Extremidades Articuladas: a) Insecto, b) Mamifero [9]

Extremidad Pasiva-Dinamica: El caminar es un movimiento repetitivo en el cual
cada eslabon de la extremidad acelera, desacelera y se detiene a cada paso, esto puede
llevar a perdidas de energia y a una disminucién de la eficiencia. Existen algunos
ejemplos de extremidades con una gran eficiencia, la mayoria de ellos estan basados
en el concepto del caminar pasivo-dindmico, en el cual emplean péndulos invertidos
acoplados que se balancean y debido a la inercia son capaces moverse en superficies
planas (McGeer 1990).

Figura 1.6: Extremidad pasiva-dindmica [53]
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Extremidad Desacoplada: Dado que los movimientos horizontal y vertical tienen
diferentes caracteristicas en términos de torque y velocidad, para este tipo de extre-
midad, se desacoplan ambos movimientos y emplean distintos tipos de actuadores
para cada uno, lo que en algunos casos lleva a obtener mejores eficiencias.

Figura 1.7: Ejemplos de extremidades desacopladas: a) Scara, b) Pantégrafo [9]

En la tabla 1.2 se presentan los robots con extremidades mas representativos, asi como

los proyectos mas recientemente desarrollados.

Robot Ex ti;ncilga des Investigador Ano Pais
3D Hopper 1 Raibert 1983 EUA
Bow Leg 1 Brown y Zeglin 1998 EUA
J gg&?g 1 Arikawa y Mita 2002 Japén
Johnnie 2 Pfeiffer et al. 1995  Alemania
ASIMO 2 Honda 2000 Japon
Flamingo 2 Pratt 2003 EUA
WABIAN-2R 2 Takanishi Lab. 2006 Japoén
PV-II 4 Hirose y Umetani 1980 Japon
TITAN III - XI 4 Hirose et al. 85-05 Japon
continia
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Robot Extl\II-oer(rilie dades Investigador Ano Pais
Dante II 4 Bares y Wettergreen 1994 EUA
BISAM 4 Berns et al. 1999 Alemania
SILO4 4 G. de Santos 2003  Espana
KOLT 4 Nichol et al. 2006 EUA
Kamambaré 4 Bernardi y Da Cruz 2007 Brazil
BigDog 4 Raibert et al. 2008 EUA
Gorilla 4 Sawada et al. 2008 Japon
ASV 6 Waldron 1986 EUA
Max 6 Pfeiffer et al. 1995 Alemania
Harvester 6 Plustech 1997  Finlandia
RHex 6 Altendorfer et al. 2001 EUA
DLR-Crawler 6 Gorner et al. 2008 Alemania
Lauron IVc 6 Ziegenmeyer et al. 2009  Alemania
Robug III 8 Luk et al 1996 Inglaterra
Moritz 8 Pfeiffer et al. 1998  Alemania
Scorpion 8 Spenneberg et al. 2002  Alemania
Lobster 8 Ayers et al. 2007 EUA

Tabla 1.2: Robots con Extremidades
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1.6.2. Aplicaciones de Robots con Extremidades

Existen diversas aplicaciones en las que los RMCD pueden ser utilizados, en algunas
de estas ya se han implementado, otras son aplicaciones potenciales que se espera que
desempenien en el futuro.

Varios investigadores han detallado las diferentes aplicaciones para los RMCD [61] [75]
[76] [77], algunos creen que existen mas de lo que otros consideran, pero en general coinci-
den en varias de ellas, estas aplicaciones podrian resumirse en las siguientes:

= Teleoperacion en entornos nocivos

= Exploracion terrestre, marina y espacial

= Construccion

= Agricultura y Silvicultura

= Mineria

= Rehabilitacion, protesis y usos médicos

= Busqueda y rescate

= Tareas domésticas

= Transporte

= Apoyo a tecnologias de inteligencia artificial

= Estudio de locomocion y organismos biologicos

= Educacién, arte y entretenimiento

14
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1.6.3. Ventajas de los Robots de Movimiento Discreto

Dependiendo de la aplicacion requerida, cada uno de los sistemas de locomocion ofrecen
un desempenio distinto, con la finalidad de identificar estas diferencias, algunos investiga-
dores han previsto las ventajas potenciales de los RMCD sobre los RMCC para sus diversos
usos [61]. Esto serd discutido a continuacion.

1.6.3.1. Movilidad

Los robots de movimiento discreto exhiben una mejor movilidad que los robots de mo-
vimiento continuo, debido a que esencialmente son sistemas omnidireccionales. Esto es,
porque puede cambiar de direcciéon independientemente de la orientacion del eje del cuerpo
principal, simplemente cambiando los puntos de apoyo. Por otro lado, un robot de mo-
vimiento continuo tiene que realizar diversas maniobras para cambiar de direccién. Del
mismo modo, un RMCD es capaz de mover y orientar su cuerpo mientras mantiene su
posicion solo al cambiar la extension de sus extremidades.

f f I-E'Qgﬂd robot Wheeled robot
’
; -—""\‘r

Gbﬁtﬂﬂlﬁ » Obstacle

Positioning
Heading

Levelling

Figura 1.8: Movilidad [61]
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1.6.3.2. Superacién de Obstaculos

Un RMCD puede superar obstaculos que estan por encima de su maxima altura, sim-
plemente al posicionar sus extremidades sobre el obstaculo. Por otra parte, un RMCC s6lo
puede librar obstéculos con alturas menores a la mitad del radio de su rueda (McKerrow,
1991). Las bandas oruga consisten de una rueda virtual de radio de la mitad de la banda,
asi que este tipo de robots puede superar obstaculos méas altos que un robot con ruedas,
pero realizando mayores movimientos del cuerpo.

Figura 1.9: Superacién de obstaculos [61]

1.6.3.3. Suspensién Activa

Un RMCD provee una suspension activa al adaptar la extension de sus extremidades
a las irregularidades del terreno. De esta manera, un RMCD puede recorrer terrenos irre-
gulares manteniendo el cuerpo nivelado y proporcionando un movimiento suave y cémodo.
En contraste, el cuerpo de un RMCC se mantiene paralelo al terreno y adopta inclinaciones
similares al mismo.

Figura 1.10: Suspensién Activa [61]

16



1.6. ROBOTS CON EXTREMIDADES

1.6.3.4. Eficiencia de Energia

Hutchinson sugirié en 1940 que la eficiencia de RMCD pesados podria ser mejor que la
de RMCC. Posteriormente Bekker prob6 a través de experimentos que Hutchinson tenia
razén. La tabla 1.3 muestra los datos obtenidos por Bekker en el estudio comparativo de
vehiculos y animales.

Velocidad promedio Potencia requerida para
en terreno irregular  moverse sobre una tira plastica
(km/h) de 25 c¢m de ancho (HP/ton)
Vehiculos 8-16 10
con bandas
oruga
Vehiculos 5-8 15
con ruedas
Animales > 50 7

Tabla 1.3: Estudio de Bekker sobre vehiculos y animales [79]

1.6.3.5. Terreno Natural

Los RMCC requieren superficies pavimentadas muy costosas para moverse eficientemen-
te. En principio, los RMCD no requieren de terreno preparado, ademés pueden moverse
en terrenos arenosos, lodosos, duros y suaves con eficiencia similar. Otra ventaja de los
RMCD es que no necesitan de terrenos continuos para desplazarse.

Figura 1.11: Terreno Natural [61]
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1.6.3.6. Deslizamiento y Atascamiento

Las ruedas tienden a hundirse en terrenos suaves, lo cual hace dificil su movimiento. Sin
embargo, si una extremidad se posiciona verticalmente sobre el suelo, esta lo compacta en
la misma direcciéon. De igual manera, la extremidad se eleva verticalmente sin interferencia
del suelo. Cuando el cuerpo es impulsado, las extremidades rotan sobre sus juntas, por lo
que, no interactian con el suelo, lo cual no provoca problemas de atascamiento y tampoco
problemas de deslizamiento.

Motion
Resistance

Figura 1.12: Deslizamiento y Atascamiento [61]

1.6.3.7. Dano Ambiental

Los RMCD requieren puntos de contacto con el suelo, mientras que los RMCC utilizan
un par de trayectorias continuas a lo largo del terreno. Por lo tanto, los RMCD tienen
menor contacto con el suelo que los RMCC, por esta razéon causan un menor dano al
ambiente.

Figura 1.13: Dafio Ambiental [61]
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1.6.3.8. Velocidad Constante

Vehiculos tradicionales pueden moverse a altas velocidades en terrenos preparados. Sin
embargo, cuando el terreno es irregular, la velocidad de vehiculo desciende rapidamente.
Los RMCD son capaces de adaptarse muy bien a las irregularidades del suelo, y también
son capaces de mantener una velocidad promedio similar en diversos tipos de terreno.

Figura 1.14: Velocidad Constante [61]

1.6.3.9. Desventajas de los Robots de Movimiento Discreto

Es claro que los RMCD no son la solucion general para locomociéon, también tienen pro-
blemas y desventajas. El primer problema es su complejidad, no s6lo en términos mecanicos,
sino también de electrénica y de control. Los RMCD requieren mas sistemas electronicos,
dado a que ocupan més sensores. El control también es mas complejo, ya que deben de
coordinar el movimiento de actuadores, al igual que los sensores para proporcionar un mo-

vimiento estable. Otro problema es la velocidad, ya que son mas lentos en comparacién
con los RMCC.

1.7. Seleccion del Mecanismo

Ya se ha descrito la importancia que tiene la seleccion del mecanismo de la extremidad
en los RMCD, por tal razén para este proceso se tomaron algunas propuestas y posterior-
mente se realiz6 un anélisis para poder determinar la opciéon més adecuada segiin criterios
y caracteristicas deseadas en el mecanismo final. En la figura 1.15 se pueden apreciar los
cuatro mecanismos evaluados, los que se denominaran de la siguiente manera:

a) Mecanismo de cadena abierta
b) Mecanismo de seis barras
¢) Mecanismo de cinco barras

d) Mecanismo de brazo de excavadora
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.15: Propuestas para la extremidad
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En la tabla 1.4 se muestra el nimero y tipo de juntas, asi como el nimero de grados
de libertad (GDL) del mecanismo.

Mecanismo GDL Juntas

a 4 4R

b 4 3R,1P
c 3 6R

d 3 14R, 3P

Tabla 1.4: Caracteristicas de los mecanismos propuestos

Para seleccionar el mecanismo de la extremidad, se realizé una matriz de decision [80]
en las que se evaluaron todas las propuestas segtin los siguientes criterios:

Peso: Se toma en cuenta el posible peso de la extremidad, en funcién del diseno,
piezas, actuadores y su posicionamiento.

Espacio de Trabajo : Considera el alcance que tiene el mecanismo, entre mayor sea el es-
pacio de trabajo mayores seran las posiciones que podra adoptar.

Control: ~ Se considera los tipos de actuador con el que cuenta el mecanismo, fuente de
energia, precision, la complejidad de implementacion y de control.

Potencia requerida: Se toman en cuenta la cantidad y tipo de actuadores, el peso y tipo
de energia necesaria.

Capacidad de carga: Se analiza la carga que puede soportar el mecanismo, tomando a
consideracion el peso mismo de la extremidad, cantidad y tipo de actuadores y
energia empleada.

Diseno mecanico: Se examina la complejidad mecénica de la propuesta, como la cantidad
y tipo de piezas, ensambles y complejidad de manufactura.

Costo: Se determina la viabilidad de la propuesta segiin su costo estimado, tomando
en cuenta posibles materiales, nimero de piezas, manufactura, actuadores y
fuente de energia.
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La tabla 1.5 muestra la matriz de decisién en donde las propuestas se calificaron segin la
escala de puntuacion siguiente:

[ ¥ Muy buena, *** Buena, ** Regular, * Mala |

a b ¢ d

X%k KKk keksksk *

Peso

Espacio de trabajo = Hx ook ook ok

Control Kokok Kk Kokokk XX

Potencia requerida, ~ *** ok kiR ok

Capacidad de carga ~ ** ok kol

Disefio mecanico wkkk Rk kokok .
Costo Kk okkk kokokk %
Total 20 18 24 14

Tabla 1.5: Matriz de decision

Como se puede observar de la tabla 1.5, el puntaje mas alto lo obtuvo la propuesta
¢, el mecanismo de cinco barras; por lo que este es el mecanismo seleccionado para la
extremidad del robot. Este mecanismo tiene solo actuadores rotacionales que cuentan con
un buen control y precision, ademas de que todos estan posicionados en el eslabéon que
estd directamente conectado al cuerpo, por esta razén hace que la extremidad sea mas
ligera, ya que el peso de los actuadores no esta distribuido a lo largo en la extremidad,
sino localizado en el cuerpo, reduciendo de esta manera también la potencia necesaria de
los propios actuadores y de igual manera su costo.
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1.8. Arquitectura de la Extremidad

Una vez seleccionado el mecanismo, se realizé un estudio mas a fondo sobre el espacio
de trabajo con el que esta extremidad cuenta, la finalidad de hacer este analisis fue la
de realizar cambios en las longitudes de los diversos eslabones para poder obtener el ma-
yor espacio de trabajo posible en este mecanismo. Este andlisis se muestra en el apéndice A.

De este modo, se obtuvo el mecanismo mostrado en la figura 1.16, mecanismo de cinco
barras que cuenta con seis juntas rotacionales y una esférica. Las tres juntas actuadas se
encuentran en el eslabon 1, el cual va unido al cuerpo del robot. El elemento anadido al
final del eslabén 4 es propuesto, ya que esta parte serd la que esté en contacto con el suelo
y el proveerlo de este elemento con una junta esférica le permite una mayor adaptabilidad
y posicionamiento en terrenos irregulares.

Eslabon 2

Eslabon 3

Eslabon 1

Eslabon 5
Eslabon 4

Figura 1.16: Arquitectura de la extremidad

23






Capitulo 2
Analisis Cinematico

La cinematica analiza los aspectos de movimiento sin considerar los efectos externos,
fuerzas y/o torques que ocasiona este movimiento. Dentro de este andlisis se estudian la
posicion, la velocidad, la aceleracion y todas las demés derivadas de alto orden de las varia-
bles de posicién [81]. Aplicado a sistemas multicuerpo, la cinematica describe las posiciones
lineales y angulares de todos los cuerpos dentro del sistema y provee métodos para calcular
sus velocidades y aceleraciones. También toma en cuenta las direcciones del movimiento,
ya sea con o sin restricciones, lo cual ocurre cuando los cuerpos estan unidos por ciertas
juntas [82].

La cinemética de sistemas multicuerpo requiere definiciones precisas y unicas de los
sistemas de referencia y de las trasformaciones entre ellas [83] [84]. Para esto se emplearan
dos tipos de sistemas de referencia cartesianos: sistemas de referencia fijos o marcos iner-
ciales y sistemas de referencia relativos o marcos locales.

2.1. Analisis de Posicion

Para la determinacién de la posicién y orientacién de los eslabones de la extremidad,
se emplea el analisis de la cinematica inversa, en el cual:

Dada la posicion del cuerpo (X, Y., Z.) y de la extremidad (z., ye, z.), se
determina el valor de los &ngulos correspondientes a las articulaciones de cada
uno de los eslabones.

Para hacer el andlisis de posicion de la extremidad se utilizan transformaciones homo-
géneas, las cuales combinan vectores de posicion y matrices de rotaciéon en una notaciéon
mas compacta.
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Las transformaciones homogéneas se definen como:

T:[R

donde:

R =Matriz de rotacién
d =Vector de desplazamiento

0

!

Las transformaciones homogéneas para una translacién sobre los ejes z, § v £ son:

o O O o O O

o O O

OO = O
o= OO

O = O O

OO = O

OO = O
o= O O

= o o8

Ir—tO@ —

— o O O

(2.2a)

(2.2b)

(2.2¢)

Las transformaciones homogéneas para una rotacién 6 sobre los ejes Z, § y 2 son:

26

0

—s0,,
cl,,

] — o O O

_ o O O

(2.3a)

(2.3b)

(2.3¢)



2.1. ANALISIS DE POSICION

En la figura 2.1 se muestra los sistemas de referencia (xo, yo, 20) ¥ (21, ¥1, 21), siendo
el primero la base inercial para cada una de las cadenas cinematicas con las que cuenta
el robot, y el segundo, la base local para el cuerpo del robot. Aplicando transformaciones
homogéneas se tiene que:

To1 =T (X)) T2 (Ye) T5 (Ze) (2.4)

Donde Ty ; representa la matriz de transformaciéon para desplazarse desde el sistema
inercial (xo, yo, z0) hasta el local (x1, y1, 21).

Figura 2.1: Sistema de Referencia Inercial
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En la figura 2.2 se observan las transformaciones requeridas para llegar al sistema de
referencia (z3, y3, 23) partiendo desde el sistema (21, 31, 21). Lo cual se expresa:

T3 = Ty (dae) T (—day) T3 (—dy.) Ts (—03) (2.5)

%
<
\

Figura 2.2: Sistemas de Referencia Locales 1, 2 y 3
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En las figuras 2.3 y 2.4 se pueden observar las transformaciones requeridas para lle-
gar del sistema (3, ys, z3) al sistema (x5, ys, 25), y del sistema (x5, ys, 25) al sistema
(x7, y7, z7) respectivamente. La matriz de transformacion correspondiente es:

Ts7 =T (dy) T3 (ds) T2 (dg) T5 (—67) (2.6)

Figura 2.3: Sistemas de referencia Locales 3, 4 y 5

Figura 2.4: Sistemas de Referencia Locales 5, 6 y 7
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Para llegar del sistema local (xg, y9, 29) partiendo del sistema (z7, y7, 27) son necesarias
las transformaciones representadas por T7 g, éstas se pueden apreciar en la figura 2.5.

T79 =T (ds) T2 (dy) (2.7)

Figura 2.5: Sistema de Referencia Locales 7, 8 y 9
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En la figura 2.6 se puede apreciar que las transformaciones necesarias para alcanzar el
sistema local (212, Y12, z12) desde el sistema (xg, yo, z9) son:

T9,12 = T5 (010) Tl (dll) T2 (d12) (28)

P
x/ “" 12

X2

[

Figura 2.6: Sistemas de Referencia Locales 9, 10, 11 y 12
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Las transformaciones para desplazarse del sistema de referencia local (z12, y12, 212)
hasta el sistema (215, y15, 215) estan mostradas en las figuras 2.7a y 2.7b.

Ti2.15 = Ts (013) T, (dia) Ty (dis) (2.9)

Figura 2.7: Sistemas de Referencia Locales 12, 13, 14 y 16
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Al utilizar las transformaciones que se observan en la figura 2.8, se llega al sistema local
(17, Y17, z17) desde el sistema (x4, Y4, 24). Esto es:

Ty17 = T3 (—dis) Ta (di7) (2.10)

S

Figura 2.8: Sistemas de Referencia Locales 4, 16 y 17
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Mostradas en las figuras 2.9 y 2.10 estan las transformaciones necesarias para despla-
zarse del sistema de referencia local (x17, y17, 217) al sistema (221, Y21, 221), representadas
por la siguiente matriz:

Ti721 = T5(—615) T, (dig) T2 (dao) T (021) (2.11)

Figura 2.9: Sistemas de Referencia Locales 17, 18 y 19
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2.1. ANALISIS DE POSICION

Figura 2.10: Sistemas de Referencia Locales 19, 20 y 21

De lo anterior se puede apreciar que las incognitas que se deben determinar para el

control del movimiento de la extremidad del robot son:

05,07, 010,013,018 y O

En la tabla 2.1 se muestran las caracteristicas geométricas de la extremidad del robot.

dor = 0.228 [m] diy 0.16 [m]

doy = 0.20 [m] dia 0.023 [m]
de, = 0 [m] di4 0.11 [m]

dy = 0.07 [m] dis = 0.39 [m]

ds = 0.08 [m] dig = 0.06 [m]

ds = 0.023 [m)] diy = 0.023 [m]

ds = 0.100499 [m]  dig = 0.220227 [m]
dg = 0.023 [m] dao 0.046 [m]

Tabla 2.1: Caracteristicas geométricas
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2.1.1. Solucién del Angulo 65

Una vez que ya se han definido los sistemas de referencia, se contintia con la solucién
de las incognitas. Para esto, se define el movimiento de la extremidad y del cuerpo, cada
uno sigue una trayectoria propia con un perfil de velocidad definido. Esto es detallado en
el apéndice B.

Para poder encontrar este angulo es necesario crear un lazo vectorial (Fig. 2.11).

Figura 2.11: Lazo Vectorial

De tal modo que para este lazo vectorial se tienen las transformaciones siguientes:

TO,l T1,3 Tl (d4) T4,17 T17,21 Tl (d15) = TO,15 (212)
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2.1. ANALISIS DE POSICION

donde:

T0,15 =T (iUe) T (ye) Ts (Ze)

Para poder determinar el angulo 65 se despejara de tal manera que tnicamente este
angulo se encuentre presente en una ecuacion.

Aplicando T5" (—di) T1' (ds) T13 Ty en ambos lados de la igualdad de la ecuacién
2.27 se tiene que:

Ty (di7) Ti701 Ty (dis) = T3' (—dig) Ty (ds) T;;, ng To1s (2.13)

Cada una de estas matrices homogéneas tiene la forma:

mi1 Miz2 Miz Miyg

Ma1 M Tag TNy

mg1 M3z M3z M34
0 0 0 1

De tal manera que al aplicar las transformaciones de cada uno de los lados de ecuaciéon
2.13 se tiene:

11 Q2 Q13 Qa4

T T Ty = 1202 02
o 0 0 1

bll 612 b13 b14
b21 b22 b23 b24

bsi bs2 b33 b3
0 0 0 1

T5' (—dig) T1" (ds) T13 Tg1 Tous =

donde ags = boy es:

dg + dog = (dgy + Ye — Y;) cls + (dgx — T + XC) s0s (2.14)

Se observa que la ecuacion 2.14 solamente contiene al a&ngulo 3. Reacomodando:

— (dﬁ + dgo) = — (dgy + Ye — }/c) C@g — (dgw — Te + Xc) 803 (215)

37



CAPITULO 2. ANALISIS CINEMATICO

se obtiene una ecuacién de la forma:

Ag 063 + Bg 863 = D3 (216)
donde:

A3 - _(d2y+ye_§/c)
BB = - (d2x — Te _'_Xc)
Dy = — (ds + dyo)

Resolviendo la ecuacién 2.16 se obtiene:

B D
03 = arctan (3) —arccos | ——— (2.17)
A /A% + B2

El desarrollo de la solucién a la ecuacion trascendental se encuentra en el apéndice C.

En la figura 2.12 se muestra la grafica del comportamiento del dngulo 63 segin la
condicién de movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del
robot.
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Figura 2.12: Angulo 65
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2.1.2. Solucién del Angulo 65

De la misma forma en que se obtuvo el angulo #5 y utilizando el mismo lazo vectorial
se obtendra el angulo #,5. Tomando los elementos a4 = b4 v ass = b3y de la ecuacion 2.13
tenemos respectivamente:

dig cbhs + dis ¢ (Oa1 + bhg) = —dy — (dow — e + Xe) e + (doy + ye — Ye) 803 (2.18)

— dygsbhis — diss (021 + b1s) = dig — dos + 2 — Z. (2.19)

Como el angulo 63 ya se obtuvo, el lado derecho de ambas ecuaciones contiene sélo
valores conocidos. Renombrando:

dig cbis + dy5 ¢ (021 + O18) = s (2.20)

— dygsbhs — diss (01 + b1s) = Pis (2.21)
donde:

g = —dy — (sz — Te + Xc) 3 + (de tYe — YVC) s03
518 = d16 —dy, + 2. — Ze

Despejando ¢ (0a1 + 013) v s (621 + 013) de las ecuaciones 2.20 y 2.21 respectivamente y
elevando al cuadrado ambas ecuaciones:

dis ¢ (021 + 018)* = (a1s — dag cbis)’ (2.22)
diss (021 + 61s)" = (—Prs — dro sths)” (2.23)

Sumando las ecuaciones 2.22 y 2.23 y empleando la identidad trigonométrica s6?4-c6? =
1 se obtiene:

dis = (ons — dig cbis)” + (—Pis — digsis)? (2.24)

Despejando cbig v sbig de la ecuacion 2.24 y simplificando:

Aygcbhs + Bigsths = Dig (2.25)
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CAPITULO 2. ANALISIS CINEMATICO

donde:

A1g = —2dy9 g
Big = 2dy9 Bis
Dy = — (_d%&s + d%Q + O‘%s + 6%8)

Resolviendo la ecuacién 2.25 para el angulo 63 se tiene:

B D
015 = arctan <18> + arc cos (18> (2.26)
As

\/ Aig + B

En la figura 2.13 se muestra el comportamiento del dngulo 65 segin la condicién de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.13: Angulo 65
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2.1.3. Solucién del Angulo 01

Para obtener el angulo 0 se utilizara el mismo lazo vectorial empleado para los angulos
05 y 615. Aplicando T1" (dig) T5 " (615) T4 17T1" (ds) T13Tg | en ambos lados de la ecuacion
2.13 se tiene que:

T (dao) T (621) Ty (dis) = T1' (dig) T (61s) Ty 1, T1 " (da) T 3To 1 To15 (2.27)

Si se considera la forma matricial, la ecuaciéon 2.27 se expresa:

fir fiz fiz fua g1 G912 g13 G4
for fo foz fa 921 Gg22 G23 Q24

far fs2 fazs faa 931 g32 933 (g3a
0 0 0 1 0 0 0 1

Se toman los elementos:

Jia = g14 (2.28)
f314 =34 (2.29)

donde:

f14 = d15 (o

g14a = —dyg — (dy + (doy — xe + X.) cb3) cOis + (doy + ye — Ye) cbig s
+ (—dig + dop — 2e + Z;) sO1s + (—dis + day — 2. + Z.) sbhs

f34 = d15 5091
931 = (dig — dor — 2e + Z) cbhs — (dy + (daw — xe + X.) O3 — (doy + ye — Ye) 805) sO1s

Renombrando g14 = an1 v g34 = P21 , y sumando las ecuaciones 2.28 y 2.29 resulta:

Agy clyy + Boy sty = Doy (2.30)
donde:
Ag = dy5
By = dy5
Doy = a9y — 521
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CAPITULO 2. ANALISIS CINEMATICO

La soluciéon a la ecuacion 2.30 esta dada por:

B D
0,1 = arctan (21> + arc cos (21> (2.31)

An VA3 + B3,

En la figura 2.14 se muestra muestra el comportamiento del angulo #5; segin la con-
diciéon de movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del
robot.
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Figura 2.14: Angulo 091
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2.1.4. Solucién del Angulo 6,

Par determinar el angulo 6; se emplearan los lazos vectoriales mostrados en la figura
2.15.

Figura 2.15: Lazos Vectoriales

Las transformaciones correspondientes a estos lazos vectoriales son:
T5 (ds) T2 (ds) T5 (67) T79 To12 T1215 = Taa7 T1721 (2.32)
Se aplica T5' (07) Ty " (dg) T5' (ds) en ambos lados de la ecuacién 2.32, obteniendo:
T79 To12 Ti215 = T35 (07) T3 (dg) T3 (ds) Tau7 Tz (2.33)

De forma matricial:

hiv hiz hag hag ki kiz ki3 kg

har haa  haz hay _ ko1 ko Koz kos

hsi hsa hss hsg k31 kso ksz ks
0O 0 0 1 o 0 0 1

Se toma hiy = k14 v h3ys = k34 , esto es:

dg C97 + d11 C (97 + 910) + d4 C (97 -+ 910 + 613) = dlg 0918 (234)

dg 807 + d11 S (97 -+ 810) + d4 S (97 + 910 + 013) = — (—d5 — d16 — d19 8018) (235)
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Y también hlg = klg y h33 = k332

S (07 + 910 + 913) =S (021 —+ 018) (236)

C (07 + 010 + 913) =C (021 + 018) (237)

Ahora sustituyendo las ecuaciones 2.36 y 2.37 en las ecuaciones 2.34 y 2.35 respectiva-
mente, resulta que:

dg C‘97 + d11 C (87 + ‘910) + d4 C (821 + 918) = d19 C‘glg (238)
dg 897 + dll S ((97 + 010) —I— d4 S (021 —I— 018) = — (—d5 — d16 — d19 8918) (239)

Despejando dyy ¢ (67 + 010) v di1s (07 + 619) de las ecuaciones 2.38 y 2.39, agrupando
términos conocidos y renombrando se tiene:

d11 C (97 + 610) = 7y — dg C97 (240)

du S (97 + 910) = 57 - dg 8‘97 (241)
donde:

a7 = dygcbis — dyc (b1 + 013)
Br = — (—ds — dig — digsbis) — dss (01 + O13)

Al elevar al cuadrado las ecuaciones 2.40 y 2.41, se obtiene:

d3y ¢ (07 + 010)* = (ar — ds cb-)? (2.42)
diys (07 + 910)2 = (87 — ds 897)2 (2.43)

Se suman las ecuaciones 2.42 y 2.43, y se simplifican utilizando la identidad trigono-
métrica 502 + cf? = 1:

i) = (a7 — ds c7)” + (B7 — dssty)” (2.44)
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Desarrollando la ecuacion anterior y agrupando términos semejantes que contengan la
incégnita 0;:

A7 C6)7 + B7 807 = D7 (245)
en donde:
A7 = ng (074
B; = 2ds 37

Dy =dg—diy + o7 + 7

Por lo tanto:

B D
07 = arctan <7> — arccos | ———— (2.46)
Aq \J A%+ B2

En la figura 2.16 se muestra el comportamiento del angulo #; segin la condiciéon de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.16: Angulo 67
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2.1.5. Solucién del angulo 6,

De igual manera que el angulo 07 y utilizando los mismos lazos vectoriales podemos re-
solver 619. Para esto se toma la ecuacién 2.32 y se aplica T (dg) T5 ' (67) T3 (dg) T3 (ds)
en ambos lados, lo que da como resultado:

Ty (dg) To12 T1215 = Tfl (dg) Tgl (67) T51 (de) T§1 (ds) Tya7 T17.21 (2.47)

De manera matricial:

P11 P12 P13 Pi4 q11 d12 413 qi4

D21 P22 P23 P24| _ |421 922 423 Q24

P31 P32 P33 P34 31 432 433 (34
0 0 0 1 0 0 0 1

Empleando los elementos pi14 = q14 ¥ P34 = @34 :

di1 cbho + dya ¢ (010 + 613) = (ds + dig) sb7 + dig ¢ (07 — O13) — ds (2.48)
— dyy 8610 — dias (010 + bh3) = — (ds + dig) b7 + digs (07 — b1s) (2.49)

asl como P13 = q13 Y P33 = (33:

S (910 + 913) =5 (07 — 021 — O13) (2-50)
¢ (010 + 6h13) = c (07 — 021 — O15) (2.51)

Sustituyendo las ecuaciones 2.50 y 2.51 en las ecuaciones 2.49 y 2.48 respectivamente:

dll C910 + d14 C (97 — 921 — 918) = (d5 + d16) 897 + dlg C (97 - 918) — dg (2.52)
— dy1 8010 — dias (07 — 21 — bhs) = — (d5 + dig) cO7 + digs (07 — b1g) (2.53)

Despejando términos que contengan 6y de ambas ecuaciones:

d11 0910 = (d5 -+ d16) 897 + d19 C ((97 — 918) — dg — d14 C (97 — 921 — 918) (254)

dll Selo = (dg, + d16) C97 — dlg S (97 — ‘918) — d14 S (6‘7 — 921 — 018) (255)
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Dividiendo la ecuacién 2.54 entre la 2.55:

donde:

cbo _ A
s610 By

(2.56)

Ajg = (ds + dig) 807 + digc (67 — O15) — ds — drac (07 — Oa1 — O15)
Bio = (ds + dig) cO7 — digs (07 — O1s) — dias (07 — Oa1 — bhg)

Por lo que la solucién para el angulo 6y es:

Bio
010 = arct <>
10 = arctan A,

(2.57)

En la figura 2.17 se muestra el comportamiento del dngulo 6y segin la condicién de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.17: Angulo 61
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2.1.6. Solucién del angulo 63

Finalmente para obtener el angulo 63 se utilizan los mismos lazos vectoriales de la
figura 2.15. Debido a que los angulos 63, 07,019,615 y 021 son ya conocidos, se busca una
ecuacion en la que la se encuentra incégnita . Para este fin se aplican las trasformaciones

T1 " (di1) T5 " (610) T76T5 " (67) T3' (ds) T3 (ds) a la ecuacion 2.32, esto es:

T5 (ds) T2 (ds) T5 (67) Tr9 To12 Ti215 = Ta17 Tirn (2.58)

De forma matricial:

Ul U2 U1z Uig V11 V12 Vi3 Vi4

U21 Uz U2z U24| _ (V21 V22 V23 U

Uzl Uz2 U3z Us3g V31 U3z2 U3z Usg
0 0 0 1 0 0 0 1

Utilizando los elementos w14 = v14 y Ugy = V34 :

diy b3 = —dyy — dg cbip + dig ¢ (07 + 010 + 1s) + (d5 + dis) s (07 + 610) (2.59)

— dyg 8tz = —dgsbip + digs (07 + 010 + bhs) — (ds + die) ¢ (67 + 610) (2.60)

Dado que en el lado derecho de las ecuaciones 2.59 y 2.60 se encuentran sélo valores
conocidos, se dividen ambas ecuaciones, de lo cual se obtiene:

Ceﬁ _ @ (2.61)
sO13 Bis '

donde:

A3 = —dyy — dgcbyg + digc (07 + 010 + b1s) + (d5 + dis) s (07 + 610)

Blg = dg 8910 — dlg S (97 + 910 + 018) + (d5 + d16> C (97 -+ (910)
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De la ecuacién 2.61 tenemos que la soluciéon para el angulo 6;3 es:

B
13 = arctan <l3> (2.62)
A

En la figura 2.18 se muestra el comportamiento del angulo 63 segin la condicién de
movimiento y las trayectorias establecidas para el cuerpo y la extremidad del robot.
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Figura 2.18: Angulo 63
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2.2. Analisis de Velocidad

El problema cinematico inverso para la velocidad es:

Dada la velocidad del cuerpo (Xc, YC, ZC) y de la extremidad (&, ¥e, 2.), en-

contrar 63, 6, 010, 613, 015, Oa1, los cuales definen la velocidad de las juntas.

En el andlisis de velocidad, se asume que la posicion y la orientacion de los cuerpos
son conocidos y que son resultado del andalisis de posicion. La velocidad de un punto o un
cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida por la derivada respecto al
tiempo de la posicion.

2.2.1. Velocidad Angular 6,

Para obtener 65 se toma la ecuacién 2.16 y se deriva con respecto al tiempo, obteniendo:

03 = &V + X Vo + YoVs + 9.Va (2.63)

donde Vi v V5 se obtiene al agrupar todos los términos que contienen a i, y X, res-
pectivamente, al derivar 3 con respecto al tiempo. De igual manera V3 y Vj, al agrupar
términos semejantes de Y. y 7e.

En la figura 2.19 se muestra la grafica correspondiente a la velocidad angular 65 de la
extremidad del robot. Se puede observar el comportamiento de las fases del movimiento,
durante los primeros dos segundos comienza el traslado del cuerpo y de la extremidad a
lo largo de sus respectivas trayectorias definidas, mientras que después, se posiciona la
extremidad en el suelo y se continua el desplazamiento del cuerpo. Estas velocidades son
de esperarse, ya que se trata de la junta entre el cuerpo y el eslabén 1, la cual permite el
avance tanto del cuerpo como el de la extremidad.
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Figura 2.19: Velocidad angular 63
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2.2.2. Velocidad Angular 645

Obteniendo el dngulo 65 al derivar con respecto al tiempo la ecuacién 2.25, resulta:

Ors = oV + 0 Ve + 2Ve + XV + YoV + ZVig + 65Viy (2.64)

donde Vi, Vs v V7 se obtienen al agrupar términos que contienen a ., 9. v Z. respecti-
vamente, al derivar 615 con respecto al tiempo. Asi mismo Vg, Vg y Vg al agrupar términos
de X,., Y.y Z. . Finalmente V}; para términos de 65.

En la figura 2.20 se presenta la grifica correspondiente a la velocidad angular 65 de la
extremidad del robot. Se puede apreciar claramente el momento en que que la extremidad
es posicionada en el suelo, ya que después de que ocurre esto la velocidad de este angulo
se ve reducida en gran medida.
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2.2.3. Velocidad Angular 6,

Al tomar la ecuacion 2.30 y derivarla con respecto al tiempo, se obtiene:

921 = (2 Vig + 9 Vis + 2.Via + Xcvls + YcV16
+ Zc‘/17 + 93‘/18 + 918%9)‘@0 (2.65)

donde V5, Vi3 v Vi se obtienen al agrupar términos que contienen ., 9. v Z. a res-
pectivamente, al derivar #5; con respecto al tiempo. Asi mismo V5, Vig v Vi7 al agrupar
términos de XC, YC y Zc, Vig y Vig para términos de 93 y 918. Voo se obtiene al factorizar
valores semejantes en todas las variables.

La grafica de la velocidad angular 6, de la extremidad es presentada en la figura 2.21.
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Figura 2.21: Velocidad Angular 921
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2.2.4. Velocidad Angular ¢;

Tomando la ecuaciéon 2.45 y derivando con respecto al tiempo se tiene:

07 = 015Va1 + 021 Vo (2.66)

donde V51 y Vay se obtienen al agrupar términos que contienen a 918 y 921 respectiva-
mente, al derivar 6; con respecto al tiempo.

Se puede observar el comportamiento de la velocidad angular 0; de la extremidad en
la figura 2.22.
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Figura 2.22: Velocidad Angular 6;
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2.2.5. Velocidad Angular 4,,

Tomando la ecuaciéon 2.56 y derivando con respecto al tiempo se tiene:
b0 = (918‘63 + 091 Vay + 97%5) Vag (2.67)

donde Va3, Vou v Vos se obtienen al agrupar términos que contienen a 65, 6o v 67
respectivamente, al derivar 6y con respecto al tiempo. Para obtener Va4 se factorizan los
valores semejantes en todas las variables.

En la figura 2.23 se aprecia la grafica de la velocidad angular 61y de la extremidad.
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2.2.6. Velocidad Angular 6,5

Tomando la ecuaciéon 2.61 y derivando con respecto al tiempo se tiene:

013 = (918‘/27 + O10Vas + 97%9) Vao (2.68)

dondeVsr, Vog v Vog se obtienen al agrupar términos que contienen a 918, 910 y 97 res-
pectivamente, al derivar 013 con respecto al tiempo. Al factorizar los términos semejantes
en todas las variables se obtiene V3.

En la figura 2.24 se muestra la grafica correspondiente a la velocidad angular 65 de la
extremidad.
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2.3. Analisis de Aceleracion

El problema cinematico inverso para la aceleracion es:

Dada la aceleracion del cuerpo (Xc, Y., Zc) y de la extremidad (Z., ¥e, Ze),

encontrar 93, 97, 910, 913, 918 y 921, los cuales definen la aceleracion de las juntas.

En el analisis de aceleracién, se asume que la posicién, orientacion, y velocidad de
los cuerpos son conocidos y que son resultado del andlisis de posicién y de velocidad.
La aceleracion de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser
obtenida por la derivada respecto al tiempo de la velocidad.

2.3.1. Aceleracion Angular é3

Tomando la ecuacién 2.63 y derivando respecto al tiempo:

O3 = i Vi + X Vo + YoVs + §cVi + Ko (2.69)
donde:

Kl :jje‘./l +Xc%+}/;‘/3>+ye‘/;l

La gréfica correspondiente a la aceleracién angular 65 de la extremidad del robot se pre-
senta en la figura 2.25. En esta se observa el cambio del comportamiento, correspondiente
al traslado y al posicionamiento de la extremidad, y al movimiento del cuerpo.
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Figura 2.25: Aceleracién Angular 65
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2.3. ANALISIS DE ACELERACION

2.3.2. Aceleracién Angular 05
Tomando la ecuacién 2.64 y derivando respecto al tiempo:
Ois = Vs + Vo + 2V + XVs + YoV + ZVig + 03Vin + Ky (2.70)
donde:
KQ = i'e‘./f) + ye% + 2€V7 + Xc‘/B + Y;VE) + Z‘c“/lo + 93‘./11

En la figura 2.26 estd mostrada la grafica de la aceleracién angular 65 de la extre-
midad del robot. De igual manera se aprecia un cambio considerable en la aceleracion,
correspondiente a los movimientos de la extremidad.
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Figura 2.26: Aceleracién Angular 65
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CAPITULO 2. ANALISIS CINEMATICO

2.3.3. Aceleracion Angular égl

Tomando la ecuaciéon 2.65 y derivando respecto al tiempo:

fy1 = (ievm + i Vis 4 2 Via + X Vis + YoVig + ZVir + 05Vig + 918‘/19) Voo + K3 (2.71)

donde:

K3 = (ii?evlz + 9 Vi + 2 Vig + X Vis + YoVig + ZVir + 03Vig + 918‘719) Vao

+ (itevm + 9 Vis + 2Via + X Vis + YoVig + ZVig + 03Vig + 918‘/19) Vo
La aceleracion angular 921 de la extremidad del robot es mostrada en la figura 2.27.
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Figura 2.27: Aceleraciéon Angular 921
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2.3. ANALISIS DE ACELERACION

2.3.4. Aceleracion Angular 97

Tomando la ecuaciéon 2.66 y derivando respecto al tiempo:

07 = 015Voy + 091 Voo + K4 (2.72)
donde:
Ky = 018Va1 + 091 Vay

La figura 2.28 muestra la grafica de la aceleracién angular ; de la extremidad del robot.
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Figura 2.28: Aceleracién Angular 67

61



CAPITULO 2. ANALISIS CINEMATICO

2.3.5. Aceleracién Angular 6y
Tomando la ecuacién 2.67 y derivando respecto al tiempo:
b0 = (518‘/23 + 01 Vo + é?‘/%) Vas + K (2.73)
donde:
K;5 = (918‘723 + 01 Vo + 97%5) Vae + (918‘/23 + 01 Vag + 97‘/25) Vag

La grifica de la aceleracién angular 6y de la extremidad del robot se presenta en la
figura 2.29.
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Figura 2.29: Aceleracién Angular 6y
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2.3.6. Aceleracion Angular 913

Tomando la ecuaciéon 2.68 y derivando respecto al tiempo:

O3 = (918‘/27 + 010 Vag + é?‘/29) Va0 + K (2.74)
donde:

K¢ = (918%7 + 910%8 + 97%9) Vio + (918‘/27 + 910‘/28 + 97‘/29) V:so

En la figura 2.30 se aprecia la grafica correspondiente a la aceleracién angular 6,5 de la
extremidad del robot.
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Figura 2.30: Accleracién Angular 05
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Capitulo 3
Analisis Dinamico

En este capitulo se presenta la formulacion Newton-Euler para el anélisis dindmico de
la extremidad de un RMCD. La formulacion de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas
aplicadas sobre los eslabones, por lo tanto, las ecuaciones dinamicas resultantes incluyen
todas las fuerzas de restriccion entre dos eslabones adyacentes. Estas fuerzas de restriccion
son ttiles para el disefio de los eslabones y rodamientos.

El método consiste en el calculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada
eslabon, seguido por el calculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para
el desarrollo de este andlisis se emplean matrices de rotaciéon béasicas que nos permiten
representar la rotaciéon de un cuerpo en el espacio. Ya que la rotacion es un giro en el
espacio de tres grados de libertad, un conjunto de tres parametros independientes son
suficientes para describir la orientacién de un cuerpo en el espacio [86].

Las siguientes matrices representan la rotacion alrededor de los ejes Z, i y 2 respecti-
vamente:

1 0 0 ]

R,(0,) =10 cb, —sb, (3.1a)
0 sO, cb, |
[ ch, 0 sb,]

Rs(0,)=| 0 1 0 (3.1b)
| —s0, 0 cb,
[c, —sO, 0O

Re(0,) = [s0, b, O (3.1¢)
0 0 1

65



CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

De igual manera se definen las matrices antisimétricas que representan las traslaciones
para los ejes &, § y 2:

00 O
Si(x)=10 0 —=z (3.2a)
L0z 0 |
000y ]
So (y) = 0 00 (3.2b)
|~y 0 0]
[0 —2z 0]
0 0 0]

El problema general en el analisis dindmico, es la determinaciéon de los efectos de las
fuerzas externas que aseguran el movimiento requerido para ciertos cuerpos, la determina-
ciéon del movimiento de los cuerpos restantes y finalmente el calculo de las reacciones en
todos los pares cinematicos.

M=rxF

Yy P
xr

Figura 3.1: Momento de una fuerza
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Una fuerza actuando sobre un cuerpo rigido tiene la misma caracteristica que un vector
sujeto a una linea. Este es un vector de linea cuyos efectos pueden ser expresados en
cualquier punto, sustituyéndolo por un vector fuerza F, y una vector acoplado M =r x F,
donde r es el vector radio y determina la posicion del punto actual P de la fuerza sobre la
linea de accién con respecto al punto escogido O (Fig. 3.1). Se expresaran los efectos de
esta sustitucién de acuerdo a la siguiente definicién [87]:

Fo=|F, M|=[F, F, F., M, M,, M,] (3.3)

Para ensamblar las ecuaciones basicas se utilizan diagramas de cuerpo libre. Existen
fuerzas de tres tipos actuando sobre un cuerpo libre j: fuerzas activas o aplicadas, fuerzas
de reaccion y fuerzas de inercia. Se denotaran estas fuerzas con el simbolo F con los
superindices A, R e I respectivamente. Los efectos de todas estas fuerzas deben estar en
balance, de acuerdo al principio de d’Alembert. Para poder comparar estas fuerzas, estas
deben estar expresadas en el mismo sistemas de referencia de coordenadas. Esto puede ser
en un marco de referencia fijo. Sin embargo las ecuaciones también pueden ser definidas
en un sistema de referencia local. Se toma el sistema de cuerpos en la figura 3.2 para
ejemplificar estas definiciones.

Figura 3.2: Sistema de dos cuerpos
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

Es posible separar los cuerpos y hacer diagramas de cuerpo libre, montando sistemas
de referencia en los ejes de revoluciéon como se muestra en la figura 3.3.

Cuorpe 2

Figura 3.3: Fuerzas y momentos ejercidos en los eslabones

Las ecuaciones de equilibrio dindmico se definen como:

> F=mag (3.4a)

M=M,+r xXxmag 3.4b
g
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donde mag y M, son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente definidos en
la base inercial (xq, Yo, 20)-

Figura 3.4: Fuerzas y momentos definidos en la base (x1, y1, 21)

Aplicando las ecuaciones de equilibrio dinamico al cuerpo 1 y definiéndolas en la base
local (21, y1, 21) (Fig. 3.4), se tiene:

fa + fl + R172 (—fg) + Rl,O W = Rl,g (m aGl) (353)

To+m +Rio(—my) + 15 X Ryo(—f) +re1 X Rygwy =
Rl,O MGl + rgr X RI,O (m aGl) (35b)
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

donde:

f, = [0, 0, fu"
fi = [f1o, frg fro]”
f2 = [f2m7 f2y7 fQZ]T
Wi = [07 Oa my g]T
T

ag) = [aGlxa AG1y, GGlz]
Ta = [07 07 Ta]T

T
m; = [Mlxa Mlya 0]

my = [Mlza Mly7 O]T

M1 = [Mgie, Mary, Mar.]"

Los vectores f,, fi 7, y m; estdn definidos en la base (z1, y1, 21). Los vectores f, y my
estan definidos en la base (3, Yo, 22). Los vectores wi, agi y Mg estdn definidos en
la base (z0, Yo, 20)-

Por otro lado, se tiene que Ry o y Ry 2 son matrices de transformacion, para desplazarse
de la base (xq, Yo, 20) a la base (x1, y1, z1) y de la base (x2, y2, 22) a la base (z1, y1, 21)
respectivamente. Los vectores que no son transformados, ya estan definidos en la base
(1, y1, 21). Se emplean matrices antisimétricas para definir el producto cruz, esto es S =
r X, por lo tanto las ecuaciones 3.5a y 3.5b se reescriben como:

fa —+ f1 —+ RLQ (—fg) + Rl,O Wi = RI,O (m aGl) (36&)

To+m +Ryo (—ma) +S3Ryo (—£2) +Se1 Rigwi = RioMeai +Sai Ry (mag:) (3.6b)
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Ahora se agrupan las ecuaciones en un arreglo matricial:

f, + f; . R1,2 0 f, + Rl,o 0 Wi |
Ta m, S2R1,2 R1,2 msy SG1R1,0 R1,0 0

Rio 0 miagt
i 3.7
[ SciRi0 Rip ] [ Me ] (3.7)

Renombrando:

F,+F —Qi2Fo+ Qi oW1 =Q0Fx (3.8)

donde:

F,=[f, 7 =1[0,0, F, 0,0, 7,]"

F, = [f}, ml]T = [Fig, Fiy, 0, My, My, O]T

Fy = [f, my]" = [Fy,, Foy, Fo,, My, My, 0"

W, = [wy, 0] = [0, 0, —mg g, 0, 0, 0"

Faor = [fi, mi]" = [acia, aGiy, Aciz, Maiz, Maiy, Mey.)"

Q . Rl,() 0
Lo SciRip Rip

. RLQ 0
Quz = [ SoRi2 Ry 1

Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales se tiene:

FA4+FE4F =0 (3.9)
donde:
FA=F,+ Q1 0W,
Ff=F; — Q1.F,
F!/ = Qi oFc1
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

Estas ecuaciones se definen como:

F4: Torsor de fuerzas y momentos aplicados al cuerpo.
F%: Torsor de fuerzas y momentos de reaccién del cuerpo.
F!: Torsor de fuerzas y momentos inerciales.

Q, ;: Matriz de transformacion de torsores de la base 7 a la base j.

Para un analisis estatico se tiene que:

F' =0

La ecuaciéon 3.9 representa las ecuaciones de equilibrio dindmico mediante el uso de
torsores de fuerzas. Un torsor de fuerza es un vector de 6 componentes, los primeros tres
componentes son fuerzas asociadas a la traslaciéon del cuerpo y los segundos tres compo-
nentes son torques o momentos asociados al giro del cuerpo. Una expresion similar puede
ser obtenida para el cuerpo 2.
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3.1. ANALISIS DINAMICO DE LA EXTREMIDAD

3.1. Analisis Dinamico de la Extremidad

Para poder realizar el andlisis dindmico de la extremidad se definen los cuerpos mos-
trados en la figura 3.5.

Figura 3.5: Cuerpos que integran la extremidad
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

3.1.1. Analisis del Cuerpo 1

En la figura 3.6 se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) para el cuerpo 1.

Figura 3.6: DCL para el cuerpo 1

Tomando la suma de las fuerzas que actian en el cuerpo 1 (cl) respecto al sistema de
referencia (z1, y1, 21), se deduce:

FL1+FE+FL =0 (3.10)
donde:

F?l = Q1,0 W, — Q1,3 T,
Fﬁ = —Q1,3 F1,2

Fl, = [Fo1, Mg )
Se define:

Foi = —miag

MGI = — (IGl ALQ + Ql,O X (IGIQLO))
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3.1. ANALISIS DINAMICO DE LA EXTREMIDAD

I es la matriz de inercias medidas en el centro de gravedad del cuerpo 1y esta definida
como:

lex Ila:y ]1acz
IG’I = Ily:c [1yy Ilyz
[1zx [1zy [lzz

También se tiene:
T
T, =10,0,0,0,0, 7]
F1,2 - [Fl,Qza F1,2y7 F1,22a MI,ZCC) M1,2y7 O]T

W, = [0, 0, —me1 g, 0, 0, 0]"

Definiendo nuevamente:

donde 7 es la base local en la que se estd midiendo y 7 la base donde estan aplicados
los torsores.

Entonces:

Q . Rl,O 0
Lo | S1oRi10 Rip |

Qus— R 0
b | Si3Ri3 Rags |

Tomando las matrices antisimétricas y de rotacién antes definidas se tiene que:

R, =R (0)

Ri3 = R (03)
S10=S1(0)+S2(0) + S3(0)

S13 = S1 (daz) + S2 (d2y) + S3 (da.)
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

3.1.1.1. Velocidad y Aceleracién Angular

Debido a la trayectoria que se ha definido (Apéndice B), el cuerpo 1 describe una linea
recta y no realiza cambios en su orientacion a lo largo del movimiento, por lo tanto se tiene
que:

91,0 =0 ALQ =0

3.1.1.2. Aceleracién del Centro de Gravedad

Figura 3.7: Centro de gravedad del cuerpo 1

Definiendo el vector R de manera inercial, esto es, medido desde el sistema de refe-
rencia (o, Yo, 20). De la figura 3.7 se tiene que:

RGl == R1 (311)

donde: R, =X, Y, Zc]T
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Derivando respecto al tiempo Ry, se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

V=X, Y, 2]

Ve =V,

(3.12)

Ahora para encontrar la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 1, se deriva
respecto al tiempo la ecuacion 3.12.

A =XV, 2]

Aci = Ay

(3.13)

A se encuentra definido en la base local (xg, yo, 20), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 1 han sido definidas en la base (x1, y1, 21), pero debido a que no existen rotaciones
entre estas dos bases, resulta que:

ac1 = Ax

Siendo ag; la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 1 definido en la base

(21, y1, z1). El comportamiento de ag; se observa en la figura 3.8.
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

3.1.2. Analisis del Cuerpo 2

_F2,6

Figura 3.9: DCL para el cuerpo 2

Realizando la suma de las fuerzas en el cuerpo 2 respecto al sistema de referencia
(w3, y3, 23), se tiene:

FL4+FL+F,=0 (3.14)
donde:

F4 =T +Q37Ty+ Qs18 T3 + Qz0 Wy
Fg = F1,2 - Q3,7 F2,3 - Q3,18 F2,6

FL, = [Fgo, Mgs]”
Definiendo:

Feoo = —moag

Meao = — (Ig2 Az + Q30 X (Ig2Q30) + Sga (M2 age))

78



3.1. ANALISIS DINAMICO DE LA EXTREMIDAD

Medida desde el centro de gravedad del cuerpo 2, I es la matriz de inercias y se define:

I21’x IQa:y IQacz
IG2 = IQy:c [2yy IZyz
[2zx [2zy [2zz

El vector que representa el brazo de palanca medido desde el sistema local (x3, ys3, 23)
al centro de gravedad del cuerpo 2. Es expresado en términos de la matriz antisimétrica
Sg2, cuyos términos son el vector del centro de gravedad rgo = (xg2, Y2, 262)-

0  —z2g2 Ya2
Sce = | a2 0 —za2
—Ya2 TG 0

También se tiene:
T
T2 - [Oa 07 Oa 07 Oa TQ]
T
T3 == [Oa 07 Oa 07 07 7—3]
Fos = [Fope, Fogys Fogey Moy, 0, Mys.)"
Fo5 = [Fo0, Fogys Fogey Mags, 0, Mog]"

W, = [0, 0, —me2 g, 0, 0, 0]"
De igual manera se tiene que:

Q . R370 0
50 i S30Rs30 Rspo |

Q . R3’7 0
T | Ss7Rs7 Rsyr |

Qs1s = Rs s 0
3,18 =
S318R318 Rsis
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donde:
Rso = R (—03)
Rs7 =Rs(67)

R3,18 = R5 (918)
S30 = S
8377 = Sl (d4) + SQ (dﬁ) + Sg (d5)

Ss18 = S1(ds) + Sa (di7) + S3 (—dss)

3.1.2.1. Velocidad y Aceleracién Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 2 medida desde el marco de referencia inercial
es:

9073 = W3 (315)

donde:
W3 = [0, 0, ég}T

Se necesita la ecuacién 3.15 medida desde la base (3, ys, 23), pero debido a que no
existen rotaciones entre las bases, resulta que:

93,0 = 9073 (316)

Ahora para obtener la aceleracién angular, se toma la ecuacion 3.15 y se deriva con
respecto al tiempo, quedando:

A073 = Q3 (317)

donde:

a3 = |:O, O, ég}T
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De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (z3, ys, 23),

obteniendo:

Las graficas de €23 y Asp se muestran en las figuras 3.10 y 3.11.
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Figura 3.10: Velocidad €23
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N
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Figura 3.11: Aceleraciéon As

(3.18)
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3.1.2.2. Aceleracién del Centro de Gravedad

Figura 3.12: Centro de gravedad del cuerpo 2

Definiendo inercialmente el vector Rgo, como se muestra en la figura 3.12, se aprecia
que:

R =Ri+Rs+ Ry (3.19)
donde:
R; = [doy, day, do.]"
Ry = Re (03) res con: Ty = [Te2, Yao, ZG2]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuacion 3.19, esto es:

VG2 - V1 + V3 + V/GQ (320)
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donde:

V3 =0
V,GZ = 90’3 X R‘/G2

Y finalmente para obtener la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 2, se deriva
la ecuacién 3.20:

AG2 = A1 + A/GQ = A1 + A073 X R/GZ + 90’3 X V/G2 (321)

Ao se encuentra definido en la base local (zg, yo, 20), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 2 han sido definidas en la base (z3, y3, 23), por lo que la aceleracion debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

age = R30Ag

El comportamiento de ago se observa en la figura 3.13.
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3.1.3. Analisis del Cuerpo 3

Figura 3.14: DCL para el cuerpo 3

Para el cuerpo 3 se realiza también suma de fuerzas respecto al sistema de referencia
(7, y7, 27), esto es:

FL+FELFL=0 (3.22)
donde:

F4 = —Ty + Q7o W3
Fg = F2,3 - Q7,10 F3,4

FL, = [Fes, Mgs]”
Se define:

Fgz = —mszags

Meas = — (Igs A7 + Q70 X (I63Q70) + Sas (ms ags))
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La matriz de inercias medida desde el centro de gravedad del cuerpo 3 se define como:

I3x:p I3zy I3a:z
IGS = ]3y$ I3yy ]3yz
I3zx I3zy ]32,2

La matriz antisimétrica Sgs representa el brazo de palanca medido desde el sistema local
(7, y7, 27) al centro de gravedad del cuerpo 3 en términos del vector rgs = (zas3, Yas, 2G3)-

0 —Z2G3  Yags
Sas = | 2a3 0 —TG3
—Yaz  Ta3 0

También se tiene:
F3,4 = [F3,4337 F3,4y7 F3,4za M374x7 07 M3,42]T
W3 = (0,0, —mgsg, 0,0, 0]

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar W3 y F3 4 al sistema de referencia
en el cual se han planteado las ecuaciones del cuerpo 3, son respectivamente:

Q i R7’0 0
o S7oR70 Rrp

Q1o — R7.10 0
10 S7.10R710 R0

donde las matrices de rotacién son:

R7o=Rs(—07) Rs (—03)

R7,10 = R5 ('910)
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

y las matrices antisimétricas:

S70=Sa3
S7.10 = S1 (ds) + Sz (dy)

3.1.3.1. Velocidad y Aceleracién Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 3 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Qo7 = w3z +wor (3.23)
donde:

4T
w7 = Re (63) wr , wr = [07 0, 97}

Ahora definiendo la ecuacién 3.23 en la base (z7, y7, 27):

Q70 =Rr7oQ7 (3.24)

Para obtener la aceleracion angular del cuerpo 3 se toma la ecuacion 3.23 y se deriva
con respecto al tiempo, obteniendo:

Apr =03+ a7+ ws X wor (3.25)
donde:

o7 = Rg (03) ar, a7 = {0, 0, 97}

De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (z7, y7, 27),
obteniendo:

A7 =R70Ao7 (3.26)
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Las graficas de €27 y A7 se muestran en las figuras 3.15 y 3.16.
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Figura 3.16: Aceleracion A7
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3.1.3.2. Aceleracién del Centro de Gravedad

Figura 3.17: Centro de gravedad del cuerpo 3 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
cién)

En la figura 3.17 se muestra el vector Rz, el cual se define desde el sistema de referencia
(3707 Yo, ZO):

Res =Ri+Rs3+ R;+ Ry (3.27)
donde:
R7 = R6 (03) ry , con: ry — [d4, d@, d5]T
a3 = R (03) Rs (07) r55 con: T = [Tas, Yas, zcs|

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuacion 3.27:

Vas =Vi+Vs3+ Vi + Vi, (3.28)
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donde:
Vi=QsxRr , Vi =Q7 xRy

Se obtiene la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 3, derivando la ecuaciéon
3.28:

A=A +A;+ A’Gg (3.29)
donde:

A7 = A073 X R7 + 9073 X V7

A,G3 = A0’7 X R‘/GS + 9077 X V/G?;

A3 se encuentra definido en la base local (xg, yo, 20), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 3 han sido definidas en la base (z7, y7, 27), por lo que la aceleracién debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

ags = R7oAgs

El comportamiento de ags se observa en la figura 3.18.
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Figura 3.18: Aceleracion ags
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3.1.4. Analisis del Cuerpo 4

Figura 3.19: DCL para el cuerpo 4

Para el cuerpo 4 se realiza también suma de fuerzas respecto al sistema de referencia
(Ilo, Y10, 210), esto es:

FL+FE+F, =0 (3.30)
donde:

A
Fc4 - Ql0,0 W4
R _
Fc4 - F3,4 - Q10,13 F4,5

Fl, = [Fas, Maa]”

Se define:

Foy = —myacy

Meas = — (Iga Aroo + Q100 X (I6aQ100) + Sca (Maacgs))
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La matriz de inercias medida desde el centro de gravedad del cuerpo 4 es:

I4:1::B I4zy I4a:z
IG4 = I4y$ -[4yy ]4yz
I4zx I4zy ]42,2

La matriz antisimétrica Sgy medida desde el sistema local (10, Y10, 210) representa
el brazo de palanca al centro de gravedad del cuerpo 4 en términos del vector rgys =

($G47 Yaa, ZG4)-

0  —zgs Ycua
Sca = | 2ca 0 —zga
—Yas Tqa 0

También se tiene:
Fus = [Fise, Fisys Fise, Muse, 0, Mys.]"
W, =10,0, —meag, 0,0, 0]"

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar Wy y Fy45 al sistema de referencia
en el cual se han planteado las ecuaciones del cuerpo 4, son respectivamente:

Quoo = Riop 0
100 S100R100 Riopo

Q B Rio 13 0
10,13 =
Si0,13R10,13 Rio,is

donde las matrices de rotacién son:

Rioo = Rs (—010) Rs (—07) Rg (—0s)

Ri013 = R5 (013)
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y las matrices antisimétricas:

S10,0 = Scu

S1013 = S1 (d11) + S2 (d12)

3.1.4.1. Velocidad y Aceleracién Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 4 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Q10 = w3 + wo,7 + wo,10 (3.31)

donde:

. 4T
Wo,10 = Rs (93) R; (97) T W10 = {07 0, 910/}

Ahora definiendo la ecuacién 3.31 en la base (x19, Y10, 210):

Q10,0 = Ri0,0820,10 (3.32)

Para obtener la aceleracion angular del cuerpo 4 se toma la ecuaciéon 3.31 y se deriva
con respecto al tiempo, obteniendo:

A0710 = (3 —+ o7 + wsg X Wwo,7 + 0,10 —+ ((.dg + w077) X Wo,10 (333)

donde:
w AT
&op,10 = Rs (93) Rs (97) i, Qi = [0> 0, 910}
De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (10, Y10, 210),

obteniendo:

Ai0,0 = RiopAo10 (3.34)
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Las graficas de €210 y Ai0,0 se muestran en las figuras 3.20 y 3.21.
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3.1.4.2. Aceleracién del Centro de Gravedad

Figura 3.22: Centro de gravedad del cuerpo 4 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
cién)

En la figura 3.22 se muestra el vector Ry, el cual se define desde el sistema de referencia
($07 Yo, ZO):

Roau=Ri+Rs+R;+Ryg+ R'G4 (3.35)
donde:
Rio = Rs (93) R; (97) Iy, con: ryp = [ds, dy, O]T
/G4 =R (93) R; (97) R; (910) 1"@4 ) COIL: 1‘,(;4 = [Z’G4, Yaga, ZG4]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuacion 3.35:

Vi =Vi+Vs+ Vi+ Vi + Ve, (3.36)
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donde:

Vi = Q0,7 x Rig
! !
Vs = Q010 X Regy

Se obtiene la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 4, derivando la ecuaciéon
3.36:

Aci=A1+ A+ A+ Ay, (3.37)
donde:

A=A xRig+ Qo7 x Vy
/ / !/
Aty = Aoo X Ry + Qo0 X Vigy
Ay se encuentra definido en la base local (xg, yo, 20), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 4 han sido definidas en la base (z19, Y10, 210), por lo que la aceleracién debe ser

transformada a esta base, lo que resulta:

aga = R10,0AG4

El comportamiento de ag4 se observa en la figura 3.23.
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Figura 3.23: Aceleracion agy
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3.1.5. Analisis del Cuerpo 5

s

Figura 3.24: DCL para el cuerpo 5

De la figura 3.24 se tiene que la suma de fuerzas respecto al sistema de referencia
(213, Y13, 213) para el cuerpo 5 es:

FL4+FELFL =0 (3.38)
donde:

F?5 = Q30 W5
Ff,, =Fu5+ Q314 F56 + Q315 Fo5
Fl = [Fas, Mgs)"

Se define:

Fes = —msags

Mes = — (Igs A1z + Q30 X (Ies30) + Sas (ms ags))
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La matriz de inercias medida desde el centro de gravedad del cuerpo 5 es:

[5;1:30 ISxy I5xz
IG5 = [5yx [5yy ISyz
I5z:v I5zy I5zz

La matriz antisimétrica Sgs medida desde el sistema local (13, y13, 213) representa
el brazo de palanca al centro de gravedad del cuerpo 5 en términos del vector rgs =

(«TG5> Yas, ZG5)-

0  —zes  Yos
Sas = | Zas 0 —a¢s
—Yas  Tas 0

También se tiene:

Fse = [Fs560, F56y, F56:, Ms60, 0, M5,6z]T
Fos = [Fosz, Fosy, Fosz, 0,0, 0"

W;5 =0, 0, —mas g, 0, 0, 0"

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar W5, F56 y F 5 al sistema de refe-
rencia en el que se definieron las ecuaciones para el cuerpo 5, son respectivamente:

Quso = Risp 0
13,0 =
Si30R130 Raszp

1 0]
Q13,14 - I 813714 1

1 0]
Q13,15 - I 813715 1

donde las matrices antisimétricas son:

Si30 = Scs
Si0,14 = S1 (d14)
Si0,15 = S1 (dy5)
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y la matriz de rotacién contenida en Q30 es:

R13,O = RB (_013) R5 (_910) R5 (_97) RG (_03)

3.1.5.1. Velocidad y Aceleracién Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 5 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Qo153 = w3 + wo 7 + wo 10 + Wo 13 (3.39)
donde:
. 1T
wo,13 = Re (93) Rs (97) R; (910) Wiz, Wiz = |:07 0, 913/}

Ahora definiendo la ecuacién 3.39 en la base (213, y13, 213):

Q30 = Ri3,0820,13 (3.40)

Para obtener la aceleracion angular del cuerpo 5 se toma la ecuaciéon 3.39 y se deriva
con respecto al tiempo, obteniendo:

A0,13 = o3 + o7 + w3 X Wo,7 + Q10 -+ (w3 + w0’7> X Wo 10
+ Q13 + (w3 + wo,7 + wo,m) X W13 (3.41)
donde:
. AT
a3 = Re (03) Rs (67) Rs (610) cuis, s = [O, 0, 013}

De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (213, y13, 213),
obteniendo:

A13,0 = R13,0A0,13 (342)
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Las graficas de 2139 y Ai3,0 se muestran en las figuras 3.25 y 3.26.
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3.1.5.2. Aceleracién del Centro de Gravedad

Figura 3.27: Centro de gravedad del cuerpo 5 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
cién)

Se define el vector Rgs desde el sistema de referencia (xg, yo, z0) (Figura 3.27):
Res =Ri+Rs+ Ry + Rig+ Ris + R (3.43)

donde:

Ris = Rg (93) R; (97) R; (910) ry, con: riz = [dn, dy2, O]T

R/G5 =R (93) R; (97) Rs (910) Rs (913) I‘/G5 ) COIL: r’G5 = [37G5, Yas, ZG5]T

Para obtener la velocidad del centro de gravedad se deriva con respecto al tiempo la
ecuacion 3.43:

Vo =Vi+V3+ Vi +Vig+ Vg + Vi (3.44)
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donde:

Vi = Q0,10 x Ris
! !
Vs = Q013 X R

Se obtiene la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 5, derivando la ecuaciéon
3.44.:

Ags =A1+As+ A+ A+ A+ A, (3.45)
donde:

A3 =Ap10 X Rig+ Q010 X Vi3
A/GS = A0713 X R’/GS + Q0713 X V/GE)

A5 se encuentra definido en la base local (xg, yo, 20), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 4 han sido definidas en la base (z13, y13, 213), por lo que la aceleracién debe ser
transformada a esta base, lo que resulta:

ags = R13,0AG5

El comportamiento de ags se observa en la figura 3.28.
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3.1.6. Analisis del Cuerpo 6

Figura 3.29: DCL para el cuerpo 6

La suma de fuerzas respecto al sistema de referencia (z1s, y18, 21s8) para el cuerpo 6
seglin se muestra en la figura 3.29:

F4+FL+Fl=0 (3.46)
donde:
Fl = T3+ Qis0 Wg
Fli =Fy6 — Qus21 Fsp
Fls = [Fas, Mag|”
Se define:
Fae = —mg age
M = — (Igs A1so + Qiso X (IeeS21s,0) + Sae (me ags))
La matriz de inercias del cuerpo 6 medida desde el centro de gravedad es:

[Gxx Iny Ize
IGG = [6y:v [ﬁyy I6yz
IGZ:E I6zy Iﬁzz
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El brazo de palanca al centro de gravedad del cuerpo 6 en términos del vector rgg =
(xce, Yae, 2ce) se representa en la matriz antisimétrica Sgg:

0  —zes WYas
Sce = | zcs 0 —z¢e
—Yae Tae 0

También se tiene:
W = [0, 0, —mag g, 0, 0, 0"

Las matrices homogéneas utilizadas para trasladar Wg y F5 ¢ al sistema de referencia
en el que estan definidas las ecuaciones para el cuerpo 6, son respectivamente:

Quso = Ris 0
180 SisoR1s0 Risp

Q i Rig o 0
1821 =
Sig21Rig21 Rigol

donde las matrices de rotacién son:

Rigo = R (—01s) Re (—053)
Rigo1 = Rs (021)

y las matrices antisimétricas son:
S1s.0 = Sae

S1s.21 = S1 (dig) + S2 (dgo)

103



CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

3.1.6.1. Velocidad y Aceleracién Angular

La velocidad angular asociada al cuerpo 6 medida desde el marco de referencia inercial
es:

Qo185 = w3 + Wo 18 (3.47)
donde:

. 4T
Wop,18 = Rs (93) wis , wig = [07 0, 918’}

Ahora definiendo la ecuacién 3.47 en la base (215, Y13, 218):

Q50 = Ris 082018 (3.48)

Obteniendo ahora la aceleracién angular del cuerpo 6 se toma la ecuacion 3.47 y se
deriva con respecto al tiempo, obteniendo:

Ap1s = a3 + 018 + W3 X Wo 18 (3.49)
donde:

. T
& 18 = R; (93) ag, a8 = {07 0, 018}

De la misma forma que para la velocidad, se lleva al sistema de referencia (z1s, y1s, 21s),
obteniendo:

Az = Rig Ao s (3.50)
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Las graficas de 2159 y Aigo se muestran en las figuras 3.30 y 3.31.

Qg0 [rad/s]

Aggolrad/s’]

1.5;'

1.0

0.5]

0.0

-0.5]

/.

\
[/ N

AN

Vi
<

[

\/

oFr

Figura 3.30: Velocidad €215

1 2
t[s]

\
XY
t[s]

Figura 3.31: Aceleracion Az

Qigox —
Qigoy —
Nigoz —

Agox —
Aoy —
Agoz; —

105



CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

3.1.6.2. Aceleracién del Centro de Gravedad

SN

Figura 3.32: Centro de gravedad del cuerpo 6 (El CG fue desplazado para una mejor visualiza-
cioén)

De la figura 3.32 se define el vector Rgg inercialemente:

Res =Ri+Rs+Rys + R/G6 (351)
donde:
Ris = Rs (93) rys, con: rig = [d4, dy7, —dlﬁ]T
o= Ro (03) Rs (01s) vy, con: Tiag = [as, Yas, 2c6)

Obteniendo la velocidad del centro de gravedad derivando con respecto al tiempo la
ecuacion 3.51:

VG6 = V1 + V3 + V18 + V/G6 (352)
donde:

Vig = Q0,3 x Rig
! !
Ve = 018 X R
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Para la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 6, se deriva la ecuacion 3.52:

Ags = A1 + Ais+ Agg (3.53)

donde:

A3 =Ap3 x Rig+ Q3 X Vig
/ / !
Als = Aois X Rgg + Qs X Vigg
A g se encuentra definido en la base local (xg, yo, 20), sin embargo, las ecuaciones para
el cuerpo 4 han sido definidas en la base (z15, ¥1s, 218), por lo que la aceleracién debe ser

transformada a esta base, lo que resulta:

acs = Ris0Aags

El comportamiento de agg se observa en la figura 3.33.
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3.2. Solucion a la Dinamica

Como se puede apreciar de la figura 3.5, la cadena cinematica para la extremidad consta
de 6 cuerpos. Para cada uno de los cuerpos se pueden escribir 6 ecuaciones dinamicas, es
decir:

= 3 ecuaciones de la suma de fuerzas

s 3 ecuaciones de la suma de momentos

Por lo que, para la cadena cinemaética se tienen 36 ecuaciones dinamicas.

El ntimero de incégnitas en el sistema estd asociado a las juntas cineméticas con las
que cuenta la extremidad, se tienen 6 juntas rotacionales. Para cada una de estas juntas
se cuentan con 5 incégnitas de reaccion y para la junta esférica del cuerpo 4 se consideran
las fuerzas de reaccion presentes cuando la extremidad tiene contacto con el terreno.

Por otra parte, tomando en cuenta los grados de libertad que tiene la extremidad, se
observa que son necesarios 3 torques externos para realizar el movimiento de la extremidad.

Entonces para la fase del movimiento en la que la extremidad es desplazada, esto es
para 0 <t <2 [s], se tiene:

6 Juntas Rotacionales — 30
3 Torques externos — 3
Total — 33 Incognitas

Por lo que se tienen 36 ecuaciones y 33 incdgnitas, siendo un sistema indeterminado.
La solucién para el sistema indeterminado empleada se muestra en el apéndice D.

Y para la fase del movimiento en la que la extremidad esta posicionada en el terreno y
el cuerpo se desplaza (2 <t <4 [s]), se tiene:

6 Juntas Rotacionales — 30
1 Junta Esférica — 3
3 Torques externos — 3
Total — 36 Incognitas

Por lo que para esta fase se tiene un sistema determinado de 36 ecuaciones con 36
incognitas.
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El material propuesto para la extremidad es aluminio, debido a su densidad, resistencia
y facilidad de manufactura, en la seccién 3.3 se detallan las propiedades de la aleacion es-
cogida. Con base en el material propuesto, las propiedades fisicas de los cuerpos empleados
en el analisis dinamico son:

Cuerpo 1:

my = 11.4146 [kg]

03194 0 0
Ici=| 0 06231 0 | [kgm?
0 0 0.9040

Cuerpo 2:

my = 1.59357 [kg]
rap = | 0.05174, 0.00124, 0.00004 | [m]

0.00487 0.00012 0
I, = | —0.00012 0.01028 0 kg m?]
0 0 0.00574

Cuerpo 3:

ms = 0.18603 [kg]
o = [ 0.05296, 0.00068, 0] [m]

0.00002 —0.00002 0
Ics =
0 0 0.00089

~0.00002  0.0009 0 ][kgm2]

Cuerpo 4:

my = 0.23763 [kg]
ros = | 0.08370, 0.00053, 0 | [m]

0.00002  —0.00003 0
Ic, = | —0.00003 0.00267 0 [kg m?|
0 0 0.00266
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Cuerpo 5:

ms = 0.56362 [kg]
s = [ 0.22662, —0.00131, 0] [m]

0.00005 —0.00007 0
Igs =
0 0 0.04343

—0.00007  0.04343 0 ] [kg m?|

Cuerpo 6:

me = 0.32845 [kg]
rag = [ 0.12688, 0.00263, 0] [m]

0.00005 —0.00021 0
Ice = | —0.00021 0.00775 0 kg m?]
0 0 0.00775
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De la figura 3.34 a la 3.40 se muestran las graficas pertenecientes a las fuerzas de
reaccion obtenidas en las juntas de la extremidad, asi como las fuerzas de reaccién debidas
al contacto con el terreno.
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Ahora de la figura 3.41 a la 3.46 se muestran las graficas de los torques obtenidos en
las juntas de la extremidad.
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3.2. SOLUCION A LA DINAMICA
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

Para los torques externos, es decir, los que deberan proporcionar los actuadores, se
realizan dos andlisis, uno estatico y otro dindmico. El analisis estatico tiene la finalidad de
conocer los torques necesarios para lograr que la extremidad mantenga una cierta posicion
sin efectuar movimiento alguno (FI = 0), mientras que en el dindmico se toma en cuenta

el movimiento.
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Figura 3.47: Torques Ty, Ty y T3 Estaticos
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3.2. SOLUCION A LA DINAMICA
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Figura 3.48: Torques T1, Ty y T3 Dindmicos
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

3.3. Propuesta de Material, Actuadores y Rodamien-
tos

Como se habia ya propuesto en la soluciéon al andlisis dinamico, el material seleccio-
nado para la extremidad es el aluminio debido a sus principales ventajas, como lo son su
baja densidad, buena relacién resistencia a peso, excelente maquinabilidad, resistencia a la
corrosién y un costo razonable. La aleacién de aluminio escogida fue la 6061-T6, algunas
de sus caracteristicas se muestran en las tablas 3.1a, 3.1b y 3.1c.

Composicion de la Aleacion

Elemento %

Aluminio 95.9 - 98.6

Silicio 0.4-0.8

Cobre 0.15-04

Manganeso 0.8-1.2

Cromo 0.04 - 0.35
(a)

Propiedades Fisicas

Densidad 2780 [kg/cm?]
(b)

Propiedades Mecanicas

Médulo de Elasticidad 68.9 [GPa]

Coeficiente de Poisson 0.33

Esfuerzo Maximo de traccién 310 [MPa]

Esfuerzo de Fluencia 276 [MPa]
(c)

Tabla 3.1: Caracteristicas de la aleacion de aluminio 6061-T6
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3.3. PROPUESTA DE MATERIAL, ACTUADORES Y RODAMIENTOS

Para la propuesta de los actuadores de la extremidad se toman en cuenta los torques
dindmicos maximos (Fig. 3.48), las fuerzas de reaccién, asi como las velocidades angulares
presentes en las juntas actuadas, correspondientes a los angulos 63, 67 v 015. La tabla 3.2
muestra algunas de las caracteristicas de los actuadores propuestos para suministrar los
torques Ty, Ty y T3 de la extremidad.

T, T, T;
EtaCrown Compactline Compactline
Actuador 52.2 BCI4240  91.3 BCI6325 92.3 BCI6325
60,0:1 67,3:1 142,0:1
Proveedor Zeitlauf Zeitlauf Zeitlauf
Potencia [W] 15 25 34
Torque de
Salida [N m] 2.7 ) 14
Velocidad de
Salida [RPM] 51.7 26.9 22.2
Maxima Carga
Radial [N] 720 150 150
Maxima Carga
Axial [N] 150 50 50
Peso [kg] 1.15 1.6 1.7

Tabla 3.2: Actuadores Seleccionados
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CAPITULO 3. ANALISIS DINAMICO

De igual forma, tomando en cuenta las fuerzas de reaccién y las velocidades angulares,
se realiza una propuesta de rodamientos para las juntas no actuadas, correspondientes a
los angulos 6y¢, 013 y 021 de la extremidad. El rodamiento propuesto es adecuado para las
tres juntas, las caracteristicas de este se muestran en la tabla 3.3. También se propone la
junta esférica para el elemento final de la extremidad (Tabla 3.4).

Rodamiento SKF 61900-2Z

Carga

Dindmica [N] 2080
Carga

Estatica [N] 850
Velocidad

Limite [RPM] 3600
Peso [kg] 0.010

Tabla 3.3: Rodamiento propuesto

Junta Hephaist SRJ012C
[C)?Iiiinica [N] 720
](i)j:‘séggca [N] 7
D e ] 30
Peso [kg] 0.18

Tabla 3.4: Junta esférica propuesta
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Capitulo 4

Conclusiones

La selecciéon de la extremidad resulté en un mecanismo de cadena cerrada de cinco
barras. Este mecanismo permite agrupar todas las juntas actuadas en el eslabon que esta
conectado directamente al cuerpo, por lo que, el peso los actuadores estara concentrado en
el cuerpo, permitiendo de esta manera reducir el peso en la extremidad.

Por otra parte, el estudio del espacio de trabajo para este mecanismo muestra que la
extremidad cuenta con un buen rango tutil de alcance, teniendo una buena apertura, asi
como un cierre que permite posicionar el elemento final por debajo del cuerpo del robot, e
incluso la extremidad es capaz de posicionarse por encima de la altura del eslabon que esta
conectado al cuerpo. Por lo tanto, espacio de trabajo proporciona una buena adaptabilidad
a diversos entornos asi como capacidad de superar distintos obstaculos.

En el analisis cinematico realizado, el movimiento para la extremidad se tiene en funcién
de pocos parametros, como lo son el tiempo en que se desea que se realice el movimiento,
la altura y longitud del paso. Proporcionando esta informacién se define por completo
los movimientos de la extremidad. Incluso podrian definirse nuevas trayectorias para la
extremidad y/o el cuerpo, sin que esto se vea reflejado en una mayor complejidad del
calculo.

Con respecto a las trayectorias definidas, en el caso de la extremidad, se plante6 una
curva que permitia una clara reduccion en las aceleraciones angulares, lo cual da la posibi-
lidad de reducir la exigencia a los actuadores, resultando en un movimiento con una mayor
eficiencia para el andar del robot. Esto también puede proporcionar algunos indicios de
por qué diversos organismos biologicos al andar, tienden a emplear trayectorias similares
a la planteada.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

Por otro lado, el hacer uso del polinomio de quinto grado para los perfiles de velocidad
de la extremidad y el cuerpo, proporciono el comportamiento esperado, es decir, movimien-
tos suaves y continuos. Esto permite a la extremidad ascender, aumentando su velocidad
gradualmente hasta un maximo y reduciéndola después al descender, hasta posicionarse
sobre el suelo con suavidad. El contar con este tipo de movimientos permite también redu-
cir la exigencia a los actuadores, ya que la actuacion de estos no se proporciona de manera
instantanea.

Ademas, al contar con un movimiento suave, se reducen las sacudidas, vibraciones,
colisiones y posibles danos. Por lo que, de igual forma, el tener este tipo de movimien-
to ayuda a que la extremidad tenga una mejor eficiencia. Finalmente para la cinematica
descrita, resulté un conjunto de seis incégnitas a resolver. Para las trayectorias de segui-
miento definidas, como se explicé anteriormente, se obtuvieron valores y comportamientos
esperados.

Para el analisis dindmico de la extremidad fue empleada la formulacion Newton-Euler,
la cual toma en cuenta las fuerzas de restriccion existentes en las juntas que unen los
eslabones. El uso de este método fue de gran utilidad ya que el objetivo del anélisis de la
extremidad esta enfocado a la seleccién de rodamientos y actuadores, asi como para un
diseno mecanico posterior.

Al implementar la formulacion Newton-Euler a la extremidad, se obtuvieron dos siste-
mas lineales, el primero conformado de 36 ecuaciones con 33 incégnitas, siendo un sistema
indeterminado, mientras que el segundo estd conformado de 36 ecuaciones con 36 incog-
nitas, siendo un sistema determinado. La solucion al sistema indeterminado se realizé por
medio de la implementacién del método de minimos cuadrados.

Los comportamientos obtenidos en este analisis fueron los esperados, en ellos se pueden
apreciar las fases del movimiento que se plantearon para la extremidad. En la primera fase
del movimiento, la extremidad se translada a lo largo de la trayectoria propuesta para el
paso, mientras que el cuerpo se mueve de igual manera a lo largo de su trayectoria. Esto es
debido a que se plante un movimiento enfocado a lo que se presentara al implementar otras
extremidades, en que estas tltimas, apoyadas en el terreno, estaran desplazando al cuerpo
mientras que la extremidad da el paso. En la segunda fase de movimiento, la extremidad
que daba el paso en la primera fase estd posicionada en el terreno y ahora empuja al cuerpo,
mientras otra extremidad da el paso.

Con el analisis dinamico descrito se realizo la propuesta de actuadores y rodamientos,
sin embargo, la propuesta realizada no es definitiva, estos pueden variar dependiendo de
varios aspectos. Por un lado, al haberse realizado tinicamente el analisis de una extremidad,
esta estaria soportando el peso del cuerpo. Sin embargo, el robot no contara solamente con
una extremidad, ya que para el caminar se requieren como minimo, dos extremidades. Por
lo que, los torques obtenidos en el analisis serian mayores a los que se presentarian en
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configuraciones de dos o méas extremidades. Esto resulta en una seleccién de actuadores
de mayor capacidad. Por lo tanto, esto deberd ser tomado en cuenta dependiendo de la
configuracion de extremidades que sea seleccionada para el robot.

Por otro lado, en el disefio mecénico posterior, muy probablemente las caracteristicas
fisicas del cuerpo y la extremidad cambiaran, la forma de estos deberd ser adaptada para
contener los actuadores y rodamientos. Esto lleva a un posible cambio en los pesos y
centros de gravedad, dando como resultado un analisis dindmico inadecuado para estos
nuevos cuerpos. Aqui es donde se entra al proceso iterativo propio del diseno, sin embargo,
el anélisis dinamico para la extremidad ya ha sido planteado, por lo que, sélo es necesario
proporcionar las nuevas caracteristicas de los cuerpos para obtener los valores buscados
de la nueva configuracién de la extremidad. Esto simplifica de gran manera el proceso de
disenio y permite de esta manera contar con un diseno mecanico, rodamientos y actuadores
optimos para las caracteristicas de la extremidad.

125






Apéndice A

Espacio de Trabajo

El espacio de trabajo de un robot manipulador es el volumen total barrido por el efector
final al ejecutar todo tipo de movimientos. El espacio de trabajo esta determinado por la
geometria del manipulador y los limites de los movimientos de las juntas que contiene. Es
mas especifico definir el espacio de trabajo que se puede alcanzar, como el total de puntos
en los cuales el efector final puede posicionarse [75].

La generacion del espacio de trabajo de un robot es un problema complejo, se requie-
ren de algoritmos y una gran cantidad de calculos. Actualmente existen muchos trabajos
realizados especificamente para generacion de métodos que logren obtener los espacios de
trabajo de robots de una manera mas rapida y sencilla (Merlet 1995, Gosselin y Jean 1996,
Gallant y Boudreau 2002, Goyal y Sethi 2010, Arrouk y Bouzgarrou 2010). Sin embargo, la
mayoria de los trabajos desarrollados al respecto estan enfocados a robots manipuladores,
los cuales por lo regular, cuentan con un mecanismo de cadena abierta.

Aplicado al mecanismo de la extremidad del robot, el espacio de trabajo es el rango til
de trabajo, es decir, todos los puntos que puede alcanzar el extremo del eslabén 4 (el que
hace contacto con el suelo) en las diversas configuraciones de movimiento del mecanismo.

Realizando este tipo de analisis se pueden conocer los alcances de la extremidad y poder
optimizar el mecanismo dependiendo de los requerimientos, ademas de que proporciona
informacion ttil para definir las trayectorias y el andar del robot.
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APENDICE A. ESPACIO DE TRABAJO

La determinacion del espacio de trabajo de la extremidad se complica debido a que se
trata de un mecanismo de cadena cerrada, en el cual se pueden llegar a presentar puntos
de singularidad (desensambles e inversiones).

En las figuras A.1, A.2, A.3 y A.4 se aprecian diferentes vistas del espacio de trabajo
de la extremidad, donde los puntos que alcanza la extremidad se representan en color azul.

50 L}

Figura A.1: Area de trabajo en el plano YZ
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Figura A.2: Espacio de trabajo
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APENDICE A. ESPACIO DE TRABAJO
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(b) Vista Lateral

Figura A.3: Espacio de Trabajo
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Figura A.4: Espacio de Trabajo (Vista Superior)
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Apéndice B
Trayectorias y Perfiles de Velocidad

Los movimientos realizados por los sistemas roboticos deben ser, como regla, lo mas
suaves posibles, los cambios abruptos de posicion, velocidad y aceleraciéon deben ser evi-
tados. Los movimientos bruscos requieren cantidades muy grandes de energia, la cual los
motores no pueden proporcionar, debido a sus limitaciones fisicas. Por otro lado, los movi-
mientos abruptos se presentan cuando el robot colisiona con un objeto, una situacién que
naturalmente debe ser evitada.

Aun cuando los movimientos suaves pueden ser planeados con técnicas simples, no hay
garantia alguna de que no se presentaran movimientos bruscos. Si bien la mayoria de los
sistemas robdticos tienen su mayor aplicacion en ambientes bien estructurados, como en la
manufactura, también son utilizados en terrenos naturales e irregulares. La planeacién de
los movimientos de un robot son mas desafiantes en el segundo caso que en el primero [2].

El caso de la planeaciéon de trayectorias en los RMCD, como se ha visto, tiene mucha
importancia, ya que las extremidades deben acelerar al elevarse y desacelerar al aproximarse
al suelo, de lo contrario podrian presentarse colisiones, sacudidas, vibraciones, movimientos
bruscos y muy probablemente danos. Por esta razén, se definen trayectorias de seguimiento,
tanto para la extremidad como para el cuerpo, de igual manera se proponen perfiles de
velocidad para ambos, estos perfiles permiten que se tengan movimientos suaves a lo largo
de las trayectorias.

En primer lugar, se definen las trayectorias que seguiran la extremidad y por el cuerpo.
La trayectoria escogida para el movimiento de la extremidad es una parabola, esta curva
tiene caracteristicas adecuadas para ser utilizada como trayectoria al dar un paso.
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APENDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

La ecuacion paramétrica de la parabola elegida es:

Lex (¢):¢
Yer (¢):O
4 (e_¢)¢

Donde:

¢ : Parametro para la extremidad

H: Altura del paso

d.: Longitud del paso

~ : Angulo de inclinacién de la pardbola

Se puede observar que la parabola esta definida en términos de v, H, y d.. Esto permite
generar parabolas especificas segiin las necesidades, de una manera més facil, en funcién
de datos de interés, como lo son la altura y longitud del paso a realizar. El pardmetro ¢
representa la distancia en x que tiene que recorrer la extremidad, este parametro puede
tener otro significado fisico dependiendo de la aplicacion.

En algunos animales, las trayectorias que realizan las extremidades al andar, tienden
a seguir curvas con ciertas inclinaciones respecto al suelo [51]. Con ayuda de simulaciones
del movimiento de la extremidad, se propusieron diversos grados de inclinacién para la
parabola y se observd que para ciertas valores del angulo, las aceleraciones en las juntas
de la extremidad tendian a los valores minimos registrados. Por lo tanto, el grado de

T
inclinacion v elegido para la curva es igual a T
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Figura B.1: Angulo v

Haciendo uso de transformaciones homogéneas, se realiza la rotacion de la parabola
R’C'UJI‘UCL:

1 0 0 O 1 0 0 =z
10 ¢y —sy O 0 1 0 Yes
Ty (y) = 0 sy oy 0 T (re) = 00 1 -
0 0 0 1 0 0 0 1
Rcurva = T4 (7) T (I'e)
Por lo que la ecuacion paramétrica final de la parabola es :
Te ((b) = Rcurva14 + Zeinicial (Bla)
Ye ((b) = Rcurva24 + Ye inicial (Blb)
Ze ((b) = Rcurva34 + Zeinicial (BlC)
con :
Le Inicial = 07 Ye Inicial = _0507 Ze Inicial = 0

135



APENDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

En la figura B.2 se puede apreciar en color rojo la trayectoria que sigue la extremidad.

H
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0.6
0.4 -
N i [ A N N T T T T W YA W WO WO W L WO
i (~ e e e e e e e
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1 A S A 1 ; | TR SN VAN, VA Y.
h N1 T
. TN S (R e A M | I A I T W W W T T N Y
P VR N S Y S | | | I T W N Y Y O WO W
P "N A S N I W Y W N W T
I . W Y A N A Y A Y S W WO Y W A Y
b T I N N | I R Y R PR, RS . M W A ¢
. " R I A | I N R A T T L VL . VI
- A A YO A A R | A T Y Y Y O Y W W WY
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I I I | I I 1 I I I 1 I I I | L
-0.4 —-0.4 -0.2 0.0 0.2

Figura B.2: Trayectorias definidas

Una vez definida la curva, se genera un perfil que permita que la extremidad tenga un
movimiento suave a lo largo de la trayectoria, para esto se emplea el polinomio de quinto
grado, también llamado polinomio 3-4-5 [2]:

p(r)=67"—157*+107° (B.2a)
p (1) = 307* + 607° + 3072 (B.2b)
p" (1) = 1207° — 18072 + 607 (B.2c)

para 0 < 7 < 1, donde:

T=—=

T

Donde T es el tiempo total requerido para realizar el movimiento.
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El polinomio 3-4-5 y sus primeras dos derivadas (ecs. B.2b y B.2¢), normalizado dentro
del rango (—1, 1), son mostradas en la figura B.3. Se puede apreciar que para la velocidad,
este polinomio nos proporciona el comportamiento buscado, un aumento de la velocidad
hasta llegar a un maximo para después disminuir gradualmente. Es decir, la extremidad
se elevard desde el suelo aumentando su velocidad progresivamente hasta alcanzar una
maxima velocidad para después comenzar a disminuirla para posicionarse sobre el suelo
con suavidad.

e G s—————
0.57 / \ ]
// \ o/ Do —
0'07 — ] p'/p‘max_
1P /P max —
—0.57
o 7]
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
T

Figure B.3: Polinomio 3-4-5 y sus derivadas

Como la ecuacién de la parabola esta en funciéon del pardmetro ¢, es necesario definirlo.
Para hacer esto, se toma en cuenta que:

- (B3)
despejando para ¢, se obtiene:
s
d‘f = 4t (B.4)
de
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APENDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

ds

Para determinar %, se emplea la definicién de longitud de arco:

= frmao= () () + ()

se deduce que:

ds .
= (B.5)

ds
Ahora para — , que es el perfil de velocidad para la curva, se emplea la ecuacién B.2b,

y definiendo para la curva resulta que:

d de
G=r @ [l (B.0)

Una vez definidas las ecuaciones B.5 y B.6, se sustituyen en la ecuacién diferencial B.4
y se resuelve para:

O0<t.<?2
H:0.10 [m)]
d.: 0.60 [m]

Para estas condiciones, el pardmetro ¢ y sus primeras dos derivadas, se aprecian en las
figuras B.4, B.5 y B.6, respectivamente.

ya

0; %

03}

.S |
0.0 ———/ —

00 05 10 15 20
t [s]
Figura B.4: Parametro ¢

¢ [m]
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Figura B.5: Primera derivada del parametro ¢

O{O I 0.5 | | 1.0 ““ 15 ““ 2‘.0
t[s]

Figura B.6: Segunda derivada del pardmetro ¢
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APENDICE B. TRAYECTORIAS Y PERFILES DE VELOCIDAD

De una forma similar que para la extremidad, se resuelve para el cuerpo. Como se puede
observar en la figura B.2 en color azul, se elige la siguiente linea recta como trayectoria:

donde:

Xc =0 + chm'cial

Y; = ifclnicial

Zc = Zc]nicial

0 : Parametro para el cuerpo representando la distancia recorrida en x
Xernicial, YeInicial, 4eInicial - Posiciones iniciales del cuerpo

con:

Xc[m'cial = 07 }/;Inicial = 07 Zc]nicial =0.40

Y ahora para 0 < t. < 4, se resuelve la ecuacion:

De igual manera, conociendo ¢ es posible determinar X., Y., Z. y sus derivadas. En
las figuras B.7, B.8 y B.9 se muestra los resultados para el parametro § y sus primeras dos

derivadas.

0.5

6 [m]

00f

140

dé

%:

ds
dt
ds
dé

d

—

04l

03/

/

02}

/

01l
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v

Figura B.7: Pardmetro §
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Figura B.8: Primera derivada del pardmetro o
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Figura B.9: Segunda derivada del parametro
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Apéndice C

Solucion a la Ecuacion
Transcendental

Para resolver la ecuacién 2.16 se procede a realizar lo siguiente [93]:

Acd+ Bs =D (C.1)
Dividiendo ambos lados de la ecuaciéon C.1 entre v/ A2 + B2:

Ach n B . D
VA2 + B2 A2+ B2 (/A2 4 B2

(C.2)

vA* + B?

o
A

Figura C.1
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144

Tomando en cuenta la figura C.1 se define:

A
VR B
B
VB

D
CY = —F/——
¥ ,/A2_|_B2

cd =

SO =

Sustituyendo las ecuaciones C.3a, C.3b y C.3c en la ecuacion C.2:

cocl +sdsh = cp

Notando que cdcl + sdsf = c¢ (0 — §), la ecuacién C.4 toma la forma:

c(0—0) =c(p)

Debido a que cp y ¢ (—¢) son iguales, se puede escribir:

c(0—98)=c(Lyp)

Obteniendo 6 al despejarla de la ecuacién C.6:

0 =dtp
Ahora dividiendo las ecuaciones C.3a y C.3b:

B
8 JBIB

co A

A
t6 = =
B

(C.3a)

(C.3b)

(C.3¢)



Por lo tanto:

B
0 = arctan <A>

Tomando la ecuacién C.3c y despejando ¢ :

D
arc cos (C = arccCos | —F/—
(e9) ()

D
@ = arccos <\/m>

Sustituyendo las ecuaciones C.9 y C.10 en C.7 resulta que:

f = arctan <B> 4 arccos L
B A VA2 + B2

siendo la ecuacion C.10 la solucidon a la ecuacién transcendental C.1.

(C.8)

(C.9)

(C.10)
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Apéndice D

Solucion al Sistema Lineal
Indeterminado

Supongase el siguiente sistema de ecuaciones lineales indeterminado con m < n [2]:

Ax=Db (D.1)

donde A es una matriz de m x n, mientras que x y b son vectores de dimensiones n y
m respectivamente.

Este caso no admite una soluciéon, a menos que el vector b se encuentre dentro del rango
de A. Este es un caso especifico, por lo que se debe de reformular el problema y mas que
intentar resolver la ecuacion D.1, se busca una aproximacion al sistema de ecuaciones.

Se tiene que el error e en la aproximaciéon de la ecuacion D.1 esta definido como:

e=b—-Ax (D.2)

Una manera obvia de imponer una condiciéon de optimizacién sobre la solucion x, es
especificando que esta solucion es la minima norma de e.

Toda norma de e pueden ser expresadas como:

fel, = (5:3) " 0.3)

siendo e; el k-ésimo componente del vector e de dimensiéon m. Cuando p = 2, la
norma anterior es conocida como la norma euclidiana. Cuando p — oo, se obtiene la
norma infinita, también conocida como la norma de Chebyshev.
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APENDICE D. SOLUCION AL SISTEMA LINEAL INDETERMINADO

Resulta que al buscar el valor de x que minimiza a la norma e, lo mas sencillo es la
norma euclidiana, donde la minimizaciéon de su cuadrado lleva a un sistema de ecuaciones
lineales cuya solucién puede obtenerse directamente. Por lo que, planteando el problema
de minimizacién:

1
z(x) = 3 lell; — min (D.4)

La condicién de normalidad del problema de minimizacién descrito se deriva al plantear
el gradiente de z con respecto a x igualado a cero, esto es:

dz
— D.
dx 0 (D-5)

Ahora, por la regla de la cadena y por la matriz antisimétrica que define el producto
cruz, podemos escribir:

dz de sz
e (dx) —=-ATe (D.6)

y por lo tanto, tenemos el primer resultado:

El error en la aproximacion de la ecuacion D.1, para la matriz A de rango
m X n, con m > n, es la minima norma euclidiana si se encuentra dentro del
espacio vacio de A”.

Ademas, si la ecuacién D.2 se sustituye en la ecuacién D.6, v a la vez, el resultado es
) ) )
después sustituido en la condicion de normalidad, se obtiene:

ATAx=A"b (D.7)

a lo cual se le conoce como la ecuaciéon normal del problema de minimizacién del
problema descrito. En virtud de la suposicién sobre el rango de A, ATA es positiva y
por lo tanto, tiene inversa. Como consecuencia, el valor xo de X que minimiza la norma
euclidiana del error de aproximacion del sistema dado es:

xo= (AAT) " ATb (D.8)
donde la matriz coeficiente de b se conoce como la inversa generalizada de A. El error

obtenido con este valor es conocido como el error de minimos cuadrados de la aproximacion,
esto es:

e0 =b—Ax (D.9)
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