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Maŕıa
Tomé
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Introducción

La estructura de un anillo asociativo con unitario, se entiende
como la clase de isomorfismo a la cual pertenece, en la categoŕıa
de anillos asociativos con unitario. Determinar la estructura de un
anillo nos lleva a resolver uno de los bien conocidos problemas de iso-
morfismo en matemáticas. En álgebra, dentro del estudio de anillos
asociativos con unitario, ha resultado fruct́ıfero entender la cate-
goŕıa de módulos asociada al anillo, para determinar la estructura
del anillo. Una forma de hacer esto, es considerar objetos de la ca-
tegoŕıa de mod́ulos (asociada al anillo) que cumplan condiciones
particulares que den impulso al desarrollo de la teoŕıa, como por
ejemplo módulos finitamente (co)generados, artinianos, neterianos,
inyectivos, proyectivos, planos, inescindibles, uniformes, etc., y de-
pendiendo de su abundancia, estructura y de las relaciones entre
ellos, podamos determinar la estructura del anillo. Otra manera es
considerar clases de módulos de la categoŕıa de módulos (asociada
al anillo) que cumplan condiciones de cerradura o clases de módulos
que tienen en común ciertas propiedades como por ejemplo clases
de pretorsión (hereditarias), torsión (hereditarias), libres de pretor-
sión, etc., y entender las relaciones entre ellas junto con otros obje-
tos matemáticos asociados a éstas (prerradicales), aśı como también
considerar a clases de clases de módulos y estudiar su estructura (de
ret́ıcula!) como son R-her, R-quo, etc., para conocer a la categoŕıa
de módulos y la estructura del anillo.
Esta tesis va por ese camino, principalmente está basada en el art́ıcu-
lo [5] donde se expone una clase de anillos, los anillos que satisfacen
la condición t-CCA (4.12). Un anillo satisface la condición t-CCA
si y sólo si en la categoŕıa de módulos asociada, se tiene que ca-
da módulo inyectivo se descompone como suma directa de módulos
atómicos (3.6); con esto se generaliza el resultado en [3](25.6). Por
otro lado, en [5] se generaliza el concepto de módulo casi-continuo,
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entrando al juego los TS-módulos y con el Teorema 4.15 se genera-
liza [7](2.22).

En el caṕıtulo 1, se desarrollan los conceptos básicos que se ma-
nejan durante todo el trabajo. Todo puede consultarse, de manera
más amplia, en [1],[2],[3] y [4].

Durante el caṕıtulo 2, con todo detalle se muestra como la clase
de clases naturales es una ret́ıcula booleana.

Luego en el caṕıtulo 3, se introducen los objetos en la categoŕıa de
módulos que nos permitirán desarrollar los resultados del caṕıtulo 4,
se define la dimensión tipo que es una generalización de la dimensión
uniforme, aśı como módulos atómicos y TS-módulos.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 se caracteriza a los anillos que satis-
facen la condición t-CCA, luego se introducen los anillos que satis-
facen la condición t-CCD y en analoǵıa con los anillos de longitud
finita (artinianos) se desarrolla una caracterización de anillos que
satisfacen ambas condiciones. Por último se da una respuesta par-
cial a la pregunta ¿todo anillo que satisface la condición t-CCD
también satisface la condición t-CCA? que es una versión generali-
zada del Teorema de Hopkins-Levitzki, que como se sabe cada anillo
artiniano izquierdo es neteriano izquierdo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Los anillos considerados en este trabajo son asociativos con unita-
rio. Dado un anillo R, R-Mod y Mod-R denotarán las categorias de
R-módulos izquierdos y derechos respectivamente. Todos los módu-
los son R-módulos derechos y si no es el caso para algún módulo,
entonces se hará expĺıcito el hecho de que sea R-módulo izquierdo.
En muchas ocasiones se hablará de módulos sin hacer referencia al
anillo del cual ellos son R-módulos, si este es el caso, debe de en-
tenderse que se tiene algún anillo fijo el cual los hace R-módulos.
Con el fin de reducir la notación, dados dos R-módulos N y M en-
tenderemos N ↪→M como ”N se sumerge en M”, es decir existe un
monomorfismo que va de N en M .

1.1. Ret́ıculas

Aqui introducimos algo de la terminoloǵıa básica necesaria que
se utilizará.

Definición 1.1 Sea X un conjunto y (≤) ⊆ X × X una relación.
Diremos que (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado si se
cumplen las siguientes tres condiciones:

1) Para toda a ∈ X, a ≤ a.

2) Si a, a′ ∈ X con a ≤ a′ y a′ ≤ a, entonces a = a′.

3) Si a, a′, a′′ ∈ X con a ≤ a′ y a′ ≤ a′′, entonces a ≤ a′′.

Si además

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

4) Para toda a, a′ ∈ X a ≤ a′ o a′ ≤ a.

entonces X es totalmente ordenado (o es una cadena).

Definición 1.2 Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. En-
tonces:

a) un elemento x ∈ X es un elemento máximo (mı́nimo) de X si:
para toda y ∈ X tal que x ≤ y (y ≤ x) se tiene x = y.

b) un elemento x ∈ X es un elemento mayor (menor) de X si:
para toda y ∈ X se tiene que y ≤ x (x ≤ y).

Notemos que si un conjunto parcialmente ordenado tiene un ele-
mento mayor (menor) este es único. Además un elemento mayor
(menor) es un elemento máximo (mı́nimo).

Definición 1.3 Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado y
∅ 6= S ⊆ X. Entonces:

a) un elemento a ∈ X es una cota superior (inferior) para S si:
s ≤ a (a ≤ s) para toda s ∈ S.

b) un elemento a ∈ X es el supremo (́ınfimo) de S si:

i) s ≤ a (a ≤ s) para toda s ∈ S.

ii) si s ≤ x (x ≤ s) para toda s ∈ S entonces a ≤ x (x ≤ a).

El articulo “el” en la Definición 1.3b) hace referencia a la unici-
dad del supremo e ı́nfimo en un conjunto parcialmente ordenado. Si
cambiaramos este por “un” es inmediato de la definición de supremo
e ı́nfimo la unicidad de éstos.

Definición 1.4 Sea (L,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Di-
remos que L es una ret́ıcula si: para toda a, b ∈ L el conjunto {a, b}
tiene supremo e ı́nfimo. Se dice que una ret́ıcula L es completa si
todo subconjunto ∅ 6= S ⊆ L tiene supremo e ı́nfimo.

Notación 1.5 Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado, ∅ 6=
S ⊆ X y a, b ∈ X. Si existe el supremo de {a, b} es denotado por
a∨b, si existe el ı́nfimo de {a, b} es denotado por a∧b, lo mismo para
el supremo e ı́nfimo de S se denotarán

∨
S y

∧
S respectivamente.

Como ya hemos notado en un conjunto parcialmente ordenado tanto
un elemento mayor como un elemento menor son únicos y en vista
de ello los denotaremos como 1 y 0 respectivamente.



1.1. RETÍCULAS 3

Definición 1.6 Sea L una ret́ıcula con elemento menor 0 ∈ L y
elemento mayor 1 ∈ L. Si x ∈ L, un complemento para x en L es
un elemento xc ∈ L tal que:

1) x ∧ xc = 0

2) x ∨ xc = 1

Diremos que L es complementada si todo elemento x ∈ L tiene un
complemento xc en L.

Definición 1.7 Una ret́ıcula L se dice que es distributiva si para
cualesquiera x, y, z ∈ L se tiene que x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

Proposición 1.8 Sea L una ret́ıcula y a, b, c ∈ L, entonces son
equivalentes:

a) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

b) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Demostración: a) ⇒ b) Usando la hipótesis se tiene que (a ∨ b) ∧
(a ∨ c) = ((a ∨ b) ∧ a) ∨ ((a ∨ b) ∧ c), ahora notemos que (a ∨
b) ∧ a = a y que si nuevamente utilizamos la hipótesis tenemos que
(a ∨ b) ∧ c = c ∧ (a ∨ b) = (c ∧ a) ∨ (c ∧ b) = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) por
lo tanto (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = a ∨ ((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)), bastará probar
que a ∨ ((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)) = a ∨ (b ∧ c) pero esto se debe a que los
conjuntos {a, a ∧ c, b ∧ c} y {a, b ∧ c} tienen el mismo supremo.
b)⇒ a) Con la hipótesis se tiene (a∧ b)∨ (a∧ c) = ((a∧ b)∨ a)∧

((a∧ b)∨ c) pero (a∧ b)∨ a = a y (a∧ b)∨ c = (a∨ c)∧ (b∨ c) y por
lo tanto (a∧b)∨ (a∧c) = a∧ ((a∨c)∧ (b∨c)), ahora bastará probar
que a ∧ ((a ∨ c) ∧ (b ∨ c)) = a ∧ (b ∨ c) pero esto es ciero ya que los
conjuntos {a, a ∨ c, b ∨ c} y {a, b ∨ c} tienen el mismo ı́nfimo. �

Proposición 1.9 Sea L una ret́ıcula distributiva. Si a ∈ L tiene un
complemento en L, entonces este es único.

Demostración: Sean ac y a′ complementos de a en L, entonces a′ =
1∧a′ = (a∨ac)∧a′ = (a∧a′)∨(ac∧a′) = 0∨(ac∧a′) = (ac∧a′)∨0 =
(a′∧ac)∨ (a∧ac) = (a′∨a)∧ac = 1∧ac = ac y por lo tanto a′ = ac.

�



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.10 Una ret́ıcula L se dice que es modular si para toda
a, b, c ∈ L con a ≤ b se tiene: a ∨ (c ∧ b) = (a ∨ c) ∧ b.

Definición 1.11 Una ret́ıcula Booleana es una ret́ıcula L con ele-
mento mayor 1 ∈ L y elemento menor 0 ∈ L que es distributiva y
complementada.

Definición 1.12 Sea L una ret́ıcula. Un átomo en L es un elemento
0 6= a ∈ L tal que si b ≤ a con 0 6= b ∈ L entonces b = a.

Ejemplo 1.13 Ahora tenemos algunos ejemplos de la sección.

1) Considerese N el conjunto de números naturales, y para cada
n,m ∈ N definimos n ≤ m si n|m (n divide a m). Entonces N
es una ret́ıcula, donde n∨m = [n : m] y n∧m = (n : m). Note
que n ∈ N es un átomo si n es un número primo.

2) Sea R un anillo con M ∈Mod-R. Entonces, se tiene que el
conjunto SubR(M) = {N ⊆ M : N es submódulo de M} es
una ret́ıcula donde N ≤ N ′ si N ⊆ N ′, N ∨ N ′ = N + N ′

y N ∧ N ′ = N ∩ N ′ para toda N,N ′ ∈ SubR(M). Note que
SubR(M) tiene elemento mayor 1 = M y elemento menor 0 =
0 y que además es modular, pero en general no es distributiva
ni complementada.

3) Se dice que un anillo R es Booleano si a2 = a para toda a ∈ R.
Considerese un anillo Booleano R como un conjunto parcial-
mente ordenado, con el orden a ≤ b si aR ≤ bR. Entonces R
es una ret́ıcula Booleana con a∨b = a+b−ab y a∧b = ab para
toda a, b ∈ R, con elemento mayor y menor 1 = 1 y 0 = 0.

1.2. Submódulos esenciales

Definición 1.14 Sea R una anillo y M ∈Mod-R. Un submódulo
N de M es esencial en M si para todo 0 6= N ′ ≤ M se tiene que
N ∩ N ′ 6= 0, en tal caso denotamos N ⊆e M . Un monomorfismo
f : N ↪→M es un monomorfismo esencial si f(N) ⊆e M .

Si f : N ↪→ M es un monomorfismo esencial, se dice que M es
una extensión esencial de N .

Proposición 1.15 Sea R un anillo, M un R-módulo con N submódu-
lo de M , las siguientes condiciones son equivalentes:
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1) N ⊆e M .

2) Si H ≤M tal que H ∩N = 0, entonces H = 0.

3) Para toda 0 6= m ∈M existe r ∈ R tal que 0 6= mr ∈ N .

Demostración: 1) ⇔ 2) Supongase que N ⊆e M y sea H ≤ M
tal que H ∩ N = 0. Si H 6= 0 entonces H ∩ N 6= 0 debido a
que N ⊆e M , pero esto contradice que H ∩ N = 0, por lo tanto
H = 0. Inversamente, sea 0 6= H ≤ M entonces H ∩ N 6= 0, de lo
contrario H ∩N = 0 lo cual nos lleva a que H = 0 pero esto es una
contradiccion.

1) ⇒ 3) Supongamos que N ⊆e M y sea 0 6= m ∈ M , entonces
0 6= mR ≤M y por lo tanto N ∩mR 6= 0, de esto se sigue que existe
r ∈ R tal que 0 6= mr ∈ N .

3) ⇒ 1) Sea 0 6= H ≤ M y h ∈ H por hipótesis existe r ∈ R tal
que 0 6= hr ∈ N por lo tanto 0 6= hr ∈ N ∩H. �

Para demostrar o usar que un submódulo N de un R-módulo M
es esencial en M , se utilizarán estas equivalencias sin hacer énfasis
en su uso. La siguiente proposición nos enuncia algunas propiedades
de los submódulos esenciales.

Proposición 1.16 Sea M,M ′ ∈Mod-R. Entonces:

a) Si H y K son submódulos de M tales que H ⊆ K, entonces
H ⊆e M si y sólo si H ⊆e K ⊆e M .

b) Si H y T son submódulos de M tales que H ⊆e M y T ⊆e M
entonces H ∩ T ⊆e M .

c) Si H ⊆e M y 0 6= K ≤M entonces H ∩K ⊆e K.

d) Si H ⊆e M y 0 6= m ∈ M entonces (H : m) = {r ∈ R : mr ∈
H} es un ideal derecho esencial de R.

e) Si f ∈ HomR(M,M ′) con N ′ ⊆e M ′ entonces f−1(N ′) ⊆e M .

f) Sean {M1,M2, ...,Mn} una familia de R-módulos y para cada
i = 1, 2, ..., n sean Ni ⊆e Mi, entonces

⊕n
i=1Ni ⊆e

⊕n
i=1Mi.

Demostración: a) Supongase que H ⊆e M y sean 0 6= x ∈ K y
0 6= y ∈ M , entonces existen r1, r2 ∈ R tal que 0 6= xr1 ∈ H y
0 6= yr2 ∈ H, como H ⊆ K entonces yr2 ∈ K y de esto se sigue
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que H ⊆e K y K ⊆e M . Ahora si H ⊆e K ⊆e M , sea 0 6= m ∈ M
entonces existe r ∈ R tal que 0 6= mr ∈ K pues K ⊆e M , luego
existe s ∈ R tal que 0 6= (mr)s ∈ H ya que H ⊆e K, con rs ∈ R
tenemos que 0 6= m(rs) ∈ H y por lo tanto H ⊆e M .
b) Sean H, T tal que H ⊆e M y T ⊆e M , sea 0 6= K ≤ M . Co-

mo T ⊆e M entonces T ∩ K 6= 0 pero también H ⊆e M entonces
0 6= H ∩ (T ∩K) = (H ∩ T ) ∩K y por lo tanto H ∩ T ⊆e M .
c) Sea H ⊆e M y 0 6= K ≤M entonces H ∩K 6= 0. Sea 0 6= T ≤ K

entonces (H ∩K) ∩ T = H ∩ (K ∩ T ) = H ∩ T 6= 0 y por lo tanto
H ∩K ⊆e K.
d) Sea H ⊆e M , 0 6= m ∈ M , I = (H : m) y J ⊆ R ideal derecho

de R tal que J ∩ I = 0, bastará probar que J = 0. Consideramos
mJ ≤ M , si mJ = 0 entonces J ⊆ I y por lo tanto 0 = J ∩ I = J ,
si mJ 6= 0 entonces H ∩mJ 6= 0 y por lo tanto existe r ∈ J tal que
0 6= mr ∈ H, asi pues 0 6= r ∈ J ∩ I pero esto contradice el hecho
de que J ∩ I = 0, por lo tanto J = 0.
e) Sea f ∈ Hom(M,M ′) y N ′ ⊆e M ′, sea 0 6= m ∈M y considera-

mos que f(m) ∈ M ′, si f(m) = 0 entonces m ∈ Nuc(f) ⊆ f−1(N ′)
y por lo tanto 1m ∈ f−1(N ′), si f(m) 6= 0 entonces existe r ∈ R tal
que 0 6= f(m)r ∈ N ′, como 0 6= f(m)r = f(mr) entonces mr 6= 0 y
mr ∈ f−1(N ′).
f) Por inducción sobre n, si n = 1 es claro que f) es cierto, en-

tonces supongamos que f) es cierto para n − 1 y probemos que
para n también lo es. Sea M ′ =

⊕n−1
i=1 Mi y N ′ =

⊕n−1
i=1 Ni, en-

tonces por la hipótesis de inducción N ′ ⊆e M ′ luego se afirma que
N ′ � Nn ⊆e M ′ �Mn, sea 0 6= x′ + xn ∈ M ′ �Mn y supongamos
que 0 6= x′ ∈ M ′ entonces existe r′ ∈ R tal que 0 6= x′r′ ∈ N ′,
ahora si xnr

′ = 0 entonces 0 6= (x′ + xn)r′ ∈ N ′ � Nn lo cual nos
lleva a que N ′ � Nn ⊆e M ′ �Mn, pero si 0 6= xnr

′ ∈ Mn enton-
ces podemos encontrar rn ∈ R tal que 0 6= xnr

′rn ∈ Nn y por
lo tanto 0 6= (x′r′rn + xnr

′rn) ∈ N ′ � Nn y con esto se tiene que⊕n
i=1Ni = N ′ �Nn ⊆e M ′ �Mn =

⊕n
i=1Mi. �
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1.3. Submódulos pseudocomplemento y cerra-
dura esencial

Definición 1.17 Sea R un anillo, M un R-módulo y N , T submódu-
los de M . Un pseudocomplemento de N relativo a T en M , es un
submódulo K ≤M tal que:

1) N ∩K = 0 y T ⊆ K.

2) K es máximo con la propiedad 1), es decir si se tiene K ⊆ K ′

tal que N ∩K ′ = 0 entonces K = K ′.

Un pseudocomplemento de N en M es un pseudocomplemento de
N relativo a {0} en M . Diremos que H ≤ M es un submódulo
pseudocomplemento de M si existe N ≤M tal que H es un pseudo-
complemento de N en M .

La existencia de pseudocomplementos es un punto clave en este
trabajo. Y para ello la siguiente proposición nos ayudará. Note que
cada pseudocomplemento relativo es un pseudocomplemento.

Proposición 1.18 Sean M un R-módulo y N , T submódulos de M
tales que N ∩ T = 0, entonces N tiene al menos un pseudocomple-
mento relativo a T en M .

Demostración: Sea N un submódulo de M y sea f = {H ≤M : N ∩
H = 0 y T ⊆ H}. Consideremos a f como un conjunto parcialmente
ordenado con la contención y verifiquemos que cumple las hipótesis
del Lema de Zorn. La familia f es no vaćıa, ya que T ∈ f , ahora
sea H1 ⊆ H2 ⊆ ... una cadena con Hi ∈ f para toda i ∈ N. Si
x ∈ N ∩ (

⋃
i∈NHi) =

⋃
i∈N(N ∩Hi) entonces x ∈ N ∩Hj = 0 para

alguna j ∈ N, por lo tanto x = 0 y obtenemos queN∩(
⋃
i∈NHi) = 0,

además es claro que T ⊆
⋃
i∈NHi , con esto tenemos que

⋃
i∈NHi ∈

f y a la vez es una cota de la cadena H1 ⊆ H2 ⊆ ... por lo tanto
f satisface las hipótesis del Lema de Zorn. Sea K un máximo en f ,
luego es inmediato que K es un pseudocomplemento relativo a T de
N en M . �

Ahora un par de propiedades de los submódulos pseudocomple-
mentos.

Proposición 1.19 Sea M un R-módulo, N ≤ M y K un pseudo-
complemento de N en M . Entonces:
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1) N �K ⊆e M .

2) (N �K)/K ⊆e M/K.

Demostración: 1) Sea U ≤ M tal que (N � K) ∩ U = 0. Bas-
tará probar que U = 0, supongamos que K ( K + U , entonces
N ∩ (K+U) 6= 0 debido a que K es un pseudocomplemento, aśı po-
demos encontrar 0 6= x ∈ N ∩ (K + U), luego x = k + u con k ∈ K
y u ∈ U , ahora notemos que x− k = u ∈ (N +K) ∩ U = 0 y por lo
tanto u = 0, esto no lleva a que x = k ∈ N ∩K = 0 entonces x = 0
lo cual es una contradicción. Por lo tanto K = K + U , aśı U ⊂ K
lo que nos lleva a que U ⊆ N �K pero además (N �K) ∩ U = 0,
entonces U = 0.

2) Sea T/K un submódulo deM/K tal que ((N�K)/K)∩T/K =
0, entonces ((N �K)/K) ∩ T/K = ((N �K) ∩ T )/K = 0, por lo
tanto (N �K) ∩ T = K, ahora notemos que K ⊆ T y aśı podemos
aplicar la ley modular (N ∩ T ) + K = (N �K) ∩ T = K entonces
N ∩ T ⊂ K por lo tanto N ∩ T ⊂ N ∩K = 0. Hemos obtenido que
N ∩T = 0 con K ⊆ T , dado que K es pseudocomplemento entonces
K = T y por lo tanto T/K = 0. �

Definición 1.20 Sea R un anillo y M un R-módulo. Un submódulo
N de M es esencialmente cerrado en M , si N no tiene extensiones
esenciales propias en M , es decir si N ⊆ K ⊆ M con N ⊆e K
entonces N = K.

Proposición 1.21 Sea M un R-módulo y N un submódulo de M .
Entonces N es un submódulo pseudocomplemento de M si y sólo si
N es esencialmente cerrado en M .

Demostración: Supongamos que N es un submódulo pseudocomple-
mento de M , entonces podemos encontrar un submódulo K de M
tal que N es un pseudocomplemento de K en M , ahora considerese
un submódulo N ′ de M tal que N ⊆e N ′. Si N ⊂ N ′ entonces 0 6=
(K∩N ′) ≤ N ′, luego 0 6= N ∩(K∩N ′) = (N ∩K)∩N ′ = 0∩N ′ = 0
lo cual es una contradicción, por lo tanto N = N ′. Inversamente, sea
H un pseudocomplemento de N en M , luego consideramos un pseu-
docomplemento N ′ de H relativo a N , bastará probar que N = N ′.
Sea 0 6= G ≤ N ′, sabemos que N �H ⊆e M por la Proposición 1.19
por lo tanto 0 6= G ∩ (N �H), sea 0 6= g ∈ G ∩ (N �H) entonces



1.3. SUBMÓDULOS PSEUDOCOMPLEMENTO Y CERRADURA ESENCIAL9

g = n+ h con n ∈ N y h ∈ H, luego h = g − n ∈ N ′ y por lo tanto
h ∈ H∩N ′ = 0, asi 0 6= g = n ∈ N lo cual nos lleva a que 0 6= N ∩G
y como N es esencialmente cerrado se sigue que N = N ′. �

Proposición 1.22 Sea M ∈Mod-R y P ≤ N submódulos de M .
Si P es esencialmente cerrado en N y N es esencialmente cerrado
en M , entonces P es esencialmente cerrado en M .

Demostración: De la Proposición 1.21 existen P ′ ≤ N y N ′ ≤ M
tal que P es un pseudocomplemento de P ′ en N y N es un pseu-
docomplemento de N ′ en M . Luego de la Proposición 1.19(2) se
tiene que (P � P ′)/P ⊆e N/P y (N � N ′)/N ⊆e M/N . Se afirma
que (P � P ′ � N ′)/P ⊆e M/P , para ello consideramos el epimor-
fismo f : M/P → (M/P )/(N/P ) ∼= M/N y como (N � N ′)/N ⊆e
M/N se tiene que [(N � N ′)/P ]/(N/P ) ⊆e (M/P )/(N/P ), enton-
ces por Proposición 1.16(e) tenemos que (N �N ′)/P = f−1([(N �
N ′)/P ]/(N/P )) ⊆e M/P , pero ahora notemos que (N � N ′)/P =
(N/P ) � (P � N ′)/P ⊆e M/P y que además (P � P ′)/P ⊆e N/P
por lo tanto (P �P ′�N ′)/P = [(P �P ′)/P ]� (P �N ′)/P ⊆e M/P
que es lo que se afirmaba. Supongamos que P ⊆e H ≤ M , como
P ∩ (P ′ � N ′) = 0 se tiene que H ∩ (P ′ � N ′) = 0, luego por la
propiedad modular H ∩ (P � P ′ �N ′) = P + (H ∩ (P ′ �N ′)) = P
entonces H/P ∩ [(P � P ′ �N ′)/P ] = 0 y por lo tanto H = P . �

Proposición 1.23 Sean M ∈Mod-R y N un submódulo de M ,
entonces existe un submódulo esencialmente cerrado N de M tal
que N ⊆e N .

Demostración: Sea f = {K ≤ M : N ⊆e K} y consideremos a f
como un conjunto parcialmente ordenado con la contención. Afir-
mamos que la familia f satisface las hipótesis del lema de Zorn.
Notemos que N ⊆e N y por lo tanto f 6= ∅, sea K1 ⊆ K2 ⊆ ...
una cadena ascendente con Ki ∈ f para toda i ∈ N, probemos que⋃
i∈NKi es un elemento de la familia f , sea x ∈

⋃
i∈NKi entonces

existe j ∈ N tal que x ∈ Kj como N ⊆e Kj entonces existe r ∈ R
tal que 0 6= xr ∈ N y por lo tanto N ⊆e

⋃
i∈NKi que es lo que se

queria probar, y por el lema de Zorn f tiene elementos máximos.

Sea N un máximo de f entonces N ⊆e N y más aun N es esencial-

mente cerrado en M , ya que si N ⊆e N ′ ⊆M entonces se tiene que
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N ⊆e N ⊆e N ′ y por la Proposición 1.16a) N ⊆e N ′ es decir N ′ ∈ f
y como N es un máximo en f entonces N ′ = N . �

En vista de la Proposición 1.23, dados N y M R-módulos con
N ⊆M , una cerradura esencial de N en M es un submódulo N de
M que es esencialmente cerrado en M y cumple que N ⊆e N .

1.4. Cápsula inyectiva

Definición 1.24 Sea R un anillo y M ∈Mod-R. Una cápsula in-
yectiva para M en Mod-R es un módulo inyectivo E junto con un
monomorfismo esencial f : M ↪→ E.

Proposición 1.25 Sean N , M , E ∈Mod-R con E inyectivo, f :
N ↪→M un monomorfismo esencial y g : N ↪→ E un monomorfismo
entonces existe un monomorfismo σ : M ↪→ E tal que σf = g.

Demostración: Como f es monomorfismo y E es inyectivo, existe
σ : M → E tal que σf = g, aśı pues bastará probar que σ es
monomorfismo. Supongamos que σ no es monomorfismo entonces
0 6= Nuc(σ) ≤M , por otro lado f(N) ⊆e M ya que f es monomor-
fismo esencial, por lo tanto Nuc(σ) ∩ f(N) 6= 0, entonces podemos
encontrar y ∈ N tal que 0 6= f(y) ∈ Nuc(σ) aśı obtenemos que
0 = σf(y) = g(y) pero g es monomorfismo, por lo tanto y = 0 y
aśı f(y) = 0 lo cual nos lleva a una contradicción ya que f(y) 6= 0.
Por lo tanto σ es monomorfismo. �

Proposición 1.26 Sea M un R-módulo y f : M ↪→ E una cápsula
inyectiva de M . Si E ′ es un R-módulo inyectivo y g : M ↪→ E ′ es
un monomorfismo entonces E es isomorfo a un sumando directo de
E ′.

Demostración: Considerese el siguiente diagrama:

0 //M
f //

g
��

E

E ′

Como E ′ es inyectivo, existe g : E → E ′ tal que gf = g. Además
tenemos que f es monomorfismo esencial y de la Proposición 1.25
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se sigue que g es monomorfismo, por lo tanto E ∼= g(E). Como E es
inyectivo, entonces g(E) es inyectivo y por lo tanto existe K ≤ E ′

tal que E ′ = g(E) �K. �

Proposición 1.27 Sea M un R-módulo, si M tiene una cápsula
inyectiva en Mod-R entonces esta es única salvo isomorfismo.

Demostración: Sean f : M ↪→ E y g : M ↪→ E ′ cápsulas inyectivas
para M en Mod-R. Entonces se tiene que

0 //M
f //

g
��

E

E ′

existe g : E → E ′ tal que gf = g, como f es un monomorfismo
esencial de la Proposición 1.25 se tiene que g es monomorfismo.
Notemos que g(M) ⊆ g(E) y de la Proposición 1.26 E ′ = g(E)�K
con K ≤ E ′, además g(M) ⊆e E ′ ya que g es monomorfismo esencial
y por la Proposición 1.16a) g(E) ⊆e E ′ luego K = 0 y por lo tanto
E ′ = g(E), es decir g es isomorfismo. �

Observación 1.28 Sea R un anillo y M un R-módulo. Entonces

(1) Si N ⊆e M y E es una cápsula inyectiva para M en Mod-R,
entonces E es una cápsula inyectiva para N en Mod-R.

(2) Si N ≤M con Q y E cápsulas inyectivas de N y M en Mod-R
respectivamente, entonces existe un monomorfimo σ : Q ↪→ E.

Proposición 1.29 Sea E un R-módulo inyectivo y N ≤ E. Si N
es esencialmente cerrado en E, entonces N no tiene extensiones
esenciales en ningun lado, es decir, si f : N ↪→ X es monomorfismo
esencial entonces f es isomorfismo.

Demostración: Sea f : N ↪→ X un monomorfismo esencial y consi-
derese el siguiente diagrama:

0 // N
f //

i
��

X

E
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Por la Proposición 1.25 existe f : X ↪→ E monomorfismo tal que
ff = i, notemos que N ⊆ f(X) y que además ff : N ↪→ f(X) es
monomorfismo esencial ya que X ∼= f(X). Aśı obtenemos que N ⊆e
f(X) ⊆ E y como N es esencialmente cerrado en E, N = f(X),

por lo tanto ff = idN luego f
−1

= f , entonces f es isomorfismo. �

Proposición 1.30 Sea R un anillo, E un R-módulo inyectivo y N
submódulo esencialmente cerrado en E, entonces N es inyectivo.

Demostración: Sea E inyectivo y N ≤ E esencialmente cerrado.
Sea K un pseudocomplemento para N en E y η : E → E/K la
proyección, entonces N ∼= η(N) = (N � K)/K ⊆e E/K por la
Proposición 1.192). Por otro lado, con la Proposición 1.29, N no
tiene extensiones esenciales en ningún lado y como N ∼= (N�K)/K
entonces (N �K)/K = E/K, luego N �K = E y por lo tanto N
es inyectivo. �

Corolario 1.31 Sea M un R-módulo y E un inyectivo, entonces
M tiene una cápsula inyectiva dentro de E.

Demostración: Considerese M una cerradura esencial de M en E,
entonces por la proposición anterior M es inyectivo y M ⊆e M . �

Con lo que se ha desarrollado hasta ahora, concluimos que si un
módulo se sumerge en un módulo inyectivo, entonces podemos en-
contrar al menos una cápsula inyectiva contenida en tal inyectivo.
Para demostrar la existencia de cápsulas inyectivas en Mod-R bas-
tará probar que cada R-módulo se puede sumergir en un R-módulo
inyectivo. Y lo que sigue es probar ese hecho.

Proposición 1.32 Todo grupo abeliano se puede sumergir en un
Z-módulo inyectivo.

Demostración: SeaG un grupo abeliano entonces existe una sucesión
exacta:

0→ K → Z(X) → G→ 0

Luego G ∼= Z(X)/K ⊆ Q(X)/K. �

Corolario 1.33 Todo grupo abeliano G tiene cápsula inyectiva en
Mod-Z.
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Proposición 1.34 Sea R un anillo y G un grupo abeliano, entonces
HomZ(R,G) tiene estructura de R-módulo derecho.

Demostración: ComoHomZ(R,G) es un grupo abeliano, bastará de-
finir un producto por elementos del anillo. Dado r ∈ R y f ∈
HomZ(R,G) definimos (fr) : R → G dado por (fr)(a) = f(ra),
veamos que (fr) ∈ HomZ(R,G), sean a, b ∈ R entonces (fr)(a +
b) = f(r(a+b)) = f(ra+rb) = f(ra)+f(rb) = (fr)(a)+(fr)(b). Fi-
nalmente verifiquemos que esta operación cumple los axiomas de un
R-módulo, (1) sean r ∈ R y f, g ∈ HomZ(R,G) con a ∈ R entonces
((f+g)r)(a) = (f+g)(ra) = f(ra)+g(ra) = (fr)(a)+(gr)(a) por lo
tanto (f + g)r = (fr) + (gr), (2) sean r1, r2 ∈ R y f ∈ HomZ(R,G)
con a ∈ R entonces (f(r1 + r2))(a) = f((r1 + r2)a) = f(r1a +
r2a) = f(r1a) + f(r2a) = (fr1)(a) + (fr2)(a) por lo tanto (f(r1 +
r2)) = (fr1) + (fr2) y (3) (f(r1r2))(a) = f((r1r2)a) = f(r1(r2a)) =
(fr1)(r2a) = ((fr1)r2)(a) por lo tanto (f(r1r2)) = ((fr1)r2), por
último (4) sea 1 ∈ R el unitario de R y f ∈ HomZ(R,G) con a ∈ R
entonces (f1)(a) = f(1a) = f(a) por lo tanto (f1) = f . �

Para la demostración del siguiente teorema se usará el criterio
de Baer, que permite determinar cuando un R-módulo es inyectivo.
Recordamos al lector que en la categoŕıa de Z-módulos los inyectivos
son exactamente todos los grupos abelianos divisibles.

Teorema 1.35 Si D es un grupo abeliano divisible, entonces el R-
módulo derecho HomZ(R,D) es inyectivo en Mod-R.

Demostración:
Sea I un ideal derecho de R, y f : I → HomZ(R,D) un morfis-

mo de R-módulos derechos. Consideremos g : I → D definida por
g(a) = f(a)(1), notemos que g es un morfismo de grupos abelia-
nos, para ello sean a, a′ ∈ I entonces g(a + a′) = f(a + a′)(1) =
f(a)(1) + f(a′)(1) = g(a) + g(a′). Ahora considere el siguiente dia-
grama en Mod-Z:

0 // I
i //

g
��

R

D

Por hipótesis D es grupo abeliano divisible, por lo tanto existe g :
R→ D morfismo de grupos abelianos tal que gi = g. Luego se tiene
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la siguiente situación:

0 // I
i //

f
��

R

HomZ(R,D)

Sea f : R→ HomZ(R,D) definida por f(a)(r) = g(ar), aśı las cosas
resta verificar (i) f(a) ∈ HomZ(R,D), (ii) f es R-morfismo y (iii)
f extiende a f . Sean a, a′, r, r′ ∈ R entonces: (i) f(a)(r + r′) =
g(a(r + r′)) = g(ar + ar′) = g(ar) + g(ar′) = f(a)(r) + f(a)(r′),
(ii) f(a + a′)(r) = g((a + a′)r) = g(ar + a′r) = g(ar) + g(a′r) =
f(a)(r) +f(a′)(r) y f(ar)(a′) = g((ar)a′) = g(a(ra′)) = f(a)(ra′) =
(f(a)r)(a′) por lo tanto f es morfismo de R-módulos, (iii) sea b ∈ I
entonces f(b)(r) = g(br) = g(br) = f(br)(1) = (f(b)r)(1) = f(b)(r)
por lo tanto f extiende a f y HomZ(R,D) es un R-módulo derecho
inyectivo. �

Corolario 1.36 Todo R-módulo M se puede sumergir en un R-
módulo inyectivo.

Demostración: Sea M un R-módulo, entonces por la Proposición
1.32 podemos encontrar un grupo divisible D tal que M se su-
merge en D, es decir existe σ : M ↪→ D monomorfismo de gru-
pos abelianos, este nos induce un monomorfismo de Z-módulos
σ : HomZ(R,M) ↪→ HomZ(R,D) debido a que HomZ(R,−) es
exacto izquierdo en Mod-Z. Afirmamos que σ es monomorfismo
de R-módulos, sean r ∈ R, f ∈ HomZ(R,M) y x ∈ R enton-
ces σ(fr)(x) = σ(fr)(x) = (σf)(rx) = (σ(f))(rx) = (σ(f)r)(x)
por lo tanto σ(fr) = σ(f)r. Entonces en Mod-R se tiene que
M ∼= HomR(R,M) ⊆ HomZ(R,M) ↪→ HomZ(R,D). �

Corolario 1.37 Todo R-módulo M tiene cápsula inyectiva en Mod-
R.

Notación 1.38 Debido a que cada módulo M ∈Mod-R tiene cápsu-
la inyectiva y esta es única salvo isomorfismo, denotaremos E(M)
la cápsula inyectiva de M .

Proposición 1.39 Sea M un R-módulo, entonces:



1.4. CÁPSULA INYECTIVA 15

a) Si N ≤M , entonces E(N) ⊆ E(M).

b) N ⊆e M si y sólo si E(N) = E(M).

c) Sean M1,M2, ...,Mn R-módulos, entonces

E(
⊕n

i=1 Mi) =
⊕n

i=1E(Mi).

Demostración: a) Sea σ : M ↪→ E(M) monomorfismo esencial en-
tonces σ = σ|N : N ↪→ E(M) es un monomorfismo, por otro lado se
tiene τ : N ↪→ E(N) monomorfismo esencial y por la Proposición
1.25 existe un monomorfismo τ : E(N) ↪→ E(M).
b) Como en a) σ = σ|N : N ↪→ E(M) es un monomorfismo

esencial y por lo tanto E(M) es una cápsula inyectiva para N.
c) Se tiene que Mi ⊆e E(Mi) para toda i = 1, 2, ..., n. Entonces

por la Proposición 1.16(f)
⊕n

i=1Mi ⊆e
⊕n

i=1E(Mi), pero además⊕n
i=1E(Mi) es un R-módulo inyectivo, por lo tanto

⊕n
i=1E(Mi) es

una cápsula inyectiva para
⊕n

i=1 Mi. �

La siguiente Proposición es conocida como el argumento proyec-
ción.

Proposición 1.40 Sea {Mα}α∈I una familia de R-módulos y con-
sideremos 0 6= x ∈ E(

⊕
α∈IMα). Entonces existe β ∈ I, 0 6= r ∈ R

y 0 6= w ∈ Mβ tal que 0 6= xrR ∼= wR ≤ Mβ con ann(xr) =
ann(w). O equivalentemente, cada submódulo distinto de cero de
E(
⊕

α∈IMα) contiene un submódulo no cero isomorfo a un submódu-
lo de Mβ.

Demostración: Sea 0 6= x ∈ E(
⊕

α∈IMα) y S = {m ∈ N : existe 0 6=
r ∈ R tal que xr = x1 + x2 + ...+ xm, con 0 6= xk ∈ Mα(k) y α(i) 6=
α(j) si i 6= j}. Notemos que S 6= ∅ pues

⊕
α∈IMα ⊆e E(

⊕
α∈IMα)

y por lo tanto por el principio del buen orden en los números na-
turales, podemos encontrar n ∈ S un elemento menor. Sea 0 6=
r0 ∈ R tal que 0 6= xr0 = x1 + x2 + ... + xn con 0 6= xk ∈ Mα(k)

y α(1), α(2), ..., α(n) distintos. Notemos también que ann(xr0) =⋂n
i=1 ann(xi) 6= R, si n = 1 con w = x1 hemos terminado, supon-

gamos que n ≥ 2 y sean i 6= j ≤ n entonces ann(xi) = ann(xj) de
lo contrario podŕıamos encontrar b ∈ ann(xi)\ann(xj) lo cual nos
llevaŕıa a que 0 6= xr0b cuya longitud es k ≤ n − 1 y por lo tanto
k ∈ S, contradiciendo el hecho de que n es mı́nimo en S. Por lo
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tanto ann(xi) = ann(xr0) para toda i = 1, 2, ..., n. Nuevamente con
w = x1 hemos terminado. �

1.5. Bimódulos balanceados fielmente

Sea N un R-módulo izquierdo, notemos que el grupo abeliano
EndR(RN) tiene dos posibles estructuras de anillo (que nos interesan
y que son opuestas), una con multiplicación (fg)(n) = f(g(n)) deno-
tada por EndlR(RN) y la otra con multiplicación (fg)(n) = g(f(n))
denotada por EndrR(RN). Lo mismo se tiene para N ′ un R-módulo
derecho, es decir, el grupo abeliano EndR(N ′R) tiene dos posibles es-
tructuras de anillo, una con multiplicación (fg)(n) = f(g(n)) deno-
tada por EndlR(N ′R) y la otra con multiplicación (fg)(n) = g(f(n))
denotada por EndrR(N ′R). De lo anterior, para N un R-módulo iz-
quierdo y N ′ un R-módulo derecho, vamos a denotar:

EndrR(RN) = EndR(RN)

y
EndlR(N ′R) = EndR(N ′R)

Luego dado un anillo R y un grupo abeliano M , se tiene que M
es un R-módulo izquierdo si y sólo si existe un morfismo de anillos
λ : R → EndlZ(M). Por otro lado, M es un R-módulo derecho si y
sólo si existe un morfismo de anillos ρ : R → EndrZ(M). Note que
los anillos EndlZ(M) y EndrZ(M), en general no son el mismo, pues
en el primero se define el producto como (fg)(m) = f(g(m)) y en el
segundo (fg)(m) = g(f(m)). Sea r ∈ R y m ∈M , la multiplicación
por escalares en M , esta dada por rm = λ(r)(m) y mr = ρ(r)(m)
según sea el caso. Un grupo abeliano M es un R-S-bimódulo (RMS)
si M es un R-módulo izquierdo y S-módulo derecho, pero además
debe cumplir que r(ms) = (rm)s para toda r ∈ R, s ∈ S y m ∈M .

Proposición 1.41 Sea R y S anillos y M un grupo abeliano. Si M
es un R-módulo izquierdo con λ : R→ EndlZ(M) y es un S-módulo
derecho con ρ : S → EndrZ(M), entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) RMS.

b) λ : R→ EndS(MS) es un morfismo de anillos.
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c) ρ : S → EndR(RM) es un morfismo de anillos.

Demostración: a)⇒ b) Bastará probar que la imagen del morfismo
λ : R→ EndlZ(M) esta contenida en EndS(MS) que es un subanillo
de EndlZ(M). Para esto sean r ∈ R, s ∈ S y m ∈ M , entonces
[λ(r)(m)]s = (rm)s pero por hipótesis lo anterior es igual a r(ms) =
λ(r)(ms) y por lo tanto λ(r) ∈ EndS(MS).
b)⇒ a) Sean r ∈ R, s ∈ S y m ∈M entonces (rm)s = [λ(r)(m)]s

pero por b) se tiene que λ(r) ∈ EndS(MS) entonces lo anterior es
igual a λ(r)(ms) = r(ms). Por lo tanto M es un R-S-bimódulo.
a)⇔ c) es similar a lo anterior. �

De la Proposición anterior podemos concluir que dado RMS un
bimódulo, se tienen morfismos de anillos (multiplicación por la iz-
quierda y derecha) λ : R → EndS(MS) dada por λ(r)(m) = rm y
ρ : S → EndR(RM) dado por ρ(s)(m) = ms.
Algunos ejemplos interesantes de bimódulos se presentan cuando se
considera al grupo (abeliano) de morfismos entre módulos. Supon-
gamos que M y N son grupos abelianos y que se tienen R, S y T
anillos. Vamos a considerar a HomR(M,N) y para ello necesitamos
que M y N sean R-módulos izquierdos o derechos. Si MR y NR son
R-módulos derechos, entonces pueden pasar dos casos:

(1) SMR es un bimódulo, entonces al HomR(SMR, NR) le podemos
dar estructura de S-módulo derecho, mediante la multiplicación
por escalares (fs)(m) = f(sm).

(2) TNR es un bimódulo, entonces al HomR(MR,T NR) le podemos
dar estructura de T -módulo izquierdo, mediante la multiplica-
ción por escalares (tf)(m) = t(f(m)).

Por otro lado, si RM y RN son R-módulos izquierdos, entonces
pueden pasar dos casos:

(3) RMS es un bimódulo, entonces al HomR(RMS,RN) le podemos
dar estructura de S-módulo izquierdo, mediante la multiplica-
ción por escalares (sf)(m) = f(ms).

(4) RNT es un bimódulo, entonces al HomR(RM,RNT ) le podemos
dar estructura de T -módulo derecho, mediante la multiplicación
por escalares (ft)(m) = f(m)t.
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Es importante mencionar que, si N y M son solamente R-módulos
izquierdos (derechos), entonces no hay una manera fácil (al menos
aśı lo creo) de darle estructura de R-módulo al HomR(M,N). La
siguiente observación nos da más información acerca de (1), (2), (3)
y (4).

Observación 1.42 Sean R, S y T anillos con M y N grupos abe-
lianos. Entonces:

1) Si SMR y TNR son bimódulos entonces HomR(SMR,T NR) es
un T -S-bimódulo con multiplicación por escalares:

(fs)(m) = f(sm) y (tf)(m) = t(f(m))

2) Si RMS y RNT son bimódulos entonces HomR(RMS,RNT ) es
un S-T -bimódulo con multiplicación por escalares:

(sf)(m) = f(ms) y (ft)(m) = f(m)t

Vamos a entender como un morfismo de R-S-bimódulos a un
morfismo de R-módulos izquierdos y S-módulos derechos.

Definición 1.43 Sean R, S anillos con RN módulo mediante λ :
R → EndlZ(N) y N ′S módulo mediante ρ : S → EndrZ(N ′). Se dice
que RN (N ′S) es fiel si λ (ρ) es un monomorfismo.
Un R-S-bimódulo RMS es balanceado si sus morfismos multiplica-
ción por la izquierda (λ) y derecha (ρ) de la Proposición 1.41 son
epimorfismos. Diremos que RMS es balanceado fielmente si sus mor-
fismos multiplicación por la izquierda (λ) y derecha (ρ) son isomor-
fismos.

Un ejemplo de un bimódulo balanceado fielmente lo tenemos en
la siguiente observación. Note que dado un anillo R, entonces R es
un R-R-bimódulo.

Observación 1.44 Si R es un anillo con λ y ρ sus morfismos mul-
tiplicación por la izquierda y derecha. Entonces:

λ : R→ EndR(RR) y ρ : R→ EndR(RR)

son isomorfismos: es decir, RRR es un bimódulo balanceado fielmen-
te.
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Proposición 1.45 Sea P un R-módulo izquierdo (derecho). Enton-
ces P es proyectivo y finitamente generado si y sólo si P�P ′ ∼= R(n)

para alguna n ∈ N y algún R-módulo izquierdo (derecho) R′.

Definición 1.46 Sea R un anillo. Un módulo izquierdo (derecho)
P es un generador si para todo M módulo izquierdo (derecho) existe
un epimorfismo π : P (X) →M para algún X conjunto. Diremos que
un generador P es progenerador si P es proyectivo y finitamente
generado.

Observación 1.47 Un R-módulo izquierdo (derecho) P es genera-
dor si y sólo si existe R′ un R-módulo izquierdo (derecho) y n ∈ N
tal que P (n) ∼= R�R′.
Un R-módulo izquierdo (derecho) P es progenerador si y sólo si
existen m,n ∈ N y P ′, R′ módulos izquierdos (derechos) tal que
R(m) ∼= P � P ′ y P (n) ∼= R�R′.

Lema 1.48 Sea RQS un bimódulo balanceado fielmente. Entonces

RQ es generador si y sólo si QS es proyectivo y finitamente generado.

Demostración: ⇒) De la hipótesis tenemos que ρ : S → EndR(RQ)
es un isomorfismo, y de esto obtenemos que como S-módulos SS ∼=
HomR(RQ,RQS) mediante ρ. Luego por hipótesis RQ es generador,
y de la Observación 1.47, se sigue que RQ

(n) ∼=R R�RR
′. Entonces:

S
(n)
S
∼= HomR(RQ,RQS)(n) ∼= HomR(RQ

(n),RQS)

∼= HomR(R�R′,RQS) ∼= HomR(R,RQS)�HomR(R′,RQS) ∼= Q�Q′

y por la Proposición 1.45 se tiene que QS es proyectivo y finitamente
generado.
⇐) Utilizando la Observación 1.47 y la Proposición 1.45 de ma-

nera similar a lo anterior se tiene que:

RQ
(n) ∼= HomS(S,RQS)(n) ∼= HomS(S(n),RQS)

∼= HomS(Q�Q′,RQS) ∼= HomS(Q,RQS)�HomS(Q′,RQS) ∼= R�R′.

�

Note que el Lema 1.48 tiene otra versión, solamente cambiando
en su enunciado RQ por QS y viceversa.
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Un ejemplo de bimódulo importante es el siguiente. Sea 0 6= N
un R-módulo izquierdo, entonces a N se le puede dar estructura
de EndR(RN)-módulo derecho mediante el morfimo multiplicación
por la derecha i : EndR(RN) → EndrZ(N) la inclusión, de manera
expĺıcita, la multiplicación por escalares es nf = i(f)(n) = f(n)
para doda f ∈ EndR(RN) y n ∈ N . Pero además, se tiene también
que (rn)f = i(f)(rn) = r[i(f)(n)] = r(nf) para toda r ∈ R, f ∈
EndR(RN) y n ∈ N . Por lo tanto N es R-EndR(RN)-bimódulo. Lo
mismo podemos hacer cuando se tiene 0 6= N ′ un R-módulo derecho,
y resulta queN ′ es un EndR(N ′R)-R-bimódulo con multiplicación por
la izquierda fn = f(n). En resumen podemos escribir en general que:

RNEndR(RN) y EndR(N ′R)N
′
R

En vista de lo anterior se tiene la siguiente notación y definición.

Notación 1.49 Dado RM un R-módulo izquierdo y el anillo T =
EndR(RM). Entonces denotamos BiEndR(RM) = EndT (MT ) cu-
yos elementos los llamaremos biendomorfismos de RM .
Lo analogo para M ′ un R-módulo derecho, denotamos BiEndR(M ′

R) =
EndT ′(T ′M

′) donde T ′ = EndR(MR).

Definición 1.50 Sea R un anillo y M un R-módulo izquierdo (de-
recho). Entonces diremos que RM(MR) es balanceado (fielmente) si

RMEndR(RM)(EndR(MR)MR) es balanceado (fielmente) como bimódulo.

Ahora supongamos que N es un R-módulo izquierdo, enton-
ces RNT es un bimódulo con T = EndR(RN) y de la Proposi-
ción 1.41 se sigue que la multiplicación por la izquierda de RNT

λ : R→ BiEnd(RN) es un morfismo de anillos, y se le conoce como
el morfismo natural de R al anillo de biendomorfismos de RN . Nue-
vamente de la Proposición 1.41 podemos a M darle la estructura de

BMT bimódulo donde B = BiEnd(RN).

Observación 1.51 Sea R un anillo y M un R-módulo izquierdo.
Entonces RM es balanceado (y fiel) si y sólo si el morfismo natural
λ : R→ BiEndR(RM) es epimorfismo (isomorfismo). Note que esto
tiene su versión derecha.

Demostración: ⇒) Sea T = EndR(RM), luego por hipótesis RMT

es balanceado (fielmente) y por lo tanto el morfismo λ : R →
EndT (MT ) es un epimorfismo (isomorfismo), pero por definición se
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tiene que EndT (MT ) = BiEndR(RM) entonces λ es el morfismo
natural que resulta ser un epimorfismo (isomorfismo).
⇐) Bastará probar que los morfismos multiplicación por la iz-

quierda λ : R → EndT (MT ) y multiplicación por la derecha ρ :
T → EndR(RM) son epimorfismos (isomorfismos). Recordemos que
ρ, en este caso, es la inclusión y como T = EndR(RM), enton-
ces ρ es la identidad, y la hipótesis nos dice que precisiamente
λ : R → EndT (MT ) = BiEndR(RM) es un epimorfismo (isomorfis-
mo). �

Proposición 1.52 Sea M un R-módulo izquierdo. Entonces

BiEndR(RM)MEndR(RM)

es un bimódulo balanceado fielmente.

Demostración: Sea T = EndR(RM) y B = BiEndR(RM). Entonces

BM y MT son fieles, pues los morfismos multiplicación por la iz-
quierda λ : B → EndT (MT ) y multiplicación por la derecha ρ : T →
EndB(BM) son la inclusiones. Note que B = EndT (MT ) por defini-
ción y por lo tanto λ es la identidad, luego tenemos el morfismo na-
tural λ′ : R→ B, lo cual implica que EndB(BM) ⊆ EndR(RM) = T
y por lo tanto ρ es la identidad. �

Proposición 1.53 Si RMS es un bimódulo balanceado (fielmente)
entonces RM y MS son balanceados (y fieles).

Demostración: Supongamos que RMS es balanceado, entonces los
morfismos multiplicación por la izquierda λ : R → EndS(MS) y
multiplicación por la derecha ρ : S → EndR(RM) son epimorfis-
mos. Primero verifiquemos que RM es balanceado (y fiel), enton-
ces por la Observación 1.51 basta probar que el morfismo natu-
ral q : R → BiEndR(RM) es un epimorfismo (isomorfismo). Sea
T = EndR(RM), entonces tenemos que q : R → EndT (MT ), por
otro lado tenemos un epimorfimo de anillos ρ : S → T y de este
hecho se sigue que EndT (MT ) = EndS(MS), asi pues λ y q tienen el
mismo dominio y contradominio, pero más aún ambas estan defini-
das de la misma manera, es decir con la hipótesis podemos concluir
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que λ = q y por lo tanto q es un epimorfismo (isomorfismo). Pa-
ra verificar que MS es balanceado (y fiel) es similar a lo anterior,
utilizando la versión derecha de la Observación 1.51. �

1.6. Equivalencia Morita

En la última sección de este trabajo se necesitará conocer la ca-
racterización de equivalencia Morita. Para más detalle puede con-
sultarse [3]. Se supondrá que el lector esta familiarizado con los con-
ceptos de categoŕıa, funtor, transformación natural y par de funtores
adjuntos, aśı como también las relaciones que tienen los bifuntores
Hom( , ) y ( � ).

Definición 1.54 Sean C y D categoŕıas. Un funtor F : C → D es
una equivalencia de categoŕıas si existe un funtor G : D → C tal que
GF ∼= IdC y FG ∼= IdD son isomorfismos naturales. En tal caso
diremos que G es una equivalencia inversa de F .

Diremos que dos categoŕıas C y D son equivalentes si existe una
equivalencia entre ellas y lo denotamos por C ≈ D. Esta relación
es una relación de equivalencia en la clase de todas las categoŕıas.
Como estaremos trabajando con categoŕıas de R-módulos, donde
Hom(M,N) tiene estructura de grupo abeliano para cualesquiera
dos módulos M y N en la categoŕıa, vamos a asumir que las equiva-
lencias son funtores aditivos (es decir nos respetan esta estructura
de grupo).

Definición 1.55 Sean R y S anillos. Diremos que R es equivalente
Morita a S si Mod-R≈Mod-S.

Notación 1.56 Sean R y S anillos equivalentes Morita, entonces
tenemos equivalencias F :Mod-R→Mod-S y G :Mod-S→Mod-
R con isomorfismos naturales η : GF → IdMod-R y ζ : FG →
IdMod-S. Con la transformación natural η, para cada M ∈Mod-R y
N ∈Mod-S existen morfismos de grupos abelianos

φ = φMN : HomS(N,F (M))→ HomR(G(N),M)

θ = θMN : HomS(F (M), N)→ HomR(M,G(N))
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dados por

φMN(γ) = ηMG(γ)

θMN(δ) = G(δ)η−1
M

.
Lo mismo para tranformación natural ζ, podemos encontrar mor-

fismos analogos a φ y θ. Esta será la notación que se estará utilizan-
do cada vez que se tenga una equivalencia F entre Mod-R y Mod-S
con inversa G.

Proposición 1.57 Sea F :Mod-R→Mod-S una equivalencia de
categoŕıas. Entonces para cada M y M ′ en Mod-R, la restricción
de F a HomR(M,M ′) es un isomorfismo de grupos abelianos:

F : HomR(M,M ′)→ HomS(F (M), F (M ′))

tal que F (f) es epimorfismo (monomorfismo) en Mod-S si y sólo si
f es epimorfismo (monomorfismo) en Mod-R. Más aún, si M 6= 0
entonces:

F : EndR(M)→ EndS(F (M))

es un isomorfismo de anillos.

Demostración: Debido a que F es aditivo, es fácil verificar que res-
tringido a HomR(M,M ′) es un morfismo de grupos abelianos y
que restringido a EndR(M) es un morfismo de anillos. Definimos
un morfismo de grupos abelianos HMM ′ : HomS(F (M), F (M ′)) →
HomR(M,M ′) dada por HMM ′(g) = ηMG(g)η−1

M , luego se tiene que
HMM ′ es la inversa de F retringido a HomR(M,M ′), lo mismo cuan-
do M = M ′. Notemos que un morfismo f en Mod-R es monomorfis-
mo (epimorfismo) si y sólo si GF (f) es monomorfismo (epimorfismo)
en Mod-R, esto se debe a que F es equivalencia con inversa G. Aho-
ra supongamos que f es un monomorfismo y que para alguna h en
Mod-S se tiene que F (f)h = 0. Entonces GF (f)G(h) = G(0) = 0,
pero GF (f) es monomorfimo, por lo tanto G(h) = 0. Entonces
FG(h) = 0 y con la hipótesis de que FG ∼= IdMod-S es isomorfismo
natural, se sigue que h = 0, y por lo tanto F (f) es monomorfis-
mo. Las condiciones que faltan se prueban de manera similar a lo
anterior. �
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Lema 1.58 Sean R y S anillos equivalentes Morita. Utilizando la
Notación 1.56, los morfismos:

φ = φMN : HomS(N,F (M))→ HomR(G(N),M)

θ = θMN : HomS(F (M), N)→ HomR(M,G(N))

Son isomorfismos naturales en cada variable. En particular, para
cada

γ ∈ HomS(N1, F (M1)), δ ∈ HomS(F (M2), N2)

γ ∈ HomR(G(N1),M1), δ ∈ HomR(M2, G(N2))

y
h : M1 →M2, k : N2 → N1

se tiene que:

1) φ(F (h)γk) = hφ(γ)G(k).

2) θ(kδF (h)) = G(k)θ(δ)h.

3) φ−1(hγG(k)) = F (h)φ−1(γ)k.

4) θ−1(G(k)δh) = kθ−1(δ)F (h).

Por último, φ(γ) es un monomorfismo (epimorfismo) si y sólo si
γ es un monomorfismo (epimorfismo), y θ(δ) es un monomorfismo
(epimorfismo) si y sólo si δ es un monomorfismo (epimorfismo).

Demostración: Notemos que al morfismo de grupos abelianos φ =
φMN : HomS(N,F (M)) → HomR(G(N),M) lo podemos ver como
la composición de G : HomS(N,F (M)) → HomR(G(N), GF (M)),
que es isomorfismo por la Proposición 1.57, compuesto con el mor-
fismo η∗ : HomR(G(N), GF (M)) → HomR(G(N),M) dada por
η∗(f) = ηMf , luego tenemos que ηM es un isomorfismo y por lo
tanto η∗ también lo es. Aśı pues, φMN es un isomorfismo. Ahora ve-
rifiquemos que los funtores HomS(N,F ( )), HomR(G(N), ) :Mod-
R→Mod-S son isomorfos naturalmente. Sea h : M1 →M2 un mor-
fismo en Mod-R, bastará ver que el siguiente diagrama es conmu-
tativo:

HomS(N,F (M1))
φM1N //

F (h)∗
��

HomR(G(N),M1)

h∗
��

HomS(N,F (M2))
φM2N // HomR(G(N),M2)
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donde F (h)∗ y h∗ estan dadas por F (h)∗(σ) = F (h)σ y h∗(τ) = hτ .
Sea σ ∈ HomS(N,F (M1)), entonces h∗(φ(σ)) = h∗(ηM1G(σ)) =
h(ηM1G(σ)) = (hηM1)G(σ) pero como GF ∼=η IdMod-R se tiene que
hηM1 = ηM2GF (h) y por lo tanto (hηM1)G(σ) = (ηM2GF (h))G(σ) =
ηM2G(F (h)σ) = φM2N(F (h)σ) = φM2NF (h)∗(σ) y con esto queda
demostrada la naturalidad. Para probar 1), tenemos que φ(F (h)γk) =
ηM2G(F (h))G(γ)G(k) = (ηM2G(F (h)))η−1

M1
ηM1G(γ)G(k) pero con la

naturalidad de η lo anterior es igual a (hηM1)η
−1
M1
ηM1G(γ)G(k) =

hηM1G(γ)G(k) = hφ(γ)G(k). Para demostrar 2),3),4) y la natura-
lidad de los isomorfimos φ y θ en la variables restantes, se prueba
de manera similar a lo anterior. Para la última parte del lema, sea
γ ∈ HomS(N,F (M)) entonces φ(γ) = ηMG(γ). Como ηM es iso-
morfismo, tenemos que φ(γ) es monomorfismo (epimorfismo) si y
sólo si G(γ) es monomorfismo (epimorfismo), pero ya sabiamos que
G(γ) es monomorfismo (epimorfismo) si y sólo si γ es monomorfismo
(epimorfismo). �

Ahora algunas propiedades que se tienen bajo equivalencia Mo-
rita.

Proposición 1.59 Sea F :Mod-R→Mod-S una equivalencia de
categoŕıas. Entonces una sucesión de la forma:

0 //M ′ f //M
g //M ′′ // 0

es exacta (y se escinde) en Mod-R si y sólo si la sucesión:

0 // F (M ′)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M ′′) // 0

es exacta (y se escinde) en Mod-S.

Demostración: Aqui usamos la Notación 1.56. Afirmamos que F
preserva sucesiones exactas cortas (y por lo tanto G también). Para
eso supongamos que se tiene una sucesión exacta corta en Mod-R :

0 //M ′ f //M
g //M ′′ // 0

Luego si aplicamos el funtor F, se tiene la sucesión:

0 // F (M ′)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M ′′) // 0
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donde F (f) es monomorfismo y F (g) es epimorfismo por la Pro-
posición 1.57, aśı que resta verificar que Nuc(F (g)) ⊆ Im(F (f)).
Sea K = Nuc(F (g)) y i : N ↪→ F (M) la inclusión. Entonces
consideramos el morfismo φ(ik) : G(K) → M que por el Lema
1.58(1) se tiene que gφ(i) = φ(F (g)i) = φ(0) = 0. Por lo tanto
Im(φ(i)) ⊆ Nuc(g) = Im(f). Luego como f es monomorfismo, po-
demos encontrar γ ∈ HomR(G(K),M ′) tal que fγ = φ(i), y por el
Lema 1.58(3) se tiene que:

i = φ−1(fγ) = F (f)φ−1(γ)

Luego Nuc(F (g)) = Im(i) por como definimos a i. De lo anterior se
tiene que Im(i) ⊆ Im(F (f)) y por lo tanto Nuc(F (g)) ⊆ Im(F (f)).
Con esto se tiene la afirmación y la ida de la proposición. Para el
regreso, supongamos que la sucesión:

0 // F (M ′)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M ′′) // 0

es exacta. Luego por lo anterior, tenemos que si aplicamos el funtor
G, la sucesión:

0 // GF (M ′)
GF (f) // GF (M)

GF (g)// GF (M ′′) // 0

es exacta. Ahora consideramos a η un isomorfismo natural que hace
conmutar el siguiente diagrama:

0 //M ′ f //

ηM′
��

M
g //

ηM
��

M ′′ //

ηM′′
��

0

0 // GF (M ′)
GF (f) // GF (M)

GF (g)// GF (M ′′) // 0

y como el diagrama conmuta se sigue que la sucesión:

0 //M ′ f //M
g //M ′′ // 0

es exacta.
La escisión a la que hace referencia la proposición se debe a que

las equivalencias son aditivas. �

Aśı cada vez que se tenga N ↪→ M en Mod-R y F :Mod-
R→Mod-S una equivalencia, tendremos que F (M/N) ∼= F (M)/F (N).
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Proposición 1.60 Sea F :Mod-R→Mod-S una equivalencia de
categoŕıas. Entonces:

1) Un par (M, {πj}j∈J) es un producto de la familia {Mj}j∈J de
R-módulos si y sólo si (F (M), {F (πj)}j∈J) es un producto de
la familia {F (Mj)}j∈J de S-módulos.

2) Un par (M, {ui}i∈I) es una suma directa de la familia {Mi}i∈I
de R-módulos si y sólo si (F (M), {F (ui)}i∈I) es una suma di-
recta de la familia {F (Mi)}i∈I de S-módulos.

Demostración: 1) Supongamos que (M, {πj}j∈J) es un producto de
la familia {Mj}j∈J de R-módulos. Sea N ∈Mod-S con gj : N →
F (Mj) morfismo en Mod-S para toda j ∈ J , entonces en Mod-R
se tiene φ(gj) : G(N)→Mj para toda j ∈ J , entonces por hipótesis
existe un único morfismo f : G(N) → M tal que φ(gj) = πjf para
toda j ∈ J . Luego con el Lema 1.58(3), se sigue que φ−1(f) es única
con la propiedad de que gj = φ−1(πjf) = F (πj)φ

−1(f) para toda
j ∈ J . Por lo tanto (F (M), {F (πj)}j∈J) es un producto de la familia
{F (Mj)}j∈J .

Ahora supongamos que (F (M), {F (πj)}j∈J) es un producto de la
familia {F (Mj)}j∈J . Sea K ∈Mod-R con hj : K → Mj morfismo
para toda j ∈ J . Luego aplicando el funtor F , se tiene F (hj) :
F (K) → F (Mj) morfismo para toda j ∈ J , y por lo tanto existe
existe un único morfismo h : F (K)→ F (M) tal que F (hj) = F (πj)g
para toda j ∈ J . Con g′ ∈ HomR(K,M) único tal que F (g′) = g,
se tiene que g′ es único tal que hj = πjg

′ para toda j ∈ J .
2) es dual a 1). �

Proposición 1.61 Sean R y S anillos equivalentes Morita con equi-
valencia F :Mod-R→Mod-S. Sean M,M ′ y U R-módulos. Enton-
ces:

1) U es M-proyectivo (M-inyectivo) si y sólo si F (U) es F (M)-
proyectivo (F (M)-inyectivo).

2) U es proyectivo (inyectivo) si y sólo si F (U) es proyectivo (in-
yectivo).

3) Un monomorfismo f : M → M ′ es esencial si y sólo si F (f) :
F (M)→ F (M ′) es un monomorfismo esencial.
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4) f : M → M ′ es una cápsula inyectiva si y sólo si F (f) :
F (M)→ F (M ′) es una cápsula inyectiva.

Demostración: Vamos a utilizar la Notación 1.56. 1) Supongamos
que U es M -proyectivo y que se tiene la siguiente situación en Mod-
S:

F (U)

g

��
F (M)

f
// N // 0

donde f es un epimorfismo, entonces θ(f) es un epimorfismo por el
Lema 1.58. Luego aplicamos θ a los morfismos f y g para obtener
el siguiente diagrama en Mod-R:

U

θ(g)
��

M
θ(f)
// G(N) // 0

como U es M -proyectivo existe h : U → M tal que θ(g) = θ(f)h.
Del Lema 1.58(4) se tiene que g = θ−1θ(g) = θ−1((θ)(f)h) = fF (h).
Por lo tanto F (U) es F (M)-proyectivo. Lo que resta es similar a lo
anterior.

2) Note que un módulo M es proyectivo (inyectivo) en Mod-R si
y sólo si M es N -proyectivo (N -inyectivo) para todo N ∈Mod-R.
Por lo tanto, 2) se sigue de 1).

3) Es consecuencia de la Proposición 1.59 y la Proposición 1.60.
4) Es inmediato de 2) y 3). �

Proposición 1.62 Sean R y S anillos equivalentes Morita con equi-
valencia F :Mod-R→Mod-S. Dado M ∈Mod-R, se tiene que la
función definida por:

ΛM : SubR(M)→ SubS(F (M));K 7→ Im(F (iK))

donde ik : K ↪→M es la inclusión, es un isomorfismo de ret́ıculas.

Demostración: Como F es un funtor, es claro que ΛM respeta el or-
den. Por otro lado, utilizando la Notación 1.56, definimos la función
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ΓM : SubS(F (M)) → SubR(M) dada por ΓM(N) = Im(φ(jN)) con
jN : N ↪→ F (M) es la inclusión. Luego del Lema 1.58(1) podemos
concluir que ΓM preserva el orden, para esto sean N ′ ⊆ N ⊆ F (M)
entonces φ(jN ′) = φ(jNk) = φ(jN)G(k) donde k : N ′ ↪→ N es la in-
clusión, por lo tanto ΓM(N ′) = Im(φ(jN ′)) ⊆ Im(φ(jN)) = ΓM(N).
Por último, se afirma que ΓM es la inversa de ΛM . Sea K ≤ M y
N = ΛM(K), entonces como F (iK) es un monomorfismo podemos
encontrar h : F (K)→ N tal que el siguiente diagrama conmuta:

N
jN // F (M)

F (K)

h

OO

F (iK)

::

Luego por el Lema 1.58(1) aplicado dos veces se tiene que φ(jN)G(h) =
φ(jNh) = φ(F (iK)) = iKφ(IdF (K)), además G(h) es isomorfismo
pues h es isomorfismo y también φ(IdF (K)) es isomorfismo por el
Lema 1.58. Por lo tanto ΓMΛM(K) = Im(φ(jN)) = Im(iK) = K.

Ahora sea N ≤ F (M) y K = ΓM(N), luego φ(jN) es un mono-
morfismo y como iK es monomorfismo, entonces existe γ : G(N)→
K un isomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama:

G(N)

γ

��

φ(jN )

""
K

iK
//M

Aplicando φ−1 al diagrama y utilizando el Lema 1.58(3), se tiene que
jN = φ−1(iKγ) = F (iK)φ−1(γ) y como φ−1(γ) es un isomorfismo,
obtenemos ΛMΓM(N) = Im(F (iK)) = Im(jN) = N . Por lo tanto
ΛM es isomorfismo de ret́ıculas. �

Corolario 1.63 Sean R y S anillos equivalentes Morita con equi-
valencia F :Mod-R→Mod-S. Si M ∈Mod-R entonces:

a) M es simple (semisimple) si y sólo si F (M) es simple (semi-
simple).

b) M es finitamente generado (cogenerado) si y sólo si F (M) es
finitamente generado (cogenerado).
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c) M es artiniano (neteriano) si y sólo si F (M) es artiniano (ne-
teriano).

d) M es de longitud finita si y sólo si F (M) es de longitud finita.

e) M es inescindible si y sólo si F (M) es inescindible.

Demostración: Cada condición es equivalente a una condición sobre
las ret́ıcula SubR(M) y SubS(F (M)) que son isomorfas. �

Teorema 1.64 Sean R y S anillos equivalentes Morita con equiva-
lencias invesas F :Mod-R→Mod-S y G :Mod-S→Mod-R. Consi-
derese P = F (R) ∈Mod-S y Q = G(S) ∈Mod-R. Entonces P y Q
tienen estructura de RPS y SQR bimódulos tal que:

1) RPS y SQR son balanceados.

2) PS,R P , SQ y QR son progeneradores.

3) RPS ∼= HomS(Q,S) ∼= HomR(Q,R) y SQR
∼= HomR(P,R) ∼=

HomS(P, S).

4) F ∼= HomR(Q, ) y G ∼= HomS(P, ).

5) F ∼= ( �R P ) y G ∼= ( �S Q).

Demostración: Aqui se usa la Notación 1.56. Por la Proposición 1.41,
para que PS sea un RPS bimódulo, necesitamos un morfismo mul-
tiplicación por la izquierda λ : R → EndS(PS), para ello notamos
que R tiene estructura de RRR bimódulo y por lo tanto R tiene una
multiplicación por la izquierda q : R → EndR(RR) según la Pro-
posición 1.41, note que q es un isomorfismo, por otro lado sabemos
que F | : EndR(RR)→ EndS(PS) es un isomorfismo de anillos (pues
F es una equivalencia), entonces definimos λ = F |q isomorfismo de
anillos. Para QR, hacemos lo mismo, aprovechando que S tiene es-
tructura de SSS bimódulo podemos considerar su multiplicación por
la izquierda q′ : S → EndS(SS) que es un isomorfismo, y luego a
G| : EndS(SS) → EndR(QR) isomorfimo, entonces definimos para
QS una multiplicación por la izquierda como λ′ = G|q′ isomorfismo
de anillos. Con lo anterior, tenemos que RPS y SQR son bimódulos.

1) y 2) Como RR es un progenerador y F es una equivalencia,
se tiene que F (R) = PS es un progenerador. En particula PS es un
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generador, y por la versión derecha de [3](14.1(1)) PS es balanceado
y fiel, además q : R → EndS(PS) es un isomorfismo, entonces por
definición RPS es balanceado fielmente. Con esto tenemos que RPS
es balanceado fielmente y PS es progenerador, entonces de las dos
vesiones del Lema 1.48 se sigue que RP es progenerador.
De manera similar, obtenemos que SQR es balanceado fielmente y
QR junto con SQ son progeneradores.

4) Sea MR un R-módulo derecho. Entonces tenemos a φ un Z-
isomorfismo natural en la variable M :

φ : HomS(S, F (M))→ HomR(SG(S),M) = HomR(Q,M)

este isomorfismo es un S-isomorfismo (de S-módulos derechos) para
toda M ∈Mod-R. Luego tenemos S-isomorfismos:

F (M) ∼= HomS(S, F (M)) ∼= HomR(Q,M)

que son naturales en la variable M . Por lo tanto F ∼= HomR(Q, ).
Para G lo hacemos de la misma manera, es decir, sea NS un S-
módulo derecho. Entonces tenemos a θ un Z-isomorfismo natural en
la variable N :

θ : HomS(P,N) = HomS(RF (R), N)→ HomR(R,G(N))

este isomorfismo es un R-isomorfismo (de R-módulos derechos) para
toda N ∈Mod-S. Entonces se tienen R-isomorfismos:

G(N) ∼= HomR(R,G(N)) ∼= HomS(P,N)

que son naturales en la variable N . Por lo tanto G ∼= HomS(P, ).
3) De la condición 4) tenemos los isomorfismos de bimódulos:

RPS =R F (R)S ∼= HomR(SQ,R)

y

SQR =S G(S)R ∼= HomS(RP, S)

Ahora por 1), se tiene que R ∼= EndS(SQ) y S ∼= EndR(RP ), luego
aplicando una propiedad básica del Hom( , ) se tiene que:

RPS ∼= HomR(Q,R) ∼= HomR(Q,HomS(Q,Q))

∼= HomS(Q,HomR(Q,Q)) ∼= HomS(Q,S)
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y

SQR
∼= HomS(P, S) ∼= HomS(P,HomR(P, P ))

∼= HomR(P,HomS(P, P )) ∼= HomR(P,R)

esto es lo que afirmaba 3).
5) Teniendo en cuenta que P es proyectivo y finitamente gene-

rado, entonces de la segunda versión de [3](20.11) y lo anterior se
tienen los isomorfismos naturales:

F ∼= HomR(Q, ) ∼= HomR(HomR(RPS, R), )

∼= HomR(R, ) �R P ∼= �R P

De manera similar se tiene que:

G ∼= HomS(P, ) ∼= HomS(HomS(SQR, S), )

∼= HomS(S, ) �S Q ∼= �S Q

y con esto queda demostrado este teorema. �

Teorema 1.65 Sean R y S anillos con funtores aditivos F :Mod-
R→Mod-S y G :Mod-S→Mod-R. Entonces F y G son equivalen-
cias inversas una de la otra si y sólo si existe un bimódulo RPS tal
que:

1) RP y PS son progeneradores.

2) RPS es balanceado.

3) F ∼= ( �R P ) y G ∼= HomS(P, ).

Por otro lado, si existe un RPS bimódulo que satisface las condicio-
nes 1),2) y 3), entonces con:

Q = HomR(P,R)

se tiene que SQR es un bimódulo tal que SQ y QR son progeneradores
y

F ∼= HomR(Q, ) y G ∼= ( �S Q)
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Demostración: ⇒) Se sigue del Teorema 1.64.
⇐) Supongamos que RPR es un bimódulo que cumple 1) y 2),

entonces de 1) se tiene que RP y PS son fieles, y junto con 2) se
sigue que RPS es balanceado fielmente. Entonces R ∼= EndS(P ) y
S ∼= EndR(P ). Dados MR y NS módulos, tenemos los siguentes
isomorfismos naturales:

HomS(P,M �R P ) ∼= M �R HomS(P, P )

∼= M �R R ∼= M

y
HomS(P,N) �R P ∼= HomS(HomR(P, P ), N)

∼= HomS(S,N) ∼= N

Por lo tanto F ∼= ( �R P ) y G ∼= HomS(P, ) son equivalencias
inversas una de la otra. �

Corolario 1.66 Sean R y S anillos. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

a) S es equivalente Morita a R.

b) Existe un progenerador PR tal que S ∼= EndR(PR).

c) Existe un progenerador RQ tal que S ∼= EndR(RQ).

Demostración: a) ⇒ b) Por hipótesis existen F :Mod-R→Mod-S
y G :Mod-S→Mod-R equivalencias inversas una da la otra. Sea
P = G(S), entonces por el Teorema 1.64 sabemos que SPR es un
bimódulo balanceado fielmente y que PR es progenerador. Luego
S ∼= EndR(P ).
b) ⇒ a) Podemos suponer que S = EndPR

. Luego como PR
es generador, entonces PR es balanceado y proyectivo finitamente
generado como S-módulo izquierdo [3](17.8). Aśı pues, tenemos que

SPR es balanceado y PR es proyectivo finitamente generado, entonces

SP es generedor por el Lema 1.48. Por lo tanto, SPR cumple (1) y
(2) del Teorema 1.65, con F = ( �S P ) y G = HomR(SP, ) se sigue
que S es equivalente Morita a R.
a)⇔ c) Es similar. �
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Caṕıtulo 2

Clases Naturales

Este cápitulo esta dedicado a definir el concepto de clase natural
en la categoŕıa Mod-R y a probar que dado un anillo R, la colección
de todas las clases naturales N (R) es una ret́ıcula booleana. Tam-
bién se verán algunas propiedades básicas de los submódulos tipo de
un módulo M que serán de gran utilidad en los caṕıtulos siguientes.

2.1. Los operadores d( ) y c( )

Definición 2.1 Sea R un anillo. Una clase no vacia de R-módulos
K es una clase natural si es cerrada bajo submódulos, copias isomor-
fas, sumas directas y cápsulas inyectivas. A la colección de todas las
clases naturales de R-módulos la denotaremos por N (R).

Notemos que la condición, en la definición anterior, de ser cerrada
bajo cápsulas inyectivas puede ser sustituida por la condición de ser
cerrada bajo extensiones esenciales.

Definición 2.2 Sea R un anillo. Dada una clase F no vacia de
R-módulos, definimos d(F) y c(F) como sigue:

d(F) = {N ∈Mod-R : ∀0 6= W ≤ N,∃0 6= V ≤ W,V ↪→
A para algún A ∈ F}
c(F) = {W ∈Mod-R : ∀0 6= V ≤ W,V 6↪→ A para cada A ∈ F}.
Cuando F = {H} con H ∈Mod-R, denotaremos c({H}) = c(H) y
d({H}) = d(H).

Observación 2.3 Sea F una clase no vacia de R-módulos enton-
ces:

35
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a) Si F es cerrada bajo submódulos y copias isomorfas, entonces
F es cerrada bajo cápsulas inyectivas si y sólo si F es cerrada
bajo extensiones esenciales.

b) F ⊆ d(F).

c) Si F1 ⊆ F2 son clases no vaćıas de R-módulos entonces d(F1) ⊆
d(F2) y c(F2) ⊆ c(F1).

Demostración: a)⇒) Sea 0 6= N ∈ F y σ : N ↪→M un monomorfis-
mo esencial entonces por la Proposición 1.25 existe τ : M ↪→ E(N)
monomorfismo y como M ∼= τ(M) ⊆ E(N) entonces M ∈ F , ya que
F es cerrada bajo submódulos, copias isomorfas y cápsulas inyecti-
vas. ⇐) Sea N ∈ F , como F es cerrada bajo extensiones esenciales
y E(N) es una extensión esencial de N , entonces E(N) ∈ F .
b) Sea 0 6= N ∈ F y 0 6= H ≤ N , entonces H ↪→ N y se sigue de

la definición de d(F) que N ∈ d(F).
c) Sea 0 6= X ∈ d(F1) y 0 6= N ≤ X, entonces existe 0 6= U ≤ N

tal que U ↪→ A para alguna A ∈ F1, pero por hipótesis F1 ⊆ F2

entonces A ∈ F2 y por lo tanto X ∈ d(F2). Ahora, sea 0 6= Y ∈
c(F2) y 0 6= M ≤ Y , entonces M 6↪→ A para toda A ∈ F2, pero
como F1 ⊆ F2, también M 6↪→ A para toda A ∈ F1 y por lo tanto
Y ∈ c(F1). �

Con la siguiente proposición se entenderá la importancia de los
operadores d( ) y c( ).

Proposición 2.4 Sea F una clase no vacia de R-módulos, enton-
ces

1) d(F), c(F) son clases naturales y d(F) ∩ c(F) = 0 = {{0}}.

2) Para toda K ∈ N (R), K = d(K).

3) c(c(F)) = d(F) es la menor clase natural que contiene a F .

Demostración: 1) De la definición de d(F) es inmediato que d(F)
es cerrada bajo submódulos y copias isomorfas, sean {Wα}α∈I una
familia de R-módulos con Wα ∈ d(F) y 0 6= N ≤

⊕
α∈IWα en-

tonces por la Proposición 1.40 existe 0 6= H ≤ N y β ∈ I tal que
H ∼= K ≤ Wβ, como Wβ ∈ d(F) entonces K ∈ d(F) y por lo tanto
H ∈ d(F), ya que d(F) es cerrada bajo submódulos y copias iso-
morfas, esto muestra que

⊕
α∈IWα ∈ d(F), ahora probemos que
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d(F) es cerrada bajo cápsulas inyectivas, sea M ∈ d(F) entonces
M ⊆e E(M), ahora sea 0 6= N ≤ E(M) entonces 0 6= N ∩M ≤ M
y como M ∈ d(F) existe 0 6= H ≤ N ∩M tal que H ↪→ A para
alguna A ∈ F pero 0 6= H ≤ N , y por lo tanto E(M) ∈ d(F). De la
definición de c(F) es inmediato que c(F) es cerrada bajo submódu-
los y copias isomorfas, sea {Vα}α∈J una familia de R-módulos con
Vα ∈ c(F) para toda α ∈ J y 0 6= N ≤

⊕
α∈J Vα supongamos

que N ↪→ A para alguna A ∈ F , por la Proposición 1.40 existe
0 6= G ≤ N y γ ∈ J tal que G ∼= L ≤ Vγ luego L ↪→ A y por lo
tanto Vγ /∈ c(F) lo cual es una contradicción, por lo tanto N 6↪→ A
para cada A ∈ F , es decir

⊕
α∈J Vα ∈ c(F), ahora sea P ∈ c(F),

0 6= N ≤ E(P ) y supongamos que N ↪→ A para alguna A ∈ F
entonces como P ⊆e E(P ) tenemos que 0 6= N ∩ P ≤ N , por lo
tanto N ∩P ↪→ A y N ∩P ≤ P lo cual nos lleva a que P /∈ F que es
una contradicción, por lo tanto N 6↪→ A para cada A ∈ F , es decir
E(P ) ∈ F . Sea H ∈ d(F)∩ c(F) y h ∈ H, supongamos que 0 6= hR
entonces 0 6= hR ≤ H ∈ d(F) por lo tanto existe 0 6= K ≤ hR
tal que K ↪→ A0 para alguna A ∈ F , pero c(F) es cerrada bajo
submódulos, entonces hR ∈ c(F) lo cual implica que K 6↪→ A para
cada A ∈ F pero esto es una contradición, por lo tanto hR = 0 y
h = 0.

2) Sea K ∈ N (R). Por la Observación 2.3(b) K ⊆ d(K), sea
0 6= M ∈ d(K) y considerese la familia f = {{Vi}i∈I : Vi ∈
K para toda i ∈ I y

∑
i∈I Vi =

⊕
i∈I Vi} como un conjunto par-

cialmente ordenado con la contensión usual. Verifiquemos que f sa-
tisface las hipótesis del Lema de Zorn, como M ∈ d(K) entonces
existe 0 6= H ≤ M tal que H ↪→ K para alguna K ∈ K, notamos
que H ∈ K por ser K una clase natural y además que {H} ∈ f ,
por lo tanto f 6= ∅, sea C1 ⊆ C2 ⊆ ... una cadena con Cn ∈ f para
toda n ∈ N, proponemos a

⋃
n∈N Cn como cota superior de la ca-

dena en f . Si K ∈
⋃
n∈N Cn entonces K ∈ Cj para alguna j ∈ N

y por lo tanto K ∈ K, resta probar que
∑⋃

n∈N Cn =
⊕⋃

n∈N Cn,
para ello supongamos que 0 = x1 + x2 + ... + xm con xi ∈ Ki ∈⋃
n∈N Cn para toda i = 1, 2, ...,m entonces Ki ∈ Ck(i) y elegimos

k = max{k(1), k(2), ..., k(m)}, con esto obtenemos que Ki ∈ Ck
para toda i = 1, 2, ...,m y por lo tanto

∑m
i=1Ki =

⊕m
i=1Ki luego

xi = 0 para toda i = 1, 2, ...,m. Sea {Nα}α∈J un máximo de f en-
tonces

⊕
α∈J Nα ⊆e M , de lo contrario existe 0 6= H ≤ M tal que

H ∩
⊕

α∈J Nα = 0, pero M ∈ d(K) entonces existe 0 6= K ≤ H
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tal que K ↪→ A para alguna A ∈ K, por lo tanto K ∈ K y
{Nα}α∈J∪{K} ∈ f contradiciendo el hecho de que {Nα}α∈J es máxi-
mo en f . Tenemos entonces que

⊕
α∈J Nα ⊆e M y

⊕
α∈J Nα ∈ K

por lo tanto M ∈ K.
3) ⊆) Sea 0 6= N ∈ d(F), bastará probar que para cada 0 6=

H ≤ N , H 6↪→ X para cada X ∈ c(F), supongamos lo contrario, es
decir que existe 0 6= H ≤ N tal que H ↪→ A para alguna A ∈ c(F)
entonces H ∈ c(F)∩ d(F ) = 0 por lo tanto H = 0 contradiciendo el
hecho de que H 6= 0. ⊇) Sea M ∈ c(c(F)), bastará probar que para
cada 0 6= G ≤ M existe 0 6= F ≤ G tal que G ↪→ A para alguna
A ∈ F , supongamos lo contrario, es decir que existe 0 6= G ≤M tal
que para todo 0 6= F ≤ G se tiene que F 6↪→ X para toda X ∈ F ,
entonces por definición G ∈ c(F) ⊆ d(c(F)) y G ∈ c(c(F)) por lo
tanto G = 0 lo cual es una contradicción. De la definición de d(F)
se tiene que F ⊆ d(F), supongamos que F ⊆ K con K una clase
natural, entonces d(F) ⊆ d(K) = K. �

Ejemplo 2.5

1) Dado M ∈Mod-R, definimos Z(M) = {x ∈ M : annr(x) ⊆e
R} el submódulo singular de M . Se dice que un módulo M es
singular si Z(M) = M , pero si Z(M) = 0 diremos que M es
no singular. Entonces la clase de módulos K = {N ∈Mod-
R: E(N) es singular} es una clase natural.

2) Si se tiene un módulo M ∈Mod-R, definimos el soclo de M
como Zoc(M) =

⋂
{N ≤ M : N ⊆e M}. Luego, se tiene que

K = {N ∈Mod-R: Zoc(N) ⊆e N} es una clase natural.

3) Sea R la extensión trivial de el anillo Z y el Z-módulo
⊕∞

i=1Zpi
donde {pi}i∈N es el conjunto de los números primos. De manera

expĺıcita tenemos que R =

{(
a x
0 a

)
: a ∈ Z, x ∈

⊕∞
i=1Zpi

}
,

donde la suma y multiplicación de R son la suma y multiplica-
ción usuales de matrices. Consideremos los siguientes ideales
de R:

I =

{(
0 x
0 0

)
: x ∈

∞⊕
i=1

Zpi

}
, J =

{(
0 x
0 0

)
: x ∈ Zp1

}
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K =

{(
0 x
0 0

)
: x ∈

∞⊕
i=2

Zpi

}

Entonces tenemos que K = d(K) es una clase natural. Lo que se
quiere mostrar en este ejemplo es que esta clase no es cerrada
bajo cocientes ni bajo productos. Note que, como K ∩ J = 0
entonces existe σ : K ↪→ R/J monomorfismo dado por σ(A) =
A + J para toda A ∈ K. Se afirma que σ es monomorfismo

esencial, sea 0 6= A + J ∈ R/J con A =

(
a x
0 a

)
entonces

A /∈ J y por lo tanto a 6= 0 o 0 6= xj ∈ Zpj para alguna
j 6= 1, donde x = (xi)i∈N. Supongamos que a = 0, proponemos

B =

(
0 0
0 p1

)
∈ R y se tiene que 0 6= AB + J ∈ σ(K), ahora

supongamos a 6= 0, entonces podemos encontrar pk un número
primo tal que pk no divide al número a y k 6= 1. En este caso

proponemos B =

(
0 y
0 0

)
∈ R, donde y = (yi)i∈N es tal que

yi = 0 para toda i 6= k y yk = 1, entonces 0 6= AB + J ∈ σ(K).
Por lo tanto σ es un monomorfismo esencial, y aśı se tiene que
R/J ∈ K. Ahora consideremos 0 6= I/J ≤ R/J entonces se
tiene que el cociente (R/J)/(I/J) ∼= R/I no es un elemento de
K.

Por último, sean Ii =

{(
a x
0 a

)
: a ∈ piZ, x ∈

⊕∞
i=1Zpi

}
ideales de R para cada i ≥ 2. Entonces, se tienen R/Ii ∈ K
y un epimorfismo τ : R→

∏
i≥2R/Ii dado por πiτ(A) = A+ Ii

donde πi : R → R/Ii es la i-ésima proyección. Notemos que
Nuc(τ) = I y por lo tanto

∏
2≤iR/Ii

∼= R/I /∈ K.

2.2. La estructura de ret́ıcula de N (R)

Definición 2.6 Sea R un anillo y F una clase no vacia de R-
módulos. Entonces para un R-módulo M definimos:

HF(M) = {N ≤M : M/N ∈ F}

.
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Dado un anilloR, denotamos L(R) = {I ≤ R : I es ideal derecho de R}
al conjunto de ideales derechos de R.

Proposición 2.7 Sea R un anillo. Entonces N (R) es un conjunto.

Demostración: Bastará probar que la asignación K 7−→ HK(R) que
va de N (R) a P(L(R)) es inyectiva. Sean K1, K2 ∈ N (R) distintas,
entonces podemos encontrar H ∈ K1 tal que H /∈ K2 (el otro caso
es análogo). Consideramos la familia f = {N ≤ H : N ∈ K2} como
conjunto parcialmente ordenado con la conteción usual y verifique-
mos que f satisface las hipótesis del Lema de Zorn. La familia f es
no vaćıa pues {0} ∈ f , ahora sea N1 ⊆ N2 ⊆ ... una cadena con
Ni ∈ f para toda i ∈ N, proponemos

⋃
i∈NNi una cota superior en

f para la cadena, solo resta verificar que
⋃
i∈NNi ∈ K2 = d(K2) y

para esto sea 0 6= X ≤
⋃
i∈NNi y 0 6= x ∈ X, entonces x ∈ Nj para

algún j ∈ N y 0 6= xR ≤ Nj por lo tanto
⋃
i∈NNi ∈ d(K2) = K2.

Sea G un elemento máximo de f , entonces G 6⊆e H de lo contrario
H ∈ K2 debido a que K2 es cerrada bajo extensiones esenciales,
pero esto contradice el hecho de que H /∈ K2. Entonces podemos
encontrar 0 6= H0 ≤ H tal que H0 ∩ G = 0, sea 0 6= h ∈ H0 enton-
ces hR /∈ K2 ya que de lo contrario hR � G ∈ K2 contradiciendo
el hecho de que G es máximo en f . Con R/ann(h) ∼= hR ∈ K1

se tiene que ann(h) ∈ HK1(R) pero ann(h) /∈ HK2(R) es decir
HK1(R) 6= HK2(R). �

Ahora vamos a considerar N (R) como un conjunto parcialmaete
ordenado con el orden parcial K1 ≤ K2 si y sólo si K1 ⊆ K2. Con
lo que resta de la sección nos daremos cuenta que N (R) es más que
un conjunto parcialmente ordenado.

Lema 2.8 Sea R un anillo y {Kj}j∈J ⊆ N (R) un conjunto de clases
naturales. Entonces:

1)
⋂
j∈J Kj es una clase natural.

2) d(
⋃
j∈J Kj) es la menor clase natural que contiene a Kj para

toda j ∈ J .

Demostración: 1) Sea M ∈
⋂
j∈J Kj con N ≤ M , M ∼= M ′ y

M ⊆e E(M). Sea i ∈ J entonces M ∈ Ki que es clase natu-
ral, entonces N ∈ Ki, M ′ ∈ Ki y E(M) ∈ Ki y por lo tanto
N,M ′, E(M) ∈

⋂
j∈J Kj. Sea {Hα}α∈I una familia de R-modulos
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contenida en
⋂
j∈J Kj y i ∈ J , entonces Hα ∈ Ki para toda α ∈ I,

por lo tanto
⊕

α∈I Hα ∈ Ki lo cual nos lleva a que
⊕

α∈I Hα ∈⋂
j∈J Kj.
2) Como

⋃
j∈J Kj es una clase de R-módulos la condición 2) se

sigue de la Proposición 2.4(3). �

Proposición 2.9 Sea R un anillo. Entonces N (R) es una ret́ıcula
completa con elemento menor y elemento mayor.

Demostración: Los elementos mayor y menor deN (R) son 1 =Mod-
R y 0 = {{0}}. Dado un subconjunto S ⊆ N (R) por el Lema 2.8 se
tiene que

∨
S = d(

⋃
K∈S K) y

∧
S =

⋂
K∈S K. �

En lo que resta de la sección necesitaremos el concepto de submódu-
lo tipo, y esto con el fin de hacer mas claras las demostraciones.

Definición 2.10 Sean N1 y N2 R-módulos. Diremos que N1 es or-
togonal a N2 si para todo 0 6= V ≤ N1 se tiene que V 6↪→ N2 es
decir N1 y N2 no comparten submódulos isomorfos, en tal caso de-
notamos como N1 ⊥ N2. Por otro lado, diremos que N1 y N2 son
paralelos si no existe 0 6= V2 ≤ N2 tal que V2 ⊥ N1 y también no
existe 0 6= V1 ≤ N1 tal que V1 ⊥ N2, en tal caso denotamos N1 ‖ N2.

La siguiente observación se sigue de la Definición 2.10.

Observación 2.11 Sean H y K R-módulos. Entonces:

a) H ‖ K si y sólo si d(H) = d(K).

b) H ⊥ K si y sólo si d(H) ⊆ c(K).

Definición 2.12 Sea R un anillo y M un R-módulo con N ≤ M .
Decimos que N es un submódulo tipo de M , que lo denotamos como
N ≤t M , si existe una clase natural K tal que N ∈ K y si N ⊆
P ≤M con P ∈ K entonces P = N . En tal caso, diremos que N es
submódulo tipo de M de tipo K.

Proposición 2.13 Sea N ∈ Mod-R y P ≤ N , entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1) Si P ≤ Y ≤ N y P ‖ Y , entonces P = Y .
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2) Si P ⊂ Y ⊆ N , entonces P ⊥ X para algún 0 6= X ⊆ Y .

3) P es un submódulo pseudocomplemento de N tal que P �D ⊆e
N y P ⊥ D para algún D ⊆ N .

4) P es submódulo tipo de N de tipo K para alguna clase natural
K.

Demostración: 1) Z⇒ 2) Sea P ⊂ Y ≤ N entonces por la condición
1) P no es paralelo a Y , por lo tanto existe 0 6= X ≤ Y tal que
X ⊥ P .

2) Z⇒ 1) Supongamos que P ⊆ Y ≤ N tal que P ‖ Y , si P ⊂ Y
entonces por la condición 2) existe 0 6= X ≤ Y tal que X ⊥ P
pero esto contradice el hecho de que P es paralelo a Y . Por lo tanto
P = Y .

1) Z⇒ 3) Notemos que P no tiene extensiones esenciales en N ,
ya que si suponemos que P ⊆e H ≤ N entonces P ‖ H y por 1)
H = P , luego por la Proposición 1.21 P es un submódulo pseudo-
complemento de N y podemos encontrar un submódulo D ≤ N tal
que P es un pseudocomplemento de D en N , como D � P ⊆e N
bastará probar que P ⊥ D. Supongamos que P no es ortogonal a
D, entonces existe 0 6= X ≤ D tal que X ↪→ P , luego notamos que
P ‖ P � X, pues dado 0 6= V2 ≤ P � X por la Proposición 1.40
existe 0 6= K ≤ V2 tal que K ↪→ P o K ↪→ X, en cualquier caso
podemos concluir que K ↪→ P y por lo tanto P no es ortogonal a V2.
Con esto último y hipótesis se tiene que P = P �X, y esto ocurre
solamente cuando X = 0 lo cual contradice el hecho de que X 6= 0,
por lo tanto P ⊥ D.

3) Z⇒ 4) Considerese la clase natural K = d(P ) luego es claro
que P ∈ K. Supongamos que se tiene P ⊂ Y ≤ N tal que Y ∈ K,
como P es un submódulo pseudocomplemento de N entonces P es
esencialmente cerrado y por lo tanto podemos encontrar 0 6= V ≤ Y
tal que V ∩ P = 0, aśı pues bajo la proyección V ∼= (V � P )/P ↪→
N/P . Luego consideramos D ≤ N como en la condición 3) y P ′

un pseudocomplemento de D relativo a P en N , entonces P ⊆e P ′
y por lo tanto P = P ′, aśı pues tenemos que P resulta ser un
pseudocomplemento de D en N y por la Proposición 1.19 D ∼=
(D � P )/P ⊆e N/P , entonces existe 0 6= W ≤ V tal que W ↪→ D.
Como W ≤ Y ∈ K entonces W ∈ d(P ) lo cual nos lleva a que
podemos encontrar un submódulo 0 6= U ≤ W tal que U ↪→ P y
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además U ↪→ D pero esto contradice el hecho de que P ⊥ D, por lo
tanto P es submódulo tipo de N de tipo K.

4) Z⇒ 2) Notemos que P es un submódulo pseudocomplemento,
ya que si P ⊆e P ′ ≤ N entonces P ′ ∈ K y como P ≤t N se tiene que
P = P ′. Supongamos que P ⊂ Y ≤ N , entonces existe 0 6= X ≤ Y
tal que P ∩X = 0, bastará probar que X ⊥ P . Si X no es ortogonal
a P entonces podemos encontrar 0 6= V ≤ X tal que V ↪→ P y por
lo tanto V ∈ K, luego se tiene que P � V ∈ K pero esto contradice
que P ≤t N . �

Observación 2.14 Sea M un R-módulo y K un clase natural. Si
K es un submódulo de M y K ∈ K entonces podemos encontrar N
submódulo tipo de M de tipo K tal que K ⊆ N .

Demostración: Considerese la familia f = {H ≤ M : K ≤ H ∈
d(K) = K}, notemos que ∅ 6= f pues K ∈ f y que si tenemos
H1 ⊆ H2 ⊆ ... una cadena con Hi ∈ f para toda i ∈ N entonces⋃
i∈NHi ∈ f , ya que si se da un submódulo 0 6= H ≤

⋃
i∈NHi

entonces con 0 6= x ∈ H se tiene que 0 6= xR ≤ Hj para alguna j ∈
N, pero Hj ∈ d(K) = K por lo tanto existe 0 6= V ≤ H ≤

⋃
i∈NHi

tal que V ↪→ A para alguna A ∈ K (V = xR y A = Hj) lo cual
nos lleva a que

⋃
i∈NHi ∈ d(K). Aśı pues se tiene que f satisface

las hipótesis del lema de Zorn y con N un elemento máximo de f se
sigue que N es un submódulo tipo de M de tipo K. �

Lema 2.15 Sea R un anillo. Entonces para cada clase F de R-
módulos se tiene que d(F) ∧ c(F) = 0 y d(F) ∨ c(F) = 1.

Demostración: Es claro que d(F)∧c(F) = d(F)∩c(F) = 0. Sea M ∈
1 =Mod-R, N1 ≤t M de tipo d(F) y sea N2 un pseudocomplemento
de N1 en M, notemos que N2 es un submódulo tipo de M de tipo
c(F), ya que si N2 6∈ c(F) entonces existe 0 6= K ≤ N2 tal que K ↪→
A para alguna A ∈ F , luego K ∈ d(F) y por lo tanto N1�K ∈ d(F),
pero esto contradice que N1 ≤t M , por otro lado si N2 ( G ≤ M
entonces 0 6= N1 ∩ G ≤ N1 ∈ d(F) es decir G tiene un submódulo
no cero que pertenece a la clase natural d(F ), ahora si suponemos
que G ∈ c(F) entonces 0 6= N1 ∩G ∈ d(F)∩ c(F) = 0 y esto es una
contradición, aśı pues G 6∈ c(F) y por lo tanto N2 es un submódulo
de M máximo respecto a la propiedad de pertenecer a c(F). Como
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N1, N2 ∈ d(F)∨ c(F) entoces N1 �N2 ∈ d(F)∨ c(F) pero sabemos
que N1 �N2 ⊆e M y como d(F)∨ c(F) es cerrada bajo extensiones
esenciales, entonces M ∈ d(F) ∨ c(F). �

Lema 2.16 Sean K,L,H ∈ N (R), entonces K ∧ (L ∨ H) = (K ∧
L) ∨ (K ∧H).

Demostración: Primero veamos que (K∧L)∨(K∧H) ≤ K∧(L∨H),
para esto notemos que K y L∨H son cotas superiores del conjunto
{(K ∧ L), (K ∧H)} y entonces (K ∧ L) ∨ (K ∧H) ≤ K y (K ∧ L) ∨
(K∧H) ≤ (L∨H) por las propiedades de ser supremo, por lo tanto
(K∧L)∨(K∧H) ≤ K∧(L∨H) por las propiedades de ser ı́nfimo. Por
último verifiquemos que K∧ (L∨H) ≤ (K∧L)∨ (K∧H), sea M ∈
K ∧ (L ∨H) con L ≤t M de tipo L y H un pseudocomplemento de
L en M . Como H∩L = 0 entonces H ⊥ L y H no tiene submódulos
distintos de cero que pertenescan a la clase L por el Lema 3.1(c).
Como H ≤ M ∈ K ∧ (L ∨ H) entonces H ∈ L ∨ H = d(L ∪ H)
por lo tanto cada submódulo distinto de cero de H contiene un
submódulo distinto de cero que pertenece a la clase L ∪ H, pero
H no contiene submódulos distintos de cero que pertenezcan a la
clase L, por lo tanto cada submódulo distinto de cero de H contiene
un submódulo distinto de cero que pertenece a la clase H es decir
H ∈ d(H) = H. Con esto último, L ∈ (K ∧ L) y H ∈ (K ∧ H),
entonces L�H ∈ (K∧L)∨ (K∧H), aśı M ∈ (K∧L)∨ (K∧H) ya
que L�H ⊆e M . �

Corolario 2.17 Sea R un anillo. Entonces N (R) es una ret́ıcula
Booleana completa.

Ejemplo 2.18

1) Sea R un anillo artiniano, entonces N (R) es una ret́ıcula finita.



Caṕıtulo 3

Submódulos tipo y
Dimensión tipo

En este caṕıtulo desarrollamos propiedades útiles que tienen los
submódulos tipo de un módulo, la noción de dimensión tipo de un
módulo y al final se introducen los TS-módulos.

3.1. Submódulos tipo

Como vimos en el caṕıtulo anterior, un submódulo tipo de un
R-módulo M es un submódulo N de M tal que es máximo con la
propiedad de pertenecer a alguna clase natural. En esta sección se
darán propiedades de estos submódulos y veremos los conceptos de
pseudocomplemento de tipo y cerradura tipo.

Lema 3.1 Sea M un R-módulo con N y P submódulos de M . En-
tonces:

a) Si N ≤t M , entonces N es de tipo d(N).

b) Si P ≤t M y P ⊆ N , entonces P ≤t N .

c) Si N ≤t M . Entonces N ∩ P = 0 si y sólo si N ⊥ P .

d) Si N ≤t M y N ⊆e P ⊆M , entonces N = P .

e) Si N ⊥ P y N � P ⊆e M , entonces cada pseudocomplemento
X de N relativo a P en M es un submódulo tipo de M .

f) Si N ≤t M y P es pseudocomplemento de N en M , entonces
P ≤t M .

45
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g) Sea X =
⊕

i∈I Xi con Xi ≤t M . Entonces cada cerradura esen-

cial X de X en M es un submódulo tipo de M .

h) Si P ≤t N ≤t M , entonces P ≤t M .

Demostración: a) Es claro que N ∈ d(N), ahora supongamos que
N ′ ∈ d(N) y N ⊆ N ′ entonces N ‖ N ′ y por la Proposición 2.13(1)
N = N ′.
b) Supongamos que P es submódulo tipo de M de tipo K para

alguna clase natural K, sea P ′ ≤ N tal que P ⊆ P ′ ∈ K entonces
P ′ ≤ M y como P es submódulo tipo de M de tipo K, entonces
P = P ′ y por lo tanto P ′ ≤t N de tipo K.
c) Supongamos que N es submódulo tipo de M de tipo K para

alguna K clase natural y N ∩ P = 0. Si N 6⊥ P entonces existen
0 6= V1 ≤ N y 0 6= V2 ≤ P tales que V1

∼= V2, luego V2 ∈ K y
V2 ∩N = 0 por lo tanto V2 �N ∈ K, pero esto contradice el hecho
de que N es submódulo tipo de M de tipo K, por lo tanto N ⊥ P .
El reciproco es evidente.
d) Supongamos que N es submódulo tipo de M de tipo K para

alguna clase natural K y que N ⊆e P ≤M entonces P ∈ K, ya que
K es cerrada bajo extensiones esenciales, pero por hipótesis N ≤t M
de tipo K y por lo tanto P = N .
e) Sea X un pseudocomplemento de N relativo a P en M , no-

temos que P ⊆e X ya que dado 0 6= x ∈ X por hipótesis existe
r ∈ R tal que 0 6= xr ∈ N � P , entonces xr = n + p donde n ∈ N
y p ∈ P luego n = xr − p ∈ X y por lo tanto n ∈ N ∩ X = 0
asi 0 6= xr ∈ P . Ahora para demostrar que X ≤t M usaremos la
Proposición 2.13(2) sea X ⊂ Y ≤ M entonces 0 6= N ∩ Y ≤ Y .
Bastará probar que N ∩ Y ⊥ X, notemos que 0 6= N ∩ Y ≤ N y
N ⊥ X entonces N ∩ Y ⊥ X y por lo tanto X ≤t M .
f) Sea N ≤t M y P un pseudocomplemento de N en M , entonces

por c) N ⊥ P , además N �P ⊆e M y P es un pseudocomplemento
de N relativo a P en M , por e) P ≤t M .
g) Sea X una cerradura esencial de X en M y consideremos Y

un pseudocomplemento de X en M . Si Y = 0 entonces X ⊆e M
y por lo tanto X = M ≤t M . Si Y 6= 0 entonces se tiene que
Y ∩ Xi = 0 para toda i ∈ I y por c) Y ⊥ Xi para toda i ∈ I.
Luego se afirma que X ⊥ Y , si X 6⊥ Y entonces existen 0 6= V1 ≤ X
y 0 6= V2 ≤ Y tales que V1

∼= V2, luego de la Proposición 1.25 se
tiene que 0 6= V2

∼= V1 ≤ X ↪→ E(X), entonces podemos encontrar
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0 6= W ≤ E(X) tal que V2
∼= W pero por la Proposición 1.40

podemos encontrar, para alguna j ∈ I, 0 6= U ≤ W ∼= V2 ≤ Y y
0 6= Uj ≤ Xj tales que U ∼= Uj, pero esto contradice el hecho de que
Y ⊥ Xj y por lo tanto Y ⊥ X. Sea K un pseudocomplemento de Y
relativo a X en M y por e) K ≤t M , bastará probar que X = K.
Note que X ⊆e K, ya que si 0 6= k ∈ K entonces exite r ∈ R tal que
0 6= kr ∈ X � Y , luego kr = x + y donde x ∈ X y y ∈ Y entonces
y = kr − x ∈ K y por lo tanto y ∈ Y ∩ K = 0, aśı 0 6= kr ∈ X.
Como X es una cerradura esencial de X en M entonces X = K.
h) Para demostrar que P es submódulo tipo de M , usaremos

la Proposición 2.13(3). Sea P ′ un pseudocomplemento de P en N
y N ′ un pseudocomplemento de N en M , entonces tenemos que
P � P ′ ⊆e N y N ′ � N ⊆e M y por lo tanto P � P ′ � N ′ ⊆e M .
Afirmamos que P ⊥ (P ′�N ′), primero notamos que P ⊥ P ′ y como
N ⊥ N ′ entonces P ⊥ N ′, ahora supongamos que P y P ′ � N ′ no
son ortogonales, entonces existen 0 6= V1 ≤ P y 0 6= V2 ≤ P ′ � N ′

tales que V1
∼= V2 y por la Proposición 1.40 podemos encontrar

0 6= W2 ≤ V2 tal queW2 ↪→ P ′ oW2 ↪→ N ′ peroW2
∼= W1 ≤ V1 ⊂ P ,

lo cual implica que P no es ortogonal a P ′ o P no es ortogonal a N ′

lo cual es una contradicción. Por último notemos que por el inciso d)
P es esencialmente cerrado en N y N es esencialmente cerrado en M
y por la Proposición 1.22 P es un submódulo pseudocomplemento
de M . �

Definición 3.2 Sea R un anillo, M un R-módulo y N, T submódu-
los de M tales que T ⊥ N . Una cerradura tipo de N en M es un

submódulo tipo N
t ≤t M tal que N ≤ N

t
y si N ≤ H ≤ N

t
con

H ≤t M entonces H = N
t
. Un pseudocomplemento de tipo de N

en M relativo a T es un submódulo tipo N∗ ≤t M tal que T ⊆ N∗,
N∩N∗ = 0 y si N∩K = 0 con N∗ ⊆ K ≤t M entonces K = N∗. Un
pseudocomplemento de tipo de N en M es un pseudocomplemento
de tipo de N en M relativo a {0}.

Proposición 3.3 Sea M ∈Mod-R con N y T submódulos de M
tales que T ⊥ N . Entonces:

a) N tiene al menos una cerradura tipo N
t

en M .

b) N tiene al menos un pseudocomplemento de tipo N∗ en M
relativo a T .
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Demostración: a) Consideremos la familia f = {Y ≤ M : N ⊆
Y y N ‖ Y } como un conjunto parcialmente ordenado con el
orden de la contención usual y verifiquemos que cumple las hipótesis
del Lema de Zorn. Notemos que f 6= ∅ pues N ∈ f , ahora sea
H1 ⊆ H2 ⊆ ... una cadena de elementos en f y supongamos que⋃
i∈NHi /∈ f , entonces existe 0 6= V ≤

⋃
i∈NHi tal que V ⊥ N ,

luego sea 0 6= v ∈ V entonces v ∈ Hj para alguna j ∈ N y con esto
obtenemos que N ⊥ vR con 0 6= vR ≤ Hj pero esto contradice que
Hj ‖ N , por lo tanto

⋃
i∈NHi ∈ f . Sea H un elemento máximo en

f entonces de la Proposición 2.13(1) H ≤t M , sea N ⊆ H0 ≤t M
tal que H0 ⊆ H entonces se afirma que H0 ‖ H, supongamos que
H0 ∦ H entonces existe 0 6= U ≤ H tal que U ⊥ H0 y por lo tanto
U ⊥ N pero esto contradice que N ‖ H, por lo tanto H0 ‖ H y por

la Proposición 2.13(1) se debe tener que H0 = H. Aśı N
t

= H es
una cerradura tipo de N en M .

b) Consideremos g = {X ≤ M : X ⊥ N y T ⊆ X} como un
conjunto parcialmente ordenado con el orden de la contención usual
y veamos que cumple las hipótesis del Lema de Zorn. Por hipótesis
T ⊥ N y por lo tanto T ∈ g con esto aseguramos que g 6= ∅, sea
K1 ⊆ K2 ⊆ ... una cadena de elementos en g entonces se afirma que⋃
i∈NKi ∈ g , supongamos lo contrario, es decir que

⋃
i∈NKi /∈ g

entonces podemos encontrar 0 6= V1 ≤ N y 0 6= V2 ≤
⋃
i∈NKi tal

que V1
∼= V2, sea 0 6= v2 ∈ V2 entonces v2R ⊆ Kj para alguna

j ∈ N, ahora notemos que 0 6= v2R ↪→ V1 ≤ N lo cual nos lleva a
que Kj y N no son ortogonales, contradiciendo el hecho de que Kj

es un elemento de g . Por lo tanto g cumple la hipótesis del Lema
de Zorn, y con esto podemos encontrar un elemento K máximo en
g . Vamos a demostrar que K es submódulo tipo de M y para ello
usaremos la Proposición 2.13(2), sea K ⊂ K ′ ≤M entonces K ′ /∈ g
y por lo tanto N y K ′ no son ortogonales, aśı podemos encontrar
0 6= W1 ≤ N y 0 6= W2 ≤ K ′ tal que W1

∼= W2. Se afirma que
W2 ⊥ K, de lo contrario podemos encontrar 0 6= W3 ≤ K tal
que W3 ↪→ W2

∼= W1 ⊆ N lo cual nos lleva a que N y K no son
ortogonales contradicendo que K ∈ g , por lo tanto K ≤t M . Por
último sea L ≤t M tal que L ∩N = 0 y K ⊆ L, por el Lema 3.1(c)
L ⊥ N y como K es máximo en g entonces L = K. Aśı K = N∗ es
un pseudocomplemento de tipo de N en M relativo a T . �
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Proposición 3.4 Sea M ∈Mod-R y N un submódulo de M . En-
tonces:

a) N
t

es una cerradura tipo de N en M si y sólo si N
t

es máximo

con respecto a la propiedad de N ‖ N t
.

b) N∗ es un pseudocomplemento de tipo de N en M si y sólo si
N∗ es máximo con la propiedad de N ⊥ N∗.

c) Cualesquiera N
t

y N∗ cerradura tipo y pseudocomplemento de
tipo de N en M son pseudocomplementos entre śı y por lo tanto

N
t �N∗ ⊆e M .

Demostración: a) Supongamos que N
t

es una cerradura tipo de N

en M y sea N
t ⊆ H ≤ M tal que N ‖ H, se afirma que N

t ‖ H,

de lo contrario podemos encontrar 0 6= A ≤ H tal que N
t ⊥ A y

por lo tanto A ⊥ N lo cual es una contradicción ya que N y H

son paralelos, luego se sigue de la Proposición 2.13(1) que N
t

=

H. Ahora supongamos que N
t

es máximo con la propiedad de ser

paralelo a N entonces de la Proposición 2.13(1) se tiene que N
t

es

submódulo tipo de M , sea T ≤t M tal que N ⊆ T ⊆ N
t

entonces

afirmamos que T ‖ N
t
, de lo contrario podemos encontrar 0 6=

B ≤ N
t

tal que T ⊥ B y por lo tanto N ⊥ B pero esto es una

contradicción pues N ‖ N t
, luego de la Proposición 2.13(1) T = N

t
.

b) Supongamos que N∗ es un pseudocomplemento de tipo de N
en M entonces N ∩ N∗ = 0 y por el Lema 3.1(c) N ⊥ N∗, sea
V ≤ M tal que N ⊥ V y N∗ ⊆ V entonces por la Proposición
3.3(b) podemos encontrar K un pseudocomplemento de tipo de N
en M relativo a V , por lo tanto N∗ ⊆ K y de la Definición 3.2 se
tiene que N∗ ≤ V ≤ K = N∗. Si N∗ es máximo con la propiedad de
ser ortogonal a N , tenemos que de la demostración de la Proposición
3.3(b) con T = 0, N∗ es un pseudocomplemento de tipo de N en M .

�

Definición 3.5 Sea R un anillo y 0 6= M un R-módulo. Decimos
que M es atómico si d(M) es un átomo en N (R).

Proposición 3.6 Sea 0 6= M un R-módulo. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
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a) M es atómico.

b) Para cualesquiera 0 6= H ≤M y 0 6= K ≤M existen 0 6= H1 ≤
H y 0 6= K1 ≤ K tales que H1

∼= K1.

c) Si N ≤t M entonces N = 0 o N = M .

Demostración: a) ⇒ b) Sean 0 6= H ≤ M y 0 6= K ≤ M entonces
d(H) ⊆ d(M), por hipótesis d(M) es un átomo en N (R) y por lo
tanto K ∈ d(M) = d(H), luego existe 0 6= K1 ≤ K tal que K1 ↪→ H.
b)⇒ c) Sea 0 6= N ≤t M y supongamos que N no es esencial en

M entonces existe 0 6= V ≤ M tal que N ∩ V = 0 y por lo tanto
N ⊥ V , luego por b) existen 0 6= N1 ≤ N y 0 6= V1 ≤ V tales que
N1
∼= V1 pero esto contradice que N y V son ortogonales. Por lo

tanto N ⊆e M y por el Lema 3.1(d) N = M .
c) ⇒ a) Supongamos que d(H) ⊆ d(M) con H 6= 0, luego H ∈

d(M) entonces existe 0 6= U ≤ H tal que U ∼= V ⊆M , ahora por la
Observación 2.14 existe N submódulo tipo de M de tipo d(H) tal
que V ⊆ N , pero 0 6= V entonces 0 6= N ≤t M y por c) N = M . Con
esto se tiene que M ∈ d(H) y por lo tanto d(M) ⊆ d(H) ⊆ d(M). �

Ejemplo 3.7

1) Si U ∈Mod-R es uniforme entonces U es atómico.

3) En Mod-Z, tenemos que Q es atómico y Zp∞ es atómico para
todo p número primo.

3.2. Dimensión tipo

Definición 3.8 Sea R un anillo. Diremos que {Nα}α∈J una familia
de R-módulos es ortogonal por pares si Nβ ⊥ Nγ para toda β 6= γ.

Lema 3.9 Sean M un R-módulo y A1, A2, ..., An ≤M submódulos
atómicos de M y ortogonales por pares tales que A1� ...�An ⊆e M .
Si N1, N2, ..., Nm ≤M son ortogonales por pares entonces m ≤ n.

Demostración: De la hipótesis tenemos que
⊕n

i=1 Ai ⊆e M , aśı N1∩⊕n
i=1Ai 6= 0 y por la Proposición 1.40 podemos encontrar 0 6=

B1 ≤ N1 y 0 6= Vi1 ≤ Ai1 tal que B1
∼= Vi1 para alguna i1 ∈

{1, 2, ..., n}, ahora consideramos que N2 ∩
⊕n

i=1 Ai 6= 0 y entonces
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por la Proposición 1.40 podemos encontrar 0 6= B2 ≤ N2 y 0 6= Vi2 ≤
Ni2 tales que B2

∼= Vi2 para alguna i2 ∈ {1, ..., n}, si continuamos
de este modo tenemos que para cada k ∈ {1, 2, ...,m} encontramos
0 6= Bk ≤ Nk y 0 6= Vik ≤ Aik tales que Bk

∼= Vik , notemos que
d(Vik) = d(Aik) para toda k ∈ {1, 2, ...,m} ya que Aik es atómico. Se
afirma que la función f : {1, ...,m} → {1, ..., n} dada por f(k) = ik
es inyectiva, supongamos que f(k) = f(j) con k 6= j ∈ {1, ...,m},
entonces tenemos que 0 6= Vik ≤ Aik y 0 6= Vij ≤ Aij = Aik son dos
submódulos tales que d(Vik) = d(Aik) = d(Vij) y por la Observación
2.11 se tiene que Vik ‖ Vij lo cual implica que Bk ‖ Bj pero esto
contradice que Nk ⊥ Nj, por lo tanto f es inyectiva y m ≤ n. �

Definición 3.10 Sea R un anillo y M ∈Mod-R. Diremos que M
tiene dimensión tipo igual a n si M contiene esencialmente una
suma directa de n submódulos atómicos de M ortogonales por pa-
res, es decir para cada i = 1, ..., n existe Ui ≤ M atómico tal que⊕n

i=1 Ui ⊆e M y Ui ⊥ Uj para toda i 6= j, en tal caso denotamos
t.dimM = n. De lo contrario, diremos que M tiene dimensión tipo
infinita, t.dimM =∞. Si M = 0 entonces t.dimM = 0.

Observación 3.11 Sea M un R-módulo, entonces t.dim(M) =∞
si y sólo si existe una familia infinita de submódulos no cero de M
que son ortogonales por pares.

Demostración: Supongamos que t.dim(M) =∞. Note que M no es
un módulo atómico, por lo tanto existen 0 6= A1 ≤M y 0 6= B1 ≤M

tal que A1 ⊥ B1, consideremos A1
t

una cerradura tipo de A1 en M
y A∗1 un pseudocomplemento de tipo de A1 en M relativo a B1,

entonces por la Proposición 3.4(c) se tiene que A1
t � A∗1 ⊆e M . De

esto último, podemos concluir que cada vez que se tenga un módulo
N tal que t.dim(N) =∞, entonces existen 0 6= N1 ≤ N y 0 6= N2 ≤
N tales que N1 ⊥ N2 y N1 � N2 ⊆e N . Asi pues podemos suponer
que A1�B1 ⊆e M , luego de la hipótesis se sigue que t.dim(A1) =∞
o t.dim(B1) = ∞, podemos suponer que t.dim(A1) = ∞, entonces
existen 0 6= A2 ≤ A1 y 0 6= B2 ≤ A1 tales que A2 ⊥ B2 y A2�B2 ⊆e
A1, nuevamente como t.dim(A1) = ∞ se tiene que t.dim(A2) = ∞
o t.dim(B2) = ∞, podemos suponer que t.dim(A2) = ∞, entonces
existen 0 6= A3 ≤ A2 y 0 6= B3 ≤ A2 tal que A3 ⊥ B3 y A3 � B3 ⊆e
A2. De manera inductiva podemos encontrar dos familias {Ai}i∈N y
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{Bi}i∈N de submódulos de M , tales que Ak ⊥ Bk, Ak+1�Bk+1 ⊆e Ak
y t.dim(Ak) = ∞ para toda k ∈ N. Entonces la familia {Bi}i∈N es
una familia infinita de submódulos de M que son ortogonales por
pares. El reciproco es evidente. �

Lema 3.12 Sea M un R-módulo y N ≤M . Entonces:

a) t.dim(M) ≤ t.dim(N) + t.dim(M/N).

b) Si M = M1 �M2 � ...�Mn, entonces

t.dim(M) ≤ t.dim(M1) + ...+ t.dim(Mn)

c) Si N ‖M entonces t.dim(N) = t.dim(M).

Demostración: a) Supongamos que t.dim(N)<∞ y t.dim(M/N)<∞.
Es claro que si N ⊆e M entonces a) es válido, aśı pues supongamos
que N no es esencial en M . Sea 0 6= K ≤M un pseudocomplemen-
to de N en M , entonces tenemos que N �K ⊆e M y que además
K ↪→M/N , entonces por la Observación 3.11 y el Lema 3.9 se tiene
que K tiene dimensión tipo finita y debe ser menor a la dimensión
tipo de M/N . Luego se sigue que t.dim(M) = t.dim(N � K) ≤
t.dim(N) + t.dim(K) ≤ t.dim(N) + t.dim(M/N).
b) Si M = M1 �M2 entonces se tiene la sucesión exacta 0 →

M1 → M1 � M2 → M2 → 0 y de a) se tiene el resultado. Con
inducción se tiene el caso general en b).
c) Supongamos que t.dim(N) =∞, entonces por la Observación

3.11 existe un conjunto {Ni}i∈N de submódulos de N que son ortogo-
nales por pares. Como N ‖M , existen 0 6= Hi ≤M tal que Hi ↪→ Ni

para toda i ∈ N, note que Hi ⊥ Hj para toda i 6= j y por lo tanto
t.dim(M) = ∞. Ahora supongamos que t.dim(N) = n, entonces

sean U1, ..., Un ≤ N submódulos atómicos tales que
⊕j=n

j=1 Uj ⊆e N ,

luego como N ‖ M existen 0 6= Vj ≤ M tales que Vj ↪→ Uj para

toda j = 1, ..., n. Para cada j, consideramos Vj
t ≤ M una cerra-

dura tipo de Vj en M , notemos que Vi
t ⊥ Vj

t
para toda i 6= j. Se

afirma que
⊕n

j=1 Vj
t ⊆e M , si suponemos lo contrario podemos en-

contrar 0 6= V ≤ M tal que V ⊥ Vj
t

para toda j = 1, ..., n. De la
hipótesis, podemos encontrar 0 6= U ≤ N tal que U ↪→ V y por lo
tanto U ⊥ Uj para toda j = 1, ..., n luego U ∩

⊕n
j=1 Uj = 0 y por

lo tanto U = 0, lo cual es una contradicción. Con esto se tiene que
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j=1 Vj

t ⊆e M , y como Uj ‖ Vj
t

entonces Vj es atómico para toda

j = 1, ..., n y por lo tanto t.dim(M) = n. �

3.3. TS-módulos

Definición 3.13 Sea R un anillo y M un R-módulo. Se dice que M
es un TS-módulo si cada submódulo tipo N ≤t M es un sumando
directo de M .

Lema 3.14 Si M es un TS-módulo, entonces cualquier submódulo
tipo N ≤t M también es TS-modulo.

Demostración: Sea H ≤t N , entonces H ≤t M y por la hipótesis
M = H �K. Se sigue que N = H � (N ∩K) y por lo tanto N es
un TS-módulo. �

El objetivo de esta sección es determinar cuando la suma direc-
ta de módulos atómicos es un TS-módulo. Diremos que dos clases
naturales K y K′ son ortogonales si K ∩ K′ = 0. Dado un anillo R,
para cada n ∈ N vamos a considerar al conjunto Ψ⊥n = {{Ki}ni=1 ⊆
N (R) : Ki∩Kj = 0} cuyos elementos son familias, con n elementos,
de clases naturales ortogonales por pares. Note que Ψ⊥n es un conjun-
to parcialmente ordenado con el orden {Ki}ni=1 ≤ {Lj}nj=1 si y sólo
si existe σ una permutación tal que Ki ⊆ Lσ(i). En este contexto,
tenemos la siguiente definición.

Definición 3.15 Sea R un anillo y M un R-módulo. Diremos que
M es n-escindible para algún n ∈ N si para cualquier conjunto
{Ki}ni=1 de clases naturales ortogonales por pares y máximo en Ψ⊥n ,
existe una descomposición M =

⊕n
i=1 Mi con Mi ∈ Ki.

Proposición 3.16 Sea M un R-módulo. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) M es 2-escindible.

2) Para todo N ≤ M , N tiene un pseudocomplemento de tipo Q
en M tal que Q es un sumando directo de M .

3) Cada submódulo tipo N ≤t M tiene un pseudocomplemento Q
en M tal que Q es un sumando directo de M .
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Demostración: 1) ⇒ 2) Sea N ≤ M , y K = d(N). De la hipótesis
se tiene que M = M1 �M2, con M1 ∈ K y M2 ∈ c(K). Si M2 = 0
entonces con Q = 0 hemos terminado, aśı que supongamos que M2 6=
0, luego N ⊥ M2. Supongamos que N ⊥ P para algún M2 ⊂ P ≤
M . Entonces como M2 ≤t M se sigue que existe 0 6= X ≤ P tal que
X ⊥ M2. Por la Proposición 1.40, podemos encontrar 0 6= Y ≤ X
tal que Y ↪→M1 ∈ d(N), lo cual es una contradicción pues X ⊥ N .
Por lo tanto con Q = M2 se tiene 2).

2)⇒ 3) Es inmediato.
3)⇒ 1) Sean K1, K2 ∈ N (R) tal que K1∨K2 = 1 y K1∧K2 = 0.

Entonces K2 = c(K1), pues N (R) es un ret́ıcula Booleana y por lo
tanto los complementos son únicos. Sea N un submódulo tipo de M
de tipo K1. Por hipótesis N tiene un pseudocomplemento Q tal que
M = P �Q para algún P ≤M . Luego Q ⊥ N por el Lema 3.1(c), y
por lo tanto Q ∈ c(K1). Notemos que N ↪→ (N �Q)/Q ⊆e M/Q ∼=
P , entonces N es isomorfo a un submódulo esencial en P , y por lo
tanto P ∈ K1. �

Proposición 3.17 Sean Mi un módulo n-escindible para toda i ∈
J . Entonces

⊕
i∈JMi es un módulo n-escindible.

Demostración: Sea M =
⊕

i∈JMi donde Mi es n-escindible. Supon-
gamos que {K1,K2, ...,Kn} es una familia máxima de clases natura-
les ortogonales por pares. Entonces para cada i ∈ J , Mi =

⊕n
j=1Mij

con Mij ∈ Kj. Consideramos Mj =
⊕

i∈JMij para toda j = 1, ..., n.
Luego con M = M1 �M2 � ...�Mn se tiene el resultado. �

Proposición 3.18 Sea M un R-módulo no singular y K una cla-
se natural. Entonces N =

∑
{V : V ⊆ M,V ∈ K} es el único

submódulo tipo de M de tipo K.

Demostración: Sea f : P =
⊕
{V : V ⊆ M,V ∈ K} → N un

epimorfismo y K = Nuc(f). Como Z(N) = 0, entonces K es un
submódulo pseudocomplemento de P . Sea K �W ⊆e P (W ∈ K).
Entonces W ∼= (K �W )/K ⊆e P/K ∼= N y por lo tanto N ∈ K. �

Observación 3.19 Sea M es un módulo no singular. Entonces M
es TS-módulo si y sólo si M es 2-escindible.



3.3. TS-MÓDULOS 55

Proposición 3.20 Toda suma directa de TS-módulos no singulares
es un TS-módulo.

Demostración: Se tiene de la Observación 3.19 y la Proposición 3.17.

�

Corolario 3.21 Toda suma directa de modulos atómicos no singu-
lares es un TS-módulo.
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Caṕıtulo 4

Anillos que satisfacen
t-CCA y t-CCD

En la teoŕıa general de módulos es muy conocido un resultado
que caracteriza a los anillos neterianos, el cual dice que un anillo es
neteriano si y sólo si todo inyectivo se descompone como suma direc-
ta de módulos inescindibles. En este cápitulo se prueba un resultado
analogo a éste.

4.1. Familias independientes

Definición 4.1 Sea R un anillo, M un R-módulo y {Ni}i∈I una
familia de submódulos de M . Diremos que la familia {Ni}i∈I es
independiente si

∑
i∈I Ni =

⊕
i∈I Ni.

Observación 4.2 Sea M un R-módulo y L1 ⊆ L2 ⊆ ... una cadena
de familias de submódulos de M que son independientes. Entonces⋃
i∈N Li es una familia independiente de submódulos de M .

Demostración: Sea
⋃
i∈N Li = {Hα}α∈J , β ∈ J y h ∈ Hβ∩

∑
α 6=βHα,

luego h = h1 + h2 + ... + hk donde para cada j = 1, 2, ..., k se tiene
que hj ∈ Hαj

para alguna αj ∈ J y por lo tanto h ∈ Hβ ∩
∑k

j=1 Hαj
.

Notemos que para cada j = 1, 2, ..., k se tiene Hαj
∈ Ltj para alguna

tj ∈ N y que Hβ ∈ Lr para alguna r ∈ N, sea t = máx{r, t1, ..., tk}
entonces Hα, Hαj

∈ Lt para toda j = 1, 2, ..., k, luego por hipótesis

tenemos que Lt es una familia independiente entonces
∑k

j=1 Hαj
+

Hβ = (
⊕k

j=1Hαj
) �Hβ y por lo tanto h = 0. �

57
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Definición 4.3 Sea R un anillo y M un R-módulo. Una suma di-
recta local de M es una familia {Xj}j∈J independiente de submódu-
los de M tal que para cualquier subfamilia F ⊆ {Xj}j∈J finita se
tiene que

∑
F es un sumando directo de M . Si Xj es submódulo

tipo de M para toda j ∈ J , entonces diremos que la familia {Xj}j∈J
es una suma local de tipo.

Observación 4.4 Sea M un R-módulo y L1 ⊆ L2 ⊆ ... una cadena
de familias de submódulos de M tal que Li es una suma directa local
de M para toda i ∈ N. Entonces

⋃
i∈N Li es una suma directa local

de M .

Demostración: Por la Observación 4.2 tenemos que
⋃
i∈N Li es una

familia independiente. Sea F ⊆
⋃
i∈N Li una familia finita, es decir

F = {L1, L2, ..., Ln}, entonces Lk ∈ Lik para toda k = 1, 2, ..., n y
algunas ik ∈ N, sea m = máx{ik : k = 1, 2, ..., n} entonces Lk ∈ Lm
para toda k = 1, 2, ..., n y por hipótesis tenemos que Lm es una suma
directa local de M , por lo tanto

∑
F =

⊕n
k=1 Lk es un sumando

directo de M . �

Definición 4.5 Sea R un anillo y N un R-módulo. Se dice que N
es t-inescindible si N no es una suma directa de dos submódulos
ortogonales y distintos de cero.

Proposición 4.6 Sea M un R-módulo. Si para cada S suma local
de tipo de M se tiene que

∑
S es un sumando directo de M , entonces

M es una suma directa de módulos t-inescindibles y ortogonales por
pares.

Demostración: Consideremos la familia f = {F ⊆ SubR(M) :
F es una suma local de tipo de M de elementos t-inescindibles}
como un conjunto parcialmente ordenado con el orden de la conten-
ción usual y verifiquemos que satisface las hipótesis de Lema de Zorn.
Notemos que {0} ∈ f por lo tanto f 6= ∅, ahora sea F1 ⊆ F2 ⊆ ...
una cadena elementos en f entonces se afirma que

⋃
k∈NFk ∈ f , por

la Observación 4.4 se tiene que
⋃
k∈NFk es una suma directa local de

M, además es claro que todo elemento de
⋃
k∈NFk es t-inescindible

y es un submódulo tipo de M , por lo tanto
⋃
k∈NFk ∈ f . Sea

H = {Xα}α∈J un elemento máximo de la familia f y X =
⊕

α∈J Xα,
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entonces por hipótesis M = X � Y , luego Xα ⊥ Y y de la Propo-
sición 1.40 se tiene que X ⊥ Y . Bastará probar que Y = 0, supon-
gamos lo contrario y sea 0 6= y ∈ Y , luego consideramos la familia
g = {G ⊆ SubR(Y ) : G es una suma local de tipo de Y y y /∈

∑
G}

como un conjunto parcialmente ordenado con la contención usual y
verifiquemos que g satisface las hipótesis del lema de Zorn. Como
{0} ∈ g entonces g 6= ∅, sea G1 ⊆ G2 ⊆ ... una cadena de elementos
de en g , por la Obsevación 4.4 se sigue que

⋃
i∈N Gi es una suma lo-

cal de tipo de Y , resta probar que y /∈
∑⋃

i∈N Gi, si y ∈
∑⋃

i∈N Gi
entonces y ∈ G1 +G2 + ...+Gn con Gj ∈ Glj para alguna lj ∈ N, sea
l = máx{lj : j = 1, 2, ..., n} entonces y ∈

∑
Gl pero esto contradice

que y /∈ Gl, por lo tanto
⋃
i∈N Gi ∈ g . Sea L = {Lβ}β∈I un elemento

máximo de g , notemos que por la Proposición 2.13(3) tenemos que
Y ≤t M , ademas Lβ ≤t Y para toda β ∈ I ya que L es una suma
local de tipo de Y , por lo tanto Lβ ≤t M , también notemos que cada
sumando directo de Y es un sumando directo de M y por lo tanto L
es una suma local de tipo de M , sea A =

∑
L luego de la hipótesis

M = A�B′ entonces si B = Y ∩B′ tenemos que Y = A�B, aśı se
tiene que Lβ ∩ B = 0 para toda β ∈ I entonces Lβ ⊥ B para toda
β ∈ I pues Lβ ≤t Y y por lo tanto de la Proposición 1.40 A ⊥ B,
luego por la Proposición 2.13(3) se sigue que B ≤t Y ≤t M , por lo
tanto B ≤t M . Se afirma que B no es t-inescindible, de lo contra-
rio la familia H ∪ {B} es una suma local tipo de M de elementos
t-inescindibles, pero esto contradice que H es máxima en f . Sea
B = B1 � B2 donde B1 ⊥ B2 y Bλ 6= 0 para λ = 1, 2, entonces por
la Proposición 2.13(3) se tiene que Bλ ≤t B ≤t Y y por lo tanto
Bλ ≤t Y para λ = 1, 2. Por último notemos que L∪{B1} y L∪{B2}
son sumas locales de tipo de Y , pues Y = A�B =

⊕
β∈I Lβ�B1�B2

y como L es un elemento máximo en g se sigue que y ∈ A � B1 y
y ∈ A�B2 lo cual implica que y ∈ (A�B1)∩(A�B2) = A pero esto
contradice que y ∈

∑
L. Por lo tanto Y = 0 y con M =

⊕
α∈J Xα

se ha probado lo que se pedia. �

Proposición 4.7 Sea {Mi}i∈I una familia de R-módulos ortogona-
les por pares, y 0 6= V ≤ E(

⊕
i∈IMi). Entonces:

1) Para cada 0 6= x ∈ E(
⊕

i∈IMi), existe i ∈ I y r ∈ R tal que
0 6= xrR ≤Mi.

2)
⊕

i∈I(V ∩Mi) ⊆e V .
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Demostración: 1) Sea 0 6= x ∈ E(
⊕

i∈IMi) y consideremos los con-
juntos ∅ 6= S = {s ∈ R : 0 6= xs ∈

⊕
i∈IMi} y ∅ 6= A = {m ∈

N : xs = x1 + x2 + ... + xm para algún s ∈ S} ambos distintos del
vaćıo pues

⊕
i∈IMi ⊆e E(

⊕
i∈IMi), luego por el principio del Buen

Orden en N el conjunto A tiene un elemento n mı́nimo, sea r ∈ S
tal que 0 6= xr = x1 + x2 + ... + xn con 0 6= xk ∈ Mik para toda
k = 1, 2..., n. Luego se tiene que annr(xr) =

⋂n
i=1 annr(xi) 6= R.

Si n = 1, con i = i1 se tiene que 0 6= xrR ⊆ Mi, supongamos
que 2 ≤ n entonces se afirma que annr(xi) = annr(xj) para toda
i, j ≤ n, de lo contrario podemos encontrar t ∈ annr(xi) tal que
t /∈ annr(xj), entonces 0 6= xrt ∈

⊕
i∈IMi y tiene longitud l<n,

note que rt ∈ S y por lo tanto l ∈ A pero esto contradice que
n es mı́nimo en A, por lo tanto annr(xr) = annr(xk) para toda
k = 1, 2, ..., n. Notemos que 0 6= x1R ≤ Mi1 y 0 6= x2R ≤ Mi2 son
tales que x1R ∼= R/annr(x1) = R/annr(x2) ∼= x2R y esto contradice
que Mi1 ⊥Mi2 por lo tanto n = 1.

2) Sea 0 6= v ∈ V entonces por 1) existe r ∈ R tal que 0 6=
vr ∈ Mj para alguna j ∈ I y por lo tanto 0 6= vr ∈ V ∩ Mj ≤⊕

i∈I(V ∩Mi). �

4.2. Descomposición con submódulos tipo

Definición 4.8 Sea R un anillo y M un R-módulo. Diremos que
una descomposición de M , M =

⊕
j∈J Nj complementa sumandos

tipo si para cada N ≤t M sumando directo de M existe un conjunto
I ⊆ J tal que M = N � (

⊕
j∈I Nj).

Lema 4.9 Sea M un R-módulo y M =
⊕

i∈IMi una descomposi-
ción de M que complementa sumandos tipo tal que Mi ⊥ Mj para
toda i 6= j. Entonces MJ =

⊕
j∈JMj con J ⊆ I es una descomposi-

ción de MJ que complementa sumandos tipo.

Demostración: Notemos queM = MI\J�MJ conMI\J =
⊕

i∈I\JMi,
luego de la Proposición 1.40 MI\J ⊥ MJ y por lo tanto MJ ≤t M .
Sea N ≤t MJ un sumando directo de MJ entonces N ≤t M es un su-
mando directo de M y por hipótesis M = N�(

⊕
j∈I′Mj) para algún

subconjunto I ′ ⊆ I. Consideremos J ′ = J ∩ I ′ ⊆ J , afirmamos que
MJ = N�(

⊕
j∈J ′Mj), sea m ∈MJ entonces m = n+mj1 + ...+mjl

con n ∈ N y mjk ∈ Mjk para algunas jk ∈ I ′. Podemos renumerar
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los ı́ndices jk de tal manera que j1, j2, ..., js ∈ J y js+1, ..., jl /∈ J ,
luego tenemos que m − n − mj1 − ... − mjs = mjs+1 + ... + mjl ∈
MJ ∩ (

⊕
j∈I\JMj) = 0, lo cual implica que m ∈ N � (

⊕
j∈J ′Mj)

y por lo tanto MJ =
⊕

j∈JMj es una descomposición de MJ que
complementa sumandos tipo. �

Lema 4.10 Sea M un R-módulo inyectivo y M =
⊕

i∈IMi una
descomposición de M que complementa sumandos tipo tal que Mi ⊥
Mj para toda i 6= j. Si Z = {Zλ}λ∈Λ es una suma local de tipo de
M tal que

∑
Z ⊆e M entonces

∑
Z = M .

Demostración: Si Λ es un conjunto finito entonces de la hipótesis se
tiene que

∑
Z es un sumando directo de M y como

∑
Z ⊆e M se

sigue que
∑
Z = M . Supongamos entonces que Λ es un conjunto

infinito y consideremos a Z =
⊕

λ∈Λ Zλ. Si Z 6= M , (∗)afirmamos
que para cada i ∈ N existen 0 6= mi ∈ Msi y mi /∈ Z con si 6= sj
para toda i 6= j, tales que annr(m1) ⊂ annr(m2) ⊂ ... ⊆ R es
una cadena estrictamente ascendente. Esto último se construirá de
manera inductiva. Como Z =

⊕
λ∈Λ Zλ 6=

⊕
i∈IMi = M , entonces

existe 0 6= m1 ∈ Ms1 tal que m1 /∈ Z y annr(m1) ⊂ R, luego
supongamos que se tiene una sucesión m1, ...,mn donde 0 6= mk ∈
Msk y mk /∈ Z con si 6= sj si i 6= j, tal que annr(m1) ⊂ annr(m2) ⊂
... ⊂ annr(mn) ⊂ R, luego como Z ⊆e M existe rk ∈ R tal que
0 6= mkrk ∈ ZF para toda k = 1, ..., n y donde ZF =

⊕
λ∈F Zλ con

F ⊆ Λ finito. Por la hipótesis Z es una suma local de tipo de M
y por lo tanto M = ZF � C, note que Zλ ⊥ C para toda λ ∈ F y
de la Proposición 1.40 se sigue que ZF ⊥ C, por lo tanto ZF es un
submódulo tipo de M , pero de la hipótesis sabemos que M tiene
una descomposición que complementa sumandos tipo y entonces
existe J ⊆ I tal que M = ZF � (

⊕
j∈JMj). Luego se tiene que

mn = z+mj1 +...+mjl con z ∈ ZF , 0 6= mjq ∈Mjq , jq ∈ J para toda
q = 1, ..., l. Note que rn ∈ annr(mjq) \ annr(mn) pues mnrn− zrn =
mj1rn + ... + mjlrn ∈ ZF ∩

⊕
j∈J2 Mj = 0. Ahora se afirma que

sk /∈ J para toda k = 1, ..., n, supongamos lo contrario, entonces
sk ∈ J para alguna k ∈ {1, ..., n} luego 0 6= mkrk ∈ ZF ∩Msk ⊆
ZF ∩ (

⊕
j∈JMj) = 0 lo cual es una contradicción. Note que mn /∈ Z

y por lo tanto existe sn+1 ∈ {j1, ..., jl} tal que 0 6= mn+1 = msn+1 ∈
Msn+1 \Z. Con esto, se ha construido una sucesión m1, ...,mn,mn+1

donde mk /∈ Z, mk ∈ Msk con si 6= sj si i 6= j tal que annr(m1) ⊂
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annr(m2) ⊂ ... ⊂ annr(mn) ⊂ annr(mn+1) ⊂ R. Por lo tanto, lo que
se afirmaba en (*) es cierto. Por último sea x = (mi) ∈

∏
i∈NMsi

y I =
⋃
i∈N annr(mi), definimos f : m1I →

⊕
i∈NMsi dada por

f(m1r) = xr para toda r ∈ I. Verifiquemos que f esta bien definida,
supongamos que m1r = m1r

′ con r, r′ ∈ I entonces por la manera
que obtuvimos m2 ∈ Ms2 sabemos que m1 = ... + m2 + ... es una
expresión única de m1 en una suma directa y por lo tanto m2r =
m2r

′, luego por inducción podemos concluir que mnr = mnr
′ para

toda n ∈ N, y por lo tanto f(m1r) = xr = xr′ = f(m1r
′). Luego

como
⊕∞

i=1Msi es inyectivo, existe g : m1R →
⊕∞

i=1Msi tal que
g|m1I = f . Note que m1R es un R-módulo finitamente generado,

entonces g(m1R) ⊆
⊕k

i=1Msi para alguna k ∈ N, y por lo tanto

xI = f(m1I) ⊆
⊕k

i=1Msi . De esto último, se obtiene que miI =
0 para toda i>k, lo cual nos lleva a que

⋃∞
i=1 annr(mi) = I ⊆

annr(mk+1) y por lo tanto annr(mk+1) = annr(mk+l) para toda
l ∈ N, pero esto es una contradicción. Por lo tanto Z = M . �

Proposición 4.11 Sea M un R-módulo inyectivo. Entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1) M es una suma directa de módulos atómicos.

2) M tiene una descomposición que complementa sumandos tipo.

3) Para cada S suma local de tipo de M se tiene que
∑
S es un

sumando directo de M .

Demostración: 1) ⇒ 2) Sea M =
⊕

i∈I Ni donde Ni es un módulo
atómico, notemos que si k 6= l ∈ I entonces Nk ⊥ Nl o Nk ‖ Nl,
pues si Nk no es ortogonal a Nl podemos encontrar 0 6= V1 ≤ Nk

y 0 6= V2 ≤ Nl tales que V1
∼= V2 y como Nk y Nl son atómicos se

tiene que d(Nk) = d(V1) = d(V2) = d(Nl) y por lo tanto Nk ‖ Nl.
Definimos una relación en el conjunto I, dada por i ∼ i′ si y sólo si
Ni ‖ Ni′ , notemos que ∼ es una relación de equivalencia en I, sea J
la partición que induce la relación ∼ y consideramos Mα =

⊕
i∈αNi

para cada α ∈ J , entonces se tiene que M =
⊕

α∈JMα y Mβ ⊥Mγ

para toda β 6= γ ∈ J , note que Mα es atómico para toda α ∈ J
pues como d(Ni) ⊆ d(Mα) con i ∈ α y además Nk ∈ d(Ni) para
toda k ∈ α por lo tanto Mα =

⊕
k∈αNk ∈ d(Ni), luego d(Mα) =

d(Ni). Sea N ≤t M un sumando directo de M y consideremos H =
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{α ∈ J : Mα ∩ N = 0}, entonces de la Proposición 1.40 se sigue
que N ∩ (

⊕
α∈HMα) = 0, ahora como M es un módulo inyectivo,

entonces N y
⊕

α∈HMα son inyectivos ya que ambos son sumandos
directos de M , luego N � (

⊕
α∈HMα) es un módulo inyectivo y

por lo tanto es un sumando directo de M . Entonces tenemos que
M = N � (

⊕
α∈HMα)�X para algún X ≤M , bastará probar que

X = 0, supongamos que X 6= 0 entonces por la Proposición 1.40
existe 0 6= Y ≤ X tal que Y ↪→ Mγ para alguna γ ∈ J , notemos
que por la Proposición 2.13(3)

⊕
α∈HMα es un submódulo tipo de

M y por lo tanto X ⊥
⊕

α∈HMα, luego γ /∈ H y se tiene que V1 =
N∩Mγ 6= 0, como Mγ es atómico obtenemos d(V1) = d(Mγ) = d(Y ),
es decir con 0 6= V1 ≤ N , 0 6= Y ≤ XyV1 ‖ Y se tiene que N y X
no son ortogonales, pero esto contradice que N ⊥ X (N ≤t M).

2)⇒ 3) Sea M =
⊕

i∈IMi una descomposición que complementa
sumandos tipo. Afirmamos que Mi es un módulo atómico para toda
i ∈ I, si Mk no es atómico para alguna k ∈ I entonces existen
0 6= A ≤Mk y 0 6= B ≤Mk tal que A ⊥ B. Sea K = d(A), entonces
para cada i ∈ I sea Xi un submódulo tipo de Mi de tipo K y Yi un
pseudocomplemento de Xi en Mi entonces de la Observación 2.11
Yi ∈ c(K) y además Xi�Yi ⊆e Mi. Sea X =

⊕
i∈I Xi y Y =

⊕
i∈I Yi,

entonces X ∈ K y Y ∈ c(K), luego X ⊥ Y y de la Proposición 1.16
X � Y =

⊕
i∈I(Xi � Yi) ⊆e

⊕
i∈IMi = M . Consideremos X una

cerradura esencial de X en M , entonces X ∈ K y con X ⊥ Y se sigue
de la Proposición 2.13(3) que X ≤t M , luego como M es inyectivo
se tiene que X es inyectivo por lo Proposición 1.30 entonces X es un
sumando directo de M . Luego por la hipótesis M = X� (

⊕
j∈JMj)

para algún conjunto J ⊆ I. Notemos que k /∈ J ya que si k ∈
J entonces 0 6= Xk ⊆ X cumple que Xk ↪→

⊕
j∈JMj pero esto

contradice que X ⊥
⊕

j∈JMj. Entonces para 0 6= B ≤ Mk se tiene

que B ↪→ (
⊕

i∈I\JMi) ∼= X ∈ K y por lo tanto B ∈ K ∩ c(K) = 0
lo cual es una contradición, por lo tanto Mk es un módulo atómico.
De la prueba 1) ⇒ 2) podemos suponer que Mi ⊥ Mj para toda
i 6= j ∈ I y también que M =

⊕
i∈IMi complementa sumandos

tipo. Sea S = {Sλ}λ∈Λ′ una suma local de tipo de M y consideremos
S =

⊕
λ∈Λ′ Sλ, luego de la Proposición 3.1(g) tenemos que una

cerradura esencial S de S en M es un submódulo tipo de M , además
S es esencialmente cerrado en M que es inyectivo, por lo tanto S es
inyectivo y M = S�C con C ≤t M inyectivo, como S ⊆e S entonces
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S � C ⊆e M . Note que Z = S ∪ {C} es una suma local de tipo de
M y Z ⊆e M con Z =

∑
Z, luego del Lema 4.10 S � C = Z = M .

3) ⇒ 1) De la Proposición 4.6 tenemos que M =
⊕

i∈IMi con
Mi t-inescindible y Mi ⊥ Mj para toda i 6= j. Bastará probar que
Mi es atómico para toda i ∈ I, sea k ∈ I y 0 6= N ≤t Mk, entonces
N es esencialmente cerrado en Mk con Mk inyectivo, entonces N es
inyectivo y por lo tanto un sumando directo de Mk. Sea K ≤Mk tal
que N �K = Mk, entonces K ⊥ N y K es un pseudocomplemento
de N en Mk tal que N �K ⊆e Mk, por lo tanto K es un submódulo
tipo de Mk. Como Mk es t-inescidible se sigue que K = 0, por lo
tanto N = M y de la Proposición 3.6 se tiene que Mk es atómico. �

4.3. Una caracterización de anillos que satisfa-
cen t-CCA

Definición 4.12 Sea R un anillo y M ∈Mod-R. Se dice que M sa-
tisface t-CCA (condición de cadena ascendente de tipo) si para cual-
quier cadena N1 ⊆ N2 ⊆ ... ⊆M se tiene que t.dim(

⊕∞
i=1 M/Ni)<∞.

Diremos que R satisfece t-CCA si RR satisface t-CCA.

Lema 4.13 Sea M ∈Mod-R. Si M no satisface t-CCA, entonces
existen {Xi}i∈N y {Yi}i∈N familias de submódulos de M tal que X1 ⊂
X2 ⊂ ... ⊆ M es una cadena estrictamente ascendente, donde para
cada i ∈ N se tiene que Xi ⊂ Yi ⊆ Xi+1 y Yi/Xi ⊥ Yj/Xj para toda
i 6= j.

Demostración: Vamos a considerar dos casos. Si existe N ≤ M
tal que t.dim(M/N) = ∞, entonces para cada i ∈ N existe 0 6=
(Ni/N) ≤ M/N tal que Ni/N ⊥ Nj/N para toda i 6= j. Sea Xi =∑i

k=1Nk y Yi−1 = Xi entonces X1 ⊂ X2 ⊂ ... ⊆M es una cadena es-

trictamente ascendente, note que Yi/Xi = (
∑i+1

k=1Nk)/(
∑i

k=1 Nk) ∼=
[(
∑i+1

k=1Nk)/N)]/[(
∑i

k=1Nk)/N ] ∼= Ni+1/N y por lo tanto si i 6= j
se tiene que Yi/Xi ⊥ Yj/Xj.

El otro caso a considerar, es que para todo N ≤ M se tiene
que t.dim(M/N)<∞. Por hipótesis existe N1 ⊆ N2 ⊆ ... ⊆ M una
cadena de submódulos de M tal que t.dim(

⊕∞
i=1 M/Ni) = ∞. No-

temos que la cadena N1 ⊆ N2 ⊆ ... ⊆ M no se estaciona, ya que
si lo hace podemos encontrar n ∈ N tal que Nn = Nn+k para toda
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k ∈ N, luego tenemos que
⊕∞

i=1M/Ni =
⊕n

i=1M/Ni y por lo tanto
t.dim(

⊕∞
i=1 M/Ni) ≤

∑n
i=1 t.dim(M/Ni)<∞ lo cual es una contra-

dicción, por lo tanto podemos suponer que N1 ⊂ N2 ⊂ ... ⊆ M
es una cadena estrictamente ascendente. Se afirma que para ca-
da i ∈ N existe 0 6= Pi/Ni ⊆ M/Ni tal que Pi/Ni ⊥ Pj/Nj,
por hipótesis tenemos que t.dimM/Ni<∞, entonces para cada i ∈
N existen Uij ≤ M/Ni submódulos atómicos ortogonales por pa-

res donde
⊕di

j=1 Uij ⊆e M/Ni y t.dimM/Ni = di, luego obser-

vemos que la familia {d(Uij)}i,j es una familia infinita de clases
naturales que son atómos en N (R), ya que si {d(Uij)}i,j es fini-
ta se tiene que

⊕
i,j Uij ⊆e

⊕∞
i=1M/Ni pero esto contradice que

t.dim(
⊕∞

i=1 M/Ni) = ∞. Ahora note que para cada N ∈ N exis-
te n ≥ N tal que en M/Nn podemos encontrar Unk

para alguna
k ∈ {1, ..., dn} tal que Unk

/∈
⋃
i≤N d(Uij), pues de lo contrario po-

demos encontrar N ∈ N tal que para cualquier n ≥ N se tiene
que Unj

∈
⋃
i≤N d(Uij) para toda j, pero esto nos lleva a que la

familia {d(Uij)}i,j es finita, lo cual es una contradicción. Con esto
último podemos suponer que N1 ⊂ N2 ⊂ ... ⊆ M es una cade-
na estrictamente ascendente y que además para cada i ∈ N exis-
te 0 6= Pi/Ni ⊆ M/Ni tal que Pi/Ni ⊥ Pj/Nj. Sea L =

⋃∞
i=1Ni

y V = {i ∈ N : Pi ∩ L = Ni}. Supongamos que V es infinito,
luego Pi/Ni

∼= (Pi + L)/L ↪→ M/L para toda i ∈ V , entonces
t.dim(M/L) =∞ pero esto contradice lo que se ha supuesto, es de-
cir que t.dim(M/N)<∞ para todo 0 6= N ≤ M . Por lo tanto V es
finito, entonces existe N ∈ N tal que Ni ⊂ Pi ∩ L para toda i ≥ N .
Sea Ai = Ni+N y Bi = Pi+N ∩ L para cada i>0, entonces se tiene
que A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊆ M es una cadena estrictamente ascendente y
Ai ⊂ Bi ⊆

⋃∞
i=1Ai = L para toda i ∈ N, además Bi/Ai ⊥ Bj/Aj

para toda i 6= j. Se afirma que para cada n ∈ N existe m>n tal que
(Bn ∩ Am) \ An 6= ∅, sea n ∈ N entonces existe 0 6= bn ∈ Bn \ An,
entonces bn ∈ Pn+N∩L = Pn+N∩(

⋃∞
i=1Ai) =

⋃∞
i=1(Pn+N∩Ai) y por

lo tanto bn ∈ Pn+N ∩ Am ⊆ Am para alguna m>n, que es lo que se
afirmaba. De la afirmación anterior podemos construir una sucesión
{1 = n1<n2<...} ⊆ N tal que para cada i ∈ N existe bi ∈ Bni

∩Ani+1

pero bi /∈ Ani
. Aśı las cosas, sea Xi = Ani

y Yi = biR+Ani
para toda

i ∈ N, notemos que X1 ⊂ X2 ⊂ ... ⊆ M es una cadena estricta-
mente ascendente, ahora si i ∈ N entonces Xi = Ani

⊂ biR+Ani
=

Yi ⊆ (Bni
∩ Ani+1

) + Ani
⊆ Ani+1

= Xi+1, además Yi/Xi ⊆ Bni
/Ani

y Yj/Xj ⊆ Bnj
/Anj

y por lo tanto Yi/Xi ⊥ Yj/Xj para toda i 6= j, y
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por lo tanto las familias {Xi}i∈N y {Yi}i∈N cumplen lo que se ped́ıa.

�

Proposición 4.14 Sea {Xi}i∈I una suma local de tipo de un R-
módulo M y X =

⊕
i∈I Xi. Si X 6= X entonces para cada j =

0, 1, 2, ... existe yj ∈ X tal que annr(y1) ⊂ annr(y2) ⊂ ... ⊆ R es una
cadena estrictamente ascendente y t.dim(

⊕
j≥nR/annr(yj)) =∞.

Demostración: Supongamos que X 6= X, entonces se afirma que I
es un conjunto infinito, si I es finito entonces X es un sumando
directo de M , es decir M = X �C, además Xi ⊥ C para toda i ∈ I
entonces por la Proposoción 1.40 se tiene que X ⊥ C, luego X es un
submódulo tipo de M , y por el Lema 3.1(d) X = X lo cual es una
contradicción, por lo tanto I es infinito. Sea y0 ∈ X \X, luego de la
Proposición 4.7 se tiene que existen i1 ∈ I, r1 ∈ R con 0 6= y0r1 ∈
y0R∩Xi1 . Como {Xi}i∈I es una suma local de tipo entoncesXi1 es un
sumando directo de M y por lo tanto podemos escribir X = Xi1�Y1,
y0 = x1 + y1 con x1 ∈ Xi1 , y1 ∈ Y1 y annr(y0) ⊆ annr(y1), además
y0 /∈ X entonces y1 /∈ X, note que y0r1−x1r1 = y1r1 ∈ Xi1∩Y1 = 0 y
por lo tanto r1 ∈ annr(y1)\annr(y0). Luego tenemos que y1R∩X 6=
0 ya que X ⊆e X, y por la Proposición 4.7 existen i2 ∈ I y r2 ∈ R
tales que 0 6= y1r2 ∈ y1R ∩ Xi2 y como y1R ⊆ Y1 ⊥ Xi1 entonces
i1 6= i2. Por la hipótesis Xi1 � Xi2 es un sumando directo de M y
por lo tanto podemos escribir X = Xi1 �Xi2 � Y2, y1 = x2 + y2 con
x2 ∈ Xi1 �Xi2 , y2 ∈ Y2 y annr(y1) ⊂ annr(y2), tenemos que y1 /∈ X
entonces y2 /∈ X, note que y1r2−x2r2 = y2r2 ∈ Xi1�Xi2∩Y2 = 0 por
lo tanto r2 ∈ annr(y2) \ annr(y1). Continuamos con y2R∩X 6= 0 ya
que X ⊆e X, y por la Proposición 4.7 existen i3 ∈ I y r3 ∈ R tales
que 0 6= y2r3 ∈ y2R ∩Xi3 y como y2R ⊆ Y2 ⊥ (Xi1 �Xi2) entonces
i3 6= i2 y i3 6= i1. Tenemos que X = Xi1�Xi2�Xi3�Y3, y2 = x3 +y3

con x3 ∈ Xi1 �Xi2 �Xi3 , y3 ∈ Y3 y annr(y2) ⊆ annr(y3), notemos
que y2r3 − x3r3 = y3r3 ∈ (Xi1 �Xi2 �Xi3) ∩ Y3 = 0 y por lo tanto
r3 ∈ annr(y3) \ annr(y2). Si continuamos de este modo podemos
encontrar {yj}∞j=0 ⊆ X \X y {ij}∞j=1 ⊆ I todos distintos, tal que 0 6=
yj−1R ∩Xij ⊆ Xij y annr(y0) ⊂ annr(y1) ⊂ ... ⊆ R es una cadena
estrictamente ascendente. Observese que {yj−1R ∩ Xij}∞j=0 es una
familia de módulos ortogonales por pares y que

⊕∞
j=n yjR∩Xij+1

⊆⊕
j≥n yjR

∼=
⊕

j≥nR/annr(yj) para toda n = 0, 1, ..., y por lo tanto

t.dim(
⊕

j≥nR/annr(yj)) =∞. �
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Teorema 4.15 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equi-
valentes.

a) R satisface t-CCA.

b) Para cada familia {Mi : i ∈ I} de módulos ortogonales por
pares,

⊕
i∈I E(Mi) es inyectivo.

c) Todo módulo inyectivo es una suma directa de módulos atómi-
cos.

d) Todo módulo inyectivo tiene una descomposición que comple-
menta sumandos tipo.

e) Cada TS-modulo es una suma directa de módulos atómicos.

f) Cada módulo contiene un submódulo tipo inyectivo máximo.

Demostración: a) ⇒ e) Sea M un TS-módulo y S = {Sλ}λ∈Λ una
suma local de tipo de M con S =

⊕
λ∈Λ Sλ, se afirma que S =

S, si S 6= S entonces por la Proposición 4.14 se sigue que R no
satisface t-CCA, pero esto contradice la hipótesis, por lo tanto S =
S. Luego por el Lema 3.1(g) se tiene que S = S ≤t M y como M
es TS-módulo se tiene que S es un sumando directo de M . De la
Proposición 4.6 se sigue que M =

⊕
i∈IMi con Mi t-inescindible y

Mi ⊥ Mj para toda i 6= j, note que Mi ≤t M y por el Lema 3.14
se tiene que Mi es TS-módulo para toda i ∈ I. Bastará probar que
Mi es atómico para toda i ∈ I, sea k ∈ I y 0 6= N ≤t Mk entonces
N es un sumando directo de Mk, es decir que Mk = N � K para
algún K ≤Mk, notemos que K ≤t Mk y como Mk es t-inescindible
se tiene que K = 0, por lo tanto Mk es atómico.
e) ⇒ c) Es inmediato ya que cada módulo inyectivo es un TS-

módulo.
c)⇒ d) Se sigue de la Proposición 4.11.
d)⇒ f) Sea M un R-módulo. Considerese f = {H ⊆ SubR(M) :

H es independiente y H ≤t M es inyectivo ∀H ∈ H} como un
conjunto parcialmente ordenado con el orden de la contensión usual.
Verifiquemos que f satisface las hipótesis del Lema de Zorn, notemos
que 0 ≤ M es un submódulo tipo de M de tipo 0 y por lo tanto
{0} ∈ f , sea H1 ⊆ H2 ⊆ ... una cadena de elementos de f entonces⋃
i∈NHi es una familia independiente cuyos elementos son inyectivos

y submódulos tipo de M , por lo tanto
⋃
i∈NHi ∈ f . Sea F = {Fj}j∈J
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un elemento máximo de f y F =
⊕

j∈J Fj entonces afirmamos que

F es inyectivo, considerese F ↪→ E(F ) y sea F ∼= F ′ =
⊕

j∈J F
′
j ⊆

E(F ) donde F ′j
∼= Fj para toda j ∈ J . Sea k ∈ J , entonces F ′k es

un sumando directo de E(F ) ya que F ′k es inyectivo, por lo tanto
existe K ≤ E(F ) tal que E(F ) = F ′k�K, si F ′k no es ortogonal a K
entonces existe 0 6= V ≤ K tal que V ↪→ F ′k, luego por la Proposición
4.7 se tiene que

⊕
j∈J(V ∩ F ′j) ⊆e V , pero V ∩ F ′j = 0 para toda

j 6= k ya que V ⊥ F ′j para toda j 6= k, entonces F ′k ∩ V ⊆e V , lo
cual es una contradición pues F ′k ∩ V = 0 y por lo tanto F ′k ⊥ K
y de la Proposición 2.13(3) se sigue que F ′k ≤t E(F ). Note que
{F ′j}j∈J es una suma local de tipo de E(F ) que por la hipótesis tiene
una descomposición que complementa sumandos tipo, luego por la
Proposición 4.11 se tiene que F ′ =

⊕
j∈J F

′
j es un sumando directo

de E(F ) y por lo tanto F ′ ∼= F es inyectivo. Entonces F = F , donde
F es una cerradura esencial de F en M , y por el Lema 3.1(g) se tiene
que F es un submódulo tipo de M . Ahora sea E ≤t M inyectivo
tal que F ⊆ E, entonces existe H ≤ E tal que F � H = E, luego
H ≤t E es inyectivo. Si H 6= 0 entonces se tiene que F ∪{H} ∈ f lo
cual es una contradicción pues F es un máximo en f , por lo tanto
F = E.

f)⇒ b) Sea {Mi}i∈I una familia de módulos ortogonales por pa-
res y M =

⊕
i∈IMi, entonces por hipótesis existe N ≤t M inyectivo

máximo. Sea i ∈ I, entonces E(Mi) ∩ N ⊆ E(Mi) y por lo tanto
E(E(Mi) ∩N) ⊆ E(Mi), luego podemos encontrar Ki ≤ E(Mi) tal
que E(Mi) = E(E(Mi) ∩N)�Ki, de esto se sigue que N ∩Ki = 0
y por lo tanto N ⊥ Ki. Observese que E(E(Mi) ∩ N) ↪→ N , en-
tonces E(E(Mi) ∩ N) ⊥ Ki y por la Proposición 2.13(3) se tiene
que Ki ≤t E(Mi) es inyectivo. Tenemos que E(Mi) ≤t M y por
lo tanto Ki ≤t M , note que N � Ki es inyectivo y por lo tanto
M = N � Ki � H, como N,Ki ≤t M tenemos que N ⊥ H y
Ki ⊥ H, entonces de la Proposición 1.40 se sigue que N �Ki ⊥ H.
Por lo tanto N �Xi ≤t M es inyectivo, pero N es submódulo tipo
de M inyectivo máximo, entonces Xi = 0 para toda i ∈ I. De lo
anterior, se tiene que E(Mi)∩N ⊆e E(Mi) para toda i ∈ I, entonces⊕

i∈I E(Mi)∩N ⊆e
⊕

i∈I E(Mi) = M y como
⊕

i∈I E(Mi)∩N ⊆ N ,
se tiene que N ⊆e M y por lo tanto N = M .

b) ⇒ a) Sea R un anillo y supongamos que R no satisface t-
CCA, entonces por el Lema 4.13 existen {Ii}i∈N y {Ji}i∈N familias
de ideales derechos de R tales que I1 ⊂ I2 ⊂ ..., y para cada i ∈ N
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se tiene que Ii ⊂ Ji ⊆ Ii+1 y Ji/Ii ⊥ Jj/Ij para toda i 6= j. Por
hipótesis E =

⊕∞
i=1E(Ji/Ii) es inyectivo, sea hi : Ji/Ii ↪→ E(Ji/Ii)

la inclusión, entonces existe fi : R/Ii ↪→ E(Ji/Ii) tal que fi|Ji/Ii =
hi. Sea I =

⋃∞
i=1 Ii y f : I → E dada por (πif)(a) = fi(a+Ii) donde

πi : E → E(Ji/Ii) es la proyección. Como E es inyectivo, existe
g : R → E tal que g|I = f , entonces f(I) ⊆ g(R) ⊆

⊕m
i=1E(Ji/Ii)

para alguna m ∈ N. Por lo tanto, dada x ∈ Jm+1 se tiene que
0 = πm+1f(x) = fm+1(x + Im+1) = hi(x + Im+1) = x + Im+1 y
por lo tanto x ∈ Im+1, entonces Im+1 = Jm+1, pero esto es una
contradicción. Por lo tanto R satisface t-CCA. �

Con el siguiente ejemplo se tiene que no todo anillo satisface la
condición t-CCA.

Ejemplo 4.16 Sea F un campo. Considerese R el anillo cuyos ele-
mentos son series de potencias de la forma r =

∑
{cqxq : q ∈ Q+},

donde cq ∈ F y Q+ = {q ∈ Q : 0 ≤ q} y además sop(r) = {q :
cq 6= 0} cumple la condición de cadena descendente, es decir si
q1 ≥ q2 ≥ ... ≥ 0 con qi ∈ sop(r) entonces existe k ∈ N tal que
qk = qk+j para toda j ∈ N, con esta condición aseguramos que el
producto de series tenga sentido, aśı pues las operaciones de R son la
suma y producto usual de series. Ahora definamos ν : R\{0} → Q+

dada por ν(r) = mı́n(sop(r)) (existe por CCD). Entonces ν satisfa-
ce las siguientes propiedades:

a) ν(λr) = ν(r) para toda 0 6= k ∈ F .

b) ν(r1 + r2) ≥ mı́n{ν(r1), ν(r2)} cuando r1 + r2 6= 0.

c) ν(r1r2) = ν(r1) + ν(r2).

Ahora, para cada η ∈ R+ = {r ∈ R : 0 ≤ r}, definimos el conjunto
Pη = {r ∈ R : η<ν(r)} que por la propiedades anteriores de ν se
tiene que Pη es un ideal de R. Sea ηi =

√
pi donde pi es el i-ésimo

número primo, entonces se tiene la siguiente cadena Pη1 ⊂ Pη2 ⊂
... ⊂ Pηn ⊂ ..., de ideales de R. Se afirma que R/Pηi ⊥ R/Pηj
para toda i 6= j, supongamos lo contrario, entonces existen i<j,
a+Pηi ∈ R/Pηi y b+Pηj ∈ R/Pηj tales que 0 6= aR+Pηi

∼= bR+Pηj ,
luego consideremos q1 = ν(a) ≤ √pi, q2 = ν(b) ≤ √pj y sean Ii =
annr(a+ Pηi) = {r ∈ R : ar ∈ Pηi} = {r ∈ R : ν(a) + ν(r)>

√
pi} =

{r ∈ R : ν(r)>
√
pi− qi}, Ij = annr(b+Pηj) = {r ∈ R : ν(r)>

√
pj−

qj}. Entonces se tiene que Ii ⊆ Ij y (R/Ii)/(Ij/Ii) ∼= R/Ij ∼= R/Ii,
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por lo tanto Ii = Ij pero esto sólo es posible (considerando que Q es
denso en R) si

√
pi − qi =

√
pj − qj, luego

√
pi −
√
pj = qi − qj ∈ Q

lo cual es una contradicción. Por lo tanto t.dim(
⊕∞

i=1R/Pηi) =∞.

4.4. Ambas condiciones t-CCA y t-CCD

Definición 4.17 Sea R un anillo y M un R-módulo. Decimos que
M satisface t-CCD si para cada cadena descendente X1 ⊇ X2 ⊇
... de submódulos de M , se tiene que t.dim(

⊕∞
i=1M/Xi)<∞. Un

anillo R satisface t-CCD (derecho) si RR como R-módulo satisface
t-CCD.

Lema 4.18 Sea N un submódulo de M un R-módulo. Entonces:

1) M satisface t-CCA si y sólo si N y M/N satisfacen t-CCA.

2) M satisface t-CCD si y sólo si N y M/N satisfacen t-CCD.

Demostración: 1) Si M satisface t-CCA, entonces de la Definición
4.12 se sigue que N y M/N satisfacen t-CCA. Supongamos que
N y M/N satisfacen t-CCA, sea M1 ⊆ M2 ⊆ ... una cadena de
submódulos de M . Entonces se tienen N∩M1 ⊆ N∩M2 ⊆ ... ⊆ N y
N+M1/N ⊆ N+M2/N ⊆ ... ⊆M/N cadenas de módulos. Notemos
que N/(N ∩Mi) ∼= (N + Mi/Mi) y que (M/N)/[(N + Mi)/N ] ∼=
M/(N+Mi), por lo tanto

⊕∞
i=1(N+Mi)/Mi

∼=
⊕∞

i=1 N/(N ∩Mi) y⊕∞
i=1 M/(N +Mi) ∼=

⊕∞
i=1(M/N)/[(N +Mi)/N ], que por hipótesis

tienen dimensión tipo finita. Luego se tiene la siguiente sucesión
exacta:

0→
∞⊕
i=1

(N +Mi)/Mi →
∞⊕
i=1

M/Mi →
∞⊕
i=1

M/(N +Mi)→ 0

Por el Lema 3.12(a) se tiene que t.dim(
⊕∞

i=1M/Mi)<∞. Por lo
tanto M satisface t-CCA.

2) Si M satisface t-CCD, entonces de la Definición 4.17 se si-
gue que N y M/N satisfacen t-CCD. Supongamos que N y M/N
satisfacen t-CCD, sea M1 ⊇ M2 ⊇ ... una cadena de submódu-
los de M . Entonces se tienen N ⊇ N ∩ M1 ⊇ N ∩ M2 ⊇ ... y
M/N ⊇ N + M1/N ⊇ N + M2/N ⊇ ... cadenas de módulos. Note-
mos que N/(N ∩Mi) ∼= (N+Mi/Mi) y que (M/N)/[(N+Mi)/N ] ∼=
M/(N +Mi), por lo tanto

⊕∞
i=1(N +Mi)/Mi

∼=
⊕∞

i=1N/(N ∩Mi)



4.4. AMBAS CONDICIONES T-CCA Y T-CCD 71

y
⊕∞

i=1 M/(N +Mi) ∼=
⊕∞

i=1(M/N)/[(N +Mi)/N ], que por hipóte-
sis tienen dimensión tipo finita. Luego se tiene la siguiente sucesión
exacta:

0→
∞⊕
i=1

(N +Mi)/Mi →
∞⊕
i=1

M/Mi →
∞⊕
i=1

M/(N +Mi)→ 0

Por el Lema 3.12(a) se tiene que t.dim(
⊕∞

i=1 M/Mi)<∞. Por lo
tanto M satisface t-CCD. �

Corolario 4.19 Sean M1,M2, ...,Mn R-módulos. Si Mi satisface la
condición t-CCA (t-CCD) para toda i = 1, ..., n, entonces

⊕n
i=1Mi

también satisface la condicion t-CCA (t-CCD).

Lema 4.20 Sea R un anillo que satisface t-CCA. Si N =
⊕

i∈NNi

con Ni ⊥ Nj para toda i 6= j, entonces para cada i ∈ N existe yi ∈ N
tal que annr(y1) ⊃ annr(y2) ⊃ ... y t.dim(

⊕∞
i=1 yiR) =∞.

Demostración: Para cada i ∈ N, sea 0 6= xi ∈ Ni. Luego tenemos
que xiR es ortogonal a xjR para toda i 6= j y por lo tanto annr(xi) 6=
annr(xj). Notemos que a la sucesión {xi}i∈N no le podemos extraer
una subsucesión {xij}j∈N tal que la cadena annr(xi1) ⊂ annr(xi2) ⊂
... ⊂ annr(xin) ⊂ ... sea extrictamente ascendente, ya que si este
fuera el caso, con Ij = annr(xij) se tendŕıa una cadena de ideales
de R tal que t.dim(

⊕
j∈NR/Ij) = ∞ lo cual es una contradicción.

Por lo tanto existe 0 6= xi1 ∈ Ni1 tal que el conjunto X1 = {xj :
annr(xi1) * annr(xj)} es infinito. Ahora nos fijamos en la familia
de ideales {annr(xi1) ∩ annr(xj) : xj ∈ X1}, luego notemos que si
annr(xi1) ∩ annr(xj) = annr(xi1) ∩ annr(xk) se tiene que:

0 6= [annr(xi1)/(annr(xi1) ∩ annr(xj))]

∼= (annr(xi1) + annr(xj))/annr(xj) ⊆ xjR

y
0 6= [annr(xi1)/(annr(xi1) ∩ annr(xj))]
∼= (annr(xi1) + annr(xk))/annr(xk) ⊆ xkR

Pero sólo es posible si j = k. Afirmamos que de la familia {annr(xi1)∩
annr(xj) : xj ∈ X1} no podemos extraer una subsucesión tal que la



72 CAPÍTULO 4. ANILLOS QUE SATISFACEN T-CCA Y T-CCD

cadena annxi ∩ annr(xj1) ⊂ annr(xi1) ∩ annr(xj2) ⊂ ... ⊂ annr(xi1)
sea extrictamente ascendente, de lo contrario se tendŕıa que:

0 6= annr(xi1)/(annr(xi1) ∩ annr(xjn))

∼= (annr(xi1) + annr(xjn))/annr(xjn) ⊆ xjnR

y entonces t.dim(
⊕∞

n=1R/(annr(xi1) ∩ annr(xjn))) = ∞ lo cual es
una contradicción, ya que por hipótesis se tiene que R satisface t-
ACC, por lo tanto la afirmación es cierta. En vista de la afirmación
anterior, podemos encontrar xi2 ∈ X1 tal que el conjunto X2 = {xj :
annr(xi1)∩annr(xi2) * xj} es infinito. Si continuamos de este modo,
encontramos una sucuesión {xij}j∈N tal que annr(xi1) * annr(xij)
para toda j>1 (pues xij ∈ X1), y para cada n ≥ 2 se tiene que
annr(xi1)∩ ...∩ annr(xin) * annr(xij) para toda j>n (ya que xij ∈
Xn). Proponemos yn = xi1 + ...+ xin , entonces se tiene una cadena
descendente annr(y1) ⊇ annr(y2) ⊇ ..., ahora para cada n>1 sea
rn ∈ annr(xi1) ∩ ... ∩ annr(xin−1) tal que rn /∈ annr(xin). Entonces
y1R = x1R, 0 6= y2r2R = xi2r2R ⊆ xi2R,..., 0 6= ynrnR = xinrnR ⊆
xinR para toda n. Por último, nótese que la familia {ynrnR}n≥1 es de
módulos ortogonales por pares y por lo tanto t.dim(

⊕∞
n=1 ynR) =∞

y esto es lo que se queŕıa probar. �

Teorema 4.21 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1) R satisface t-CCA y t-CCD.

2) Todo conjunto de módulos distintos de cero y ortogonales por
pares, es finito.

3) Todo módulo tiene dimensión tipo finita.

4) Cada módulo inyectivo es una suma directa finita de módulos
atómicos.

5) Todo módulo satisface t-CCA y t-CCD.

6) Existe n ∈ N tal que para cualquier cadena I1 ⊇ I2 ⊇ ... de
ideales de R, se tiene que t.dim(

⊕∞
i=1R/Ii)<n.

7) Existe n ∈ N tal que para cualquier cadena I1 ⊆ I2 ⊆ ... de
ideales de R, se tiene que t.dim(

⊕∞
i=1R/Ii)<n.
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Demostración: 1)⇒ 2) Supongamos que existe {Nj}j∈N un conjunto
infinito de R-módulos distintos de cero y ortogonales por pares. Sea
N =

⊕
j∈NNj, entonces por el Lema 4.20 existen yi ∈ N tal que

annr(y1) ⊃ annr(y2) ⊃ ... y t.dim(
⊕∞

i=1R/annr(yi)) = ∞. Por lo
tanto el R-módulo R/

⋂∞
i=1 annr(yi) no satisface t-CCD y por el

Lema 4.18(2) se sigue que R no satisface t-CCD, lo cual es una
contradicción.

2)⇒ 3) Con la Observación 3.11 es inmediato.

3) ⇒ 5) Como todo módulo tiene dimensión tipo finita se sigue
de las definiciones la condición 5).

5)⇒ 1) Es claro.

3)⇒ 4) SeaE un módulo inyectivo, por hipótesis existenA1, ..., An ≤
E submódulos atómicos ortogonales por pares tal que

⊕n
i=1Ai ⊆e E.

Notemos que E =
⊕n

i=1 E(Ai) y que E(Ai) es atómico para toda
i = 1, ..., n.

4) ⇒ 3) Sea M un R-módulo entonces M ↪→ E(M) y por la
Observación 3.11 se tiene que M debe tener dimensión tipo finita.

3) ⇒ 6) Sea L(R) el conjunto de ideales derechos del anillo R.
Entonces por hipótesis se tiene que t.dim(

⊕
I∈L(R) R/I) = m para

alguna m ∈ N. Aśı pues, con el Lema 3.9 se tiene que si I1 ⊆ I2 ⊆
... ⊆ R es una cadena de idelaes entonces t.dim(

⊕∞
i=1 R/Ii) ≤ m, ya

que
⊕∞

i=1R/Ii ⊆
⊕

I∈L(R) R/I y entonces consideramos n = m+ 1.

3)⇒ 7) Con un pequeo cambio en la prueba de 3)⇒ 6) se tiene
el resultado.

6) ⇒ 1) Sea n como en la condición 6). Es claro que R satis-
face la condición t-CCD. Supongamos que R no satisface t-CCA,
entonces existe I1 ⊆ I2 ⊆ ... ⊆ R una cadena de ideales de R tal
que t.dim(

⊕∞
i=1 R/Ii) = ∞. Note que por hipótesis se tiene que

t.dim(R/Ii)<∞ para todo i ∈ N y por lo tanto podemos supo-
ner que la cadena es extrictamente ascendente. De la misma for-
ma con la que se probó el Lema 4.13, podemos suponer que exis-
ten Ki ideales de R tal que 0 6= Ki/Ii y que Ki/Ii ⊥ Kj/Ij pa-
ra toda i 6= j. Por último, si consideramos la cadena descenden-
te R ⊇ In ⊇ In−1 ⊇ ... ⊇ I1, con lo anterior tendŕıamos que
t.dim(

⊕n
i=1R/Ii) ≥ n, lo cual es una contradicción. Por lo tanto

R satisface t-CCA.

7)⇒ 1) Es similar a 6)⇒ 1). �
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Ejemplo 4.22

1) Todo anillo artiniano satisface t-CCD.

2) Todo anillo neteriano satisface t-CCA. Entonces el anillo Z
satisface t-CCA, pero no satisface t-CCD. Sea pi el i-ésimo
número primo y consideramos los ideales In = p1p2...pnZ, luego
tenemos que I1 ⊇ I2 ⊇ ... y t.dim(

⊕∞
i=1R/Ii) = ∞. Pues

Zpn ↪→ R/In.

3) Sea R la extensión trivial de el anillo Z2 y el Z2-módulo Z
(ℵ0)
2 ,

es decir R =

{(
a x
0 a

)
: a ∈ Z2, x ∈ Z(ℵ0)

2

}
, donde la suma

y producto de R son la suma y producto usual de matrices. No-
temos que este anillo no es neteriano pues se tienen los idea-

les In =

{(
a x
0 a

)
: a ∈ Z2, x ∈

⊕n
i=1 Ni, donde Ni = Z2

}
y la cadena I1 ⊂ I2 ⊂ ... ⊂ In ⊂ ... ⊂ R extrictamen-
te ascendente. Afirmamos que R satisface las condiciones t-
CCA y t-CCD. Para esto usaremos el Lema 4.18, sea I ={(

0 x
0 b

)
: b ∈ Z2, x ∈

⊕∞
i=1Ni, donde Ni = Z2

}
, entonces

bastará probar que I y R/I satisfacen las condiciones t-CCA
y t-CCD. Notemos que I es un R-módulo semisimple, pues

con Ji =

{(
0 x
0 0

)
: x ∈ Ni, donde Ni = Z2

}
para i ∈ N y

J0 =

{(
0 0
0 a

)
: a ∈ Z2

}
, se tiene que I =

⊕∞
i=0 Ji además

se tiene que Ji ∼= J0 para toda i ∈ N. Por lo tanto I y todos sus
cocientes son módulos atómicos y pertenecen al mismo atómo
en N (R), con esto último y de las definiciones se sigue que I
satisface las condiciones t-CCA y t-CCD. Ahora, tenemos que
el R-módulo R/I solo posee dos elementos, por lo tanto R/I
es un módulo simple y esta claro que cualquier módulo simple
satisface las condiciones t-CCA y t-CCD.

4) Sea R la extensión trivial de el anillo Z y el Z-módulo Zp∞ con

p número primo, es decir R =

{(
a x
0 a

)
: a ∈ Z, x ∈ Zp∞

}
,

donde la suma y producto de R son la suma y producto usual
de matrices. Este anillo satisface la condición t-CCA pero no
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satisface t-CCD. Para demostrar esto, consideramos el ideal

I =

{(
0 x
0 b

)
: b ∈ Z, x ∈ Zp∞

}
y supongamos que I no sa-

tisface la condición t-CCA, entonces existe una cadena V1 ⊆
V2 ⊆ ... ⊆ I de submódulos de I tal que t.dim(

⊕∞
i=1 I/Vi) =

∞, ahora observe que Vi es un submódulo de Zp∞ � Z (sal-
vo isomorfismo) y consideremos M =

⊕∞
i=1 I/Vi un R-módulo

y N =
⊕∞

i=1(Zp∞ � Z)/Vi un Z-módulo, entonces el lector
puede verificar que si U1, U2 ≤ N son submódulos isomor-
fos (en Mod-Z) entonces U1 y U2 se pueden considerar co-
mo submódulos isomorfos de M (en Mod-R ) y con esto se
puede comcluir que t.dim((Zp∞ � Z)/Vi) = ∞ (en Mod-Z)
pero esto contradice que Zp∞ �Z satisface la condición t-CCA
(en Mod-Z). Por lo tanto I satisface t-CCA. Ahora note que
R/I es isomorfo a Z en Mod-Z, luego si suponemos que R/I
no satisface la condición t-CCA, entonces como en lo ante-
rior se obtiene que Z no satisface la condición t-CCA (en
Mod-Z) lo cual es una contradicción. Por lo tanto R satis-
face la condición t-CCA. Por último consideremos los ideales

Jn =

{(
0 0
0 c

)
: c ∈ p1p2...pnZ

}
donde pi 6= pj son números

primos para toda i 6= j. Luego se tiene la cadena J1 ⊇ J2 ⊇ ...
de ideales de R, tal que t.dim(

⊕∞
n=1 R/Jn) =∞.

El Teorema de Hopkins-Levitzki dice que si un anillo es arti-
niano izquierdo (derecho) entonces es neteriano izquierdo (derecho).
Ya que los conceptos presentados aqui generalizan ser artiniano o
neteriano, es natural preguntarse ¿si un anillo satisface la condición
t-CCD entonces satisface la condición t-CCA?. El siguiente teorema
da una respuesta parcial a esta pregunta.

Lema 4.23 Sean R y S anillos equivalentes Morita mediante equi-
valencias F :Mod-R→Mod-S y GMod-S→Mod-R inversas una
de otra. Si M ∈Mod-R entonces:

1) MR satisface la condicion t-CCD si y sólo si F (M)S satisface
la condición t-CCD.

2) MR satisface la condicion t-CCA si y sólo si F (M)S satisface
la condición t-CCA.
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Demostración: 1) Supongamos que M satisface la condición t-CCD.
EntoncesGF (M) satisface la condición t-CCD ya queM ∼= GF (M).
Supongamos que F (M) no satisface t-CCD, entonces existe una ca-
dena F (M) ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ ... tal que t.dim(

⊕∞
i=1 F (M)/Ni) = ∞.

Sea {Vj}j∈N una familia de módulos ortogonales por pares tal que
Vj ↪→

⊕∞
i=1 F (M)/Ni para toda j ∈ N, luego aplicamos el funtor G

y se obtiene que:

G(Vj) ↪→ G(
∞⊕
i=1

F (M)/Ni) ∼=
∞⊕
i=1

GF (M)/G(Ni)

si Xi = Im(G(jNi
)) donde jNi

: Ni ↪→ F (M) es la inclusión, obtene-
mos que GF (M)/Xi

∼= GF (M)/G(Ni) para toda i ∈ N, y además
X1 ⊇ X2 ⊇ ... es una cadena de submódulos de GF (M) tal que
G(Vj) ↪→

⊕∞
i=1GF (M)/Xi. Pero como G es una equivalencia, se si-

gue que la familia {G(Vj)}j∈N es de módulos ortogonales por pares,
pero esto contradice el hecho de que GF (M) satisface la condición
t-CCD. Por lo tanto F (M) satisface t-CCD.
Conversamente, si F (M) satisface t-CCD entonces GF (M) satis-
face t-CCD por lo anterior, y como GF (M) ∼= M se sigue que M
satisface t-CCD.

2) Es similar a 1). �

Proposición 4.24 Sea R un anillo que es equivalente Morita a un
producto finito de dominios enteros. Si R satisface la condición t-
CCD entonces R satisface la condición t-CCA.

Demostración: Supongamos que R es un dominio entero y satisface
t-CCD. Entonces se tiene que para toda 0 6= x ∈ R y cualquier ideal
I de R, R/I ∼= xR/xI ⊆ R/xI. Ahora si R no satisface t-CCA,
entonces podemos encontrar 0 6= I0 = I1 ⊆ I2 ⊆ ... ⊆ R una cadena
de ideales de R tal que t.dim(

⊕∞
n=1R/In) = ∞. Si consideramos

0 6= xn ∈ In para toda n, entonces obtenemos I0 ⊇ x0I1 ⊇ x0x1I2 ⊇
... ⊇ x0x1...xnIn+1 ⊇ ..., una cadena descendiente de ideales de R,
tal que R/In ↪→ R/x0...xn−1In para toda n ∈ N, y por lo tanto
∞ = t.dim(

⊕∞
n=1 R/In) ≤ t.dim(

⊕∞
n=1 R/x0...xn−1In)<∞ lo cual

es una contradicción, por lo tanto R satisface t-CCA.
Ahora supongamos que R = R1 × R2 × ... × Rn con Ri dominio

entero, y R satisface t-CCD. Notemos que cada Ri es un submódulo
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de R y entonces Ri satisface t-CCD, pero por lo anterior Ri también
satisface t-CCA y por el Corolario 4.19 R satisface la condición t-
CCA.

Por último supongamos que R es equivalente Morita a S, un
anillo que es producto de dominios enteros, y que R satisface la
condición t-CCD. Del Corolario 1.66, podemos suponer que S =
EndR(PR) donde PR es un progenerador. También se tiene la equi-
valencia F ( ) = HomR(P, ) :Mod-R→ Mod-S dada por NR 7→
HomR(SPR, NR) con inversa G( ) = �S P : Mod-S →Mod-R
dada por MS 7→ M � P . Como PR es un sumando directo de Rn

para alguna n ∈ N, entonces PR satisface la condicion t-CCD por
el Lema 4.18. Note que F (P ) = S y por el Lema 4.23(1) se tiene
que S satisface la condición t-CCD. Luego sabemos que G(S) ∼= P ,
aplicando el Lema 4.23(2), se sigue que P satisface la condición t-
CCA. Notemos que, desde la Observación 1.47, R es una sumando
directo de P (m) para alguna m ∈ N y finalmente del Lema 4.18 se
sigue que R satisface la condición t-CCA. �
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