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Capitulo 1

Introduccion

El siguiente trabajo consiste de una argumentada explicacion, detallada
y ejemplificada, de las primeras tres secciones del articulo Galois theory and
linear algebra (Teoria de Galois y Algebra lineal) publicado por Rod Gow y
Rachel Quinlan en la revista Linear Algebra and its applications numero 430.
Dicha explicacion fue hecha con el fin de hacer los resultados mas accesibles
al publico medianamente estudiado en matematicas.

En esta primera seccién, se enuncian conceptos y resultados preliminares,
necesarios y suficientes para esclarecer este trabajo. Si el lector lo conside-
ra pertinente, puede ahondar en resultados o ejemplos en la Bibliografia,
principalmente [7], [5], 0 [3].

1.1. Teoria de Grupos

El concepto de grupo como es conocido actualmente, responde a la des-
cripcion de estructuras que subyacen en varios problemas matematicos, desde
el estudio de los ntimeros enteros iniciado hace cientos de anos, o el estudio
de las posibles transformaciones geométricas de un objeto, hasta la busqueda
de soluciones para ecuaciones polinomiales.

Definiciéon 1.1.1. Un par (G,-), donde G es un conjunto no vacio provisto
de una operacion - : G X G — G, es un monoide bajo - si:

= Para todaa,be G,a-beG.

= Para toda a,b,c € G, a(bc) = (ab)c
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= Existe un dnico elemento e tal que a-e =e-a = a para toda a € G

Si ademaés

» Paracadaa € G, existe un elementoa™ € Gtalquea-a™' =ata=c¢

(llamado el inverso de a en G), G es un grupo.

= Si para toda a,b € G se cumple que ab = ba entonces el grupo es
abeliano.

En el futuro, y cuando no genere confusion, se escribird ab en lugar de a - b.

Ejemplo. » (Z,+), el conjunto de los ntimeros enteros con la suma usual,
forman un grupo abeliano. Asi también (Z,,, +) con Z, = {0,1,...,n—
1} v + la suma modulo n, donde para cada a € Z, su inverso es n — a.

» (Q,+) como en el ejemplo anterior, es un grupo abeliano, pero (Q, )
los racionales con el productor usual, no es grupo ya que el cero no
tiene inverso multiplicativo, sin embargo (Q \ {0}, ) es un también un
grupo abeliano.

= Consideremos ahora un tridngulo equildtero, y todas sus simetrias, es
decir, los movimientos que lo dejan ocupando el mismo espacio. De
estos, llamemos py al que lo deja fijo, p; al que lo rota 120° en direccién
contraria a las manecillas de reloj, po al que lo rota 240° en la misma
direccion, y por ultimo, pq, ps, 13 a las reflexiones respecto a las lineas
que bisecan el triangulo.

Viendo a cada uno de estos movimientos como funciones que van del
conjunto {1, 2,3} en si mismo, aplicar dos movimientos seguidos puede
traducirse en componer las funciones antes descritas. Asi
papts = p2(ps) = p1. De lo anterior, podemos afirmar intuitivamente
que dichas funciones, bajo composicién, forman un grupo, sin embar-
go, en este caso en particular, dicho grupo puede ser nombrado de dos
formas distintas: por un lado puede verse como el grupo de simetrias
del poligono de 3 lados (triangulo), denotado Ds, y por el otro pue-
de considerarse como el grupo de permutaciones de un conjunto de 3
elementos denotado por S3 . Claramente, puede obtenerse con un pro-
cedimiento analogo el grupo pertinente para cada n € N. Sin embargo,
es facil ver que estos grupos no siempre son iguales; comparando las
simetrias del cuadrado, con las permutaciones de un conjunto con 4
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Figura 1.1: Simetrias del triangulo

elementos, se puede ver que en el caso de las simetrias, los numeros
asignados a esquinas opuestas jamas podran tener una arista en comun
(dado que lo tnico permitido en este caso es rotar el cuadrado respecto
al centro, o a un eje de simetria, dejandolo en su posicion original),
sin embargo, en las permutaciones, esto si esta permitido. Una forma
clara de ver como se comporta nuestro ejemplo concreto, es construir
una tabla, en donde la entrada localizada en el i-ésimo renglon, j-ésima
columna, represente el resultado de la composicion ij = (7).

Po P1 P2 M1 H2 M3
Po| Po P1 P2 M1 H2 U3
P1| P P2 Po M3 M1 M2
P2 P2 P P1 M2 K3 [
My | 1 B3 M2 Po P2 P1
Mo | f2 1 M3 P10 Po P2
M3 | B3 M2 M1 P2 P10 Po

Ademés S3 no es abeliano, ya que usps = p1 # po = jioji3.
En general, las funciones biyectivas de un conjunto en si mismo forman

un grupo bajo composicion.

S, es conocido como el grupo simétrico, y D,, como el grupo diédrico.
Definimos el orden de un grupo como el niimero de elementos del conjunto
G, denotado |G|. G es finito si |G| es finito, en caso contrario G es infinito.
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Ejemplo. » (Z,+) es infinito, y (Z,,+) finito.

= Para calcular el orden de S3, usando conocimientos basicos de com-
binatoria (véase |[7]), es claro ver que |S;| = |B{1,2,3}| = 3! donde
B{1,2,3} es el cunjunto de funciones biyectivas de {1,2,3} en {1, 2, 3}.
En general |S,| = nl.

Analizando su estructura interna, un grupo admite en su interior otros
grupos que pueden tener propiedades que no se cumplen para el grupo que lo
contiene, y bajo algunas condiciones se puede formar con ambos (el grupo, y
algiin grupo en su interior) un tercer grupo que resulta de gran importancia
en la teoria de grupos.

Si (G,-) es un grupo, un subconjunto H C G es un subgrupo de G,
denotado H < G, si (H,-) es un grupo donde - es la restriccion de la operacion
de G a H. De donde obtenemos que un subconjunto no vacio H de un G
grupo, es un subgrupo si y sélo si para toda a,b € H, ab™! € H.

Ejemplo. » SiR* =R\{0}, C* =Q\{0} verificar que (R*,-) < (C*, ")
se sigue de que Vr € R*,1/r € R*, y también, si r,s € R*, r-s € R*.

» El conjunto H C Z de los nimeros impares no es un subgrupo de los
enteros ya que 1 —3 = —2 ¢ H sin embargo si se considera K C Z el
conjunto de los niimeros pares si es subgrupo de Z

Para describir las funciones que existen entre grupos, dado que un grupo
es un conjunto dotado de una operacion, es necesario que dichas funciones
preserven la estructura. Esto serd muy ttil en el caso de que dicha funcion
sea biyectiva ya que entonces hablaremos de dos grupos que ademas de ser
estructuralmente iguales, tendran el mismo tamano, lo cual les haré esencial-
mente el mismo.

Si G,G" son grupos, una funciéon ¢ : G — G’ es un homomorfismo
si ¢p(a - b) = ¢(a) x ¢(b) donde - es la operacion de Gy * la de G'; si ¢
es inyectiva es un monomorfismo, si es suprayectiva es un epimorfismo y
si ¢ es biyectiva entonces es un isomorfismo denotado como G = G’. Si
G = G, ¢ es un endomorfismo que si ademas resulta biyectivo, sera llamado
automorfismo, obsérvese que un automorfismo es también una permutacion
en el conjunto GG. En todos los casos la imdgen de un homomorfismo ¢ es
Im¢ = {y € G’'|ly = ¢(x) para alguna z € G}. Se define también el nicleo de
¢ como Nuc(p) = {x € Glp(x) = €'}
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Sea G un grupo y H un subgrupo, si para toda g € G se tiene que
gH = Hg, entonces H es normal en GG, denotado H <1 G; de esto se deduce
que Nuc(¢) <G. Si H es un subgrupo normal de G, el conjunto {gH|g € G}
forma un grupo, llamado grupo cociente, con la operacion definida por

gH¢'H = g¢'H.

Se puede deducir facilmente de las definiciones que un homomorfismo
¢ : G — G’ es inyectivo si y solo si Nuc(f) = {e} donde e es el neutro de G

Ejemplo. » Sif: (R, 4+) — (R*,:) estd dada por f(z) = e*, es un
isomorfismo.

= El conjunto de automorfismos de un grupo en si mismo
Aut(G) = {¢: G — G|¢ es isomorfismo}, es subgrupo de un grupo
de permutaciones dado que si consideramos ¢, 7 € Aut(G), se tiene
que para toda
r,ye G
¢7(zy) = o(T(2)7(y)) = ¢(7(2))d(7(y))
Entonces ¢7 € Aut(G).

Por otro lado,

S(d~ (2)¢™ (y) = o~ ()P~ (y) = 2.

Entonces ¢~ (z)o ! (y) = ¢ H(zy), y ¢~ € Aut(G). De donde se tiene
que Aut(G) < S, para alguna n € N.

De todos los homomorfismos de grupos, aquellos que proveen més infor-
macioén son los que son biyectivos (isomorfismos), ya que ademas de asegurar
la preservacion estructural de grupos y garantizar la completa similitud, for-
man éstos a su vez un grupo bajo composicion que puede también proveer
mucha informacion.

Existen tres teoremas muy importantes en la teoria de grupos que enun-
ciaremos a continuacion, las demostraciones pueden encontrarse en |[§]

Teorema 1.1.2 (Primer Teorema de Isomorfismo). Si ¢ : G — G’ es un
homomorfismo de grupos con nucf = K, entonces

G/K = 6(G)
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Teorema 1.1.3 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea G un grupo con un
subgrupo normal K, y un subgrupo arbitrario H, entonces

HK/K = H/(HNK).

Teorema 1.1.4 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Si G es un grupo con
M, N subgrupos normales de G tales que M < N, entonces

G/N = (G/M)/(N/M).

Teorema 1.1.5 (Teorema de la Correspondencia Biyectiva). Si ¢ : G — G’
es un homomorfismo de grupos, H — ¢(H) es una correspondencia biyectiva
entre la familia de subgrupos de G que contienen Nuco y la familia de subgru-
pos de G'. Ademds, subgrupos normales de G se corresponden con subgrupos
normales de G'.

1.2. Algebra Lineal

En esta seccion se daran los conceptos y resultados basicos y que se usaran
en el resto del trabajo sobre la estructura de espacio vectorial, estructuras
con las que el lector seguramente esta més relacionado debido al gran uso
que tienen en distintas areas; se definirdn los conceptos basicos y enunciaran
teoremas que describan relaciones entre dichos conceptos y las propiedades
de un espacio.

Definicion 1.2.1. (F,+,-,0,1) es un campo si (F, +,0) es un grupo abeliano,
(F\ {0},-,1) es un grupo abeliano, 1 # 0, y ademas la multiplicacion se
distribuye sobre la suma, es decir para toda a,b,c € F"

(a+b)c = ac+ be.

Un subconjunto K de un campo F' es un subcampo, si K es un campo con la
operacion de F' restringida a K, denotado K < F'.

Ejemplo. = 75 es un campo con el producto usual y la 4,042

s Q <R <C, los nimeros racionales, reales y complejos, respectivamen-
te, son campos con la suma y el producto usuales.
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Definicion 1.2.2. Un espacio vectorial V sobre un campo F', denotado Vg
(F- espacio vectorial) es un conjunto dotado de una suma +:V xV — V
y una multiplicacion escalar - : F' X V. — V tales que para cada par de
elementos z, y € V y a € V, existen Gnicos elementos x 4+ y, ax € V tales

que:

Paratodaz,y eV, z+y =y +z.

Para toda z,y,z €V, (x+y) +z=a2+ (y + 2).

Existe 0, € V tal que z + 0y = x para todaz € V.

Para toda x € V existe un elemento y € V tal que z +y = 0,,.
Para toda z € V 1z = x.

Para toda a,b € F, x € V, (ab)x = a(bx)

Para toda a € F, z,y € V se tiene que a(z +y) = az + ay.

Para toda a,b € F, x € V se tiene que (a + b)x = az + by.

A los elementos de V' se les llama vectores, mientras que a los de F' escalares.
Notese que 0, € V' no necesariamente es igual que 0 € F'.

Ejemplo. = Todo campo F' es un F-espacio vectorial sobre si mismo, y

F = {(a1, a2, ...,a,)|a; € F1 <i <n} es también un espacio vectorial
sobre el campo F' con la suma definida entrada a entrada, es decir
(x1, T, ...;an)+ (b1, b, ..., b2) = (a1+by, as+bo, ..., a,+b,) y el producto
escalar como a(aq, as, ..., a,) = (aay, aas, ..., aay).

El conjunto de todas las matrices de tamano m X n con entradas en
un campo F', denotado M,,«,(F") es un espacio vectorial cuya suma se
define para A, B € M,,x,(F) como (A+ B);; = A;j+ B;j ysic e F, el
producto por escalares es (cA);; = cA;j, para 1l < i <m, 1 <j <mn,
donde A;; es la entrada de la matriz localizada en la columna j, en el
renglon 7.

€ Myxn(F)
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La identidad I € M,,x,(F) es tal que A;; = 1sii=jy A;j; = 0si
i ]

= Sea X un conjunto distinto del vacio, y F un campo arbitrario. Si
consideramos al conjunto FX de todas las funciones de X en F, donde
la suma de f,g € FX es la funcién f 4+ g € FX definida por
(f+9)(x) = f(z)+ g(x) Vo € X, y el producto de un escalar k € F

con una funcién f € FX es la funcion kf € FX definida por
(kf)(z) = kf(z) Vx € X; FX es un espacio vectorial sobre F.

Al igual que en el caso de grupos, un espacio vectorial contiene espacios
vectoriales que naturalmente se llaman subespacios vectoriales y estan dota-
dos de las mismas operaciones que el espacio que les contiene, de éstos siempre
tendremos dos casos triviales, V' y {0, }, y al igual que en el caso de grupos,
tenemos una caracterizacion de los subespacios que reduce enormemente la
tarea de comprobar si un subconjunto es subespacio o no.

La notacién para un subespacio W de un espacio vectorial V' es la misma
que aquella usada para indicar subgrupos, es decir W < V. Se hara uso de
ésta cuando el contexto no genere confusion.

Teorema 1.2.3. Sea V un F'-espacio vectorial, un subconjunto W C V es
subespacio vectorial de V' si y solo si:

(1) 0, € W.
(i) Six,ye W, z+yeW.
(1)) Sice Fxe W, cx e W.
ambas partes son consecuencia de la definicién de espacio vectorial.

Ejemplo. = Los ntumeros complejos C son un R-espacio vectorial, donde
R<C

» El conjunto de matrices en M, ,(F') cuyas entradas son no-negativas,
es decir A;; > 0 para toda 1 <¢ <m, 1 < j <n no es subespacio de
M, «n(F) porque al multiplicar alguna de ellas por un escalar negativo,
se viola la tercera condicién del teorema.

» {(z,y) € R?ly = kz conk € R} es el conjunto de todas las rectas por
el origen y es un subespacio de RE.
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Dados dos subconjuntos no vacios de vectores Sy, 52 C V', al conjunto de
vectores {x +y|r € S1 y € Sa} denotado Sy + S5 se le llama la suma de Sy y
S,. Si se tiene que Si, S, < V tales que S;NSy =0 y W, + W, =V entonces
se dice que V es la suma directa de W7 con Wy, denotado V- =W, & Ws.

Ejemplo. » Sien M,y (F) definimos Wy = {A € M, (F)|A; =
Osii > j}y Wo = {A € My (F)|A; = 0sii < j}, entonces
Mnxn(F) — W1 D WQ

= Cle@WgsiI/Vl:Rngz{iah':v—lyaeR}

Como un espacio vectorial V' es cerrado bajo suma y producto escalar, la
suma arbitraria de vectores, o la multiplicaciéon de un vector por cualquier
elemento del campo, resultan en elementos del espacio vectorial. A continua-
cion mostraremos al conjunto de vectores que puede ser obtenido a partir de
un conjunto dado S C V.

Definiciéon 1.2.4. Para V un F-espacio vectorial, y un subconjunto no vacio
S C V, un vector v € V es combinacion lineal de los vectores de S, si en
S existen un numero finito de vectores, vy, vs,...,v, € S, y escalares en el
campo ay, as, . .., a, € F tales que v = a;v1 + asvs + - - - + a,v,, donde dichos
escalares son los coeficientes de tal combinacion.

Al conjunto {ajv1 + agve + - - - + ayv,la; € Fu; € S} de todas las combi-
naciones lineales de un subconjunto S C Vg se le conoce como el generado
de S, o simplemente las combinaciones K -lineales, que se denota (S), donde
se define (()) = 0; se dice que S genera un F-espacio vectorial V si (S) = V.

Un conjunto S es linealmente dependiente si existen vectores vy, v, ..., v, €
Sy escalares aq,as,...,a, € F con al menos una a; # 0 tales que

a1v, + asvy + - - - + anv, =0,

consecuentemente, un conjunto S es linealmente independiente si no es li-
nealmente dependiente.

Ejemplo. » Considere S = {(0,0), (1,0),(0,1)} C R% Notemos que pa-
ra (z,y) € R?, (z,y) = (1,0) + y(0,1) + £(0,0) es una combinacion
lineal de elementos de S, lo que implica que (z,y) € (S) = R% Por
otro lado 4(0,0) 4+ 0(1,0) + 0(0,1) = (0,0), es una combinacién lineal
de elementos de S cuyos coeficientes no son todos cero, que resulta en
el vector cero, lo que implica la dependencia lineal de S.
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ai;r 0 0 as 0O 0 )
- {( 0 0> <0 0 > <0 - >} C Msyo(F) es un subconjunto

de elementos linealmente independientes que genera un subespacio co-
nocido como el espacio de las matrices triangulares superiores de 2 x 2
con coeficientes en F'.

» Los vectores v = (1 +4,2i), w = (1,1 +4) € C? son linealmente
dependientes, considerando a C? como un C-espacio vectorial ya que
v — (1 4+ 4)w = 0, sin embargo son linealmente independientes cuando
C? es un R-espacio vectorial.

Del primer inciso del ejemplo anterior, se puede ver que

({(0,0),(1,0),(0,1)}) = ({(1,0),(0,1)}) = R?,

sin embargo {(1,0),(0,1)} es linealmente independiente, lo que ejemplifica
que todo conjunto de vectores contiene un subconjunto linealmente indepen-
diente cuyo generado seré igual al del conjunto original; de ahi la importancia
de encontrar subconjuntos linealmente independientes con el menor ntmero
de elementos posible para generar un espacio vectorial V'; dado que todo vec-
tor v € V es combinacién lineal de vectores generadores, seran estos los que
determinen la estructura del espacio en cuestion.

Definicion 1.2.5. Un subconjunto S de un F-espacio vectorial V' es una
base si es un conjunto linealmente independiente tal que (5) =V, denotada
f < V. La cardinalidad |5| es la dimension del espacio vectorial denotada
dimV. Un espacio es de dimension finita si |5] < oo.

Sean e; = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1)
elementos en F™, {ey,eq,...,¢e,} es la base candnica de F™ con dimF™ = n.
En M,,x,(F), si E¥ la matriz cuya tnica entrada distinta de cero es un 1 en
el 7-6simo renglon y la j-ésima columna {E7|1 <i < m,1 < j < n} es la base
canonica del espacio de matrices de tamanio m X n, con dimM,, ., (F) = mn.

Observemos que vector v € V' se expresa de forma tnica como combina-
cion lineal de elementos de la base. Considerense {vq,vy,...,v,} = <= V

y
U= a1v1 + agla + - -+ + Aply, U = bivy + bova + -+ + by

dos combinaciones lineales distintas, entonces

(a1 — by)vy + (agba)ve + - - - + (ayby)v, = 0.



1.2 Algebra Lineal 11

Dado que g — V, a1 —by = a3 —by = --- =a, —b, =0,y ap = by,
as = by -+ -a, = b,, es decir, las combinaciones lineales son iguales. Si V' es
un espacio vectorial de dimension dimV =mn, y  C V es un subconjunto de
vectores con || = n, B es base. Asi, todo subconjunto S C V linealmente
independiente se puede extender a una base, anadiendo vectores linealmente
independientes a S hasta que tenga cardinalidad igual a dimV’.

Si V' es un espacio vectorial de dimensiéon dimV = n, un K-hiperplano es
un subespacio de dimensiéon n — 1.

Definiremos ahora las funciones entre espacios vectoriales que preservan
estructura, veremos algunos resultados que profundizan el estudio estructu-
ral de dichos espacios, algunos otros analogos a los vistos previamente, y
encontraremos que éstas funciones quedan completamente determinadas por
un elemento en My, (F').

Definicion 1.2.6. Sean V' y W dos F-espacios vectoriales. Se dice que una
funcion T : V. — W es una transformacion lineal si para todo x,y € V,
c € F se tiene que

(i) T(z +y) =T(x) + T(y).
(ii) T(ex) = cT'(x).

Se define también al conjunto N(7') := {z € V|T'(z) = 0} como el nicleo
de T', que es un subespacio vectorial de V. Definimos asi dimN (7")=nul(7),
conocida como la nulidad de T.

Por otro lado definimos R(T) := {T(z)|x € V} llamado el conjunto
imagen de T, que de igual forma constituye un subespacio vectorial, ésta vez
en W, analogamente definimos dimR(7T") :=ran(7T) como el rango de T

Ejemplo. = T F" — F" donde

I
~~
(=
o
S

<
=
S~—

T(ay,as, ... 6. .. a,)

conocida como la proyeccion en la i-ésima entrada , es una transfor-
macion lineal. Donde N(T) = {(ay,a9,...,a;,...,a,) € F"|a; = 0},
y nulT" = n — 1; por otro lado R(T) = {(0,0,...,a;,...,0)|a; € F},
entonces ran(7") = 1.

» SiT:R? — R? con T(ay,as) = (1,ay). Vemos que

T((al, GQ) + (bl, bg)) = T(a1 + bl, a9 + bg) = (1, (45} + bg)
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por otro lado
T(ala a'2> + T<bla b2) = (27 ag + b?)

, de donde se sigue que 7" no es lineal.

Observacion 1.2.7. Sea T : V — W una transformacion lineal, con dimV’
finita y 8 = {v1,v2,...,v,} — V entonces

(T'(8)) = {T(01), T(va),...,T(vx)}) = Im(T).

Demostracion. Claramente T'(v;) € Im(T'), y por eso
({T(v1), T(vg),...T(v,)}) C Im(T). Por otro lado, si w € Im(T') entonces
w = T'(v) para alguna v € V, pero v = Y\, a;v;, entonces

n n

w = T(Z aivi) = Z aT(Ui)

=1 =1

Teorema 1.2.8 (Teorema de la dimension). Si V., W son espacios vecto-
riales, T : V. — W es una transformacion lineal entre ellos y dimV = n,
entonces

nul(T)+ran(T) = dimV .

La demostracion se obtiene extendiendo ' = {vy,vq,..., 05} — N(T)
una base para el niicleo de 7', a 8 = {v1,v2, ..., Vg, Vgs1,...,0s} < V una
base para V', y demostrando que {T'(v1),T(v2),...,T(v,)} < R(T) es una
base para la imagen de T

Ejemplo.

T : Mpxn(F) — F, con T(A) = X' | Aj;, (la suma de los elementos de la
diagonal de una matriz cuadrada) conocida como la traza matricial de A,
es una transformacion lineal. Como ran(7T") = dimR(T) = F, ran(T) =

dim({0,1}) = dimF = 1, Por el teorema de la dimensién tenemos que
nul(7) = dimV — ranT = n? — 1.

Corolario 1.2.9. Una transformacion lineal T : V. — W es inyectiva si y
solo st N(T') = {Ow }.
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Demostracion. Si T es inyectiva y x € N(T'), entonces T'(z) = 0 = T(0),
es decir z =0y N(T) = {0}. Si N(T') = {0} y tenemos que T'(x) = T'(y),
entonces 0 = T'(x) —T(y) = T(z —y), es decir, z —y € N(T) = {0}y z = y.
|

Teorema 1.2.10. Si T es una transformacion lineal de V-en W con dim(V') =
dim(W') = n, entonces son equivalentes

(1) T es inyectiva.
(2) T es suprayectiva.
(3) ran(T) =dim(W).
Demostracion. Del teorema de la dimension tenemos que
nul(7") + ran(7") = dim(7").

Y por el corolario anterior, tenemos que 71" es inyectiva siy sélosi N(T') = {0},
si y solo si NulT' = 0, si y solo si dim(V') = dimW, si y solo si R(T) = W, es
decir T es suprayectiva. |

A continuaciéon describiremos la relacion entre las transformaciones linea-
les entre espacios vectoriales de dimension n y las matrices My, (F).
Si V' es un espacio vectorial, § es una base ordenada para V', si es una

. b.o.
base con un orden especifico denotada § — V.

. b.o. . L.
Si = {v1,v9,...,0,} < V, para todo vector v € V, existen unicos
a; € F tal que z = X7_,a,;v;, entonces definimos el vector coordenado de x
respecto a la base S como

a1
a2
[z]s =
G,
. b.o. b.o.
Analogamente, si 8 = {vy,va,...,0,} BV, = {wy,we, ..., wy} 5 W oson

bases ordenadas para espacios vectoriales de dimension finita, y 7 : V — W
es una transformacion lineal, entonces para cada 7, 1 < 7 < n, existen tnicos
escalares a;; € I, con 1 <1 < n tales que T(vj) = X" a;w;, para 1 < 5 < n.
Usando ésta notacion, podemos finalmente definir la matriz A € M,,x,(F)
tal que A;; = a;; como la matriz de representacion de T' con respecto a 3 en
7, denotada A = [T]}. En el caso de que § =, A = [T];.
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Ejemplo. » Considere T : R? — R? dada por T'(ay,as) = (a; + az, a;)
lineal y sean 5 = {(0,4),(2,1)}, v ={(1,1),(0,1)} bases ordenadas de
R2. Tenemos que:

T(0,4) = (4,0) = 4(1,1) — 4(0, 1) . (4 3
T21) = (3.2) = 3(11) — 1(0,1) " s = ( 4 -1 )
Por otro lado,
T(1,1) = (2,1) = 0(0,4) + 1(2,1) L (01
T(0,1) = (1,1) = 2(0,4) + 1(2,1) — )5 = ( - )

Ademas, cambiar el orden de las bases cambiara el orden de los renglo-
nes o columnas, dependiendo de que base se cambie.

Observacion 1.2.11. Si V, W son espacios vectoriales de dimension finita
con bases = {v1,v2, ..., 0.}, v = {w1, wo, ..., w,} respectivamente, y
T,U :V — W son dos transformaciones lineales, se tiene que

T(vj) = X aijw;, Uvj) = B2 bw; (con 1 < j < n) para escalares tinicos
a;j,bi; (1 <i<m,1<j<n), entonces

(T + U)(vy) = 2205, (aij + bij)w

y asi ([T—FU]Z))U = (lij—i‘bij = ([T]g)w—i_([U]g)Zﬁ €s decir, [T—i—U]g = [T],Z’+[U]Zi
Analogamente [aT]} = a[T7}

Si definimos la suma de transformaciones lineales T, U : V' — W como
(T'+U)(x) =T(x)+U(x) para toda x € V, y definimos a7 : V. — W como
(aT')(x) = aT'(x), es facil ver que el conjunto de transformaciones lineales de
V en W forma a su vez un espacio vectorial, evidentemente llamado el espa-
cio vectorial de las transformaciones lineales de V' a W, denotado L(V, W),
que cuando V' = W es simplemente L£(V'). Dicho resultado queda también
respaldado en su analogo matricial por los tltimos dos incisos del ejemplo
anterior.

Si A € Myun(F), B € Muyx,(F), el producto matricial de Ay B es la
matriz denotada AB € M,,,(F) tal que (AB);; = X}_,AixBy; para
1<i<m,1<j <p. Porotroladosi V, W, Z son espacios vectoriales con
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bases ordenadas «, 3, v respectivamente, y T': V — W, U : W — Z son
transformaciones lineales con matrices asociadas [T'],, [T}, entonces

('R

UT); = WY

es decir,la composicion de transformaciones se corresponde con un producto
de matrices, y viceversa.

Toda matriz A € M,,x,(F) define una transformacion L, : F" — F™
definida por L4(z) = Az, el producto matricial de A y el vector columna
x € F". Esta transformacion es conocida como la multiplicacion izquierda.

Definiciéon 1.2.12. Una matriz A € M, (F') es invertible si existe una ma-
triz denotada A™! € M,x, (la matriz inversa de A) tal que
AA™l = A7'A = I. Analogamente una transformacion lineal entre espa-
cios vectoriales T : V. — W es invertible si existe una transformacion lineal
entre espacios vectoriales denotada T~ : W — V (la transformacion inver-
sa de T) tal que TT~! = I, y T7'T = Iy. En el caso de existir una funciéon
biyectiva entre ambos, se habla de un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Observacion 1.2.13. V y W dos espacios F-vectoriales de dimension fi-
nita son isomorfos si y solo si dimV=dimW =n; la primera implicacién es
consecuencia de la existencia de un isomorfismo, y el reciproco se obtiene
demostrando que una transformacién que mande la base de V en la base
de W es un isomorfismo. De esto se sigue que V un F-espacio vectorial de
dimension dimV =n es también isomorfo a F™.

Observacion 1.2.14. Si V y W son F-espacios vectoriales de dimension
finita, con bases ordenadas 3, y respectivamente, la funcion ® : L(V, W) —
My n(F), definida para T' € L(V, W) como ®(T') = [T]} es un isomorfismo;
De esto, se desprende que cualquier concepto o resultado en M, (F) tenga

su equivalencia en L(V, W). Es decir, L(pV,p W) = My n(F).

Consideremos ahora un tipo especial de funciones lineales; si V' es un
F-espacio vectorial, una transformacion lineal f es una funcional lineal si
f V. — F, denotadas en mintsculas para distinguirles de las demaés
transformaciones. Por ser un caso particular de las transformaciones lineales
(que forman un espacio vectorial sobre F), se tiene que L(V,F') es un F-
espacio vectorial llamado espacio dual de V', denotado V*, cuya dimension
es dimV*=dim(L(V, F)) =dimVdimF = m - 1 =dimV, lo cual implica que
V=V
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. b.o. .
Si B = {vy,v9,...,0,} <% V es una base ordenada para un F-espacio
vectorial, se define para cada i = 1,2,...,n, f; : V — F por fi(v) = q;
donde
ay
45
[z]s =
G,

es el vector de coordenado respecto a la base 5. A f; se le conoce como la
1-ésima funcion coordenada respecto a 5.

Teorema 1.2.15. Sean V' es un espacio vectorial de dimension finita con
base ordenada f = {vi,ve,...,v.}, vy fi (1 < i < n) la i-ésima funcion
coordenada respecto a [3, entonces * = {fi1, fa, ..., fu} €s una base ordenada
para V* y se tiene que

f=30 f(@)fi
La base g* del teorema se llama la base dual de 3.

Ejemplo. » Si V =R2 V es un R-espacio vectorial, y por eso el espacio
dual es V* = {f|f : R? — R}.

» Consideremos 8 = {(2,1),(3,1)} — R% Si 8* = {f1, f2} es la base
dual de (3, entonces

1= fi1(2,1) = fi(2e1 + e2) = 2f1(e1) + fi(ez2)
0= fi(3,1) = fi(3e1 +e2) = 3fi(e1) + filea

~—

de donde fi(e1) = —1y fi(e2) = 3, es decir fi(z,y) = —x + 3y. Anélo-
gamente se tiene que fo(z,y) = x—2y, y hemos obtenido explicitamente

a [*.

1.3. Teoria de Galois

A su corta edad, Evariste Galois (1811-1832) encontré relaciones entre
los polinomios, lo que conocemos ahora como teoria de grupos, y la teoria de
campos, abriendo paso a una de las ramas principales del algebra abstrac-
ta, que permitié resolver problemas antiquisimos (como determinar el tipo
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de construcciones que es posible construir con regla y compas, planteado
por los griegos varios siglos antes), y encontrar relaciones entre areas de las
matematicas que entonces parecian ser independientes.

Definiciéon 1.3.1. Si R es un conjunto, (R, +,-,0) es un anillo si (R, +,0)
es un grupo abeliano y para toda a,b,c € R se tiene que:

mabeR
= a(bc) = (ab)c
m a(b+c)=ab+acy (b+ c)a = ba+ ca.

Si ademas ab = ba para toda a,b € R es un anillo conmutativo. Si existe
un elemento 1i tal que 1gra = alr = a para toda a € R, es un anillo con
unitario. Un elemento no cero a € R es un divisor de cero izquierdo (derecho)
si existe un elemento no cero b € R tal que ab = 0 (ba = 0),0 simplemente
un divisor de cero si es izquierdo y derecho. Si R es un anillo con unidad,
un elemento a € R es invertible por la izquierda (derecha) si existe ¢ € R
tal que ca = 1g (ac = 1g), y c es el elemento inverso izquierdo (derecho).
Si un elemento es invertible por ambos lados es una unidad de R. Un anillo
conmutativo R con identidad 1p # 0 sin divisores de cero es un dominio
entero. Un anillo D con identidad 1p # 0 donde todo elemento distinto de
cero es unidad es un anillo con division. En cualquier caso, si en un anillo R
existe un minimo entero n tal que n - a = 0 para toda a € R, se dice que el
anillo es de caracteristica n, denotada char R = n; si no existe tal n entonces
R es de caracteristica 0.

Si un subconjunto S C R es un anillo bajo las mismas operaciones que
R, entonces es un subanillo, denotado como S < R. Un subanillo I < R tal
que para toda r € R, x € I, rx € I [respectivamente zr € [] es un ideal
izquierdo |derecho| de R; si [ es ideal izquierdo y derecho, es un ideal bilateral
o simplemente un ideal. Si un ideal I es generado por un solo elemento r € R
(denotado I = (x)) entonces se dice que el ideal es principal; un anillo en
el que todo ideal sea generado por un solo elemento es un anillo de ideales
principales, y si el anillo es dominio entero, dominio de ideales principales.
Si I < R es un ideal de R, y siempre que para cualquier otro ideal J tal que
I D J 2D R setiene que I =.J o J = R, entonces [ es un ideal mdxzimo.

Si R esun anilloy I < R un ideal de R, entonces el grupo aditivo cociente
R/I es un anillo con producto dado por (a+ I)(b+ 1) =ab~+ I.
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Ejemplo. = 7 es un dominio entero, mientras que el conjunto E de to-
dos los nimeros pares es un anillo conmutativo sin identidad. Por otro
lado E = (2) es un ideal principal y ademas, si p € Z es otro nimero
primo, el generado de p, (p) = {kp|k € Z} es también un ideal prin-
cipal. Analogamente se demuestra que los ideales pricipales en Z son
generados por nimeros primos, y por esto Z es un dominio de ideales
principales. Por otro lado, Z es de caracteristica charZ = 0, mientras
que charZ, = n.

» Un campo F es un anillo de division conmutativo, pero M, .., (F') es
solamente un anillo no conmutativo con identidad, donde las unidades
son las matrices invertibles. Un ideal en M, «,(F) son las matrices
triangulares superiores.

» Si R es un anillo, y R[z] denota el conjunto de sucesiones de elementos
de R (ag,as,...) tales que a; # 0 para un namero finito de indices 7,
bajo las operaciones

@) (ag,al,...)+(b0,b1,...):(a0+b0,a1+b1,...)

o (ap,aq,...)(by,b1) = (co,c1,...), donde
Cn = D i Un—ib; = anbo+an_1b1+- - +a1b,_1+agb, = Zkﬂ:n agb;.

forman un anillo donde el 0 es (0,0, ---) la identidad en R[z| (en caso
de existir en R) es (1g,0,0,...)

El anillo descrito en el inciso anterior es el anillo de polinomios en R,y
sus elementos son obviamente polinomios en R con variable x. ésta notacién
puede ser distinta a la que cominmente se da para los polinomios (expresiones
de la forma a"a™ + - - - + a1z + ag donde a; € R), sin embargo es la manera
mas formal.

La equivalencia entre una definicién y la otra proviene de identificar a x
con (0,1g,0,0,...) € R[z], ™ con (0,0,...,1g,0,...) (donde 1g ocupa la
coordenada (n + 1)), y si r € R entonces para cada n > 0, ra™ = a™r =
(0,...,0,7,0,...) (donde r ocupa la coordenada (n + 1)). Asi, para cada

polinomio f € R[z] existen tnicos n € Ny ag,...,a, € R tales que f =
aox’ + a1t + - - -+ a,x™; es decir, si f = bgax® + byt 4+ +bpx™, conb; € R
y m >n entonces a; =b; parai=1,...,ny b, =0paran <i<m.Siel R

es un anillo con unidad entonces 2° = 15 y con el fin de facilitar la notacién
f=apzo+azt +- 4+ a, 2" =ag+ax+ -+ aa™
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Sif=aptaa+---+a,z" = az"+- - +axtag = Y axt € R[z]\{0}
es un polinomio en R, los elementos a; € R son los coeficientes del polinomio,
donde aq es el termino constante, a,, es el coeficiente principal, y n es el grado
de f denotado §(f) !, el grado del polinomio 0 se define como §(0) := —oo.
Un polinomio es constante si a; = 0 para toda i # 0, y es mdnico si a,, = 1p.
Un elemento r € R es raiz del polinomio f = a,z™ + -+ 4+ a1z + ap € Rlx],
si a,r™ 4 -4+ a1+ ag = Op.

Todos las definiciones anteriores se conservan cuando el anillo R es un
campo, y se han definido asi los conceptos para dejar en claro que los po-
linomios se pueden definir desde una estructura mas general, sin embargo,
en nuestro caso trabajaremos con el anillo de polinomios definido sobre un
campo F| y denotaremos al anillo de polinomios como F[x].

Ejemplo. » Consideremos el polinomio ménico de segundo grado x? — 2,
como sus coeficientes son 0,2 € Z3 0,2 € Q 0,2 € R etcétera, pri-
mero debemos indicar en qué anillo de polinomios lo vamos consi-
derar, tomemos z? — 2 € Q[z]. Por simple aritmética se tiene que
12—2 = (z4+v2)(z—V2), (V2)2—2=2-2=0y (—v/2)?—2=2-2 =
0; por eso V2 y —/2 son dos nimeros para los cuales 22 — 2 = 0, sin
embargo —v/2,v/2 ¢ Q, entonces el polinomio no tiene raices en Q, y
en éste caso no tiene sentido escribir 22 — 2 = (z 4+ v/2)(z — Vv/2).

» Consideremos dos elementos de un mismo anillo de polinomios 2z +
5z% + 6z + 1, > + x € Q[z], notese ambos estan relacionados en el
sentido de que (2? + z)(2x + 3) + (3x + 1) = 223 + 52 + 6z + 1.

Es claro que no todo polinomio f € Flx] tiene sus raices en F', pero
hemos visto que si existiera una raiz a € F' podriamos expresar al polinomio
como el producto f(x) = (x — a)p(z), donde p(x) es otro polinomio (de
grado menor) en F[z], por otro lado, en el segundo inciso del ejemplo vimos
una manera de relacionar dos polinomios, que en realidad se cumple para
cualquier par de elementos f, g € G. Estos resultados conducen al hecho de
que un polinomio f € Flz] puede descomponerse de manera tnica como el
producto de polinomios de grado menor o igual a 6(f), y en el caso de que
las raices se encuentren en el campo, éstos seran de primer grado.

Teorema 1.3.2. Si F' es un campo, para todo f,g € F|x]:

Ltambién se suele decir que f € F[z] es de primer, segundo grado, etc.
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(i) 6(f + g) < max(6(f),0(g))
(ir) 6(fg) =o(f) +d(g)

(111) (Algoritmo de la Division en F|x]) Existen tnicos polinomios q,r €
Flx] tales que f = qg+ 1 con 6(r) < d(g), o 6(r) =0.

Los primeros dos incisos se siguen de la definicion de suma y producto
de polinomios en F[z] donde F es un campo, mientras que el tercero se
demuestra por induccién sobre n = df en el caso de que df > dg y cuando
0g > 0 f se corrobora con ¢ =0, r = f.

Teorema 1.3.3 (Teorema del Factor). Si F' es un campo y f(x) € Flx],
a € F esraiz de f(x) siy solamente si f(x) = (x — a)q(z).

Demostracion. Si a € F es una raiz de f € F|x], por el algoritmo de
la division podemos escribir a f como f(z) = ¢q(z)(x — a) + r(x) donde
0(r) < 0(x —a) = 1, es decir que r(z) = ¢ una constante, pero 0 = f(a) =
q(a)(a —a) +r(a) = ¢, entonces f(x) = q(z)(z — a). Por otro lado si f(x) =
q(z)(x —a), a € F es una raiz de f, y si f(z) = ¢(z)(x — a)™, a es una raiz
de multiplicidad n. Demostracion obtenida de [2]. [ |

Sife Flz],y f(x) = q(z)g(x) + r(z), a q(x) se le llama el cociente y
a r(x) el residuo de la division de f(z) por g(x). Si g(x) = 0 se dice que
g(x) es divisor de f(x), que g(z) divide a f(z) (denotado g(z)|f(x)), o que
f(z) es un multiplo de g(x). Si f € F|x] puede expresarse como producto
de dos o mas polinomios de grado menor se dice que es reducible y que tiene
una factorizacion compuesta por el producto de dichos polinomios, y en caso
contrario f(x) es irreducible. Si para f,g € F[z], existe un ¢ € F[z] tal que
c(x)|f(z), e(x)|g(x) entonces c(x) es divisor comin de f,g € F[z], si para
cualquier otro divisor comun d(x), se tiene que d(x)|c(x), entonces ¢(z) es un
mdximo comun divisor, denotado ¢ = med(f, g).

Teorema 1.3.4. Si F' es un campo, y f € F[z] es un polinomio no constante,
entonces hay una factorizacion unica (salvo el orden de los polinomios) para
f(x) = up1(x)p2(z) - - - ps(x) donde u € F, 0 # u, y cada p; es un polinomio
monico trreducible.

Tanto la existencia como la unicidad se demuestran por inducciéon sobre
n =0(f), y se puede consultar en |[5].
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Ejemplo. f(z) = 1 — 2% € R[z] no tiene factorizacion, entonces es irredu-
cible en R[z]|, mientras que en C[z]|, 1 — 2? = (z + i)(z — 7); por otro lado
considerando el polinomio Clz] g(z) = 2® +iz? + z + i = (x + 1)*(z — 9),
tenemos que —i € C es una raiz de multiplicidad 2 de g(z). Asi que 1 +1i e
1 — 7 son ambos divisores comunes, sin embargo 1 — 2% = mcd(f, g).

Definicion 1.3.5. Considere tres campos K, E, F tales que K C E C F.
Se dice que F' es extension de E'y K,y que a su vez E es extension de K; a
E se le llama campo intermedio.

Si un campo F' es una extension de un campo K, claramente 1p = 1.
Ademés, F' es también un espacio vectorial sobre K, cuya dimension es de-
notada por [F' : KJ; se dice que F es una extension de dimension finita o
infinita dependiendo si [F' : K| es finita o infinita.

Teorema 1.3.6. Sean K C E C F campos, entonces

[F: K]=[F:FE|[E: K]

Demostracion. Si [K : E] =m con {vy,...,v,} — Kgy [E: F] =n con
{wy,...,w,} — EF, el teorema se reduce a demostrar que el conjunto de
mn elementos {v;w;|1 <7 <m,1 < j <n} es una base para Kp [ |

Si F' es un campo y X es un subconjunto X C F', el subcampo generado
por X es la interseccion de todos los subcampos F; < F' tales que X C F;
donde i € I es un conjunto de indices. Si F' es extension de un campo K, y
X C F, el subcampo generado por K U X se llama el subcampo generado
por X sobre K, y es denotado K(X). Si X = {uy,...,u,}, el subcampo
K(X) < F, denotado K (uy,...,u,), es una extension finitamente generada
de K. Si X = {u} entonces es una extension simple. De estas definiciones se
sigue que F(uq,...,uy,) = Fug, ..., up_1)(Uy).

Si F' es un campo y se tiene que u,v € F, con v # 0, entonces uv—! € F
seré denotado también por u/v.

Teorema 1.3.7. St K < F son campos con u,€ F, y X C F, entonces

(i) El subanillo K[u] consiste de todos los elementos de la forma f(u),
donde f es un polinomio con coeficientes en K (es decir, f € K[x])
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(i) El  subcampo K(u) consiste de elementos de la  forma
f(u)/g(u) = f(u)g(u)~", donde f,g € K[z] y g(u) # 0.

Notese que el anillo del primer inciso resulta de evaluar a cada polinomio
de K[z] en u € F, y ademas es el subanillo mas pequeno que contiene a
K U {u}. Por otro lado K(u) es el anillo de cocientes de K[u], también
conocida como la extension generada de agregar u a F'.

Ejemplo. Consideremos a Q(v/2) =< QU{v/2} >; segtin el teorema anterior
Q(W?2) = {ﬁg; |f,9 € Qlz], vy 9(v/2) # 0}, indicaremos el motivo de las dos

contenciones:

C Si k € Q(v2), la definiciéon implica que k = b+ av/2, con b , o € Q.

Para encontrar f,g € Q tal que k = gg\‘g) y g # 0, basta considerar

f(v/2) =ky g=1 (la constante 1), de esa forma

fV2) _k
g(v2) 1

2], ¥ 9(V2) # 0}

Sike {f( \f g € Q[z], g(v/2) # 0} entonces k = (§§ para algun

f;gGQ[] g(v/2) # 0. Digamos que f(v2) = ag + a1vV/2 + -+ +
\/Tyg(\/_):bo—l—bl\/i—l—---—l—bn\/gm#(); para que mostrar que

f(\[ (\/_) supongamos que m es par, entonces V2" = 2%y

Entonces k € {f (v2

U

g(V2) = by + b1 V2 + by2 + bs2V/2 4 - - - + 2%

es decir,
9(V2) = (b +2b2+22bs+-+2% b)) +V/2(by +2b3 4+ 2205 + - +2°7 by ).

Por eso g(v2) € Q(v/2), de esta manera f(v/2) € Q(v/2) también;
como Q(v/2) es un campo podemos decir que k € Q(v/2). El caso en
que n es impar es analogo.

Definiciéon 1.3.8. Sea I’ una extension de un campo K. Un elemento u € F
es algebraico en K si es raiz de un polinomio f € Klz|, si por el contrario
u € F no es raiz de ningan polinomio f € K[x] entonces es trascendente en
K. Una extension es algebraica si todo elemento de F' es algebraico en K, y
es trascendente si existe un elemento de F' que sea trascendente en K.
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Ejemplo. Sean Q, R, C el conjunto de niimeros racionales, reales, y comple-
jos respectivamente, entonces tenemos que C = R(i) y a su vez R = Q(I),
donde T es el conjunto de ntimeros irracionales. Por lo anterior, C y R
son extensiones algebraicas de QQ; resultados mas complejos demuestran que
e, ™ € R son elementos trascendentes en QQ, por lo tanto R es también una
extension trascendente de Q.

Teorema 1.3.9. 5i F' es extension de un campo K yu € F' es trascendente

sobre K, entonces existe un isomorfismo de campos > K(u) = K(z) que es
la identidad en K.

Demostracion. Como u es trascendente en K se tiene que f(u) # 0y
g(u) # 0 para toda f,g € R[z] distintas de cero, por eso ¢ : K(z) — F
dada por f/g > f(u)/g(u) = f(u)g(u)~! es un homomorfismo bien definido
que es la identidad en K, donde ademéas Im¢ = K (u), lo que implica que
K(z) = K(u). |
Ejemplo. Recordemos que Q(m) = { |f g € Qlz], g(x) # 0}, y definamos
¢ : Q(x) — R dada por qb(f (x)) = (—) Es facil ver que ¢ es un homomorfis-
mo bien definido, con nicleo Nuce = {g(x If,g € Q,g(x) # Of(7T =0} = {0}

la funcién constante 0, e imagen Im¢ = {g(Tr lg #0f,g € Q[ ]} =Q(m), y

f_‘,ln

por el primer teorema de isomorfismo para anillos ?

Q(m) = Q(x)/ Nucg = Q(x)/{0} = Q(x)

Teorema 1.3.10. Si F' es extension de un campo K, yu € F' es algebraico
sobre K, entonces:

(i) K(u) = K[u];

(1)) K(u) = Klx]/(f), donde f € K[z] es un polinomio mdnico irreducible
de grado n > 1 determinado de manera unica por las condiciones de
que f(u) = 0, donde Vg € Klz|, g(u) = 0 si y sélo si f divide a g, y
(f)

2Si F, F’ son dos campos, un homomorfismo de anillos (campos) ¢ : F — F’ es una
funcion tal que para toda a,b € F', ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) y ¢(ab) = ¢p(a)p(b). Si ¢ es
biyectiva, entonces es un isomorfismo. Definiciones como nicleo e imagen se preservan en
éste caso.

3analogo inmediato del Primer Teorema de Isomorfismo para grupos
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(i1i) [K(u): K] =n;

(iv) {1,u,u? ..., u""'} es una base para el espacio vectorial K (u) sobre K,
y por eso cada elemento de K(u) puede ser escrito de manera unica
como ag + ayu + -+ + a, u"t (a; € K).

La demostracion de éste teorema puede encontrarse en [5], y el polinomio
f del teorema anterior se llama el polinomio mdnico minimo wrreducible de u

y su grado es 6 f = [K(u) : K].
Ejemplo. Consideremos Q < R, y a v/2 € R algebraico en Q. Demostrar

que Q(v2) = Q[v2].

C Sea y = a + bv2 € Q(v/2). Es claro que si f(x) = a + bz, entonces
y=f(V2) =a+bv/2 € Q2]

D Si ahora tenemos g(z) € Q[z], g(x) = ag + a1z + agx® + -+ - + a,z", y
entonces g(v/2) = ag + a1v2 + ax(v/2)? + - - + a,(v/2)", donde a; € Q

y ademas:
23 si n es par
Vo)t =7,
( ) 25\/5 si n es impar

Asi que podemos agrupar y obtener que g(v/2) = a+ by/2 para algtinos
a,b € Q, es decir g(v/2) € Q(v/2).

Tenemos que 72 — 2 € Q[z] es el polinomio minimo irreducible en Q[z]
asociado a v/2, y una base para el espacio vectorial oQ(v/2) es {1,v/2}, por
eso [Q(v2) : Q] = 2.

Proposicion 1.3.11. Sean E y F' extensiones de un campo K, y seanu € E,
v € F' elementos algebraicos sobre K. Entonces, u y v son raices del mismo
polinomio irreducible f € Klx| si y solamente si existe un isomorfismo ¢ de
campos K(u) = K(v) tal que mande u en v, y fija a los elementos de K.

Demostracion. Si K(u) = K(v), bajo ¢(u) = v ¢(k) = k para toda k € K,
sea f € Klx] el polinomio irreducible de u, es decir, 0 = f(u) = >, k',
entonces

0=6(p k') =D olkn') =3 olk)o(v) = 3 k' = f(v)
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Teorema 1.3.12. Si K es un campo y f € K[x] un polinomio de grado n,
entonces existe una extension de campo simple F' = K (u) tal que:

(1) u es raiz de f;

(1) [K(u) : K| <n, donde la igualdad se cumple inicamente cuando f es
irreducible en Klx|;

(111) Si f es irreducible en K[z|, entonces K(u) es unica salvo isomorfismos
que sean la tdentidad en K.

Ejemplo. Consideremos f(z) = 2° — 22° + x — 2 € Q[z], que se puede
factorizar en Q[z] como (z* + 1)(x — 2), de donde sabemos que la tnica
raiz de f en QQ es 2. Asi pues la extension de la que habla el teorema es
Qi) =< QU {i} >; asi tenemos que [Q : Q(i)] =2 <3 =4f.

Si ahora consideramos al polinomio irreducible g(z) = #?+1 € Q[z], la ex-
tension es la  misma Q(i), sin embargo ahora tenemos que

[Q:Q@)] =2 = dg.

El resultado anterior conduce a uno més general en el que para un campo
K y un polinomio f € KJz| de grado n, existe un campo F' con K < F donde
f tiene a todas sus n raices, conocido como el campo de descomposicion de

f.

Teorema 1.3.13. Si f(x) es un polinomio de grado n en Flx], entonces
existe un campo en donde f(x) tiene todas sus n raices.

La demostracion se hace por inducciéon sobre n = d f, donde paran = 1 se
tiene una funcién lineal cuya raiz se encuentra en K, y para el paso inductivo
se usa el resultado anterior.

Teorema 1.3.14. Si F' es una extension del campo K de dimension finita,
entonces F' esta finitamente generada y es algebraica sobre F.

Demostracion. Si[F: K] =nyu € F, entonces el conjunto de

n+ 1 elementos {1x,u,u?, ..., u"} debe ser linealmente dependiente. Enton-
ces existen a; € K no todas cero, tales que ag + aju + --- + a,u™ = 0, lo
que implica que u es algebraica sobre K. Dado que la eleccion de u € F
fue arbitraria, entonces F' es algebraica en K. Ademas, es facil ver que si
{v1,v9,...,0,} —k F, entonces F = K(vy,...,v0,). [ |
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Teorema 1.3.15. Si F' es una extension de un campo K, y E C F es el
congunto de todos los elementos de F' algebraicos sobre K, entonces E es un
subcampo de F'.

Demostracion. Si u,v € E, entonces K(u,v) > K es una extension alge-
braica donde claramente v — v y uv™! (v # 0) estdn en K(u,v), por tanto
estan en F, haciendo a éste un campo. |

Nos encaminamos finalmente a abordar el Teorema Fundamental de la
Teoria de Galois, que relaciona los polinomios y las extensiones de un campo
con un grupo de automorfismos, encontrando una biyecciéon entre los campos
intermedios de una extension, y los subgrupos del grupo definido a continua-
cion.

Definicién 1.3.16. Sean E y F extensiones de un campo K. Una funcion
¢ : E — F tal que para todo a,b € E, a € K se tiene que:

= ¢(ab) = ¢(a)o(b)
= ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
= ¢(aa) = ag(a)

es un K-homomorfismo, andlogamente, si un K-homomorfismo es también
un automorfismo, entonces es un K-automofismo. Las definiciones como K-
isomorfismo, etc. son definidas de manera obvia.

En la primera seccion senalamos que los automorfismos bajo composiciéon
forman un grupo. En éste caso, el Grupo de Galois es el formado por todos
los K-automorfismos de F', denotado AutxF o Gal(F/K).

Teorema 1.3.17. Sea F extension de un campo K, y f € Klx].
Si ¢ € Gal(F/K), u € F es raiz de [ si y sélo si ¢(u) € F es también
una raiz de f.

Demostracion. Se sigue de considerar f = > 1" k', donde f(u) =0siy
solo si

0=o(f(u) = o> k') = d(k)o(u') = kid(u)’ = f(d(u)).
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Véase también que si F' es extension de un campo K,y 5= {vy,...,v,}
es una base para el espacio vectorial g F', entonces toda ¢ € Gal(F/K) esta
completamente determinada por ¢(v;) 1 < i < n, ya que ¢ € Gal(F/K) es
entonces una transformacion lineal. En el caso de que F' = E(ayq,...,a,),
entonces ¢ € Gal(F/K) esta determinada por ¢(a;), con 1 <i<n

Ejemplo. Consideremos el polinomio p(z) = 2% — 2 € Q; se puede ver que
/2 = 2'/3 es una de sus raices, sin embargo, si w es una raiz ctbica pri-
T+ ‘/732) tenemos que 23w y 21/3?

mitiva de la unidad (w = — son las

otras dos raices de p(x). De lo anterior tenemos que el campo de descom-
posicion de p(z) es F = Q(2'/3,w), y la base para el espacio vectorial Fy
es {1,2%/3,2%/3 w 213w, 21/3w?}, de donde un automorfismo en el grupo de
Galois ¢ € Gal(Q(2'3/Q),w) esta determinado por ¢(2'/3) y ¢(w).

Tomando en cuenta que el polinomio minimo irreducible de w es 22 +z+1
(cuya segunda rafz es w?), el teorema anterior dice que las raices de polinomios
bajo un K-automorfismo de Galois, deben ser raices del mismo polinomio, lo
que nos deja seis posibles homomorfismos en Gal(Q(2'/%,w)/Q):

1. ¢1(2'3) = 213, ¢ (w) = w (la identidad)

2. ¢

5. ¢5(2'/3) = 23w, ¢s5(w) = w?
6. ¢6(21/3) = 2130w, gg(w) = w?

Si de estos homomorfismos notamos que ¢y0¢, = 213w # 21/3w? = ¢ 00,
se tiene que el grupo de Galois es un grupo no abeliano de orden 6, por tanto

Gal(Q(2'3,w), Q) = Ss.

Para obtener la correspondencia entre los campos intermedios de una
extension y los subgrupos de su grupo de Galois, el primer paso es el siguiente:

Teorema 1.3.18. St I’ es extension de un campo K, E es un campo inter-
medio y H es un subgrupo de Gal(F/K), entonces:

» H' ={v e F|¢(v) =v para todo ¢ € H} es un campo intermedio.



28 Introducciéon

» = {0 € Gal(F/K)|¢(u) = u para toda v € E} = Gal(F/FE) es un
subgrupo de Gal(F/K).

El campo H' del teorema anterior es el campo fijo de H en F' (que también
es denotado i), es importante resaltar:
Gal(F/K)=FE', F' = Gal(F/F) =1 (el K-automofismo identidad).

En caso de que H < Gal(F/K), H' sera un subcampo intermedio, y
cuando E sea un subcampo intermedio, E' < Gal(F/K) sera un subgrupo
del grupo de Galois, la notacion es la misma porque sera por medio de éstas
que encontremos la biyeccién buscada.

Ejemplo. Continuando con el ejemplo 1.3 , consideremos de nuevo Q y su
extension Q(2l/ 3). Obtendremos el campo intermedio asociado a un subgrupo
de Gal(Q(2Y?,w)/Q). Por definicion Gal(Q(2'/3/Q(2'/?)),w) es el conjunto
de los Q(2'/3)-automorfismos, es decir, automorfismos que dejan fijos los
elementos de Q(2'/?), en particular a los de Q, de observar que estos auto-
morfismos también forman un grupo bajo composiciéon podemos decir que
Gal(Q(2'3,w)/Q(2'/%)) es un subgrupo de Gal(Q(2'/3,w)/Q). Por lo ante-
rior podemos claramente ver que Gal(Q(2Y3,w)/Q(2'/3)) es justamente el
campo intermedio Q(2'/3).

Partiendo ahora del campo intermedio K; = Q(w), andlogamente tenemos
que Gal(Q(2'3,w)/Q(w)) es un subgrupo de Gal(Q(2'/3,w), Q). Ademas K,
es el campo de descomposcion de z° — 2 € K;[x], y por esto

|Gal(F/Ky)|=[F: K] =3
Donde el tnico subgrupo de orden 3 en S3 es As. Asi tenemos que

Gal(Q(2'?,w)/Qw)) =

Definicion 1.3.19. Si F' es extension de un campo K tal que el campo fijo
de Gal(F/K) es K mismo, entonces F' es una extension de Galois.

Ejemplo. » La extension del ejemplo anterior (Q(2'/%,w)), es de Galois.

= Q(2'/3) no es de Galois. Es facil ver que Gal(Q(2'/3)/Q) = Id el auto-
morfismo identidad, de donde se tiene que el campo fijo del grupo de

Galois es Q(2'/3) # Q.

Enunciaremos el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, con el fin
de saber con precision el sentido que tienen los lemas que se expondran antes
de demostrarlo.
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Teorema 1.3.20 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Si F' es una
extension de Galois de dimension finita de un campo K, entonces existe una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de todos los campos intermedios
y el conjunto de todos los subgrupos del grupo de Galois GalF /K dada por
E s E'=Gal(F/E) tal que:

s La dimension relativa de dos campo intermedios es igual al indice re-
lativo de los correspondientes subgrupos; en particular, GalF'/K tiene
orden [F : K]

= [ es Galois sobre todo campo intermedio E, pero E es Galois sobre K
st y solamente si el subgrupo correspondiente E' = Gal(F/FE) es nor-
mal en Gal(K/F); en cuyo caso G/E" es isomorfo al grupo de Galois
Gal(E/K) de E sobre K.

Fr———1 Fe———1
U V U A
M—s M H~——H
U V U A
L——m= [’ J <~—"J
U V U AN
K—G, K<~——G.

Es posible que L” contenga a L propiamente, y también que H” contenga
a H. Véase que GG es Galois sobre K si y sblo si K = K”, analogamente
F es Galois sobre un campo intermedio E si y sblo si £ = E”. Un campo
intermedio o un subgrupo de Galois X, se dice que es cerrado cuando X =
X", de ésta definicion se sigue que F' es extension de Galois sobre un campo
imtermedio si y solamente si £ = E”.

Teorema 1.3.21. Si F' es extension de un campo K, entonces existe una
correspondencia biyectiva entre los campos intermedios de la extension que
son cerrados y los subgrupos cerrados del grupo de Galois, dada por E +

E' = Gal(F/E).

Las demostraciones de los siguientes lemas pueden consultarse en [5], en
el presente trabajo se omiten debido a que exceden la naturaleza del mismo.
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Lema 1.3.22. Sea F' extension del campo K, y L, M campos intermedios
con L C M. Si [M : L] es finita, entonces [L' : M'| < [M : L]|. En particular
si [F: K] es finita, entonces |Gal(F/K)| < [F : K]

Lema 1.3.23. Sea F' extension de un campo K, y sean H,.J subgrupos de
Gal(F/K) tal que H < J. St [J : H| es finito, entonces [H' : J'| < [J: H].

Lema 1.3.24. Sea F' extension de un campo K, L y M campos intermedios
tales que L C M, y H, J subgrupos del grupo de Galois Gal(F/K) con H < J,
entonces:

(i) Si L es cerrado y [M : L] es finito, entonces M es cerrado y

L, M) = [M : L;
(11) St H es cerrado y [J : H] es finito, entonces J es cerrdo y
[H' :J]=1[J:H]

(1ii) Si F es extension de Galois de dimension finita de K, entonces todos

los campos intermedios y todos los subgrupos del grupo de Galois son
cerrados, y ademds Gal(F/K) tiene orden [F : K].

Demostracion. Véase que si en (i) H = 1, se tiene que todo subgrupo
finito de Gal(F/K) es cerrado. Para éste mismo inciso, considerando que
JCJ"y H=H" porlos lemas 1.3.22 y 1.3.23 tenemos que

[J:H| <[J'":H=[J':H'|<[H :J]<[J:H);

lo que implica que J = J” y que [H' : J'] = [J : H]. La demostracion del
inciso (ii) es analoga.

Para el inciso (i), como E es un campo intermedio y [F : K] es finita,
entonces [E : K] es finita. Como F' es Galois sobre K, K es cerrada y por
el primer inciso F también es cerrada y [K' : E'| = [E : K|. En el caso de
que E = F, entonces |Gal(F/K)| = [Gal(F/K) : 1] = [K' : F'] = [F : K] es
finita. Entonces todo subgrupo J de Gal(F/K) es finito, y como 1 es cerrado,
entonces .J es cerrado también. |
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Si F' es extension del campo K, y E es un campo intermedio, F es estable
(en relacion a K y F) si todo K-automorfismo ¢ € Gal(F/K) manda E
en sf mismo. Si E es estable y ¢~ € Gal(F/K) es el automorfismo inverso,
entonces ¢! también manda E en sf mismo, esto implica que ¢|x es de hecho
un K-automorfismo de E ( es decir ¢|p € GAL(E/K)) con inversa ¢ *|g. En
el caso finitamente dimensional, E' resultara estable si y solo si E es Galois
sobre K.

Lema 1.3.25. Sea F una extension de un campo K.

(i) Si E es un campo intermedio estable de la extension, entonces
E' = Gal(F/E) es un subgrupo normal del grupo de Galois Gal(F/K);

(ii) Si H es un subgrupo normal de Gal(F/K), entonces el campo fijo H'
de H es un campo intermedio estable de la extension.

Demostracion. (i) Siue Ey ¢ € Gal(K/F), ¢(u) € E por estabilidad,
y entonces 7 o ¢p(u) = ¢(u) para toda 7 € E' = Gal(F/E). Entonces,
para toda ¢ € Gal(F/K), 7 € ' yu € E, ¢"'1¢(u) = ¢~ 1o(u).
Consecuentemente, ¢~'7¢ € F', entonces £’ <t Gal(F/K)

(ii) Si ¢ € Gal(F/K) y T € H, entonces ¢~'7¢ € H por normalidad. En-
tonces para todo w € H', ¢~'7¢(u) = wu, lo que implica que
4 7¢(u) = ¢(u) para toda 7 € H. Entonces ¢(u) € H' para toda
u € H', es decir, H' es estable.
|

Considerando la extension del ejemplo anterior (Q(2'/3,w)), notemos que
Gal(Q(2'3,w)/Q(w)) es estable, y Az <1.Ss.

Lema 1.3.26. Si F' es extension de Galois de un campo K, y E es un campo
intermedio estable de la extension, entonces E es Galois sobre K.

Demostracion. Si u € F'\ K entonces existe un ¢ € Gal(F/K) tal que
¢(u) # u ya que F es Galois sobre K. Pero ¢|g € Gal(E/K) por estabilidad.
Entonces E es Galois sobre K. |

Lema 1.3.27. Si F' es extension de un campo K y E es un campo intermedio
de la extension tal que E es algebraico y Galois sobre K, entonces E es estable
en relacion a F y K.
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Si F' es extension de un campo K, y E es campo intermedio, un K-
automorfismo 7 € Gal(E/K) es extensible a F si existe un ¢ € Gal(F/K)
tal que ¢|g = 7. Es facil ver que los K-automorfismos extensibles forman
un subgrupo de Gal(E/K), ademés si F es estable, £’ = Gal(F'/E) es un
subgrupo normal de Gal(F/K), y por tanto el grupo cociente esta definido.

Lema 1.3.28. Sea F' una extension de un campo K, y E un campo interme-
dio estable de la extension. Entonces el grupo cociente Gal(F/K)/Gal(F/E)
es isomorfo al grupo de todos los K-automorfismos de E que son extensibles
a F.

Demostracion. Como E es estable, la regla de correspondencia ¢ — ¢|g
define un homomorfismo de grupos Gal(F/K) — Gal(E/K) cuya imagen
es claramente el subgrupo de todos los K-automorfismos de E que son exten-
sibles a . El resultado se sigue de aplicar el primer teorema de isomorfismo,
observando que el niicleo de dicho homomorfismo es Gal(F/E). |

Demostracion del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois El
teorema 1.3.21 muestra que existe una correspondencia biyectiva entre los
campos intermedios de una extension que son cerrados y los subgrupos ce-
rrados del grupo de Galois; pero en este caso todos los campos intermedios y
todos los subgrupos son cerrados por el tercer inciso del lema 1.3.24. Asi el
primer inciso del teorema se sigue inmediatamente del primer inciso del lema
1.3.24.

(i1) F es Galois sobre E ya que E es cerrado (E = E”). E es de dimension
finita sobre K (ya que F'lo es), y entonces es algebraico sobre K. Asi mismo,
si F/ es Galois sobre K, entonces E es estable por el lema 1.3.27. Por el
lema 1.3.25 (i) E' = Gal(F/E) es normal en Gal(F/K). Por otro lado si E’
es normal en Gal(F/K) entonces E” es un campo intermedio estable (lema
1.3.25 (ii)). Pero E = E” ya que todos los campos intermedios son cerrados,
y por tanto Galois sobre K por el lema 1.3.26.

Supongamos que E es un campo intermedio que es Galois sobre K (asi E’
es normal en Gal(F/K)). Como E y E' son cerrados y G' = K ( F' es Galois
sobre K), el lema 1.3.24 implica que |G/E'| =[G : E'| = [E" : G'| = [E : K].
Por el lema 1.3.28 G/E' = Gal(F/K)/Gal(F/E) es isomorfo a un subgrupo
(de orden [E : K]) de Gal(E/K). Por la parte (i) del teorema muestra que
|Gal(E/K)| = [F : K] (ya que E es Galois sobre K). Lo que implica que
G/E = Gal(E/K) |
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Ejemplo. Sea F = Q(2'/3,w). La correspondencia entre los subgrupos del
Gal(F/Q y los subcampos de Q(2'/3,w) es como en el diagrama.

Gal(F/Q) =

Gal(F/Q(2'?))  Gal(F/Q(w,2"%))Gal(F/Q(w? 2% Fal(F/Q(w))
IIZ IIZ IIZ ||2

~A S

Gal(F/F) = {po}
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Introducciéon




Capitulo 2

Resultados

Antes de empezar, indicaremos una generalizacién del concepto de espacio
vectorial y algunos conceptos y resultados anélogos.

Definiciéon 2.0.29. Sea R un anillo, un médulo izquierdo ( médulo derecho
) denotado gk M (Mg) es un grupo abeliano aditivo M con una funcion iR X
M — M (M x R — M), tal que (r,m) — rm ((m,r) — mr) tal que para
cualesquiera r, s € Ry m,n € M se cumple:

= r(m+n)=rm+rn ((m+n)r =mr+nr).

s (r+s)m=rm-+sm (m(r+s)=mr+ms).

w 7(sm) = (rs)m ((mr)s = m(rs)).
Si R tiene elemento identidad 1g y es tal que 1gm = m para toda m € M,
entonces es llamado R-mo6dulo unitario. Una definiciéon y notacion analoga,
mutatis mutandis, se tiene para un bimodulo.

En el resto de este trabajo trabajaremos con R-moédulos izquierdos

Ejemplo. = Un espacio vectorial V' sobre un campo F' es un modulo
izquierdo y derecho, por tanto es un bimodulo.

= Un grupo abeliano GG es un Z-modulo definiendo - : Z x G — G con
(n,9) '—>ng=g+g+'--+gparan>0y(—n)g: —(ng) paran < 0.

n veces
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Aligual que en los espacios vectoriales, entre R-médulos existen funciones
que preserven la estructura, naturalmente llamados R-homomorfismos. Asi,
si M y N son R-moédulos izquierdos, una funcién f :g M — g N es R-
homomorfismo si

» Para toda my,ms € gM, f(m1 + mg) = f(my) + f(mo)
» Paratodamer M yr e R, f(rm) =rf(m).

Del ejemplo anterior podemos ver que las transformaciones lineales entre
dos espacios vectoriales T' : V. —— W sobre el mismo campo K son K-
homomorfismos. De igual forma los homomorfismos entre grupos abelianos
son todos Z-homomorfismos.

Si Ny M son R-modulos izquierdos, el conjunto de todos los R-homomorfismos
de M en N es

Homgp(M,N)={f: M — N|f es R-homomorfismo }

Si tenemos que N = M entonces Los R-homomorfismos son llamados en-
domorfismos y el conjunto de todos los endomorfismos de un médulo M es
denotado por Endg(M).

Si R es un campo, entonces los R-homomorfismos resultan ser transfor-
maciones R lineales (es decir abren sumas y sacan escalares en R). De esta
manera y sabiendo que en dlgebra lineal el conjunto de todas las transforma-
ciones lineales de dos R espacios vectoriales M y N se denota por

LV, W)
entonces tenemos que
L(V,W) = Hom(V,IW).

Para hablar de la estructura del conjunto Endg (V'), definamos, para K un
anillo conmutativo una K -dlgebra como el anillo R tal que R es un K-modulo
y los escalares k € K conmutan, es decir para todo k € K, r,s € R:

k(rs) = (kr)s = r(ks)

Ejemplo. = Todo anillo R es un grupo abeliano aditivo, y por ello un
Z-moédulo. Es facil ver que R es también una Z-algebra ya que sin € Z
y 1,8 € R, entonces
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(n(rs)=rs+rs+---+rs

n veces

n(rs) = n(rs) = \(—TS) + (—TSL—I— st (_TSZ

n(rs)=r(s+s+---+s)

\ n veces

y en cualquier caso n(rs) = r(ns) = s(rn). Haciendo de R una Z-
algebra.

» C[z] es un R-modulo, y si consideramos dos polinomios r = (rg, 71, ... ),
s = (89, $1,...) € C[x] tenemos que el producto es

k
rs = (cg,¢1,...) donde ¢ = E riSj = g Site_1.
i+j=k i=0

De donde es claro ver que para toda n € R, tenemos que
n(rs) = r(ns) = s(nr),

y entonces C|x] es una R-algebra. Analogamente se puede ver que Clz]
también es una C-algebra.

Consideremos ahora un monoide GG y un campo K. Un cardcter de GG en
K es un homomorfismo y : G — K* de G en K* el grupo multiplicativo
de K. Las funciones f; : G — K son linealmente independientes sobre K si
siempre que ayf1 + -+ a,fn, =0 con a; € K, se tiene que a; = 0 para toda
¢ € I un conjunto de indices.

Teorema 2.0.30 (Artin). Para G un monoide y K un campo, si X1, .., Xn
son caracteres distintos de G en K, entonces son linealmente independientes
sobre K.

Demostracion. Por induccion sobre el nimero de caracteres distintos de G
en K.

Un carécter es linealmente independiente ya que como y : G — K™ es
un homomorfismo de grupos y 0 ¢ K entonces a cualquier g € G le sucede
que x(g) # 0. Por tanto x # 0 y de esta manera es claro que si se tiene
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un Unico caracter entonces es linealmente independiente. Consideremos la
relacion
aix1+ -+ anxn =0

con a; € K pero no toda a; = 0. Tomando n minima, tenemos que n > 2 y
ninguna a; = 0. Como x; # X2, entonces existe z € G tal que x1(z) # xa(2).
Y para toda z € G tenemos que

arx1(zz) + -+ apxn(rz) =0

y como x; es caracter, para toda i y para toda x € G tenemos que a;x;(xz) =
a;xi(z)x(x) es decir,

arx1(2)X1 + ++ + X (2)Xn =0

Dividiendo por x;(z) obtenemos

s (80

Restando a la primera ecuacién, el termino a;); se cancela, y obtenemos

que
<a2X2(Z) — ag) X2 +---=0.
x1(2)
Donde el primer coeficiente es distinto de 0. Obtuvimos una relacion de
longitud menor a n, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto xi, ..., X, son
linealmente independientes. |

Sea K un campo y L una extension de Galois de grado n; sea G el grupo
de Galois de L sobre K y consideremos a L como un K-espacio vectorial de
dimensién n. Entonces tenemos:

Observacion 2.0.31. Endg L es una K-algebra.
Demostracion. Definase puntualmente

+:Endg L X Endg L — EndgL

como

(f +9)(z) = f(z) + g(x)
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para cualquier f,g € EndgL yv x € L. También definase
- K x Endg L — EndgL

como

(k- g)(x) =k-g(x)
para cualesquiera k € K y g € Endg L. Definidas de esta manera las opera-
ciones y debido a que para cualquesquiera f,g € EndgL y k € K se tiene

(K(f - 9)(x) = k(f(2) - g(2)) = (k- f(2)) - g(z) = f(z) - (k- g(2))

para cualquier x € L y teniendo en cuenta que f(x),g(x) € L'y L es un
campo. Por tanto Endg L es una K-algebra |

Observacién 2.0.32. Endg L es un espacio vectorial de dimension n? sobre
K.

Demostracion. Por la observacion 2.0.31 sabemos que Endg L es un K-
modulo con K campo, por tanto es un espacio vectorial sobre K. Basta
entonces ver que su dimension es n?.

Por la observacion 1.2.14 Endxgl = M,«,(K) y por tanto como
dim(M,,»,(K)) = n? entonces dim(EndyL) = n? [ ]

El primer resultado demostrado por Gow y Quilan [4] usa el lema de Artin
2.0.30 para demostrar que Endg L es igual al conjunto de las combinaciones
L-lineales de elementos en G.

Considerese G = Gal(L/K) = AutxL = {¢1,...,¢,} donde ¢y = Id y
A1, ..., Ay son elementos de L. Se define la funcién 7 : L — L dada por

T(z) = Md1(z) + - + Ann(2)
para cualquier x € L y se escribira
T=M¢1+  + Ay
Observacion 2.0.33. 7 = ¢ + -+ + \,¢,, es elemento de Endg L
Demostracion. Sabemos que para cualesquiera ¢; € Auti L = Gal(L/K)

y A; € L™ se tiene que
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y ademas debido a que L es un campo se tiene que para cualesquiera k € K
yx €L

(Nigi)(kx) = Ai - (@i(kz)) = Ni - (k- ¢i()) =
= (Ai k) ¢i(x) =k - (N - ¢i(x))
Por tanto A1 + -+ + A\, € Endg L [ |

Teorema 2.0.34. Todo elemento en Endg (L) puede expresarse de la forma

AL+ 4+ Aoy,

para elementos unicos Ay, ..., A\, en L.

Demostracion. En la observacion 2.0.32 se demostré que Endg (L) es un
espacio vectorial de dimension n?. Veamos ahora que si se denota por E al
conjunto de todos los endomorfismos de L que tienen la forma requerida en
el teorema, entonces £ = Endg(L).

E es un subespacio vectorial de Endg (L) ya que:

Claramente E C Endy (L)

» 79 (la funcion cero) trivialmente esta en E con

7o =091 + - - 4+ 0¢y,

» Si 7;,7; son elementos de ' y debido a que la suma de endomorfismos
se hace puntual, entonces 7, + 7; €

» Sia € Ky7 € FE entonces
ar = a(Mér + -+ Andn) = aligr + -+ + alndn
Como a\; € L (por ser K subcampo de L) entonces

ar € FE

Para concluir la demostracion del teorema basta demostrar que E tiene
la misma dimension que Endg L. Para ello se demostaré que hay un conjunto
en E linealmente independiente con n? elementos.
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Considérense {p, ..., i, } una K-base de L y los n? elementos p;¢; de E
con 1 < 1,5 <n. Supdéngase que se tiene la combinacion lineal

Z ozij,uigzﬁj =0 con Q5 € K (1)

1<i,j<n

Desarrollemos las sumas:

Dicjen (i) + Qojpind; + -+ Qnjpingy) =
SIS
Faqipi 1 + o piadr + -+ Qi O1
a2 + Qooflo® + - -+ pafinP2

+O[1n,U/1¢n + a?nﬂ2¢n +oeee At annun¢n
Consideremos ahora \; = |, @i, es decir

AL = o + Qorpie + -0+ Quafln
Ao = Qafiy + Qaafly + - - - Qpafly,

)\n = Qipp1 + Qopfls + -+ + Qupflin

De esta manera se obtiene:
Z (Q1jp195 + Qg + - + Qujin®;) = M1+ a2 + - + Ay,
1<j<n

Por el lema de Artin 2.0.30 A\; = 0 para toda 1 < i < n, es decir:

0= aqipg + Qoiple + -+ + Quifin
0 = a1 + aoopia + - -+ + Qpafiy,

0 = aippts + Qoppia + -+ + Qppfin

Debido a que {4, ..., i, } es una K-base de L y que «;; € K se obtiene

a;; = 0 para cualesquiera i,7 € {1,...,n}.
Entonces {p;¢;} con 1 < 4,7 < n es linealmente independiente con n?

elementos, tal como se queria demostrar |

Ejemplo. Consideremos a C la extension de Galois de R.
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Sabemos que G = Gal(C/R) = {0y = Id,09 = f} donde f = (), es decir
f es la conjugacion compleja.

Para poder determinar completamente cualquier endomorfismo de gC hay
que recordar que segun el Teorema 2.0.34 si se considera la R-base candnica
de C, B = {u1 = 1, uy =i}, entonces el conjunto:

Y= {M1017M102,M2017M202} = {]d7 fri-1d,i- f}

Es una base para EndgC y segin la observacion 1.2.14 EndgC = Myyo(R)
por lo que, si g € EndgC entonces:

a b
[9]6-(0 d) con a,b,c,d € R.

Consideremos ahora la representacion matricial de la base v respecto a la
base :

s = {lldlg, [fls; [ - 1d] [ - fls}

Calculemos cuidadosamente cada elemento:

- [y = [1d)s = ( [1d(1)]5 uawm>:=(3 ?)

el =111 = (LWl @) = (g 1)
+ laoila =l 1y = (- 1)y G101 ) = (] )

= [paoa)s =i~ flg=([i- f(1)]s [i'f(i)]ﬁ):<(1) (1))

De ésta manera, se ha asociado la base v de EndrC a la base:

{50

Segtn el Teorema 2.0.34 para encontrar los escalares complejos A1, Ao, A3 v A\y
tales que:

g=M-Id+ Xy f



43

Hay que encontrar primero los escalares a1, aqa, a1, oo € R tales que:

ab_a 1O+a 1O+a O_l—i—a 0 1
cd) "Moo 1 2lo -1 U100 2\ 10
Realizando los calculos obtenemos:
a b _( ot o2 —a:;+
c d Qo1 + Qrog Q11 — Q12
Tenemos pues un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que hay
que resolver en términos de a, b, c y d, haciendo aritmética obtenemos:

a+d
(8% =
11 9
a—d
Q12 = 5
c—b
Q21 = o
b+c
(87 g
22 5

De esto y debido a que A\; = Z?:l a;ip; para 1 < j < 2 obtenemos:

a—+d c—b .
A1 = Qi+ gy = 5 -1+ 5 1

a—d b+ c ,
Ay = Quaply + Qaofly = 5 -1+ 5 1

Por tanto, dada una R-base ordenada de C se obtienen los escalares desea-
dos. En el caso de la base candnica los escalares para la ecuacion (1) seran:

(a+d)+i(c—10)

A = 5
(a—d)+i(b+c)
Ao = 5 .

Sea U un K-subespacio vectorial de L, y consideremos al subconjunto de
todos los elementos 7 de Endg L que satisfacen 7(U) = 0
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Observacion 2.0.35. Sea A = {7 € Endg(L)|7(U) = 0} entonces:
i) A< EndgL
ii) dimA = n(n — dimgU) donde n = dimg L.

Demostracion. i) e Claramente 15 € A
e Sim,m € A (114 n)U = {(n+mn) () € U} = {n(z) +
(x)|z € U} = {0}; por otro lado 71 [z] + mo[z] = {f(x) + g(x)|x €
U} = {0}, entonces 71 + 15 € A.
e Siae Kyr1e A, entonces (ar)[U] = {(ar)(x)|z € U} = {0}, es
decir, at € A.

. A < Endr(K).

ii) Para obtener la dimension de A, empecemos por notar que dimA
dim(Endg L) = n? Consideremos una base para U <g L, /3
{p1,..., ik} —x U, y extendamos f; a una base § — EndgL da-
da por B = {p1, .., } U{fles1s -5 fin}

Sea 7 € A una funciéon que anule al subespacio vectorial U, al obtener
la matriz de representacion respecto a (5 obtenemos que

I IA

[]s = ([r ()l - - [T () I (e + D]l (1im)] 5)

Sin embargo

0

0
[T(p)]g =+ = [T(u)]s = | .

0

entonces
00 -+ 0  aypr Q1n
00 -+ 0 g Qo
[T]s = : : . :

00 -+ 0 Qu-1)k+1) "~ Qn-1)n
00 -+ 0 apgpy - .

con esto es claro que dimA < n(n — k), con k = dimgU.
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Como Endg L = M,y (K)y A < Endg L, entonces A = W < M, (K).

Podemos construir una base para W con n(n — 1) matrices que tengan
cero en todas sus entradas, salvo en una ;5 con 1 < i <n, k+1 <
j < n. Entonces dimW = n(n — k).

|

Observacion 2.0.36. Si 7 € A entonces rant < dimA = || = n—dimgU.

Demostracion. Claramente [7]s es la matriz antes descrita, y 7 tiene a
lo méds n — k columnas linealmente independientes, de donde se sigue el
resultado. |

Lema 2.0.37. Si H es un K-hiperplano en L, entonces cualquier hiperplano
en L tiene la forma a ' H para algin elemento no cero a € L*.

Demostracion. Recordemos que L* es el espacio dual de L compuesto por

las funciones que van de gL en su campo K, mostraremos que todo K-

hiperplano es el ntcleo de alguna funcién en L* distinta de la funcién cero.
Consideremos el siguiente diagrama:

LT[ K
H
Donde:

= [ es un espacio vectorial sobre el campo K de dimensiéon n con base
{v1,...,u,}, vy H es K-hiperplano de dimension dimH =dimK — 1 =
n — 1 con base ' = {vy,...,v,_1} — H;

m i: H — L es lainclusion dada para toda x € H como f(z) =z € J;

= Considerando la base ordenada 5 = f’ U {v,} — L tenemos que toda
x € L se puede expresar como combinacion lineal de elementos de
y escalares A € K, es decir x = Moy + -+ \v,. Sea 7 L — L
dada para toda = € L por 7(z) = \,v,; asi podemos ver a T como
una proyeccion. Ademas 7 es una de las funciones que aniquila a H, es

decir, 7 € A= {f € EndxL|f(H) = 0};
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= Finalmente Tr : L — K dada por x = \jvy + -+ + \u, — Z?:l A
conocida como la funcion trasa.

Afirmamos que ¢ = Tro7 04 : H — K es una funcién con Nucg’ = H.
Sea h € H, entonces i(h) = h € L, donde h = A\v; + -+ + A\p_10p1 +
Ovy,, entonces 7(h) = Ov,, y por ultimo Tr(0,) = 0. De esto se sigue que
g =70Tr: L — K esuna funcioén g € L* con g(v,) # 0 tal que Nuc(g) = H.

Para 0 # a € L definimos g* € L* con g*(x) = g(ax) para toda = € L.
Vamos a demostrar que

Nuc(g*) = a 'H = a'Nuc(g)

Véase que Nuc(g®) = {z € L|g*(x) = 0}, entonces x € Nuc(g®) si y solamente
si g*(x) = 0, es decir g(ax) = 0, que ocurre cuando ax € Nuc(g), y como
Nucg = H, si y solo si ax € H, esto es que exista h € H tal que ax = h con
a # 0 es decir z = a'h con h € H que ocurre si y solamente si

Nucg® = a'H

Ahora veamos que ¥ : L — L* dada por ¥(a) = ¢° para toda
a € L es un homomorfismo. Para cualquier a,b € L, a € K, tenemos que
U(a + ab) = ¢t = g((a + ab)(x)), donde g € L*, es decir g :x L — K
y es lineal, entonces g((a + ab)(z)) = g(ax) + ag(bxr) = ¥(a) + a¥(b). Ade-
mas, véase que NucV = {a € L|V(a) = 0r-}; es decir a € NucV¥ si y solo
si U(a) = g* = 0p«, es decir, NucW = {0}, y entonces ¥ es inyectiva. Por
otro lado, tenemos que dimygL = n, pero por algebra lineal tenemos que
dimL* =dimL-dimK =dimL - 1 = n. De lo anterior se sigue que ¥ es un
isomorfismo.

Dado que todo K-hiperplano es el nicleo de un homomorfismo no cero
en L*, entonces todo K-hiperplano tiene la forma o' H. [ |

Ejemplo. Continuando con gC, un R-hiperplano es un subespacio de gC de
dimension 1, que son las rectas en gC que pasan por el origen.

De todas estos subespacios, consideremos a U = {a + bi €g Cla = 0},
el eje imaginario en gC, para obtener el conjunto de todos las funciones en
Endg L que aniquilan a U, empecemos por senalar que la funcion Tj es una
de ellas, y también esta la proyeccion sobre el eje real, es decir T'(a +ib) = a,
sin embargo es facil ver que A = {T' € Endg L|T(a + ib) = aa + dai}.

Para mostrar que cualquier otro hiperplano se puede expresar en términos
de U, consideremos el hiperplano H = {a+ibla = bi}, y veamos que H = 2U
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para algina z € C. Considerando 1 + ¢ € H buscamos x + 1y € C tal que
14+i=(zr+iy)(0+1i) = —y + iz, de donde tenemos que —y = 1, x = 1,
mostraremos que H = (1 —)U

» Sia € (1—14)U entonces existe u € U tal que a = (1 — i)u, y como
u € U = {x+iylr = 0} entonces a = (a — i)(iy) = y + iy que es un
elemento de H.

= Sib € H entonces b = y+iy cony € R, yes claro que y+iy = (1—1)(iy)
de donde b € (1 —1i)U.

Un caso especial de un K-hiperplano en L, conocido como el hiperplano
de traza cero Hy, que es el niicleo de la funcién traza Tr=Trk € L*, definida
por

Tolw) = Y éulo)

Hy es un subespacio vectorial de L:

» 0 € Nuc(Tr) ya que Y. ¢;(0) = Ox por ser homomorfismos;

m si 2,y € Nuc(Tr) se tiene que Y . ¢;(z +y) = > ¢i(x) + ¢i(y) por
ser homomorfismos, y ademas »_ ¢;(z) = > ¢i(y) = Ok, de donde
z+y € Nuc(Tr);

» para o € ky x € L tenemos que Tr(az) = ). ¢;(ax), donde ¢; son
endomorfismos K-lineales, entonces Tr(az) = aTr(z).

De esto se concluye que NucT'r es un subespacio de L. Para demostrar que
Hy es efectivamente un hiperplano, observemos que Tr: L — K, es decir
Tre L*, y por el teorema de la dimensiéon de &algebra lineal tenemos que
dimZ =dim(Im(Tr))+dim(Nuc(Tr)), por eso n = 1+dim(Nuc(Tr)), de donde
dim(Nuc(Tr))=n — 1.
Si consideramos a
T=¢1+ + ¢y

claramente m# € FEndgL por ser combinacién lineal de elementos en
¢ € Endg L, y por lo anterior Hy = Nucr.

Ejemplo. En nuestro ejemplo, tenemos que
Tr(z+iy) = fi(z+iy)+ fa(z+iy) = z+iy+r—iy = 2z con z € R de donde te-
nemos que

Nuc(Tr(z + iy))={z + iy|x = Or}, es decir, U = H,.
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Por el lema anterior, tenemos que si H es un hiperplano, entonces H =
a~'Hy para alguna a € L, de donde se sigue

Lema 2.0.38. Si H es un K -hiperplano a='Hy, entonces el elemento w, € Endy L
definido por m, = ¢;(a)pr + -+ + ¢dn(a)d, aniquila a H, es decir m,[H] = 0.

Demostracion. Para mostrar 7, € Endg L, recordemos que ¢; € Gal(L/K) =
Autg L < EndgL, entonces ¢(a) € L para toda 1 < i < n. Consideremos
dos elementos z,y € L tales que x = y, entonces

Ta() = ¢1(a)p(x) + - + Pn(a)dn(y)
y por otro lado

Ta(y) = d1(a)p(y) + -+ + dn(a)dn(y)

sin embargo ¢; es una funcion biyectiva, entonces ¢;(z) = ¢;(y) para toda
1 <i < n,asi que m,(x) = m,(y), y por eso 7, es una funcién bien definida.

Consideremos ahora o € K y x,y € L, y mostremos que 7, es una funcion
lineal, tenemos que

Ta(ax +y) = d1(a)di(az +y) + -+ + dp(a)dn(ax + y)
donde ¢; es una funciéon K-lineal para toda 1 < i < n, entonces
To(az +y) = ¢1(a)[agi(@) + d1(y)] + - -+ + dn(a)[adn(z) + dn(y)]
—(bl( Jagi(z) + -+ + dula )¢n($)+
+ ¢1 (a)a¢1(y) st ¢n(a)¢n(y)
= a(¢1(a)¢1( ) g ¢n(a)¢n($))+
+ ¢1(a)di(y) + +¢n( )o1(y)

= arm,(x) + 7, (y )

entonces
7, € Endg L

Para demostrar que m,[H| = 0, tenemos que

o[ H] = m[a™" Ho] = ¢1(a)ér[a " Ho] + -+ + ¢n(a)dnla " Ho

Es decir, con h € H arbitraria, tenemos que

Ta(h) = ¢r(a)pr(a™" ho) + -+ - + dn(a)pn(a™ ho)
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pero ¢; es un automorfismo, entonces

Ta(h) =¢1 <a>¢1(a71)¢1(h0) +oot an(a)ﬁﬁn(ail)gbn(ho)
=¢1(a)p1(a) " 1(ho) + -+ + Pu(a)dn(a) ™ dn(ho)
=¢1(ho) + -+ + dn(ho)
=Tr(ho)

as{ tenemos que
mo[H] = Tr[Hy] = {0k }.Entonces 7, anula a H.

Dado que 7, es generado por una combinacion lineal de {¢q,..., 0.}, v
que un endomorfismo que aniquile a H es multiplo de m,, tenemos que estos
forman un espacio vectorial de dimensién n.

Teorema 2.0.39. Los elementos de rango 1 en EndxL son aquellos de la
forma

A = Ap1(a)dr + -+ + Apn(a)dn
donde \,a € L.

Demostracion. Sean H el K-hiperplano a~'H, para alguna a € L, 3y =
{v1,...,vn1} = Hyy B8 ={v1,...,0,} = L son bases para Hy y L respec-
tivamente.

Tenemos que la imagen ImAm, = (Am,(v;)) con 1 <1i < n pero Am,(v;) =
Ox para toda 1 <1i < mn—1, entonces ImAm, = ({0, m,(v,)}); de aqui tenemos
dos casos:

(0,) =0 = Imlr, ={0} = ran(Ar,) =0
Maltn #0 = Imlr, = (7,(v,,)) = ran(Im,) =1

Pero en el primer caso tenemos que 7, = Tj la transformacién que manda

todo a Og asi que todos los endormorfismos de rango 1 son de la forma A\7,.
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De lo anterior podemos afirmar que el producto de dos endomorfismos
A, y pum, de rango 1 es de rango 1 o 0 ya que si Sy = {v1,..., -1} — Hp
ypB={v1,...,0,} = L

Im( A pumy) = (Mg © pmp[5])
= ((Amq 0 pmy) (01), - -+, (AMra © py) (vn))

donde sin perdida de generalidad, pm,(v1) =0,. .., umy(vy—1) = 0, por eso
Mg 0 pmy(v1) = 0, ..., Ay 0 pumy(vp—1) = 0, de donde tenemos tenemos que

=0 = Im(Am, o um) = {0} = ran(Ar, o um,) =0
#0 = Im(Am, o um,) = (Am, o pmp(vy,)) = ran(Am,) =1

)\7Ta o ,U’/Tb(”Un) {

Teorema 2.0.40. Si A\, yu,a y b son elementos distintos de cero en L y Amg,
umy, son los elementos correspondientes de rango 1 en Endyg L entonces

(Aa) () = A Tr(ap)m.

Demostracion. Recordemos que

(Ama)(pmy) = (D Adu(a)d) (Y pra(b)ms)

9 €G 7,€G
= Y Ai(a)di(p)dimi(b)dimi
¢iTi€G

Si definimos p(b) = ¢7(b)¢T tenemos

= Y Ag(a)d(n)p(b)

oG

= > Ap(ap)p(b)

¢icG
=X olap)p(b)
pieG
= ATr(ap)p(b)

Ademas, de la definicion de p(b), vemos que si w; = ¢;7;, w; € G, se puede
obtener m, = wi(b)w;y + -+ + wy(b)w, como un factor en la suma, es decir
(Aq) (pump) = ATr(ap)my. [ |



51

Observacion 2.0.41. (Am,)(pum,) = 0 siy solo si Tr(ap) =0

Demostracion. Si (Am,)(um) = 0y Tr(ap) # 0 tendriamos que m, = 0,
pero 7, es de rango 1, lo cual es una contradicciéon. La otra implicacion es
inmediata. |

Observacion 2.0.42. Aplicando el teorema para Aw, = pm, con Tr(bu) = 1
nos lleva a que

() (pmy) = pTr(bp)m, = pm,

es decir, um, es idempotente

Observacion 2.0.43. si consideramos un elemento 7 de rango 1 en Endg L,
y denotamos por tr(7) la traza matricial de 7, tenemos que 72 = tr(7)7

Demostracion. » Por un lado, 72 = (Am,)(Am,) = ATr(a))7, para al-
guna X, a € L. Pero Tr(a)) = Y7, ¢i(aX), por eso

>\TI' CL)\ Z ¢z (l)\ Z ¢z ¢z

= Por otro lado, considerando la base § = {¢1,...,¢,} — EndgL tene-

mos que
=1 I
0 0 oo Adn(a)

de donde se se tiene que tr(7) = >0 Agi(a) = XD 1, di(a).

Ademés 7 = Am, = AM@1(a)pr + - -+ + dn(a)dy,), entonces tr(7)(7) =
A #i(a))(D07,) pero para toda 1 < 4 < n tenemos que
61(@)0s(\)g:(a) i = 6i(aX)gi(a)i. Ast

Zcbz )¢i(A quz )¢i) = Z@ax Z@ )6:)

De todo lo anterior se desprende el siguiente
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Corolario 2.0.44. Si 0 # X\ € L y A\n, el elemento de rango 1 correspon-
diente en Endg L entonces trim, = Tr(Aa)

Demostracion. Por la observacion (Am,)(Am,) = tr(Am,)(Am,) y por el teo-
rema anterior (Am,)(Am,) = ATr(Aa)m, = Tr(\a)(Am,), entonces
tr(Am,) (Am,) = Tr(Aa) (A7) de donde se sigue que

tr(Am,) = Tr(Aa)
|

Lema 2.0.45. Sea 5 = {z1,...,z,} una K-base para L. Entonces la matriz
den xXn

¢1(x1) da(z1) ... Pulx1)

O1(x2)  P2(2) ... Pn(w2)

bi(@n) G2(Tn) oo fulen)

B:

es invertible.

Demostracion. Supongamos por contradiccidon que no es invertible, enton-
ces por algebra lineal, el rango ranB < n, entonces existen Ay,..., A\, € L no
todos cero tales que

con 1 <i <n, es decir, ¢;(z;) es la j-esima columna de B.
Consideremos x € L, como [ es una base para L, entonces
T = p1r1 + -+ ppr, con u; tnicos en K. Si hacemos

pr (A1 () 4 -+ Ao (4))
po( M1 (i) + -+ + A (25))

0
0

+ :

y factorizamos \;¢;, obtenemos

MO (pamt + -+ pnZn) + 0+ M@ (11 + - -+ pinzn) =0



53

de donde

para toda x € L, es decir:

MO+ A+ A, =0

Pero {¢1,...,¢,} es un conjunto linealmente independiente, lo cual es una
contradiccion. Entonces ranB = n y B es invertible. |
Teorema 2.0.46. Sea {z1,...,z,} una K-base para L, y m; los elementos

de EndxL definidos anteriormente. Sea T cualquier elemento de EndgL.
Entonces existen u; elementos tales que

T = [T+ -+ Un Ty

Demostracion. Por el teorema 2.0.34 escribimos a T como
T = Mo+ -+ A\, con \; € L. Ahora, usando que m; = ¢1(x;)p1 +
<o+ dp(xy)d, para 1 < i < n tenemos que encontrar u; tales que \; =

p1@i(w1) + -+ A+ i di(Tn).
Escribimos ahora

T =p1(P1(v1)P1 + -+ + Pn(1)D0)
+ p2(P1(2)P1 + - - + On(22)dy)
+ :

+ pn(P1(xn)P1 + - - - + (@) Pn)

es decir,

asi tenemos que
A= (1) + -+ pndi ()

y en general
Ai = ¢i(x1) + -+ pndi(an)

Y asi obtenemos el sistema de ecuaciones con incognitas p;:
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A1 = 1 1(x1) + podi(x2) + - + pndr ()
Ao = 1 G2(x1) + praga(x2) + -+ + pinda(wy)

Mo = 0160 (1) + Han(@2) + - + Hnbn ()

Traduciendo esto a matrices, si

$1(z1) oi(x2) ... Pi(wn)
h 5 or(w1) olrs) .. bulan)
& A bu(r) Gulrs) .. bulwn)

entonces tenemos que b= CTi, y para encontrar f1 tenemos que @ = 0—15?
pero como C' = B!y B es una matriz invertible, por algebra lineal, C' es tam-
bién invertible, el sistema tiene una solucién tnica, y efectivamente existen
tales 1, ..., thp. |

Considerando, para toda 1 <i < n, a F; = {7|7 es L-miultiplo de m;} <
Endg L, es facil ver que dimFE; = n, y ademés, para toda 0 # 7 € E;, tenemos
que rant = 1, asi que EndgL = er Lk, y como

™, = (bl(xl)gbl +oee A+ ¢n(xz)¢n7 {¢17 s 7¢n} es una base para Ei7 por €so
dim(Endg L) =Y " dimE; =n-n =n?

Teorema 2.0.47. Sea 7 = M1+ - -+ Py, con ¢ la identidad, un elemento
de Endyk L, entonces tr(t) =Tr(\;).

Demostracion. Consideremos las bases § = {¢1,...,0,} — EndgL y
Be ={z1,..., 0} =k L. Si

T = 1T+ ot fnTh
y asuvez m; = ¢1(x;)P1 + -+ - + dn(x;) by tenemos que

Como pm; = i1 () o1 + + -+ + pidn () dn,

tr(r) = Z tr(puim;).
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Ademés tru;m; =Trp;x;, es decir,

trr = i Trpz; = Tr(i i)
i=1 i=1

Como 7 = [p¢1(w1) + pad1(w2) + -+ + pnd1(zn)]d1 + - -+ y por otro lado
T =M1+ -+ Ay, tenemos que

AL = () + o A i ()

dedonde Tr(A\y) = > 7, ¢i(p1 (@1)+ - -+ pnd1(x,)) v y se sigue el resultado.
]
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Resultados




Capitulo 3

Ejemplos y conclusiones.

Consideremos f(z) = 22 — p € Q[z]. Claramente f no tiene raices en Q,
y su campo de descomposicion es

Q(vp) ={z+y/plz,y € Qy p es primo}

. De ahi que Q(,/q) sea una extension de Galois de Q, donde
Gal(Q(v/p)/Q) = AutgQ(y/p) = {¢1, 2}

con ¢1(z + y/p) = = + y/p la identidad, y ¢2(z + y/p) = = — y/p la
conjugacion. Por otro lado, visto como espacio vectorial sobre el campo Q,

la base canonica para Q(\/p) es 8 = {1,,/p} — Q(\/p). Asi, una funcién
en EndgQ(y/p), T : Q(\/p) — Q(/p) tiene asociada una tnica matriz en
[T]B € Myxn(Q)

Consideremos una funcién arbitraria con matriz de representacion respec-
toa [

a b
[T]B_(c d) con a,b,c,d € Q,

es decir, T'(1) = (a + ¢y/p) y T(\/p) = b+ d\/p. Busquemos A, A2 € Q(,/p)
tales que

T = M1+ Aaga.

Sean A\; = 21 + y1,/D, A2 = T2 + Yo/D con x1, T2, Y1, Y2 € Q; evaluando T' en



58 Ejemplos y conclusiones.

la base 8 tenemos que

T(1) = M1 (1) + Aaga(1)
= (21 + y1v/P)o1(1) + (22 + y2/P) P2(1)
= (21 +y1v/p)(1) + (22 + y2/P)(1)
= (21 +22)(1) + (y1 + v2)(V/P)

T(v/p) = Mé1(v/p) + A22(y/p)
= (21 + y1vP)O1(V/P) + (22 + y2/P) P2(\/P)
= (21 + y1vP) (VD) + (22 + y2/P) (—/P)
= 21D + YD — T2/ — Y2p
= (thp — y2p) (1) + (21 — 22)\/P

Comparando obtenemos que

T1+xo=a yip—yap=">0

Y1+y2=c T —Ty=4d
de donde . ,
_ at __ btoep
1= Y=g
_ a—d __ cp—b
To = D) Y2 = 2p
Es decir:

= (50 (58) v = () + (%)

Si T:Q(v2) — Q(v2) esta dada por T(z + yv/2) = 2y+/2, entonces

() )

Con esto, A\ =1y Ay = —1, entonces:

T(z +yv2) = (1)¢1(z + yv2) + (—1)ga(z + yv2)
= () (z +yv2) + (-1)(z — yV2)
= 2y\/§.
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Por ser ambos espacios de dimensién 2, tenemos que R? 2 Q(+v/2). Como
un hiperplano de Q(\/ﬁ) es un espacio vectorial de dimension 1, los hiperpla-
nos se identifican con las rectas que pasan por el origen. Un hiperplano en
Q(\/p) es de la forma = + ky,/p = 0 donde k,z,y € Q y v = ky, o es el eje
de los = + y,/p tal que z = 0.

Consideremos los hiperplanos de Q(\/p): U = {z +y,/p € Q(y/p)|z = 0}
y H = {x + y./p|lr = y}, encontremos una a € Q,/p tal que

U=a'H
Consideremos 1+ ,/p € H'y 0+ /p € U, entonces:
L+ = (z+yvp)(0+ /D)
=2/p +y(vp)*

=yp+ /D

_ —1 ir g = VP _ L
Dedondetenemosquex—ley—p,esde(31ra—1+ 5 —1+\/ﬁ.

Corroborando vemos que para 0 + y,/p € U, el producto
p p
1+ )0+ 5yp) =y +y L

Para encontrar a, el inverso de a™!, definimos y denotamos al conjugado de
a=x+yy/p € Q/p) como a=x—y,/p,y asi tenemos que

_ 1 a
a 1 = - = —
a aa
En nuestro caso, (a7} =a = 1% — p;/_ﬁl si andlogamente tomamos

r+x,/p € H, tenemos que:

(¢ + /D) (L_ﬁ) _ <$P—$)\/Z;€U

p—1 p—1 p—1

Respecto al hiperplano Hy, recordemos que Hy = Nuc(Tr) donde
Tr = ¢1 + ¢, entonces para = + y,/p € Q(,/p)
z+yy/p € Nuclr <=Tr(z + y/p) =0

=¢1(z +y/p) + d2(x + y/p) =0
<—2xr =0
=r+y/pel
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%

Asi que Hy = U, y tenemos que si a = 1% — entonces a 'Hy = H.

Evaluemos ahora

—_

p—

To[H] = ¢1(a)p1[H]| + ¢a(a)po[H]

Sea x + x,/p € H, entonces

3
8
_I._
5
3
<
S
|
3
=
0
+
5
3

Consideremos ahora A = \/p € Q(,/p), obtengamos la matriz de repre-
sentacion respecto a la base 3 de

Ao = Ap1(a)r + Ada(a)de
Recordando que 8 = {1, /p},

) =vber (pﬁ L ]%) PV (pf L pTﬁl) Ll
() e ()
(2
(V) =vion (2 = )l + o (2 = )
VA S A S
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Asi tenemos que

s = (2 )

p—1 p—1

es una matriz de 2 X 2 con columnas linealmente dependientes, es decir,

ranAm, = 1.
Continuando con los resultados, consideremos A = 1,u

a=1+,/p,b=2/p € Q(/p), ast:
Ao =(1)d1(1+ /p)e1 + (1)d2(1 + /p) g2
=(1+/p)p1 + (1 = /D)oo
=01 + /PP1 + P2 — \/DP2

iy, =(/P)01(2v/P) 01 + (VD) P2(24/D) D2
=\/D\Pd1 + /D(—/P) D2
=2pd1 — 2ppo

Entonces

(ATa) (1) =2pd101 — 2pP16H2
+ 2p\/PP161 — 2p\/PP1 P2
+ 2pPa1 — 2pPaode
— 2p\/PP291 + 2p\/DP202
=2pp1 — 2pP + 2p\/p1 — 2p\/DP2
+ 2pga — 2pd1 — 2p\/Dd2 + 2p\/Pd1
:4p\/1_7¢1 - 41?\/5@252

Por otro lado,

ATr(ap) =(1)[¢1((1 + v/p)v/P) + ¢2((1 + /p)/D)]

=¢1(p + /p) + ¢2(1 + /D)
=p+VP+p— VP

Entonces

ATr(ap)mp =2p[p1(2+/P)P1 + P2(\/D)P2]
=2p[2/pP1 — 21/DP3]
=4p\/pP1 — 4p\/DP2
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(A (py) = ATr(ap)

Usando la misma A, a, tenemos también que
tr(Am,) = 2 = Tr(A\a)

Recordando que 8 = {1,,/p} — Q(/p), tenemos que la matriz

po (20 B0y (1 L)
d1(v/p) P2(V/P) N

Es una matriz con det B = 0, por lo tanto es una matriz invertible. Conside-
remos ahora a C como un R-espacio vectorial, al igual que en los ejemplos
anteriores el conjunto Gal(C/R) = {f1, fo} donde f; es la identidad y fo es
la conjucacién compleja.

Sea la base f = {1,i} —g C, obtengamos m(z) y ma(z);
sea a + 1b = x € C, entonces:

mi(x) = fi(1) fi(z) + f2(1) f2(2)
= 1f1(a +ib) + 1fa(a + ib)
=a+ib+a—1b

= 2a.

mi(z) = fi(i) fi(z) + fa2(i) f2(x)
=if1(a+ib) —ifs(a + ib)
=ta—b—1ia—0b
= —2b.

Consideremos ahora la transformacion lineal T': C — C dada por
T(a+ ib) = ra+ sib donde r, s € C. Entonces tenemos que

T(a+ib) = ra + sib = pymi(a + ib) + pome(a + ib)
= p1(2a) + p2(—2b).

de donde tenemos que
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Entonces tenemos efectivamente que

w1 () + pome(x) = (g) 2a + <—§z> 2b

=ra + sib.

Sea T'(a+1b) = 4a; para ejemplificar el ultimo resultado de trabajo, hemos
primero de expresar a T’ como combinacion de funciones en AutgC, tenemos
que

T(a+ib) =4a = A\ fi(a +ib) + Ao fa(a + ib)

De donde tenemos que A\; = Ay = 2, y por eso Tr(A\) = f1(2) + f2(2) = 4..
4 0
0 0

Entonces la traza matricial también es efectivamente tr7T = 4.

A este punto hemos encontrado dos formas distintas para expresar a los
automorfismos de una extension de Galois, lo cual ofrece opciénes para re-
presentar a dichas funciones en términos de otras. Las aplicaciones de estos
resultados a problemas concretos en matematicas se contintan en [4]; las
aplicaciones en la vida real de los mismos resultados, como en la mayoria de
los casos: no son necesarias para garantizar la certeza del hecho.

Por otro lado [T]5 =
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Ejemplos y conclusiones.
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