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RESUMEN

Aguilar Terrés Pablo. Modelo Evolutivo con Descomposicion de Dominios de Control
de Contaminantes en Acuiferos. Posgrado en Ciencias de la Tierra UNAM. Asesor Dr.
Alfredo Nicolas Carrizosa. México 2009.

El agua de los acuiferos representa el principal recurso de agua potable para uso
humano; por lo que un manejo adecuado de los acuiferos es de importancia estratégica
para el pais. Este manejo debe contemplar su recarga, su potencial de almacenamiento,
la extraccion de agua, la descarga a otros acuiferos o a rios, lagos o al mar, asi como las
fuentes de contaminacién y el movimiento de estos contaminantes, su control o
remediacion y la conservacion del medio ambiente. T.a sobreexplotacion y la
contaminacion son los principales riesgos que corren los acuiferos por lo que el control
de los contaminantes y su flujo en el acuifero es de gran importancia para evitar la
pérdida o inutilizacién del recurso.

En este trabajo el objetivo central es establecer un modelo matematico computacional
de control del flujo, transporte y difusion de contaminantes en acuiferos. Para este fin
establecemos un dominio del problema, el acuifero o parte de él, y restricciones en el
valor de la concentracidn, u(x; t), que debe satisfacer el contaminante en el acuifero,
cifu(x, t)<c,. Lo que nos conduce a acciones de control en el interior y en la frontera de
control, las cuales son acciones dadas por el modelo. .os conceptos fundamentales
desarrollados en este trabajo son: Flujo en medios porosos. Difusion y Transporte de
Contaminantes.  Subdiferenciales y Control. Modelo Estacionario de Difusion y
Transporte con Control de Contaminantes en Medios Porosos. Modelo Evolutivo de
Difusiéon 'y Transporte con Control de Contaminantes en Medios Porosos.
Descomposiciéon de Dominios. Y finalmente lograr un Modelo Evolutivo de Flujo
Miscible, Macrohibrido (con Descomposicién de Dominios), con Control de
Contaminantes en Acuiferos. Todos éstos son modelos mixtos de elemento finito, los
cuales se resuelven con algoritmos de resolucién de punto proximo tipo Uzawa.

Se presentan resultados numéricos que muestran la efectividad del modelo
evolutivo propuesto para un acuifero con una configuraciéon dada de pozos. Con los
resultados se pueden determinar los lugares donde deben ponerse los pozos de control,
para que la concentracion del contaminante satisfaga las restricciones impuestas de
antemano para que la pluma de contaminantes no llegue a los pozos de agua potable.
Consideramos que el responsable del manejo de un acuifero deberia contar con un
modelo computacional de este tipo, puesto que la autorizacidén de nuevos pozos de agua
potable traeria consigo la necesidad de nuevos pozos de control, si se quiere mantener la
calidad del agua del acuifero.



Capitulo 1
INTRODUCCION

Del agua en el planeta el 97.25% corresponde a los oceanos, la cual contiene una gran
cantidad de sales, el resto es agua ’dulce’, de este 2.75% las dos terceras partes se
encuentran en los casquetes polares v en los glaciares. El agua subterrdnea representa
el 0.68% del total, en lagos se encuentra el 0.01%, mientras que en arroyos y rios el
0.0001%. Esto significa que menos de 1% del agua est4 disponible para uso humano,
tanto para consumo directo como para la agricultura, el uso urbano, la industria y
otros usos. Sicontamos con la necesidad de mantener el ecosistema, el agua disponible
se reduce alin més.

En México existe una distribucién heterogénea del recurso agua, debido en
parte a sus condiciones geogrdficas v climatoldgicas. Bl potencial de agua disponible
en nuestro paifs, segtin la Comisién Nacional del Agua, es de 476 kilémetros ciibicos,
de los cuales por su calidad, el 5% es exelente, el 22% es aceptable, el 49% poco
contaminada, el 2% tiene presencia de téxicos, el 15% contaminada v el 7% muy
contaminada. Por sus usos, el 77% del agua disponible tiene un uso agricola, el 13%
es para abastecimiento publico y el 10% para la industria [1].

El agua de los acuiferos representa el principal recurso de agua potable para uso
humano, por lo que un manejo adecuado de los acuiferos es de importancia estratégica
para el pals, este manejo debe contemplar su recarga, su potencial de almacenamiento,
la extraccién de agua, la descarga a otros acuiferos o a rios, lagos o al mar, asi como
las fuentes de contaminacién y el movimiento de estos contaminantes, su control o
remediacién y la conservacién del medio ambiente.

La sobreexplotacién y la contaminacién son los principales riesgos que corren
los acuiferos por lo que el control de los contaminantes y su flujo en el acuifero es de
principal importancia para evitar la pérdida o inutilizacidén del recurso.

El establecimiento de grandes ciudades v su crecimiento andrquico sobre sus
acuiferos v zonas de recarga, la agricultura con el uso intensivo de agroquimicos, las
zonas industriales donde los desechos son puestos en basureros sin proteccién alguna,
los tiraderos de basura, los sistemas de drenaje sin el mantenimiento adecuado, ete.
gon fuentes de contaminacién de los acuiferos subyacentes.
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Hay una amplia variedad de sustancias, identificadas como contaminantes,
que han sido encontradas en aguas subterrdneas. Ellas incluyen, sustancias quimicas
orgdnicas sintéticas, hidrocarburos, cationes inorgdnicos, aniones inorgdanicos, patdge-
nos v radiomicleos. La mayoria de esos materiales son solubles en agua en diferentes
grados. Algunos de los compuestos orgdnicos son poco solubles y podrian existir en
ambas formas, una disuelta v otra fase insoluble no acuosa, la cual puede también
migrar a través del medio poroso. En la referencia [2] podemos ver una tabla, (Tabla
1.2), con mds de 250 sustancias contaminantes encontradas en aguas subterrdneas,
clasificadas segin su uso, lo cual puede ayudar a localizar la fuente del contaminante.
Esta tabla contiene 40 hidrocarburos arométicos, 26 hidrocarburos oxigenados, 113
hidrocarburos con elementos especificos por ejemplo con N, P, S, Cl, Br, I, F, otros
15 hidrocarburos como gasolinas y detergentes, 27 cationes metdlicos, 10 aniones y
no metales, microorganismos v 19 radiontcleos. Los cationes y aniones ocurren en
la naturaleza y puede venir de fuentes naturales ¢ antropogénicas, algunos de los
radioniicleos pueden venir de fuentes naturales, de usos industriales v depdsitos de
desperdicios radiactivos, asi como de prucbas nucleares. En la misma referencia la Ta-
bla 1.3, lista los contaminantes orgdnicos encontrados en agua subterrdnea adyacente
a un depdsito de desperdicios.

En bajas concentraciones la mayoria de estas sustancias son incoloras, insa-
boras e inoloras. La presencia de estas sustancias sélo pueden ser detectada cuando
muestras de agua subterrdnea son colectadas v analizadas. Para determinar la presen-
cla y concentracién de cada sustancia, o tipos de sustancias, tienen que ser empleadas
técnicas analiticas especificas, lo que hace muy costoso el andlisis. Pero jcudl serfa la
concentracién permisible de estas sustancias? La calidad del agua depende de su uso,
el agua para uso industrial puede no ser tan pura como el agua para beber, algunos
méximos de concentracuines de sustancias contaminantes se establecen en las normas,
(p. e]. Norma Oficial Mexicana) sin que estas normas alcancen todo el amplio rango
de las sustancias contaminantes.

Un buen manejo del acuifero debe contar, entre otras cosas, con un modelo
de flujo y de transporte de contaminantes en el acuifero, que permita experimentar
con diferentes alternativas de manejo y disenar estrategias para resolver problemas
de uso del agua y de contamimacién del agua subterrdnea. Esto puede relizarse
mediante prueba y error, o estableciendo una formulacién del problema que minimice
una funcional sujeta a restricciones fisicas, econdmicas o de otro tipo.

En este trabajo el objetivo central es establecer un modelo de control del
flujo, transporte y difusién de contaminantes en acuiferos, para este fin establecemos
un dominio del problema €2, el acuifero o parte de él, y restricciones en el valor de
la concentracién, u(xz,t), del contaminante en el acuifero , ¢; < wu(z,f) < ¢, y en
una parte de la frontera, que llamaremos frontera de control. Lo que nos conduce a
acciones de control en el interior v en la frontera de control, acciones que son dadas
por el modelo.
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En el capituloZ, Flujo en Medios Porosos, establecemos un modelo mixto
de flujo en medios porosos, en el cual se encuentran simultdneamente la presién y
la velocidad como una funcidén de la posicidn, en este caso solo consideramos el caso
estacionario. Sobre este modelo de flujo se construirdn en los siguientes capitulos los
modelos de transporte v de control.

En el capitulo3, Modelo de Flujo con Transporte y Difusién de Con-
taminantes, desarrollamos el modelo figico de la difusidn y dispersién de un soluto
(que puede ser sélido o liquido) sobre un fluido en movimiento dentro de un medio
poroso, visto desde un punto de vista macroscdpico mediante la mecdnica de me-
dios continuos, hasta establecer la ecuacidn diferencial parcial que gobierna el flujo,
transporte y difusién de contaminantes en un medio poroso.

En el capitulo 4, Control, central en el presente trabajo de investigacidn,
presentaremos algunos elementos de andlisis convexo, como son el de subdiferencial,
subgradientes y superpotencial, los que nos sirven para modelar el interior v las con-
diciones de frontera de un problema, no necesariamente potencial, con restricciones.
Asi como el de dualizacién mediante la gréfica inversa del subdiferencial, para obtener
la funcidén conjugada o polar del potencial.

Aplicaremos estos conceptos a un problema, entonces, mediante la apropiada
férmula de Green obtendremos la formulacidn variacional primal global del problema.
Posteriormente dualizando obtendremos las formulaciones variacionales mixta y dual.
Para comprender la potencia de este método desarrollado en [3] vy para definir los
espacios funcionales donde tiene lugar, lo aplicaremos a un problema tipo.

En el capitulo 5, Modelo Estacionario de Difusién Adveccién con Con-
trol de Contaminantes en un Fluido en Medios Porosos, aplicaremos el méto-
do, estudiado en el capitulo anterior, al problema de control de contaminantes en un
fluido en medios porosos. Estableceremos dos tipos de restricciones o controles, el
control en el interior del dominio €2 y el control en la frontera 92, El método consiste
en modelar los mecanismos de control en términos de ecuaciones subdiferenciales pri-
males locales, a los que corresponden desigualdades variacionales locales. Se realiza
la dualizacidn de los controles mediante la grédfica inversa de los subdiferenciales. Y
mediante la integracién sobre todo el dominio del problema, aplicando la funcién de
Green a una combinacién de la formulacién primal y dual obtenemos la formulacidn
variacional global del problema.

Una vez con la formulacién variacional del problema, obtendremos la aproxi-
macién de elemento finito. Proponemos obtener la solucién numérica usando algorit-
mos iterativos del tipo Uzawa.

En el capitulo 6, Modelo Evolutivo de Difusién Adveccién con Control
de Contaminantes en un Fluido en Medios Porosos, aplicaremos la misma me-
todologia vista en el capitulo anterior, para construir los modelos de control y sus
correspondientes formulaciones variacionales, asi como las aproximaciones de elemen-
to finito v los algoritmos de resolucién numérica.
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En primer lugar modelaremos los mecanismos de control en el interior v en la
frontera mediante ecuaciones subdiferenciales locales, procediendo a construir las for-
mulaciones variacionales, pseudoinstantdneas, globales primal ¥ mixta, la dltima con
restricciones de control dualizadas, las cuales serdan la base del andlisis v los esquemas
numéricos. Eseribiremos estas formulaciones variacionales en su forma subdiferencial
para obtener la analogia con los modelos mixtos abstractos primal v dual. Hacemos
el andlis cualitativo de existencia, unicidad y estabilidad del problema.

Para la discretizacién en el tiempo, aplicamos el esquema semi-implicito de
Euler al modelo primal de transporte y el esquema ¢ de punto medio al modelo
mixto. Identificamos el esquema semi-implicito con un algoritmo de proximidad que
coresponde a un algoritmo primal tipo Uzawa ALG 0y se formula un algoritmo mixto
de resolucién tipo Uzawa, ALG 4. para el esquema € de punto medio, via operadares
de proximidad.

En el capitulo 7, Modelo de Flujo Miscible, Macrohibrido, con Control
de Contaminantes en acuiferos, integraremos en un modelo de flujo miscible
con control de contaminantes en medios porosos, directamente aplicable a acuiferos,
lo estudiado en el Capitulo 2 de Flujo en Medios Porosos, con lo estudiado en los
Capitulos 3, 4, 5 y 6 sobre Flujo de Contaminantes y sobre Control.

Para considerar la heterogeneidad y anisotropia de las propiedades fisicas y
la gran escala espacial de un acuifero real y por la exactitud requerida en la aproxi-
macién de los campos de velocidad, presidon v concentracidén, se hace indispensable
la macrohibridizacién o descomposicidn de dominios del problema, donde el sistema
es descompuesto en varios subsistemas que interactian v se sincronizan a través de
sus Iinterfaces. Cada subsistema contiene un problema mas pequeno ¢ méds simple de
resolver que el problema original. Aprovechando de manera natural el cémputo en
paralelo o en sistemas distribuidos que se desarrolla actualmente.

Con las formulaciones macrohibridas mixta primal y mixta dual del problema
de flujo miscible, aplicamos la teoria de resolventes para desigualdades variacionales
para generar algoritmos de penalidad dualizada introduciendo operadores de proxi-
midad o de punto préximo. Para la evolucidn en el tiempo de problemas mixtos esto
corresponde a esquemas de integracién numérica en el tiempo del tipo Euler, Douglas
Rachford v Peaceman Rachford.

En el capitulo 8, Experimentacién Numérica. Para la aplicacidn al control
de contaminantes en un acuifero consideraremos un problema cldsico. El modelo
que usamos para modelar el control de contaminantes en el acuifero es el modelo
macrohibrido mixto primal, con el cual encontramos simultdneamente el campo de
presiones, el de velocidades y de concentraciones y nos permite jugar con las fuentes y
sumideros de flujo de contaminantes para el control de contaminantes en el acuifero.
Discutimos los resultados del modelo de control para un problema cldsico.

En el capitulo 9, Conclusiones, hacemos la discusion de los resultados gene-
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rales del trabajo, las conclusiones a que llegamos vy las perspectivas a lograr en un
futuro préximo.



Capitulo 2
MODELO DE FLUJO EN MEDIOS POROSOS

2.1 Modelo Mixto Dual de Flujo Darciano

Consideremos un dominio fijo @ € R* n = 1,2,3 con frontera 02 = 90y, U 90y
lisa a trozos, dentro de un medio poroso, por ejemplo un acuifero en el subsuelo, el
medio es caracterizado por una cantidad ¢, la porosidad del medio, definida como el
cociente del volumen del fluido entre el volumen total.

a2

o
Fig.2.1.- Dominio 2 con fronteras Dirichlet v Newman.

El movimiento del fluido cumple con la Ley de Darcy y la conservacién de la
masa, es decir:

p K 'au=—gradp+ pg (2.1)
o £
b5 +div (pu) =7 (2.2)

con las condiciones de fronteras:
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(2.4)

S
I
)

donde:

@ = Viscocidad dindmica.

u — ¢u, = Velocidad de Darcy.

u, — Velocidad promedio.

¢ = Porosidad del medio.

K= Tensor de permeabilidad.

p = Presidn.

p = Densidad del fluido.

g =Aceleracién de la gravedad.

¢ = Término para las fuentes y sumideros en el fluido.
n = Vector unitario normal a la frontera.

U, — Velocidad normal en la frontera Newman.
p = Presién prescrita en la frontera Dirichlet.

Si suponemos que el fluido es incompresible entonces el modelo fisico para el
flujo en medios porosos, expresado como modelo mixto, es:

Encontrar u, p en £ tal que:

p K tu= —gradp+ pg

(MP) divu :é (2.5)

(Con las condiciones de frontera:

u-n:’t/IN en@QN
\ p=pen dlp.

2.2 Formulacién Variacional

Introducimos los espacios funcionales:

V(Q) = HDiv;Q) ={vel’Q) :divv e L*(Q),v-nc L*00)} (26)

para el campo de velocidades.
Y(Q) = L*(f) para el campo de presiones.

sean ademds:
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K e L™(Q), pe L*(Q), € L*(Q), Ty € L*(8Qy), p € L*(0Qp) (2.7)

Multiplicando la primera ecuacién en (2.5) por v € V(£2)}, y la segunda por ¢ €
Y (£2), intgrando por partes, aplicando la férmula de Green y la identidad vectorial:

div(pv) = wdiv(v) + grady - v (2.8)

obtenemos:

f,uK_lu-VdQ:fgradp-deJr/pg-de (2.9)
o )

Q

fdivuq/?fq (2.10)
0 0

pero por (2.8):

—/gmdp-vdﬂ —/d@'fu(pv) dQ—f—fpdwde (2.11)
0 0 o

por el teorema de la divergencia v tomando en cuenta las condiciones de fron-
tera Dirichlet v Newman:

— / div(pv)dQ = / pv - ndof) = f ypv - ndof) — f pv -ndo) (2.12)
0 a0 805 0N

peroyp = pen 8Qp y V-n = uy en Oy, entonces:

— / div(pv)dQ) = —/ PV - ndo) — / puy doS) (2.13)
0 ap

ANy

Entonces de (2.9):

/,LLKlu-VdQ = f ﬁv-nd@ﬂ/ PUN d8§2+fpdivvd9+/ pg-vdQ (2.14)
0 a0p o 0

Q

fdivuq:f?jq (2.15)
) )
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Consideremos el conjunto de admisibilidad de Newman K5 definido como:

K, ={v e V(Q)|v - n=uy, sobre 00y} (2.16)

Entonces la formulacidn variacional mixta dual es:

( Encontrar (u,p) € Kz, x Y(Q), tal que:

Jo K tu- vdQ = — faﬂDﬁV -ndo) — faﬂN pv - ndoQ + [, pdivvdQ
(2.17)
+fﬂ pg - vd2, Vv € Ky,

 fpdivug = [, g, Vg € Y(Q)

2.3 Aproximacién de Elemento Finito

Consideremos una sucesion de espacios de elemento finito mixto de velocidad - presidn,
de dimensién finita, Vy, Y, definidos sobre una malla de paso h, que particiona el
dominio original £2, tal que:

Vi = [¢1,¢9,....¢,] C V(Q) = HDw; Q)
(2.18)
Y;z - [ClaCQa ?Cm} - Y(Q) - LZ(Q)

Donde ¢y, ¢, ..., ¢, son funciones vectoriales linealmente independientes (fun-
clones base) que generan el espacio Vj, el campo de velocidades.

Y ¢y,¢s, ..., C,, son funciones linealmente independientes, funciones base, que
generan el espacio Yy, el campo de presiones.

Sean {a;} v {Ax} los conjuntos de coeficientes correspondientes de la velocidad
v presidn, entonces expresamos los vectores velocidad v presién como:

g
Up = Zajqu eV
=1
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Pho= Y MSp €V
k=1
similarmente : (2.19)

Vr = Zﬁi¢i € Vh
i=1

dr = ZMka € Ys

k=1

Sustituyendo en las ecuaciones (2.17), obtenemos:

(Jo KT gy S B0 = — [, FYM 8,66, - nddQ
- fé‘QN (37821 M) 2200 856, - ndoQ

m . s, n, 2.20
+ fn > iy AGpdiv 30 B,0,d82 + fn pg - Dl B;4;d ( )
\ fn div 2?21 ijﬁbj 2?21 Mix = fQ 62?21 S
Sea
Ay = f P ;- ;S (2.21)
o

la integral del producto de las funciones base vectoriales ¢; y ¢, multiplicadas
por la permeabilidad del medio y la viscocidad del fluido. Entonces el término:

/ )U“K_l Zogjqu . Zﬁz¢zdﬂ = gj A;*; . 61 — Aijgj . ﬁz — Aoy ﬁ (2‘22)
« j=1 i=1
Similarmente, sean:

iy prg'¢jd9/ P, - ndoQ (2.23)
9]

Np

Limj = — / C, dive 92 (2.24)
Q
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8QN

%zﬁﬁk (2.96)

de modo que:

/ng'z:ﬁi¢idﬂf8 ﬁZﬁiﬁbi'ndaQ:f'l@ (2.27)
i=1

fip ;=1

entonces los terminos:

f > NGpdiv Y Bipd=L"x. 3 (2.28)
L i=1

k=1

fa O M) D Bip; - nddQ =TT 3 (2.29)
i=1

ON k=1

entonces:

g Mg
f div Z o Z,ukgk =La-p=-qpu (2.30)
Q g=1 k=1

Los conjuntos discretos de admisibilidad de Newman son definidos en términos
de la velocidad normal prescrita en la frontera w;, por:

K, = {6 ER™ Y By n= ah} (2.30)
i=1

Entonces el modelo en la aproximacidn de elemento finito, del flujo en medios
porosos, expresado como modelo mixto dual es:

Encontrar (e, X) € Ky, x ™ tal que:
(MP){ Aa-8=f-3 - (LTA+TTX) -3, V3 € Ky, (2.32)

La-p=—q.u, YV € R
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2.4 Algoritmos de Punto Préximo

Para la solucién del problema discreto mixto de elemento finito (2.32) desarrollaremos
un algoritmo del tipo dualidad penalizacién de Uzawa [4] que cosiste en caracterizar
ecuaclones subdiferenciales mondtonas en terminos de resolventes, es decir problemas
de aproximacién de punto fijo y asociarlas con un proceso iterativo de aproximaciones
de punto préximo [5].

Primero expresaremos el problema discreto de elemento finito (M P,) en forma
subdiferencial [3] introduciendo los operadores multivaluados:

AB) = AB+0OL, (B)-f,  BecR™

(2.33)
0G () = OLoy)* (1) —a, poc R
el problema (2.32) toma la forma:
Encontrar (c, A) € K, x ®™ tal que:
(MP,){ —LTA € Ala) (2.34)

La € 0G*(A)

donde el operador primal A es mondétono maximal y estamos suponiendo que
los tensores de mobilidad son simétricos, uniformente positivos definidos con inversa
K~! € L*(Q). El subdiferencial d{({{qy)*(p) del funcional conjugado de la indicatriz

de cero, Ifo, es trivialmente el subdiferencial cero.

Para sistematizar la derivacidén del algoritmo simplificamos la forma del pro-
blema como un problema mixto generalizado:

Encontrar (a, A*) €D{A) x D(OG*) tal que:
(M)Yy{ —ATA* € Ala) (2.35)
Aa € IG*(XY)

para lograr esto establecemos, para los campos primal v dual, las siguientes
equivalencias:
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a =~ {o;beV=R"
(2.36)
A"~ {NFEY =R™

Los operadores abstractos A : V' — 2¥son mondétonos maximales, A € £(V,Y)
operadores lineales con transpuesta AT € £(Y, V), y 0G* : Y — 2, son subdiferen-
ciales mondtonos con dominio primal D(A) = {8 € V : A(B) #@} = K3, y dominio
dual D(0G*) = {v* € Y : 0G*(v*)#@} = W™ y corresponden en nuestro esquema
de elemento finito a:

Ala) = {Ala)}
Aa =~ ({La})

(2.37)
AT~ {ITA+ 772

oG (X)) ~ ({8G"(A)})

2.5 Algoritmo de punto préximo de dos campos, ALG 1

Sea r > 0 un pardmetro real, multiplicando por 7 la ecuacién dual del problema mixto
general (M) y sumando A*, obtenemos la expresidn aumentada equivalente:

A+ rAa € (I +roG*)(N) (2.38)

Fl operador resolvente del subdiferencial #G* es una contraccién firme definida

[4, 27] por:
Joeo = ([ +18G*)™! = Prozyg- =1 — Pr OF ,ro(2)1 (2.39)

Donde el proximal Pr OFpco(l)r ©8 el operador relativo al superpotencial primal

rGo ()Y — RU{+oo} definido por:
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. 1 5 1
P *) = f — |6 —v* G(-)6" 2.40
ron,cra ) < il S - PerGen ) @0

Entonces el problema mixto aumentado puede ser reformulado en términos
del operador proximal, la formulacidén aumentada trae como consecuencia la regula-
rizacién v la aceleracién de la convergencia cuando esta asociada a un algoritmo tipo
Uzawa, [35, 27]. El problema mixto aumentado queda comor:

Enontrar (e, A*) € D(A) x D(OG*) :
(M,) AT\ —Pr oero(%)I)(A* +rAa) € (A + rATA) () (2.41)

AY = (I = Proz,co1y (A" + rAa)

El algoritmo de punto préximo de dos campos para el problema mixto aumen-

tado (M, ), ALG I, es:

( Dado o € D(A), Aj € D(G*)
Conocidos ™, A™, m > 0
(ALG I) { Calcular: ™A™ tal que: (2.42)

AT\ — Pr O, Go(2yr) (A + TAQ™) € (A + rATA) (™)

Mg = (I —Pr oo:TGO(;)I)()\; + rAa™ ™)

Este algoritmo corresponde de hecho a uno de dualidad penalizacién exacta
para nuestro problema de flujo. Entonces, para hacer explicito el algoritmo, tomando
en cuenta la definicién de los operadores (2.33) y de las equivalencias (2.36) y (2.37),
el algoritmo ALG I de nuestro problema de flujo toma la formas
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( Dados a® € Ki,, A € R
conocidos o™, A", m > 0
ALGI{ Calcular ™A™ tal que:

(A +rLTL+rTTT)a™ - B3 =f- 8 -LT(A" +rq) - 8, VB € K,

[ AT = A" 4 rLa™ ! 4 rq
(2.43)



Capitulo 3

MODELO DE FLUJO CON TRANSPORTE, DIFUSION Y
DISPERSION DE CONTAMINANTES

3.1 Difusién y dispersion

La difusién es un proceso molecular mediante el cual dos o méds sustancias, debido
a la agitacidn y choques de sus moléculas, se penetran mutuamente de tal manera
que si inicialmente estaban en un orden bién establecido, por ejemplo en el espacio,
al ponerse en contacto y dejar que evolucione el sistema espontdneamente, al final
del proceso tendremos una mezcla homogénea, en la que es imposible distinguir cada
una de las sustancias, es decir alcanzan un estado de maxima entropia.

La difusién puede darse ente gases, liquidos, sélidos v sus mezclas. La difusidn
al ser un proceso molecular depende del niimero de moléculas de cada sustancia por
unidad de volumen, es decir de la concentracidn, de la temperatura y en menor medida
de la presién.

Al evolucionar el sistema se genera una corriente de masa de las sustancias
interactuantes de tal manera que sl consideramos una superficie imaginaria de drea
unidad, la corriente estd dad por [6]:

i=—p D gradc + (ky/T)gradl + (k,/p)gradp] (3.1)

~

El coeficiente D es llamado el coeficiente de difusidn o de transferencia de masa,

nos da el flujo de difusidén cuando solo estd presente el gradiente de concentracidn. El
flujo de difusién debido a gradientes de temperatura estd dado por kg I, el coeficiente

de difusidén térmica. El dltimo término debe ser tomado en cuenta sélo cuando hay
un considerable gradiente de presidn en el fluido, causado por un campo externo y el
coeficiente k, D es llamado el coeficiente de barodifusidn.

En el caso de flujo en medios porosos, como es el caso de un acuifero, debemos
considerar también la dispersidon mecdnica del soluto debida al movimiento del fluido
en el medio poroso, en este caso podemos distinguir la dispersién longitudinal debida
al avance del fluido en la direccidén promedio de flujo, y la dispersién tranversal,
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debida a que a escala de log poros la trayectoria real de flujo diverge de la trayectoria
promedio de flujo. Los coeficientes de dispersién mecdnica estan dados por:

DL = CEL|V‘
DT = CET‘V| (32)

Donde |v| es la magnitud de la velocidad promedio y oy, ¥ @ son la dispersi-
vidad longitudinal y tranversal del medio. Entonces el tensor de difusidén dispersidon
D, con D* como la difusién molecular, queda como [2], [36]:

2 2
Dy = DL(UZ) +DT(UJ)2 + D*
v

Dy = (Dy - Dr)

4D i (3.3)

Cuando hay fuerzas externas, es decir el sistema no evoluciona espontdneamen-
te, entonces la distribucidn de las sustancias puede variar espacial v temporalmente,
y en algunos casos llegar a un estado estacionario.

El problema a resolver es encontrar la concentracién de cada sustancia en cada
punto del espacio v su evolucién en el tiempo. Un caso importante es poder llevar al
gistema a un estado final previsto de antemano. Otro caso es forzar al sistema a que
en su evolucidén pase por una serie de estados predeterminados y llegar al estado final
deseado.

En nuestro caso trataremos de la difusién de un soluto { que puede ser sdlido
o liquido) sobre un fluido en movimiento dentro de un medio poroso, visto desde un
punto de vista macroscdpico mediante la mecdnica de medios continuos.

Para el desarrollo de este modelo en primer lugar consideraremos el modelo
fisico de transporte y difusién de solutos en un fluido en medios porosos dejando para
mdés adelante la cuestidn del control y la posible aplicacién a un caso real.

3.2 Hipébtesis:

Las hipdtesis o supuestos sobre los que se desarrollard nuesro modelo son las siguien-
tes:

1).- El movimiento del fluido se supone conocido, ya sea porque fué medido
experimentalmente, o es producto de otro modelo, o ambas cosas. Ademds de co-
nocido se supone que cumple con la Ley de Darcy v la conservacidén de la masa, es
decir:
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pK'w = —gradp+p 9
divw = ¢ (3.4)

donde u es la viscosidad dindmica, w es la velocidad de Darcy:

W = W, (3.5)
con ¢ la porosidad y w, la velocidad promedio del fluido en un elemento de
volumen en el medio poroso, K es la permeabilidad, p la presién p la densidad del

fuido g la aceleracién de la gravedad y ¢ el término para las fuentes o sumideros en

el fluido.

2).- El modelo a desarrollar serd para predecir el movimiento del soluto.

3).- La concentracién del soluto no afecta de manera importante el movimiento
del fluido.

4).- El proceso es isotérmico y la presién no varfa mucho durante el movimiento

del fluida.

5).- La difusién del soluto, entonces, estd dada por la Ley de Fick, es decir:

s=— Dgradu (3.6)

donde ) es el tensor de difusidn dispersidn, u es la concentracidn del soluto o

~

sea la masa de soluto por unidad de volumen de fluido v s es el vector de corriente
de masa de soluto.

6).- La base del Modelo de Transporte y Difusidén es el balance de masa del
soluto.

3.3 El Balance de Masa

Consideremos un cuerpo B(#), o sea la regién de R? que ocupa el cuerpo en el tiempo
t € (0,7 dentro del dominio de flujo €2, consideremos un punto cualquiera z en B(f)
contenido en 2.

La masa de soluto dentro de B(f) esd dada por:

M, — dudQ (3.7)
B(Y)
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Donde ¢ es la porosidad del medio, u la concentracidn de soluto dentro del
fluido, es decir la masa de soluto por unidad de volumen del fluido. El cambio de la

masa de soluto, M, estd dado por la masa que se gana o pierde en fuentes o sumideros
f, menos la masa que fluye a ravés de la frontera del cuerpo, —s-n. Aplicando a
B(t) el balance de masa:

d M, d
c= L[ guie= [ gag [ sonasn (3:8)
dt dt B(t) B(#) &B(t)

Usando el teorema de Reynolds [7] :

%fvgod‘[/fv{%-i—dwwv)}dl/ (3.9)

obtenemos:

d a .
I - Pudf) = fB(t) (aéu + dw(@uv)) d (3.10)

Entonces:

/ (Eqbfu + div(aﬁuv)) dQ = f fdd — f s - ndoQ (3.11)
By \Ot B(t) aB(t)

Aplicando el teorema de localizacién (8], como z es un punto cualquiera del
dominio © y el término de difusién esta dado por la ley de Fick (3.6), obenemos:

%(qbu) + div(puv) = f + difu({? gradu) (3.12)

Para un medio poroso, sea ¢v, = ¢v = w la velocidad de Darcy, y si supone-
mos que la porosidad del medio no cambia con el tiempo:

o6

= =0 (3.13)

Pero: div(uw) = w - gradu + udivw y div w = g, entonces:

diviuw) = w - gradu + qu (3.14)

Entonces la ecuacidon diferencial parcial que rige la dispersién y difusidén de
golutos contaminantes en medios porosos acorde con las hipdtesis antes mencionadas
es:



Condiciones de frontera 20

3,
qﬁa—? —div(Dgradu) + w - gradu + qu = f (3.15)

3.4 Condiciones de frontera

Para que este sea un problema bién planteado y pueda resolverse para un caso par-
ticular es necesario ademads de la ecuacién diferencial que gobierna el fendmeno fisico,
conocer las condiciones de frontera y las condiciones iniciales del caso particular.
Consideraremos condiciones de frontera tipo Dirichlet, 98 p, es decir cuando el valor
de la funcién de concentracidén es conocido en toda o parte de la frontera del cuerpo,
y condiciones de frontera tipo Newman, 02y , o sea cuando conocemos el flujo de
la funcién a travez de toda o parte de la frontera del cuerpo, o una combinacién de
ambas, con 90 = 9Qpl IOy v O0pN Oy = 0. Las condiciones de frontera son:

u = uc GQD
(3.16)
—Dgraduw-n = W, € 00y
Y la condicion inicial:
u(0) =up € 0 (3.17)

3.5 Modelo fisico

En resumen el modelo fisico para tarnsporte y difusién de contaminantes en un fluido
en medios porosos es el siguiente:



Casos Importantes 21

( Encontrar ¢ € @ x (0,T) — R tal que:

gb% —div(D gradu) + w - gradu + qu = f

u=1uec dlp

—Dgradu-n = w, € 90y
(MF) (3.18)
u(0) =g €

con el flujo dado por

p K 'w = —gradp+ pg

\ divw =g

3.6 Casos Importantes

Del modelo general de difusidén adveccidn desarrollado en el parrafo anterior podemos
deducir dos casos importantes. el primero cuando la difusién domina a los demds

térmios de la ecuacién, es decir cuando |div(D gradu)| >> |w-gradu|, un caso

o~

extremo es el de difusién pura, w = 0. El otro caso importante es el de adveccidn
dominante, es decir, cuando el término de adveccidn domina a los demds términos de

la ecuacién, |w - grad u| >>

~

div(D gradu)|, otra forma més conveniente de denotar

esto es —ediv(DVu) + w-Vu = f cuando £ — 0. Enseguida estudiaremos en detalle
estos dos casos.

3.6.1 Difusion Pura

En el caso de que el fluido se encuentre en reposo, el movimiento del soluto se d4
unicamente por difusién. En adelante denotaremos por u(z,t) al campo de concen-
traciones y por w(z,t) al campo de velocidades, en este caso la ecuacién de difusién
adveccidn:

Qﬁ% —div(D gradu) + w - gradu + gu = f (3.19)

donde u es la concentracién, w el campo de velocidades, si w = 0, entonces
divw = ¢ = 0 y de la ecuacién (3.19) resulta:
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gb% —div(D gradwu) = f (3.20)

Esta ecuacidn la podemos plantear en forma mixta como:
( Encontrar s , u € Q x [0,7, tal que:
s = —Dgradu

gﬁ% +divs = f

con la condicién de frontera e inicial: (3.21)
u =1 en 9
S-n = w, en 00y

u(0) = Uy en 2 x {0}

Matemadticamente este problema tiene la misma estructura que el de flujo en
medios porosos estudiado en el Capitulo 2:

Encontrar u , p en £ tal que:

p K tu= —gradp+p g
(Con las condiciones de frontera:

= ?1)} en Oy

por lo que podemos aplicar la metodologia desarrollada en el capitulo anterior,
es decir la formulacién variacional, la aproximacién de elemento finito hasta llegar al
algoritmo de resolucién para el caso estacionario, ALG 1, el cual se puede implementar
computacionalmente. Interpretando el proceso iterativo como pasos del tiempo.
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3.6.2  Adveccion Dominanie

En el caso de adveccidn dominante la contribucién del término advectivo, w - grad u,
es mucho mayor que el término de difusién, lo que se logra cuando |w - gradu| >>

en la ecuacidn de adveccidn difusidn:

div(D gradu)

Qﬁ% —ediw(D gradu) + w - gradu + qu = f (3.22)

Cuando |w - gradu| >> div(D gradu)| — 0 el comportamiento de esta ecua-

cién tiende a ser de tipo hiperbdlico, pueden aparecer efectos de capa limite v discon-
tinuidades en el interior del dominio del problema. Cuando se hace la aproximacién
de elemento finito la matriz resultante no es simétrica debido a la contribucién del
término w - grad u. Esta es la razén por la que los esquemas numéricos estandard
pueden degenerar produciendo resultados alejados de la realidad. Mas precisamente
se ha comprobado que métodos de elemento finito estandard para problemas hiper-
bdélicos no trabajan bien en casos donde la solucién exacta no es lisa, si la solucidn
exacta tiene un salto discontinuo, entonces la solucidn de elemento finito exhibe gran-
des oscilaciones espurias atn en lugares lejanos de la discontinuidad, de tal manera
que la solucidn no es cercana a la exacta practicamente en ningun sitio. Esto es
de particular preocupacidén porque en muchas ecuaciones parabdlicas interesantes, la
solucién no es lisa.

Se han desarrollado métodos no estandard de elemento finito, con propiedades
de convergencia satisfactorios, como son los de "upwind”, "difusién a lo largo de la
corriente”, el de Galerkin discontinuo y otros que se aplican a problemas hiperbdlicos
de primer orden con poca difusién como lo es el de difusién adveccién cuando div(D

~

gradu) — 0. Y en el caso cuando |div(D gradu)| = 0, o sea cuando en la ecuacién

se anula el termino de difusidn y solamente tenemos el término advectivo, tenemos el
caso de una ecuacidn puramente hiperbdlica.

Como un ejemplo de modelo problema, consideraremos el caso estacionario:

Encontrar u € €} tal que:

—div(DVu) + w-Vu = f en {)
(3.23)
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Donde 2 € R® n > 1, con frontera 00 = 0Qp Uy, 0Qp Ny = 0, w
es el campo de velocidades conocido, % v ¢ son las condiciones de frontera Dirichlet
v Newman respectivamente, suponemos ademés que divw = 0en 2 vy w-n > 0 en

Oy

3.7 Formulaciéon Variacional

Multiplicando la primer ecuaciin de (3.23) por v, usando la formula de Green:

div(vDVu) = vdiv(DVu) + DVu - Vo (3.24)

Integrando por partes, usando el teorema de la divergencia e incorporando la
condicién de frontera Newman obtenemos:

f DVu - VudQ) — f gyvdo -+ f(w - VujodQ = f fvdQ2 (3.25)
9 0y 9 0

Entonces la formulacidn variacional primal del problema estd dada por:

Encontrar u € K5 tal que:

JoDVu - VodQ + [ (w-VuudQ = [, fodQ+ [, gyvdoQ (3.26)

V’UGKO

Donde K es el conjunto de espacios admisibles que satisfacen la condicidén de
frontera de Dirichlet prescrita % sobre 9Q2p :

Ka={ve H(Q):w="1endQp} (3.27)

H'(2) es un espacio de Hilbert - Sobolev, v € L(H'(), H% (%)) es el opera-
dor traza correspondiente, K es el subespacio lineal de () de funciones con traza
cero en 08p.

De la propiedad del término de adveccidn:

/(W -VuudQ > 0, Vo e Ky (5.28)
0

se sigue que los resultados cldsicos de existencia y unicidad de soluciones son
vélidos en este caso [10], es decir existe una tnica solucién para el problema (3.26).
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3.8 Aproximacién Estandard de Elemento Finito

Consideremos una familia de subespacios de dimensién finita V,, < HY(Q), h > 0
con dimensién my — oo cuando h — 0, y una familia correspondiente Ky, C Vj, de

conjuntos convexos que aproximan K. El problema discreto asociado a (3.26) es:

Encontrar u, € Ky, tal que:
fﬂ DV, - Vg, d + fﬂ w - Vg, df) (3.29)

= [, Jon,dQ + faﬂN gYR,d0Y,  Vup, € ko,

El cual es conocido como aproximacién interna abstracta. De la propiedad
(3.28), (3.29) posee una solucidn tnica, y bajo suficientes condiciones de consistencia
y convergencia para la familia {Ky, },., , el problema (3.39), define una sucesién
convergente en () a la sclucién de (3.26), es decir:

Lim [Jun — ) sy = 0 (3.30)

Como es conocido, bajo convergencia uniforme esta condicién es valida, pero la
presencia del término de adveccidn condiciona la capacidad de este esquema discreto

estandard para aproximar puntualmente la solucién exacta cuando |div( D grad u)| —
) -
Consideremos la aproximacién estandard discutida anteriormente:
Encontrar u, € Ky, tal que:
fo DV - Vi, dQ + [, w - Vg, dQ (3.31)

= [, Jon,dQ + faﬂN gYR,d0Y,  Vup, € ko,

Como una aplicacién procedamos a deducir las versiones en E™ del problema
discreto estandard en términos de una base de V;, es decir:

Vp = span {9011902a---a90mh} (3.32)

Fntonces, expresamos uy, ¥ vp, en términos de sus vectores coordenadas e y
3 € B™r obtenemos el problema discreto estandard:
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Encontrar e« € K™ tal que:

(3.33)
3 - (Aa+Ba)=3-b, V3 € kg

donde k™", y respectivamentre k'*, son las versiones en R™ de K, y de Kj,.
Las matrices A, B y el vector b, estan definidos para ¢ = 1, 2, ...my como:

Ay = / DV, - Vip,dQ (5.34)
0

By /W-Vﬁ,ojgoédﬂ (3.35)
o

biszsoid9+f 9700 (3.36)
0 e



Capitulo 4
CONTROL

4.1 Introduccién

En este capitulo, central en el presente trabajo de investigacidn, presentaremos al-
gunos elementos de andlisis convexo como son el de subdiferencial, subgradientes y
superpotencial para modelar el interior y las condiciones de frontera de un problema
no necesariamente potencial, con interior convexo, con valores en la frontera y res-
tricclones. Asi como el de dualizacién mediante la gréfica inversa del subdiferencial
para obtener la funcién conjugada o polar del superpotencial.

Aplicaremos estos conceptos a un problema donde los subgradientes son el
operador eliptico. Las restriccidnes y condiciones en la frontera son el superpoten-
cial. Entonces, mediante la formula de Green apropiada obtendremos la formulacidn
variacional primal global del problema. Posteriormrnte dualizando el interior, las con-
diciones en la frontera y las restricciones y mediante la formula de Green obtendremos
las formulaciones variacionales globales mixta v dual del problema.

Para comprender la potencia de este método vy para definir los espacios fun-
cionales donde tiene lugar, lo aplicaremos a un problema tipo.

Armados con esta tecnologia aplicaremos este método para el planteamiento y
formulacién de nuestro problema de difusién adveccién con control de contaminantes
en un fluido en medios porosos, modelando mediante subdiferenciales el interior, las
condiciones de frontera v las restricciones de control, obteniendo las formulaciones
variacionales primal v dual mixta del problema vy su aproximacién de elemento finito.

4.2 Elementos de Subdiferenciales y Andlisis Convexo

En términos generales las ecuaciones que gobiernan el interior, las condiciones de
frontera v las restricciones de un problema dado, pueden ser expresadas en términos de
subdiferenciales de funciones convexas. Las ecuaciones subdiferenciales corresponden
directamente a la formulacién variacional local del problema, desde la cual pueden
obtenerse formulaciones locales v globales alternativas.

Los conceptos fudamentales para la formulacidén variacional local son los de
subdiferencial de una funcién convexa y el de funcién conjugada convexa [3]. El
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subdiferencial de una funcién convexa es una generalizacion del concepto de derivada
y se define como sigue:

Sea f: R — RU{+oco} una funcién convexa, no necesariamente diferenciable,
con dominio efectivo:

D(f)={£ € R: f(§) < +oo}, no vacio y cerrado. (4.1)

Entonces se dice que f es subdiferenciable en un punto 1 € R si existe un
real n* € R tal que:

FO=fm+n€E—n)  VEER (4.2)

Esto es, f es subdiferenciable en 7, si hay una funcién afin & — f(n)+n*(£—n)
con pendiente n* y que pasa por f(n), cuya grafica estd bajo la gréfica de f (Fig.4.1).

f(5)

) 17 (& -m

J€)= fn)+7"(E-n)

Fig.4.1.- Tlustracion del concepto de subdiferencial.

El conjunto de reales 5*, llamados los subgradientes de f en 7, definen el
subdi ferencial de f en 1, que se denota 3f(n), es decir:

Af(m) ={n* € R: f(&) = f(n) +n" (€ —n) V¢ € R} (4.3)

El subdiferencial @f es monétono y, en general, un mapeo multivaluado de
R — 2E, 1a familia de subconjuntos de R.

Si f no es subdiferenciable en 7, entonces 8f(n) = 0, este serfa el caso si y

solo sin & D(f).
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f es diferenciable en 7 si y solo si tiene un unico subgradiente en 7, tal que
Of(n) = {f'n)}.

La funcién primitiva de df, es decir f, es llamada subpotencial o superpaten-

cial f.
4.2.1  La funcién conjugada convera

El concepto de funcidén conjugada convexa surge como una formalizacidn elegante
v general de los conceptos de dualidad v optimizacidén. La dualizacidn nos permite
agsoclar un problema dual con un problema variacional y estudiar la relacidn entre
estos problemas. Esto es usado en varios campos de las matemdticas aplicadas. En
mecdnica, los problemas primal y dual son dos formas bién conocidas de principios
de conservacidn.

En andlisis numérico, el problema dual puede ayudar a resolver el problema
primal, pero también nos habilita para encontrar una solucidén generalizada de pro-
blemas variacionales que no tienen una solucién clésica [16]

Para obtener la dualizacidén de las condiciones y restricciones de un problema,
lo hacemos mediante la conjugada convexa. La funcién conjugada convexa o funcidn
polar, la obtenemos mediante la grafica inversa del subdiferencial para obtener el sub-
diferencial de la funcién conjugada v mediante una integracién la funcién conjugada
convexa.

Sea f: R — R {+o00} una funcién convexa, su funcién polar o conjugada
convexa se define como [16]:

f* : RBR— RU{+oo} tal que:
(1)
&) = sup {7 - f(§)}; (cR

La cual es una funcién convexa con dominio efectivo D{ f*), no vacio y cerrado.
Del andlisis convexo tenemos el siguiente resultado, el cual es la base de la dualizacién:

Lemma4.1 Sea f: R — RU{+oo} una funcién convexa con dominio efectivo

D(f) # ) y cerrado. Entonces:

neD(f):n edfln) <0 eD(f):nedf(n) (4.5)

donde f*: R — R U {+oo}es la funcién conjugada (polar) de f.0J.
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4.2.2  Desigualdades variacionales

Por lo anterior, la grafica inversa del subdiferencial de f, 8f, es la grafica del subdi-
ferencial de f*, df*. De ahi que una ecuacién subdiferencial primal es caracterizada
por su ecuacién subdiferencial dual. De acuerdo con la definicién (4.3), las ecuaciones
(4.5) tienen la siguiente interpretacién:

e DU —f) =0 € —n)  VEeD)  siysdlosi:
(4.6)
o€ DU SE) W) =0l -0t VE D)

Las cuales son las desigualdades variacionales locales correspondientes, primal
y dual, en térninos de los superpotenciales f y f*.

4.3 Formulaciones subdiferenciales locales

Consideremos un problema de valores en la frontera no lineal y con restricciones, con
dominioc @ = QU I C R*, n = 1,2,3, este puede ser expresado en términos de
ecuaciones subdiferenciales locales (punto a punto) [17], [18], las cuales corresponden
directamente a la formulacién variacional primal local del problema:

w(z) € D(oz;-)) : —Pu)(x) + f(z) € 8d(x; ulz)), e, (47)

@) € D) : o)) € Dulmulz).  weon (48

donde P es el operador eliptico, v y % los operadores de frontera Dirichlet
y Newman respectivamente, f son las fuentes interiores y d¢(z;-) : R™ — 28" y
Op(x;+) + R* — 28" m n = 1,2,3 son los subdiferenciales locales que modelan el
interior, lag condiciones de frontera vy restricciones del problema. Suponemos que
para cada z € Q y z € 9Q los superpotenciales ¢(x; ) : R™ — R™U{+oo} v ¥(z; ) :
R™ — R™ U {+oo} son funciones convexas con dominio efectivo D(p(x;-)) C R™ y
D((x;-)) € B™ no vacios y cerrados.

De acuerdo a la definicién de subdiferencial (4.3), obtenemos las desigualdades
variacionales locales:



Formulacidn varlaclonal primal global 31

(u(z) € D(é(x;)
Plu)() - ((2) — u()) + dleso(a) — dlesule) > f(2) - (u(z) — ula))
Yolz) € Dig(z:), zecQ, (4.9)
Tu(e) € D((a: ) : b(y(le) — pr(ule) > L)) - (vla) — ula)),

| V() € D(w(x; ), x € 002

4.4 Formulacién variacional primal global

De la formulacién variacional local primal, usando para la integracidn por partes la
formula de Green [19]:

/Q Plw) vdQ = au,v) — fa Q%(U)-Wdaﬂa (4.10)
u € Vp={veV(Q):Pu) e},

donde a{u,v) es una forma bilineal, V() es un espacio de Banach reflexivo
densa y continuamente incrustado en L2(£2), obtenemos la formulacién variacional
primal global del problema:

Dado f € L3(Q), encontrar v € K tal que:
a(u,’u o u) + fQ @({L‘, U)dQ o fg ¢5($: u)dQ + fg QP(% ’Y{U)dﬂ o fQ ?P(ﬂ?: fyu)dﬂ

> fof (0~ wde

Yoe K
(4.11)

Donde el conjunto de campos primales admisibles es:

K = {v e V(Q): 6(50() € LNQ), (5 () € L)} (4.12)
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4.5 Dualizacién del problema

La formulacién variacional alternativa del problema es construida mediante la dua-
lizacién de condiciones y restricciones. Aplicando el Lemma 3.1 obtenemos las for-
mulaciones variacionales locales mixta dual del problema, de (4.7) y (4.8), usando

(4.5) :

Pla) + ) € D) (1.13)
u) € Op'(a-P@) + f@).  zeo,
D) € Dw): (414)

() € (e (@), @e o0

esta es la formulacién local dual de el problema. Expresdndola en términos de
desigualdades variacionales:

—P(u)(x) + f(z) € D(¢"(z;-)) :
¢"(z; —P)(x) + f(z)) — ¢"(@; —Pu)(x) + f(z)) 2 w(zx) - (=Pv)(z) + Plu)(z))

V- P)(z) + f(z) € D(¢"(z;)), z € Q,
(4.15)

Entonces, integrando por partes y usando la férmula de Green (4.10), obtene-
mos directamente la formulacién global dual del problema:

Encontrar w € K™ tal que
Q(Uvu) B a(uvu) + fQ ¢*($; *P(IU) + f)dQ o fQ ¢*($: *P(U) + f)dQ+ (417)

Jog ¥ (s~ (W))dDQ — [ (@ - L )ddQ >0 Yo K
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donde K* es el conjunto de campos primales dualmente admisibles:

- { v € Vp ¢ (a; —Pv)(z) + fla) € LNQ), = € } (4.18)

W (z; — 2 () (z)) € LHON), = € 80

4.6 Un Problema Tipo

Consideremos el problema de valores en la frontera con restricciones en el interior
dadas, con el operador eliptico P = —Au(z) + w(z) - Vu(z), el cual corresponde
al modelo matemético local, (punto a punto), del problema de difusién adveccién,
antisimétrico, con w(z) el campo de velocidades asociado, con una restricién u obs-
taculo interidr y valores en la frontera Dirichlet y Newman prescritos, de (4.7) y (4.8)
tenemos:

4.6.1  Formulacton variacional local primal

u(z) € D(@(x; ) = (€ € R & > hiz)}

Au(z) — w(z) - Vulz) + f@) € Oz u(z)) — { S{O}m 0, ;"((j)) ;2((;“)):
x € £,
(4.19)
yulz) € Dlx;-) = {u(z)}: %(I) € oY(x;yulz)) = B, z € 9Qp
(4.20)
yulz) € D(z;-)) = R: —%(a:) € O(x;yulz)) = {g(z)}, = € 9Qn.
(4.21)

Donde 9€t = 00, Uy v 0p MOy = 0, h es la restriccién u obstdculo
interior, U y ¢ son los valores en las fronteras Dirichlet y Newman respectivamente y:

A= Aulz) — w(z)  Vulz) + f(z) (4.22)

es una funcién de control a priori desconocida.



Un Problema Tipo 34

4.6.2  Formulacion variacional local dual

De acuerdo al Lemma4.1 la formulacién variacional dual local del problema es:

( Au(z) —w(z)  Vu(z) + f(z) € D(¢"(z;-)) ={ne R:n <0}:

u(z) € 9¢" (z; Aulzr) — wlz) - Vulr) + flz)) =

(4.23)
{hiz)}, Aulz) —w(z) - Vu(z) + flz) <0
[h(z), +00), Au(z) —w(z) - Vu(z) + flz) =0,
xc £
Ju .
) ¢ D) = R (4.21)
ule) € 9@ —o(w)) = (o)}, @ € O
) e D) - (G} (4.25)
yulz) € O (x; —%(a:)) =R, z€00n

De aqui, integrando por partes y utilizando la formula de Green las formula-
ciones variacionales primal y dual del problema son obtenidas de lag desigualdades
variacionales anteriores:

4.6.8  Formulacion variactonal primal

Encontrar w € K tal que:
FVP{ [ Vu- (Vo — VuldQ + [, w- Vuy — u)dQ (4.26)
> fo flo —u)dQ — me glyv — yu)doQ), Vv c K.

4.6.4  Formulacion variacional dual
( Encontrar uw € K* tal que:
o Vu- (Vo — Vu)dQ + [ w- V(v —u)dQ >

FVD (4.27)
— [, (A — Aw)dQ + [ hw - V(v — w)dQ

|+ fon, 052 — §2)do0, Vv e K*
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Donde K v K* son los conjuntos de campos primales v duales admisibles:

K = {veH'(Q) :v>henQ, ~v=~usobred{p} (4.28)
ve H(Q):
K+ = —N e L*Q), Au(z) —w(z) Vulz)+ f(z) <0en 2, 3, (4.29)

- g—z = g sobre 9y

con la regularidad fuerte de los datos:

(w, £, h, G, g) € Lo(Q)? x L3Q) x HXQ) x H(00p) x H(0). (1.30)

4.6.5  Formulacion variacional mixta

Introduciendo el campo dual sobre 9€2p :

splz) = %(m), x € 0§dp (1.31)

usando (4.23), (4.25) v (4.31) y aplicando la funcién de Green obtenemos la
formulacidén variacional mixta siguiente:

( Encontrar (u, 8,) € Kap % H3(0Qp) tal que :

fo Vu- (Vo = Vu)dQ + [, w- Vu(v —u)df
FV M,
> [, flv—uw)dQ+ fanD Sp{yv — yu)dod — meg(’ny — yu)dot, Vv € Kup,

| Sog, (7u — 70 (ry — ,)d0Q >0, Vr, € H-3(00p),
(4.32)
donde K:p, = {v € H'(2) :v > hen Q}. Introduciendo el campo dual \* =

Aul(z) — wlz) - Vulz) + f(z), = € Q, definido en (4.22), obtenemos la siguiente
formulacidn variacional mixta dual:

( Encontrar (u,A") € Kg x Scp ¢

Jo Vu- (Vo = Vu)dQ + [, w- Vuy — u)dQ
FV M; (4.33)
> folf =A%) (v —w)d — foo gy —yu)doR2, Yo € Ka,

| [, w)(pr — ANdQ >0, Vi € Se
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Aqui K3 es el conjunto de campos primales admisibles, que cumplen las con-
diciones de frontera Dirichlet. Y S< es el conjunto de campos duales admisibles, es

decir:

Ki = {veH'(Q):yw=4, sobre 8Qp } (4.34)
y
Sco = {n*¢ L2(Q) :n* <0, en Q1. (41.35)

Nota 4.l Haciendov =uL vy € Ky, Vipe Ky yvgy=v—ue Ky, Vv e K,
entonces la primer desigualdad variacional en (4.33) es equivalente a la ecuacién
variacional:

ue K

fQ Vu - VupdQ + fﬂ w - Vugd() = fﬂ(f — A vedQ) — fé‘QN gyvedoQ, Y € Ky
(4.36)

En las ecuaciones (4.33) y (4.36) hemos supuesto que la funcién de control
A" es conocida y es tomada en cuenta en la ecuacién (4.22) como una restriccién u
obstdculo interior v tiene la siguiente interpretacién:

X = Projg (X — plh —u)). (4.37)

donde p > Ues un pardmetro fijo y Projs_, es el operador proyeccién de LA(Q)
en el subconjunto convexo S<g, y es la base para derivar algoritmos de Uzawa en la
solucién de los problemas discretos asociados. [20], [ 21].



Capitulo 5

MODELO ESTACIONARIO DE DIFUSION ADVECCION CON
CONTROL DE CONTAMINANTES EN UN FLUIDO EN MEDIOS
POROSOS

En esta seccidn aplicaremos el método estudiado en el capitulo anterior al problema
de control de contaminantes en un fluido en medios porosos. Estableceremos dos tipos
de restricciones o controles, el control en el interior del dominio € y el control en la
frontera 9. El método consiste en modelar los mecanismos de control internos
y en la frontera en términos de ecuaciones subdiferenciales primales locales, a los
que corresponden desigualdades variacionales locales. Se realiza la dualizacidn de los
controles mediante la grafica inversa de los subdiferenciales. Mediante la integracidén
por partes y aplicando la funcién de Green a una combinacién de la formulacién
primal ¥ dual obtenemos la formulacién variacional global del problema.

Una vez con la formulacién variacional del problema, obtendremos la aproxi-
macién de elemento finito. Y la solucidn numérica usando algoritmos iterativos del
tipo Uzawa.

5.1 TFormulaciones Variacionales Locales del Problema de Control

En esta seccidn presentaremos las formulaciones variacionales del problema de control
de contaminantes en acuiferos los cuales estdn asoclados con la ecuacidn de difusidn
adveccldn estacionarias

—div(Dgradu) + w - gradu + qu = f, en (5.1)

donde 2 C R*, n = 1,2,3; u es la concentracién del contaminante, D es el
tensor de difusién dispersidn, el cual es simétrico y uniformemente positivo definido,
cuya norma ||D gradu|| . tiende a cero cuando la adveccién es dominante, f son
las fuentes de contaminantes, w el campo de velocidades, gu son fuentes o sumideros
del fluido con contaminante, las cuales nos pueden servir como medios de control,
estamos suponiendo que el fluido es incompresible.

Tomaremos lag siguientes restricciones:
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1°.- Queremos que la concentracidén de contaminantes, para cada punto en el
acuifero, este comprendida entre dos valores, ¢; y ¢g, es decir: 0 < ¢; < ul(z) < ¢z,
xr € (L

2.-Que la concentracidn, o el flujo de contaminantes este en un rango prefijado
en una parte de la frontera, es decir control en la frontera.

5.1.1  Formulacion variacional primal

Siguiendo con el método de los subdiferenciales locales, estudiado en la seccién ante-
rior, un problema general de control, que satisface las restriciones Impuestas, con un
mecanismo de control, desconocido a priori, puede ser expresado en términos de una
ecuacién subdiferencial primal:

u(z) € D(o(x, ")) :
(5.2)
div(D(z)gradu(z)) — w(z) - gradu(z) + f(z) € d¢(x,u(z)), x €,

donde ®(¢(x,-)) C R es el conjunto de campos primales admisibles para cada
r € ), que satisfacen las restricciones de control y d¢(z,u(z)) : B — 2% es un
subdiferencial mondétono que modela un mecanismo o accidn de control interior, cuyos
subgradientes p*(z) € d¢(x,u(z)) son fuentes de control, desconocidas a priori, tal
que:

—div(D(z)gradu(z)) + w(z) - gradu(z) = f(z) — p*(x) x e (5.3)
o lo que es lo mismo:

p*(z) = div(D(z)gradu(z)) — wiz) - gradu(z) + f(z) (5.4)

De la definicién de subdiferencial tenemos:

Op(x,u(z)) = {¢" € R: ¢(z,8) = oz, ulz)) +¢"(§ —ulx), V¢ eD(d(z, -2%}5)

donde ¢(xz, ) : R — RU{+oo}es el superpotencial convexo con dominio efecti-
voD(p(x, ) ={& € R: ¢(x,&) < +oo} . Entonces el problema (5.2) es caracterizado
por la desigualdad variacional:
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u(z) € D(o(x, 7)) :
{—ediv(D(:t:) gradu(z)) + w(x) - gradu(x)} {v(z) —u(z)} + (2, v(z)) — ¢(z, u(x))

~

> fl@){v(@) —u(@)},  Yu(z) €D(p(z,), T,
(5.6)

Control en el interior

Consideremos una restriccion tipica de control, que la concentracién de contaminan-
tes, para cada punto en el acuifero, este comprendida entre dos valores, ¢; vy cq, es
decir: 0 < ¢ < u(z) < co, x €4, entonces:

u(z) €D(p(z,-)) ={£ € R:e1(x) < ulz) < ea(a)}, x €, (5.7)

entonces el superpotencial asociado a estas restricciones es la funcién indicatriz
del conjunto convexo [c¢1(x), co(z)] (Fig.5.1):

10, elz) <ulz) <cofx
. 5) = Tioreson = { g "L El) = ) 59
D(x;u(x))
[ c, u(x)

Fig.5.1.- Superpotencial que modela las restricciones
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El mecanismo de control es modelado por el subdiferencial dado por (Fig.5.2):

(—00,0], wulx)= clgz:),
p(e) € oty 4 ol o) E ) o) (59
(), en otro caso.

ad(x;u(x))

%1 & u(x)

Fig.5.2.- Subdiferencial de control en el interior

En la referencia [18] podemos encontrar otras restricciones y mecanismos de
control identificados con gréficas monétonas maximales.

Control en la frontera

Consideraremos ahora las condiciones de frontera y las restricciones de control en la
frontera. En forma general ellas son expresadas como:

yu(z) € D(eb(z,-)) : — g:“/‘( ) € dv(r, yulr)),  x €N, (5.10)

donde vyu es la traza, el valor Dirichlet, del campo primal « en la frontera, 952,
del dominio Q, D(¢(x,-)) C R es el conjunto de trazas admisibles y oy (x, vu(z)) :

R — 2% es el subdiferencial monétono que modela un mecanismo de control de
frontera, cuyos subgradientes:

—%(g:) = —D(x) gradu(z) - n(z), (5.11)
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corresponden a los posibles valores del flujo normal, los valores Newman, de

u a traves de la frontera 0€2. Sigulendo el método de subdiferenciales el problema
(5.10) es caracterizado en términos del superpotencial ¢(z,-) : B — BU{ 400} como:

vulz) € D(W(z, ) :

Pl o)) — bl yule) > ~2(e) [yo(e) — yulz)s,  Vyle) € DO, ), @ € O,

Condiciones de frontera Dirichlet

S8i, en particular, suponemos condiciones de frontera Dirichlet @ prescritas en una
parte de la frontera 9Qp entonces :

yu(z) € D(p(z,-)) = {u}: —%(a:) € Mp(z,yulz)) = R, z € 0Qp,  (5.13)

lo que nos conduce a la desigualdad variacional correspondiente:

yulz) € {u}: 0> —%(a:) {yo(z) —vyulz)}, VYyw(z) e {ur, z€0Qp.  (5.14)

Condiciones de frontera Newman

Si una condicidn de frontera Newman, g, es prescrita en otra parte de la frontera,
Oy, tenemos:

ou

yule) € DWy(z,-)) = Rt —o-(2) € dy(z,yule)) = {g}, 2 € 0y, (5.15)

que nos conduce a la desigualdad variacional:

yu(z) € R g(z) {w(z) — yulz)} = —%(9«“) {yw(z) — yulz)} Yy(z) € R, z € 0.
(5.16)
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Notemos que en (5.15) el flujo normal a la frontera —$%(z) € Ry en (5.13)

la traza yu(xz) € R aparecen respectivamente como condiciones de frontera com-
plementarias v son a priori desconocidas. También los superpotenciales Dirichlet
Yp(x,') = L), e la funcidén indicatriz del cojunto convexo {u(zx)}y Newman

Ya(z,-) = g(z)(-), la funcién lineal con pendiente g(x). Entonces las desigualdades
variacionales toman la forma (5.14) y (5.16).

Condiciones en la frontera de control

En el resto de la frontera 82 = 90\ (0Qp U 6y ), supondremos que es impuesta
una restriceién de control general, es decir:

yu(z) € D(o(z,-)) : ——y(:c) € O (x, yulz)), x e 0. (5.17)

cuya desigualdad variacional es:

yu(z) € D(elz, ) :

ol yole) — Pela,yule)) > — %) (y(a) — yule)}, Vyo(e) € Dbe(e,-), @ € 8.
(5.18)

Formulaciones Subdiferenciales Duales

Siguiendo con el método de subdiferenciales, hacemos la dualizacidn de las restric-
ciones de control mediante la gréfica inversa de sus subdiferenciales. s decir para el
superpotencial f : R — RU{+0oc}, una funcién propia, convexa y semicontinua, con
subdiferencial 8f : R — 2f. Aplicamos la equivalencia (Lemma 4.1):

qeD(f): ¢ €df(g) = ¢ €D(f):qedf (q) (5.19)

donde 8f* : R — 2% es el subdiferencial monétono de f*, la funcién conjugada

de f.

Entonces, utilizando la definicién de p*, la funcién fuente de control dual, la
formulacién subdiferencial dual del problema primal esta dada por:

pi(x) € D(¢*(z,) s ulx) € 8¢ (z;p*(z)), z e, (5.20)
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donde 9¢™(x;-) : R — 2% es el subdiferencial de la funcién cojugada de ¢(z, -),
&' (x,-) : R — RU{+4o00}. Como antes, de la definicién de subdiferencial y de la parte
derecha de (5.19), obtenemos la desigualdad variacional dual:

p'(x) € D(p(z,)):
(5.21)
¢'(x;q" () — " (s p"(x)) = wl(x)(q"(x) —p*(2)), Yg'(2) € D(¢(x,-)), v €

En el ejemplo (5.7) - (5.9), la formulacién dual toma la forma (Fig. 5.2):

p'(z) € D(¢'(x,7)) = R:

(5.22)
{a@}. p') <0

u(e) € 06 (esp' () = { [ale),ea()],  p'() = O
{e@)}, p@) >0

Fig.5.2.- Subdiferencial dual.

con superpotencial dual:

(z:px(x)) = ( <0
o' (w3 p * () { co(z)p (z), p*(z) >0 (5.23)
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¢"(x; p"(x))

Fig.5.3.- Superpotencial dual.

Enseguida introducimos el flujo normal como la funcién de control de frontera:

s*(z) = —%(:{:), z € g, (5.24)

y denotamos por 9y (xz;-) : R — 2%, el subdiferencial de la funcién conjugada
de ¢,(x;-), ¥i(z,-) : R — RU{+0o0}. La ecuacién subdiferencial asociada es:

$(0) € W) vula) € (w55’ (x)),  wE M,  (5.25)
cuya desigualdad variacional es:
s*(x) € D(Wy(x;-)) :

Vole,r(x) — Yol s (1) 2 yul@) {r(z) — s*(x)},  Yr'(z) € Dz, ), z € .
(5.26)

5.2 Formulaciones Variacionales Globales Primal y Mixta

Para construir las formulaciones variacionales globales primal y mixta, de los proble-

mas de control interno y en la frontera, continuamos aplicando la metodologia antes
mencionada.
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5.2.1 Formulacion variacional primal

Para la formulacién variacional global en los espacios de Sobolev requerimos la si-
guiente regularidad fuerte para los datos:

(D, w, [, g) € Wh(Q) x L¥(Q) x L3(Q) x H2(8Qp) x HI(0Qy).  (5.27)

La formulacién variacional primal de el problema sigue de lag desigualdades
variacionales (5.6), (5.12), (5.18), (5.14), (5.16) 4 (5.17). Integrando y aplicando la
formula de Green:

Encontrar u € K tal que:
foDVu- (Vo — Vu)dQ + f,w- Vu(v —u)dQ + [ é(z;0)dQ — [ ¢(x;u)dQ

+ fanc , (; y0)dOQ — faﬂc 1, (; yu)dOQ > fﬂf(fu —u)dQ) — fanN g(yv — yu)doQ,

Yo e K,
(5.28)

donde K es la familia de campos primales admisibles, log cuales satisfacen las
restriccionas de control internas v de frontera v las condiciones de frontera Dirichlet,
es decir:

v e HY Q) v(x) € D(p(z,-)), x €,
K= yu(z) € Dy (z; ), x € 9, (5.29)

yo(z) = ulz), x € 0§dp
Para garantizar la existencia y unicidad de la solucidn del problema primal
(5.28), (ver referencias [18], [20]), junto con la regularidad de los datos, suponemos

que el campo de velocidades w satisface la condicidén de compatibilidad en la frontera
Newman:

wiz) - n >0, x € 0y (5.30)

Esto es, la frontera Newman es una frontera de flujo saliente. Entonces la
forma bilineal no simétrica del problema es K — coerciva.
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5.2.2  Formulacion Variacional Mixta

Procediendo como ariba, de las desigualdades variacionales locales duales (5.21),
(5.26) y las primales (5.14) y (5.16), obtenemos la siguiente formulacién variacio-
nal mixta global del problema con restricciones de control dualizadas:

Encontrar (u,p*,s*) € Ky x €7 x Cp tal que:
foDVu- (Vo — Vu)dQ + [, w- Vu(v —u)dQ
> folf =) v —wdQ = [ g(yv — yu)ddQ — o s* (0 — yu)doQ, Yo € Ky

[ 0" (@ q*)d — [, ¢* (s p*)dQ2 > [ ul(x)(g* — p*)dQ, Vg* € Cf,

L Joq, Vel@, r)dOQ — [y wi(z,s%)dOSt > [y, yulr' —s'}doQ, vr* € Cp
(5.31)

donde los conjuntos de campos admisibles primales y duales estdn definidos
respectivamente por:

Ka = {ve H'(Q) :y(z) =u(x), z € 0Qp}
Yy
Cr = {¢' € *(Q): ¢'(z) € D(¢*(x,"), v € Q} (5.32)

Cp = {r*c L?(00) :r(z) € DWe(z,"), 2 € 8} .

Es importante notar que por virtud de la estructura del campo primal K,
v = uTtuv € Ky, Vog € Ky, y viceversa, g = v —u € Ky Vo € Kj. Entonces
la desigualdad variacional primal en (3.74) es equivalente a la igualdad variacional
estandard:

fo DVu - VuedQ + [, w - VuigdQ
(5.33)
= [o(f — p*JvodQ — me gyvpd — faﬂo s*ypd 02, Vo € Ko,

Concluimos esta seccidn observando que el proceso de dualizacién de las res-
tricciones de control interno y de frontera ha partido el problema no lineal original,
en tres problemas acoplados, un problema primal lineal v dos problemas duales no
lineales simples. Esta estructura separada es de interés para construir esquemas de
elemento finito mixto.
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5.3 Aproximaciones de Elemento Finito

Sobre la base de las formulaciones variacionales realizadas en el parrafo anterior cons-
truiremos aproximaciones de elemento finito primal v mixta del problema de difusién
adveccidn.

5.8.1 Aproximaciones de Flemento Finito Fstandard

Introducimos las aproximaciones internas abstractas de los problemas variacionales
(5.28), (5.31) y (5.33) [16], [20] v [21]. Sean V},, < HY(), U, < L2(2) y Wy, € L2(89Q¢)
tres familias de aproximaciones internas, con pardmetro A > 0, y dimensiones my,
Th Y Sp — OO cuando i — 0. Sean K, C Vh, Kﬁ,h . Vh, CI,h C U, Y CB,h C W,
las cuatro familias correspondientes de subconjuntos convexos, aproximaciones de los
subconjuntos convexos de campos primales admisibles K ¢ H'(Q), Kz ¢ HY{() v
campos duales admisibles C; C L2(Q) y Cp C L?*(89¢) definidos en (5.32).

Entonces asociamos al problema primal, la aproximacién interna de elemento
finito:

Encontrar u; € K3, tal que:
fo DVuy - (Vo — Vup)dQ+ [ w - Vup(vp, —ug)dQ + [ d(z;v5)dQ — [, 0 (@;up)dQ

+ fanc V(5 yon)dOSY — fanﬂ (@ v ) dOQ

[ = fg flvp —up)d2 — faQN g(yun — yup)dodfd, Yo, € Kp,
(5.34)

De la misma manera asociamos al problema mixto la aproximacidn interna de
elemento finito:
( Encontrar (up, pj,, s3.) € Kanr % Crp x Cpy, tal que:
Jo DV - Vg, dQ 4 [ W - Vgt pd$2
= [o(f — pi)vo,,dQ — fé‘QN gy, dOY — fé‘ﬂo s*yug, dOSY, Vg € Ko,
Jo " (@ q5)d2 — [, ¢*(2;03)dQ = [ un(af, — p3)dQ, Vg;, € Crp,

| faﬂo gz, r))doQ) — fmo ez, 85)dot > fé‘Qo yu{ry —sptdoQd, Vri e Cgp.
(5.35)
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Ahora identificamos los subespacios de dimensién finita de la aproximacién

interna con los subespacios de elemento finito. Sean Vi, U, v W}, generados por las
funciones base globales de elemento finito conforme, [23], [24], es decir:

Vi, = span{gl,gz,ga,...,gmh}CHl(Q),
Uh - Span{é-lag%g?ﬂ'“a‘frh}CLQ(Q)? (536)

Wh = Spa‘n{XhXZaXBa'"quh}CLZ(aQC)'

Introduciendo los vectores coordenadas relativos a las bases (5.36): a0 € B™,
A" e Ry p* € R dewup € Kap, 0, € Crany sp, € Cpp. Entonces la versidn

estandard de elemento finito de los problemas discretos primal (5.34) dada por:

Encontrar e« € K™ tal que:

{A+Bla-{8-a}+d3) —dla)+vc(B) —vela) 2{f —g} - {B-a}, VBe K™

(5.37)
y mixto (5.35) dada por:
( Encontrar (e, A*, p*) € K2 x 7 x C@ tal que:
(5.38)
¢'(n*) — ¢ (A") = Cae {n"=A"},  Vp'e P,
(| Vo) —Yo(p) 2 Da - {v* — p'}, w* e Cg.

Aqui K™», K™ K™, C" y C}} son las versiones coordenadas de Ky, Kip, Kop, Crp
y Cpn respectivamente y las funcionales, vectores y matrices estdn definidas para:
,i=12 ... myr=12_..rp,yvs=12 .. 8, como:

Ay = f DV, - VEd,
0

Q
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HB) = f ;S BiC ),
Q2 i=1
v (8) = (2 Y Bi¢,)dow,
M i—1
(5.39)
fo= [ f¢do,

G f g7¢,;dose,
8QN

En un caso particular podemos considerar que el dominio £ C R™ puede ser
descompuesto en N elementos simples:

N
a=]JE, N E={0sir+#s, (5.40)
r=1

donde I, es el interior de del 'ésimo elemento finito F,.. Definimos las funcio-

nes base {C11C27C37 "'7Cfm,h} C Vh? {517527631 ""é-?"h} C Uh? {XlaXZuXBu"'JXsh} C Wh

como la interpolacién global Lagrangiana de funciones de elemento finito de tipo (1)
y tipo (0), caracterizadas como sigue:

Vi = {v, € C(Q) 1 vpp, € Pai(Er), r=1,2,...N} C H(Q)
Un = {rie L(Q) iy € Poo(Ey),  r=1,2,.,N} (5.41)

Wy = {q. c L*(09¢) : Girog roa, € Po(0E, N0Q:), r=1,2,..,N}
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Esto es las funciones de Vj, son globalmente continuas y lineales por partes,
mientras que las de Uy, v W3, son discontinuas y constantes por partes.

5.4 Algoritmos de Resolucién Tipo Uzawa

En esta seccidn establecemos los algoritmos de solucidn de tipo Uzawa para los es-
quemas de elemento finito vistos en la seccidn 3.1. Estos algoritmos siguen de las
desigualdades en (5.37) y (5.38), en términos de problemas de optimizacidn asociados
a gréaficas de proximidad. Los teoremas de convergencia serdn establecidos por su
relacidn con problemas de punto fijo de operadores resolventes, 1dentificdndolos con

los algoritmos ALG 0y ALG 4 de Gabay [27].
5.4.1 Algoritmos del tipo Uzawa

Sea Y un espacio de Hilbert. Una gréfica de proximidad Proz, : Y — D(A) C Y,
relativa a un funcional propio inferiormente convexo semicontinuo, A : Y — RU{oco},

es definida, [28], como :
_ _ - Lo
2 —x = Prozp(z) = arg(ye%lzfm {2 |y — 2[5 + A(jy)}) (5.42)

con el correspondiente problema de Euler Lagrange:

Encontrar x € D(A) tal que :
(5.43)
(fL' —&5HY - fﬂ)y + A(y) - A(fﬂ) = 0, Vy = Q(A)

Fn nuestro caso A es la funcién indicatriz del conjunto cerrado convexo €, la
gréfica proximal corresponde a la proyeccidn de Y hacia € : Proye : Y — € C Y.

Entonces, multiplicando las desigualdades en (5.42) y (5.43) por un pardmetro
fijo arbitrario p > 0, de acuerdo con (5.45) y (5.46) obtenemos los siguiente proximales

[26] y [30];

a = Prozyg iy, 41,m,)(@ — p(Aa + Ba —f +g)),

A" = Prozye (A" + pCa), (5.44)

&

B = Prox,y: (" + pDa).

De (5.37) y (5.38) obtenemos los siguientes algoritmos iterativos del tipo Uza-
wa, donde el pardmetro p > 0 es escogido mediante criterios de convergencia:
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Algoritmo ALGO:
Dado a® € K™y conocido o' € K™ caleular o™t € K™ {al que:  (5.45)

ot = Prozyipry +1,m,) (@ — p(Aa’ + Ba' — f + g))

Algoritmo ALG4 .
Dados (A, ph) € O x Cg, y conocidos (A, p3) € CFF x Cg, 1> 0,
caleular of € K"y (M. puf) € Cfr x O tal que
(5.46)
[A+Bia!-g={f-g-C'N -D'} -8, VBekKky"
A = Proz,e- (A + pCalt),

iy = Prozy: (pf + pDa').



Capitulo 6

MODELO EVOLUTIVO DE DIFUSION ADVECCION CON
CONTROL DE CONTAMINANTES EN UN FLUIDO EN MEDIOS
POROSOS

En este capitulo, para el problema evolutivo de control de difusidén y adveccidn de
contaminates en un fluido en medios porosos, el cual es no lineal y no potencial,
seguiremos con la misma metodologia, vista en el capitulo anterior, para construir los
modelos de control y sus correspondientes formulaciones variacionales, asi como las
aproximaciones de elemento finito y log algoritmos de resolucidén numeérica.

En primer lugar modelaremos los mecanismos de control en el interior y en
la frontera mediante ecuaciones subdiferenciales locales, procediendo a construir las
formulaciones variacionales, pseudoinstantdneas, globales primal y mixta, la tltima
con restricciones de control dualizadas, las cuales serdn la base del andlisis v los
esquemas numericos.

Enseguida introducimos la aproximacion abstracta interna semidiscreta para
construir los modelos de elemento finito.

En relacién con la discretizacidn en el tiempo, aplicamos el esquema semi-
immplicito de Euler al modelo primal de transporte y el esquema ¢ de punto medio
al modelo mixto. El esquema semi-implicito es identificado con un algoritmo de
proximidad v en el caso de que los datos y el control sean independientes del tiempo
coresponde a un algoritmo primal tipo Uzawa ALG 0, como en el caso del problema
estacionario de control visto en el capitulo anterior. Un algoritmo de resolucidén tipo
Uzawa es formulado para el esquema # de punto medio mixto, via operadores de
proximidad, correspondiendo al agoritmo mixto de tipo Uzawa ALG 4.

6.1 Formulaciones subdiferenciales locales del problema evolutivo con
control

En esta seccidn presentaremos las formulaciones variacionales del problema eveolutivo
con control de contaminantes en acuiferos los cuales estdn asociados con la ecuacidn
de difusion adveccidn:
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0
@53_?: — div(D gradu) + w - gradu + qu = f, en 2x (0,7 = ¢ (6.1)

donde  C R™, n = 1,2,3; [0,T] es el intervalo de tiempo, T' < +00 , u es
la concentracidn del contaminante, D es el tensor de difusidn - dispersién, el cual es
simétrico y uniformemente positivo definido, cuya norma ||D grad u| .. — 0 cuando
la adveccidn es dominante, f son las fuentes de contaminantes, w el campo de veloci-
dades, gu son fuentes o sumideros del fluido con contaminante, las cuales nos pueden
gervir como medios de control, estamos suponiendo que el fluido es incompresible.

Similarmente tomaremos las siguientes restricciones de control:

1°.- Queremos que la concentracidén de contaminantes, para cada punto en el
acuifero y para cada tiempo, este comprendida entre dos valores, 1 v c3, es decir:
0<ec <wulz,f) <c,zcQ,tc[0,7T].

2.-Que la concentracidn, o el flujo de contaminantes este en un rango prefijado
en una parte de la frontera, es decir control en la frontera.

6.2 Mecanismos de control interior

Siguiendo con el método de subdiferenciales podemos expresar el problema de control
asociado a la ecuacién (6.1) en la forma abstracta:

u(z,t) € D(p(z,t:)):

——= — div (D(z) gradu(z,t)) + w(z,t) - grad u(z, t) + f(z,t) € Od(zx,t;u(z,t))

(6.2)
(z,0) € Qx[0,T=0Q

donde 8¢(x,t : -) : B — 2f es un subdiferencial mondtono que modela el
correspondiente mecanismo interior de control respecto al conjunto convexo de valores
primales admisibles ®(p(x,t : -)) = {n € R: ¢z, f;n) < +oo}, ¢zt ) : R —
RU{+ o0} es el superpotencial que modela las restriceiones de control. De la definicién
de subdiferencial obtenemos la desigualdad variacional:
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ulx,t) € D(P(z,t:4)):

{%ﬁ—’q — div(D(z)gradu(z, t)) + w(z,t) - gradu(z, t)} {v(z, t) —ulz,t)}

(6.3)
+o(x, tv(z, 1) — ¢z, tul(z,t)) = flo,t) {v(z,t) —ulz,t)}
Vu(e,t) € D(é(a.t: ), (n.1) €Q
De acuerdo con el método de los subdiferenciales dualizamos las restricciones

de control mediante la gréfica inversa de sus subdiferenciales. Es decir aplicamos la

1dentidad de Fenchel:

nc Dz, t:)):n" €cdp(x,t:n) = 0" c D@ (z,t:)):n O (z,t:7n") (6.4)

donde 8¢*(z,t : n*) : R — 2%, es el subdiferencial de la funcién conjugada
convexa de ¢(z, % : +) definida como:

gb*(ﬂ,‘“,t : T."*) :SU.E {7?*7? - gb(l‘vt : )} (65)

ne

Introducimos la funcién de control o campo dual:

p*z,t) = —%—}—div(D(m) gradu(z,t)) —w(z, t)-gradulz, t)+ f(z, 1), (z,t) € Q

(6.6)

obtenemos la formulacidn dual local:

P'(@,0) € D (2,6)) s ula, ) € 09 (e, 50 (2, 0), (@D EQ  (B)

la cual es caracterizada por la desigualdad variacional, dual a (4.3):

p*(x,t) € D{(P*(x,t:)):
ozt q*(a,t)) — &z, p(x, 1) > ulz, ) {q"(z,t) — p*(z.1)} (6.8)

Vg (z,t) € D(P*(z,t: ), (z,t) € Q
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6.2.1 Ejemplo 6.1 Un conitrol en el mterior

Consideremos las tipicas restricciones de control:

w(z,t) € D(p(z,t;-) = {ulz,t) € R:e1(z,t) <wulz,t) <colz,t)}, (6.9)

donde ¢1(z, 1) y ca(z, t) son cotas inferior y superior impuestas al campo primal
u(z,t). Kl correspondiente mecanismo de control monétono es de la forma:

( (00,0, u{z,t) = cy(z, 1),
{0}, cr(z,t) <wu(z,t) < cofz, i),
p'(z,t) € 0¢(z, t;ulx, 1) = (6.10)
[0, 400}, u(z, t) = ealz, t),
L &, en otro caso,

Aqui 8é{z,t,-) : B — 2% la funcién de control escogida es el subdiferencial de
la funcién indicatriz ¢(x,%,-) : R — R J {400} definida como:

0, ci{z,t) <ulz,t) < ez, t),
Gz, t;ulz,t) = (6.11)

400, en otro caso.

Entonces la formulacidn variacional subdiferencial dual es:

p(z,t) € D(¢*(z,t5-)) = R

{Cl(ﬂi, t)} ? p*(:c,t) < 0,
(6.12)
u(z,t) € 0¢*(z,t;p*(2,1) = | [ealz,t),e2(2,t)],  p'(z,8) =0,
{CQ(SC': t)} ? p*(:c,t) >0,
con superpotencial dual:
Cl(ﬂi,t)p*(fﬂ,t), p*(ﬁ,"‘,t) <0,
¢*(z,t;p"(2,t)) = (6.13)

eolz, t)p*(x, t), p*(z,t) > 0.
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6.3 DMecanismos de control en la frontera

Similarmente, respecto a las condiciones de frontera y a las restricciones de control
en la frontera, podemos caracterizarlas en términos de ecuaciones subdiferenciales de
la forma general:

dulx,t)

5 c OY(x, t;yulz, b)), (xt) € 3 =00 x (0,7,

(6.14)

donde yu es la traza Dirichlet del campo primal w v 8¢ (a,£;-) : R — 28 es el
subdiferencial mondtono cuyos subgradientes:

yulz,t) € D(Ple,1;)) : —

ou(z,t)
dv

son los valores Newman posibles de u en la frontera Y. La desigualdad variacio-
nal equivalente, en terminos del superpotencial de frontera ¥(z,t: ) : R — RU{+o0}

= D(z)gradu(z,t) - n(zx), (z,t) e X (6.15)

[ScH

yule, 1) € Dz, t;)) -
W, ts(z,1) — b, tsyule, ) = —24e (y(e ) —qyu(e,t))  (6.16)

Vyv(z,t) € D0z, t;-)), (z,t) e X

6.5.1 Condictones de frontera Dirichlet

Consideremos que una condicién de frontera Dirichlet & es prescrita en una parte de
la frontera ¥, es decir ¥p = 0Qp x (0,77}, particularizando (4.18):

wiz,t) € D(ple,t;) ={uz,t)}: (6.17)
Bugz,t) c Oplx,t;yulz,t)) = R, (z,t) € Xp

donde el superpotencial ¥, (z, ¢ ; -) es la funcién indicatriz del conjunto {u(x, )},
entonces la desigualdad variacional correspondiente es:

yule,t) € {u(z,t)} -

0> 282D ooz 1) — yulz, 1)} Vyv(z, t) € {a(e, )}, (z,1) € %
(6.18)
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6.53.2 Condiciones de frontera Newman
Consideremos que en otra parte de la frontera %y = 98y x (0,7 tenemos prescrita

una condicién Newman, g = D(z)gradu(z,t) - n(z),con:

’Yu(xvt) = @(wN(xvt;')) = R:
(6.19)

_ouet) ¢ gy (a, b yule, ) = {g(z, B}, (2.t €T,

aqui el superpotencial 9 (,¢; ) es la funcién lineal g(z,t)(-) y la desigualdad
variacional que lo caracteriza es:

yu(z,t) € D(y(z,t;)) = R:
{g(a,t)} {pu(z,t) — yulz, )} > — 22D Lon(z, 1) — yu(z,1)} (6.20)
Vyu(z,t) € R, (z,f) € Xy

6.5.83 Conirol en la frontera

Para conpletar la formulacién variacional local del problema suponemos que en el resto
de la frontera ¥p = Q¢ x (0,7, donde 9Qy = JN N U 90y, actia un control
de frontera generalizado, con superpotencial dado por ¥ (z,f: ) : B — RU {+oo},
(z,1) € Y. Dualizando estas restricciones y aplicando la identidad de Fenchel a la
ecuacién (6.14) restringida a ¢, obtenemos la ecuacién subdiferencial dual:

s €Dz, t;))  yulz, t) € OYplx, t;s*(x, 1)), (x,t) € Yc (6.21)

donde s* es la funcién de control en la frontera definida por:

du(x, t)
ov
y ¥z, t;-): R — RU{+o0} es el superpotencial de frontera conjugado. La

s*(x,t) = — (z,t) € X¢ (6.22)

desigualdad variacional dual correspondiente es:

s € D((at;)
bla,tirt(@,0) — 05l tis (2,) > yule,t) (1 (a,0) — s*(@,0)} (6.23)

Vr*(z,t) € Doz, t; ), (z,t) € Y.
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6.4 Formulaciones variacionales globales primal y mixta:

Para construir las formulaciones variacionales globales primal y mixta del problema de
control en el interior y en la frontera, seguimos aplicando la metodologia de Alduncin

G. [3]

Una vez que las formulaciones variacionales locales han sido dadas, procedemaos
a construir las formulaciones variacionales globales en espacios de Sobolev, para esto
requerimos en primer lugar la regularidad fuerte siguiente para los datos:

(D, w, f.4,9) ¢ Wh°(Q) x L2(0,T; L) x L3(Q) x L2(0,T; H1(00p)
xLA0,T: H?(80y)), Q@ = Qx[0,T). (6.24)

6.4.1 Formulacion variacional primal

A partir de las desigualdades variacionales locales (€.3), (6.18), (6.20) v (6.16) res-
tringida a Y, con condiciones de frontera Dirichlet (6.17),Newman (6.19) y datos
iniciales uy € H1(Q). Integrando por partes y aplicando la férmula de Green (4.10),
[3], [19], obtenemos la formulacién variacional primal pseudoinstantédnea del problema
evolutivo con control interior y en la frontera:

( Encontrar w € 8, con w(0) =ug € K(0) y £ € (0,7, w(t) € K{1) :
o %ﬂ {v(t) — uw(t)}dQ + [(D(z) gradu(t)) {gradv(t) — grad u(t)} dQ
+ [, w(t) - gradu(t) {v(t) —u(t)}dQ+ [, 6( NdQ — [ o(tult))d  (6.25)
Lo et ()00 — [, et u(t))d00
L > Jo f( ()} dQ — fﬂ () {~ro(t) — yu(t)} dOQ, Yu(t) € K(1)
donde 8 = {v e L*(0,T; HY(Q): 3 € L*(Q)} vy K(t) cont € [0,T] es la
familia de campos primales admisibles, las cuales son funciones en el espadio de

Hilbert-Sobolev () que satisfacen las restricciones de control en el interior y en la
frontera, asi como las condiciones de frontera Dirichlet y Newman y se definen cono:

v e HY Q) v(z) € D(d(z,t;)), x€Q, y
K1) = (@) € Dele,t), 7€, y (6.26)

yo(x) = ul(z,t), x € 08p



Formulaciones variacionales globales primal v mixta: 59

6.4.2 Feuacton subdiferencial primal global

Consideremos, para toda ¢ € (0,7), los operadores variacionales lineales continuos A,
B(t) € LIHY(Q), (HY(Q))") asociados a las formas bilineales de difusién y adveccién
del problema:

(Au,v) = / DVu - Vv dQ, u,v € HHQ) (6.27)
194

(B(t)u,v) = /Qw(t) - Vu v dS, u,v € HY(Q) (6.28)

y a la forma lineal continua b(t) € (H(Q))" :

b(t),v) = fﬂf(t) v d) — fm g(t)yyu doQ, v € HY(Q) (6.29)

donde {} representa el par de dualidad de (H'(2))’ x H'().

Consideremos también las funcionales convexas globales ®(¢) : HY(Q) — R U

{+oot vy ¥u(t): H3 (0Q2¢) — RU {+oc} tales que:
B0 - [ o0, ge T, (6:30)

Uo(t) = [ woltin)ddQ,  re H:(0), (6.31)
e

suponiendo que sus subdiferenciales satisfacen la igualdad de conjuntos:

A(D(t) + Yolt) © Yano + L) © Yo, ) (ul(t)
(6.32)

= 00()(u(t)) + 9(Ye(t) @ Yan, ) (u(t) + OLgag) © Vo, ) (u(t))

donde yaq, € LIHY(Q),(HZ(890)) ¥ 7aq, € LHY(Q),(H?(89Qp)) son los
operadores traza Dirichlet y Iy es la funcién indicatriz del conjunto {u(t)} C
H3 (092p). Esta puede ser cosiderada fisicamente como las condiciones de compati-
bilidad entre las restricciones interior y de frontera y los datos de frontera Dirichlet
del problema.

Entonces la desigualdad variacional primal (6.25), tiene como ecuacién subdi-
ferencial global:
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2O )~ B +b(E) € DD+ Vet a0, ) () +D Ly, ) ()

(6.33)
6.4.8 Formulacion variactonal Mixta Dual

Continuando con el método de los subdiferenciales, de las desigualdades variacionales
duales (6.6), (6.23) y las desigualdades variacionales primales (6.18) y (6.20) obtene-
mos la formulacién variacional global mixta dual seudo instantédnea, con restricciones
interior y en la frontera dualizadas:

[ Encontrar (u,p*,s*) € U x L2(Q) x L*(Xe) con u(0) € Kao)

y para toda t € (0,7), (u(t), p*(t), s*(t)) € Kaw x Cr(t) x Cp(t) ;

L 20 L(8) — w(t)} d9 + [(D(2) gradu(t)) {gradv(t) — gradu(t)} dQ

+ fqw(t) - gradu(t) () —u(t)}dQ > [ — @)} () —u(t)}d0

= Joa, 9(0) {yv(t) = yul(t)} dOQ — [o, s*(E) {rv(t) — yu(t)} d092, Vu(t) € Kg,
Jo?' NAQ — fo 6" (6 p*(1))dQ > foult){q () — p*(£)}dQ, Va'(t) € Cr(),

Jone 06t (1))dOQ2 — [ W5(E: s*(1))dO > [ yult){r*(t) — s*(t)}dOQ,

V(L) € Olt). oot
6.34

Debemos notar que en esta formulacidn mixta las restricciones de control in-
terior v en la frontera aparecen dualizadas en la definicidén de los dominios efectivos
duales:

Cr(t) = {q" c L*(Q) : ¢"(z) € D(¢* (=, : ), z e Q}, (6.35)

Cp(t) = {r* € I2(09¢) : v (x) € DWh(z,t: 1),  « €] (6.36)

y consecuentemente los campos primales admisibles unicamente tienen que
llenar las condiciones de frontera Dirichlet perteneciendo a:

Ky = {v e HY(Q) : y(z) =Tl 1), ze€dp}, (6.37)



Formulaciones variacionales globales primal v mixta: 61

entonces la primer ecuacién de (6.34) es equivalente a:

[ vt + [ e gradute) gradvirin + [ wit)- gradute)v(on

ot
(6.38)
= [Uo-ronmae- [ gumnan - [ somman, ) e K,
Q S ipy M
con variaclones pertenecientes a:
Ko={vec H'(Q) :y(z) =0, e dp}. (6.39)

6.4.4 FEcuacion subdiferencial muxta global

Denotando por (vaq,) € L(H 3(8%), (H1(£))) al operador adjunto del opera-
dor traza 7Yaq, € LHY(Q), H3(8Q¢)) y por &*(1) : (HY{(Q)) — RU {+o00}, V% :
H*%(BQO) — R U {400 }Hos funcionales cojugados de (6.30) y (6.31), las ecuaciones
subdiferenciales globales del problema mixto dual son:

dult)
ot

— Ault) — B(t)u(t) + b(t) —p"(t) — (vaq.)'s"(t) € L) © Yan, ) (u(t)),

u(t) € OP*(L; p*(t)),
(6.40)
Yo () € OUL(E s (t)).

6.4.5 Relacion enire los problemas primal y mixto

Tomando en cuenta la identidad de Fenchel de invertibilidad y la igualdad [16]:

0 (Yelt) 0 van,) = (Vaa.) © 0¥c(t) © Ya,, (6.41)
de las ecuaciones subdiferenciales (6.33) y (6.40) podemos concluir directa-
mente la relacién entre los problemas primal y mixto:

Teorema 6.1 Si u es solucién del problema primal (€.25) entonces existen
funciones (p*, s*) :
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pi(t) € 9®(tu(t)), (6.42)

(Yo, )'s" € Wol(t) ovan (ult)),  te(0,T),

tales que (u, p*,s*) son solucién del problema mixto (6.34). Inversamente si
(u, p*, s*) son solucién del problema mixto (6.34) entonces las ecuaciones multivalua-
das (6.40) son vélidas y u es una solucién del problema primal (6.25) []

6.5 Propiedades cualitativas de la solucién

En esta seccién analizaremos algunas propiedades cualitativas de las solucidnes del
problema, como son las de existencia y unicidad, la ley de conservacién de la masa
y el principio del méximo. Propiedades cualitativas que deberdn preservarse por los
esquemas de aproximacidn, por iltimo estableceremos el comportamiento asintético
de la solucidn cuando el tiempo tiende a infinito. Para esto se requiere que sus
formas bilineales sean positivas, para lo cual suponemos que el campo de velocidades
w satisface, en el complemento de la frontera Dirichlet, la condicidn de compatibilidad
siguente:

w(z, t)-n(z) >0, (x,t) € Xy U, (6.43)

es decir el flujo en la frontera Newman y en la frontera de control es hacia
afuera. Entonces, bajo esta condicidn y de la identidad:

(Bt)u,v) = — (B(t)v,u) + / w(t)  nyu yv dof), u,v € HY(Q) (6.44)
a0

vemos que la componente no simétrica (6.28) es positiva en Ky, y consecuen-

temente, la forma bilineal (A-,-) + (B-,+) : HYQ) x HY{Q) — R es uniformemen-

te K¢ — semicoerciva, es decir, para toda £ € (0,7) existen constantes «, ¢, con
a > ¢ > 0 tales que:

(Av,0) + (BOVY) el 2 a0, WeKo  (649)

ademés si:

meas(0p) # 0 < Kj es un subespacio propio de H'(Q), (6.46)
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entonces la forma bilinel es uniformemente Ky — coerciva y (6.45) es valida
fuertemente con ¢ = 0O

(Av,v) + (B(t)v,v) > o ||U||il(ﬂ) , Vo e K. (6.47)

6.5.1 Unicidad de la solucidn

Teorema 6.2 Bajo la condicién (6.43), los problemas primal (6.25) y mixto (6.34)
poseen al menos una solucién y esta es tinica.

Prueba (de launicidad). Sean wy w dos soluciones del problema primal (6.25).
Entonces escogiendo respectivamente v = u y v = 4, sumando las desigualdades
resultantes y tomando en cuenta la positividad de la forma bilineal tenemos que:

d ~
- [u(t) = G(t) |7y <0, VEE (0.T), (6.48)

como u{0} + u(0) = 0 entonces u(t) = u(t).

Similarmente, supongamos (u, p*, s*) y (u, p*,s*) son soluciones del problema
mixto (6.34), y por (6.48), u(t) = u(f), entonces sustrayendo las igualdades (6.38)
correspondientes, obtenemaos:

p*(t) — P*(8), v} gy + (87(8) — $°(1), ’y’u)(H%mO) =0, Vo € Kg ytc(0,7),
(6.49)

de lo cual p* = p* y s* = §*.[]
6.5.2 Ley de conservacion de la Masa

La lev de conservacidén de la masa del sistema es una consecuencia de su principio
variacional primal, en el caso de frontera Newman:

00 = 80N U 00, meas(0Qp) = 0 < Ky, = HY(Q) (6.50)

Teorema 6.3 En el caso (6.50), es decir que toda la frontera sea Newmann, el
sistema satisface la ecuacién de balance:

fﬂ az—g)dﬂ

(6.51)

~ fﬂ{f(t)—p*(t)}dﬂ—/m g(t)daﬂ—fm s*(t)daﬂ—/mw(t)-m/u(t)daﬂ,te (0,T)
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Prueba. De la igualdad variacional (6.38), escogiendo v = 1, y aplicando la
identidad (6.44) obtenemos (6.51). [

Es decir, la razén de incremento del campo primal « en £ es igual a su pro-
duccién debida a las fuentes prescritas y las de control en el interior de € v a los
flujos prescritos vy de control en la frontera, menos la razdén a la cual es arrastrado
fuera de €2, cruzando la frontera 9€2.

6.5.8  Principio del mdzrimo

Enseguida establecemos una versién simplificada del principio del maximo [18] para
el problema primal.

Teorema 6.4 Sea la condicién w(z, ) - n{z) > 0, (x,t) € Xy UNg, vélida.
Sean los funcionales definidos en (6.30) y (6.31) tales que para toda ¢ € (0,7') :

®(4;0) — (&) < 0, Vé <0,
(6.52)
Volt;0) = ¥o(t;§) < 0, V<O,
y sea la forma lineal (b(¢),v) = [, f(t) v dQ — fé,QNg(t)’y’U dof,tal que:
f>0 en@,y —g=>0 en Ny (6.53)

entonces, si la frontera Dirichlet v los datos iniciales son también positivos:

u >0 en Lp, v uy > 0 en {2, (6.54)

las soluciones del problema. primal (6.25) son positivas:

w0 en . (6.55)

Prueba. Como u™(t) =sup{—u(t),0} =uT(¢) —ulf) y por hipétesis la forma
bilineal es positiva, tomando v(t) = sup {u(t), 0} en la desigualdad (€.25), lo cual es
posible porque u > 0, obtenemos:

d

7|l (t)H;(Q) <0, Vte(0,7), (6.56)

Entonces u~ = 0 porque uy > 0, y por consiguiente u(t) = ut(t) para toda
te (0,7).0



Aproximacion semidiscreta de elemento finito 65

6.5.4 Fstabiidad

Teorema 6.5 Sean el campo de velocidades w, los funcionales de control © y ¥,
v los datos interior v de frontera Dirichlet f y @, todos independientes del tiempo.
Sean también satisfechas las condiciones (6.43) y (6.46). Entonces si u es una solu-
cién del problema evolutivo primal (6.25), la solucién e, del correspondiente estado
estacionario del problema:

~Augy — Bugo + f € 0P(us) + 0(Ve o 7‘890)(1100) + a(I{a} o 7‘890)(?100) (6.57)

es globalmente exponencialmente estable, es decir, para cualquier condicidn
inicial ug € Ko, y o > O

|u(t) — UOOHLQ(Q) < g — UOOHLQ(Q) e, t >0, (6.58)

Prueba. Tomando v = ug, en (6.25) y v = wu(t) en la correspondiente des-
igualdad de (6.57), sumando y aplicando la propieded de coercitividad (6.45) llegamos
a:

S I0t) = el oy + 0 Jul®) — Uy SO, €50, (659)

de la cual, por integracién, llegamos a (6.58). [

6.6 Aproximacion semidiscreta de elemento finito

Siguiendo con el método de los subdiferenciales, introducimos la aproximacidén abs-
tracta interna de los problemas variacionales (6.25), (6.34), tomando en cuenta. (6.38),
construimos los esquemas de elemento finito:

6.6.1 Aproximaciones internas semidiscretas

Sean Vi, € HY(Q), Uy C LA3(Q) y Wp, C L*(0Q¢) tres familias de subespacios de
dimensién finita, con el pardmetro i > 0, v dimensiones mp, m,, v S5 — o¢ cuando
h — 0. Sean 8, = {vy € L*(0,T; Vi) : & € L3(Q)} . Sean Kp(t) C Vi, Koy C Vi,
Ko, Vi, Cp, CUyy Cg, C Wy, para toda t € (0,T), las familias correspondientes
de conjuntos convexos de campos primales admisibles K (t) ¢ H*(2), Ky © H*(Q)
y campos duales C7(t) C L*(2) y Cr(t) C L3¢ ) ya definidos con anterioridad.
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Aproximacién abstracta interna primal

Entonces, para {ug, € Kx(0)},. ;, una sucesién fuertemente convergente en H L),

a la condicién inicial ug € K(0), una aproximacién interna abstracta del problema
primal (€.25), estd definida por:

( Encontrar uy, € Sy, con up(0) = ug, € Kp(0) vt € (0,7), up(t) € Ky(t) :

Jo 2228 T (8) — un(t)} dQ + f,(D(x)gradun(t)) {gradus(t) — gradus(t)} dQ2
+ [ w(t) - gradu(t) {vp(t) —up(t)} dQ + [, ¢ 0n(1))dQ — [, ¢(4;un(l))dQ

+ fo, Vot s yun()ddR — fi, Vot : yua(t))don

| > fn ) {op(t) —up ()} dQ — fn ) {yon(t) — yup(t)} dOS2, Vug(t) € Kp(t)
(6.60)

Aproximacién abstracta interna mixta
lIIll armente ara 0 9 una SU.CGSiél’l en ucriemente convergente
Simil te, p ug, € Kao) | oo HY()) fuert t oent

ala condicién inicial up € Ky, la aproximacién interna abstracta del problema mixto
(6.31) tomando en cuenta (6.38), se define como:

Encontrar (un,p}, 53) € $hy x L30,T;Up) x LX(0,T; W) con us(0) € Ky, (o)
y para toda £ € (0,7, (un(t),p5(1),55(t) € Kay,@ X Cr, (1) X Cg, (1) :

[y 228, (1)dQ + [ (D(z)gradus(t)) - graduvs(t)dQ

+ fow(t) - gradun(t)va(D)dQ = [ {f(E) = p* () va(t)dQ — [o, g(t)yva(t)dOQ)

— fmo s* () o, (1)dOsY, Vur(t) € Ko, ,

Jo @ (845 (0)d2 = [, " (8 0,(0))d = [ un(t){g;(t) — pi (1)}, Ygi(t) € Co, (2),
Jage Vet TR(1)AOQ — Joo Wt : s5(1)dOQ > [oe_ yun(t){ri(t) — si(2)}dO9,

Vri(t) € Cp, (1),

(6.61)
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6.6.2 Version de coordenadas de los problemas semaidiscretos

Ahora deduciremos las versiones de coordenadas correspondientes a R™: R™ R,
de los problemas (6.60) y (6.61). Para esto, los subespacios de dimensién finita V},
U, v Wy, son dados en términos de las bases generalizadas:

Vi, = span{gl,gz,...gmh}CHl(Q),

U, = span{cfl,gg,...,gm} C LA (Q),
(6.62)

W, = span{xl,xz,...,xsh}CLQ(aﬂ).

Entonces, denotando por a(t) € R™» A*(t) € R™ y p*(t) € R los vectores
coordenados de los campos semidiscretos up(t) € Vi, pi(t) € Uy y si(t) € Wy,
respecto a las bases (6.62) respectivamente. Tenemos las versiones semidiscretas:

Version semidiscreta primal

Para toda t € (0,7,

( Encontrar a(t) € K™ (1), con a(0) = ag € K™ (0) :

(M2 — Aat) + Blla(t) } - {B(0) - alt)} + B(t5(1) — Ot at)

[ et 8() - Volt;a(t)) 2 {£(t) — g(t)} - {B(1) —a®)},8(t) Km’*(é‘%-%)

Version semidiscreta mixta

Para toda t € (0,7,
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( Encontrar (a(t), A*(t), p*(e)) € K(t) x Cy*(t) x Cg (1), con a(0) = ag € K7*(0)
{ME0 4 Aa() + B)a(t) } - 8 = {£() - 8(t) - CTX'(1) - DT (1)} - B(1),

vi(t) € Ky,

Pt m* (1)) — P A1) > Celt) - {m* (1) X'}, Vo) € O (1),
L U, (6 vt () = g, (6 p'(t) > Dalt) - {v*(t) —p* (0}, Ww'(t) € (D).
(6.64)

Donde ety € B™* es el vector de coordenadas de los datos iniciales ug, € Vi,
Kma(t), Kit(t) y Kg* son las versiones en B™» de Kj(t), Kg,(#) v Ko,; C1(f) v

u

Cw(t) son las versiones en R™ y R* de Cp, (1) y Cp,(t). Para i.j = 1,2,...,my,
r=1,2 . rms=1,2 . syt e (0,7T):

M, — / (G0, (6.65)
Q
Ay = /Dgradgj-gradgidﬂ,
0
By = /W(t)-gdejCédQ,
Q
BiB) = [ B BN A€ K™,
Q i—1
Ve, (:8) = ] oS BACHQ B € K™ (1),
= i=1
[t = ] ()G9,

a(t) - ] 9(t)yC:dD9,

Cri = | G, d8,
9]



Aproximacion semidiscreta de elemento finito 69

5t n*(t) = /é*(t;Zni&)dQ, n €C (1),
a r=1
UL (t V() = : Vet Y VX9, Ve CH(t).
< s5=1

6.6.5 FEcuaciones subdiferenciales semidiscretas

Si suponemos que los aubdiferenciales de la versidn discreta cumplen la condicidn
(6.32) entonces tenemos para los problemas primal (6.63) y mixto (6.64), las siguientes
ecuaciones subdiferenciales.

Ecuacién subdiferencial primal

MY () Belt) £(1)-g(t) € dBa(t (1)) DV, (1 () +01 gern gy ((t)),

dt
(6.66)

Ecuacidén subdiferencial mixta
~MEY — Aa(t) - B(t)a(t) + £(t) — g(t) - CTA*(t) - DTp*(t) € GG
Cla(t)) € 05 (t; A*(1)),

Da(t) € U, (t; p*(t)). (6.67)

Relacién entre los problemas semidiscretos primal y mixto

Fs necesario hacer notar que los subdiferenciales ®p, Ve, , é;‘l v ENUEh no son conjugados
uno del otro, respectivamente, por lo que la versidn semidiscreta del Teorema €.1no
se aplica directamente a los problemas (6.63) y (6.64). Una versién del problema
primal (€.66) compatible, en el sentido del T'eorema 6.1, con con el problema mixto

(6.67) es:

—M28 _ Aa(t) - B(t)alt) + (1) — g(t)
- N (6.68)
€ 9(Ba(t) o C)lex(t)) + O(Te, (t) o D)(ex(t)) + Olengy (x(t),
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donde ®y(t) : B — RU{+oo}y i‘ch(t) : R™ — RU{+0o0} son los funcionales
primales de ®(¢) : Cp* — Ry Wi (1) : CP* — R respectivamente.

6.7 Aproximaciéon completamente discreta

En esta seccidén aplicaremos la aproximacién de elemento finito , v para la discretiza-
cién en el tiempo un esquema semi-implicito de Fuler para el problema primal (6.63)
y un esquema. ¢ para el problema mixto (6.64).

6.7.1 FEspacios de elemento finito

Consideremos una triangulacién del dominio espacial del problema:
a=JE. E.NE=0sirs, (6.69)

donde f?res el interior del elemento finito geométrico E.. Entonces definimos
las funciones base de elemento finito {Cl,CQ,...th} C Va, {‘(’:1’52""’€m} C Uy,
{Xl,xg, ...,XSh} C Wy como funciones interpolantes lagrangeanas de tipo (1) y tipo
(0) respectivamente, es decir las funciones base de V}, son globalmente continuas y
lineales punto a punto, las de U, v W}, son globalmente discontinuas y localmente
constantes. Los espacios que definen son:

Vi = {un € C°()) 1, € Pau(E,), r=1,2,..,N},
U, = {r;; € L¥(Q) vy, € Po(E), r= 1,2,...,N,}

(6.70)
W, — {q;; € L¥090) : tfyyp, o € Pol@E:N1000), 7= 1,2,...,N,}

En lo que sigue, suponemos que el dominio £ del problema es un subconjunto
poligonal de R? v su triangulacién de elemento finito es del tipo agudo débil, es
decir, todos los dngulos de los tridngulos K., v = 1,2,..., N, son < Z. Entonces,
aplicando la aproximacién de elemento finito v para la discretizacidn en el tiempo,
un esquema semi-implicito de Euler para el problema primal (€.63) y un esquema ¢

para el problema mixto (6.64), obtenemos para n = 1,2, ..., N:
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6.7.2  Aprozimacion primal completamente discreta

La aproximacién primal completamente discreta de elemento finito, usando un esque-
ma semi-implicito de Euler para la discretizacidn en el tiempo es la siguiente:

Encontrar at,.1) € K™ (t,11), con a(ty) = ag € K™ (tg) :
Ma( n+1) {/6 a( n+1)} + T(Eh( n+1, ﬁ) - T(Eh(tn—H; a(tn+1))

TV en(tei1; 8) — TVon(tni1; @ltny1)) > {M - 7(A + B(t,)) falt,) {8 — alt.)}

| +7{E(E) — 8(ta) - {8 — alten)}, V0 € K™ (fh)
(6.71)

6.7.8  Aproximacion mixta completamente discreta

La aproximacién completamente discreta de elemento finito, usando un esquema @
para la discretizacién en el tiempo, para el problema mixto, es la siguiente:

( Encontrar (a(tny1), X (tat), 4 (tns)) € KGH(Enn) X C7 (tnia) X CF (tnsa),

con aty) = ap € Kir(to), v
Pilto; m°) — Phlto; A'(to) > Cao-{n" —N'(to)},  Vn'(t) € Ci*(to),
Ve, (to; v*) — E[!Oh(to, pi(to)) > Dag - {v* — (o)}, Yw*(t) € Ci(t), tal que:

{M — 70(A + B(tn1)) f @llnrr) - 8= {M—7(1 - 0)(A + B(t,)) (i) - 3
+7(1 — 0) {£(t,) — g(t.) — CTA*(t,) —D (1)} - B
70 {E(tnr1) — 8(tat1) — CTA (tuy1) — DT p*(luya) - B, V8 € K™,

(PZ(tnnLl; ‘I’,'*) o (P;;(tnnLl; A*(tn+1)) > C()C n+1 {Tl' n+1 } VT’ € Orh( n+1)1

\ iﬁa*c'h (bny1; V*) — {I}Eh(t“rwl; 1 (ey1)) > Daltn ) - {0 — p* (o)}, W¥(E) € Cg(tera)
(6.72)

donde N, denocta el nimero de pasos del tiemo, 7 = - el paso del tiempo,

o
th=ntyf €[0,1], A, &y, V¢ ,C,D, &} y Wg , M, fy g coinciden con la definicidén

estandard (6.65).
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6.8 El esquema semi-implicito de Euler como un algoritmo ALG O

Siguiendo el método discutido en el capitulo anterior los algoritmos tipo Uzawa para
el problema primal y mixto discretos, con métodos de resolventes de Gabay [27, 29],
caracterizaremos el esquema primal semi-implicito de Euler como un algoritmo ALG

0.

Expresando el esquema semi-implicito de Euler (6.71) en forma subdiferencial:

{M = 7(A + B(ta))} a(tn) + tq(te) € {M+ 70A4(tnr1)} @(tnia), (6.77)

donde:

a(t.) = f(t,) —glt.)
(6.78)

Anltur) = Palluia) + Vonllara) + Igrngy-

Sea qu\—/l, OAn(tnn) el operador resolvente del subdiferencial Ap(t, 1), el cual es
una contraccidén firme univaluadas:

M, Ay (tnry) = LM £ TOAR(ti1)} (6.79)

entonces:

tus1) = i on, iy M — T(A + B(L)} elty) + tat). (6.80)

Identificamos el operador resolvente como una grafica de proximidad.:

Lemma 6.1 El operador M — resolvente es caracterizado por la grifica de
M — proximidad relativa al funcional 7Ax(tn 1) :

Ju, 8Ah(tn+1)(z) =Pr oL, aAh(th)(Z) = arg(

1
{5 |y Mtz 5, + TAh(thrl;y)})v
(6.81)

inf
yeD(T AL (tnt1))

Prueba : Sea ||-| 4, la norma inducida por el producto escalar (M-, ). Entonces
de (5.42) y (5.43), considerando @ = J a4 ., (2] es equivalente a 0 € Mz — 2 +
O7AR(tni1))(z), con lo cual obtenemos (6.81}). [J
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Entonces si las condiciones de estabilidad del T'eorema 6.5 se cumplen el es-
quema semi-implicito de Euler coincide con el algoritmo de punto préximo:

Algoritmo ALGOy -

Dado a® ¢ K™ y conocido o™ € K™ calcular ™™ ¢ K™ tal que :
(6.82)
(M - 7(A + B(ta)) Fex(t,) + 7(f —g)(ta)), n > L.

a(tpy1) = Prozwvrepirvo, <r1 m,
h Ry (tat1)

Este algoritmo es a la vez un algoritmo de punto préximo del problema esta-
clonario.

Teorema 6.6 Si las condiciones del T'eorma 6.4 son vélidas, entonces el algo-
ritmo de punto préximo del esquema primal semi-implicito de Euler:

AlgoritmoALGOy -

ot = Prozm e, +rve, +r1m, (M = T(A + B(ta))} a(tn) + 7(f — 9)(ta)), n 2 1.
Up

con a’, = ap € K™
(6.83)

es a la vez un algoritmo de punto préximo del problema estacionario:

Encontrar e, € K™ fal que :

{A+Blaw {8 ax} + ¢,(8)  dplaw) + %h(ﬁ) - woh(aoo) >{f g} {8 ax},

V3 e K™
(6.84)

Prueba : Multiplicando (6.84) por 7 > 0 y sumando el término cero Ma,, —
Ma ., obtenemos:

Qoo = Prozn g, trvg, to1 my ((M = T(A + B(ty))} @oo + 7(f — g)),  (6.85)

de la cual (6.83) es un algoritmo de punto préximo. [J

Observamos que con la matriz de masa M igual a la identidad el algoritmo
ALGOp corresponde al método resolvente primal aplicado al problema de control de
difusién adveccidn estacionario, v al cual el teorema, general de convergencia, Teorema
6.1 de Gabay [27], se aplica directamente.
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6.9 Un método iterativo de solucién para el problema discreto mixto,

algoritmo ALG 4

De acuerdo con la interpretacidn proximal de las desigualdades variacionales mixtas
semidiscretas:

N(1) = Prozz(XN'(f) + pCalt)), (6.85)

pi(t) = Prozo.(u' (1) + fDat)).

introducimos de manera natural el algoritmo ierativo de tipo Uzawa para el
modelo mixto totalmente discreto:

Algoritmo ALG4:

Con ((to), X" (to), p2* (t0)) € K" (to) * C’}"(EO) x Cg(tg) tal que :
a(to) = ¥, CCEO = 8@;(@ )\*(to)), DC\'IO = qjgh (t, M*(to)),

dados (a(tn), X*(1n), p*(tn)) € K" (tn) X C1* (1) X C5 (tn), ¥

AT (tpy1), pi(ty1)) € C’ ( nt1) X Cg(lyy1), una vez que:
AL Bnn), pl, (y1)) € Cr(E1q) X C’ (tay1), m > 1 son conocidos, .

Calcular :
™ (tni1) € KG* (tni1) y entonces ALy (tni), frg(Beya)) € CF (tni1) X CF (faga), por
{M — 70(A + B(lni1))} ellpi1) - 8= {M - 7(1 - 0)(A + B(ty)) } a(ty) - B
+7(1 = 0) {£(t,) — &(t.) — CTA*(t,,) —D (1)} - B

70 {f(tnr1) — 8ltwr1) — CTAL (1) — DTl (tni1) } - 3, V3 < Ky,
Ami1llni1) = Proz g+, (An(tng1) + pCa™ (lny1),

M1 (fnsa) = Pr O % (P”m(tn—H) + pDa™(t511)).
(6.87)

Para propdsitos de aplicacién de las ecuaciones de proximidad anteriores las
expresamos en términos de los funcionales primales ®4(¢,.1) : B — BRU {400} y

\I‘Ch(tnﬂ) : R*% — RU {400} como:
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Amialtert) = {I - PrO‘r’cp(q_b(thd)o(%I)(A:n(tﬂ-Fl) + pCam(tn+1))} ;
(6.88)

Ponya(tnit) = {I - PrO'rp(aﬁoh(thﬂ)o(%I)(M;z(tn+1) + PDam(an))} :

para esto usamos el siguiente resultado:

Lemma 6.2 Sea A un funcional convexo propio, con conjugado A*, entonces la
grifica de proximidad Prox,s« es :

Prozpae =1 — Proz, o1y (6.89)

Prueba De la relacién (6.81):

Prozgz. = Jhy. = (1 — poA*) 1, p>0 (6.90)

Entonces, para z* = Proz,s.(2*), tenemos que z* € (I + 9(pA*))(z*) o
equivalentemente, z* — z* € J(pA*)(z*). Aplicando la identidad de Fenchel, z* &
{8(pA*)} (2 — &) y entonces 2* € {I + O(pA*)*} (2* — z*).

Por consiguiente Proz,x- ={I + ApA*)*} 1, pero (pA*)* — pAO%I, de donde

obtenemos (6.89). [



Capitulo 7

MODELO DE FLUJO MISCIBLE, MACROHIBRIDO,
EVOLUTIVO, CON CONTROL DE CONTAMINANTES EN
ACUIFEROS

7.1 Introduccién

En este capitulo integraremos en un modelo de flujo miscible dependiente del tiempo,
con control de contaminantes, en un medio poroso, directamente aplicable a acuiferos,
lo estudiado en el Capitulo 2, de Flujo en Medios Porosos, con lo estudiado en los
Capitulos 3 , 4, 5 v 6, sobre Flujo de Contaminantes v sobre Control.

En este modelo consideramos el flujo de un fluido en medios porosos sobre el
cual se agrega un contaminante, cuya concentracién no altera significativamente el
flujo, la densidad, la presidn y la velocidad del fluido varian solamente por la presencia
del contaminante y se actualizan en cada paso del tiempo. En el modelo se considera
que la adveccidn del contaminante por el fluido puede llegar a ser dominante, lo que
se incorpora por el hecho que la norma || D - gradul/j1.. — 0 cuando la adveccién es
dominante.

Para lograr el control sobre este sistema se imponen restricciones en la concen-
tracién de contaminantes en el interior del dominio del problema, lo que nos lleva a
acciones de control sobre el interior (control en el interior) y sobre parte de la frontera
(control en la frontera) del dominio del problema.

Para introducir las restricciones y las acciones de control y obtener las corres-
pondiente desigualdades variacionales locales, aplicaremos la metodologia de subdi-
ferenciales va mencionadas en los capitulos anteriores. Este modelo de flujo miscible
con control de contaminantes es dependiente del tiempo en la parte de difusién y
adveccidn de contaminantes v por acoplamiento, en cada paso del tiempo, en el flujo
en medio poroso.

Para considerar la heterogeneidad y anisotropia de las propiedades fisicas asi
como la gran escala espacial de un acuifero real y la exactitud requerida en la apro-
ximacidén de los campos de velocidad, presidn y concentracidn, se hace indispensable
la macrohibridizacidén o descomposicidn de dominios del problema. Il sistema es
descompuesto en varios subsistemas que interactuan y se sincronizan a través de sus
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fronteras internas & interfaces. Esto se logra mediante la continuidad en las con-
diciones de transmisién de los campos de velocidad, presién v concentracién y sus
respectivos flujos. Cada subsistema contiene un problema mas pequeno ¢ mds sim-
ple de resolver que el problema original. Ademds, ésto nos conduce a aprovechar de
manera natural el cédmputo en paralelo o en sistemas distribuidos que se desarrolla
actualmente.

Una vez obtenidas las formulaciones variacionales macrohibridas, mixta para
el flujo, primal v mixta dual para la difusién v transporte del flujo miscible con control
de contaminantes, estableceremos la aproximacién abstracta interna semidiscreta de
elemento finito, no necesariamente conforme.

Con las formulaciones macrohibridas, de elemento finito, mixta-primal v mixta-
dual del problema de desplazamiento miscible con control de contaminantes, estamaos
en la posibilidad de aplicar la teorfa de resolventes para desigualdades variacionales y
generar algoritmos de penalidad dualizada, introduciendo operadores de proximidad
o de punto préximo. Para la evolucidn en el tiempo de problemas mixtos esto co-
rresponde a esquemas de integracidn numérica en el tiempo, especificamente del tipo
Euler, Douglas Rachford v Peaceman Rachford.

7.2 Modelo de flujo miscible con control de contaminantes

Consideremos un dominio £ C R®, n = 1,2, 3, con frontera lisa a trozos, dentro de
un medio porozo, como por ejemplo un acuifero, (ver Cap. 2), dentro del cual fluye
un fluido que cumple con la Ley de Darcy y la conservacién de la masa, consideramos
que el fluido es incompresible. Sobre este fluido en movimiento en un medio poroso
ge adiciona, yva sea por la accidén del hombre o de manera natural, un contaminante
que puede mezclarse con el fluido, es decir una sustancia que se disuelve o dispersa en
el fluido v que ademads es arrastrada por éste. Si se cumplen las hipdtesis dadas en el
Capitulo 3, la difusién del contdminante cumple con la Ley de Fick y la conservacidn
de la masa, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el
transporte v difusién de contaminantes en un fluido en medios porosos son:
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Encontrar w, p, uen Q x (0,T), tal qué :

Feuaciones de velocidad presion

pK'w=—gradp+pg

divw = ¢

FEecuacion de concentracion (7.1)
% —div(Dgrad u) +w-gradu+ gu = f

Con las condiciones de frontera :

W-n = W, en 0y

p=7pendlp

yu = u € 9p

—Dgradu-n = w, € 8y

Y la condicion inicial :
u(0) = up €

Aqui w, p, y u denotan los campos de velocidad, presién y concentracién. g,
p v ¢ las propiedades fisicas del fluido y el medio: viscocidad, densidad y porosidad,
g es el vector aceleracidn de la gravedad. K y D son los tensores de permeabilidad
y de difusién dispersidn, la norma |D - gradu|y. — 0 cuando la adveccidn es
dominante, ¢ v f fuentes de fluido y contaminante respectivamente.

FEl término qu = p* = —% + div(Dgradu) — w - gradu + f denota fuentes o
sumideros de fluido con contaminante, los cuales nos sirven como medio de control
interno y corresponden al campo dual del modelo mixto.

Adicionalmente establecemos sobre el sistema dos restricciones para obtener
las correspondientes acciones de control:

1°.- Queremos que la concentracién de contaminantes, en cada punto del
acuifero y en cada tiempo, este comprendida entre los valores, ¢y v g, es decir:
0<ep <ulz,f) <cz,zef, te(0,7).
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2.-Que la concentracidn, o el flujo de contaminantes este en un rango prefijado
en una parte de la frontera, es decir control en la frontera.

Consideraremos las condiciones de frontera Dirichlet v Newman, de mane-
ra generalizada, como restricclones v acciones de control complementerias entre si,
modeladas mediante ecuaciones subdiferenciales.

7.3 Formulacién variacional macrohibrida del problema de flujo miscible
con control de contaminantes

Para obtener la formulacién variacional macrohibrida del problema de flujo miscible
con contol de contaminantes en acuiferos, primero dividimos el dominio en varios
subdominios. Para cada subdominio, de acuerdo con el método que hemos seguido
en los capitulos 2, b v 6, obtenemos la formulacién variacional punto a punto del pro-
blema (7.1}, en base a subdiferenciales internos, de frontera y de sus duales, obtenidos
en base a la grafica inversa. Las condiciones de transmisién entre las interfaces, o
fronteras internas, de los subdominios las modelamos mediante ecuaciones subdiferen-
ciales. De la definicién de subdiferencial obtenemos las desigualdades variacionales
correspondientes. Integrando y usando la férmula de Green adecuada, obtenemaos
las formulaciones variacionales globales mixta para el flujo y primal y mixta para el
transporte y difusién de contaminantes.

7.8.1 Descomposicion de dominios

Primero introducimos la descomposicidén del domino €2 del problema en subdominios
que no se sobreponen:

E
ﬁzUﬁe, con Q. My =), 1<e< f<E, (7.2)
e=1

con fronteras internas e interfaces:

e = 08.MN€Q, l<e<E,
(7.3)
Fef = Feﬁpf, 1§€<f§E

7.8.2  Formulacion variacional macrohibrida mizta (velocidad-presion) del problema
de flujo

El problema de flujo es transformado en un conjunto de subproblemas locales, para
e=1,2,.... F tenemos:
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pK 'we = —gradpe + p.8,

divw, = ¢, en £2,,
(7.4)

W N, = W, en 0y,

Pe = Peen dQp,

los que interactdan a través de sus interfaces, de acuerdo a las condiciones de
transmisién, & sincronizacién, las cuales imponen restricciones de continuidad en los
campos de velocidad v presién:

o~ o~

We-Nle = —Wyr-1y
(7.5)
Pe = Pf, sobre 'y, 1 <e< f<E.

Para formular variacionalmente los problemas locales de de flujo v aproximar
mediante subdiferenciales las condiciones de sincronizacién (7.5}, introducimos los
espacios funcionales locales mixtos, para e = 1,2, ..., F, sean : V{(Q,) = H{div; Q) =
{ve L3Q,) :divve L), v-n. € L2(00.)} y Y() = L*(£.) campos de velo-
cidad y presion. Y correspondiendo a las fronteras internas los espacios de trazas
de presién y nelocidad normal los espacios comunes B, (T.) = H Y3(T.) y su dual
B:(T,) = H'?(T',), las condiciones de transmisién (7.5) son formuladas como:

E
{w.-n} € Qp, = {{wnﬁ} c HBM(FE) D Wn, = —Wn,, €N Fef}
e=1

E
{pe} = Qj;vw = {{QE} = HB:L(Fe) e = 4y, en Pef}
e=1

Las condiciones de transmisién de continuidad (7.6) son caracterizadas varia-
cionalmente por las ecuaciones subdiferenciales monétonas primales y duales:

{pe} € 8lg,, ({We-n}) & {we-n} gy ({pe}) (7.7)
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Introducimos el campo dual de presion de frontera interna:

Te = Pe, enle, 1 <e<E. (7.8)

Entonces, la formulacidn variacional macrohibrida del problema mixto de flujo,
con las condiciones de transmisién (7.5) dualizadas mediante (7.7) es:

Encontrar, para e = 1,2, E, (We,p.) € V() x V() :

Jo, pekTIWe (v — We)dQ + fane\re P (V - 1 )dOQ > fane\rﬁ Py (We - 11 )dOQ

+ Jq peldiv v —div we)d2 + [ pg- (v —We)dQ — [ re(v ne — we ne)dl, Vo € V(Qe),
— fﬂe div Woqdd = — fﬂe G.qdQ2, Vg € Y(£2),

Con r, € Q}y_ satisfaciendo las condiciones de transmision

E
0>> fr We - Ne(s, —7e)dl, V{s.} € Q.
\ e=1 “

(7.9)

7.8.8  Formulaciones variacionales macrohibridas del problema de control de difusion
y adveccion de contaminantes

Reformulando el problema de control de difusidn y adveccién de contaminantes de
(7.1} localmente en cada subdominio €., 1 < e < FE, con condiciones de frontera
y de control correspondientes sobre 900 = 9, M 80y, B € {D, N,C} ., obtenemos
un conjunto de subproblemas mixtos o primales, sincronizados via condiciones de
transmisién puntuales Dirichlet y Newman a través de sus interfaces:

ue(x) = uplz)
(7.10)

—Dgradu.(z) -n.(z) = Dgradus(z)- nglzx), x € Ley.

Para formular variacionalmente las condiciones de transmisién (7,10) primero
los expresamos en el marco de referencia funcional del problema. Introducimos los
campos funcionales, para e = 1,2, ..., K, sean V() = H(£,), los espacios de Hilbert
locales correspondientes, con espacio pivote H(€,) = L(£2,) y sean B(T'.) = H%(Fe)
v su dual B*([,) = H 5(I',) los espacios de frontera interna Dirichlet y Neumann
con operadores traza v, € L(V(Q.), B(l'.)) v 8. : V(Qe) — B*(I'c). Entonces las
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condiciones de transmisién formales (7.10), para los campos primales descompuestos
{ue} son:

E
{vu} € Qp.= {{qe} c HB(FE) e = qp sobre ['gp, 1 <e < f < E} )
e=1

(7.11)
(g ellZ, B () :

gz=gienlep,l <e< f<FE

—{6c(ue)} = {-Dgradu.-n.} € Qy_ =

. . . .. .

donde (p, y Q% son los subespacios de transmisién admisibles. Las condi-
ciones de transmisién son caracterizadas variacionalmente por las ecuaciones subdi-
ferenciales primal v dual equivalentes:

- {6e(ue)} = 8IQDO ({,yeue}) And {/}/eue} = aIQfVC(i {6e(ue)})v (712)

donde IQDO v IQ?V son los funcionales indicatrices de los campos de admisi-

bilidad Dirichlet y Neumann Qp,_ y Qf;vo respectivamente.

Entonces, introduciendo el campo dual de frontera interna Neumann

Ai(z) = —be(ue(z)) = —D(z) graduc(z) - n.lz), z €T, 1 <e < E, (7.13)

obtenemos las formulaclones variacionales macrohibridas puntuales, primal y
dual, del problema de control de difusién y adveccidn de contaminantes, y de sus
condiciones de transmisidn.

Integrando por partes y mediante la funcién de Green apropiada, obtenemos
las formulaciones variacionales macrohibridas mixta primal y mixta dual del problema
de control de difusién v adveccién de contaminantes.
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7.8.4 Formulacion variactonal macrohibrida mizta primal del problema de control
de difusion y adveccion del contaminantes

( Encontrar w € 81, con u(0) =ug € K(0) yt € (0,T), u(t) € K(t) :

Jo, 2220 (0(t) — ue(D)} 4 + [, (De () graduc(t)) {gradv(t) — gradu,(t)} dQ
+ fo, Welt) - graduc(t) {v(t) —u(t)}dQ+ fo, b (t0e(0)dQ — [y o(tu(r))d0
+ Jau, Yo (b w(8)dOQ — [ e, (b : yu(t))doR

> Jo, feO){v(t) —ue(t)} d2 — [, ge(t) {yv(t) — yue(t)} dOK2, vu(t) € Vi(§),

y {Al} € Qi satisfaciendo las condiciones de transmision :

E
0> Zl Jr. veue(ug — X2)dT, Ve € Qi

\

7.8.5  Formulacion variacional macrohibrida mizta dual del problema de control de
difusion y adveccion del contaminantes

( Para e =1,2,..., E, encontrar (u,p*,s*) € 8l x L2A(Q) x L2(%¢) con u(0) € Ko
y para toda t € (0,T), (u(t),p*(t), s*(t)) € Kaw x Cr(t) x Cp(t) :

Jo 028 fu(t) —ue(D)}dQ + [, (D (2) gradue(t)) {gradv(t) — graduc(t)} dQ

+ Jow(t) - graduc(t) {v(1) — ue(t)} dQ > [, {fe(t) = pi()} {v(t) —we(t)} dO2

_fagNe ge(t) {yv(t) — ue(t)} dOt — [y AL(E) {yv(t) — yue(t)} dOR, Vo(t) € Ko,
Jo, @ NdQ — Jo, " (G pi()dQ = foue(t){a (t) — pi()}Q, Ya'(t) € Cr (1),
Joge, Vo (&7 (£))d0Q = [oq, V&(t; s:(1))doQ

> Joap, Tue(O{r*(t) — s (t)}dOQ,¥r* (1) € Cp, (1),

con {A} € Qi satisfaciendo las condiciones de transmision

E
> ;fpﬁ Voute(pte — A)dT, Vg € Q..
(7.15)
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7.4 Aproximaciones macrohibridas de elemento finito

Fn esta seccidn asociamos a las formulaciones variacionales macrohibridas de los
problemas de flujo v de control de transporte y difusién de contaminantes, modelos
espacialmente discretos de aproximaciones de elemento finito. Una caracteristica de
esta discretizacidn es que debido a la dualizacidén de las condiciones de transmisién
las mallag de elemento finito pueden no coincidir en las interfaces. Entonces, de
una manera natural, las aproximaciones de elemento finito pueden ser introducidas
independientemente en cada subdominio y en cada frontera interna

7.4.1  Aproximacion macrohibrida de elemento finito del problema de control de di-
fusion y adveccion de contaminantes

Definimos para cada subproblema e = 1,2, ..., F, aproximaciones de elemento finito
del campo primal local u, € H'(€.) y los campos duales de control f* € £(H(.), R)
y g e H W2(00¢) :

mhe

Up, — ZQ§X§ S Vhe — [XT’XS""’X:?T%E} s Hl(ﬂe),
i=1

nhe

£, = Y m e Wy, = 6,65, ..,88, 1 C LP(Qe) C LUM(Q0), R),
i=1

(7.16)
Ihﬁ

g, = D e X, = [(5,¢5 .6 | © LA(09g) < HR(008).
i=1

Definimos para las condiciones de transmisién en (7.14) y (7.15), aproxi-
maciones de elemento finito para cada flujo de frontera interna A, € H Y3(T,),

e=12,....F:

'f‘he

A= Y XS € Yo, = nfuns, s, | © L3 © H YA(T). (7.17)
5=1

Entonces, asociamos a los problemas macrohibridos de control de difusidon y
adveccién de contaminantes los problemas semidiscretos siguientes.
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7.4.2  Aproximacion semidiscreta macrohibride mixta primal de elemeto finito del
problema de control de difusion y adveccion de contaminanies

Expresando p* = ug, ¢ = div w, obtenemos:

( Encontrar a.(t) € K™=(t), con a.(0) = ag, € K™=(0) :

{Medcéi(t) + Aca(t) + Blt)e(t) + Eeae(t)} B — a()} + P(t;B(1) — O(t; ()
Vot B(1) — Yolb all))
> —AIN-{B(t) —at)} +{f(t)} - {8(t) —a(t)}, vE(t) € K™ma(t).

con {Al} € QY, satisfaciendo las condiciones de transmision :

E
0> ;-Aiae(?ﬁ) S AL, V{uit € Qy,
- (7.18)

7.4.8  Aproximacion semidiscreta macrohibrida mizta dual de elemeto finito del pro-

blema de control de difusion y adveccion de contaminantes

Asocilamos al problema mixto dual de control de contaminantes macrohibrido el si-

guiente problema semidiscreto:

(( Parae=1,2,..,E, yte(0,T) encontrar a, € Ky, y (m,9%) € Cp» x Cg tal que :
M0+ Aa(t) + BulBu )} (3() - . (t))

> {fe(t) — CImi(t) = DI9L(t) — ATAL} - (B(t) — ae(t), VB(t) € Ka,,

o () — &5 (6 wi(0) > Ceae(t) - {p°(0) —7it)},  Vpt(t) € (),
Ve, ot 0:() — T, (5 9L(1) 2 Deaelt) - {0:(1) —02(0)},  VOL(H) € CR (1),

con {Al} € QY, satisfaciendo las condiciones de transmision :

E
0> X_:l-)\zae(t) (- AL, V{pe}l € Qy,
\ (7.19)
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Los conjuntos convexos locales de admisibilidad son:

mhﬁ
Kﬁhe = {ﬁ e RMke . Zﬁj){; = ahea en 89%} , (720)
j=t

The

D(BY) = Cp = {p* € R °()  pi&S) € Ll(Qe)},
=i

She
D, = Op = {9* € R (Y 015 € Ll(aﬂg)}.

j=i

Las matrices y vectores del sistema estan definidos como sigue, para i,j =
L2, oomp r=12, . rp,8=1,2, .85, 0=1,2..,10:

Mg = f bEXCAD,
Q.
AY = fﬂngdxj-gradxfdQ,
ij = /ﬂw-gradx?xfdﬂ,
o= [ rins [ gncaon,
Q. 892,
ci = [ enxan,
Q.
Dy = Coyxidosy,

k3
a9z,

Ey = erXj'X?an

]

Ay = /nfxfd?. (7.21)
Ie

Los funcionales de control estan dados por:

The

(7)) = /é*(zpjéi)dﬂa p'eD(dy,) =P,
Q55
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(7.22)

Sh-e

G0~ [ o0, e enliy,) - Cp
C i=t

Como subespacio dual de sincronizacidn, suponemos que las aproximaciones
de elemento finito de frontera interna (7.17) coinciden en las interfaces, entonces
tomamos la versién discreta de (7.11):

E The Thi
Qn, = {{,u:} e [T8™ D wrni=—> winl sobre ey, 1 <e< f< E}
e=1 i=1 i=1
(7.23)

Una caracteristica importante de la macrohibridizacién que estamos usando en
nuestro modelo es que podemos tratar la interface I'.y entre dos subdominios como un
subdominio més del sistema y los elementos finitos de la interface son independientes
y pueden no coincidir con los elementos finitos de los subdominios e v f.

7.5 Algoritmos de resolucion tipo Uzawa de los problemas macrohibridos
mixtos primal vy dual de control de difusién y adveccién de contami-
nantes.

En esta seccién presentaremos los algoritmos de resolucidn para el problema dis-
creto macrohibrido mixto de cotrol de difusion y adveccidn de contaminantes, estos
algoritmos han sido trabajados, en [31] y [33], para desigualdades variacionales ma-
crohibridas mixtas, aplicando la metodologia de resolventes propuesta en [30].

7.5.1 Forma subdiferencial de los problemas mixtos primal y dual

En primer lugar expresamos el problema macrohibrido mixto primal en forma subdi-
ferencial:
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( Parate (0,7), para e =1,2,..., E, encontrar . € Ky, :

7A:£A: = Meam—'a(t) + Aeae(t) + Be(t)ae(t) - fe(t)

dt

+0Pn, (t; cte(t)) + 0V, ( ac(t)0lk, (owe(t)),
) (7.24)
a.(0) = aye,

y 1A} € Q), satisfaciendo las condiciones de sincronizacion :

(Acac(t)} € Blgy ({ACH).

Expresamos el problema macrohibrido mixto dual en forma subdiferencial:

( Para t € (0,T), para e=1,2,.... K, encontrar a, € Ky,
y (m2,07) € D(By) x DV, ) tal que

~CIm(t) — DI9L(t) - ATAL € ML 250 4 Ao (t) + Bo(t)awe(t) — £(0) + O, (ee(t)),
Coaxe(t) € 8T3_(t; w2(1)),
D.a.(t) € dUE, (t; 92(1)),

vy {A} € Qn, satisfaciendo las condiciones de sincronizacion :

[ {Aece(t)} € Ol (TA}).

(7.25)
7.5.2  FEspacios producto
Entonces introducimos los vectores primales v duales v los espacios producto:
E
a = {a}eV=]]8™,
e=1
(7.26)

E E E
A= (w9 N e Y = [ R < [ B < [ B
e=1 e=1 e=1
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y los operadores A : V. — 2Y A € £(V,Y) con transpuesta AT € £L{(Y,V) v
el subdiferencial 9G* : Y — 2¥ | para 8 € V, v* = ({p.}, {0}, {ve}) € Y, definidos

por:

AB) — {(Act+ BB} + {0, (B)} - (£

Aﬁ = ({Ceﬁe} 7{Deﬁe} ) {Aeﬁe})a
(7.27)

ATvt = {Clp.}+{Dlo.} +{Alv.},

0G*(v') = ({0®; (p.)}.{0%; (0.)} 0Ly ({ve})).
7.5.8 Formas miztas primal y dual abstractas
Entonces el problema toma la forma mixta primal abstracta:
( Encontrar (a(t), X*(1)) € D(A(L)) x D(G*(t)) tal que :
—ATAY (1) e M2l 4 At a(t)),

(7.28)
Aa(t) € 8G*(t; A*(1),

\ ae(D) = Qe

Entonces el problema toma la forma mixta dual abstracta:

( Encontrar (aft), A (t)) € D(A(t)) x D(G*(t)) tal que :

—ATN(t) € Aty a(t)),
(7.29)
Aa(t) e M0 4 5@t A* (1)),

A“(0) = AL

Aqui D(+) es el dominio de su argumento, estoes D(A(¢)) = {3 € V : A(t; B(1)) # 0}
y DG () ={n"cY G () # toob,y MV = V. (M*: YV —Y) es la matriz
de masa simétrica definida positiva del sistema primal o dual, con inversa denotada

por M~1 & M—*.
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7.5.4 FKEsquema primal de wnitegracion en el tiempo

Dualizando (mediante la grafica inversa) la ecuacién dual del problma mixto primal
(5.28) y suponiendo valida la relacién [16]:

B(G(t) o A) = AT 0 9(G(t) o A) (7.30)

obtenemos el siguiente problema evolutivo primal:

Encontrar a(t) € D(A(t)) :

0e M%Y L A(t; alt)) + B(G(t) o A)(a(t)), (7.31)
a(0) = ap.

Ahora asoclamos al problema primal un esquema de integracién numérica en
el tlempo, para m > 0, y denotando el paso del tiempo como 7 > 0.

Esquema semi-implicito de Euler primal

m—+1 a™

0c MaT oA™Y 1 HG™H o A) (™). (7.32)

De acuerdo con la metodologia de resolventes, introduciendo la relacién —ATX!, €
A™(@™), y el operador M—resolvente del subdiferencial 3(G™ 1o A) :

Tinoiamiiony = (M+rd(G™ 1o A)7L, (7.33)

entonces el esquema semi-implicito de Euler puede ser exprezado como:

" = T pramiony(Ma™ + rATAL) (7.34)

Entonces considerando la caracterizacién del operador resolvente en térimnos
de la gréfica de M — proximidad (relativa a la norma ||, inducida por el producto

interno (M-, -}y) [29] :

Imaiamriony © Mw) = Prozyegmiion(w)
(7.35)

1
= arg( {5 ||Uw||iJ+TGm+10A(’w)}).

in
veD(rGmTloA)

Concluimos la sigulente interpretacién del esquema semi-implicito de Euler
primal:
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Algoritmo ALG 0y :
( Dado o e DAY N DG o A), conocido o™, m >0,
Emcontrar X, y a™ tal que :

(ALGOy) (7.36)
—ATX e A™(a™),

| @™ = Prozaprgmiioa(a™ + rMTIATAL ).

La convergencia del esquema semi-implicito de Euler primal , algoritmo (7.3€),
a un estado estaclonario, se deriva de las propiedades, de contraccidn firme, del ope-
rador resolvente (7.34), suponiendo que el operador primal \A(f) es uniformente, en ¢,
Lipschitz continuo y fuertemente mondtono, de donde existen constantes ¢ y M, tal
que el algoritmo converge cuando:

2
0<r< ﬁ‘; (7.37)

7.5.5 Fsquemas duales de integracion en el tiempo

Consideraremos esquemas de integracién numérica en el tiempo para el problema
mixto dual evolutivo. Para esto dualizamos la ecuacidn dual del sistema, utilizando
la gréfica dual del operador primal A(#) : V — 2¥ relativo a A, el cual en el sentido
de Mosco[32] estd definido por:

A py={vtcY 3gcV, v =-A3, ~Apc Al B)}) (7.38)

Este operador dual es mondtono maximal cuando A(%) es fuertemente mondto-
no o AT o A es un isomorfismo en V. Entonces suponiendo una de estas condiciones
identificamos (7.29) con el problema evolutivo dual:

Encontrar X*(t) € DAL () N D(G*(1)) :

0 M« | s (5, A (1) +8GH(E N(1)), (7.39)
A (0) = AL

en el sentido de que para £ € (0, +o0c), {(@(t), X*(f)) € D(A(L)) x D(G*(t)) es
una solucién del problema mixto evolutivo dual (7.29), entonces, A*(¢) es una solucién
del problema evolutivo dual (7.39). Reciprocamente si A*(t) € DA} (t)) N D(G*(t))
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es una solucién del problema evolutivo dual (7.39), entonces 4 «(f) € D{A(f)) tal
que:

—A a(t) € ALt A*(1)) (7.40)
y (a(t), A*(t}) es una solucién del problema mixto evolutivo dual (7.29).

7.5.6 FKEsquemas de Fuler duales de integracion en el tiempo

Esquema semi-implicito de Euler dual:

A — A
0€ M EILD0 4 L (N) + 8, 1 (N (7.41)

Esquema implicito de Euler dual:

p.N — X
0 Mrlmtl “m

2 A ) + OG5 (A ) (7.42)

Introducimos la relacién, de (5.30), —A a, € A} (A}), con versién primal

~AT X! € A™(ev,,), para expresar el esquema semi-implicito en términos del M* —
resolvente del 0GF, ., como

Xt = oo (MOAL, +rAct) (7.43)

Entonces por la relacién:

S a0 M*=Pr OL s o | = [ — M PromM_*,TGmHO(%)I, (7.44)
el esquema dual semi-implicito de Fuler tiene la interpretacién:
Algoritmo ALG 4,
( Dado A5 € D(G}), conocido X, m >0,
calcular o™ y A} | tal que :
A =T —M*Pr oo:M_*’TGmHO(%N)(A:}& +rM*Aay,).
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Este algoritmo converge si, como se demuestra en [27, Teorema 6.1], el ope-
rador A(f) es uniformemente Lipzchits continuo en ¢, fuertemente monétono y el
operador A es invertible ¥ si el incremento en el tiempo satisface la relacidn, con ¢
constante:

0<r <2 (7.46)

Introduciendo la relacidon —A a™ ¢ AR’mH(A:fn 41) podemos identificar el es-
quema implicito de Euler para el problema dual con:

Algoritmo ALG 5y;-

( Dado A§ € D(GY), conocido X, m >0,

calcular @™ y A, tal que :

(ALGSu+) Q ~AT(I -~ M~*Proz A+ M7 Aay) € AT o),

_*,er+1o(%)1)(

AL, M Aa,).

Ami1 = — M *Proz_

—tramtloidyr

(7.47)

Otra interpretacién del esquema implicito la obtenemos expresando (7.32) en
la forma:

0= M*inadn _ pAgmil | pmil
—Aa™t e Ay (A, (7.48)
prt € OGS, 1 (Nhi)

entonces identificamos el esquema implicito de Euler dual con el algoritmo:

Algoritmo ALG 1+

( Dado A € D(A}, ) N D(Gy), eonccido Ay, m =0,

encontrar p™ Tt o™t XY tal que

A:n + TM—*(Aam+1 7pm+1) c aGm+1(pm+1)’

(ALG1 ) (7.49)

7AT()\:<n + TM_*(A(XM+1 _ pm+1) c Am+1(am+1)’

A*

\ 1 = )\:n + TM_*(Aam+1 7pm+1).
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Notamos que en los algoritmos ALGEy+ v ALG1 4+ la sucesidn {)\fn +1}m>0
viene en ambos casos de: -

)‘:n+1 - JJTJ*,ARmeG;H(M*A;@)a (7.50)

podemos concluir que el esquema implicito de Euler converge a un estado
estacionario si el operador Ay .+ Gy, 4 es mondtono maximal [27, Tecrema 2.1].

7.5.7 Fsquemas de separacion de operadores de integracidn en el tiempo

Consideremos los sigulentes métodos de separacidn de operadores

Esquema de Douglas Rachford:

4«)\:?‘1, B A:n * * * *
0 M % + Al (M) T 0GH (A1),
(7.51)
0 ¢ M + + A1 (A1) + 0Go 1 (i)

Esquema de Peaceman Rachford:

Amit = An
0 e M ImE I ) 406 (),
3 2 2
(7.52)
A1~ A
0 € M'———F— +ALunXnn) +0G, (A1)
2

Introduciendo en el esquema de Douglas Rachford las relaciones:
—Aa™ € AL (AL,
P € OGL (),

(7.53)

—Aa™ € Ab (A1)

obtenemos el siguiente :
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Algoritmo ALG 2;;-

( Dado a® € V y Xy € D(A, ) N D(GE), conocidos o™, A,

i1 Y
encontrar p™t, o™ XL tal que

m > 0,

* —% m il m—+1 ¢, m—+1

—~AT(XE, + r M (Aa™ Tt — pmTl) € AT ™),

[ At = Ny Mt (A,
(7.54)

De la. misma manera, bajo las relaciones (5.43) pero con:
Pt e G, 12X 120 ) (7.55)

el esquema Peaceman Rachford puede ser identificado con el algoritmo:

Algoritmo ALG 3,

( Dado o € V y Aj € D(A, ) N D(Gy), conocidos a™, Xy, m >0,
encontrar pmtt ™t )\:n+1/2, Y Ay tal que

A:n + %M‘*(Aam 7pm+1) c 3Gm+1/2(pm+1),
ALGS * % * T — % fas] e
( M ) m+1/2:)\m+§M (Aa —p +1),

_AT(A:R+1/2 + %Mf*(Aaanl _ pm+l) c Am+l(am+1)’

| A:u—)—l _ )\:71+1/2 + %Mf*(Aaerl _pm+1)_ (7 6)
B3

La convergencia de estos dos algoritmos ha sido analizada en [27] y [33].



Capitulo 8
EXPERIMENTACION NUMERICA

Para la aplicacién al control de contaminantes en un acuifero consideraremos un
problema clasico [36]. Consideremos un dominio 2 del problema, un acuifero o parte
de &l, en el que hay un flujo general determinado por las condiciones en la frontera
y las fuentes y sumideros en el interior, la recarga y pozos de extraccidn de agua
potable, (Fig.8.1). Se dividié el dominio del,problema en cuatro subdominios € {2,
{13 y {24. En algin lugar del acuifero, en £}, existe una fuente de contaminacién, por
ejemplo un basurero, un depdsito de residuos industriales o un derrame de sustancias
quimicas, de las que escurren sustancias que se disuelven en alguna medida en el
agua. Debido a la difusidn, dispersién y adveccidn los contaminantes pueden llegar
hasta los pozos de agua potable.

Impermeable

impermeabie

Fig.8.1.- Dominio del problema
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El problema de control que simularemos consiste en establecer pozos de control
de tal manera que en {5, 3 v 24, v principalmente la parte del acuifero donde estdn
los pozos de agua potable, la concentracidén de contaminantes, para toda ¢ > 0, esté
en un intervalo establecido de antemano u(z, ) € [eq, 2, # € OQs34. Esta restriccidn
estd descrita por el superpotencial convexo ¢(z, u(xz,)) definido como:

0 st u(x,t) € e, co

+oc  en otro caso (8.1)

otz 0) = {

cuya grafica es (F1g.8.2):

©(x;u(x))

P 0

c, o u(x)

Fig. 8.2 Superpotencial de control, modela las restricciones.

La accién controlante estd dada por el subdiferencial mondtono multivaluado

d¢(z,u(z,t)) definido como:
(—o0,c1] siwu(z,t)=¢
Op(z,ulz,t)) € < {0} siwulz,f) € |eg,ca) (8.2)

{lea,00)}  siu(z,t) =co

cuya grafica es (Fig.8.3):
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200;u(x))

t <, u(x)

Fig. 8.3 Subdiferencial de control, modela la accidn contolante.

Como vimos en el texto el subgradiente p* = gu, donde ¢ = divw es una
fuente o sumidero del campo de flujo con contaminante, estd dado por:

Pt = —w + ediv(D(z) gradu(z,t)) — w(z,t) - gradulz,t) + f(z,t)

o~

(8.3)
€ 9¢(x,ulz,t)), (,t) e Q=0 xT.

Este subdiferencial aparece implicitamente en el modelo macrohibrido mixto
primal y explicitamente como campo incdgnita en el modelo macrohibrido mixto dual.

El modelo que usamos para modelar el control de contaminantes en el acuifero
es el modelo macrohibrido mixto primal, con el cual encontramos simultdneamente
el campo de presiones, el de velocidades y el de concentraciones. Este nodelo, para
cumplir con las restricciones, define una accién controlante para cada x € {2334, & €
[0,7T]. En su versién discreta, en cada elemento finito de estos subdominios, define un
pozo de control, el cual se activa cuando las restricciones no se cumplen. Esto nos
permite jugar con las fuentes y sumideros de flujo con contaminantes para realizar
varios experimentos de control de contaminantes en el acuifero.

Como hase para la experimentacién numérica tomaremos el algoritmo ALG 5
programado por Norberto Vera [37], al cual le agregamos el modulo de control.
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8.1 Refinamiento de la malla y del paso del tiempo

Antes de iniciar los experimentos, corremos el programa del modelo macrohibrido,
ALG 5, sin control, para ver las condiciones en las cuales la solucién numérica, deja
de presentar o se disminuyen las oscilaciones espurias debidag al término de adveceidn
el cual es antisimétrico.

Para esto partimos de una malla de 10 x 10 en cada uno de los cuatro subdomi-
nios y observamos que el flujo de contaminantes al cruzar la frontera interna presenta
oscilaciones espurias muy grandes, que con el trancurso del tiempo se propagan hacia
todo el dominio ocupado por el contaminante (ver Fig.8.4).

,,,,,,, T PRESS (Pay COND

Eran

3% LG

PR

W Lk

% o

Fig.8.4 Oscilaciones espurias de las solucidn.

En seguida manteniendo la misma malla en los subdominios y el mismo paso
del tiempo, (100 At), refinamos la malla de frontera interna de 10 a 15 elementos
finitos, en este caso unidimencionales, para cada frontera interna entre los subdiminios
{2 vy £1,. Y se observa una mejora significativa en el comportamiento de la solucidn
numérica, las oscilaciones casi desaparecen, (ver Flg.8.5).
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Fig. 8.6 Simulacién en una malla de 20x20 con frontera f30. para ¢ = 00AL.

Se propone para la experimentacién numérica, tomar una malla de 20 x 20
para cada subdominio v una malla de 30 para cada frontera interna asi como un paso
del tiempo de 10 At, At = 1200 seg.
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Fig. 8.7 Simulacién con malla 30x30 45 en el tiempo ¢ = S00A¢L.

8.2 Experimento 1

En este experimento tenemos un derrame permanente, por ejemplo un basurero o
un depdsito de residuos industriales, se observa la evolucién del mismo sin control y
con control. En este experimento consideramos un dominio €2, un acuffero o parte
de é&l, dividido en cuatro subdominios £2q, €25, {13, {24, con presidn prescrita p; en
una parte de la frontera, py en otra parte y velocidad normal v, = 0 prescrita en
otra parte de la frontera de 2, 8%y, de tal manera que hay un flujo general en el
acuifero. En el subdominio £}y hay una fuente de contaminacién permanente que
genera lixiviados que se difunden en y son arrastrados por el flujo general del fluido
en el acuifero. En {14 hay un campo de pozos para agua potable. La densidad y
viscosidad del fluido residente son de p, = 1000Kg/m® y v; = 0.001(Pa — s) y de
p, = 1000Kg/m?® y v; = 0.0005(Pa — s) las del fluido contaminante. El caudal de
fluido contaminante es de § = 3qg, qg = 0.006m3/s y la concentracién de este es de
cg = 1.000Kg/m3. Las restricciones son ¢; = 0.001leg, ¢z = O.lcg. Los caudales de
los tres pozos de agua potable son ¢ = —gg. La porosidad ¢ = 0.25, la permeabilidad
del medio K, = K, = 10712, La difusividad molecular y la dispesividad longitudinal
v transversal son D, = 0.00, Dy = 0.009 v Dy = 0.009. Todos estos pardmetros
pueden variarse para considerar un medio, un contaminante y fluido en particular.
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El objetivo del control es que en €15, £33 v {14 la concentracién de contaminantes
esté entre dos valores fijos 0 < ¢y < u(z,t) < co. Fl modelo desarrollado nos define
un pozo de control virtual en cada = € 22, 23, 4 tal que cuando la concentracidn
w(z,t) > co ¢ € Qa, 3, Q4 los pozos de control se activen. Para comparar lo que
sucede, la simulacidén se hace con pozos de control y sin pozos de control. Ver Figs.
(Serie 1, " Evolucién del sistema sin control” y Serie 2, "Evolucién del sistema con
control” ).

8.3 Resultados del modelo de control

Respecto a la experimentacidén numérica, el modelo usado es el modelo macrohibrido
de flujo miscible, dependiente del tiempo, sin y con control de contaminantes, en un
fluido en medio poroso.

La serie 1 de figuras nos muestra la evolucidn del sistema sin la acidn del
control y observamos que con el trancurso del tiempo, la pluma de contaminantes
llena €21, {2 y eventualmente llega hasta los pozos de agua potable en £24.

La serie 2 de figuras muestra la evolucién del sistema con control en 5, (3 v
4, Podemos observar que al principio el sistema evoluciona de la misma manera que
en el caso sin control, pero, cuando el contaminante penetra en {25 y la concentracidn
no cumple con las restricciones, es decir es mayor que ¢o, entonces en los lugares en
que esto sucede se activan los pozos de control evitando que el contaminante siga
propagandose por 2,23 yv {14 manteniendo la concentracién de contaminantes en
estos subdominios dentro de las restricciones preestablecidas. Es decir se logra que
para toda z € €5,823, 8 y todo tiempo ¢t € [0,T] la concentacién de contaminantes
u(x,t) este entre ¢; y ¢3 por lo que los objetivos del modelo se cumplen. Es importante
notar que con el transcurso del tiempo si lag condiciones no cambian el sistema parece
llegar a un estado cuasi estacionario.

En la literatura cldsica sobre el tema de control de la pluma de contaminantes,
[36], [2], se definen los conceptos de zona de captura y barrera de potencial. La zona
de captura es el drea del acuifero cuyas lineas de flujo llegan a los pozos de control.
Un criterio para la efectividad del control es que toda la pluma de contaminantes esté
contenida dentro de la zona de captura de los pozos de control (lo cual es clerto sélo
sl tenemos adveccién dominante, y generalmente ese es el caso en acuiferos). El otro
criterio es que se forme frente a la pluma de contaminantes una barrera de potencial
hidrodindmica que impida el paso de contaminates a otras partes del acuifero. Ambas
cosas se logran en este modelo, ver Fig. 8.8,
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Fig. 8.8 Zona de captura y barrera de potencial

Este es un modelo vivo, sl las condiciones variaran, por ejemplo si tuviéramos
nuevos pozos de extraccidn de agua potable, u otras fuentes de contaminantes, o el
flujo general cambiara, el modelo responderia automaaticamente a estas situaciones
v encenderia los pozos que fueran necesarios para mantener la concentracién de los
contaminantes dentro de los limites preestablecidos. Un modelo de este tipo es una
herramienta muy importante para el tomador de deciciones o para el manejador del
acuifero, puesto que el autorizar nuevos pozos de extraccién podria implicar también
establecer nuevos pozos de control.
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CONCLUSIONES

Este trabajo aporta tres aspectos que son relevantes: 1.- El uso de modelos mixtos,
velocidad - presién para el flujo en medios porosos y concentracién - control
para el de difusidén adveccién con control de contaminantes. 2.- El uso sistemadtico del
andlisis convexo para la formulacién variacional subdiferencial del problema
evolutivo, con valores en la frontera v restriciones de control, de la difusién y adveccidn
de contaminantes. Y 3.- La macrohibridizacién o descomposicién de dominios
del problema. Adicionalmente el uso de algoritmos iterativos de punto préximo tipo
Uzawa para la resolucién numérica del problema.

Los modelos mixtos surgen de manera natural del modelo fisico
del problema, puesto que, generalmente, tenemos una ecuacidn de balance y una
ecuacién constitutiva. Los modelos mixtos permiten encontrar simultaneamente, por
ejemplo, la presidn v la velocidad del fluido, como una funcién de la posicidn v el
tiempo en el dominio del problema. Los métodos tradicionales generalmente resuel-
ven para la presidn, y mediante un postprocesamiento, encuentran la velocidad, lo
que se traduce en una pérdida de informacién. En el caso del problema de difusién
- adveccidn con control de contaminantes el modelo mixto se logra introduciendo el
campo de control como el campo dual.

Las leyes que gobiernan el comportamiento y la evolucién de un
sistema fisico real cumplen con ciertos principios muy generales llamados
principios variacionales. La formulacidén variacional local del sistema fisico someti-
do a condiciones de frontera v restricciones, se obtiene de manera inmediata aplicando
elementos del andlisis convexo, tales como los de superpotencial, subdiferencial y dua-
lizacidn mediante la inversidn de la grafica. De tal manera que las ecuaciones que
gobiernan el interior del dominio del problema, las condiciones de fron-
tera vy las restricciones se expresan mediante ecuaciones subdiferenciales,
(inclusiones), y sus correspondientes desigualdades variacionales. Median-
te la integracién por partes v usando la férmula de Green apropiada se obtiene la
formulacién variacional global del problema.

De esta manera, de las ecuaciones subdiferenciales locales, construimos mo-
delos variacionales evolutivos del problema de control en el interior v en la frontera
para la ecuacidn de difusidn adveccidn. Obteniendo dos modelos mateméticos v de
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elemento finito, evolutivos, el modelo mixto primal v el modelo mixto dual de difu-
gidn adveceidn con control de contaminantes en un fluido en medio poroso.En relacién
con la discretizacidn en el tiempo, aplicamos el esquema semi-implicito de Euler al
modelo primal de transporte v el esquema € de punto medio al modelo mixto.

Descomposicién de dominios. Para considerar la heterogeneidad y ani-
gotropia de las propiedades fisicas asi como la gran escala espacial de un acuifero
real y la exactitud requerida en la aproximacion de los campos de velocidad, presién
v concentracidn, se hace Indispensable la macrohibridizacidn o descomposicién de
dominios del problema. El sistema es descompuesto en varios subsistemas que inte-
ractuan y se sincronizan a través de sus fronteras internas & interfaces. Esto se logra
mediante la continuidad en las condiciones de transmisién de los campos
de velocidad, presién y concentracién y sus respectivos flujos. Las que se
expresan mediante ecuaciones subdiferenciales. Cada subsistema contiene un
problema mas pequenio & mds simple de resolver que el problema original. Ademés,
ésto nos conduce a aprovechar de manera natural el cémputo en paralelo
o en sistemas distribuidos que se desarrolla actualmente.

Finalmente, integramos en un modelo de flujo miscible, macrohibrido,
dependiente del tiempo, con control de contaminantes, en un medio poro-
so, directamente aplicable a acuiferos, donde, para cada subdominio tenemos un
modelo de flujo en medios Porosos, ¥y un modelo de difusién - adveccidn con control.
Obtenemos los modelos matematicos y de elemento finito, evolutivos, con descompo-
sicidn de dominios, mixto primal y mixto dual, de control de contaminantes en un
fluido en medio poroso. Resolvemos en cada paso del tiempo, el problema en cada
subdominio y sincronizamos estas soluciones mediante las condiciones de transmisién.
En relacidn con la discretizacidn en el tiempo se utilizan los esquemas de Euler primal
y dual. Obtenlendo algoritmos de resolucién de tipo Uzawa, entre ellos el ALG § que
es el que estd programado, al cual le agregamos el médulo de control interno.

Se realizaron experimentos para aplicar el modelo a un problema cldsico de
control & contencién de una pluma de contaminantes, el modelo respondié perfecta-
mente logrando mantener la concentracidn de contaminantes dentro de las restriccio-
nes establecidas de antemano en la regidn de interés. Kl modelo tiene la capacidad de
responder a cualquier cambio en las condiciones del problema, y encender los pozos
de control necesarios para mantener la concentracion de contaminantes dentro de los
limites preestablecidos.

En conclusién construimos un modelo mixto, o dos modelos mixtos acoplados
en uno, que nos permite encontrar simultdneamente los campos de presiones y veloci-
dades del fluido, asi como los campos de concentracién y de control de contaminantes,
que es evolutivo, es macrohibrido, usa descomposicidn de dominios que se coordinan
mediante las condiciones de transmisién, permitiendo la paralelizacidén del mismo.
Permite ademds considerar heterogeneidades v anisotropias del medio, asi como di-
versos fluidos y contaminantes. Ademés hemos logrado repetir resultados cldsicos.
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Este modelo puede ser de gran ayuda para la toma de deciciones en el manejo de
acuiferos.

Este no es un modelo de control dptimo, para lograr el control éptimo habria
que imponer ademds de que la concentracién esté en un intervalo dado, otras res-
tricciones, como por ejemplo que el nimero de pozos de control fuera un minimo y
que el gasto hidrailico de todos los pozos de control fuera minimo, esto se sintetiza
en minimizar un funcional de costo. Hacer un modelo de control éptimo es un buén
objetivo para el futuro.

Otras tareas importantes para el futuro son las de hacer la simetrizacién o
estabilizacién del problema de difusién adveccidn, mediante las técnicas de upwind,
las de Petrov-Galerkin o las de érbitas regresivas (caracteristicas). Otra tarea es la
de programar el modelo macrohibrido mixto dual, puesto que con ese modelo encon-
trarfamos explicitamente el campo de control para cada punto y cada tiempo. Otra
tarea importante es construir el modelo para geometrias generales y tridimensionales.
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Serie 1

Evolucion del Sistema Sin
Control
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~ SIMULACION A: 0.01 MIN
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SIMULACION A 0.04 MIN.
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SIMULACION A:  0.05 MIN,

PRESE (Pa) CONC
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SIMULACION A: 0,05 MIN,

PREES (Pa) CONC
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SIMULACION A: 0.0 MIN,

PRESE (Pa) CONC
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SIMULACION A: 0,07 KMIN,

PRESE (Pa) CONC
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SIMULACION A:  0L08 MIN.
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SIMULACION A: 0,09 MIN,

PEEES (Pa) CONC
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SIMULACION A: 0,09 MIN.
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SIMULACION A: 0,09 MIN,

PRESS (Pa) COMNC
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