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RESUMEN

En este trabajo se presentan conceptos basicasaabelr calculo fraccional y la reologia
fraccionaria utilizados en el estudio del comporénio visco-elastico de materiales y la
aplicacion de dicha metodologia en la modelacidnfel@meno de creep. También se
presenta la solucion de una ecuacién diferencalcfonaria que modela dicho fenémeno.
Las curvas obtenidas de ensayes, sobre arcilléétisas, se reproducen adecuadamente
utilizando la solucion de la ecuacion diferencractionaria que modela el fendmeno de
creep. Por Ultimo se presentan comentarios y ceiocias acerca del beneficio al emplear
ecuaciones diferenciales fraccionarias en la siomutade fendbmenos y problemas que se

presentan en ingenieria.



ABSTRACT

In this paper, basic concepts about fractionalutatcand fractional rheology used in the
study of viscoelastic behavior of materials and #pplication of this methodology in

modeling the creep phenomenon are presented; ladssolution of a differential equation
fractional modeling this phenomenon is commentede Turves obtained by testing
synthetic clays were adequately reproduced usiegstilution of fractional differential

equation that models the phenomenon of creep. Iffir@nclusions and comments about
the benefit to use fractional differential equasan the simulation of phenomena and

problems that arise in engineering are presented.



PLANTEAMIENTO, OBJETIVOS Y ALCANCES

En este trabajo se realiza una investigacion tedmperimental acerca del empleo de

ecuaciones diferenciales fraccionarias en la mottgla del fendmeno dereepen suelos,

con los siguientes objetivos:

Mostrar la ventaja de utilizar ecuaciones diferales fraccionarias sobre las
ecuaciones clasicas para simular el comportamusuelos arcillosos sometidos a
una carga sostenida durante tiempos largos (fendaesreep

Utilizar la reologia fraccionaria como medio de npmmiento de la ecuacion

diferencial fraccionaria que mejor simula el fendmeecreepen suelos arcillosos.

Los alcances del trabajo son:

Plantear arreglos reoldgicos fraccionarios paraukimel fendmeno dereep en
suelos.

Ensayar muestras cilindricas de suelo sometidas asgag constantes
correspondientes a diferentes porcentajes del rrsfuaaximo de resistencia de
cada material sin llegar a la falla. Para ello g#izan camaras triaxiales
instrumentadas con sensores de carga, desplazaniprasion.

Se utilizan tres materiales sedimentados de lossquextraen muestras de arcilla
sintética, constituidos por una mezcla de caolientonita.

Determinar los valores de las constantes viscoeddsy exponentes fraccionarios
del arreglo reolégico fraccionario que mejor ajoste cada una de las curvas
registradas en las pruebascteep

El envejecimiento del suelo queda fuera de losnaks de esta tesis; su estudio e
inclusion de este fendmeno en la ecuacion difeatmgie modela el fenbmeno de

creeppuede trabajarse en futuras investigaciones.

La aportacion principal del trabajo consiste emktodologia necesaria para utilizar

el gran potencial de las ecuaciones diferencialascionarias para la simulacion del

fendmeno dereep este trabajo puede tener proyeccion en lo refier@iha modelacion de

diversos problemas de ingenieria, tales como lasdlmacion de suelos y su

comportamiento bajo sismos y vibraciones.
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1 INTRODUCCION

1.1 Antecedentes de reologia aplicada

En las ultimas décadas, las ecuaciones constisupeaa materiales viscoelasticos que
involucran derivadas fraccionarias han cobrado natiente interés. El uso de arreglos
constitutivos fraccionarios es motivado en grantep@or el hecho de que se requieren
menos parametros para representar el comportamiesttioelastico de materiales que los
requeridos cuando se usan los arreglos tradicisndke orden entero. Los arreglos
fraccionarios permiten tanto variar de una maneaa amplia los parametros reoldgicos,
como ser manipulados usando las transformadasuteeFg Laplace.

Hasta el momento, es amplia la actividad experiaidiat nivel internacional) para
determinar el comportamiento reolégico clasicoateduelos. También se esta trabajando
en la determinacion experimental de propiedade®gm®as fraccionarias en materiales
vinculados con la industria del alimento, agricdtgNeaman y Singer., 2004), textiles, e
incluso en propiedades de tejidos bioldgicos (Jggeackner, 2008) que se emplean en

bioingenieria, por ejemplo de arterias y huesosanas (Robert et al., 2006).

A continuacion se presenta un breve resumen den@dgirabajos que se han

realizado en este tema, referente a la reologsceld fraccionaria.

1.2 Reologia clasica

En el area de interés vemos que se llevan a cabdi@s de caracteristicas de resistencia de
mezclas de suelos y asfaltos, bajo ciertas contisiale esfuerzos (Abdel-hady y Herrin,
2007). Aplicando esfuerzos constantes se obsergadicion de las deformaciones en el
tiempo, por ejemplo pruebas deeep En (Sheldon, 2008) se presentan estudios de
materiales viscoelasticos que poseen mezclas éedeales viscosas y elasticas. Como es
usual, esto se caracteriza mediante conjuntossoetes y amortiguadores.
En lo referente a actividades experimentales, seetiuna amplia gama de

investigaciones, como el estudio de propiedadefdgmas de suelos humedos bajo
esfuerzos constantes y oscilatorios (Teamrat y,0401). Se ha estudiado el efecto de

cambios en la estructura del suelo por la activiggmocesos agricolas. También se han
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investigado las propiedades reoldgicas de suelosnsayar especimenes en pruebas de
torsion con régimen cinematico, (Meschyan y Tasdagy2005). Aigner et al., 2009
realizaron estudios multi-escala para prediccioh amnportamiento de mezclas de
concreto y asfalto. Se incluyen estudios del efetdotemperatura en las propiedades
viscoelasticas. En (Ariaratnam et al.,, 2003) sesgmta una evaluacion de propiedades
reologicas de flujos de retorno en perforacioneszbotales direccionales, muy util en

fracturamiento hidraulico.

1.3 Reologia fraccionaria

En este tema, se tienen trabajos sobre visco-@tedi en arterias mediante experimentos
de relajacién (Craiem y Armentano, 2007). Pargjuedta de las curvas experimentales se
emplean pruebas uniaxiales, y modelos de ecuacdifegenciales fraccionarias. También
se han realizado estudios de visco-elasticidad umsds, utilizando modelos reoldgicos
fraccionarios (Liu y Xu, 2008). Asi mismo, se tianestudios con calculo fraccionario
donde se modelan ecuaciones constitutivas ligadasreas moleculares para describir el
comportamiento macroscopico de medios visco-el#Es(Bagley, 1986).

En (Schmidt y Gaul, 2001) se presenta una impleac@r para analisis, utilizando
el método del elemento finito, de relaciones ctumstas que involucran ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Se tiene que, con &g de ecuaciones, el niumero de
parametros necesarios para ajustar curvas expddlesres menor que con ecuaciones
diferenciales con derivadas de orden entero. Tamd®éhan hecho estudios de materiales
con micro-estructura desordenada basados en géanifetctal y calculo fraccionario
(Carpinteri et al.,, 2004). Se analiza también elcef del tamafio de particulas en el
comportamiento estructural de muestras de materta¢erogéneos y su relacién con el
namero de parametros necesarios para el ajustevascexperimentales; todo esto es muy
atil en estudios de fracturamiento. En (Koh y Kellp90) se presenta una aplicacion de
derivadas fraccionarias para analisis de modelnsaadamiento de base; esto para analizar

problemas de aislamiento de vibraciones.

En este trabajo de tesis se presentan las teowaducradas en el estudio del

fendmeno decreep en suelos mediante la teoria de viscoelasticiagadeologia
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fraccionaria; por tanto, en el capitulo 2 se priesda teoria correspondiente al céalculo
fraccionario. En el capitulo 3 se presenta brevéeném teoria de la viscoelasticidad y
reologia fraccionaria. En el capitulo 4 se presamabreve resumen del estudio del
fendmeno dekreep en suelos, y finalmente, en el capitulo 5 se ptaselos analisis
experimentales y numéricos de los resultados aldsrde pruebas dweepen laboratorio
al realizar los ajustes de las curvas experimentalen el modelo reoldgico; las

conclusiones correspondientes se presentan epiallosb.

Instituto de Ingenieria, UNAM



2 ANTECEDENTES DE CALCULO FRACCIONARIO Y ECUACIONES
DIFERENCIALES FRACCIONARIAS
En este capitulo se presentan algunos conceptadate calculo fraccionario, como la
derivada fraccionaria y las ecuaciones diferensifigccionarias, herramientas muy utiles
en la modelacion de fendmenos naturales.

El concepto de calculo fraccionario no es nuevoexiatido por mas de tres siglos.
Es una generalizacion de la diferenciacion y lagrdcion ordinarias (enteras) a érdenes
no-enteros (reales e incluso, complejos). El naamtoi del calculo fraccionario se data en
1695. En ese afio, L'Hopital planteé en una cattailniz (Arafet et al., 2008) la cuestion
de como se deberia entender la expresion, intrddypmr el propio Leibniz:
d"f(t)

dt"

si n fuese una fraccion. Leibniz trabajo en el temasg donsiderd “derivadas de orden

D"f (t) =

general”, ademas de introducir la notacibt? f(x) para denotar la derivada de orden 1/2.

Desde entonces destacados matematicos, como Eafdace, Fourier, Abel, Liouville,
Riemann, Laurent y Weyl, han contribuido al dedirrdel calculo fraccionario. Muchos
encontraron, utilizando su propia notacion metogick las definiciones que se ajustan al
concepto de integral o derivada de orden no ent&r®.definiciones mas conocidas en el
mundo del célculo fraccionario son las de Riemaimnlille y Grunwald-Letnikov (Arafet
et al., 2008).

Hoy en dia existe una vasta literatura sobre ehtdamado Célculo Fraccionario
(CF), Calculo Fraccional o Calculo Generalizado. Estidias areas de la ciencia se han
escrito diversos articulos mostrando las mas vasiaglicaciones (Denath, 2003). Entre las
aplicaciones mas comunes d&F se encuentran: reologia, biologia cuantica,
electroquimica, teoria de la dispersion, difusiGgria del transporte, probabilidad y
estadistica, teoria del potencial, elasticidad;osglad y teoria de control automatico; dos
aplicaciones mas recientes son en matematicascieras y en la teoria de fractales. Por
ejemplo, se ha demostrado que los arreglos de drdecionario son mas apropiados que
los de orden entero para describir las propiedatkesalgunos materiales como los

polimeros.
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Actualmente existen paquetes desarrollados pacalello fraccionario y para el control
automatico fraccionario (como un ejemplo, la agiiéa gratuita Ninteger para Matlab,
disponible en internet). A continuacion se dara definicion formal de derivada
fraccionaria, pero antes se presentan algunos caspies que ayudan a comprender lo

que es una derivada fraccionaria.
2.1 Presentacion de conceptos elementalesDagivada fraccionaria basados en la
integral de Riemann-Liouville

En matematicas e ingenieria estamos familiarizados la idea de la derivada, cuya

notacion usual es, por ejemplo:

2
pr =3 o prx=9TX (2.1)
X dx
Pero ¢qué significaria la media derivada de uncidnfd:
dl/2f X
D¥2f (x) = dx”g ) (2.2)

Para comprender esta idea, aqui se presentan algjemplos de derivadas fraccionarias y

su interpretacion.
2.1.1 Derivada fraccionaria de la funcién exponencial

Se comienza por examinar las derivadas de la faneixponencial por su simplicidad
(Arafet et al., 2008). Se sabe que:

D'e™ = ag™, D™ = &e™, ..., D"e™ = a"e*, donden es un entero. Reemplazando

n por a se tiene:

D7e™ =a"e™ (2.3)
en dondea puede ser entero, real o complejo. Es interedaaiter notar que sr es un
namero real positivo se trataria de una derivada fuese negativo se trataria de una

integral.
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2.1.2 Derivada fraccionaria de las funciones seno y casen

Se tiene que:

D°senx) = senx), D*senx) =cos(x), D?sen(x) = —sen(x) (2.4)

Se observa, que cada vez que se deriva la funeim, sesulta una funcidésen(x)
desplazadan/2. De manera que, derivandser(x) n veces, la funcibn se desplaza

n*n/2, es decir:

nrir

D"ser(x) :ser{x+nzn) , D" cos) :co{x+2J (2.5)

Reemplazando el entero positivdo por un numero arbitrariax, se obtiene la

expresion de la derivada general de las funcioaes g coseno:
D“ser(x) = ser{x+a2ﬂj, D cos() :co{x+a2ﬂj (2.6)

2.1.3 Derivada fraccionaria de la funcion®

Trabajando ahora con las derivadas de las potedeigse tiene que, papentero:

D°x? = x”, D'x* = px**, D*x" = p(p-1)x"2,...,

(2.7)
D"x" = p(p-1)(p-2)-(p-n+ 1",
Multiplicando numerador y denominador de (2.7) (Jpﬁ n) I se obtiene:
orye = P(P=2)(p=2)--(p-n+1p-n)(p-n-1)-1
— -n-1)---1
(p=nl(p-n-1) 08)

D"x? = P xP"

~(p-n)

qgue es la expresion general Béx”. Para reemplazar el entero positiwgoor un namero

arbitrario a , se usa la funcion gamma. Esta funcion fue inttwdupor Euler en el siglo
XVIII para generalizar la funcion factoria! para valores no enteros de Su definicion

es.

M2 = jo et ldt (2.9)

Instituto de Ingenieria, UNAM 6



y tiene la propiedad de qugz+1) = Z, parazON .
Entonces, (2.8) puede arreglarse de la siguientesfo
e < T2
Mp-n+1)

y hacer esto tiene sentidorsino es entero, de manera que sustituyemgor a se tiene:

(2.10)

e T(p+) ..
D Xp —mxp (2.11)

para cualquier .

Como un ejemplo, se presenta el calculo de la mddivada de la funcion:
f(x)=x"
Utilizando la ecuacion (2.11), y evaluando paral/2 y p =1 se tiene:

re+) oo T2 e 2

D1/2Xl — ~ x
r(i-1/2+1)

r2)* " n

Si ahora, repetimos el mismo procedimiento corutzibn resultante, se tiene que

paraag =1/2y p=1/2:

oz 2 o 2 TU2+1) w2 T(U2)
Jr Jrr(U2-1/2+1) N
2 2 m

DllZ X1/2 - :1
Ao A2

lo cual resultaria si derivaramo$(x) =x" una vez en la forma en que normalmente

sabemos. En la figura 2.1 puede observarse la @dalule la derivada fraccionaria de la

funcion f(x) = x' para valores de entre Oy 1.

De forma similar, en la figura 2.2 se presentarédica de la evolucion de la derivada

fraccionaria aplicada a la funcior (x) =sen(x) para distintos valores de. Puede
observarse como gradualmente se desfasa la funsenix) (derivada 0) hasta
transformarse eros(x) que es precisamente la primer dervivadasdgx) . La barra de

color en dicha figura indica el valor de la funciberivada, para un tiemgg un exponente

fraccionarioa.
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Figura 2.2 . Gréafica de la derivada déx) = ser(x) para diferentes exponentes fraccionanos

Con la ecuacion (2.11) puede extenderse la idela derivada fraccionaria de un
gran numero de funciones. Sin embargo, aun no gedsentado una definicion formal de

la derivada fraccionaria, pues los casos antes iomamos son casos particulares y solo son
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aplicables para ciertos valores de Por ello, desde 1695 a la fecha, de forma similar
personas como Leibnitz, Riemann, Liouville, Grurdyaletnikov, etc. comenzaron a
incursionar en el campo del célculo fraccionafiegdndo a definir de manera mas general

expresiones para calcular la derivada fraccior(@vieisstein, 2007).

2.1.4 Integral de Riemann-Liouville

Recordando algunas notaciones de calculo eleméatatésima derivada de una funcion

f esta definida recursivamente por:

D°f(x)= f(x), D f(x)= D [D f(x)| (n=12..) (2.12)

Anélogamente, la n-ésima integral dleesta definida por

D f(x) = f(x), jD "“Vf(t)dt (n=12..) (2.13)
Puede probarse que la segunda integral en (2.a3yudl es en esencia una integral

multiple) se puede reducir a una integral sengiksta dada por:

D,"f(x) =(nf1)! jox(x—t)”‘lf(t)dt (h=12..) (2.14)

donde(n-1)=(n-1){n-2)---211
El propésito es generalizar (2.12) y (2.14) sugéhdon por un namero real positivo
a . Para ello se hace uso de la ya conocida funaémua de Euler. Para cualquier>0,

la integral fraccionaria de ordende una funcionf (continua) se define como:

”f(x)—ﬁ (x—t) ™ f(t)dt (2.15)

La ecuacion (2.15) es llamada Integral fracciondeid&iemann-Liouville. Notese que
cuando a =n, la definicion anterior se reduce a la formulaalsdada en (2.14). Por
ejemplo, sed(x) =1y a =1/2. Entonces:

D1 0= b b o,

r(1/2

= n:;L/z [[u™*@@)du (cont=x-u)

- 2 xV2
- ]Tuz
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Remarcando se tiene qui2°(1) =1 (lo cual significa que no se le esta transformaada

funcion) mientras qué_* (1) = x (lo cual es sélo una anti-derivada de 1).

La derivada fraccionaria puede ser definida en itloende la integral fraccionaria.
Seam el menor entero positivo mayor o igual que un manpesitivoa (por ejemplom =

1 cuandoa =1/2). EntoncesD; es soélo la m-ésima derivada usualmy-a =0. Para
cualquier a >0, la derivada fraccionaria de orden de una funcionf (continua) se

define como:

D f (x) = DDy ()] (2.16)

Noétese queD ™) es la integral fraccionaria de orden-a .

Continuando con el ejemplo anterior, donffe) = 1, la derivada fraccionaria de ord&f2

de f es

77.1/2 ﬂ.‘L/2 X1/2

Este resultado es absolutamente inesperado daddaqgderivada usual de una

Di/zf (x) = Di[D;(l/Z) (1)] — Dx[ 2 Xl/zj _ 1 1

constante es 0, lo cual ilustra una de las muclii@sedcias entre los operadores de

derivacion clasicos y fraccionarios.

2.2 La transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una funcién de twamsicion comunmente usada en la
solucion de ecuaciones diferenciales complicadas. €la, es posible, en muchos casos,
evitar trabajar directamente con ecuaciones denodderencial trasladando el problema a
un dominio en donde la solucion se presenta algebmeente. La definicion formal de la

transformada de Laplace esta dada por:

L{f @) =[ e f(tydt= T(s) (2.17)
donde P <t < o)y f(s) es una funcion en la variabdecuyo dominio consta de todos
los valores des para los cuales la integral (2.17) existe, esrdiectransformada de Laplace

de una funciénf (t) existe si (2.17) es una integral convergenteeglierimiento para que
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suceda esto es qui(t) no crezca a una velocidad mayor que la velocidéal @ual el

término exponencia¢™' decrece.

También es muy usual utilizar la convolucién decfanes, dada por (2.18).

f(t) Og(t) = j; f(t-7)Dg(r)dr (2.18)

La convolucién de dos funciones en el dominio aghpo puede resultar complicada
de resolver, sin embargo, en el dominio de Lap{ggda convolucion se transforma en una

simple multiplicacion de funciones como se muestr#2.19):
L{ f ©) Og(0)} = T(s) T(s) (2.19)

Otra propiedad muy importante de la transformadaatgace es su aplicacion a la

derivada de orden entenade una funciénf (t), la cual esta dada por:

L{dndftn(t)} = 9H(9-S ) = ¢ Hg- T 1) (2.20)

De forma analoga, la transformada de Laplace adieaderivadas fraccionarias esta

dada por:

L{d;:a(t)} ="L{f (1)} - nz_ls{da_l_kf(t)} (2.21)

k=0 dtet*
para todoa (exponente fraccionario de la diferencial), domdes un entero tal que
(n-1) <a <n. Si se consideran las condiciones iniciales igledaa cero (Hartley et al.,
1995), la formula anterior se reduce a la expresion

L{ d;:a(t)} = sL{f (t)} (2.22)

De manera que la derivada generalizada puede ekprasarse como:

D £ (t) = LY L{ f (1)} (2.23)
La cual resulta muy interesante, pues es otra falenexpresar la derivada fraccionaria de

una funcion f (t).
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2.3 Funcion Mittag—Leffler

La solucion de ecuaciones diferenciales fracciasatomiunmente es expresada en
términos de la funcion Mittag-Leffler (MLF, por sissglas en inglés) o sus derivadas
(Diethelm et al., 2005), que es una generalizad®fa funcion exponenci&’. La funcién

MLF esta definida por la serie de potencias:

k

E.p(2) = kzgm

dondea, bOR y zO C

(2.24)

y cuya derivada es:

dE, (2) _ (1+ K)Z*
dz I;;F(b+a[1+ k]) (2.25)

La funcion MLF juega el mismo papel en las ecuaesodiferenciales fraccionarias al

EI a,b(Z) =

papel que juega la funcion exponencial en las éones diferenciales ordinarias. Para el
caso particular, cuando los parameteoy b son iguales a 1, la funcién MLF se reduce a

la definicion de la funcion exponencial:

k

11(2) Zr(l k)

(2.26)

En la figura 2.3 se presenta una superficie geaecad la funcion Mittag-Leffler
para distintos valores da manteniendob =1.0. Pueden observarse las formas variadas
que toma la funcién tan solo variando uno de los pardmetros, lo que da mayores
posibilidades en modelacion de fendmenos y veidadil en la solucion de ecuaciones

diferenciales, a diferencia que la funcidn exporanc
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Figura 2.3. Gréfica de la funcion Mittag-Lefflerrpalistintos valores da, conb =1. La escala de
color indica el valor que toma la funcién paraidisis valores day Z

2.4 Ecuaciones diferenciales fraccionarias

En estas ecuaciones, como su nombre lo indicadehale las derivadas es fraccionario, y

por tanto aparecen en ellas términos con deriviadesionarias.

A manera de ejemplo, en lo que sigue se preseataauracion de este tipo y sus soluciones
para diferentes casos:

[D** +aD” +bD°]y(t) =0 (2.27)

dondea es el orden de la derivada)(fraccionaria, y sus soluciones son:

e®-€m para azb

y(t) =t e, qz_lak (q—|K)D* (t Eeak‘) para a=b#0 (2.28)
a1 k==(a-1)
I'(Za) para a=b=0
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Donde:

q=1/a (2.29)

&,(1) = £b™E, (~kar ") 2.30)

€* es la funcién exponenciak, v @, €s la funcionE, y (z) es la funcién gamma.

La funcién E, surge de la integral d&" y se define como:

E (v,a)= (2.31)

e r Ty = a'e’y(v,at)
r(v)-o rv)

en dondey(a, z) es la funcion gamma incompleta definida por:
y(a2) = [t edt
Las funciones especialeS(z), y(a2), E,;(2)y E resultan muy dtiles en la

solucion de ecuaciones diferenciales fraccionafiasjendo uso de la transformada de

Laplace, tal como se vera mas adelante en el ¢éapiéureologia fraccionaria.
El lector intersado puede consular la referenc@iibny, 1994) en donde se trata

detalladamente la aplicacion de la transformad&at#ace en la solucién de ecuaciones

diferenciales fraccionarias.
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3 FUNDAMENTOS DE VISCOELASTICIDAD

El comportamiento de muchos materiales bajo caggdi€adas puede ser aproximado
medeiante relaciones entre la carga o esfuerzodgflarmacion resultante. En el caso de
materiales elasticos su relacion, definida comolela de Hooke, establece que la
deformacion es instantanea y proporcional al eséuaplicado. En el caso de materiales
Viscosos, la relacion establece que el esfuerpsaggmrcional a la tasa de deformacién vy el
desplazamiento depende de la historia de cargas.

La viscoelasticidad es una propiedad que exhibganals materiales que presentan
ambos comportamientos, tanto viscoso como eldstiem donde su relaciom-o es
dependiente del tiempo. Tales materiales se distimgpor mostrar las siguientes
caracteristicas:

» Disipacion de energia, conocida como histéresis

* Relajacion de esfuerzos, en donde para una def@rmaonstante, los esfuerzos
dentro de un cuerpo decrecen con el tiempo

» Creep en donde manteniendo un esfuerzo constantegfasntaciones en un cuerpo
se incrementan con el tiempo. De alguna manerareelp es un comportamiento

inverso al de relajacion de esfuerzos.

De acuerdo con la teoria de viscoelasticidad, uerrpmu viscoelastico puede
considerarse como un sistema lineal con los esfadiz deformaciones) como una funcion
de excitacidon (de entrada) y las deformacionesfiaeezos) como una funcién de respuesta
(salida). En este sentido, se sabe que las furEibaeespuesta a una excitacion expresadas

por la funcién escal6n de Heavisidit) juegan un importante papel desde un punto de
vista matematico y fisico. Suele denotarse p@) a la respuesta de deformacién debida a
un escalén unitario de esfuerzo de acuerdo a uayerdecreep y G(t) a la respuesta de

esfuerzo debida a un escalon unitario de deformadébacuerdo a un ensaye de relajacion.

Las funcionesJ(t) y G(t) son a menudo referidas como la deformaciéon pantiia

(creep compliance) y médulo de relajacion respectivamentesimplemente funciones
materiales de un cuerpo viscoelastico (Mainardpgda, 2011).
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Los valores limite del dominio de las funciones eriates parat - 0" y t - " se
relacionan con el comportamiento instantaneo (@sgjly de equilibriog] de un cuerpo
viscoelastico, de acuerdo a (Mainardi et al, 20Pby. tanto es usual denotdy:= J(0") a

la deformacion instantanea ¥, :=J(+~ g la deformacion de equilibrio, y de forma
analogaG, := G(0") al mddulo instantaneo §_:= G(+» gl moédulo de equilibrio. Ambas
funciones materiales son no-negativas. Ademas, para< +o, J(t) es una funcién no
decreciente YG(t) es una funcién decreciente.

A continuacion se presentan brevemente algunosctaspede la teoria de la
viscoelasticidad y los fundamentos matematicosespondientes. En este capitulo se
presenta la notacibn matematica utilizada por (@yrSternberg, 1962) en su trabajo “On
the Linear Theory of Viscoelasticity”.

3.1 Matematicas preliminares

Se entiende f” como una funcién en los reales. Se escrifd'C" sobre (a,b)”, N
denota siempre un entero no negativo, si la fundidesta definida, es continua, y 8k
veces continuamente diferenciable sobre el inter¢alb) . Se dice entonce$ 1 C" sobre
(a,b) si ésta es definida y continua solfggb) y si tanto f como sus derivadas haska
sobre (a,b) coinciden con funciones continuas solfeghb). Se usa la siguiente notacién
para las derivadas dk y para los valores dé y sus derivadas cuando el argumento es O:

£ (M :Ad d]j[”(t) CfO=f f0= f(”)(O) (3.1)

La funcion de salto unitario (o0 escal6n) Heavissgedenota poh y esta definida
por:
h(t) =0 para todat en (-«,a),
(3.2)
h(t) =1 para todat en[a, )
Se tomarada =0 por conveniencia.

3.1.1 Funciones de la clase Heaviside"

La siguiente generalizaciéon de la funcion Heavisadeilta de mucha utilidad:
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Definicion 1 Una funcionf OH", si f esta definida sobré-co,) y,
a) f =0 sobre(-«,0),
b) f esenC" sobre[0,),

Por otra parte, st JH", se escribe

f™ =100+ (n=012...,N). (3.3)
De acuerdo a lo anterior, cuandbdH", las funcionesf™ (n= 012,...,N)

pueden tener discontinuidades con salto finito learigen, y ™ permanece para los

limites correspondientes hacia la derecha.

A continuacion se presentan algunos conceptosngrelres sobre convoluciones.
Primero, se presentan las propiedades de las aanenks de Riemann vy
subsecuentemente se establecen ciertas propieddagsdas sobre las convoluciones de

Stieltjes.

3.1.2 Convolucién de Riemann
Definicion 2 Seang y ¢ funciones definidas sobre el intervdl@ ) y sea la integral

de Riemann

(1) = [t - (r)dr (3.4)
la cual existe para todb en [0,o). Entonces la funcio®, asi definida er0,»), es la
convolucién de Riemann dg y ¢ . También se escribe:

Jd=¢Ly (3.5)
para denotar esta funcion.

Propiedades de la convolucion de Riemann

La convolucion de Riemann entre funciones es valigxiste si cumple con el siguiente

teorema:

Teoremal Seang, ¢ y « enC° sobre[0,). Entonces:

a) ¢ Ly LC° sobre[0,);
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b) ¢Cy =y ¢ (conmutatividad)

c) PLWLa)=(¢LY)La=¢ LY L (asociatividad)
d) LW +a)=(@Ly)+(¢La) (distributividad);

e) pLyY =0 implicaquep=00¢ =0

3.1.3 Convolucién de Riemann-Stieltjes
Definicion 3 Sean ¢ y ¢ funciones definidas en los intervald§,o) y (—oo,00)

respectivamente, y sea la integral Riemann-Stgeltje
t
(1) = [_g(t-n)du(r) (3.6)

la cual existe para todpen (—,). Entonces la funciog?, asi definida er{—«,), es la

convolucién de Stieltjes d¢ y . También se escribe:
J=¢Ldy (3.7)

para denotar esta funcion.

Propiedades de la convolucién de Stieltjes
Teorema 2 Seag enH°.Seany y « O H'. Entonces:
a) ¢Ldy OH°yywlda OH*
b) ¢Ldy =¢Ldg (conmutatividad)
c) pLdwla)=(¢Ldy)Lda =¢Ldy Lda (asociatividad)
d) ¢Ld@+a)=¢Ldy +¢Lda (distributividad)
e) pLdy =0 implicaquep=0o0¢ =0
f) ¢#Cdh=0

0) $0dw =y p+py® sobre[0.e)
Las comprobaciones de ltsoremas 1 y 2 asi como la existencia de la inversa de

Stieltjes, pueden consultarse en la referenciatiGyiSternberg, 1962).
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3.2 Leyes hereditarias lineales esfuerzo-deformacién

En lo que sigue se adopta la siguiente notacidrceraiente a funciones tensoriales
valuadas de posicion y/o tiempo. Para ello, sezatil letras emegrilla para designar
funciones cuyos valores son vectores o tensoreadtdeorden. Asi, si la funcion esta
definida en(a,b)xR, su valorv(x,t) en la posiciénx y el tiempot es un tensor conocido
para cadd x,t) en (a,b)xR. Ademas, si los valores de son tensores de ordévi>1, se

escribev,; , paralas componentes deen el marco coordenads .

Las leyes hereditarias esfuerzo-deformaciéon aqesgmtadas son del tipo de
relajacion. Estas leyes pertenecen al tipo de cipgeeral de relaciones constitutivas
caracterizadas por la suposicion de que la hist@iasfuerzos en cada punto material del
medio esta completamente determinada por la hastierideformaciones en el mismo sitio.

Siendo asi, seam y ¢, con componentes, ; y & ; funciones definidas sobre el intervalo

(—0,), cuyos valoress(t) y &(t) son el tensor de esfuerzos en el tiemppel tensor de

deformaciones infinitesimales en el tiempaespectivamente. Las funcionesy &, las
cuales mapean el interva(eo,») en tensores simétricos de segundo orden, sondaser
como la historia de esfuerzos y la historia de heéziones respectivamente. La clase de

relacion constitutiva bajo consideracion puededsscrita por la ecuacion:

5= Le (3.8)

donde L es una transformacion la cual asocia con cadarldstie deformaciones una
historia de esfuerzog. Con miras hacia la teoria lineal de viscoelad#éidi la ley de
asociacion (3.8) se sujeta a ciertas restriccioRasa este propdsito, como resulta ser
fisicamente natural, la atenciéon se limita iniciahte a historias de deformaciones
continuas y se asume (sin pérdida de la generaligad el medio esta en su estado

indeformado para todb en (—,0).

3.2.1 Historias admisibles de esfuerzo y deformacion
Definicion 4 Una historia de deformacioneses admisible si es continua efj—oo, ) y

£=0 en(—,0). La definicibn analoga aplica una historia de exfas admisible.
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3.2.2 Ley esfuerzo-deformacion lineal hereditaria
Definicion 5 Una transformacionL que asocia a cada historia de deformaciones
admisible ¢ una historia de esfuerzog =Le es una ley hereditaria si ésta tiene las
siguientes propiedades. Seany ¢" historias de deformacion admisibles arbitrarias y
suponga que' =L¢' y ¢" =Le" . Entonces:
a) Para cada par de numeros realesA”
L[Xe +2"e"] =XLe +2"Le" (linealidad)
b) Para cadal fijo, la relacion¢"(t) =¢'(t-A) para todot en (—o,0) implica que
g'(t)=0'(t-A) paratodat en (—oo,) (invariancia a la traslacior)
c) Para cada fijo, £ =&" en(—oo,t] implica g’ =¢" en(—,t] (no retroactividad

d) Para cada fijo y cadaa >0 existe und,(a)> Otal que

¢'(r) <3,(a) para todot

en (—oo,t] implica que

o'(t) <a (continuidad)

De a cuerdo al postulado c), el cual también esridef como principio de
causalidad, si dos historias de deformacién coinciden hastaiempot, lo mismo sucede
con las historias de esfuerzos asociadas. Asiedbgerzos en cada instante de tienipo
dependen solamente de las deformaciones en eldienpmle todos los tiempos previos; es

decir a(t) es un funcional de(t) (-0 <t<t).

3.2.3 Representacion de leyes hereditarias lineales

A continuacion se presentan las condiciones que damplir una funcién tensorial para
que represente una ley hereditaria lineal.

Teorema 3 Existe una funcién tensorialG definida en el intervalo(—co,),
correspondiente a cada ley hereditaria lineakon las siguientes propiedades:

a) G(t) es un tensor de cuarto-orden @@y, (t) =G;;,, () =G, (t) para cada en
(—00,00)

b) G =0 en(—»,0)

c) G es de variacién acotada en cada sub-intervaladeide(—oo, o)

d) G es continua a la derecha de,»), es decirG(t) =G(t+)

e) Para cada par de historias (admisiblgg) &) asociados a través de, se tiene
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O =&, DdG\,j,k,l ’

la cual es equivalente a:

o = J-_tw &t —dG (T)

Las propiedades (a), (b), (c), (d) y (e) caracteriZinicamente &, la cual es
llamada funcion tensorial de relajacion correspentd alL .

En ingenieria es usual trabajar con ciertos elemsedel tensor de esfuerzos o
deformaciones, por ejemplo, los esfuerzos prinegal los esfuerzos cortantes, por lo que
resulta atil definir leyes hereditarias particukaréd continuacion se presentan algunos

teoremas que permiten definir leyes hereditariasdpicas.

3.2.4 Leyes hereditarias lineales isotropicas

Teorema 4 Una ley hereditaria lineal es isotropica si y sélosu correspondiente

funcioén de relajacion tensorial tiene valores que tensores isotropicos.

3.2.5 Representacion de leyes hereditarias lineales égatas
Teorema5 Existen funciones realesG, (a=12) definidas en (—oo,)

correspondientes a cada ley hereditaria linealdpata L con las propiedades:

a) G, (@=12) es nula en(-«,0) y es de variacion acotada (caracteristica de

funciones suaves, sin cambios bruscos), asi comtinca hacia la derecha, en cada

subintervalo cerrado dg-,) ;

b) Para cada par de historias admisibles&() asociadas a través de, se definen:

S|j = e|j DdGl, Ukk = Ekk DdGZ (3'9)

donde S, y € son las componentes de los esfuerzos y deformexiaiesviadores

1]

definidos por:

S =0 Yoo

1j 3 ij~ kk? (310)

Cabe mencionar que las propiedades (a) y (b) Umntancaracterizan &,

(=1 2), la cual es llamada funcién de relajacion (esgaarrespondiente & . Dicho
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de otra forma, cada par de funciones re@es(a =1, 2) definidas en(—,) y teniendo
la propiedad (a) generan, en el sentido de (3(9)10) una ley hereditaria lineal isotrépica.
Las relaciones (3.9) son conocidas comkeyaintegral de relajaciorde la teoria lineal de
solidos viscoelasticos isotropicos y las funciodesgeneraciorG,, G, son usualmente
referidas como lasfunciones de relajacion en cortantey compresion isotropica

respectivamente.

Por otra parte, las relaciones constitutivas derlaa:

e=L'e (3.11)
en dondel’' es una transformacion la cual asocia a cada listler esfuerzoss una
historia de deformaciones, llamada ley esfuerzo-deformacion dglo de creep Por
tanto, el cambio de papeles de los esfuerzos eriaistde deformaciones en cada uno de los
teoremas sobre leyes hereditarias lineales deldgaelajacién da lugar a una serie de
teoremas concernientes a leyes hereditarias Imedde tipo decreep En particular, el

Teoremab proporciona de esta manera la representacion
g =S 0dJ), ¢&,=0,0d], (3.12)
de laley integral de creepde la teoria clasica de viscoelasticidad, sieddoy J, las

funciones de creep en cortantecompresion isotropicarespectivamente.
A continuacion se presentan algunas propiedadeasoadles de las leyes integrales de
relajacion (3.9) yreep(3.12). Ya que ambas relaciones, para un marooo&enadas fijo

y valores dei y | elegidos, tienen una idéntica estructura, es isafie considerar

solamente la ley integral de relajacion escalar

o=¢eLdG sobre(—o,) (3.13)

y la ley integral escalar dxeep

£ =0LdJ sobre(—co,) (3.14)

En este contexto, se aplican los términos de lestate esfuerzo y deformacion a
funciones escalareg, ¢; se llama aG (abreviadamentefuncion de relajaciory a J

funcion de creepAdemas, a las funcionds y J se les exige al menos queH*.
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En lo que sigue se presenta el teorema que asggaraxiste una inversa (Unica) para la
relacion (3.13), en donde se incluyen las condasasuficientes para que (3.13) admita una
inversa de la forma (3.14). Para ello se necesitiduiente definicion de la transformada
de Laplace:

Definicién 6 (Transformada de Laplace). Sea la funcibf C° sobre el intervalo(,o )

y sea f(t)=O[ exp(st)] cuandot - « para algun nimero rea > . Entonces la funcion
f esta definida por:
T(s):j:exp( - sf) f(t)dt, para todos tal queRe(s) > s, (3.15)

Donde f denota la transformada de Laplacefde

3.2.6 Relacion entre las funciones de relajacion y craspciadas

A continuacion se presenta la relacion que existedas funciones asociadas de relajacion
y decreep Para ello se presenta el siguiente teorema:

Teorema 6 (Inversion de la ley de relajacion, relacion entas lfunciones de relajacion

y creep). SeaG [ H? con G# 0 EntoncesG tiene una inversa de Stieltj€&*. Ademas,
establecienda =G™, se tiene:
a) Para cadag H° existe un (Gnico)e JH° tal que o =¢CdG, por tanto la
transformacion (3.13) mapea el espacio en si mismo,
b) € 0 H°y o=¢eLdG implicaques=0LCdJ;
c) J satisface la ecuacion

JLdG=h (3.16)
asi que para todben [0,):

G +[GV(t-1)I(r)dr =1;
d) SiG(t) y J(t) sonOlexp(t)] cuandot - e para algiing, > 0
G(s)I(s)=~ (3.17)

s
para todas tal queRe(s) > s,

A G*'=J se le conoce como luncién de creep asociada con la funcién de

relajacion G .
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En el siguiente teorema se presenta una formanattea de la ley integral de relajacion.

Teorema 7 SeaG [IH', seac H®, yseao definida por (3.13). Entonces:

di(r) dr, para toda en [0,); (3.18)
T

o(t) =Ge(t)+ [(t-T)

a) Si, en particularg L H*,

o(t) =;G(t) +£G(t —r)dz(rr)dr, para todat en [0, ); (3.19)

b) &=h implicaqueoc =G;

c) Sieg(t) y G(t) son O[exp(sot)] cuandot - c para alguna constangg,
a(s) = G(s)&(9) (3.20)

Para todes tal queRe(s) > s,
Resumiendo, se tiene que la respuesta generaklastica lineal para una dimension
espacial se define matematicamente como una aralagiste una funciol(t) tal que la

ecuacion constitutiva que relaciona esfuerzos caforchaciones esta dada por

oft)= jG(t—r)ds(r), en donded(t) denota los esfuerzos (normales) como una funcién

del tiempo, £(t) denota la deformaciéon como funcién del tiemp&ft) , llamada funcién

de relajacion, es causal y no depende de las auadds espaciales. El principio fisico de

causalidad impuesto en la funcién de relajadgi&{n implica que la funcién es cero para

tiempos negativos, por tanto la relacion constitufpuede reescribirse usando la integral

Riemann-Stielties comar(t)= TG(t—r)dg(r), y ésta en términos de convolucién como

o =GLde. El comportamiento de materiales lineales es aguedl cual la superposicion
lineal de esfuerzos lleva a una correspondienterpopicion lineal de deformaciones y
viceversa. El término de funcion de relajacion wsgdra la funcionG(t) deriva de
observaciones fisicas de la respuesta de los esBiate un sistema lineal ante una
deformacién constante aplicada.

Bajo las hipoétesis de historias causales, puedarde las siguientes relaciones:
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g(t):jJ(t—r)da(r):a(0+)J(t)+lJ( -1)§ olr)r (3.21)
y
a(t):j_G(t—r)da(r)za(0+)G(t)+iG(t—r)gt (r)ar (3.22)

Como ambas relaciones son del tipo de convoludangecuaciones (3.21) y (3.22)
pueden tratarse convenientemente por la técnida ttansformada de Laplace, por tanto,
aparecen las relaciones en el dominio de Laplace:

£(s)=<I(s)o(s), o(s) = sG(s)e(s),

1
%G(s)

de las cuales se deriva la relacién de reciprocida(s) =

3.3 Relaciones esfuerzo-deformacion de la forma ecuoatif@rencial

En esta seccién se presenta un estudio de lo gditmalmente se refiere dey de
operador diferencidl de la teoria clasica de viscoelasticidad, pormgl®, aquellas
relaciones lineales esfuerzo-deformacion en la #&orde ecuacidén diferencial. Las
relaciones constitutivas de este tipo surgen deylantegral de relajacién (3.9) o de la ley

integral decreep(3.12) si las funciones de relajaci@®, (a =1, 2) o las funciones de
creep J, (a=1 2) exhiben ciertas degeneraciones las cuales sowtedstica de un

espectro de relajacion o retardacion finita. La onaynportancia de la ley de operador
diferencial se deriva del hecho de que ésta admmige interpretacidon en términos de
arreglos de elementos resortes y amortiguadoresr8bargo, debe tomarse en cuenta que
tales arreglos, a pesar de su considerable valmistieo, son de limitada utilidad para
describir sélidos viscoelasticos reales.

En lo que sigue se presenta el caso de leyes ecdlmidimensionales). Por tanto,
resulta conveniente presentar la siguiente nota@@nusaD para designar abperador

derivada respecto al tiempefinido por:

D¥f = f® (3.23)
donde f es una funcién del tiempo (o de posicion y tiempalicionalmente, se emplean

los simbolosP(D), Q(D) exclusivamente para denotar los operadores difeies lineales
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P(D)=> p.D",  Q(D)=> qD" (3.24)
k=0 k=0
dondep, y q, (k= 012..,N) son constantes reales. Acordemente, los poli®mig Q

tienen un grado no mayor ld . A continuacion se presenta un teorema concemigna

reduccion de la ley integral de relajacion a uyadie operador diferencial.

Teorema 8 (condiciones suficientes para la reducibilidad dea ey integral de
relajacion a una ley de operador diferencial). Sean H" (N >1) y estan relacionadas
a través de una ley integral de relajacion (3.8} correspondiente tiene las siguientes
propiedadesG O H" y existen constantes realgsy p, (r = 012,...,N), con p, # 0, tal
que

P(D)G =q, sobre el intervald0,) (3.25)
Entonces:

a) o, ¢ satisfacen la ecuacion diferencial

P(D)o =Q(D)& sobre(0,) (3.26)
donde
g, =ipné(”‘” (r=012,...N) (3.27)

b) o, € cumplen con las condiciones iniciales

N o N °
Spo™M=qe (k=012,..,N) (3.28)
r=k

r=k
El Teorema 8 asegura las condiciones suficientea pae una ley integral de
relajacion pueda reducirse a una ley de operaderedicial de ordenN, del tipo de
relajacion. La demostracion del Teorema 8 no seemta aqui, sin embargo puede

consultarse en (Gurtin y Sternberg, 1962).

3.3.1 Pares de operadores diferenciales de ordéndel tipo de relajacion o creep
Definicion 7 Si en (3.24) cadap,# 0o q,#0, entonces el par de operadores

diferenciales linealesH(D),Q(D)] se dice ser de ordelN . Si en particular,p, #
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g, %0}, se dice que P(D),Q(D)] es de orderN y del tipo de relajaciéndfeeg. Asi que
P(D),Q(D) es de orderN si al menos uno de los dos polinomigsy Q es de grada\ .

Notar que los dos tipos de pares de operadoresedd@les (y leyes de operador

diferencial) no son mutuamente exclusivos.

La siguiente definicion resulta muy util y estalelda relacidon entre una ley de
operador diferencial y una ley integral:
Definicion 8 Sea [P(D),Q(D)] un par de operadores diferenciales de ortlenl y sea
GOHM.

a) Se dice queP(D),Q(D)] pertenece a una funcién de relajaciénsi o, ¢ OH"

junto con

o =L dG sobre(—oo, ) (3.29)
Implica

P(D)o =Q(D)& sobre(0,») (3.30)
y

N 0 N o]
Zpro“‘k):qus“‘k) (k=012,...,N) (3.31)
r=k r=k

b) Entonces se dice que la funcién de relajac®mertenece alp(D),Q(D)] si o,¢

OHN junto con (3.30), (3.31) implican (3.29)

3.3.2 Transformada de Laplace de una ley de operadoretiigal

A continuacidn se presenta un teorema concerngefdeconexion entre las transformadas
de Laplace de una historia de esfuerzos y defoonasilas cuales se relacionan a través de
una ley de operador diferencial, para lo cual s® lmaferencia a la Definicién 6. Por tanto,
recordando, la transformada de Laplace aplicada aperador diferencial esta definida
por:

L{D"f}= s“f‘—isk" f(0) (3.32)

r=1
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Teorema 9 Sea [P(D),Q(D)] un par de operadores diferenciales de orlenSeanao,

e OH" que cumplen con la ecuacion diferencial (3.26)i yNs>1, las condiciones

iniciales (3.28). Ademas, sear(t) y £(t) ambosO[exp(sbt)] cuandot - o para alguna

constante reas, . Entonces,
P(s)a(s) =Q()&(9) (3.33)

para todos tal queRe(s) > s,

La importancia del Teorema 9 se deriva del hechquieéste justifica la aplicacién
formal de la transformada de Laplace a una ley meramor diferencial;, formal en el
sentido de que se ignora la presencia de discod#éides con salto ea, € y sus derivadas
en el tiempo. La validez de la aplicacion formalaléransformada es una consecuencia de
las condiciones iniciales (3.31).

El siguiente teorema tiene como objetivo mostrardiacién que existe entre la
transformada de Laplace de la funcidén de relajaqigs pertenece a un par de operadores

diferenciales y los operadores involucrados:
Teorema 10 Sean P(D),Q(D)] de ordenN (N=1) y seaGOH". Ademés, sean

[P(D),Q(D)] pertenecientes a la funcion de relajac®n Entonces existe un numegs

tal que
~ Q(s)
G(s)=
(s) SP(s) (3.34)
para todos tal queRe(s) > s,
En el caso de la funcion decep J, se tiene su caso inverso:
T P(s)
J(s)=
()= sa(s) (3.35)
Por citar un ejemplo, supongase que se tiene kcenudiferencial:
PoO + PO’ + P,0”" = Go + GhE" +0E” (3.36)
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El problema es determinar la funcidh aplicando la transformada de Laplace. De la
ecuacion diferencial (3.36) se ve que los operaddiferenciales?(D) y Q(D) son:
P(D)=p, + p,D"+p,D*, Q(D)=q,+q,D*+q,D?,
a los que, aplicando la transformada de Lapladese:
P(s) = po +sp +s°p,, Q(s) =0, +sq + ',

por tanto, usando (3.35) se tiene:

2
j‘(s): p0+SH+S p2
(0, +5q + ')

J(t) se obtiene aplicando la transformada inversa g¢ate a (3.37), realizando las

(3.37)

operaciones algebraicas necesarias en el domirialace.

En lo que sigue, se presentan algunos arreglosmeesasimples, en donde mediante
arreglos de resortes y amortiguadores se deterimieauacion diferencial que gobierna el
comportamiento para cada arreglo, y en la cuaicapdo la transformada de Laplace
pueden determinarse las funciones de relajacid@cyekp

3.4 Reologia clasica

La reologia es una parte de la mecéanica del mexfibnuo que estudia la relacion entre el
esfuerzo y la deformacién en los materiales quecapaces de fluir. Una de las metas mas
importantes en reologia es encontrar ecuacionesstitgivas para modelar el
comportamiento de los materiales. La reologia pu@ddirse en dos ramas:
* la Macroreologia, que estudia a los cuerpos, lagesuse consideran homogéneos,
sin entender su estructura y sin hacer esfuerzasip@rospeccion, y
* la Microreologia, que procura explicar, en términeslégicos, el comportamiento
de los cuerpos, pero teniendo en cuenta su coniguosestructural. Es decir,
partiendo de primeros principios.

Por tanto, puede decirse que la Macroreologia lesebas relaciones entre las
fuerzas que le son aplicadas a un cuerpo y lagrdafiones que son producidas en él
COMO una consecuencia, y las respectivas leyesgjablecen la evolucion con el tiempo.

Un arreglo reologico se entenderd como un sisteora un comportamiento

semejante al del material en estudio, usualmem¢grado por elementos mecanicos muy
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simples (resortes, amortiguadores, etc.). Por dgrierzagui explicé mediante un arreglo
reoldgico el estado de esfuerzos para cualquiepiid en suelos saturados de agua, bajo la
premisa de que en un suelo cien por ciento satudadagua y sin drenaje, el esfuerzo
octahédrico aplicado es tomado totalmente por ehjagna vez permitido el drenaje, el
agua deja de tomar dicho esfuerzo y éste es tornadforme pasa el tiempo por el

esqueleto sélido (proceso de consolidacion).

Para entender el comportamiento viscoelastico llinessulta de mucha ayuda
considerar el comportamiento de arreglos mecanawtdogos mas simples. Estos se
construyen a partir de resortes lineales y amaatigtes dispuestos en arreglos (en serie o
paralelo) o simplemente solos. Puede notarse gaedoudos elementos se combinan en
serie (o paralelo), su deformacion (o médulo dajaelon) son aditivos. De ahi que pueden
establecerse las siguientes reglas de combindei®mteformaciones de fluencia se suman

en serie, mientras que los modulos de relajaci@us®n en paralelo.

A continuacion se presentan algunos arreglos measirsimples y sus relaciones

esfuerzo-deformacion que gobiernan su comportameeid largo del tiempo.

G c

1 T
E %n E HLn ﬁjj

G

G

o
a2

a) b) c) d)
Figura 3.1 Arreglos mecénicos simples. a) resa@telabke, b) amortiguador de Newton, c) resorte
y amortiguador en paralelo, Voigt y d) resorte yodiguador en serie, Maxwell.

De acuerdo a Caputo y Mainardi (Caputo y Mainadf71), mencionada en
(Mainardi y Spada, 2011), los cuerpos viscoelast®® pueden clasificar conforme a sus
respuestas instantaneas (g: glass) y de equiliyien cuatro tipos, como se presenta en la
Tabla 3.1.
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Tipo J, J, G, G,
I >0 < oo < o0 >0
I >0 =00 < o0 =0
1l =0 < oo =0 >0
v =0 =00 =00 =0

Tabla 3.1 Clasificacion de los cuerpos viscoelastis

3.4.1 Arreglo de Hooke y de Newton

El resorte (Figura 3.1 (a)) es un elemento elastipara éste la fuerza es proporcional al
desplazamiento. Este representa un cuerpo elgstidecto que obedece la ley de Hooke
(solido ideal). Este arreglo suele llamarse modeldiooke. Si se denota p&r el médulo
elastico se tiene:

Jb)=1VE

Modelo de Hookeo(t) = E&(t), y

G(t)=E

En este caso no se tieoeeepni relajacion, asi que la deformacion de fluenciel

médulo de relajacion son funciones constangégi=J, = J, =1/E; G(t)=G, =G, =E

El amortiguador (Figura 3.1 (b)) es un elementaas® (o disipativo); el esfuerzo es
proporcional a la velocidad de deformacién; espeagenta un cuerpo viscoso perfecto que
obedece a la ley de Newton (fluido perfecto). Rontd este arreglo es llamado como

modelo de Newton. Si se denota poel coeficiente de viscosidad, se tiene:

Modelo de Newtono(t) :ng

dt
{ J(t)=t/n
G(t) =ntt)

En este caso se tiene umeep lineal J(t)=J+t y una relajacion instantanea

y

G(t)=G.d(t) con G.=1/J, =n. Los arreglos de Hooke y Newton representan lsssca

limite de los cuerpos viscoelasticos del tipo sblidiquido, respectivamente.
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3.4.2 Arreglos de Kelvin-Voigt y Maxwell

El arreglo constituido por un resorte en paraledo cn amortiguador se conoce como
modelo de Kelvin-Voigt (Figura 3.1 (c)). Para eateeglo se tiene la siguiente ecuacion

diferencial:

o(t)= Ee(t)+/71(:|f (3.38)

Cuyas funciones solucion son:

J@z@@—é“}\hzé,g:m/E
G(t)=G,+G.dt) .G.=E, G.=p,
donder, se conoce como el tiempo de retardo.

El arreglo constituido por un resorte en serie goramortiguador se conoce como

modelo de Maxwell (Figura 3.1 (d)). Se tiene laugégte ecuacion:

do de
olt)=a+m (3.39)

y cuyas funciones solucién son:
It)=3,+3¢t, 3, =3 g =1
A A

t

G(t)=Ge ™, Gl=’;i, r,=a,

donder, es conocido como el tiempo de relajacion.

Los arreglos Voigt y Maxwell son por tanto los q@s viscoelasticos mas simples
del tipo 1l y Il respectivamente. EI modelo Voigikhibe una deformacion dereep
exponencial (reversible) pero no una relajacionedéuerzos. Se considera como un
elemento de retardacion. El modelo de Maxwell exhitma relajacion de esfuerzos
exponencial (reversible) y una deformacionatdeep irreversible. Se considera como un

elemento de relajacion.

3.4.3 Los arreglos de Zener y Anti-Zener

Con base en una regla de combinacién se puedetruiofts arreglos mas simples del tipo

| 'y IV que requieren tres parametros.
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a) b) C) d)

Figura 3.2 Representaciones mecanicas del arregieder: a) y b), y del arreglo anti-Zener: c) y
d), donde: a) un resorte en serie con Voigt, esorte en paralelo con Maxwell, ¢) un
amortiguador en serie con Voigt, d) un amortiguagoparalelo con Maxwell.

El cuerpo viscoelastico mas simple del tipo | séeole adicionando un resorte en
serie a un arreglo de Voigt o en paralelo a urgorde Maxwell (Figura 3.2 (a,b)). Asi, de
acuerdo a la regla de combinacién se agrega ursdacda positiva al arreglo de Voigt para
la deformacion por fluencia y al arreglo de Maxwadlira el médulo de relajacién, de

manera que se obtienk >0 y G, > 0. Tal como dicho arreglo fue presentado por Zener

bajo la denominacion de Soélido Estandar Lin&alSpor sus siglas en inglés) se tiene:

Modelo de Zener[1+ aljt}a(t) = [E +/71:J£(t)

1 )
y  I)=3,+3fi-e""], 3, =;1, leE—al, r, ="

G(t)=G,+Ge"'", G, =E, Glzigi—E, I, =a

Debe cumplirse la condicion de q@e< E<7,/a con el fin de quel, y G, sean
positivas y por tantdd<J <J <o y 0<G, <G, <. Como una consecuencia, puede
notarse que para el modelo S. L. S. el tiempo @ede debe ser mas grande que el tiempo
relajacion, esto e8<r7, <7, <o .

Ahora, el cuerpo viscoelastico del tipo IV mas dengequiere de tres parametros;
esto se obtiene agregando un amortiguador a leglasrde Voigt en serie, y Maxwell en
paralelo (Figura 3.2 (c,d)). De acuerdo a la retgfacombinacién, se agrega un término

lineal al arreglo de Voigt para deformacion porefigia y un término impulso Delta al
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arreglo de Maxwell para el modulo de relajacion gs¢ se obtieng) = y G, =0

Puede referirse a este arreglo como anti-Zendiee:
d2
dt?
€

yI)=at+afi-ev], 3=t 9 =81 ¢ =

Modelo de anti-ZenerEl+ al(;ﬂa(t) = [ﬂlc(jjt +1, }e(t)
N2
. /A N

— —t/7, _r] _n n o
Glt)=GJalt)+Ge"",G.=—2,G ="1-"2,1,=
(t) t) a' ' a a a

Debe cumplirse la condicié@<n,/n, <a, con el fin de quel, y G, sean positivas.
Como una consecuencia, se nota que para estecareetiempo de relajacion debe ser mas

grande que el tiempo de retardo, est®@ &g, <7, <o, al contrario del arreglo de Zener.

3.4.4 Arreglo de Burgers

En la literatura de la reologia, es costumbre cmmar el modelo de Burgers el cual se
obtiene de agregar un resorte o un amortiguadas eepresentaciones de los arreglos anti-
Zener o Zener, respectivamente. Asumiendo la reptasion decreep el resorte o el
amortiguador es agregado en serie, asi que ellareg Burgers resulta de una
combinacion en serie de los elementos de Maxw¥lbigt. Por otro lado, asumiendo una
representacion de relajacion, el amortiguador ortess agregado en paralelo, asi que el

arreglo de Burgers resulta de dos elementos de Elaxdispuestos en paralelo. Ver la

(o)
E
1 n,
E,
T nz
o

a) b)

Figura 3.3 Arreglo de Burgers. a) representaciocréep y b) representacion de relajacion

Figura 3.3.

El §E2

T F]nz

1
g
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De acuerdo a la clasificacion general, el arregloBdirgers esta constituido por cuatro
elementos del tipo Il, y definido por cuatro par&nos
Se tiene:

Modelo de Burgers£l+ al::jlt + azgtz}a(t) = {/71; +1, c(ljtz}g(t)

Y, J(t):Jg+J+t+J1[1—e"”f], J, -1 J, -1 lei, r =2
a, 17, a A
Pueden construirse arreglos mas complejos de valementos (resortes y
amortiguadores), pero la solucidon de la ecuacidaraficial resultante puede llegar a
complicarse, por lo que en este sentido, las esnesidiferenciales fraccionarias aplicadas
a la reologia fraccionaria ofrecen una alternati@anodelacion, ya que se requieren menos
parametros, y por tanto menos elementos (resor@sgrtiguadores fraccionarios) para
simular un problema de viscoelasticidad. A contaidia se expone la teoria de la reologia

fraccionaria.

3.5 Reologia fraccionaria

Los arreglos reoldgicos, tales como los arregl@sicbs de Kelvin-Voigt y Maxwell
(Figura 3.4) pueden modificarse para ser tratadosocmodelos reoldgicos fraccionarios;
se le llama al arreglo fraccionario de Kelvin-VoifM (en inglés: fractional Voigt model)

y al de Maxwell FMM (en inglés: fractional Maxwetiodel). Estos arreglos dan mayor
versatilidad en la simulacién del comportamientonteriales complejos, tales como los
suelos, debido a que resultan ser mas eficientgsgaequieren de menos parametros que
un modelo clasico equivalente para simular un nateiscoelastico. Recordando, la

representacion mecénica de los arreglos Kelvin-Mpigaxwell es:

c G
E E
n
ﬁjﬂ
G

a) b)
Figura 3.4 Arreglos reoldgicos de: a) Kelvin-Voygh) Maxwell
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La ecuacion diferencial del arreglo Kelvin-Voigtlgsica) expresada con la derivada entera

es:

os
o=Ee+n— 3.40
5 (3.40)

Ahora, escribiendo la misma ecuacion pero con ddaviraccionaria (Meral et al.,
2010) resulta:
0%
ot*
dondea es el exponente fraccionario arbitrario.

o=Ee+n

(3.41)

En las ecuaciones (3.40) y (3.41) se observa largénacion de un arreglo clasico a

uno fraccionario. Las constantesy /7 (modulos de rigidez y viscosidad respectivamente),

que representan las propiedades viscoelasticanatelial, aparecen en ambas ecuaciones,

lo que cambia es el orden de la derivada en elinérrde velocidad de deformacion

0°¢/0t” en dondea es un namero real que representa el orden derileadae, que en el
caso de la ecuacion clasica vale 1. Estrictameaatiahdo, cuandar <1 no puede hablarse
de una velocidad de deformacion, por lo que suidgeritsico desaparece. Sin embargo,
como se vera a continuacion, lo que implica unavdéa fraccionaria de la deformacién es
una transicion entre un solido perfecto (resordeaun valor de derivada fraccionaria igual
a cero) y un elemento de Newton (amortiguador, paraalor de derivada fraccionaria
igual a uno), lo cual implica que tiene ambos corgoientos. Por tanto, un elemento
amortiguador fraccionario es una generalizaciénrdelemento viscoso a uno viscoelastico

fraccionario.

De acuerdo a H. Schiessel y A. Blumen (SchiessBlumen, 1993), un elemento
amortiguador fraccionario puede entenderse comarraglo finito (en realidad es infinito
pero puede acotarse) de resortes y amortiguadones el presentado en la Figura 3.5. De
forma similar, pueden generalizarse los arreglaaactos de Kelvin y Maxwell. En la

Figura 3.6 se presenta el esquema generalizadase/dll.
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Figura 3.5 Diagrama de un arreglo mecénico Figura 3.6 Diagrama de un arreglo mecanico
finito usado para simular un elemento  finito usado para simular un modelo de maxwell
amortiguador generalizado generalizado

Mas adelante se presenta la ecuacion diferencakcifinaria correspondiente al
arreglo reolégico fraccionario de Burgers, el cualquiere de cuatro constantes
viscoelasticas y tres exponentes fraccionariosleSama de orden superior (Liu et al.,

2006) ya que el orden de la derivada fraccionaaganesg +y, el cual puede alcanzar un

valor maximo de 2 si se considera que las deriv@dasionarias pueden tomar valores

entre 0y 1.

3.5.1 Arreglos reoldgicos fraccionarios de orden superior

Si se construyen arreglos en serie y en paralgartir de los modelos FVM y FMM se
obtienen arreglos reolégicos fraccionarios de osigrerior, tal como los arreglos de Zener
y Burgers, los cuales nos permiten una simulaci@s mompleja del comportamiento
viscoelastico de los materiales (Liu y Xu, 2006).1& Figura 3.7 se presenta el esquema de
los arreglos Kelvin-Voigt y Maxwell en serie (FVM&n inglés: fractional Voigt-Maxwell

in series), arreglo que sirvié de punto de pamidia realizar los analisis en este trabajo.
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Figura 3.7 Arreglo en serie (FVMS)
3.5.2 Ecuacion constitutiva del modelo FVMS
En el modelo FVMS se tienen los arreglos FVM y FMbhectados en serie y por tanto se
tienen dos ecuaciones simultaneas como se muestragiauacion (Liu y Xu, 2006):
en el cuerpo de Kelvin-Voigt, la ecuacion diferahes:
o,(t) =n,gD/ &g (t) + E£ (1) (3.42)

y en el cuerpo de Maxwell, la ecuacion es:

0,(t) +%@Dt”0'2(t) = 1,90/ e, (1) (3.43)

en donde

et tiempo

o (t) es el esfuerzo aplicado como funcién del tiempo
* ,Df es laderivada fraccionaria con exponemte
* E yn sonlos médulos de rigidez y viscosidad, respaniente
* a, [y y sonlos exponentes fraccionarios
« &(t), &, (t) son las funciones de deformacion para los cuedpdselvin y Maxwell
respectivamente
Por otro lado, se tiene que las deformacionesdmebcuerpo son:
e(t) = el(t)+ ez(t) (3.44)
y en este arregla(t) = o (t) = o, (t) -
Sustituyendo (3.42) y (3.43) en (3.44), y haciefwoarreglos algebraicos necesarios, se

tiene:
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E,GDF "e(t) + EcigDPe(t) =
,DEa(t) + CgDIa(t) + gD/ I(t) + ?@Dfa(t) +cc,0(t) (3.45)

1

donde,

¢ =E/n,c,=E,/In,

La solucion de la ecuacion diferencial del arrdglMS para el fenbmeno daeep
puede obtenerse aplicando la transformada de Lexplac

EZS'BH/@(S) + Ezqsﬂg(s) —
Sn+V0'(S) + (‘1500'(8) + (~23V0-(S) + ESﬁO'(S) + ClCZO'(S) (3.46)
1
Es decir,
[E.s +E,q8")e(9) = (Sm +Gs'+ S +,§25’f ¥ CLCzj@(S) (3.47)
1

Donde s es el parametro de transformaciéfﬁ(s):L{f(t)} = j:e‘“f(t)dt es la

funcién imagen def (t).

De (3.47) se obtiene:

s;—j o(s) +i0(s) +/71(syl+cl)0(s) (3.48)

Asumiendo que:f(t) =0,H° (una funcién del tipo escaldén), puede obtenerse:

&(s) =

_g(s) Pt ght s
= + + ;
g B n ms+eo)
La transformada inversa de Laplace término a térdanla ecuacion (3.49) resulta:

(3.49)

() -

1 tha 1 tP 1
— +— +—t'E (- t’ 3.50
E, r(B-a+1) n,r(g+) 7, G (3:50)

donde E(a, b) es la funcién Mittag-Leffler, una generalizacignld funcion exponencial, y
(x) es la funcién gamma.
Cuandoa, B y y son igual a 1, la ecuacién (3.50) se reduce allzi®n de la

ecuacion diferencial clasica (3.51), con derivaslgeras:
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J() - El ,; +1(1—e_’htJ (3.51)

3.5.3 Analisis paramétrico del modelo FVMS

En esta seccién se presenta un analisis paramdgita ecuacion (3.50), con el objeto de
observar la sensibilidad de dicha ecuaciéon amtatiacion de los exponentes fraccionarios
y las constantes viscoelasticas. Para facilitaroltgervacion de la variacion de los

parametros fraccionarios la funcidmt) se analizara separando cada uno de sus tres
términos, de tal forma que:
(1) = I, (1) + 3, (1) + I, (1)

Por lo que el efecto total di&t) sera la suma algebraica de los tres términos.

3.5.3.1 Analisis paramétrico del términq J

En primer lugar, se presenta el analisis paraneétted segundo término de la ecuacién
(3.50), J,(t)=1/n,t? ;T (B +1). En la Figura 3.8 se presenta la grafica tridirera de
J,(t) variandot y 8. A manera de ejemplo, el valor gg se fij6 en 100. Puede apreciarse
la variacion de la funcion,(t) al variar tanto el tiempbcomo el exponente fraccionaghb
Cuandof=0, J,(t) se comporta como una funcién constante con walgr= 001. Al variar

el exponente fraccionario entre cerp ung, la funcién J,(t) se comporta como una
parébola dependiente del parameffy la funcion r. Cuandog=1, J,(t) se comporta

como una recta con pendiente igual a 0.01.

Interpretacion fisica. Cuandof=0, el elemento fraccionario se comporta como urdedli
perfecto (elemento de Hooke), mientras que cuafidb el elemento fraccionario se
comporta como un fluido (elemento de Newton). Ratares intermedios, %1, se tiene
una transicién suave, en donde participan combmatoun arreglo jerarquico elementos
amortiguadores y resortes como el mostrado en tur&i 3.5. En dicho arreglo,

dependiendo del valor de las constantes viscoedéstiresultara el valor dé para un
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elemento amortiguador fraccionario equivalente. tBoto, cuandg’ - 1 se incrementa la

participacion de los elementos viscosos (amortigres).
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Figura 3.8 Analisis paramétrico del térmifo— . 1, =100
1, T(6+1)

3.5.3.2 Analisis paramétrico del térming J
El primer término de la ecuacion (3.9),(t) =1/ E, /T (8 - a +1), presenta el mismo
comportamiento que el del caso anterior, pa(g, con la diferencia de que ahora éste se ve

afectado por el exponente fraccionado. Para cumplir con las condiciones de estabilidad

(Schiessel y Blumen, 1993), debe de cumplirse feea . Por otro lado, si se fijan los
valores dea y [ para que se cumpla la igualdg®i=a resulta de gran utilidad para

simular la deformacion instantanea en los matesjala que su contribucion a la funcion

J(t) en este caso es de una funcion escalon con YaBy. El efecto de las constantes

fraccionariasy, y E, en el primer y segundo términos de la ecuaci@0j3®s de escala.

3.5.3.3 Analisis paramétrico del térming J
A continuacién se muestra el analisis paramétriglotercer término de la funcidit),

J,(t)=1nt"E, ., -ct”), dondec, = E, /77, A manera de ejemplo, los valores Hey
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n, se fijan en 100, dando, =1. En la Figura 3.9 se presenta la variacion deufeidon
J,(t) al variar los parametrdsy y. Observando la gréafica de dicha figura puede s
que cuandg=0, la funcion toma la forma de una constante coaniglal aJ,(t) = 0005.
Cuandoy =1.0, J,(t) toma la forma de una parabola asintotica, en este & un valor de
0.01. Para valores intermedio8< y <1, la funcion J,(t) toma la forma de parabolas
asintéticas a constantes con valores intermedios presentados paga=00y y=10.

Como puede observarse en este término, apareaed@n Mittag-Leffler (vista en el

capitulo 2) y como casos particulares de dichaifumse tienen las siguientes funciones:

Cuandoy =10, E(12,2)= e)‘pg)_l (3.52)

1
1-7

Cuandoy = 00, E(012)= (3.53)

Interpretacion fisica. Puede interpretarse fisicamente como la defodnadada en el

elemento amortiguador fraccionario esta restringida el elemento elastico (resorte); en
este caso la deformacion en el arreglo no es irategdsi no que existe un tiempo de
retardo, en donde después de cierto tiempo la mefidn maxima se alcanza. Cuando

y =10, se tiene el arreglo clasico de Kelvin y la defacioin maxima la rige el elemento
elastico. En este caso, la funcidg(t) tiende a una asintota con un valor constanteGie 0.
Cuando y =00 el arreglo se transforma en un arreglo de dos exlevs elasticos en

paralelo, por lo que la deformacién es inmediataoyexiste un tiempo de retardo. La

funcion J,(t) adquiere un valor maximo instantaneo, en este das0.005 debido a la

contribucién de los dos elementos elasticos, lhsgianantiene constante en el tiempo.
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Figura 3.9 Analisis paramétrico del térmibvay, * tVEWﬂ(— clty), variandoy, ¢, =1.

Finalmente, se presenta el efecto de la rela@dnE,/n, en la respuesta de la
funcion J,(t). En las figuras 3.10-3.12 se presentan las gsafim J,(t) variando la

relacionE,/n, paray =10, y =05y y=01.

%40
o
0.012
8
0.01
17
0.008
@ 46
0.006 ) 9
__JN i
0.004
" [
=
0.002 /r ’,
0 //‘ 3

08

Figura 3.10 Andlisis paramétrico del térmi]:b]l*tyEywl(— qty), variandoc, = E, /3, y =10.
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0.008
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Figura 3.11 Andlisis paramétrico del térmiIY@l*tVEy,yﬂ(—cltV), variandoc, = E, /n,, y = 05.

-3

x 10

Figura 3.12 Analisis paramétrico del térmitig, * tVEy,yﬂ(—clty), variandoc, = 4, /n,, y=01.

Puede observarse que la variacion con el tiemppagsbdlica con asintota en

J,(t) = 001; de hecho, la gréfica tridimensional muestra wmplque se forma al variar

tanto el tiempo comdg, /r7,. También se observa, de las tres graficas, quendémndo el
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valor dey, J,(t) tiene un inicio distinto (pare0) para cada valor de la relacién=E, /r,

Las constantes viscoelasticas fraccionarias tiemenmayor efecto en el tercer
término de la ecuacion (3.50) debido a que apal@eaelacionc = E,;/n, dentro de la
funcion Mittag-Leffler.

La suma algebraica de las funciongg), J,(t) y J,(t) de la ecuacion (3.50) dara el
efecto total sobre la funciod(t) .

Con el analisis paramétrico antes presentado se ti@a mejor comprension del
comportamiento que exhib&(t) al variar principalmente los exponentes fraccimsarya
que dependiendo del valor que tomen ésids), puede evolucionar en el tiempo de formas

muy variadas.
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4 ANTECEDENTES DEL FENOMENO DEEREEPEN SUELOS

El fendmeno dereepen suelos resulta de gran interés para los ingeniviles, ya que
éste se presenta durante el proceso de construgceibtiempo de vida de edificaciones en
donde los asentamientos durante largos perioddsdate al flujo de materiales, pueden
causar severos dafos en las construcciones.

Los suelos arcillosos son materiales extremadameotaplejos; en ellos, las
particulas de arcilla influyen en la fisica, mecany fisicoquimica de dichos materiales.
Los suelos arcillosos exhiben las propiedades gezdé decreepy relajacion en donde el
creepes el mas facilmente observable. Debido a la akza compleja de estos materiales
existen varios aspectos que influyen en su commpigtao ante etreep tales como:

e composicion (contenido de particulas de arcilla)
* historia de esfuerzos
e cambios de temperatura

* ambiente bioquimico, entre muchos otros.

Aunque el fendmeno dereep se conoce desde hace mucho tiempo, debido a la
observacién de deformaciones en construccionesguast y taludes naturales, las
investigaciones sobre este fendmeno comenzarortingela mitad del siglXIX debido a
la creciente actividad en la construccion de eidiic

En nuestros dias, podemos encontrar muchos ejerdpladgnémeno dereep Un
clasico ejemplo de este fendmeno es el asentamiéfietencial que ha sufrido la Torre de
Pisa, en Italia. Su construccién comenz6 en elldi¥@ y se termind en 1360. Durante el
periodo de construccion y después, por muchos aftss los asentamientos en dicha
estructura se hicieron presentes. En la Figurasd.firesenta un esquema de la torre y los

asentamientos que ha sufrido desde su construccion.

Instituto de Ingenieria, UNAM 46



—~ 20000 4
=

£ 15000 A
o

& 10000 - -
©

= sm00q
o 1128040, 1400AD. 1600A0. 1800AD. 2000A.0.

20

60 |

100 |

Asentamientos (cm)

140

Estratos de arena con
lentes de arcilla

Figura 4.1 Asentamientos debidos al fenémenorélep torre de Pisa, Italia
(modificada de (Havel, 2004))

El comportamiento decreep en suelos arcillosos bajo compresion triaxial de
especimenes ha sido estudiado por muchos investegmdon el afan de entender dicho
fendmeno y poder caracterizarlo.

El primer tema destacado del fenbmeno cleep apareci6 en “Bases and
foundations” de V. Karlovich en 1869 (se menciondaetesis de FrantiSek Havélreepin
Soft Soils, 2004).

En 1966 Alan W. Bishop presento relaciortess en pruebas dereepdrenadas en
compresion triaxial, en arcillas de Londres.

Los investigadores Murayama y Shibata (1958, 196rBsentaron un estudio
detallado de deformacion prolongada de arcilla bajsayes triaxiales. También se
reportaron contribuciones a la caracterizacioncdestpen los articulos de Christensen and
Wu (1964), Vyalov and Meschyan (1969), Borja (1992)

Una de las principales contribuciones al estudib atenportamiento dekreep
desviador de suelos bajo condiciones no drenagabdaha por Singh and Mitchell en su
publicacion “General stress-strain function for I'se@n 1968; en su trabajo, ellos
introdujeron una nueva ley de deformacion en utersia coordenadiogt — log € (ver

Figura 4.4). De acuerdo con estos investigadoaegrdfica del logaritmo de la velocidad
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de deformaciéon como una funcion del logaritmo deimpo es lineal en ausencia de
ruptura.

Casagrande y Wilson (1951) reportaron estudiosrdepbajo carga sostenida y su
efecto en la resistencia al cortante, realizadosreillas de la ciudad de México. Las
pruebas se realizaron bajo condiciones de compres® confinada; la resistencia al
cortante de la arcilla de la ciudad de México skijecerca de un 80% de su valor normal
en 30 dias.

En el libro “Fundamentals of soil behaviour” de &sniK. Mitchell (Mitchell, 2005)
se encuentra un capitulo referente al estudio sleeflectos del tiempo en la resistencia y
deformacion en suelos. En la Figura 4.2 se presentevas decreep correspondientes a
diferentes materiales y condiciones de carga, asiocuna representacion tipica del
comportamiento de los suelos ante el fenomenardep (Figura 4.3), dependiendo los
esfuerzos aplicados.

Puede decirse que a partir del siglo pasado ehfené decreepen suelos arcillosos
es considerado uno de los principales problemda ehecanica de suelos.

4.1 Generalidades acerca del comportamiento de creeguetos

En general, el comportamiento de los suelos astficante la accion de cargas sostenidas
durante un tiempo puede tener tres fases (MitcBOI5): 12) la primaria, en la cual al
inicio se tiene una tasa de deformacion alta,&&)yrsdaria, en donde la tasa de deformacién
disminuye y se mantiene mas o menos constante téurmnperiodo de tiempo y 3?) la
etapa terciaria, en donde la tasa de deformaciémenia y el material se aproxima a la
falla. En la Figura 4.2 se presentan algunas cudeaseep registradas para diferentes
tipos de suelos (Martinez y Diaz-Rodriguez, 2008dificada de (Mitchell, 2005)). En las
figuras 4.2-4.4 se muestra el comportamiento tipiedas arcillas durante una prueba de
creep

De acuerdo a los esfuerzos actuantes, el compaméoniecreeppuede dividirse en:

« volumétrico: causado por un esfuerzo volumétricastanté. Normalmente se
presenta después de la fase primaria en la coasdig o que se conoce como
consolidacion secundaria.

! Se entiende por esfuerzo volumétrico al incremeetta fuerza que actua por unidad de area.
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e desviador: causado por un esfuerzo desviador aumstaqui pueden o no
presentarse las tres fases, dependiendo del rélvektlierzo desviador.

Por tanto, uno de los principales problemas eragsb de comportamiento deeep
desviador es determinar los niveles de esfuerza f(mm cuales se presentan las fases

secundaria y terciaria.
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Figura 4.2 Curvas deeep exhibidas para diferentes suelos (modificada detilez y
Diaz-Rodriguez, 2009)
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Figura 4.3 Fases deeep(modificada de Figura 4.4 Graficabgt — log €
(Mitchell, 2005)) (Modificada de (Martinez y Diaz-

Rodriguez, 2009)).

A continuacién se presentan algunas caracteristigaerales observadas en el

fendmeno dereepy relajacion de esfuerzos en suelos.

Como se menciond previamente, los suelos exhilbven teeepcomo relajaciéon de
esfuerzos. Por otro lado, la relajacion de esfiseemoel decremento de esfuerzos en
el tiempo manteniéndose una deformacion constabte.relacion entre la
deformacion porcreepy el logaritmo del tiempo puede ser lineal, corcaacia
arriba o concava hacia abajo.

La magnitud de los efectos (d&kepo relajacion pueden incrementarse debido al
incremento de plasticidad, actividad y contenidagea del suelo. Por ello, muchas
arcillas activas usualmente exhiben respuestas grapdes dependientes del
tiempo (por ejemplo: esmectita> illita> kaolinitésto se debe a que para las
particulas mas pequefias, mayor es la superficiecég@m y mayor es el agua
adsorbida. Los suelos normalmente consolidadshiben mayor efecto deteep
que los suelos sobreconsolidatjossin embargo, la forma béasica del
comportamiento es la misma para todos los suel@s, sgan inalterados,
remoldeados, hiumedos, secos, etc.

Un incremento en el nivel de esfuerzo desviadotigapn incremento en la tasa de
deformacion decreep Cuando un suelo falla bajo carga sostenida, smece

como falla porcreep

2 Suelo que esta sometido a una carga que es laaéyie éste ha soportado en toda su historia.
% Suelo cuya carga actual es menor a la maximasieehé soportado en toda su historia.
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* La respuesta dereep usualmente se divide en tres etapas: al sostenarse
aplicacion de una carga, hay un periodaceptransitorio durante el cual la tasa
de deformacién decrece con el tiempo, seguida efmrmhacion decreepcon tasa
constante durante un periodo. Para materiales #ilsles a la falla pocreep la
tasa de deformacion se acelera produciendo la falla

* Enla Figura 4.5 se presenta un ejemplo de velddi@zreepcomo una funcion de
los esfuerzos en ensayes aeepno drenado sobre muestras de ilita remoldeada.
Para bajos niveles de esfuerzo, la velocidadrédepes muy pequefia y de poca
importancia. Para esfuerzos desviadores muy cescah@ resistencia del material,
las velocidades de deformacién se tornan muy gl@esn una sefial de que se esta
aproximando a la falla.

» Para muchos suelos, existe una relacion caradtaresttre la tasa de deformacion
y el tiempo, como la presentada en la Figura d6espondiente a una serie de
pruebas decreep drenadas en compresion triaxial sobre una arddélaLondres
(Bishop, 1966), y en la Figura 4.7 para pruebascaep no drenadas bajo
compresion triaxial sobre arcillas de Osaka (Mumageand Shibata, 1958). Para
cualquier nivel de esfuerzos, expresado como urceptaje del esfuerzo de
resistencia, el logaritmo de la tasa de deformadéarece linealmente con el
incremento del logaritmo del tiempo. La pendiedé estas relaciones tiene un
valor que oscila entre -0.8 y -1 para pruebas eoattas. La falla, para esfuerzos
mayores se presenta en estas relaciones cuandentiepte cambia de signo
(Figura 4.7)

» La presion de poro puede incrementarse, decrecembenerse constante durante el
creep esto depende de las condiciones bajo las cualemsuentre el material,
como cambios volumétricos en la estructura deloswgglndiciones de drenaje, etc.
En general, las arcillas blandas saturadas bajdicones no drenadas son muy
susceptibles a la pérdida de resistencia duramteef) debido a la reduccion de los
esfuerzos efectivos causada por el incremento geckidn de poro con el tiempo.
Al respecto se han realizado varios estudios réspe@ste fendmeno, como los
presentados en el articulo de Holzer, 1972, enalsedealizaron varios andlisis de
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la variacion de la presidon de poro durante pruebascarga sostenidaréep para
condiciones no drenadas.

» La deformacion debida a esfuerzos sostenidos comdienproduce un incremento
en la rigidez bajo la accion de subsecuentes iremérs de esfuerzo, como se
presenta en la Figura 4.8. Esto refleja el reajestaictural dependiente del tiempo

conocido como “envejecimiento”, que sigue los caralan el estado de esfuerzos.
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Figura 4.5 Variacion de la velocidad de deformaciénreepcon el esfuerzo desviadareepno
drenado de ilitas remoldeadas. (modificada de {itc2005))
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Figura 4.8 Efecto de carga sostenida en (a) coapognto esfuerzo- deformacién y resistencia, y
(b) comportamiento en compresion unidimensional

4.2 Interaccion Deformacion — Estructura dependientktiéenpo

En realidad, curvas tan suaves como las presenfagammente para deformaciones y

velocidad de deformacion como funciones del tiempeden no siempre ser asi. Pueden
ocurrir saltos en la reorganizacion de la estractreflejando una caracteristica estocastica
de la deformacién, tal como puede observarse &iglaa 4.9 para areepde una arcilla

inalterada, diatomacea, lacustre y sobreconsolidBdal1992, Ter-Stepanian (Mitchell,
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2005) sugirié que hay cuatro niveles de deformadibna nivel molecular, la cual consiste
del desplazamiento de unidades de flujo sobrepasdvaireras de energia, (2)
desplazamiento mutuo de particulas como resultaglofatlas de contacto, pero sin
reacomodo, (3) nivel estructural de deformaciomeglesuelo involucrando el reacomodo

mutuo de particulas, y (4) deformacion a nivel gieegado.

(x107%)
“ 20 &
—(S -]
£ 0 ®
S 18 bk
Eb o e r_i\ %,
L 009° T P
3 = 8 [ S TN
S 14 °° |\ @
£ . %= 100 kPa
S e 7= 45 kPa
Q 12 i . . . il
0 10 20 30 40 50

Tiempo (dias)
Figura 4.9 Desarrollo dereepsin uniformidad (modificada de Mitchell, 2005)
4.2.1 Proceso de reacomodo de particulas dependientietepo

El creeppuede llevar a un reacomodo de particulas paraamfiguracion mas estable. Las
fuerzas de contacto entre particulas tienen commpesgtanto normales como tangenciales,
aun si el esfuerzo aplicado macroscopicamente a#gdsco. Si, durante el proceso de
creep hay un incremento en la proporcién de un esfuelesviador aplicado el cual es
llevado a cabo por las fuerzas relativas normateee garticulas a fuerzas tangenciales
entre particulas, entonces la velocidadcoeep decrecera. Aqui, la velocidad a la cual el
nivel 3 de deformacion ocurre no necesita ser umiéodebido a la naturaleza particular de
los suelos; esto reflejara una serie de reajussticturales tales como particulas
encimandose sobre y alrededor unas de otras, dagdo a una secuencia irregular de

datos de puntos obtenidos en una pruebaekpcomo los mostrados en la Figura 4.9.

4.3 Modelos fenomenoldgicos

La observacion de curvas experimentalesr@epobtenidas a partir de pruebas realizadas
sobre muestras bajo condiciones ateep o relajacion ha llevado a muchas teorias, las
cuales pueden ser descritas como modelos empifBaEseralmente, esos modelos estan

basados en el estudio del comportamiento del ssefoetido a diversas condiciones
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esfuerzo-deformacion en el tiempo (curvas de esfueontra deformacion “instantanea”,
deformacion contra tiempo y esfuerzo contra tiemste comportamiento puede ser

descrito finalmente por una ecuacion de estadQ f(o(t),t) 0 o(t) = f(s(t),t)), la cual

puede ser puramente empirica, fisica 0 una combmate ambas. En un principio, los
modelos fenomenoldgicos mas simples fueron aquetindos cuales se intentaba explicar
el comportamiento antereep de materiales (suelos). Estos modelos eran putamen
empiricos, intentando caracterizar las curvas esfugeformacion o deformacion-tiempo
mediante regresion. Obviamente, la aplicacion de ewodelos era posible solo bajo ciertas
condiciones. Los modelos modernos basados en epartemiento fenomenolédgico de
suelos usan cantidades fisicas o intentan darkentido fisico a los parametros usados, lo
cual los hace mas generales, aplicables a muchesasas.

4.3.1 Comportamiento esfuerzo — deformacién - tiempo

Las historias esfuerzo-deformacion juegan un papsl importante en el comportamiento
de creep ya que éste esta ampliamente relacionado costad@ de esfuerzo-deformacion
y las condiciones de frontera en el medio. Por pjemen un caso de consolidacion
unidimensional, se tendckeepvolumétrico, en donde la consolidacion secundarieep

se presenta una vez que se haya disipado complatataepresion de poro en el suelo;
aqui sélo se presentara la fase primariardep(ver Figura 4.3), sin llegar a presentarse las
fases secundaria y terciaria. Por tanto es necesamprender y evaluar el estado de

esfuerzo-deformacion para entender el correspotal@mportamiento dereep

4.3.2 Comportamiento deformacion- tiempo

De acuerdo a los esfuerzos actuantes es posihbidirde comportamiento dereep en
volumétrico y desviador (o cortante). Aqui, aeep volumétrico es causado por un
esfuerzo volumétrico constante, mientras queretép desviador es causado por esfuerzo
desviador constante. Otra forma de dividir el cortgruiento decreep se muestra en la
Figura 4.3 antes vista, el cual se basa en el caampi@nto de la deformacién en el tiempo.
De acuerdo a la forma de la curva de deformaciéel @mpo, ecreeppuede dividirse en
las fases primaria, secundaria y terciaria. La fpeenaria comunmente es llamada
transitoria o de desvanecimiento, la cual puedelsinida como aquella en donde la tasa

de deformacion decrece continuamente con el tielmgpfase secundaria se denota por una
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deformacion a tasa constante (flujo de materiadyaRel caso de la fase terciaria o fase
acelerada, la tasa de deformacién esta crecientonoamente, lo cual acabaréa en la falla
por creep Generalmente, aetreep volumétrico consistird solo de la fase primarialae
deformacion pocreepdebido a que éste tiende a estabilizarserégpdesviador puede o
no consistir de las tres fases, dependiendo deolalizacion por cortante. Si el esfuerzo
desviador es bajo, entonces sélo ocurrira la faseapia, pero después de exceder cierto
nivel de esfuerzos se presentara la fase secunttadaal podria caer en la fase terciaria y
por tanto, se presentara la falla.

De acuerdo a la teoria clasica de la consolidag@suelos saturados, ésta se divide
en dos fases, la primaria y la secundaria, en dienfdese primaria trata de la disipacion del
exceso de presion de poro con el tiempo, despuéplimrse un incremento de carga,
mientras que la fase secundaria esta asociadapaiimente al reacomodo de las particulas
minerales del suelo y agregados, deformacién deramhai usualmente como flujo plastico
(creep.

Basandose en la teoria clasica de la consolidagigimensional, la fase primaria
puede expresarse con la ecuacién diferencial:

ou _ . du

o o

En dondeu representa el exceso de presion de pomes el tiempoz la distancia a

(4.1)

una superficie de drenaje,cy es el coeficiente de consolidacion, el cual eatfogor:

Cv = M (42)
aVu

Donde k, es el coeficiente de permeabilidad,=-de/do, es el coeficiente de
compresibilidad, yy, peso especifico del agua.

La fase primaria también puede expresarse en tésia la deformacion:

% = EC%

ot 0z o0z

En dondez es la profundidad Y es el coeficiente de difusividad de deformacion
(Janbu, 1965).

Los modelos mas simples de la fase de consolida@6nndariadfeepvolumétrico) que

(4.3)

generalmente corresponden a la fase primar@ekp(de acuerdo al comportamiento de la
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deformacion-tiempo dereep estan basados en la aproximacion de curvas denciegion
en el tiempo. En este caso, dicha aproximacion@sedmediante funciones exponenciales

o logaritmicas como las siguientes:
&,(t) =G,[1-exp(a, %)) (4.4)
g(t)=LI(A[t+]) (4.5)
En dondeC,, A,, x,, L Y A, son parametros determinados experimentalmente. La

ecuacion (4.4) fue propuesta por F. Kohlrausech8&38 (Havel, 2004) para la descripcion
del creepen fibra de cristal reforzado. Después esta fadaismpliamente en la teoria de
creepen concreto y suelos arcillosos. La ecuacion itmara (4.5) fue sugerida por K.
Buisman (Havel, 2004).

Para la evaluacion de la consolidacion secundarisuelos, es comun utilizar el

coeficiente de compresion secundatig el cual puede definirse a partir de la variadén

la relacion de vacios* con el tiempa para un incremento de carga dado, ver Figura 4.10.

pa Il Consolidacion
primaria

Relacion de vacios €
m
o

Relacion de vacios €

R ,,f,%\\
Etapa lll: Consolidacién secundaria
¥

<

|
J
Tiempo, t (escala log) Tiempo, t (escala log) tooh

a) b)
Figura 4.10 Variacion de con ellog(t) bajo un incremento de carga. Definicion del coefite
de consolidacion secundaria.

_ Ae _ Ae
logt, —logt, Iog(tzj (4.6)

1

a

* La relacién de vacios se define como el cocienteeeel volumen de vacidév y el volumen de sélidogs
e=Vv/Vs
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donde Ae es el cambio de relacion de vacids,y t, el tiempo. La magnitud de la

deformacion secundaria puede calcularse como:

S = Ca' H Eﬂog(ﬂ (4.7)
2
donde
] _ Ca
C, ——1+ep (4.8)

e, es la relacion de vacios al final de la consoliaprimaria yH es el espesor de la

capa de arcilla.

El asentamiento por consolidacion secundaria es in@sortante que por
consolidacion primaria en suelos organicos y efosurorganicos altamente compresibles.
En arcillas inorganicas preconsolidadas, el indiee compresion secundaria es muy
pequefio y tiene una menor importancia practicaj@Br2001). La tasa de compresion
secundaria respecto a la primaria para un espeslr del estrato de suelo es dependiente

de la razon del incremento del esfuera@’() respecto al esfuerzo efectivo inicig]. Para

tasas pequefaso’/ g, la tasa de compresion secundaria respecto anfeapa es mayor.

4.4 Deformacion en el suelo como un proceso de veldcida

La deformacion y falla a cortante en un suelo ing@n un reacomodo de particulas
dependiente del tiempo. Por tanto, tales procesos ssisceptibles de estudiar como
procesos de velocidad a través de la aplicacida tkoria de la tasa de reaccién absoluta
(en inglés: Absolute reaction rates) (Glasstonalget1941, mencionada en el libro de
Mitchell, 2005). Esta teoria involucra ambos purdesvista: la naturaleza fundamental de
la resistencia del suelo y las formas funcionakesad influencias de varios factores en el
comportamiento del suelo. Los detalles del dedard# esta teoria, la cual esta basada en
mecénica estadistica, pueden encontrarse en ldsade Eyring (1936), Glasstone et al.
(1941), asi como en la literatura de la fisicoquoamia adaptacion de esta teoria al estudio
del comportamiento de suelos puede encontrarse latelAdandy y Herrin (1966),
Andersland y Douglas (1970), Christensen y Wu (198#tchell (1964), Mitchell et al.
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(1968), Murayama and Shibata (1958, 1961), Nobkk Remirel (1969) y Feda (1989,
1992), entre otros.

La idea basica de la teoria del proceso de veldadaque los atomos, moléculas y/o
particulas llamadas “unidades de flujo”, estanrigidas de movimiento entre si por
barreras de energia las cuales separan posicianegjudlibrio distinguiéndose por una
energia potencial minima, como las mostradas esgelema de la Figura 4.11 .

Energia potencial

| AF Energia libre de

| activacion
1

- —

Desplazamiento

Figura 4.11. Barreras de energia y barreras deaa@in

El desplazamiento de unidades de flujo a nuevasiposs requiere de la adquisicion
de una energia de activaci@ér de magnitud suficiente para vencer la barrereenexgia
potencial de una unidad de flujo puede ser la misamel proceso de activacion, o mas
grande o0 mas baja que aquella que tenia iniciaBn€&@dmo una analogia de este proceso,
en la Figura 4.12 se muestra la rotacion de tregugls. En cada caso se debe cruzar una
barrera de energia.

Entonces ekreep es explicado como un proceso activado mecanicamgntual

depende del nivel de esfuerzos. Generalmente neepaion basada en particulas se aplica

con mas frecuencia a materiales granulares quelassarcillosos.
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Figura 4.12. Ejemplos del proceso de activaciomesggdo estable, b) incremento de estabilidad, y
c¢) decremento de estabilidad

El método del elemento distinto (distinct elememtimod), también conocido como
método del elemento discreto fue desarrollado cama aproximacion basada en
particulas. La experimentacion numérica de conpigr@anulares en dos dimensiones fue
realizada por Cundall y Strack (1982) (mencionados(Havel, 2004)). Basados en su
experiencia, ellos desarrollaron un método del efgmdistinto el cual fue posteriormente
extendido a 3D. Ellos mostraron, entre otras cokaspaturaleza discontinua de las
deformaciones internas de dichos conjuntos. Hogliados métodos del elemento distinto

son usados y modificados por muchos investigadores.
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5 ENSAYES DE LABORATORIO Y AJUSTE DE CURVAS UTILIZAND EL
MODELO VISCO-ELASTICO FRACCIONARIO

El principal propésito de esta tesis es mostrarafdicabilidad de las ecuaciones
diferenciales fraccionarias al modelado del congrortnto de suelos incluyendoaekep
Para ello se disefi6 una serie de pruebas sobreimegmes de mezclas de bentonita y
caolin formados en el laboratorio que se ensayarocamaras triaxiales equipadas con
sensores de presion y desplazamiento, conectaaws eomputadora que registra todos los
eventos durante los ensayes. El software de addunsile datos de las cadmaras triaxiales
de alambres, originalmente disefiado para ensayessitencia, fue complementado para
poder realizar los ensayes decep (Hermosillo et al.,, 2010). Los ensayes ckeep
realizados son del tipo @eeepgenerado por un esfuerzo desviador.

5.1 Mezclas de arcilla utilizadas en los ensayes

Para la constitucion de suelos se utilizaron daserales de arcilla: bentonita sodica y
caolin. Se ensayaron varias mezclas hasta obteéedosc valores de los indices de
plasticidad (IP). A continuacién se presenta una tabla de las la®ac los indices de

plasticidad correspondientes determinadas en lady@a

Material (mezclas de Limite liquido Limite plastico indice de plasticidad
arcillas) LL (%) LP (%) IP (%)
Bentonita (100%) 309.8 40.6 269.3
Bentonita (70 %) +
Caolin (30%) 221.5 29.13 192.4
Bentonita (50 %) +
Caolin (50%) 152.0 25.15 126.9
Bentonita (30 %) +
Caolin (70%) 92.0 24.6 67.4
Caolin (100%) 34.2 26.15 8.05

Tabla 5.1 Mezclas de caolin y bentonita
En la Tabla 5.1 puede observarse el espectro de valores del indigelasticidad

determinados para dichas mezclas. Durante la det@cidn de estos indices se observo
que el manejo de las muestras con porcentaje derben mayor al 50 % se vuelve
complicado (mezcla adherente opegajosa). Pors#lalecidié usar mezclas con menos de
50% de bentonita. De estos dos materiales se pevpuosdistintas mezclas para lograr
muestras con de indices de plasticidad facilesa@pular. A continuacion se presenta una

tabla con los indices de plasticidad aproximadogadi®s especimenes ensayados.

® El indice de plasticidad (IP) es el rango de huaded en el que el suelo tiene un comportamiensiiqléa
Por definicién, es la diferencia entre el Limiguitdo (LL) y el Limite plastico (LP): IP=LL-LP.
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Material Nombre de la] indice de plasticidad
(porcentaje de arcillas) mezcla IP (%)
Bentonita (10 %) + Caolin (90%) M 25.0
Bentonita (20 %) + Caolin (80%) M 48.5
Bentonita (30 %) + Caolin (70%) M 68.0

Tabla 5.2 Mezclas de caolin y bentonita utilizadgsara la sedimentacién de arcillas sintéticas

5.1.1 Sedimentacion de suelos

Burland (1990) trata el tema de sedimentacion y presibilidad de suelos arcillosos

naturales y reconstituidos. En dicho articulo ses@ntan relaciones y gréaficas de las
propiedades intrinsecas de suelos reconstituiédasc{én de vacios, compresibilidad, etc.)
y sus limites de Atterberg. Las arcillas fueronorestituidas, con contenidos de agwa) (

entre el valor del limite liquidow, ) y 1.5 w_, fueron consolidadas habiendo extraido

previamente el aire.

En la referencia (Win, 2008) se presenta un resuchenestudios previos de
sedimentacion y consolidacion de suelos. El prodessedimentacion y consolidacion del
suelo presenta tres zonas fundamentales: 1) zookarfécacion, 2) zona critica y 3) zona
de compactacion (ver Figura 5.1). En dicha reféeese presentan las ecuaciones de
continuidad que modelan las fases soélida y fluideante el proceso de sedimentacién y
consolidacion, asi como las ecuaciones de equailjpta ecuacion de movimiento para el
fluido (ley de Darcy). El procedimiento clasico cgeesigue en laboratorio para reconstituir
suelos ha sido descrito por (Nava, 2007) e (Ib&082).

ALIMENTACION

L
—

ZONA CRITICA

COMPACTACION

DRENAJE

Figura 5.1 Zona de sedimentacién en continuo eagrento (modificada de (Burland, 1990))
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5.1.2 Reconstitucion, sedimentacién y consolidacion adlas sintéticas

Para la sedimentacion y consolidacion de las mezidaarcilla se hicieron modificaciones
al equipo de sedimentacién y consolidacion de susdb Laboratorio de Geotecnia, el cual
originalmente constaba de un tubo y base de lucdamasa de suelo era sometida a
incrementos de carga mediante un vastago y pesas, €l esquema mostrado en la Figura
5.2. El concepto fue modificado para que en vezcdesolidar el suelo mediante

incrementos de carga, la consolidacion se realim@diante un gradiente hidraulico.

Para aplicar un gradiente hidraulico, fue necesseltar los tubos con una tapa de
acrilico y pernos, como se muestra en la Figuralm3presion en el agua se gener6 con
una camara de presion neumatica. EI motivo de didasomediante un gradiente
hidraulico fue para evitar utilizar pesas, las eagiueden generen fuerzas de friccion con
los tubos de lucita si se ladean, y lograr una maigtribucion de la presion aplicada. El
gradiente hidraulico se generd al presurizar ld®dude consolidacion y abriendo una
valvula en el inferior que disipé dicha presion. &®ndicionaron cinco tubos como el

mostrado en la Figura 5.4 con los cuales se cat@ol simultaneamente las mezclas.

Alimentacion de :
agua presurizada Tapa de lucita

Vastago de carga

Sistema de pesas

. Agua presurizada
< Tubo de lucita

Varillas de

syjecion

| {acaﬁfr}’ﬂ de lucita

Masa de suelo

Soportes de
madera 0 Drenaje de agua, a
presion atmosférica
Figura 5.2 Sistema de sedimentacion y Figura 5.3 Modificacién del equipo para
consolidacién con pesas consolidar por gradiente hidraulico.
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Figura 5.4 Fotografia del modelo real modificad@Etaller de Mecanica del Instituto de Ingenieria

Las mezclas se vertieron en cada uno de los cdidsaditros, mezclando con agua y
calentando previamente el material para acelengaroekeso de extraccion del aire contenido
en la mezcla, utilizando un garrafén de vidrio; doello para evitar en lo posible la

formacion de cavidades en el material en la etepsedimentacion.

Figura 5.5 Preparacion de la Figura 5.6 Vertido en garrafén y Figura 5.7 Vaciado de la
mezcla de bentonita y caolin extraccion de aire de la mezclamezcla en el consolidometro
con agua caliente

Una vez vaciada la mezcla en los equipos de sethtién se dejo reposar y
sedimentar el material por gravedad. Después dmadgdias de sedimentacion, cuando ya
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fue apreciable la frontera entre la masa de sueloagua se sell6 el sistema con la tapa de

lucita, para posteriormente aplicar presion de agcada uno de ellos.

Para el funcionamiento de los equipos de sedim@mtae realizaron las conexiones
necesarias entre las camaras de presion y los lmoreetros; la presion se aplicé a cada
una de las camaras mediante reguladores de pré&sida.Figura 5.8 se presenta el arreglo
de cinco consoliddmetros; a la derecha de la impgede observarse una de las cAmaras

neumaticas con las que se aplico la presién deagada tubo.

Con cada una de las mezclas se llevé un registasdatamiento de la masa de suelo
durante varios meses. La presion del agua se fuenrentando con regularidad hasta
alcanzar una presién cercana lgt/cnt, aplicada en la superficie del material. Con s#o
logro la generacion de un gradiente hidraulico elocual las arcillas se consolidaron desde
la base a la superficie, pues fue en la base ededse tuvieron los mayores esfuerzos
efectivos, siendo éstos nulos en la superficievagerial.

Figura 5.8 Sistema de consolidometros, camaragujagores de presion
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5.1.3 Extraccidon de muestras

Una vez que se observé que la consolidacion deénmabhthabia cesado se procedio a
extraer un estrato de material por cada mezcla €lar, dejo de aplicarse presion de agua
en la superficie, dejandose disipar el exceso dsigm de poro contenida en la muestra.
Posteriormente se retiraron los pernos y las tapasrior e inferior de los tubos; hecho

esto, se invirtio la posicion de los tubos de cbdaoion para ejercer una presion mediante
un émbolo de madera por la parte inferior (corradpmnte a la parte superior del estrato de

arcilla), como se aprecia en la Figura 5.9 (a).

a) c)
Figura 5.9 Extraccion de estrato de arcilla siogti
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Teniendo ya un estrato de aproximadamente 15 oespiesor se realizé un corte horizontal
con una cuerda de acero (ver Figura 5.9 (b y d)esEato de arcilla se dividié en tres
secciones para su almacenamiento (ver Figura S.&8)tres secciones se envolvieron en
manta de cielo y se cubrieron con cera para imgadiérdida de humedad (ver Figura
5.11).

Figura 5.10 Trazo sobre estrato de arcillaFigura 5.11 Preparacion de un estrato de
para su seccionamiento arcilla para su almacenamiento

El equipo utilizado para realizar las pruebas talgaesistencia como dgeepno
drenado fueron las tres camaras triaxiales de atmsntbel laboratorio de Geotecnia, del
Instituto de Ingenieria. En la Figura 5.12 se presen esquema del sistema de alambres
por el cual se transmiten las cargas a la muestsue€lo (Santoyo y Reséndiz, 1971). En la
Figura 5.13 se presenta la fotografia de una dedascamaras triaxiales, con una muestra
de arcilla montada. Antes de comenzar con la ski@ruebas se calibraron todos los

sensores para garantizar un registro 6ptimo.
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Figura 5.12 Esquema de camara triaxial de Figura 5.13 Camara triaxial de alambres
alambres

5.2 Ensayes de resistencia

Previo a los ensayes deeepse realizaron ensayes de resistencia del tipoodBhk6lidadas
no drenadas) para determinar la carga maxima d&teamrsia P) correspondiente a cada
espécimen. Durante la etapa de consolidacion serndi@ que el esfuerzo de
preconsolidacién promedio para todos los materfalesntre 0.3 y 0.4 kgf/cmpor lo que
los ensayes dereepse realizaron a un esfuerzo efectivo de 1 kdffeana garantizar que el

creepse desarrollara sobre el tramo virgen de la cdeveompresibilidad.

También se observo que la permeabilidad en el dsentidial y vertical de las
muestras cilindricas no era la misma, esto debidgpraceso de sedimentacion y
consolidacion de las mezclas de arcilla; durante @sceso, es muy probable que, por el
tipo de microestructura, las particulas de los miles se hayan orientado de tal manera
gue se presentd una estructura del tgpersa El efecto de la frontera también se hizo

presente, ya que se observé que existieron asawedr el flujo y filtracion de agua,
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provocando que las fuerzas de filtracidn originadasfueran simétricas en el sentido

vertical e incluso radial.

5.3 Ensayes de creep

Se realiz6 una serie de ensayescdeep sobre distintas mezclas de bentonita-caolion
sedimentadas con el fin de observar el comportamié® dichos materiales ante la accion

de una carga sostenida durante cierto tiempo yreinaje. En este trabajo cada mezcla se
identifica como: M a la mezcla 10 % de bentonita con 90 % de cablyma la mezcla 20

% de bentonita con 80 % de caolin, y Ma mezcla 30 % de bentonita con 70 % de caolin.

5.3.1 Labrado, saturacion y consolidacion de las muestras

En esta serie de pruebas se utilizaron muestréasdaezcladM;, M, y Ms. Las muestras
corresponden a una profundidad de entre 20 y 3(Marestas muestras se labraron varias
probetas cilindricas de 3.5 cm de didmetro por &3%0de alto aproximadamente, ver
Figura 5.15; todas las probetas se saturaronjcanifo el valor de la B de Skemptpgue

en general, fue superior al 96 %; todos los mdé=rise consolidaron a un esfuerzo efectivo
de 1.0kgf/cnd.

Figura 5.14 Labrado de muestras cilindricas Figutd Muestra montada y protegida en
membrana de latex

® parametro utilizado en mecéanica de suelos paeardietar que tan saturado esta un suelo.
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De los tres materiales se determinaron en labdodtms indices de plasticidad siguientes:

Material LL(%) LP (%) IP (%) Gs
M; 48.3 30.4 17.9 2.6
M, 62.5 30.7 31.8 2.6
Ms 82.5 311 51.4 2.65

Tabla 5.3 Propiedades indice de tres mezclas dmarc
5.3.2 Ensayes de creep
Una vez consolidadas las muestras y habiendo alot@neviamente la carga de resistencia,
se realizaron 6 ensayes cdeepdel material M, 5 ensayes del My 3 del M, aplicando
diferentes porcentajes de la carga de resisteR}jacérrespondiente a cada material. A
continuacion se presenta una tabla en donde smeeslas caracteristicas de cada una de
las muestras y la carga a la que fueron sometkelassfuerzo desviada@y se calculo

dividiendo la carga (P) entre el area transversdagrobeta.

. Painde Contenido | Contenido Esfuerzo
. Altura | Diametro la de humedad de humedad = Gl desviador
Material | Muestra H D muestra wp (%) o (%) Ske([npton P o4
(cm) | (cm) \(’\g'g' (inicial) (final) (%) k) | gicmd)
M, 1 8.5 3.533 134.8 49.91 44.79 96 2.0 0.204
M, 2 8.5 3.520 135.2 49.88 4491 96 3.0 0.308
M, 3 8.5 3.533 135.0 50.15 44.85 98 4.0 0.408
M, 4 8.5 3.513 135.1 48.87 45.89 96 5.0 0.506
M, 5 8.5 3.523 136.2 47.93 44.58 98 7.0 0.718
M, 6 8.5 3.523 135.4 47.97 45.05 98 9.0 0.923
M, 1 8.5 3.510 132.4 60.99 51.99 99 3.0 0.310
M, 2 8.5 3.523 124.5 62.08 52.01 99 4.0 0.410
M, 3 8.5 3.513 132.8 62.55 51.63 98 5.0 0.516
M, 4 8.5 3.513 124.0 62.25 51.59 98 6.0 0.619
M, 5 8.5 3.510 132.4 60.45 53.92 96 7.0 0.723
M3 1 8.5 3.513 123.1 82.75 62.78 97 3.23 0.391
M3 2 8.5 3.506 123.0 83.72 63.40 99 4.48 0.547
M3 3 8.5 3.513 123.5 83.75 63.54 99 5.65 0.704

Tabla 5.4 Resumen de caracteristicas correspondiers a cada muestra y esfuerzo desviador aplicadg

5.4 Ajustes de las curvas experimentales de creep @®milbdelos reoldgicos clasico y
fraccionario

En esta seccién se presentan los ajustes de cad#euas curvas obtenidas en laboratorio
para los tres materiales MM, y Ms. Primero, se muestran los ajuestes de las curvas,
obtenidas de los ensayes deep con el material N utilizando el arreglo clasico de

Burgers, uno de los arreglos mas comunes de lagkeotlasica; dicho arreglo se compone
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de dos arreglos basicos conectados en serie: eglade Kelvin y un arreglo de Maxwell.
Como se vera posteriormente, dichos arreglos ssufioientes para la simulacion del
fendmeno decreep en arcillas, pues las curvas deeep no pueden reproducirse
adecuadamente para toda la historia de tiempo.addéisante se muestran los ajustes de las
curvas experimentales obtenidas de los materiale$/My M3 usando el modelo reoldgico
fraccionario asi como los parametros fraccionadbtenidos a partir de dichos ajustes.
Finalmente, se hacen comentarios acerca de lagjaentle usar arreglos reologicos

fraccionarios sobre los clasicos.

5.4.1 Arreglo reologico de Burgers

Recordando, el modelo reolégico de Burgers ressdraun caso particular del modelo

reoldgico fraccionario (FVMS) cuando los exponeritascionariosa, B y y tienen valor

igual a uno, por tanto la ecuacion (5.5) se redmda solucion clasica de la ecuacion
diferencial con derivadas enteras:

—Et
-2t en (5.1)

EZ ,72 El

Realizando los ajustes de las curvas experimental®s el modelo clasico de
Burgers, se presenta el problema de que este amegluede reproducir satisfactoriamente
el fendmeno dereeppara largos tiempos, esto debido a que los elemente conforman
dicho arreglo reoldgico no son suficientes. Silsgeova la ecuacion (5.1) puede verse que

existe una reaccion instantanea dada por las coenpesi/ E, y 1/ E,, mas una respuesta
lineal con el tiempd/E, mas una respuesta con un tiempo de ret&dey, dada por la
componentel/ Ee =",

En las figuras 5.16 y 5.17 se presentan los ajusiggspondientes a las curvas de
creep obtenidas de las pruebas realizadas en el mabMiidlas lineas continuas son las
funciones ajustadas). Puede apreciarse que elamegdgico, en general, reproduce bien
el comportamiento del material hasta tiempos menar€000 minutos. Por tanto, para
simular el comportamiento del material para tiemfargos, este arreglo no resulta de

mucha utilidad.
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Figura 5.16 Ajustes de las curvas experimentalesepmediante el arreglo reoldgico clasico de
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Pueden proponerse arreglos generalizados, en dondémero finito de cuerpos como los
de Maxwell y Kelvin se conectan en serie, por ejenigis mostrados en las figuras 5.18 y
5.19.

=

(=]

m
A 2

Jm
a —J—
=

(o2

Figura 5.18 Arreglo generalizado de Kelvin Figbra9 Arreglo generalizado de Maxwell

Las soluciones de las ecuaciones diferencialesegpondientes a los arreglos generalizados

mencionados anteriormente son:

_E,

J(t) = é +,t7+ Zi(1+ € 7<), cuerpo de Kelvin generalizado (5.2)
k=1
1 &1 ,
oy =—+ Zri—t , cuerpo de Maxwell generalizado (5.3)
k=1//y

Los resultados al utilizar la ecuacion (5.2) sas msmos que los presentados en la
Figura 5.16, ya que la participacion de cada cuelpdelvin se suma linealmente al
arreglo total. El arreglo de la Figura 5.19 puedducirse finalmente a un arreglo de
Maxwell, ya que el trabajo de cada amortiguadoultasen uno solo, con una constante

igual a la suma de todas las constadbteg, .

Por tanto, se concluye que es necesario formaglasrele elementos viscoelasticos

més complejos, cuyas ecuaciones diferencialestaegul muy dificiles de resolver. He
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aqui una de las principales ventaja de utilizaaemnes diferenciales fraccionarias, ya que
su planteamiento y resolucién son de cierta falidy reproducen con mucha

aproximacion los comportamientos observados eprlasbas de laboratorio.

5.4.2 Arreglo reologico de Burgers fraccionario

En este apartado se presentan los ajustes queismhiutilizando el modelo generalizado
de Burgers, el cual consta de un cuerpo de KelwaigtBy uno de Maxwell colocados en
serie (FVMS). Recordando lo presentado en el ciap&uel modelo reoldgico fraccionario

correspondiente es :

'

Figura 5.20 Modelo reolégico fraccionario (FVMS)

cuya ecuacion diferencial es:

E,lID{"e(t) + EcaDle(t) =

a+ a E (5.4)

oD a(t) +cgDlo(t) +cgD/o(t) + f@Df a(t) +cco(t)
1
y la funcidn solucién de la ecuacion diferenciacfiionaria dereepes:
1 t7 1 tf 1

Jt =— +— +7tyE +1(~ ty 55

O e r(p-a+1) . rlge) p, ) &9
en donde

t:  tiempo

o(t) : es el esfuerzo aplicado como funcion del tiengmoeste caso constante
E y 77: son los mddulos de rigidez y viscosidad, respaniente.

a, By y son los exponentes fraccionarios (Hermosillo €2@10).
Ean(Z) es la funcion Mittag-Leffler, una generalizacidnld funcion exponencial, y

(x) es la funcién gamma, §(t) = £(t)/ o, (t).
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Con la ecuaciéon (5.5) se realizaron los ajusteada aina de las curvas obtenidas de las
pruebas dereep Para el ajuste de curvas se utiliz6 una herramieamérica en Matlab
llamada CFTOOL la cual esta diseflada para reakpastes de series de datos con
funciones definidas por el usuario, determinandovialores de las constantes de la funcion
gue mejor ajustan a dicha serie (minimiza una fumde distancia entre la serie de datos y
la funcién definida por el usuario). Este procedimd esta relacionado con el concepto de
métrica (ver Apéndice A2).

En las tablas 5.5 y 5.6 se presenta un resumeosdgarametros obtenidos para las

mezclas M, M2 y Mg,

Ensayes dereep Mezcla M: Caolin 90 %- Bentonita 10%
Carga kaf) 2.0 3.0 4.0 5.0 7.0 9.0
a 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
B 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
y 0.4961 0.562 0.31 0.159 0.4226 0.4567
E; [kgf /cn?] 0 0 0 0 0 24.52
Ex[kgf /cn?] 367 278.9 201.3 317.6 387 128.2
N1 [kgf O/ cn'’] 77870 302400 11000 1150 65280 805.6
nzlkgf Osfem’] | 1E+12 1E+12 1E+12 1E+12 9E+12 8E+12

Tabla 5.5 Tabla de parametros fraccionarios obtanidn el ajuste de curvas, material M1

Notar que los valores dey S de la tabla 5.5 tienen un valor igual a 1. Estdedge a que
se hizo cumplir la relacionrr = £ para tener una respuesta inmediata al aplicarigacy el

valor B=a =1 correspondié al mejor de los ajustes calcufaateel programa CFTOOL.

También se observa que es el Unico exponente fraccionario el cual cambia
conforme la magnitud de la carga sostenida. Essonmise observa en las tablas 5.6 y 5.7.
Esto significa que en el modelo propuesto (verbe?) trabajan un elemento elastico (con
LB —a=0), un elemento viscoso (cgh=1) y uno fraccionario)f. Ademas, se ve que para
cargas pequefas y hasta un cierto nivel, el vadadonstante;) tiene un valor igual a
cero; esto implica que el tercer miembro de la e&m5.2 /7, t"E, ., (- ,/nt")) que
corresponde al arreglo de Kelvin fraccionario tjabadlo como un amortiguador

fraccionario (/77,4") ya que la funcion Mittag-Leffler, ,,,(z)) toma un valor igual a 1.
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Ensayes dereep Mezcla My: Caolin 80 %- Bentonita 20%
Carga kgf) 3kg 4 kg 5 kg 6 kg 7 kg 8 kg
a 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
B 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
y 0.49 0.17 0.25 0.22 0.30 0.34
E; [kgf /cn] 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 42,59
E>[kgf /cn] 261.30 330.10 205.00 420.00 370.00 261.90
771 [kgf Os/en?’] | 84500.00 1105.10 3100.00 3700.0( 9500.00 418.40
nolkgf O5cn’] | 1 00E+12 | 1.00E+12] 1.00E+1P  1.00E+12  1.00E+12  1.0QE+
Tabla 5.6 Tabla de parametros fraccionarios obtenin el ajuste de curvas, material M
Ensayes dereep Mezcla 3 (M): Caolin
70 %-Bentonita 30%
Carga kgf) 3.25 4.5 5.6

a 1.00 1.00 0.90

B 1.00 1.00 0.90

y 0.21 0.22 0.26

E; [kgf /cn'] 0.00 0.00 20.24

E>[kgf /cn] 270.60 254.20 196.80
n:[kgf T§en®] | 2050.00 1800.00 469.20
n2[kgf O8/en®] | 1.00E+12 | 1.00E+12|  1.00E+12

Tabla 5.7 Tabla de parametros fraccionarios obtenin el ajuste de curvas, material M

ya trabaja como un Kelvin fraccionario.

En las tablas anteriores puede notarse que pamaatiguador fraccionario del cuerpo de

Maxwell se tienen valores de la constante muy grandes respecto a los demas lo cual
indica que este elemento no influye en el compadgata visco-elastico del modelo por
tener una viscosidad que tiende al infinito. Comarenciond anteriormente los valores de
a 'y B soniguales a 1, lo cual implica que el primemiéo en la ecuacion (5.5) tiene un
valor constantel/ E, que corresponde a la respuesta elastica instantinéa probeta al
aplicar una carga instantdnea. Para cargas cer@rasde resistencia se tiene una
deformacion instantanea mayor y la constdateadquiere un valor pequefio que influye en

el comportamiento a largo plazo en la curva tiemefmrmacion y en este caso el arreglo

En la Figura 5.21 se presentan las curvas defoémd@mpo registradas durante los
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En general se observa que la deformaciéon aumemtiorove la magnitud de la carga

aumenta. Cada una de las curvas se ajusté utibzehdhodelo fraccionario ya descrito.

Las curvas ajustadas se presentan en la Figura 5.22

J (t) Experimental, Material M1
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e \ Creep P ( kg)= 4.00
0.010 T Creep P ( kg)=5.00

A F}tiﬁf A « Creep P ( kg)= 7.0
E@* T YNNG = Creep P ( kg)=

J(t) [em2/kgf]
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Figura 5.21 Curvas experimentales, ensayasakp Material M,
Material M4
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Figura 5.22 Curvas ajustadas, ensayeselep Material M,
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Habiendo obtenido los parametros fraccionariosatia aina de las curvas, pudo calcularse
la velocidad de deformacion para cada uno de lsay&s y en la Figura 5.23 puede verse
la representacion grafica de la evoluciéon de ldscidades de deformacién con el tiempo.

Material M1
1.E-01
1.E-02
N ——Creep P ( kg)=2.00

= = BN —CreepP ( kg)=3.00
[= — -
E T = Creep P ( kg)= 4.00
E 103 e =S _ PP (kg)=
B =i S = Creep P ( kg)=5.00
g i ——Creep P ( kg)= 7.00
R —= CreepP(kg)=8 ‘
©

1E-05 &'?B::

1. E-06

1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04

Tiempo (min)

Figura 5.23 Curvas tiempo-velocidad de deformadifeerial M
En las figuras 5.24-5.26 se presentan las grafezpsyalentes a las ya mostradas, para los

ensayes realizados sobre el material M
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Figura 5.24 Curvas experimentales, ensayeseklp Material M,
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J (t) Ajustada , Material M2
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Figura 5.25 Curvas ajustadas, ensayeseep Material My
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Figura 5.26 Curvas tiempo-velocidad de deformadideterial M,

En las figuras 5.27 y 5.28 se presentan las cutgakeformacion-tiempo registradas
y ajustadas respectivamente para el materialBvi la Figura 5.29 se presentan las curvas

de velocidad de deformacion contra el tiempo cpoedientes a cada uno de los ensayes

realizados para dicho material.
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J (t), Material M3
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Figura 5.28 Curvas ajustadas con el modelo readgaccionario
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Velocidad media de deformacion. Material M3
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Figura 5.29 Curvas tiempo-velocidad de deformacion

En general, de los ensayesaleeppresentados puede comentarse lo siguiente:

Al aplicar una carga instantanea, hay una respuesiainmediata del material a
deformarse con una velocidad de deformacion queedecrapidamente con el
tiempo hasta estabilizarse. Por tanto, puede cersigke que existe una respuesta
“instantanea” inicial mas una respuesta visco@astjue se desarrolla con el
tiempo.

Se observa que las curvas entran en segunda fageOe®l y 0.05 minutos; se
vislumbra al final de los registros que las curpadrian estar entrando en tercera
fase, lo que significa que se hubiese llegado falla si se hubiese sostenido la
carga durante un tiempo mas largo.

De las gréficas velocidad de deformacion-tiempasemeadas, correspondientes a
cada material, se observa una pendiente constamégativa, como se presenta en
la literatura técnica (ver capitulo 4).

Debe tenerse en cuenta que al modelar el fendbmentregp con ecuaciones
diferenciales fraccionarias se esta utilizando iai@ilmente un arreglo jerarquico de
varios elementos (elasticos y viscosos) en cadaeglto fraccionario (Schiessel et
al., 1995).
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e De los parametros viscoelasticos fraccionarios rotdts mediante los ajustes,
puede concluirse que el modelo reolédgico fraccion@fFVMS) es idéneo para
estudiar y modelar el comportamiento de los suslodosos sometidos a una carga
sostenida la cual origina que se presente el fendrdecreep

e Por lo observado en los ajustes, en general, pdedigse que para modelar el
comportamiento de los suelos analizados mediantegi fraccionaria, bastaria un
arreglo en serie de tres elementos: un elemensticiresorte), mas un elemento
viscoso (amortiguador) mas un elemento viscoso cibaario (amortiguador
fraccionario). Esto para cargas menores al 70%admilga de resistencia, porque

para cargas mayores se requiere de un cuerpo dm Kalccionario.

5.5 Comentarios acerca de los ajustes realizados cenniodelos reolégicos clasico y
fraccionario

Recordando lo presentado en el capitulo 3, pararpalizar los ajustes de las curvas
hasta ahora presentados, mediante reologia cldsce falta un arreglo jerarquico en
escalera de elementos elasticos y viscosos (veraBg3.5 y 3.6). Ello implica tener un
arreglo fractal como el mostrado en la figura 580,donde se ha agregado un elemento

viscoso (amortiguador) en la parte superior.
%

Y,

Figura 5.30 Arreglo fractal de elementos para samel fendmeno dereep
Figura modificada de (Schiessel et al., 1993)

El plantear una ecuacion diferencial que correspoadeste arreglo y resolverla

resulta un tanto cuanto complicado. En el arti¢8lchiessel y Blumen, 1993) se presenta la
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transformada de Laplace de la ecuacion diferemgialmodela a un arreglo que simula un
amortiguador fraccionario, en donde la parte dexatshla ecuacién se presenta como una
fraccion continua (ver apéndice A.3):
£ _,, Eo /7o
°a(s) E, /7,

E1/,71
Ez_//71

S+

S+

S+

Epa /s
En /,7n—l
Q

<

S+
S+

cuya representacion compacta es:

3—15 3_15 5—15 S—lE = = S—li
E £(s) 1+ "o Mo 'h M M ha (5.6)
° 7(s) 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1

Antitransformar la ecuacion (5.6) resulta de ciedeplejidad, sin embargo, en el articulo
(Schiessel y Blumen, 1993) se prueba que cuantiende a un namero suficientemente
grande, la ecuacion (5.6) se aproxima satisfactmide con la ecuacion (5.7), la cual
corresponde precisamente a la transformada de deapte la ecuacién diferencial

fraccionaria que modela un amortiguador fraccianari

o(s) =MYES'SE(S) (5.7)

La participacion de cada uno de los elementos pestimarse por medio de los
valores que toman las constantes viscoelasticas/éstde las ecuaciones (5.8) y (5.9). En
las figuras 5.31-5.34 se aprecia la participaciérlas primeros 30 elementos reoldgicos
(tanto para resortes como para amortiguadores¥idenando, s6lo como un ejemplo, que

E~1yn, =1

_E r(V) K2y

T 2r(-y) 8
- F(y) 1-2
M =27 r-y) k= (5.9)
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Resulta interesante notar que para un exponert@drarioymenor a 0.5, la participacion
de los elementos reoldgicos crece parabodlicamententras que para un exponente
fraccionario mayor a 0.5, existe un decaimiento o@gmcial. Para un exponente

fraccionario igual a 0.5 la participacion de cadeb we los elementos seria constante,

puesto que el términk*? en las ecuaciones (5.8) y (5.9) adquiere el \@¢é¢da unidad.

Participacion de los elementos reolégicos eldsticos y=0.75

Participacién de los elementos reologicos elasticos, y=0.35

Valorde £
Valor de E

Tigiy
45 6
7 8 9
1011 49
13
141516 17 15 14 o
21 33 95
2 35 5
27 28

@ Numero de elemento

E 24
@ Namero de elemento 3526 27 59

Figura 5.31 Participacion de los elementos  Figura 5.32 Participacion de los elementos
elasticos ;) para un exponente fraccionario  elasticos ) para un exponente fraccionario
y=0.75 y=0.35

Participacién de los elementos reolégicos viscosos, y=0.75 Participacién de los elementos reolégicos viscosos, y=0.35

10

Valorden
Valorden

® ©
w & o om N
o = N

23 23
T ® Nimero de elemento 24 25 26 37 4
© Numero de elemento 27 28

Figura 5.33 Participacion de los elementos  Figura 5.34 Participacion de los elementos
viscosos ;) para un exponente fraccionario  viscosos ;) para un exponente fraccionario
y=0.75 y=0.35

Lo anterior confirma el hecho de que los arregleslagicos clasicos no son
suficientes para reproducir el comportamiento déersdes tan complejos como los suelos
y se requiere de arreglos tan elaborados coma&hkfrcomentado anteriormente. Por ello,
la reologia fraccionaria resulta de mucha utiligads mediante arreglos fraccionarios poco

elaborados pueden plantearse ecuaciones diferescifiaccioarias que modelan
adecuadamente materiales como los suelos.
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6 CONCLUSIONES

El arreglo reologico fraccionario (FVMS) utilizagmara simular el fenomeno de
creep en suelos arcillosos sedimentados artificialmeegulté ser eficiente con
respecto a los parametros considerados bajo laigaata que la ecuacion deeep
correspondiente (ec. 3.50) reproduce con bastapteximnacion las curvas
obtenidas experimentalmente.

Las constantes y los exponentes fraccionariosfrdetados mediante los ajustes de
las curvas dereep obtenidas experimentalmente, dependen de la @pijzada.
Para cargas muy grandes (cercanas a la cargaldg falconstante viscoelastica
fraccionaria E;, correspondiente al elemento resorte en el arregloKelvin
fraccionario, toma un valor diferente de cero. Estlica que para diferentes niveles
de carga, pueden empezar a trabajar elementosrrégloafraccionario que para
otros niveles de carga no presentaban actividad.

Por lo observado en los ajustes, en general, pdedise que para modelar el
comportamiento de los suelos analizados mediantegia fraccionaria, bastaria un
arreglo en serie de tres elementos: un elementtiala(resorte, para el caso

particular dea = £3) con el cual se tiene una respuesta inmediatadaf@amacion,
mas un elemento viscoso (amortiguadBis1) el cual tiene un efecto de retardo en

el tiempo, mas un elemento viscoso fraccionario ofdiguador fraccionario,

O<y<1), el cual tiene una evolucion en el tiempo mas meja que el

amortiguador clésico; esta conclusién se debe a eudos ajustes presentados,

puede observarse que en el cuerpo de Kelvin fraagim, al ser la constante

igual a cero, implica que este cuerpo trabaja cam@mortiguador fraccionario,
esto para cargas menores al 70% de la carga deeresa, porque para cargas
mayores se comporta como un cuerpo de Kelvin foaecio.

Debe tenerse en cuenta que al modelar el fendbmentregp con ecuaciones
diferenciales fraccionarias se esta utilizando iamaimente un arreglo fractal de
varios elementos (elasticos y viscosos) en cadaeglto fraccionario (Schiessel et
al., 1995). Esto presenta una gran ventaja solrentmdelos reoldgicos clasicos ya

que plantear una ecuacion diferencial de un arretisico equivalente a uno
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fraccionario se torna muy complicado. Por tant@ gran ventaja de los arreglos
reoldgicos fraccionarios sobre los clasicos eslgsescuaciones diferenciales que
los representan resultan ser mas simples y requiErenenos parametros.

El empleo de modelos reoldgicos fraccionarios periai simulacién total de curvas
de creepen el tiempo; esto significa una gran ventaja edbs modelos clasicos
como el de Kelvin, Maxwell o Burgers, ya que égiaeden utilizarse para simular
sé6lo intervalos de tiempo, y no toda la historialdormaciones presentada durante
el desarrollo del fenémeno, como puede observarsasdiguras 5.16 y 5.17.

La investigacion realizada en este trabajo perouteluir que este tipo de modelos
es adecuado para estudiar y modelar el comportémoha los suelos arcillosos
sometidos a una carga sostenida, por ejemplo cugstdaorigina que se presente el
fendmeno dereep

Debe de darse mayor énfasis al empleo de la reolfrgtcionaria y de las
ecuaciones diferenciales fraccionarias en la sdtude problemas y fenémenos que
se presentan en ingenieria civil, ya que el comptignto de muchos materiales
gue se emplean o estan presentes en obras chales,como los suelos, pueden

tratarse mas adecuadamente usando estas herraamexieanaticas.
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APENDICE

Al. Simbologia de funciones y variables

D"f(t): Derivada n-esima de la funcif(t)
Dy f(X) o ,Dg f(X): Derivada fraccionaria (con exponente fraccionariprespecto ax

de la funciérf(x)
L{f (t)}: Transformada de Laplace

E.,(2) : Funcion Mittag-Lefler

a, b: Constantes arbitrarias

R: Conjunto de los numeros reales

C: Conjunto de los numeros complejos
a,p,y . Exponentes fraccionarios de la derivada
M(z): Funcién gamma

E., #,: Mbdulos de elasticidad y viscosidad
£(t): Funcion de deformacion en el tiempo

J(t): Funcién dereep

A2. Espacio métrico

Un espacio métrico es un conjuntd (a cuyos elementos se les denongnatogd con una
funcién distancia asociada (también llamada mnédrica) d:M xM - R (dondeR es el
conjunto de los nimeros reales). Deaties una distancia sobid es decir que para todo

X, Y, z en M, esta funcién debe satisfacer las siguientes cmmdis o propiedades de

una distancia:

d(xy) =0 (positividad)

d(x,x) = 0(reflexividad)

Sid(xy)=0 < x=y (identidad)

d(xy)=d(y,x) (simetria)
d(x2z)<d(xy)+d(y,z) (desigualdad triangular).

ok wpdpPE

A la funciéond asi definida, se le da el nombre de métrica, oifundistancia erM .

A funciones comad, se les da el nombre de funciones de conjuntajyaoen efecto,
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asocian con cada conjunto de su dominio, un numeab El par M, d) se conoce en
analisis matematico, como &spacio Métrico
Un espacio métrico sencillo y cercano a nosotroglesspacio euclideo, constituido

por R" y la métrica euclidea usual:

dxy) =¥ (% -y

i=1

donde, X = (X X2,..-, %), Y= (W, Y25 -+ s Wh)-

A3. Fraccién continua

En matematicas, una fraccion continua es una ex¥préds la forma:

X=a,+ i

ag+.—

dondea, es un entero y todos los demas niumerpson enteros positivos. Si se permite
que los numeradores o los denominadores parciatesrt valores arbitrarios, que podrian
ser funciones en algun contexto, la expresion tasid es una fraccion continua
generalizada. Cuando fuera necesario distinguirfolama tipica de arriba de una

generalizada aquella se denominaré fraccion camtiegular o simple.

Notacion
Se puede expresar una fraccidon continua como
X = 0ap,a49,043,03
0, en la notacion de Pringsheim,
1], 1] 1]
X =ay+ +

. _|a1 la; |asz

0 esta otra notacion similar a la anterior

1 1 1
a; +a, +asz+

X =ay+

Se pueden definir las fracciones continuas infin@amo un limite:

[ag; ai,az, a3, 1 = lim[ag; ag,az, -, ap]
n—o0o

Este limite existe para cualquier eleccion de estpositivosi,, a,, as ...
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A4. Planteamiento y solucién de la ecuacioén difei@rfraccionaria FVMS

En primera instancia se presenta la obtenciénsledaaciones diferenciales a partir de los
arreglos de Kelvin y Maxwell para posteriormenteegentar la ecuacion diferencial

correspondiente al arreglo de Burgers fracciongAvMS). Cabe mencionar que el

planteamiento de las ecuaciones aqui presentadessponde al tipo de funciones en

compresion isotropica (ver capitulo 3) por lo gae se toma en cuenta la componesite
del tensor de esfuerzos y la componegjge del tensor de deformaciones. De aqui en

adelante solo se llamaran simplementey ¢ respectivamente.
El planteamiento de las ecuaciones diferencialdsase bajo la premisa de que las

deformaciones y esfuerzos cumplen con las relasidada teoria de elasticidad:

o(t) =El&(t) (A.4.1)
olt)=n BC% (A.4.2)
en donde :

o(t) : Funcion de esfuerzos generados en el tiempo
de(t) . . . . . .
£(t), “at Funciones de deformacion y velocidad de deforaraen el tiempo

E, n: Constantes de elasticidad y viscosidad respeutwie.

A.4.1 Arreglo de Kelvin fraccionario

El arreglo de Kelvin — Voigth se presenta en laigigte figura:

\I{F

9

F

Figura Al Cuerpo de Kelvin-Voight
Este arreglo trabaja bajo las siguientes premisas:
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- Los elementos resorte y amortiguador trabajan esgda, por tanto la suma de los
esfuerzos tomados en cada uno es igual al esfteted@enerado en el cuerpo.

- Las deformaciones son iguales en ambos elementos

Por tanto, se plantean las siguientes ecuaciones:

£(t) = €g (t) = €4 (1) (A.4.3)
o,(t) =g (t) + o, (1) (A.4.4)
En donde

&g (1), €4 (1) : deformaciones en los elementos resorte y amadigurespectivamente
Og, (1), 0, (1) esfuerzos en los elementos resorte y amortiguadpectivamente

A partir de las ecuaciones (A.4.1-A.4.4) se plante

Og (1) = Eigg (1) = By (1)

den (1) _  dey(t)

oat)=m

dt todt
Por lo que:
dey(t
0,0 = By (0) +n, “0 (A4.5)

Si se trata la ecuacion (A.4.5) como una ecuadi@neshcial fraccionaria y se usa un

exponente fraccionario arbitrario, por ejempise obtiene:

y
o,(t) = E&(t) +/71d;1y(t), y reacomodando sus términos se tiene:

d”&(t)
Yodt
Para resolver esta ecuacion diferencial puede $@cso de la transformada de Laplace:

+ E&(t) = oy(t) (A.4.6)

mS'&,(s) + Ei(s) = 04(s) (A.4.7)
Factorizando los términos de la ecuacion (A.4. )ese:
(ms” + B )&(s) = 61(9)

Para obtener la ecuacion cteepse despeja el término de deformacion, por lo qeslg;:
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01(9)

a9 = (ms” +Ey)

, asumiendo que(t) = o,H®, en dondeH® es una funcién escalén , y

por tantod,(s) = 00} = 0,57 se tiene:
S

-1

0,8 o

&(s)=—2, yreacomodando términos:
T (s +Ey)

as) ji(s) = s (A.4.8)
Op m(s” +c)

En dondec, = &
i

Para obtener la ecuacion deeepbasta anti-transformar la ecuacion (A.4.8). Para

ello se recurre a la definicion de la transformddalaplace de la derivada de la funcion
Mittag-Leffler (Podlubny ,1994):

o s TR k!SA—B
donde:
k
o EW, (g = T D

dz*
 keselorden de laderivada y
* ses el parametro de transformaciéon
Comparando el término del lado derecho de la e6ng@.4.9) con el término del
lado derecho de la ecuacion (A.4.8) se determiea qu
k=0
A-B=-1
A=y,yportantoB=y+1
z=+¢
Por lo que la transformada de Laplace de la funbigstada queda:
L{I(t)} = :e_St[tVW(V*l)_lE;(,‘,’}),ﬂ(— clty) t, de aqui se deduce que la transformada inversa

de Laplace de la ecuacion (A.4.8) es:
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1
Ji(t) = ,htyEy,yﬂ(— qty) (A.4.10)

La ecuacion (A.4.10) es la ecuacion desep correspondiente al cuerpo de Kelvin

fraccionario.

Dos casos especiales para la funcién Mittag-Leffler

Cuandoa =b =1, la funcion Mittag-Leffler se reduce a:
E:Ll(Z) = ez
Cuandoa =1,y b=2, la funcién Mittag-Leffler se reduce a:

e’-1

Elz(z) T,

Tomando en cuenta lo anterior, gi=1 y haciendo las operaciones necesarias se
tiene la ecuacion clasica deeepdel cuerpo de Kelvin:

1 L
3,(t) ”tEl,z( ct') e 1-e

1
A.4.2 Arreglo de Maxwell fraccionario

El arreglo de Maxwell se presenta en la siguieigigré:

=
G
&
n, i
* g,
EZ EA;
c

Figura A2 Cuerpo de Maxwell
Este arreglo trabaja bajo las siguientes premisas:

- Los elementos resorte y amortiguador trabajan ee,ggor tanto la suma de las
deformaciones en cada uno es igual al esfuerzbgeterado en el cuerpo.

- El esfuerzo generado en el cuerpo es iguale enapibmentos

Por tanto, se plantean las siguientes ecuaciones:
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£,(t) = &g, (D) + £,,(1)

(A.4.11)
0,(t) =0y, (1) =0, (1)

(A.4.12)
En donde
&g, (1), €4 (1): deformaciones en los elementos resorte y amadigurespectivamente

Oy, (1), g, (t): esfuerzos en los elementos resorte y amortiguadpectivamente
Derivando la ecuacion (A.4.11) se tiene:

de,(t) _ e, (1), de, (1)

(A.4.13)
dt dt dt
De (A.4.1) se sabe que:
0,(t) = E &g (1) , y derivando esta expresion respecto al tiempese:
de, (t
(Mdzt(t) =E, £r, (1 , de donde, despejando la velocidad de deformapiéda:
deg, (1) _ 1 do,(t)
it E d (A.4.14)
Asi mismo, de (A.4.2) se plantea:
de, (t) . . -
o,(t) =n,—=—, en donde despejando la velocidad de deformaciéday
de, (1) _ 1
a7, »(t) (A.4.15)

Sustituyendo (A.4.13) y (A.4.14) en (A.4.15) senéie
de,(t) _ 1 do,(t) L1

—o,(t), y multiplicando esta expresion reacomodando
dt E, dt m 1),y p p poyy

términos queda:

o,(t) + ’éz dadzt(t) =n, dgozlt(t) , Y Si se trata esta expresion como una ecuacféredcial
2

fraccionaria con exponentes fraccionarios arbisampor ejemplar y S se tiene:
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1, d70,(t) _ . d’e(t)
E, dt° 2 dtf

La ecuacion (A.4.16) es la ecuacion diferenciakdianaria que gobierna el

o,(t) + (A.4.16)

comportamiento del cuerpo de Maxwell ante acci@anésformaciones.

Haciendo uso de la transformada de Laplace pacdvezsesta ecuacion diferencial

se tiene:

0,(9)+ 2 S'0,(8) =1,5°,(9) (A4.17)

2

Para encontrar la ecuacion deeppara el cuerpo de Maxwell se despeja el término de

deformacion:

a

9= 09 S

n, E o 9,(9)

: 1 - ,
asumiendo qué,(s) =0, - =0,s* se tiene:
<

£,(s) _ - -
2(8) _ i(s) = + (A.4.18)
JO ,72 E2
Aplicando la transformada inversa de Laplace apaeasion anterior se tiene:
1 tf 1 th e
J(t) (A.4.19)

= +
n,T(B+) ET(B-a+]
La ecuacion (A.4.19) es la ecuacionadeepcorrespondiente al cuerpo de Maxwell.

Si f=a =1 la ecuacion (A.4.19) se reduce a la ecuacionadédecreepdel cuerpo de

Maxwell:

1 1
Jt)="t+—
(t) =

2 2

A.4.3 Cuerpo de Burgers fraccionario (FVMS)
Finalmente, el cuerpo de Burgers fraccionario (FYM8 compone de los cuerpos de
Maxwell y Kelvin conectados en serie y por tantotiseen dos ecuaciones simultaneas

como se muestra a continuacién (Liu et al., 2006):
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Figura A3 Arreglo de Burgers

en el cuerpo de Kelvin-Voigt, la ecuacion diferaheis:
a,(t) =D/ (t) + E&(t) (A.4.20)
y en el cuerpo de Maxwell, la ecuacion es:
n P _
0-2(t)+E2|;]Dt Uz(t)— ’72@Dtﬁ82(t) (A.4.21)
2

en donde

et tiempo

o, (t) es el esfuerzo aplicado como funcién del tiempo

oD, es la derivada fraccionaria con exponemte

* E y 7 sonlos médulos de rigidez y viscosidad, respapiiante

a, [y y son los exponentes fraccionarios

e,(t).e,(t) son las funciones de deformacion para los cuedpokelvin y Maxwell

respectivamente
Por otro lado, se tiene que las deformacionesdmebcuerpo son:

e(t) =, (t) +&,(t) (A.4.22)
Sustituyendo (A.4.20) y (A.4.21) en (A.4.22) y temdo los arreglos algebraicos
necesarios, se tiene:

E,lID/ () + ELgDle(t) =

JDE7a(t) + g DIa(t) + ¢, DY a(t) + ,'?@Dfa(t) +cc,alt) (A.4.23)

1

dondec =E,/n,, c,=E,/In,
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La solucion de la ecuacion diferencial del arrdglMS para el fenbmeno daeep

puede obtenerse aplicando la transformada de Lexplac

E25ﬁ+y£(s) + Ezqsﬁé(s) -
Sa+V0'(S) + qsad'(s) + (%Syd(s) + 52 Sﬁo-(s) + C_LCZO'(S) (A424)
1
Es decir,
[E.s" +Ec8'o(s) = (S +GS G+ ,3 s+ clc:zjé(s) (A.4.25)
1

Donde s es el parametro de transformaciérﬁ(s):L{f(t)} = j:e‘“f(t)dt es la
funcién imagen def (t).

De (A.4.25) se obtiene:

g7 h -8

- 00 +S,‘7Zo(s) +/71(syl+cl)0(5) (A.4.26)

Asumiendo quec(t) =g,H° (una funcién del tipo escalon), puede obtenerse:

&(s) =

_&(s) _ "t gFt st
= + + S
g B m(steo)
La transformada inversa de Laplace término a térdimla ecuacion (A.4.27) puede

(A.4.27)

encontrarse usando la misma técnica que se presanitis casos de Maxwell y Kelvin
fraccionarios, ya que esta ecuacion resulta darteasalgebraica de las ecuaciones (A.4.8)
y (A.4.18):

p-a 5

J(t) = i t +i t +it
E, r(ﬁ_a"'l) 7, r(ﬁ"'l) h
dondeE, ,(z) es la funcién Mittag-Leffler y(x) es la funcién gamma.

yEy,y+l(_ Clty) (A428)

Si los exponentes fraccionarias= =y =1, la expresion (A.4.28) se reduce a la

expresion clasica correspondiente a la ecuaci@mesdppara el modelo de Burgers:

E

1 t 1 -

JO) ="+ +|1-e"™ (A.4.29)
EZ /72 El( J
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