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RESUMEN

Los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales que surgen en la simulacion
matematica del flujo multifasico de fluidos en yacimientos de hidrocarburos, son
resueltos con métodos numéricos especializados. En casos reales, no académicos, el
tamano de la matriz generada, ademas de ser dispersa, es grande y en general mal

condicionada.

En el proceso de migraciéon del modelo continuo a un modelo discreto mediante la
aproximacion con diferencias finitas, pueden considerarse diferentes niveles de
implicitud, que van desde la formulacién totalmente implicita, Tl, hasta la formulacion
IMPES. La formulaciéon IMPES se clasifica como un método eliptico, donde el método
de multimalla se desenvuelve muy eficientemente en la solucion del sistema de
ecuaciones algebraicas lineales. Entre los métodos multimalla existen el geométrico
(MMG), algebraico (MMA) y algebraico como precondicionador de los métodos:
gradiente conjugado (MMACG) y residuo minimo Generalizado (MMAGMRES). Los
métodos multimalla (MMA, MMACG y MMAGMRES) demandan menos requerimientos

de memoria y son los que llaman la atencion en el desarrollo este trabajo.

Los objetivos de este trabajo son: 1) desarrollar un simulador numérico de flujo en una
fase (aceite) y dos fases (aceite-agua), para realizar diferentes escenarios de
explotacion, por agotamiento natural e inyeccion de agua y 2) obtener el desempefio
numeérico de los métodos multimalla junto con métodos directos (ej. NSPIV) e iterativos
(ej. GMRES).

Los resultados concluyen, en general, que el método directo NSPIV es mas lento que
los métodos iterativos, GMRES y multimalla. Para dominios grandes los métodos
multimalla son mas rapidos que el método GMRES; caso contrario para dominios
pequenos. Con esto se demuestra que para modelos de simulacion numérica de
yacimientos de gran magnitud, los métodos multimalla, resultan ser una herramienta de

gran utilidad para tener respuestas rapidas y confiables.
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Capitulo 1. Introduccién

1. INTRODUCCION

El objetivo principal de un modelo de simulacion numeérica de yacimientos es determinar
la estrategia Optima de explotacion del campo, la cual puede obtenerse mediante algun
proceso de recuperacion secundaria y/o mejorada, dentro de estos procesos se
encuentran la inyeccién de agua, gas natural, bioxido de carbono, nitrégeno y de

quimicos por mencionar los mas aplicados en la industria petrolera.

Actualmente la Simulacion Numérica de Yacimientos es un problema de gran magnitud,
debido a su alta heterogeneidad que presentan los medios porosos. Este problema de
gran magnitud, resulta de obtener con mayor detalle el movimiento de sus fluidos y en
consecuencia, pronoésticos con alto grado de confiabilidad de los yacimientos, esto
resulta imposible hacerlo por los altos requerimientos de computo, ya que el numero de
ecuaciones que se resuelve simultdneamente es demasiado grande, por lo que se
requiere una capacidad de almacenamiento suficiente y una alta velocidad de
procesamiento, de manera que se torne practica la simulaciéon del problema. Aun
teniendo estos recursos, la simulacién de los fluidos en el medio poroso es muy costosa
por consumir bastante memoria de computo y tiempos de ejecucion. Lo anterior ha
obligado a buscar otras técnicas o meétodos que permitan optimizar los tiempos de

ejecucion.

Por tal motivo, el objetivo de este trabajo es desarrollar un simulador numérico de
yacimientos, donde se observe la reduccidn de los tiempos de procesamiento
considerablemente, al manejar dominios de gran escala. En otras palabras,

considerando un mallado fino se obtengan respuestas rapidas y confiables.

Para el desarrollo del modelo numérico de simulacion de yacimientos, las ecuaciones
diferenciales parciales no-lineales que describen el comportamiento del flujo de fluidos
en los medios porosos, se considerd primeramente flujo en una sola fase o monofasico
(aceite) y posteriormente flujo en dos fases o bifasico (aceite y agua), estas se

discretizaron mediante la aproximacién en diferencias finitas, empleando una
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formulacién Tl e IMPES, mediante el método iterativo de Newton-Raphson, para la
linealizacion de dichas ecuaciones. El sistema lineal de ecuaciones se genera en cada

iteracion.

Una vez que el sistema de ecuaciones que forman un modelo de simulacion se
linealizan, se procede a resolverlas. Los métodos de solucion para estos sistemas de
ecuaciones se dividen en dos grupos: métodos directos y métodos iterativos. Los
métodos directos se utilizan normalmente para resolver eficientemente sistemas de
ecuaciones pequefios y medianos, debido a que los requerimientos del sistema de
cdmputo, memoria y tiempo de ejecucion; estan relacionados directamente con el
numero de incognitas que se resuelven simultaneamente. Entre mayor es el numero de
incognitas, mayores son los requerimientos de cémputo y la eficiencia disminuye
drasticamente. Por tal razén, se emplean principalmente los métodos iterativos para
resolver sistemas de ecuaciones grandes. La efectividad de los métodos iterativos se
ve afectado por el grado de heterogeneidad y anisotropia del yacimiento, provocando
problemas de convergencia. Para este tipo de problemas, existen dentro de estos

métodos unos mas eficientes que otros. En la Fig. 1.1 se muestra el flujo de trabajo

para el desarrollo de un simulador numérico de yacimientos.

Linealizacion

Ecuaciones Ecuaciones
Algebraicas No Algebraicas
Lineales Lineales

Ecuaciones

Modelamiento Diferenciales
Matematico Parciales

Sistema Fisico I Modelo de
a Estudiar Simulacion

Solucién del
Sistema de
Ecuaciones

Escenarios de
Simulacion
\ 4

Analisis de
Resultados
Conclusiones g
Actualizacion
del Sistema

Fig. 1.1. Diagrama de flujo para la elaboraciéon de un simulador numérico.
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Este trabajo presenta la eficiencia de un método directo y cuatro iterativos, para el
primero: Eliminacién gaussiana de matrices dispersas con pivoteo parcial (NSPIV) y
para el segundo: uno de los métodos de Krylov, residuo minimo generalizado (GMRES),
multimalla algebraico (MMA), multimalla algebraico como pre-condicionador de
gradiente conjugado (MMACG ) y de residuo minimo generalizado (MMAGMRES).

Para la solucién del sistema de ecuaciones lineales, se consideraron: la formulacién
totalmente implicita (T1), en la cual, se emple6 GMRES y NSPIV, y la formulacion
implicita en presion y explicita en saturacion (IMPES); se emplearon los métodos
iterativos de multimalla (MMA, MMACG y MMAGMRES).

Estudios de estabilidad numérica de simuladores de flujo de fluidos en un medio poroso,
muestran la ineficiencia de las formulaciones con bajo grado de implicitud. Se establece
que el tratamiento explicito de las transmisibilidades de flujo y en los términos de
produccion es la fuente principal de inestabilidad en la solucion. Por tal motivo, la
formulacion Tl es mucho mejor que la formulacién IMPES, debido a que la primera
presenta mayor estabilidad numérica con pasos de tiempos considerables o mayores en
la simulacioén y la segunda requiere pasos de tiempo mucho mas pequefos para lograr
su estabilidad numérica. Sin embargo, a mayor grado de implicitud se requiere un

mayor esfuerzo computacional.

La razén de la formulacion IMPES, es porque genera un sistema de ecuaciones
elipticas, y los métodos multimalla soélo funcionan adecuadamente con ecuaciones

elipticas.
El modelo numérico presenta las caracteristicas siguientes:
1. Tres dimensiones.
2. Formulacién totalmente implicita (T1) y formulacién implicita en presion y explicita

en saturacion (IMPES).

3. Una fase (aceite) y dos fases (aceite-agua).
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4. Simple porosidad (entiéndase como un solo medio almacenador de fluidos, en
otras palabras, un sala porosidad).

5. El sistema de ecuaciones algebraicas lineales se resuelven por medio de los
métodos NSPIV, GMRES, MMA, MMACG y MMAGMRES.

El trabajo esta estructurado de la forma siguiente:

e En una primera parte se presenta la introduccion sobre el desarrollo del
simulador.

e En una segunda parte se establece la formulacién matematica del problema y las
condiciones iniciales y de frontera.

e En una tercera parte se realiza la solucién numérica del problema que consiste
en aproximar las ecuaciones diferenciales parciales no lineales en diferencias
finitas, se aplica el método de Newton-Raphson para obtener un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales.

e En una cuarta parte se describen los métodos numéricos que dan solucion al
sistema lineal de ecuaciones.

¢ En una quinta parte se describen a detalle los métodos multimalla.

e En una sexta parte se valida el simulador y se aplica considerando yacimientos
homogéneos e isotrdpicos, como heterogéneos y anisotropicos, por agotamiento
natural y un proceso de recuperacion secundaria por inyeccion de agua.

e En una séptima parte se presentan las conclusiones y recomendaciones.

Finalmente, la motivacion principal para la realizacién de este trabajo, es contar con un
simulador que demuestre el proposito de optimizar, tanto la memoria de
almacenamiento, como el tiempo de procesamiento en la simulacion de un problema
robusto; es decir, hoy en dia se requieren modelos con discretizaciones y/o dominios

finos para representar con una mayor certidumbre el comportamiento del yacimiento.

Pagina de



Capitulo 2. Formulacién Matematica del Problema

2. FORMULACION MATEMATICA DEL
PROBLEMA

Pagina de



Capitulo 2. Formulacién Matematica del Problema

FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA

Para establecer la recuperacion maxima de aceite posible en un yacimiento petrolero, el
ingeniero de yacimientos emplea principios cientificos para desarrollar modelos de
yacimiento. Estos se usan para simular el comportamiento del yacimiento ante diversas

opciones de produccion.

Los modelos son basicamente de dos tipos, fisicos y matematicos. Los modelos
matematicos son los que incumben en este trabajo y su modelamiento en la ingenieria
de yacimientos se refiere a la representacion de los procesos de transferencia de masa
que ocurren en el medio poroso de un yacimiento, a través de un conjunto de

ecuaciones diferenciales y a su solucion matematica.

Las ecuaciones diferenciales de flujo bifasico de aceite y agua en un medio poroso

isotérmico, se resuelve a través de combinar:

e El principio de la conservacién de la masa para cada fase.

e La ecuacion de movimiento o Darcy.

e Una ecuacion de estado.
La ecuacién de conservacion se obtiene de realizar un balance masico de cada fase, en
un volumen elemental representativo del sistema. La derivacion de las ecuaciones de
flujo bifasico se desarrollaron a detalle en el Apéndice A.

21 Ecuaciones Fundamentales de Flujo

Las ecuaciones diferenciales parciales de flujo bifasico para un medio poroso en

coordenadas cartesianas tridimensionales son las siguientes:
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Para la fase aceite,

g kkro (8p0j + g kkI‘O apO
OX| B, 44, \ OX oy | By, \ oy

Para la fase agua,

O] Kk, (6ij L N
ox| B, u, \ OX ay

O Kk (0P 3 @S,
oz| B, u,\ oz 7W B,

Empleando notacién vectorial, las ecuaciones (2.1) y (2.2) se pueden escribir de forma

/ﬁ

compacta:
. kk o (¢S
Aceite, V. © (Vp, —y, VD = — °1;
e )| = Gl >
kk 0| ¢S
Agua, V. “_(Vp,—7, VD) | = —| == |.
g o nn o) | = E

En el flujo multifasico el concepto de capilaridad es importante. Entre los factores que
afectan este concepto estan: la tension interfacial entre los fluidos y la roca, la
mojabilidad de la roca, la geometria del espacio poroso, asi como las historias de sus

saturaciones.

Relaciones de presiones capilares:
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pcwo(sw): po - pw .
Relacion de saturacion de las fases:
S, +S, =1.

Las ecuaciones no lineales (2. ) a (2.6) por ser flujo bifasico, constituyen un niumero de
cuatro ecuaciones con igual numero de incégnitas o variables dependientes, las cuales

son: Py, Puy Syr Sy, -

2.2 Condiciones Iniciales y de Fronteras

Para que el problema de flujo bifasico esté planteado completamente, ademas de sus
ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden y primer orden, respectivamente
del medio poroso, es necesario establecer las condiciones iniciales (C.l.) y las

condiciones de frontera (C.F.).

Las C.I. definen la distribucion de presiones y de saturaciones al tiempo cero. Por otra
parte, la forma en que el yacimiento interactia con sus alrededores durante la vida

productiva se incorpora las C.F.

2.2.1 Condiciones Iniciales

Se considera que al tiempo inicial (t=0) existe equilibrio gravitacional y capilar (Fig.
2.1) en el yacimiento, lo cual implica que no existe flujo de las fases. De esta forma la
distribucion inicial de las presiones se obtiene especificando una presién de referencia a
una profundidad considerada y empleando el potencial del fluido, se determinan las

presiones a las demas profundidades. La distribucion inicial de saturaciones se obtiene
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a partir del contacto agua-aceite y de los datos de presidon capilar. A continuacion se

expresa matematicamente lo anterior, establecido en cinco puntos como sigue:

1. Se calcula la presion de la fase por medio de la expresion siguiente:

po = po,ref +}70(50)[Z - Zl’ef] ’
Donde:

p, = presion de la fase aceite a cualquier profundidad del yacimiento,
P = Presion de la fase aceite al plano de referencia,
7, =densidad de la fase aceite a la presion p,,

z.. = profundidad de referencia.

ref

De la ecuacion (2.7) se observa que contiene implicitamente a p, por medio de
7, por lo tanto la presion de la fase aceite puede obtenerse a través del método

iterativo de Newton-Raphson.

2. La presion de la fase agua se calcula, de forma similar a la del aceite, por medio

de la expresion siguiente:

Py = pw,zcwo +77w(6w)[z - cho] )

Donde:
p, = presion de la fase agua,
Pu..ovo = Presion de la fase agua al contacto agua-aceite,

7w  =densidad de la fase agua a la presién p,,,
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z = profundidad del contacto agua-aceite.

cwo

3. Considerando que existe agua en el yacimiento, se puede obtener la presion de

la fase agua en el contacto agua-aceite, mediante:

pw, zowo — po, zcwo pcwo (SW = 1) .

4. Una vez conocidas la distribucion vertical de las presiones de las fases en el
yacimiento, se procede a calcular la distribucion de presiones capilares, con la

expresion siguiente:

Pavo(Su) = Po(2)— P (2).

5. Usando un proceso de interpolacion inversa, se puede obtener de la curva de

Pao cCONtra S, la distribucion inicial de las saturaciones de la fase agua. Las

saturaciones de la fase aceite se obtienen por medio de la ecuacion (2.6).

Fig. 2.1. Condiciones Iniciales en equilibrio Gravitacional y Capilar (Rodriguez y
Galindo, 2000).
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En otras palabras para establecer debidamente el equilibrio gravitacional en términos de
fluo en el medio poroso, se emplean los puntos extremos de las curvas de

permeabilidades relativas y presiones capilares, que se definen de la forma siguiente:

1. Las permeabilidades relativas para flujo bifasico en un medio poroso estan

restringidas al rango donde la saturacion es moévil, es decir de Swc a 7-Sor.

2. Los valores de presiones capilares correspondientes a valores de las

saturaciones inmoviles (Swc y Sor), es cero flujos de las fases.

En la Fig. 2.2 se muestra esquematicamente las curvas de permeabilidades relativas y

de presiones capilares para un sistema de flujo bifasico.

Fig. Curvas de permeabilidades relativas y de presiones capilares, para el

sistema de flujo bifasico (agua-aceite).

2.2.2 Condiciones de Frontera

La iteracion del yacimiento con sus alrededores, se especifica a través de las

condiciones de frontera, tanto internas (x=0) como externas (x=L).

Las condiciones de frontera externas, es decir los limites del yacimiento, se suponen
cerradas al flujo a través de ella. Tal situaciéon se expresa matematicamente de la

forma siguiente:
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(Vpp 7 VD)X:L = 0,
Donde:

L = frontera del yacimiento o limites del yacimiento,

p = fase aceite y agua.

Para las condiciones de fronteras internas, es el caso de flujo de fluidos hacia un pozo,

se pueden tener dos situaciones:

1. Gasto especificado. De acuerdo a la ley de Darcy puede utilizarse para generar

una condicion de frontera tipo Neumann, por lo que se tiene:

B
(Vpp_yp VD)X:() - _qlp(/;'

2. Presién especificada. Se especifica la presién para el radio del pozo, por lo que

se puede obtener una condicion de frontera tipo Dirichlet, entonces:
p |x:0 = pwf ’
Donde:

p,; = presion de fondo fluyendo.

Finalmente en la forma discutida previamente queda bien definida la formulacion

matematica del problema para flujo bifasico.
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3. FORMULACION NUMERICA DEL
PROBLEMA
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FORMULACION NUMERICA DEL PROBLEMA

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo orden en el espacio y de
primer orden en el tiempo de caracter continuo, que gobiernan el comportamiento de
flujo de fluidos en un medio poroso, ecuaciones (2.3) y (2. ), deben resolverse

numeéricamente ya que carecen de solucion analitica.

El método a emplear para dar solucion numeérica a las ecuaciones anteriormente
mencionadas, es el de diferencias finitas, lo que genera un sistema de ecuaciones no
lineales de caracter discreto; en el Apéndice B se presenta a detalle la aproximacion en
diferencias finitas de estas ecuaciones. Consecutivamente, requieren de un método de
linealizacion. La solucidn del sistema de ecuaciones no lineales de caracter discreto se
efectua mediante el método iterativo de Newton-Raphson (Chapra y Canale, ); en

el Apéndice C se describe a detalle.

Con la aplicacion del método iterativo de Newton-Raphson para la linealizacion del
sistema de ecuaciones (Aziz y Settari, 1979), se desarrollaron las dos formulaciones

siguientes:

a) Totalmente implicita (Tl). Esta formulacion es, desde el punto de vista
numeérico, mas estable y permite emplear incrementos de tiempo mayores en
la simulaciéon. Los maximos incrementos de tiempo para este tipo de
formulaciéon no deben exceder de un cuarto de ano (Fanchi, ). Sin
embargo a mayor grado de implicitud se requiere un mayor esfuerzo
computacional. Para el problema bifasico (aceite-agua) se resuelve un

sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas (p, y S, )-

b) Implicita en presion y explicita en saturacion (IMPES). Esta formulacion
representa menor estabilidad numérica que la formulacién Tl. Por lo tanto, el
maximo incremento de tiempo para esta formulacién no debe exceder de la

relacion del 10% volumen poroso de la celda del modelo de simulacion
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donde esta ubicado el pozo con respecto al gasto de produccion del mismo
pozo (Fanchi, ). Por ser de menor grado de implicitud resulta de menor
esfuerzo computacional. Para el problema bifasico (aceite-agua) se resuelve

un sistema de ecuaciones lineales de una incognita ( p, ).

3.1 Formulaciéon Totalmente Implicita (TI)

3.1.1 Ecuaciones Fundamentales en Diferencias Finitas

Los términos de flujo de las ecuaciones del medio poroso se aproximan o se discretizan
mediante diferencias finitas centrales y los términos de acumulacién mediante
diferencias finitas regresivas. Este proceso de discretizacion da como resultado un
sistema de ecuaciones no lineales en cada paso de tiempo (Ertekin et. al.,

Considerando un esquema totalmente implicito se tiene lo siguiente:

Para la fase aceite,

,.\

o

N—
>
T
A

T
N| =

I
~
o
S~
I F
b

1
HE Y

o
>
NP PN

~~
i

~ ~— ~
F

=
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Para la fase agua,

~
=
=
N—
>
i

T
=
=
_— -
| +
LN

1
+ = N

=
>
NP PN

~—~
=
=
N— \_g SN—
T

=

Las transmisibilidades en los términos de flujos son las siguientes:

T,-ro| e | )
B, 44

r=ro o | )
B 4

Donde FG es el factor geométrico, para mayor detalle ver Apéndice B.

En los términos de flujo, para evaluar las transmisibilidades de los fluidos en las
fronteras de las celdas, se utiliza el concepto de corriente arriba (Arana, 2009). Este
concepto se refiere a que las propiedades dentro del paréntesis se evaluan a las

condiciones de presion y saturacion de la celda de mayor potencial.
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Para tener el sistema completo de ecuaciones se debe considerar las restricciones

siguientes: ecuaciones de presion capilar y las saturaciones de fluidos.

La presién capilar se discretiza de la forma siguiente:
n+l n+1 n+1l
pcwouk( ) pOIJk pWIJk'

Las ecuaciones de las saturaciones de las fases aceite y agua, se discretizan de la

forma siguiente:

(SO +Sw)'n+'l :1 "

ik

Resolviendo para p, y S,, de las ecuaciones (3.5) y (3.6), las ecuaciones (3.1) y (3.2),

se reducen:

pw = po - pcwo ’

Por lo tanto acoplando las ecuaciones (3.7) y (3.8) en las ecuaciones (3.1) y (3.2), el

sistema de ecuaciones reducidas, queda como sigue:

Para la fase aceite,

(To)”*Z( Posr— Pos ) -
)3 (o= purs I
:(To)jf;( Poa—Poy ) -
(To)”“;( oy~ Poss )
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n+l
(T )n+l (po k+1 po,k - (}/OAD)H;) -

Kt
2

(T )”ﬂz(pok Poss — (}/OAD)k_zj
S I

Para la fase agua,

n+l

n+1

_(Tw)nﬂ p0|+1 pcwo,i+1 - po,i + pcwo,i ) -

"
2
(TW):]_E( p0| pcwo,i p0| 1 + pcwo i-1 )ml
L 2
() (Pajia = Pavn i = Py + P [
2
(Tw)r;ili( po,j - pcwo,j - po,j—l + pcwo,j—l >n+1
L 2
N n+l
(TW)::E ( po,k+1 - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (7/WAD)k+;j -
2 —
n+1
(Tw):ﬂl(po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l - (7WAD)k—;j

qWJr‘H—l _ rllk\‘(¢s j n+l [¢SWJHJ
Bu o, At | B, B, ) |,

El sistema de ecuaciones de (3.9) y (3.10), constituyen para cada celda en i, j,k de la
malla un subsistema de dos ecuaciones algebraicas no lineales, con la presion de la

fase aceite ( p,) y la saturacion de la fase agua (S,,), como incognitas primarias.

Empleando notacion de diferencias finitas, las ecuaciones algebraicas no lineales (3.9)

y (3.10), se pueden escribir de forma compacta, las cuales son:

Para la fase aceite,
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) Y Aﬂqﬁ(l_swﬂi,,,; |

o Jpiix At B

0

Para la fase agua,

B b ik At

w

n+l
Vo
A.[T, (Ap, = APy, — 7,AD)]™, _(qwj Ve A{szﬂ |
i,j,k

3.1.2 Solucion del Sistema de Ecuaciones No Lineales

La solucién del sistema de ecuaciones no lineales (3.11) y (3.12), se efectia mediante
el método iterativo de Newton-Raphson, lo que genera en cada iteracion un sistema de
ecuaciones lineales (Rodriguez y Bonet-Cunha, . Con este procedimiento el
sistema se resuelve mediante la formulacion totalmente implicita (T1) (Arana, . La

derivacion de esta formulacion se encuentra desarrollada en el Apéndice D.

De acuerdo con esta formulacion, se definen las funciones de residuos para su

linealizacion:

Para la fase aceite,

n+ n+ Vr i]
Forjilj,k :{A [To (Apo - 70AD) ]i,j?k - (qobo)P,i,lj,k - 'AYtJYk At[ ¢b0 (1_SW)]LN<} =0 ; )
Para la fase agua,

n+ n+ Vr i,j
I:V\?,Jir,lj,k = {A' [Tw (Apo - Apcwo - 7WAD) ]i,j?k - (qwbw)P,i,lj,k - T”(At(¢ bw Sw)i,j,k} =0. )
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Donde el inverso del factor de volumen del aceite y agua esta dado por:

L,
BO

o L
B

Las incognitas o variables primarias se definen en el vector siguiente:
T
Ui,j,k = (pov Sw)i,j,k .

En forma general la dependencia de las funciones de residuos en funcion de la

expresion de incégnitas (3.17), se escribe de la forma siguiente:

Para la fase aceite,

P =Fots (Ui,j,k—l’Ui,j—l,k’Ui—l,j,k’Ui,j,k’Ui+l,j,k’Ui,j+l,k’Ui,j,k+l)n+1:O;

0,i,j.k 0,i,j.k
Para la fase agua,

Fn+l :Fn+l (Uilj’k_]_!Ui,j—lvk’Ui_lvj’k'Ui’j’k’U

w,i,j.k w,i,j.k

n+1
Ui,j+1,k ) Ui,j,k+l) =0 .

i+1, ]k ?

En forma general la funcién de residuos con sus incognitas se escribe de la forma

siguiente:

Para la fase aceite,

Fn+l (po' Sw)in,ﬁj—%k—l ! (po’ SW):H]—:Elk ’(po’ Sw)rjlljk '(po' Sw)rjlk ! _

0,i,j,k n+ n+ n+
J (po' Sw)i+11,j,k ’(po’ Sw)i,j1+1,k ’(po’ Sw)i,j%k+l
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n+ n+ Vr,i,',
{A. [TO (Apo - Q/OAD) ]ivJ\lk B (qobo )P,i,lj,k B AtJ : At[ #b, (1_ Sw)]i,j,k} -
Para la fase agua,

le (po’ Sw)infk—l’(po’ Sw)rjl—lk ’(po’ Sw)|n—+11]k ’(po’ Sw)rjlk !
w,i, j,k n+ n+ n+:
J po’ SW)iJrll,j,k ’(po’ SW)i,jil,k '(po’ Sw)i,j?kﬂ

n+! n+! Vr,i,',
{A [TW (Apo - Apcwo - 7WAD) ]i,j,lk - (qwa)P,i,lj,k - T”(At(¢bw Sw)i,j,k} =0 .

Como se puede observar, las ecuaciones (3.20) y (3.21), estan en funcién de dos

incégnitas por cada nodo de la malla numérica.

3.1.3 Desarrollo en Serie de Taylor

El proceso iterativo de Newton-Raphson se fundamenta en el desarrollo de las

funciones de residuos (F ;,) en series de Taylor (Galindo, ). De este desarrollo

solo se conservan los términos de menor orden. Por lo tanto, esto conduce al sistema

de ecuaciones siguientes:

Para la fase aceite,

oF . Y oF Y oF )
0,i,jk v+l 0,i,j.k v+l 0,i,j.k v+l
5po,i,'—, + $W,i,'—, + djo,i—,', +
[apo,i,jl,k } e asw,i,j—l,k I apo,i—l,j,k i

Fyii ) OFyin | Fose |
TR e I I e T
asw'i_l’ij op i, 0S
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v v

aFO, i,j.k v+l aFo, i,jk v+l aFO, i,jk v+l
87 &)0, i+1,j .k + 887 w, i+, ],k + 67 &0, i, j+Lk +

po, i+1,j,k w, i+, j,k po, i,j+Lk

v v v
aFOvi,i,k v+l n aFOvi,j,k &)Vﬂ n aFO,i,i,k v+l ~0 -
aS w, i, j+1,k 6 0,i,j,k+1 85 w,i,j,k+1 ~ ’
w, i, j+1,k 0,1i,j,k+1 w, i, j,k+1

Para la fase agua,

v v
oF .. oF, ..
vil v w, i, j,k v+l w, i, j,k v+l
Fw,i,j.k = Fw,i,j.k "‘( 5po,i,j,k—1 | éSw,i,j,k—l +

0Py i jka OS, i ika
v v v
aFW,i,j,k V41 al:W,i,j,k V+1 aFW,i,j,k V41
a 5po,i,j—l,k + as 6SW,i,jfl,k + a &)o,i—l,j,k +
po,i,j—l,k w, i, j-1,k po,i—l,j,k
v v v
aFW, i,j.k v+l aFW,i,j,k v+l aFW,i,j k v+l
FI &Skt o Moiin 25 Byiin T
w,i-1,jk Po.ijk w,i,j K
v v
aFW, i,j,k v+1 aFW, i,j.k v+l aFW, i,jk v+l
o My i ik + FY wistjk T AT Mo, i jux +
po, i+1,j,k w, i+, j,k po, i, j+1Lk
v v v
al:w, i,jk vl al:w, i,jk v+l 8va ijk v+l
ﬁwi'+lk+ oi'k+1+ ﬁwi'kﬂzoa
&S, T ap T s, s
w, i, j+1,k po,l,J,k+1 w, i, j,k+1

Donde los superindices v y v+1 indican los niveles de iteracion, conocido e incognita,
respectivamente. Notese que con el fin de simplificar la escritura, el superindice
correspondiente al nivel de tiempo n+1 se elimind de las ecuaciones anteriores.

De las ecuaciones anteriores se establece el esquema iterativo siguiente:

Para la fase aceite,
oF Y oF Y oF Y
0,i,j,k v+l 0,i,j,k V41 0,i,j,k V41
d)o,i,', = + 6Sw,i,', = + a)o,i,'—, +
[apo,i,j,klj M asw,i,j,k—l M apo,i,j—l,k I
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aFOI ' V- a0|' ' VA aon V-
as Lk j &Wilj—lk_'_(a LK J o|1_ljk+(as LK j £Wll—ljk+
w,i,j-1k po,l—l,j,k w,i-1,j .k
oF,. . ) oF, . . ) oF . )
oLk &)Zﬁljk—i_ oLk $\Yv+|ljk + oLk d:)(\)ﬁllﬂjk +
OPo.i. i k OSy.iik OPo. i1 k
OF, e ) OF, i ) OF, e )
asjkj éSw,i1+1,j,k +(ajk] d)o,il,jﬁ-l,k +(aSJk} $w,?,j+l,k +
w, i+, .k po,i,j+l,k w, i, j+1,k
al:o i,j,k ' a 0,i,j,k '
= §pV+I1 k+1 + J $V\<I+-} k+1 ~ Fvl k ’
apo i,j,k+1 o asw i,j,k+1 : o

oF,. ) oF,. ) o '
w, i, j,k v+l w, i, j,k v+1 w, i, j,k v+l
+ + +
8p0,1k_1J &)ouk—l [aswuyk_l] w, i, j,k-1 [a Olj_lk]&)oulk
6Fw i ' v+ aFW i] ' v+ al:w i ' v+
& éswilj—lk 1 d)o}—ljk—i— I éswil—ljk—i—
asW i,j-1k apo,l—l,j,k aSw i-1,j,k
oF oF, ) oF
w, i, j,k v+1 w, i, j,k v+l w, i, j,k v+1
d) i + 5SWI d) i+ +
apo,i,jk ] R aSw,i,j,k " apo,i+ljk R
oF, i) oF ' oF '
L &\\l/v+|l+l j.k + LIk 5p<\)/,+il,1+lk + WL éS\)/V+::-j+lk +
aSw, i+1, ],k apo i, j+Lk asw i, j+1k
OF, i ) oF, . )
w, i, j.k v+l w, i, j.k v+l v
| Wik t 8By ®— Fuiik
apo,i,j,kﬂ] o oS, i k4l . .

El sistema de ecuaciones conformado por (3.24) y (3.25), ahora es un sistema de
ecuaciones lineales, cuyas incégnitas son los cambios iterativos v+1 de las presiones y

saturaciones para cada celda: &, y &5,. Las incognitas al nivel iterativo v+1 se

definen de la forma siguiente:

v+l _ AVl v
5po,i,j,k - po,i,j,k - po,i,i,k !
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v+l _Sv+l Qv
w,i, j,k T Swi gk w,ijk "

Los cambios iterativos de las incégnitas para el medio poroso convergen cuando la

norma del vector solucién es menor a una tolerancia estipulada (s), esto es:

0,i,j.k wii, j.k

‘&)w—l y ésw—l <c.

Una vez que el proceso iterativo de las incognitas converge, se pueden obtener las
presiones y saturaciones a un nivel de tiempo, como se muestra en la expresion

siguiente:

v+l RV v+l
Poiik = Poijx T HPoiik -

v+l
w,i,jk

v+l
w, i,k

=Sy T
Donde i=123..1, j=123..J, k=123.K.
El sistema de ecuaciones lineales (3.24) y (3.25), obtenidas mediante la aplicacién del

sistema iterativo de Newton-Raphson, se puede escribir de forma compacta (Arana,

, quedando de la forma siguiente:
[J] U™ =—F,

Donde a [J | se le conoce como la matriz Jacobiana, 8U es el vector de incognitas y

F es el vector conocido de residuos.

Este sistema de ecuaciones lineales puede expresarse mediante la ecuacion general

siguiente:
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v+l

% v+1 \ v+1 \ v+l '

Hijw Ui HE e M 60 i A i+
v v+l % v+l v v+l _ %

Blix Migix Tk Mijak TGk Mijia=—Fix

i+1,], i,j+1,

La estructura matricial de este sistema de ecuaciones (3.32), se expresa de la forma

siguiente:
r v v+l r m\
A B D G
C
E
oJ| =-|F
H

Cada elemento de la matriz Jacobiana, forma una submatriz de 2x2, como se describe

a continuacion:

Donde H, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incégnitas de presién y saturacion de la celda i, j,k -1, es decir:

OF, i ik oF, i ik
OPo. i k1 OS, ik
(H )i,j,k = . )

OFy i ik OFy i ik
OPo. i k1 OSy i k1
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Donde E, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incognitas de presion y saturacion de la celda i, j—1,k, es decir:

F, i ix F, i ix
Mo, i j1k Oy, i j-k
(E)i,j,k = : )
F,i ik F,i ik
i OPo. i j1k OS, i 1k |

Donde C, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incognitas de presion y saturacion de la celda i -1, j,k, es decir:

F, i ik oF, i ik
OPo.i 1k OS, i1k
(C)i,j,k = : )

OFuiix OFiix ]
i OPo.i1 ik OS, i1k

Donde A, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incégnitas de presidn y saturacién de la celda i, j,k, es decir:

OF, i ix OFsiix
Py ik OS, i ik

(A)i,j,k = . )

OFuiix OF, ik
OPo.i ik OS, i ik

Donde B, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incégnitas de presién y saturacion de la celda i+1, j,k, es decir:
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(B)i,j,k =

[ OF,i ik
0Py, i1, k

[ aFo,i,j,k
aSw, i+1, .k

OFu.i ik
0Py i1k

aFw, ijk
aSw,i+1,j,|< i
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Donde D, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incognitas de presion y saturacion de la celda i, j+1,k, es decir:

(D)i,j,k =

[ OF, i ik
OPo. i j+1k

w, i, j+Lk

F, i ik
0S

OFi ik
OPo. i i1k

OFyiik
0S

w, i, j+1k

Donde G, es la submatriz de derivadas de las funciones de residuos de la celda i, j,k

con respecto a las incognitas de presion y saturacion de la celda i, j,k +1, es decir:

(G)i,j,k =

aFo, i,jk
apo, i, jk+l

aFo, i,j,k
asw, i,j,k+1

|

[ OFiix
OPo.i ket

] aFw,i,j,k
aSw,i,j,k+1

|

Los elementos de los vectores de incognitas U y los términos conocidos F , se dividen

en subvectores de dos elementos.

El vector de incognitas esta definido por:
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w2 |

Wi, jk

El vector de funciones de residuos esta definido por:

F

(F)isx {Fﬂij,k’

Donde i=123...,1, j=123..J, k=123.K.

Finalmente la solucion numérica de las ecuaciones de flujo de un medio poroso genera
un sistema lineal de ecuaciones algebraicas conformadas por una matriz bandeada y
dispersa (3.43). Las derivadas de las funciones de residuos se presentan a detalle en el

Apéndice D.
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3.2 Formulacién Implicita en Presion, Explicita en Saturacion (IMPES)

3.2.1 Ecuaciones Fundamentales en Diferencias Finitas

Para esta formulacion, los términos de flujo de las ecuaciones del medio poroso se
aproximan o se discretizan mediante diferencias finitas centrales y los términos de
acumulacién mediante diferencias finitas regresivas, con la diferencia de que ahora se
considera un esquema implicito en presion y explicito en saturaciones (Ertekin et. al.

). Este proceso de discretizacién arroja como resultado un sistema de ecuaciones

no lineales en cada paso de tiempo.

La idea fundamental de IMPES es obtener un sistema de ecuaciones con una sola
incégnita, la presion, como resultado de la combinacion de las ecuaciones de flujo

multifasico. El sistema de ecuaciones se resuelve para obtener la distribuciéon de

presiones Py 1=123..1, j=123.,J, k=123..,K . Después de que la
distribucion de presiones se han ido calculado en el tiempo, la distribucion de
saturaciones se calculan de forma explicita
Sﬁk 1=123..1, j=123.,), k=123..K, lo anterior considerando flujo en dos

fases (Aziz y Settari, 1979).

El método evalua explicitamente, al nivel de tiempo n, no solo las funciones de presion

sino también las funciones de saturaciéon en tales términos, esto es: Tfn+ ~T!

n+l
~

prt~pt y i =y enlos términos de flujo y fuente (Rodriguez y Galindo, 2000).

Las ecuaciones aproximadas de flujo en dos fases de IMPES, de acuerdo con las

consideraciones mencionadas son:
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Para la fase aceite,

() (e et ) -
)y (s pit ) '
(oot ) - +
(), (o - el )

(T, .
6 )" Ve (28" (95.)"]
B, ok At [UB, B, '_k’

Para la fase agua,

Pyt - oL, - (mmg

(), oot ot - o) | -
2 2

2

n+l

pw i1 p\;\]/+|1 )
+

n+l n+1l

pWI _pWIl )

p:v+l<l p:v+l<11 - (}/WAD):_lJ

0, )" _Veus|[28.)" (5.
Bu o At |UB, B., ”k'
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Introduciendo el término de presidn capilar y estableciendo la saturacién de aceite en

1-S,,, las ecuaciones (3.44) y (3.45) quedan:

Para la fase aceite,

(To)i”+;( PPl ) -
() (o=t ) '
(), (Pt ) - )
), (o =ity )

[t - G0, -

pgﬁ_ pg;l1 - (7/0AD): 1]

L 2 2

9 )" Ve |[#Q2-5S,) "o (sa-s )|
By Jois At B, B, o

Para la fase agua,

()3 (P52 = Pl = P+ P ) -
() (P = Py = O3+ Pl ) ’
(TW)L;( B0 = Pluogis = P + Pluay ) —
(o= Py 0%+ Py ) |
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(Tw)n l(pgllﬂ - p:wo,k+1 - pg;l + pcnwo,k - (7WAD)n IJ -

k+ K+
2 2

(TW):_£ [ pg;l - pcnwo,k - p(:Hl;l—l + pcnwo,k—l - (}/WAD)E—lJ
2

qw] n+1 :Vr'iyj'k \‘[¢SWJI’H—1 [¢SW]nJ
B, ), At |[B, B ) |

El sistema de ecuaciones de (3.46) y (3.47), constituyen para cada celda en i, j,k de la

malla un subsistema de dos ecuaciones algebraicas no lineales, con la presién de la

fase aceite ( p,) y la saturacion de la fase agua (S, ), como incognitas primarias.

Empleando la notacién vectorial, las ecuaciones algebraicas no lineales (3.46) y (3.47),

se pueden escribir de forma compacta, las cuales son:

Para la fase aceite,

0 /P,i,jk At

n+l V . _
A1y (apy™ = y3aD0)], —[g‘)j S At{[""(lB Sw)ﬂ ; )
i,j.k

Para la fase agua,

n+l
n n+ n n n Qv _Vl’,i,',k ¢Sw
A. [TW (Apo . _Apcwo - ywAD )]i,j,k - (BJ - Atj At|:[ B ]:|i’j'k '

WP,k

El sistema (3.48) y (3.49) representa la formulacion conocida como IMPES (Rodriguez
y Galindo, 2000).
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3.2.2 Solucién del Sistema de Ecuaciones No Lineales

El primer método usado en la simulacidon numérica para la linealizacion del sistema de
ecuaciones no lineales como (3.48) y (3.49), fue por medio de IMPES original, pero
debido a su pobre estabilidad numérica evidenciada para problemas de conificacion de
agua o gas, surgieron otros métodos, como por ejemplo Tl. Rodriguez y Bonet-Cunha

optimizaron IMPES mediante el método iterativo de Newton-Raphson, lo que
genera en cada iteracion un sistema de ecuaciones lineales. La derivacion de esta
formulacién se encuentra desarrollada en el Apéndice E. A continuacion se definen las

funciones de residuos:

Para la fase aceite,

n+ Vr i,j
Foix ={A- [T (aps™ - VSADH)]i,j,k — (0o )p 4 — Atjk At[ gb, (1_Sw)]i,j,k}=0; )

Para la fase agua,

n+ Vr i,
Foin = {A- [T (a7 — a0, 7AD" )|, (@b i — 2 Atlgb, sw)i,j,k} ~0. )

Donde el inverso del factor de volumen del aceite y agua esta dado por:

ool
BO

o L
B

Rodriguez, Galindo y Guzman (1994) demostraron la optimizacion para flujo

composicional en yacimientos de aceite volatil, la formulacion IMPECS (implicito en
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presion y explicito en composicion y saturacion), en donde el ciclo iterativo del método
de Newton-Raphson converge hasta que se cumplan las tolerancias implicitamente en

presion y explicitamente en composicion y saturacion.

Considerando lo anterior para IMPES y buscando generar una sola ecuacion se tiene lo

siguiente:

En la formulacion Tl se tiene que;

Aceite Fo,i = Fo [( Py Sw)ifll (po’ SW)i ! (po’ Sw)i+1] ) )

Agua I:W,i :FW[(pO’SW)i—l’(pO’SW)i’(pO’SW)i+l] ) )

Y en la formulacion IMPES se toma la suposicion de que la funcidén de residuos la
incognita de saturacion solo existe en el nodo en cuestion, es decir, la saturacion se

evalua explicitamente en los términos de flujo;

Aceite Fo,i = I:o [(po)i—l’(po!Sw)i’(po)i+l];

Agua Fai :FW[(po)i—l’(po’Sw)i’(po)i+1] :

En forma completa la funcién de residuos con sus incognitas se escribe de la forma

siguiente:

Para la fase aceite,

F n+l

0,i,j,k

(po )injk—l ! (po )rjl—lk ! (po )r—+].l] k! (po ! SW )InJ;lk !
( P, ):1:11 ik ( Po ).nilk ' ( Po )in,;:,LkJrl

v
{A- [Ton (AIOQ+1 _7/QADH)]i.j,k —(Aby )ik — F'Ali't]'kAt[ 90, (1—SW)]i,,-,k}

0 ;
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Para la fase agua,

F n+1

w,i, j,k

\‘( P, ):]J;lk 1 ’( )|njl—lk ’(p )njllj k ’(po’ W)lnjlk !
i

( N+ ( )n+1 ( )n+1
po i+1,j,k ! i,j+Lk ! po i,j,k+1

AV
{A [T (Angl - Apcnwo _7/\;ADH )]i,j k (qwbw)gtlj K rXtJYk At(¢bw Sw)i,j,k} =0 .

Como se puede observar, las ecuaciones (3.58) y (3.59), estan en funcion de dos

incognitas por nodo, esto es p, y S, . Hasta este punto la saturacion de agua aun esta

de forma implicita.

3.2.3 Desarrollo en Serie de Taylor

Al igual que la formulacion TI, el proceso iterativo de Newton-Raphson para la

formulacion IMPES, se fundamenta en el desarrollo de las funciones de residuos (F;, )

en series de Taylor (Galindo, 1998). De este desarrollo solo se conservan los términos

de menor orden. Por lo tanto, esto conduce al sistema de ecuaciones siguientes:

Para la fase aceite,

\ Vv
oF .. oF ..
(VS N 0,i,j.k v+l 0,i,j.k v+l
I:o i,jk — F o,i,j.k +( aoo,i,j,k—l + 5po,i,j—1,k +
1 -1,

5Foi' ' al:c:)i' ' aFOi- V
ok 5pZ+.111k + LK 5p;+|11k + Ik és\yvjril,j,k +
OPo.i1 ik j

oF ! oF oF
0,i,j,k v+l 0,i,j,k Vil 0,0, ik vl
D + o + &
(apo |+1jk] ok 6p0u+1|<J 0, i,j+1k [ap J 0|1k+1

0,i,j,k+1
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Para la fase agua,

v+ v aI:W,i,',k ' V+ GFW,i,',k ' V+
FWIljk_FWIjk [6 ”Jli a)o,il,j,k—l_{_[ap ”JlkJ a)o,il,j—l,k—l_
0,1,],K= 0,i,j-

oF, . OF,. ) OFyii )
ik 5p::1_1,,-,k+ T e TR
apo,i—l,j,k

oF. . ) oF, . ) oF, . . )
w, i, j,k v+l w, i, j,k v+l w, i, j,k v+l
5po,i+,', + d)o,i,#, + &)o,i,', + zo .
[apo, i1, j.k ] h Py, i1k o OPo.ij ke et

De las ecuaciones anteriores se establece el sistema iterativo de ecuaciones lineales

siguientes:

Para la fase aceite,

oF ... ) oF ' oF . )
0,i,jk v+L 0,i,j.k v+l 0,i,j.,k v+l
d)o,i,', ot d)o,i,'—, + d)o,i—,', +
apo,i,j,kl} He OPo.i 1k - OPo.i1jk H
al:o,i,j,k 5pv+l + al:0 i,jk éSerl 4 aFo i,jk agwl n
0,i,j,k w,i,j,k 0,i+1,j,k
apo,i,j,k : asW,i,j,k : apO,H—l,j,I( g
oF, . ) oF . )
0,i,j,k v+l 0,1,j,k v+l v
SRk Y [ S x=—F" :
apo’iyjﬂ’k} &)o,l,ﬁl,k (apOYi’j’kﬂ} épo,l,],kJrl 0,i,j.k

Para la fase agua,

oF, ) oF, . ) oF,. )

Wi, jk v+L w,i, jk v+l w,i, jk v+l
B E———— . +| — o +| ——— i T
apoym k_l} &)o,l,j,k—l [a o j_lk] @o,.,;-l,k {8 O‘i_lijk] d)O,I—l,j,k
aFW i ' V+ aFW i, VA aFW ij ' V+

L &)o,i]:j,k + & 5SW,i1,j,k + L d:) |1+le +
OPoi.jx 0S,iix OPo. i1k
oF, . . ) oF

w,i,jk v+l wijko v+l v
A~~~ &)o,i,# , + é‘po i,j,k+ I:w i,
apo,i,j+1kj . 6p0|Jk+l Jkl H
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Despejando S, ; de esta ultima ecuacion, se tiene:

oF oF
—FV__ _ w,i, j,k mgﬁ o w,i, jk &g“i—l', _
i {apo,i—l,j,k] o (apo,i,j—l,k I

v+l 1 6FWI k v+l aFWI k v+l aFin-'xk ' v+l

éswujk = (aF v [Op _ _Jk . &o,i,j,k—l ap, . {k §po,i,j,k - r’ . 1J_k 5p0,i+1,j,k
Wi,k 0,i,j,k= 0,i,]j, 0,i+1,],

oS, . j

w,i, j,k

oF oF Y
w,i, j,k v+l wii, j,k v+l
a)o,i,ﬁr, - a)o,i,', +
(apo,l,]{l,kJ ik 6po,i,j,k+1 bt

Esta ultima ecuacion, se sustituye en la ecuacion de aceite, entonces:

oF oF oF OF, i )
0,i,j,k v+l 0,i,j,k v+l 0,i,j,k V41 0,i,j,k v+1
dooi'——i_ a)oi'— + 5poi—' + §poi' +
(Gpo,i,j,k&] e apo,i,j—l,k I apo,i—l,j,k It apo,i,j,k e
oF,. . ) oF,. )
T e . G e e IS
o (apo il,j,kJ T (apo,i,jl,k i
oF oF,. ) oF '
w,i, j,k v+l w,i, j,k v+l w,i, j,k v+l
. — S = S +
(apo ik 1} Poijis [apo,i,j,kj Posi (apo,iﬂ,j,kJ o

oF ’ oF '
w,i, .k v+l w,i, .k v+l
B — &)o,i,'ﬁ-, - d)o,i,', +
(apo,l,ﬁl,kJ o apo,i,j,k+1 b

-1

aFo i, jk aFW,i,j,k
aSW,i,j,k aSW,i,j,k

oF, . ) oF, ) oF, . )
0,i,jk v+l 0,i,jk v+l 0,i,jk v+l v .
P (*) T o E—— (;F) g +| — ()b -F ,
[apo’ ik J 0,i+1,j,k (apov ik ] o,i,j+Lk (ap N J o,i,j, ki1 ~ o,i,j.k

0,i,j,k+1

Multiplicando los términos, se tiene:

oF ) oF ’ oF ! oF Y
0,i,jk v+l o,i,jk v+l o0,i,jk v+l 0,i,j,k v+l
d)o,i,', a4t a)o,i,'—, + é‘po,i—,', + d)o,i,', -
[8po,i,j,k1J b OPo.i i1k e OPo.i1.jk h OPo.i ik Jk
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OF, i i OF, i ix
OS, i ik OS, ik
oF, i ik OF,iix
OS, i ik OS, ik
oF, i ik OF, i ix
OS, i ik OS, ik
oF, i ik OFyiix
0S, i ik OS, ik
oF . )
0,i,jk v+l

Py, i1,k Po i

Capitulo 3. Formulacién Numérica del Problema

Ordenando términos semejantes, entonces:

oF

0,i,j.k

oF

0,i,j,k

oF,

0,i,j.k

oF,

0,i,j,k

apo,i,j,k

oF,

0,i,j,k

oF,

0,i,j.k

OPo.ijka

OPo.i i1k

apo, i-1,j .k

0Py i1,k

0Py i 11k

\'

v

v

] 5po,i,j,k

v

v

v+l

5po,i,j,k—1 -

1
5pg,+i.j—1,k -

1
5p2)l,+i—l,j,k -

v+l

v+l

%

&V#—l _
o,i,j+Lk

|

0,i+Ljk —

vt v vt v
FV al:o,i,j,k aFW,i,j,k aFw,i,j,k &)"fl o
ik OS, i ik OS, ik 0Py i1 ik o
vt v %
aFWxi:J'vk ﬁ)wl _ aFo,i,j,k al:WI j.k WI jk
0,i,j-1,k
apo,i,j—l,k : aSw,i,j,k asW| .k apo i,j,k 1
v? v v vt
al:w,i,j,k 6pv+l _ al:o, i,j,k al:w i,jk aFW| jk
0,i,j.k
8po,i,j,k . aSw,i,j,k aSw i,j.k apo i+1, .,k
v -1 v
aFW,i,J'vk &)vﬂ - al:o,i,j,k WI i k WI ik
0,i,j+1,
6po,i,j+l,k : asw i,jk WI j, k apo i, k+1
8FO ij ' v+ aFO,i,‘, ' v+ v
+(apjkk] a)o,il,jﬁ-l,k +(apjkkJ djo Ilj kel ~ I:o i,jk
0,i,j+1, 0,i,j,k+1
v[ vt v
oF, .. oF, .. oF, .
0,i,j,k w,i, j,k w,i, j,k v+l
S S op Poijat
w, i, j,k w,i, j,k 0,i,j,k-1
v[ vt v
oF, .. oF, . . oF, . .
0,i,j,k Wi, j,k w,i, j,k v+l
S S 0 Poija
w,ijk Wi, jk Poi,j-1k
v[ vt v
oF, .. oF, .. oF, . .
0,i,j,k w,i, j,k wi,i, j,k v+l
S S ap Posaiut
w, i, j,k w,i, j,k 0,i-1,j,k
vt v
al:o i,j.k aFw,i,j,k aFW,i,j,k v+l
S S d Poijwt
w,i,j,k w,i, j,k po,i,j,k
v[ vt v
al:o,i,',k al:W,i,',k aFwi j v+
e S ] D+
w,i,j,k w,i, j,k po i+1, j,k
v vt v
oF, .. oF, . . oF, . .
0,i,j,k w,i, j,k wii, j,k v+l
oS oS 0 : J &)o,i,jﬂk +
w, i, j,k w,i, j,k po,i,j+1k

Péagina

v+1 _
o i,j,k-1

v+l
o i+1,j.k

v+1
0| j,k+1 +

de



Capitulo 3. Formulacién Numérica del Problema

v v v -1 v
oF, ;. - oF, ;. oF,,; : oF,,; . b
ol 5po,i1,j,k+1 - Rk LIk nIk é‘po,i,lj,kﬂ ~
OPyi ks OS, i ik OSyi ik Py i ki
1

oF, ik ’ OFi ik ’
- Fo\{i,j.k + — = Fv://,i,j,k ;
OS, i ik OS,i ik

Se agrupan términos semejantes y se resuelve el jacobiano, en donde cada submatriz

es ahora de 1x1 y se tiene solo como incognita unicamente a la presién del aceite(po).

oF, ik 3 oF, i ik OF,i ik 8Fw,i,j,k Stk
OPoi k1 OS, i ik OS,i ik 0Py i ik el

- v v[ vl v:
oF, ik 3 oF, ik OFi ik OFyi ik Sty
0Py i j 1k OS, i ik OS,i ik OPoi i1k PhI

- v v[ v v:
aFo,i,j,k 3 al:o,i,j,k aFw,i,j,k OFi ik UL+
0P i1k OS, i ik OS,i ik P i1k Pk

) v % v -1 v —
aFo, i,jk . aFo, i,k al:w,i,j,k aFw,i,],k d)‘,ﬂ n
Py ik aSw,i,j,k aSw,i,j,k OPs.i ik Pl

) v v[ vt v
aFo, i,jk _ aFo, i,jk aFw,i,j,k aFW,l,j,k a)vﬂ +
0Py, is1.jk oS, ik aSw,i,j,k OPy i1,k Pk

) v v vt v
ok, ik | al:o,i,j,k OF, ik OFyi ik SHUt 4
apo,i,jﬁ-l,k asW i,j.k aSw,i,j,k apo i,j+1k Pl

: v v[ vt v:
OF,i ik 3 OF,i ik OFyi ik OFi ik Sort
OPo.i ks 0S,, i ik OS,i ik 0Py i ka1 Phre
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Una vez resuelta la incognita de presion (p,) de la ecuacion (3.68) se resuelve la
incognita de saturacion (SW) con la ecuacion (3.64). La ecuacién conformada por (3.68)

ahora es lineal, cuyas incégnitas son los cambios iterativos v+1 de las presiones para

cada celda: op,. EIl nivel iterativo desconocido o de incognitas v+1 se define de la

forma siguiente:
v+l v+l v
&ouk pOIjk po,i,j,k '

Los cambios iterativos de las incégnitas para el medio poroso converge o termina,

v+l

cuando son menores a una tolerancia estipulada ( ), esto es: ‘5p0 ik

<e.

Una vez que termina o converge el proceso iterativo de las incdgnitas, se pueden
obtener las presiones a un cierto nivel de tiempo, como se observa en la expresion

siguiente:

v+l v+l

pOIjk pouk"’dam,j,k'

La ecuacion lineal (3.68), obtenida mediante la aplicacion del sistema iterativo de
Newton-Raphson, se puede escribir de forma compacta, quedando de la forma
siguiente:

[3] by =—F,

Donde a [J |se le conoce como la matriz Derivada o Jacobiana, &, es el vector de

incégnitas y F es el vector conocido de residuos.
La ecuacion lineal puede expresarse mediante la ecuacién general siguiente:

(*Hlvj k)&grlj k 1 (* Elvj k)a:)c\ﬁlj -1,k +(*Civj k)a)r\)/tllj k +( Ai\fj,k)aat\)ltlj k +
(* Bi\fj,k)&)gﬁrlj k +(* Di\fj,k)d)ZTlJJrlk +( G| i, k)m;/;,lj,kﬂ :_(* Fijlj,k)
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El simbolo (*) es para denotar que H, E, C, A, B, D, G y F son las soluciones para

IMPES, las cuales difieren de Tl, como se muestran en las expresiones posteriores.

La estructura matricial de la ecuacion (3.72), se expresa de la forma siguiente:

_*A *B *D *G v v+l r v
*C . . .

*E

*H

Cada elemento de la matriz Jacobiana, forma una submatriz de 1x1, como se describe

a continuacion:

Donde *H, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a las incognitas de presidon y saturacion de la celda

I, J,k—1, es decir:

v v vt %
(* H ) _ aFO,ivJ',k _ aFo,i,j,k al:w,i,j,k ] ( al:w,i,j,k )
i,jk — .
: apo,i,j,k—l aSW,i,j,k aSW,i,j,k apo,i,j,k—l

Donde *E, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a la incognita de presion de la celda i, j —1,k , es decir:

Pagina de



Capitulo 3. Formulacién Numérica del Problema
-1

(* E) = al:o,i,j,k _ 8Fo,i,j,k al:w,i,j,k M . )
L), apo,i,j—l,k aSw,i,j,k asw,i,j,k apo'i’j_lvk

Donde *C, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a la incognita de presion de la celda i -1, j,k, es decir:
-1

(C),., = Foiin | [ Foiin | |[ OFwiix OFy ik )
ij,k — .
: apO,i—l,j,k aSW,i,j,k aSW,i,j,k apO,i—l,j,k

Donde * A, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a la incognita de presion de la celda i, j,k , es decir:
-1

(*A)i,j,kz OF, i ik 3 0.0, jik OF,iix OF,i ik . )
apo,i,j,k aSw,i,j,k aSw,i,j,k apo,i,j,k

Donde * B, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a la incognita de presion de la celda i +1, j,k, es decir:

v v vt v
(* ) L 8Fo,i,j,k B aFo,i,j,k [5Fw,i,j,k 8FW.JKJ . )
ij, apo,iu,j,k asw,i,j,k 6SW'i’j’k apo,i+1,j,k

Donde *D, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a la incognita de presion de la celda i, j +1,k, es decir:

\ \Y Vv -1 v
(* D) = al:O,i,j,k _ al:o,i,j,k al:w,i,j,k M . )
" apo,i,j+1,k asw,i,j,k aSW,i,j,k Gpo,i,mvk
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Donde *G, es el elemento de derivadas de las funciones de residuos del medio poroso

de la celda i, j,k con respecto a la incognita de presion de la celda i, j,k +1, es decir:

-1
oF

(G), ., =|| Poiss | _[ Forw || Fuwiac | | | Fowiiae || )
”’ apo,i,j,k+1 aS’w,i,j,k asw,i,j,k 6p0,i,j,k+1

Los elementos de las incognitas dU y los términos conocidos * F de |a parte derecha

del sistema de ecuaciones, quedan establecidos en un vector. Las derivadas de las

funciones de residuos se presentan a detalle en el Apéndice E.

El vector incognita esta definido por:
(&J )i,j,k = [5po ]:Hjlk’ )
El vector de funciones de residuos esta definido por:

CFhiw=[F Rl )
Donde i=123,...,1, j=123..J, k=123.K.

Escribiendo el sistema de ecuaciones algebraicas lineales para flujo en dos fases

tridimensional en la forma matricial, se tiene lo siguiente:
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3.3 Mallas en Coordenadas Cartesianas

Las mallas son lineas abstractas que se trazan sobre el dominio de la funcién a resolver
(yacimiento) para subdividir el espacio en puntos discretos sobre los cuales se va a

obtener la solucion.

El sistema de enmallado determina la forma de las condiciones de frontera. En esta
seccion se discutiran los dos métodos tradicionales de construccién de mallas (nodos
centrados y nodos distribuidos) y en la seccidn siguiente se discutiran las condiciones
de fronteras asociadas a éstas para espaciamiento uniforme en coordenadas

cartesianas.

Este tipo de malla es mas comunmente usado en simulacion numérica de yacimientos.
Los puntos de la malla son las intersecciones de los planos coordenados. En tres
dimensiones un punto de malla tiene seis puntos vecinos.

3.3.1  Nodos Distribuidos

Dado un yacimiento en una dimension de longitud L, y area seccional uniforme, se
puede construir una malla uniforme de IMAX puntos colocando el primer punto en x =0
y el ultimo punto en x = L respectivamente, y distribuyendo el resto de puntos

uniformemente entre ellos.

La malla uniforme con nodos distribuidos sera como se muestra en la Fig.

Pagina de



Capitulo 3. Formulacién Numérica del Problema

AXi+1/2 ‘

[ ] L] L] L] L] ] [ ]
i=1 2 3 IMAX
 AXi
L

Fig. 3.1. llustracion esquematica de malla cartesiana tipo nodos distribuidos.
Si el total de nodos es IMAX y su espaciamiento es Ax, este ultimo es definido como:

we b
IMAX -1

La posicion de los nodos es:
X; =(1—1) AX; 1=12,...,IMAX .

La posicion de la frontera de las celdas es:
1 )
Xi+%=(l—§)Axi i=12,..., IMAX . ()

En las fronteras el volumen de las celdas es la mitad del volumen de las celdas

internas, esto es:

AAX; i =1 IMAX
AAX i=23 . IMAX -1
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3.3.2 Nodos Centrados

También se puede dividir la longitud del yacimiento, L, en bloques iguales (uniformes)
como se muestra en la Fig. . . Los bloques son mas pequefios para este caso que

para el caso de nodos distribuidos.

AXi+1/2 .

[ ] [ ] [ [ ] [ [ [
i=1 2 3 IMAX
AXi
L

Fig. 3.2. llustracion esquematica de malla cartesiana tipo nodos centrados.

Si el total de nodos es IMAX y su espaciamiento es Ax, este ultimo es definido como:

IMAX

La posicion de los nodos (centro de cada celda) es:
.1 .
xi=(|—§)Axi i=12,..,IMAX .

Y las posiciones de las fronteras de cada celda, se define como:

X 1:iAX| i:1,2,...,IMAX .

i+5
El volumen de cada celda es idéntico para todos los bloques, esto es:

VI, = AAX, i=123,..., | MAX .
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4. SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES
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SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

La solucién numérica de los problemas del flujo de fluidos a través del medio poroso
genera sistemas de ecuaciones lineales, mediante el método de Newton, generalmente
dispersas, mal condicionadas y en algunos casos con una estructura bandada. El
sistema de ecuaciones lineales simultaneas que surge de la discretizacion puede ser

escrito en forma general empleando la notacién matricial (Saad, 2000).

Au=d ,

Donde:

A es la matriz de coeficientes,
u es el vector de incognitas,

d es el vector conocido.

De esta manera, ahora el problema consiste en resolver el sistema lineal para obtener
el vector de incognitas, el cual puede ser muy simple o muy complejo, dependiendo del
fendmeno fisico que se intente resolver. Cuando la solucién es relativamente facil, como
en el caso de problemas de una dimension, la solucion al vector de incognitas
constituye solo una fraccion del tiempo total de computo y del costo de la simulacién del
yacimiento. Sin embargo, en problemas mas complejos como en el caso de algunos
modelos de dos y la gran mayoria de tres dimensiones, el esfuerzo que se requiere
para resolver el vector de incognitas tiene un mayor significado. Por lo anterior, es facil
comprender que la eficiencia que tenga un simulador tanto para resolver el problema
planteado como en el aspecto econémico depende en gran medida del método
numérico que se utilice para resolver eficientemente el vector de incognitas

establecido.
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Los métodos que se pueden emplear para obtener la solucién de las ecuaciones

lineales se dividen en dos grandes grupos: métodos directos y métodos iterativos.
La Fig. 4.1 muestra estos dos grupos y sus subgrupos.

Metodos
Numeéricos

[terativos

Directos

;.

Clasicos S Multimalla
Krylov
| |FEEEETE D Gauss-Seidel =l Geométrico

—— SSOR Algebraico

f— Cholesky

I T
AETICEL Hermitiana
Indefinida

Positiva
Definida

Residuales
Conjugado

Ecuaciones
Normales

1
Gradiente

Conjugado

Basado en
Algoritmos de Minimizacion
Lanczos

I-m

Bi-CGStab

MINRES — CGNE —

CGNR

Familia de los métodos numéricos: Directos e Iterativos (Paz, 2006).

Fig

El desarrollo de este trabajo contempla el método directo NSPIV y los métodos
iterativos GMRES y multimalla (estdn marcados en color rojo). Por el grado de

importancia, el método multimalla se describe en el capitulo siguiente.
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4.1 Métodos Directos

Los métodos directos realizan un numero finito de operaciones para resolver un sistema
de ecuaciones. El trabajo computacional y el requerimiento de memoria estan
directamente relacionados con el numero de ecuaciones o de incognitas a resolver.
Entre mayor es el numero de ecuaciones, el ancho de banda del sistema matricial de
las ecuaciones es generalmente mayor y la cantidad de memoria de computo y de

tiempo de procesamiento son también mayores (Price y Coats, ).

Los métodos directos, se basan en uno de los métodos de solucidn mas antiguos vy
populares, Eliminacion Gaussiana, siendo la base de varias otras técnicas de soluciéon

directa, y que consisten de dos pasos (Ertekin et. al., 2001).

Paso 1: En un barrido hacia delante se eliminan todos los elementos diferentes de cero
ubicados debajo de la diagonal principal: Esto es, se transforma la matriz de

coeficientes en una matriz triangular superior.

Paso 2: En un barrido hacia atras (... sustitucion hacia atras) se obtiene la solucién de

las incognitas.

Dentro de estos métodos, los algoritmos de banda y las técnicas para resolver sistemas
de ecuaciones con matrices dispersas son de interés en la Simulacion Numérica de

Yacimientos.

Los algoritmos de banda toman ventaja de la estructura bandeada de la matriz para

confinar las operaciones de eliminacién dentro de la banda.
Las técnicas de matrices dispersas, reconocen la existencia de un gran numero de

ceros en la matriz de coeficientes evitando su almacenamiento para optimizar la

solucioén del sistema de ecuaciones.
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El trabajo de los algoritmos de banda depende del ancho de la banda. Para una cierta
malla de calculo, el menor ancho de banda se obtiene ordenando las ecuaciones e
incognitas en la direccion del menor numero de celdas. La eficiencia de los métodos
directos se mejora considerablemente cuando se emplean técnicas especiales de
ordenamiento de las ecuaciones e incognitas, como es el caso del Ordenamiento

Estandar u Ordenamiento D4, por mencionar los mas comunes.

4.1.1 Ordenamiento o Estructura Matricial de las Ecuaciones

El orden de las ecuaciones es arbitrario sin embargo deben seguir ciertos esquemas

para minimizar calculos y buscar algoritmos apropiados (Sepulveda y Escobar ).

Dadas las caracteristicas de los sistemas de ecuaciones generados en la simulacion
numérica de yacimientos, un aspecto importante que afecta el trabajo computacional
empleado en la solucion de sistemas de ecuaciones, es el esquema de ordenamiento

del sistema lineal de ecuaciones (Galindo, ).
El objetivo de usar diferentes esquemas de ordenamiento es para reducir el trabajo

computacional involucrado en la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales finitas
(Ertekin et. al.,
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4.1.1.1 Ordenamiento Estandar

El ordenamiento estandar empleado en este trabajo, considera la enumeracion
consecutiva de los bloques iniciando desde la parte izquierda de la malla de calculo del
problema en estudio o del yacimiento. Como ejemplo, se considera un sistema
coordenado cartesiano tridimensional donde se tienen cuatro nodos en la direccion X,
NX=4; 3 en la direccién Y, NY=3 y 2 en la direcciéon Z, NZ=2. Estableciendo que se

tiene una fase, NF=1, entonces el numero de ecuaciones esta dado por:
NE=NF*NCe, donde NCe=(NX*NY*NZ).

De lo anterior, para este ejemplo se puede afirmar que el numero de ecuaciones es
NE =1*(4*3*2)=24 y si se considera ordenar los nodos de la malla de célculo, primero
en direccion con el numero de nodos mayor (NX), luego en la direccion con el mayor
numero siguiente (NY) y finalmente en la direccion con el menor numero de nodos (NZ)
(Galindo, ). El ordenamiento estandar o normal queda como se observa en la

Fig.

Fig. 2. Ordenamiento Estandar o Normal.
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Bajo este esquema de ordenamiento su forma matricial, resulta ser una matriz de

coeficientes heptadiagonal como se muestra en la Fig.

Uik Dy
T X X T B ] B ]
X X X X . X
X X X . X
X X . X
X X X X
X X X X
X
X
X
X
X
X . =
X
X
X
X
X X X X X X
X X X X X
X X . X X
X X X X X
X . . . . . . . X . . X X X
. X . . . . . . . X . . X X
Fig. Sistema Matricial donde se observa la Matriz de Coeficientes (A) con

Ordenamiento Estandar o Normal de dimensiones 4x3x2.

Donde: las equis x corresponden a elementos diferentes de cero y los puntos -

corresponden a elementos iguales a cero.

La matriz de coeficientes Fig. 4.3, es una matriz bandeada con un ancho de banda de

bandas, definida por la linea roja; las cuales estan comprendidas por las siete

bandas de coeficientes diferentes de cero y 1 bandas de coeficientes igual a cero,

fuera de las siete bandas de coeficientes diferentes de cero.
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De acuerdo al ordenamiento de la Fig. 4.2, el ancho de banda para este ejemplo

tridimensional se determina mediante la expresion siguiente:
AB=(1*J)+1,
O bien AB=(NX*NY)+1.

El esfuerzo computacional requerido para resolver una matriz bandeada depende tanto
del numero de ecuaciones como del ancho de banda. Por lo tanto, para reducir este
ancho de banda en el ordenamiento estandar o normal, para un problema
tridimensional, consiste en ordenar los nodos de la malla de calculo, primero en
direccion del numero de nodos (NZ), luego en la direcciéon del menor numero siguiente
(NY) y finalmente en la direccién con el mayor numero de nodos (NX) (Galindo, 1998).

Entonces, considerando lo anterior queda como se observa en la Fig. 4.4.

Fig. 4.4. Reordenamiento estandar para reducir el ancho de banda.
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Ui D
T X X X o] B o B o
X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X X
X X
X X X
X X
X X
X X : =
X X X
X X X
X X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X
X X X X
X X X X X
X X X X X
X X . X X
X X X X
Fig. Sistema matricial donde se observa la Matriz de Coeficientes (A) con

Ordenamiento Estandar de dimensiones 4x3x2, conforme a la Fig.

Ahora la matriz de coeficientes Fig. 4.5, es una matriz bandeada con un ancho de
banda de siete bandas, la cual requiere menos trabajo computacional. Este es el mas
eficiente por resolver problemas con anchos de banda mas pequefios que problemas

con anchos de bandas mas grandes (Ertekin et. al.,

De acuerdo al ordenamiento de la Fig. 4.4, el ancho de banda para este ejemplo

tridimensional se determina mediante la expresién siguiente:

AB =(NY*NZ)+1 .
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4.1.1.2 Ordenamiento D4

Este ordenamiento resulta ser mas eficiente que el anterior, ya que se puede reducir
hasta en un factor de seis el tiempo de ejecucién y hasta un factor de tres en el
requerimiento de memoria de computo (Price y Coats ). Este tipo de esquema, la
numeracion va con las diagonales en forma alterna, esto quiere decir que las
ecuaciones se ordenan por lineas y/o planos diagonales alternados definido como M ,
de forma tal que se reduzca el trabajo computacional de la solucién, empleando por
ejemplo eliminacion gaussiana. Los nodos en el plano deben ser numerados en orden
decreciente de k y para cada valor de k constante; en orden decreciente de j y creciente

dej,donde i> j>k. Elordenamiento se presenta en la Fig.

Fig. 4.6. Ordenamiento D4.

El numero de planos diagonales se determina mediante la expresiéon, NP =(M)-2,
donde M esta dado por, M =(NX + NY +NZ). Si M es un numero par, entonces los
planos diagonales se determinan en el orden siguiente: m=35y7,..,M —1 (planos

diagonales de color negro, considerando la Fig. ); m=4,68,...,M (planos diagonales
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de color azul, considerando la Fig. 4.6), si M es un numero impar, entonces los planos

diagonales se determinan en el orden siguiente: m=35,7,...,M (planos diagonales de
color negro, considerando la Fig. m=4,638,....,M —1(planos diagonales de color

azul, considerando la Fig. 4.6). En este ejemplo aplicando las expresiones anteriores el
resultado del numero de planos es seis, 0 bien directamente de la Fig. 4.6 se puede
contar, donde se observa tres diagonales con celdas de color negro y tres bandas con
celdas de color azul. La forma de la matriz de coeficientes para este tipo de esquema se

muestra en la Fig.

Uiji D,k
| Il
T X X X X X T B T B o
X X X X
X X X . X X | X
X X X
X X X X
X X X X
X X X
X X X X X
X X X X X | X
X X X | X
X X X X
X X X | X % ]
X | X X X
X X X X
X | X X X
X | X X X X X
X X X X X
X X X
X X X X
X X X X
X X X
X X X . X X X
X X . X X
X X X X X X
o i \Y T
Fig. Sistema Matricial donde se observa la Matriz de Coeficientes (A) con

Ordenamiento D4 de dimensiones 4x3x2.
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La estructura de la matriz de coeficientes resultante del ordenamiento D4, puede ser
particionada en cuatro cuadrantes, Fig. 4.7, en donde los cuadrantes | y IV son
submatrices diagonales y los cuadrantes Il y Ill son submatrices bandadas. El ancho de

banda de las submatrices bandadas se determina mediante la expresion (4.4).

El ordenamiento D4 y el algoritmo de banda constituyen un método directo de solucion,
para resolver los sistemas de ecuaciones lineales. La principal desventaja de los
algoritmos de banda es que consideran a los ceros que estan dentro de las bandas
diferentes de cero. Esto afecta la eficiencia de estos algoritmos, primordialmente si son

problemas de gran dimensién (Galindo, 1998).

Existen, sin embargo otros métodos directos e iterativos de solucion especializados en
operar unicamente con los elementos diferentes de cero, para ello contemplan
formatos en donde se almacenan unicamente los elementos diferentes de cero, como lo
es el formato CRS, comunmente el mas usado, ver Apéndice F, por lo anterior
mencionado, estos métodos son los denominados métodos para matrices dispersas.

Para este trabajo se us6 el método directo de solucion NSPIV.

4.1.2 Eliminacion Gaussiana de Matrices Dispersas con Pivoteo Parcial, NSPIV

El método NSPIV permite resolver el sistema de ecuaciones lineales algebraicas, toma
ventaja del grado de dispersion de la matriz para eliminar operaciones con elementos o
coeficientes iguales a cero y tiene la capacidad de manejar ordenamientos arbitrarios.
En este trabajo se usdé el ordenamiento estandar por su facilidad de manejo y

continuidad numérica en el dominio o de la malla de simulacion.

Sherman ( desarrollé las subrutinas en lenguaje Fortran del método directo

NSPIV, el cual el procedimiento de solucion consiste en lo siguiente:
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Considerando la ecuacion (4.1), la eliminacién gaussiana se efectua con intercambios

de columnas en la matriz A, para obtener una factorizacion de la forma:
AQ=LU,

Donde:

L es una matriz triangular inferior,

U es una matriz triangular superior,

Q es una matriz de permutacion correspondiente a los intercambios de columnas.

Ahora bien, substituyendo la ecuacioén (4.5) en la ecuacién (4.1), se llega al sistema

siguiente:

LUQ'u=d.

Para no incrementar los requerimientos de memoria, solamente la matriz de U se
mantiene, en la eliminacién gaussiana, la ecuacion (4.6) se puede descomponer en los

subsistemas triangular inferior y superior:

Ly=d,

UQ'u=y.

Primeramente se resuelve el subsistema de la ecuacién (4.7), mediante la substitucion

hacia adelante para obtener la solucién del vector incégnita y, y posteriormente una

vez que se obtiene la matriz U, se calcula el vector incégnita de u, de la ecuacién (4.8),

mediante la substitucidon hacia atras.

El algoritmo del método NSPIV consiste de las dos subrutinas siguientes:
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NSPIV.- Subrutina principal, en donde se aparta el area de trabajo de los arreglos

temporales y en donde se hace la llamada a la subrutina NSPIV1.

NSPIV1.- Esta subrutina es accesada por la anterior. En ella se efectua la eliminacion

Gaussiana con pivoteo parcial.

Como se discutié anteriormente, la forma de ordenar las incégnitas influye en la
eficiencia del método de solucion, por lo que el algoritmo NSPIV cuenta con tres
vectores para guardar el esquema de ordenamiento seleccionado, el cual puede ser el

ordenamiento normal o D4, ver Apéndice F. Estos vectores son:

R.- Arreglo de variables enteras de orden NE, que especifica el orden de los renglones

de la matriz A.

C.- Arreglo de variables enteras de orden NE, que especifica el orden de las columnas

de la matriz A.

IC.- Arreglo de variables enteras de orden NE, el cual esta en funcion del Arreglo C.

El paquete de programas de NSPIV requiere de tres vectores para almacenar los

elementos diferentes de cero de la matriz A; estos son: ARED, JA e IA.

ARED.- Vector que contiene los elementos diferentes de cero, renglén por renglén.

JA.- Vector que contiene el numero de la columna correspondiente a los elementos

almacenados en el vector ARED.

IA.- Vector que contiene la direccién del primer elemento diferente de cero de cada

renglon.
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4.2 Métodos Iterativos

Este tipo de métodos son de naturaleza repetitiva, iniciando con una solucion
aproximada otorgada, modificandose en cada iteracion hasta alcanzar la
convergencia. Cada una de estas modificaciones son llamadas iteraciones de relajacion
(Saad, 2000). En otras palabras, los métodos iterativos estan ligados a parametros
de iteracion, que se introducen en el algoritmo para acelerar la convergencia a la

solucion.

Un elemento en contra que tienen los métodos iterativos sobre los métodos directos es
que calculan aproximaciones a la solucion. Los métodos iterativos se utilizan cuando el
meétodo para determinar la solucion directa requiere mucho tiempo de calculo, cuando
una respuesta aproximada es adecuada, y cuando el numero de iteraciones es

relativamente reducido (Peaceman, 1977).

El error en cada paso se reduce y el nuevo valor de la incognita x") que se obtiene, se
aproxima a la solucidon correcta x a medida que se sigue iterando (Sepulveda y

Escobar, ), como se muestra en la Fig.

Fig. 4.8. Convergencia de un método iterativo.

Los métodos iterativos adquieren interés en el caso de problemas multidimensionales,

donde el numero de ecuaciones a resolver es grande.
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En los modelos de simulacion de yacimientos, el ritmo de convergencia de un algoritmo
dado, depende de varios factores, como son: las caracteristicas de la malla de calculo,
la anisotropia y las heterogeneidades de la formacion, la estimacion inicial de la

solucion y el criterio de convergencia (Rodriguez y Galindo, 2000).

Para ejemplificar los métodos iterativos se presenta el sistema de ecuaciones, como:

v+l

v+l v+l v+l
hi,j,k ui,j,k—l + fi,j,k ui,j—l,k +Ci,j,k ui—l,j,k +ai,j,k ui,j,k +

+1 +1 +1
B ik Uit i 8k Ui ek + 95k Ui s = i jx
Donde i=12_3,....1, j=123..J, k=123...,K, u representa el vector incdgnita para

cada nodo ijk y v+1 el nivel de iteracion.

Dentro de los métodos iterativos mas comunes e importantes se enlistan a

continuacion:

Jacobi

Gauss-Seidel Métodos clasicos, clasificados como estacionarios.
Relajacion Sucesiva

o bd -~

Subespacio de Krylov } Métodos clasificados como no estacionarios.

. Por la relevancia en el desarrollo de este trabajo se
5. Multimalla

describe en el capitulo siguiente.

421 Método de Jacobi

Este en uno de los primeros métodos iterativos. A pesar de que rara vez se utiliza en la
simulacion de yacimientos, debido a la velocidad de convergencia relativamente lenta,
el procedimiento es de interés debido a que el esquema de Jacobi es la base para otras

técnicas iterativas mas poderosas (Ertekin et. al., 2001).
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La solucion del sistema de ecuaciones, ecuacion , mediante el método de Jacobi

consiste en la aplicacion sucesiva del proceso iterativo siguiente:

\ \ \
vl di,j,k _hi,j,k ui,j,k—l - fi,j,k ui,j—l,k _Ci,j,k ui—l,j,k

u"l'k - a b v v v ’
gk [ T Mk Ui+l,j,k _ei,j,k ui,j+l,k - gi,j,k ui,J'J<+1

Donde los superindices v+1y v son los niveles iterativos, desconocido y conocido,

respectivamente.

Como cualquier proceso iterativo, se requiere de una estimacion inicial de la solucion y
durante la ejecucién de cada iteracion, los valores del vector incognita u en el nivel de
iteracion (v), se actualizan con los valores del nuevo nivel de iteraciéon (v+1). Esta
operacion de realimentacion ciclica de entrada y salida en la medida de su avance,
hace que el método converja a la solucion. Esto ocurre cuando los cambios iterativos de

las incognitas en todos los nodos sean, en valor absoluto, menor que una tolerancia

preestablecida: uivjllk -U/;| <&, en todos los nodosi, j,k (Rodriguez y Galindo, 2000).

Uno de los principales problemas de los métodos iterativos es la garantia de que el
método va a converger, es decir, va a producir una sucesion de aproximaciones cada
vez efectivamente mas proximas a la solucién. En el caso del método de Jacobi no
existe una condicidon exacta para la convergencia. Lo mejor es una condicién que
garantice la convergencia, pero en caso de no cumplirse puede o no haberla es la
siguiente: Si la matriz de coeficientes original del sistema de ecuaciones es

diagonalmente dominante, el método de Jacobi seguramente converge.

Una matriz se dice matriz diagonalmente dominante, si en cada uno de los renglones, el
valor absoluto del elemento de la diagonal principal es mayor que la suma de los
valores absolutos de los elementos restantes del mismo rengléon (Saad, 2000). En

ocasiones la matriz de un sistema de ecuaciones no es diagonalmente dominante pero
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cuando se cambia el orden de las ecuaciones y las incognitas, el nuevo sistema puede

tener la matriz de coeficientes diagonalmente dominante.

422 Método de Gauss-Seidel

Este método difiere del método de Jacobi en el hecho de que los valores disponibles

mas recientes de u, se utilizan en el lado derecho de la ecuacion en la misma iteracion

V+! v+l

. . . . e 1 1
y no en la siguiente. Por ejemplo, si utilizamos el orden natural U;j, ., U7, Y Uy, se

conoce cuando estamos resolviendo para u,lek (Aziz y Settari, 1979). El proceso

iterativo de éste es el siguiente:

v+l v+l v+l
el i =g Uifies = Fiji Uit ime — i Uit

kT Ly v v
ik | T Mijk ui+1,j,k _ei,j,k ui,j+1,k - gi,j,k ui,j,k+1

(v+1)

En otras palabras se observa que para determinar la aproximacién u“*™’, en el método

de Jacobi se utilizan los u"de la iteracion anterior, mientras que, el método de Gauss-

v+ calculados.

Seidel, se utilizan los ultimos u
En el método de Gauss-Seidel, el uso de valores reciente de u en la misma iteracion,

generalmente converge mas rapido a la solucion que el método de Jacobi.

Por su relevancia en el siguiente capitulo es importante mencionar que: En la técnica de
iteracion de Jacobi, los valores del vector de la solucion en el nivel de iteracién v
necesitan ser almacenados en la memoria de la computadora durante el proceso de
calculo en el nivel de iteracién v+1. En la técnica de iteracion de Gauss-Seidel, sin
embargo, como se comento anteriormente, utiliza los ultimos valores del vector solucién
calculado en el mismo nivel de iteracion. En otras palabras, Jacobi requiere mayor

memoria de almacenamiento que Gauss-Seidel. Por consiguiente, éste ultimo es mas
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eficiente en términos de almacenamiento (Ertekin et. al., 2001). Este método también

converge si la matriz de coeficientes es diagonalmente dominante.

4.2.3 Meétodos de Relajacion

Estos métodos aceleran la velocidad de convergencia mediante la modificacion de los

valores de las incognitas estimados con el objetivo de reducir el numero de iteraciones

necesarias para una solucion (Ertekin et. al., 2001).

4.2.3.1 Método de SOR en Punto o PSOR

Este método iterativo se basa en una modificaciéon del método de Gauss-Seidel, donde

se introduce el uso de un parametro de iteracion, @, con la finalidad de acelerar el

proceso de convergencia a la solucion . El método PSOR se define como:

v+l v+l v+l
1 d ik hi,j,k ui,j,k—l - fi,j,k ui,j—1,k _Ci,j,k ui—l,j,k +(

_ L], v
Uiy =@ 1_a))ui,j,k )

Vv Vv \
ai,i,k _bi,j,k ui+1,j,k _ei,j,k ui,j+1,k - gi,j,k ui,j,k+l

Para cualquier valor que se fije a @ entre cero y dos, el proceso converge para los tipos
de sistemas de ecuaciones que puedan encontrarse en la simulacion de yacimientos.

Cuando el valor de w>1, se dice que el proceso es de sobre-relajacion. Si el valor de
o estuviese comprendido entre cero y uno (O<w<1), se tendria bajo-relajacion

(Barrett et. al., 1994), aunque hay que hacer notar que dicho procedimiento no es

efectivo para el tipo de problemas de yacimientos petroleros.

*(v+1)

Sise denomina U;; " a la solucién obtenida mediante el método de Gauss-Seidel en la

iteracion v+1 (Aziz y Settari, 1979), este método se simplifica de la forma siguiente:
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(v+1) _ ) *(v+1)
Uik —(1—(0 ik TOU G

Donde w, es un parametro de sobre-relajacion que, como ya se menciond, acelera el
ritmo de convergencia de la solucion. El parametro « adquiere valores en el rango de 1
a2 (l<w<2).

4.2.3.2 Método de SOR en Linea o LSOR

Esta técnica de iteracion resuelve simultaneamente las incdgnitas correspondientes a
una linea o columna de celdas, que son mas faciles de resolver. En la solucion de las
incognitas de una linea determinada, se emplean los nuevos valores de las incognitas

obtenidos en lineas anteriores (Rodriguez y Galindo, 2000).

Como una extensién del método de Gauss-Seidel, para cada j se establece el sistema

de ecuaciones siguiente:

*(v+l *v+l *v+l +1
Ci,jui—(\ll,j ) +ai,jui,(jv )+bi,jui+(\1/,j ) =d; ;- fi,jui(,vj—l) _ei,jui(,vj)+l ;
Donde i=123,......,1 para cada j .
El sistema de ecuaciones generado con la ecuacion es tridiagonal. Se puede

entonces resolver mediante el algoritmo de Thomas. Una vez que se obtiene la solucién

de las incognitas, u:(j”l) i=123,.....,1 correspondientes a la linea j, esta se sobre-relaja

como la ecuacién (4.13).

El ritmo de convergencia del método iterativo LSOR, depende del valor del parametro
de sobre-relajacion, . Existe un valor 6ptimo de este parametro, el cual se puede
obtener por ensayo y error o mediante algun procedimiento o algoritmo, como se

mostrara posteriormente (Rodriguez y Galindo, 2000).
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El proceso iterativo LSOR comienza con la estimacion inicial siguiente:

Y termina cuando los cambios iterativos de las incognitas son, en valor absoluto,

menores que una cierta tolerancia estipulada, esto es:

Y —sul| < Tolerancia (s) ,

ij ij

Paratoda i=123,....,1, j=123...J.

4.2.3.3 Método de SOR en Bloque o BSOR

La idea principal de este método consiste en re-arreglar por planos el sistema de

ecuaciones generado para un problema tridimensional.

hi,j,kui,j,k—l + fi,j,kui,j—l,k +Ci,j,kui—l,j,k +ai,j,kui,j,k +bi,j,kui+l,j,k +ei,j,kui,j+1,k + gi,j,kui,j,k+1 = di,j,k '

Donde i=123..1, j=123..J, k=123..K.

El problema tridimensional, ecuacion , Se resuelve mediante una serie de barridos
bidimensionales, empleando los nuevos valores de las incognitas de los planos
previamente resueltos (Rodriguez y Galindo, 2000).

El método de sobre-relajacién en bloques, BSOR, aplicado a la soluciéon del sistema
lineal de ecuaciones definido por la ecuacion , consiste en conservar en el lado

izquierdo de la ecuacion a los términos correspondientes a dos direcciones asi como a

la diagonal principal y pasar al lado derecho los términos correspondientes a una
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direccion y a los términos de residuos, con lo que se establece el proceso iterativo
siguiente:

*(v+1) *(v+1) *(v+1) *(v+1) *Hv+l) _
fi,j,kui,jfl,k +Ci,j,kuifl,j,k +ai,j,kui,j,k +bi,j,kui+l,j,k +ei,j,kui,j+1,k -

(v+1) (v)
di,j,k _hi,j,kui,j,k—l_gi,j,kui,j,k+1 ’

Para cada plano k=123.....,K se resuelven simultaneamente: i=123,....1 vy

j=123,...,J.

El problema bidimensional, ecuaciéon (4.18), genera para un ordenamiento normal, una
matriz de coeficientes pentadiagonal que se resuelve mas eficientemente que el
problema original. Cada uno de estos problemas reducidos, se resuelve empleando un
esquema directo de solucién, con lo que se genera una solucion intermedia que sirve
de base para obtener la solucion al nivel de iteracién desconocido (v+1). Una vez que

se obtiene la solucién intermedia de las incégnitas u;(jvf), i=123,..,1 y j=123,...,1J

correspondientes al plano K, ésta se sobre-relaja como la ecuacion

En problemas donde el método LSOR no converge debido, por ejemplo, a que la
formacion es altamente heterogénea y anisotropica, el método BSOR tiene un mejor
comportamiento. Las propiedades de convergencia de estos métodos iterativos mejoran
a medida que el numero de ecuaciones resueltas simultaneamente aumenta. Esto; sin

embargo, ocasiona un aumento en el trabajo computacional realizado en cada iteracion.

Al igual que el método anterior, el método BSOR comienza con una estimacion inicial
dada por la ecuacion y termina cuando alcanza la convergencia estipulada, dada

por la ecuacion
Estos métodos conocidos como estacionarios, son los mas antiguos y simples de
entender para su implementacion, pero usualmente no son tan efectivos para sistemas

robustos (Barrett et. al., ).
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Algoritmo para el calculo del parametro de sobre-relajacion.

Una forma de seleccionar el valor 6ptimo del parametro de sobre-relajacion, ., de

los métodos iterativos LSOR y BSOR es por ensayo y error. Es decir, se realizan
corridas de sensibilidad con diferentes valores de este parametro y se obtiene una
grafica de los valores de @ empleados contra el numero de iteraciones requeridas para
resolver el problema en cuestién (Rodriguez y Galindo, 2000). La Fig. . presenta
una gréfica tipica del comportamiento de este parametro @, donde se observa su valor

optimo, obtenido con el menor niumero de iteraciones realizado.

200
180
160
140
120
100

80

lones

No. de Iterac

60

40

20 optimo

—

1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 16 1.7 1.8 1.9 2
Parametro de Sobrerelajacion ()

0 ‘ ‘

Fig. . Parametro de sobre-relajacidon contra numero de iteraciones (Ertekin et.

al.,

Otra manera de seleccionar el valor 6ptimo del parametro de sobre-relajamiento @,

es a través del procedimiento que se describe a continuacién (Rodriguez y Galindo,

Partiendo de considerar que cualquier esquema iterativo para resolver el sistema de

ecuaciones puede expresarse de la forma siguiente:
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ud — A 4 d .

El valor éptimo de @ estd en funcién del radio espectral ,o(A) de la matriz A. Se

calcula de la manera siguiente:

B 2
Woptimo = 1+ ll— p(A)2 Juz .

El radio espectral p(A) de la matriz A, se considera como una medida asintética de

convergencia y esta definido como:

p(A)= (0;?,%_1)

Donde @ es el valor promedio del ritmo al cual converge la solucion, 8, el cual se

calcula con la expresion siguiente:

o _

0" = H&I (v)

Donde su') es el vector de los cambios iterativos de la solucion, definido como:

S =y _y®

3

Y Hé'uH es la norma del vector solucidn de los cambios iterativos.

Los valores de 6" deben estar muy préximos a un valor limite de @ y este valor se usa

como una aproximacion del radio espectral. También se requiere un valor inicial de @
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en la ecuacion para obtener el vector solucion su". Por tal motivo, se requiere

que este proceso iterativo se inicialice con w = 1y se cumpla con la condicion siguiente:

6" - 6" <Tolerancia () -

De tal manera que este proceso iterativo se detiene hasta lograr la convergencia
estipulada, ecuacion . Cabe mencionar, que este proceso converge solo si el valor

actual de » es menor que el nuevo valor de o calculado. De otra forma, los valores de

6" oscilaran y no se podra obtener una aproximacion correcta del radio espectral p(A).

En este Ultimo caso, o debe reducirse hasta que 6" logre la convergencia.

424 Métodos de Krylov

Desde el punto de vista de modelos de simulacion en yacimientos, requiere de resolver
numéricamente sistemas lineales de gran escala de la forma Ax=b. Este problema
representa una fase de suma importancia en dicha simulacién, por lo que la rapidez, asi

como la precision con que el sistema es resuelto resultan fundamentales.

Dentro de los procesos mas eficientes en la solucion de sistemas lineales dispersos se
destacan los métodos de subespacios de Krylov, los cuales son métodos iterativos
basados en la idea de proyeccion sobre subespacios de dimensién menor al sistema
que se desea resolver. Desafortunadamente, como en todos los métodos iterativos la
rapidez de convergencia puede ser muy lenta y el costo computacional aumenta con
cada iteracion realizada, por lo que es indispensable contar con un método simple para
la aceleracion de la convergencia, dicha aceleracién debe tener un costo computacional

minimo tanto en uso de memoria como en tiempo de construccion.

Un algoritmo iterativo resulta una opcion adecuada para la solucién de sistemas de gran

escala, sin embargo las técnicas usuales como los métodos de tipo SOR, resultan poco
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efectivos en estos casos, entre los algoritmos iterativos mas eficientes se encuentran
los métodos de Krylov. Estos han sido considerados actualmente entre las técnicas

iterativas mas importantes para resolver sistemas lineales de gran escala (Saad, 2000).

Estos algoritmos se basan en la idea de buscar una aproximacién a la solucion del
sistema dentro de un subespacio de dimension pequefa, esto se describe a

continuacion.

Sea r% =p—-Ax® con x© una aproximacion a x, de la solucion del sistema Ax=b,

donde AcR™ y beR", donde se desea determinar:
x, exV+K,,
b—Ax, LL,.

Tal que X, es una aproximacion razonable de x, donde k <<n, con:

k-1
j=0>

K, :={AIr®}

Y L, es un subespacio dependiente del sistema. La eleccion de este subespacio

conduce a diferentes métodos de aproximacion.

Vazquez trabajé en seleccionar y optimizar uno de los métodos basados en
subespacios de Krylov para la solucién del sistema de ecuaciones lineales asociados a
la simulaciéon numérica de yacimientos de gran escala. Analizé los problemas y ventajas
de algunos y contemplé el método de GMRES precondicionado. El proceso de
aceleracion de la convergencia utilizado es una técnica de precondicionamiento para

sistemas generales basado en la factorizacion LU incompleta del sistema.
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4.2.4.1 Residuo Minimo Generalizado (GMRES)

Dadas las caracteristicas del sistema, es necesario buscar un algoritmo con requisitos
minimos sobre la matriz de coeficientes, el método de Residuo Minimo Generalizado
(GMRES), es uno de los algoritmos mas representativos de los métodos de Krylov y
uno de los mas eficientes para matrices no-simétricas, en este proceso se elige

L, = AK, . Este método realiza sus operaciones unicamente con los elementos

diferentes de cero una vez establecidos los vectores Al, JA y ARED. En el desarrollo del
presente trabajo emple6é este método para la solucién de los sistemas lineales de

ecuaciones ( y obtenidas en el capitulo anterior.

En cada aproximacién de GMRES, al igual que en el método de gradiente conjugado,
se resuelve un problema de minimizacién, sin embargo, en este caso se busca reducir

la norma del residual asociado a cada aproximacion, asi, en cada paso, GMRES

resuelve el problema (Storti y Paz, ).
min |[b— Ax]l,.
xex+Ky

Es importante hacer notar que si n=k entonces x, = x es decir, la solucion exacta sera

alcanzada en a lo mas n iteraciones, en aritmética exacta.
En el subespacio de Krylov la solucién de Ax=Db, ecuacién (4.1) es:

n-1 _
x = x© +ZajA‘r(°) .
=0

La ventaja del método GMRES, para encontrar la solucion, es que no es necesario
llegar hasta la dimension del dominio n del problema, esto se puede hacer en una

dimensiéon mucho mas pequefia, como se muestra a continuacion:
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= _
X=X +> a,Alr®,  donde k <<n.
=0

Desarrollando la ecuacion (4.30), se tiene:
X =X+, r® 4o Ar® 4, A1 4o, APr© 4
Por lo que:

K, = {r(o) CAr© A2 A3 0 Ak r(o)},

Entonces se puede escribir conforme la ecuacion (4.1) lo siguiente:

AK, a=D.
La norma del residual asociado a cada aproximacion es:
min || b— AK, ]|,

o Algoritmo GMRES

Dados A,b, x©:

Resolver x, , > min||b—AK,a|,;

Si (Jlb—AK,a|,< Tolerancia) Salir,
Fin;
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Entonces x, =K, .

Debido a la necesidad de almacenar los vectores generados en cada iteracion, el
consumo de memoria al aplicar GMRES puede ser muy elevado. Por lo consiguiente,
una estrategia para controlar el consumo de memoria, es el reinicio del algoritmo si éste
no ha alcanzado una aproximacion aceptable después de un numero de iteraciones
previamente establecido (m), el algoritmo asi obtenido se conoce como GMRES con
reinicio [GMRES (m)] (Vazquez, 2005).

e Algoritmo GMRES (m).

Dados Ab,x;

Ciclo mientras Error > Tolerancia
r© —p— Ax©);
Para k =1,m;

Resolver x, , - min||b-AK,«|,;

Si (||b— AK,« | ,<Tolerancia) Salir,
Fin;
Entonces x! =K, «;

Error = max | x" — x© |;

X = X

k

Fin Ciclo;

x =X,

Esta version del algoritmo requiere unicamente del almacenamiento de m vectores
ortogonales, sin embargo la eleccion del parametro de reinicio no es sencilla, en
general, no existen criterios que permitan elegir el valor de m a partir de las

caracteristicas del sistema.

Pagina de



Capitulo 4. Solucion del Sistema de Ecuaciones Lineales

Aceleracion de la Convergencia.

Como en cualquier método iterativo, la rapidez de convergencia puede ser un problema
en los métodos de Krylov, dicha rapidez depende principalmente de la distribucién de
los eigenvalores de la matriz del sistema, por esta razon es necesario buscar técnicas
para ‘reacomodar” los eigenvalores con la intencién de alcanzar una aproximacion
adecuada en pocas iteraciones, estas técnicas son llamadas pre-condicionamiento del

sistema.

Las técnicas de pre-condicionamiento deben ser procesos econdémicos, tanto en su
construccion como en su evaluacion. La idea central del pre-condicionamiento consiste

en determinar un operador M , tal que uno de los sistemas:

M*Ax=M"b ;
O bien,
AM 'y =b,

Donde x=M"y:

Es mas sencillo de resolver que el sistema original, por lo que el operador M debe
estar relacionado de alguna forma con la matriz de coeficientes, de tal manera que M ™

se aproxime a A*.

Factorizacion Incompleta.

Son pocos los resultados tedricos sobre este tema, el uso de un pre-condicionador es
mas una cuestion de experiencia que de caracter tedrico, en la practica, éste se

construye a partir de las caracteristicas de la matriz, asi como de la informacion del
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problema analizado, ademas de considerar el método de aproximacion utilizado, sin
embargo cuando la informacion a la cual se tiene acceso no es suficiente, es posible
utilizar técnicas generales que funcionan adecuadamente para diversos casos. Entre

estas técnicas se encuentran las factorizaciones incompletas, en las cuales se busca

aproximar la inversa de la matriz de coeficientes ( A") usando matrices faciles de

calcular a partir de A.

La idea de factorizar la matriz A viene del uso de métodos directos, y en su mayoria
estan basadas en el proceso de eliminaciéon Gaussiana. En general una factorizacion de

A es una descomposicion de la forma:

A=MM,, )

Donde se tiene un costo computacional elevado, sin embargo, al introducir condiciones

especificas sobre los elementos de M, y M,dicho costo se reduce notablemente. Una

factorizacion LU incompleta consiste en la aproximacion: A~ LU con L y U matrices
triangular inferior y superior respectivamente, cuyos elementos seran eliminados de
acuerdo a criterios que permiten controlar el llenado de las matrices L y U , los criterios

mas comunes estan basados en el valor absoluto de los elementos | ;y u;;, esto

considerando que existen valores muy pequenos que no son significativos, es decir, en

la construccion de las matrices se aplica el criterio siguiente:

|I;,; [<Tolerancia — I, ; =0, )

|u; ; [<Tolerancia —u; ; =0, )

De esta forma A™ ~(LU)™, y el sistema:

(LU)'Ax =b;
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Resulta mas sencillo de resolver que el sistema original (4.1).

Una de las restricciones principales en la construccién de una factorizacion incompleta
como pre-condicionador, es mantener el llenado de las matrices en un orden similar al

llenado de la matriz original.

La principal desventaja en una factorizacion incompleta es que el valor de la tolerancia
utilizada para eliminar términos y evitar el llenado no es sencillo de determinar, pues si
el valor es muy pequefio se obtendra una buena aproximacion de A™, pero con un
llenado excesivo lo cual tiene un requerimiento de memoria muy elevado. Por otro lado,
un valor demasiado grande reducira considerablemente el llenado, pero la aproximacion
a A' sera muy pobre, por lo que la rapidez de los métodos no se vera incrementada
notablemente. Mas aun, un mal pre-condicionador puede llevar a una mala

aproximacion de la solucion del sistema.

Como es de esperarse, la tolerancia de llenado debe calcularse con base en las
propiedades del sistema de ecuaciones y rara vez es posible dar un valor fijo, en el
caso de una simulacion el problema se ve incrementado debido a que el sistema esta
cambiando constantemente y un criterio que funciona adecuadamente en una parte de

la simulacion puede fallar en la fase siguiente.

Reordenamiento.

A fin de reducir el llenado en una factorizacion incompleta, los elementos de la matriz de
coeficientes asi como del lado derecho del sistema, pueden ser reorganizados por
operaciones fundamentales sobre sus renglones y columnas, por otro lado, los
algoritmos de reordenamiento se basan exclusivamente en la estructura de la matriz,
esto, considerando que el llenado de las matrices L y U solo depende de la
distribucién y no de los valores de los elementos de la matriz A, dejando de lado
cualquier otra propiedad como el numero de condicibn o la distribucidon de sus

eigenvalores.
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Los métodos de reordenamiento suelen basarse en técnicas heuristicas y la finalidad
principal de estos algoritmos es buscar una distribucion que permita realizar una
factorizacibn econdémica que funcione adecuadamente como pre-condicionador del

sistema que se desea resolver.

Algunas de las técnicas mas comunes de reordenamiento son la permutacion de
columnas o renglones y el reordenamiento de Cutchill-Mckee, las cuales se basan en la

reduccion del ancho de banda del sistema (Vazquez,

Una idea que resulta eficiente en diversas situaciones es buscar un ordenamiento que
disminuya el llenado de acuerdo con el proceso de eliminacion Gaussiana, esto se
conoce como grado minimo, y existen diferentes algoritmos que tratan de aproximar
esta situacidén, dentro de esta idea se realizaron pruebas con dos algoritmos de
busqueda para el grado minimo, el primero de ellos basado en la heuristica de Greedy
utiizado como parte de pre-condicionadores eficientes basados en técnicas de
multinivel como BILUM. El segundo es el algoritmo AMD (“Aproximation Minimal

Degree”) (Vazquez, 2005).

Es importante considerar que el uso de un reordenamiento lleva inevitablemente al
reordenamiento de las variables, por lo que sera necesario almacenar la permutacion

correspondiente, a fin de llevar la aproximacién obtenida a su orden original.
Descripcion del Algoritmo para el Sistema en 3D.

Considerando los resultados individuales en lo que se refiere a rapidez, precision, y
costo computacional se llevé a cabo la implementacién de un algoritmo basado en el
método de GMRES (m) pre-condicionado con una factorizacién LU incompleta cuyo

llenado se controla por el reordenamiento de grado minimo AMD.

e Algoritmo.
Dados Ab,x;
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Capitulo 4. Solucion del Sistema de Ecuaciones Lineales

Reordenar el sistema,
(A,b)= AMD(A,b);
Calcular la factorizacion incompleta,
(L,U)= LUincompleta (A);
Aproximar la solucién del sistema reordenado,
x =GMRES(m) (Ab,L,U);
Llevar la aproximacion,
x = INVAMD(x);
Fin.

4.3 Principales Diferencias entre Métodos Directos e Iterativos

Tabla . Comparacién entre los métodos directos e iterativos.
| MewdosDiesos | Weiodos lamivos |
‘Solucionexacta ~~ Solucion aproximada |
Tiempo de procesamiento predecible Tiempo de procesamiento impredecible
Altos requerimientos de memoria Bajos requerimientos de memoria
No es 6ptimo para problemas robustos en 3D = Optimo en problemas robustos en 3D
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5. METODO DE MULTIMALLA
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Capitulo 5. Método de Multimalla

METODOS DE MULTIMALLA

5.1 Introduccién

Los métodos multimalla se introdujeron como una alternativa para mejorar el ritmo de
convergencia, u optimizar el rendimiento computacional de los métodos iterativos

clasicos (Briggs et. al.,

Los métodos multimalla se aceptan generalmente como los métodos numéricos mas
rapidos para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales elipticas en dominios
robustos (entiéndase por dominio robusto, una malla de simulacibn muy fina)

(Trottenberg et. al.

Las primeras investigaciones de los métodos multimalla, dieron origen al multimalla
geométrico, el cual consiste en la degradacion de la malla fina en mallas
consecutivamente mas burdas para luego regresar al dominio inicial (malla fina). Este
proceso de transaccién de la malla fina a la burda y de la burda a la fina se realiza a
través de los operadores de restriccion y prolongacién, respectivamente, aplicado
unicamente a problemas de coeficientes continuos. Para problemas de coeficientes
discontinuos surgi¢ el multimalla algebraico, el cual se centra en la degradaciéon del

sistema de ecuaciones lineales mediante los operadores de restriccion e interpolacion.

5.2 Reseia Historica

En 1964 Fedorenko, realizé la primera publicacion del método multimalla, en la cual
formul6 un algoritmo para resolver la ecuacion de Poisson discretizada en diferencias
finitas para un dominio rectangular. Mas tarde en 1966 Bakhvalov traslad6 este método
para resolver mediante la discretizacion en diferencias finitas centrales las ecuaciones
lineales elipticas en derivadas parciales. Aunque los estudios publicados anteriormente,

habian demostrado una optimizacién relevante del método multimalla, aun no era
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Capitulo 5. Método de Multimalla

considerado un meétodo eficiente para llevarlo a la practica en ese momento. Los
primeros resultados practicos fueron publicados en un articulo por Brandt en 1973 y un
segundo articulo en 1977, describiendo claramente los principios fundamentales y la
utilidad practica del método multimalla, lo cual atrajo una amplia atenciéon y marco el
inicio de su desarrollo. En 1977 Wesseling ( ) usé el método multimalla para
resolver ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describen el movimiento de

un fluido, comprobando la eficiencia.

Por otra parte de forma independiente Hackbush gener¢ el algoritmo multimalla,
quien lo aplico en ciertas ecuaciones diferenciales parciales, enfocandose en la

optimizacién de la convergencia del método.

Posteriormente en los 'S numerosos investigadores realizaron aportaciones
significativas en el desarrollo de los métodos multimalla, para su aplicacion en diversos

problemas de la ingenieria y la fisica.

5.3 Método Multimalla Convencional o Geométrico

El método multimalla convencional resuelve muy eficientemente diferentes clases de
problemas de gran escala. Se aproxima el problema de interés por medio de mallas
multiples con diferentes grosores, y se relacionan entre ellas por medio de operadores
de transferencia. Estos métodos son independientes del grosor de la malla y ademas la
eficiencia es optima, puesto que el trabajo computacional es proporcional al nimero de

variables.

Las ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico son la base de muchos modelos
matematicos usados en la ingenieria y la fisica, los que al resolverse en muchos casos
originan problemas de alto costo computacional. Por ello es necesario buscar métodos
numéricos que tengan un alto grado de eficiencia, que resulten en un bajo costo

computacional. El método denominado multimalla cuenta con esta caracteristica.
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Capitulo 5. Método de Multimalla

Ademas de una rapida convergencia, este método no se deteriora cuando la
discretizacion del dominio de la solucion se refina, o que no sucede con los métodos

iterativos clasicos (Hackbush,

Para establecer los componentes basicos del algoritmo multimalla, primeramente se
efectua un analisis de dos métodos iterativos clasicos: Jacobi y Gauss-Seidel. Los
cuales se caracterizan por ritmos lentos de convergencia para problemas numéricos
grandes, en donde la discretizacion del dominio es fina (malla fina); por el contrario,
cuando la discretizacion es burda, el ritmo de convergencia es rapido. EIl algoritmo
multimalla emplea diferentes tamafios de mallas, permitiendo un ritmo rapido de
convergencia. El método multimalla combina dos esquemas complementarios. Los
componentes de error de alta frecuencia se reducen, aplicando métodos iterativos,
como Jacobi o Gauss-Seidel; por esta razon estos métodos se conocen como
Ssuavizadores o de relajacion. Por otro lado, los componentes de error de baja
frecuencia se reducen efectivamente por el procedimiento de correcciéon de malla
gruesa (entiéndase por correccion de malla gruesa lo siguiente: después de un niumero
reducido de iteraciones por alguno de los métodos clasicos estacionarios en la solucion
del sistema de ecuaciones lineales, el término de error de aproxima por una malla
gruesa. El procedimiento de la malla gruesa substancialmente converge mas

rapidamente que en una malla fina) (Trottenberg et. al.

5.3.1 Meétodos lterativos Clasicos y Propiedades de Suavizamiento

Los primeros métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales establecidos a
partir de ecuaciones diferenciales parciales, son los métodos iterativos clasicos o de
relajacion. Estos métodos son practicamente faciles de implementar y requieren poco

almacenamiento, por lo que resultan sumamente practicos para problemas burdos.

Considérese un sistema grande de ecuaciones lineales disperso:
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Au=T1,

Donde A es una matriz nxn, u es el vector de la solucion exacta y f es un vector
conocido (Briggs et. al., . Evidentemente el vector de la solucidon exacta es el
vector incognita. Entonces mediante la aplicacion de un método iterativo se obtiene un
vector solucion v, el cual es una aproximacion de la solucion exacta. Existen dos
medidas importantes de que tanto v se aproxima a la solucién exacta u. La primera

es el error algebraico y se define como:

Desafortunadamente el error es inaccesible por falta de la solucién exacta del sistema.
Sin embargo, la segunda opcion puede calcular que tan bien se aproxima v de la
solucién exacta u; esto es por medio del residual, que se define por:

r=1f—-Av. )

Por otra parte, la expresion (5.1) se puede escribir de la forma siguiente:

Av+e)=f; )
Entonces:
Ae=f — Av; )

Sustituyendo la expresién (5.3) en (5.5), se obtiene la ecuacion residual como se

presenta a continuacion:

Ae=r. )
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Por lo tanto, para mejorar la aproximacién de v, se puede resolver la ecuacion residual
para v y entonces calcular una nueva aproximacion usando la definicién del error

algebraico como sigue:
u=v+e.

Los métodos iterativos para dar solucion a problemas de sistemas lineales grandes son

formulados como sigue:
uv = Mu® + Nf )

Donde My N tienen que ser construidas de tal forma que den un vector inicial arbitrario

u®, la secuencia u"), v = 0,1,..., convergen para la solucién u=A"f . Definiendo la

solucién error en el barrido v como e =u—u" , iteracion de (5.8), la cual es
equivalente con "V =Me"). M es llamada la matriz iteracion. Podemos manifestar el

criterio de convergencia basado en el radio espectral p(M) de la matriz M, donde el

método converge si p(M)<1.

Una estructura general para definir sistemas iterativos del tipo (5.8) se basa en el
concepto de desintegracién. La matriz A se puede desintegrar como A=B—C donde
B no es singular. Sustituyendo la desintegracién de A en el sistema queda como

v+l

Bu“Y —cu" = f y resolviendo con respecto a u"*) obtenemos:

uv = Blcu™ + Bf ;

De este modo M =B'C y N =B™. Tipicamente, se considera la desintegracion regular

de la matriz A=D-L-U, donde D =diagonal(a,,,a,,,...a,,), denota la parte diagonal

de A,y L y U son estrictamente las partes inferior y superior de A, respectivamente.

Basado en esta desintegracién muchas opciones para B y C conducen a posibles
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diferentes esquemas iterativos. Por ejemplo, la opcion B :ED y
@
C :i[(l—a))D+a>(L+U)],0<a)Sl, conduce a la iteracion de Jacobi con un parametro
[0

de ponderaciéon w:

u =(1 - @D ALY + @D . )
Tomando B=D-L y C=U, se obtiene la iteracién Gauss-Seidel:

uY=(D-L)'Uu +(D-L)*"f . )
En general el método iterativo de Gauss-Seidel resulta ser mejor suavizador que el
meétodo iterativo de Jacobi, es decir, el primero se aproxima mas rapidamente a la
solucién que el segundo.

La iteracion de Gauss-Seidel (generalmente el método mas apropiado) para diferentes
niveles de malla (método multimalla), otorga una reduccién rapida correspondiente a
los componentes de alta frecuencia, y con ello, una reducciéon rapida del error o del
residual (Trottenberg et. al., 2001).

5.3.2 Dos Mallas

Este método resuelve un problema dado considerando unicamente la aproximacion de

dos mallas, partiendo de una malla fina Q, y engrosandose a una malla burda Q,, .
Después de aplicar unas pocas v; iteraciones de Pre-suavizamiento, se obtiene una

aproximacion v, cuyo error e, =U, —V, es suave. Entonces e, puede ser aproximado en

un espacio mas burdo. Es necesario expresar este error suave como solucion de un

Pagina de



Capitulo 5. Método de Multimalla

problema burdo, cuya matriz A, y el lado derecho tienen que ser definidos. Para este
proposito nétese que en este problema, A, es un operador diferencial de segundo
orden y el residuo r, = f, — AV, es una funcion suave si e, es suave, obviamente la

ecuacion original es:

AU, =1, ;

Y la ecuacion residual es:

Ae, =1, ;

Las cuales son equivalentes. La diferencia es que e, y r, son suaves, por lo tanto se

puede pensar en representarlas en una malla mas burda con tamafo de celda H =2h.
Se define r, como la restriccion del residual de la malla fina para la malla burda, esto

es.

rHZI:rh’

Donde 1" es un operador de restriccion adecuado. Esto define el lado derecho del
problema burdo. Dado que e, es la solucion de un operador de diferencia lo que puede

ser representado analogamente en el nivel burdo de discretizacion, por lo que, se define

el problema burdo siguiente:

Donde A, , representa el mismo operador discreto pero en relacion a la malla burda de
tamafio H. Razonablemente se espera que e, sea una aproximacion a e, sobre la

malla burda. Debido a su suavidad, se puede aplicar un operador de prolongacion 1},
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para transferir e, a la malla fina. Por lo tanto, ya que por definicion u, =v, +e, ,
actualiza la funcién v, aplicando la correccion de malla burda (CMB), con el paso

siguiente:

nueva

v =v, +10e, .

Notese que e, era una funcion suave y el ultimo paso ha modificado v, por un error

suave. En la practica, también el procedimiento de interpolacion puede introducir
errores de alta frecuencia en la malla fina. Por lo tanto es conveniente para completar el
proceso de dos mallas aplicar v, iteraciones Post-suavizamiento después de la

correccion de malla burda, ver Fig.

V; Pasos de Suavizamiento V. Pasos de Suavizamiento
\ i A vi+l _ i & T h
rh — 'h Ahuh uh _uh eh T
. *“%______ﬁ
///////////////
V. H V. N h //////////////// //
r 1 — I r 1 e = I e [ 777777 77 QH
H h h e —_— er h H H VA A R A
Restriccion AH H = TH Interpolacion -
Fig. 5.1. Descripcion matematica del método de dos mallas (Stiiben,’ / /).

/ / / /
YA Y S S

Se resume el procedimiento de dos mallas (DM) con el algoritmo parrafos abajo. Para

enfatizar que la interaccion u! = Mu{™ + Nf, es un procedimiento de suavizamiento. Se
denota por u!’ =S, (u!™?, f,). Para que no haya confusion, también se usa S para

denotar la matriz interaccion M. Esquematicamente se puede ver en la Fig.
A continuacion se describe el algoritmo de dos mallas (DM).

e Meétodo de dos mallas para resolver sistema Au, = f,.
1. Pasos de pre-suavizamiento sobre la malla fina: u" = S(u,(]"l), fh), I=1..,v;

2. Célculo del residual: r, = f, — Aul™;
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Restriccion del residual: r, = 1/'r, ;
Solucién del problema de malla burda e, = (A, )™'r,;

Correccion de malla burda ul**™ =u™) +1e,,;

o o &~ W

Pasos de post-suavizamiento sobre la malla fina: u®) = S(uﬁ"l), fh),

l=v,+2,..,Vv,+V, +1.

Fig. 5.2. Vista esquematica del método de dos mallas (Stuiben, ).

Un algoritmo de DM comienza en el nivel fino con pre-suavizamiento, realiza la
transferencia de malla fina a la burda, resuelve la CMB, y termina con post-

suavizamiento.

Una representacion grafica de este proceso es donde “fina” es un nivel alto y “burdo” es
un nivel bajo, pareciendo una "V’ de flujo de trabajo. Esto es llamado ciclo “V”. Para
resolver el problema a una tolerancia dada, se tiene que aplicar DM V-ciclo

repetidamente (iterativamente).

5.3.3 Multimalla Geométrico
En el método DM, el tamafno de la malla burda es dos veces mas grande que la fina, de
tal manera que el problema burdo puede ser aun de gran escala o de malla fina. Sin

embargo, el problema burdo tiene la misma forma como el residuo del problema sobre
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el nivel fino. Por lo tanto se puede usar el método DM para determinar e, es decir la

ecuacion (5.15) es por si misma resuelta por el ciclo DM introduciendo adicionalmente
un problema de malla burda. Este proceso puede ser repetido sucesivamente hasta que
la malla mas burda es alcanzada donde la ecuacién residual correspondiente es poco
costosa para resolver. Esto es, dicho a grandes rasgos, la descripcidn cualitativa del

método multimalla.

Matematicamente, el método DM es suficiente para describir el principio del multimalla.

Sin embargo, la malla gruesa (Q, 0 Q, =, ,) generalmente pudiera ser todavia

bastante fina, por lo que se tendria la oportunidad de hacerla mas burda para permitir

una mayor eficiencia de la solucién

Para una descripcion detallada, se va a introducir una secuencia de la malla con
tamafio de las celdas h >h,>...>h >0, de modo que h,_, =2h. Aqui k=12,...,L, la
cual es llamada el numero de nivel (malla). Con un dominio Q, se denota el conjunto
de los puntos de la malla con separacién h,. El nimero de los puntos inferiores de la

malla se denota por n, .

En cada nivel k, se define el problema Au, = f,. Aqui A es una matriz n,xn, y u,, f,
son vectores de tamafio n, . La transferencia entre los niveles es realizada por dos
aplicaciones lineales. Operadores de restriccion 1" y de prolongacion 1, ,. Con
u, =S,(u., f,) la cual denota una iteracién de suavizamiento. Esquematicamente se

puede ver en la Fig.
A continuacion se define el algoritmo multimalla geométrico (MMG):

e Método de multimalla geométrico (MMG) para resolver el sistema Au, = f, .
1. Si k =1 resolver Au, = f, directamente.

2. Pasos de pre-suavizamiento sobre la malla fina u{’ = s(u(™?, f, ),
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I=1..v,

3. Calculo del residual: r, = f, — Aul");

4. Restriccion del residual: r_, = 17'r ;

5. Establecer u, , =0;

6. Llamar y veces la formulacion MMG para resolver A ,u, , =1 _,;

7. Correccion de malla burda u* =u™ +1¥ u, ,;

8. Pasos de post-suavizamiento sobre la malla fina: u!) = s(u!?, f, ),
l=v,+2,..,v,+V, +1.

Fig. 5.3. Vista esquematica del método multimalla geométrico (Stiiben, ).

En el Apéndice G se muestra el algoritmo de la solucidon numérica de la ecuacion de
Laplace y de Poisson aplicando el método multimalla geométrico MMG y el método
SOR.

El algoritmo multimalla involucra un nuevo parametro (indice de ciclo) y el cual es el

numero de veces que el proceso MG se aplica al problema del nivel burdo. Dado que

este proceso converge muy rapido, y =1 0 y =2 son los valores tipicos usados. Para
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y =1 la formulacion multimalla es llamada V-ciclos, mientras que para y =2 es llamada
W-ciclos, ver Fig. . Resulta que con un razonable y, el problema burdo se resuelve

casi exactamente. Por lo tanto en este caso el factor de convergencia de un ciclo
multimalla equivale al correspondiente método DM. De hecho en muchos problemas

y =2 o aun y =1 son suficientes para mantener la convergencia.

Fig. 5.4. Esquema de flujo de trabajo del método multimalla geométrico.

La formulacion multimalla puede ser expresada como la matriz de iteracion de la forma

recursiva como sigue:
k -1 k-1
M, = SI\!Z(IK - Ik—l(lk—l - MI?—l)A(—llk A<)S|\</1 J )

Donde I, es la identidad, S, es la matriz de iteracion suavizada, y M, es la matriz de

iteracion multimalla para el nivel k.

Para derivar la ecuacion ) se considera un error inicial e . La accién de v; pasos
de pre-suavizamiento da e, =S"¢el” y el residuo correspondiente r, = Ae, . Sobre la
malla burda, este error estd dado por e, _, =A% 1" . Sin embargo, en el algoritmo

multimalla no se invierte A, , (excepto sobre la malla mas burda) y se aplica y ciclos
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multimalla en su lugar. Esto es, denotar con u") la aproximacién para e _, obtenida

después y aplicaciones de M, ;, se tiene:
e~V = MO, 7)) -

Siguiendo el algoritmo MMG, se establece u(°) =0 (Paso 5). Por lo tanto se tiene

e, .~V =M, , lo que puede rescribirse como v, = (I, , — M), ,. Resulta que:
uy) = (I a—MI e, = (I - Méyl)ﬂﬂ o

0= (1~ M)A A,

Correspondientemente, la correccién de malla burda es:

e = 1 )

En términos de funcion de error esto significa que:

el((v1 +1) | k I((;/)l :

Sustituyendo la expresion por u dada arriba, se obtiene:

elgvﬁl) = [Ik - I:—l(lk—l -M Q) I . lAk] € -

En resumen el algoritmo MMG comienza en el nivel fino con pre-suavizamiento, realiza
la transferencia de malla fina a la mas burda, resuelve las CMB, y termina con post-

suavizamiento.
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5.3.4 Operadores de Transferencia

El operador de restriccion 1, o 12" hace la transferencia de la malla fina Q, a la
malla burda Q,,. Para un problema en tres dimensiones, se tiene las expresiones

siguientes:

2h
=1

vy (X,Y,2)= 12" 0, (%, y,2) ,

[8v,(x,y,2)+4v, (x+h,y,z)+4v,(x=h,y,z) ]
+4v, (x,y+h,2)+40,(x,y—h,2)
+4v,(x,y,z+h)+4v,(x,y,2-h)
+20,(x+h,y+h,z)+ 20, (x+h,y—h,z

+2v0,(X+h,y,z+h)+2v,(x+h,y,z-h

UZh(x,y,z):Gl4 +20,(x,y=h,z+h

(

( )

( ) )

+20,(x,y+h,z+h)+20,(x,y+h,z—h)

( ) )

+2v,(x=h,y+h,z)+20,(x=h,y—h,z)
A

(

(
+20v,(x,y—h,z—h

(

(

+2v,(x=h,y,z+h)+20,(x=h,y,z—h)
+u,(X+h,y+h,z+h)+v,(x+h,y+h,z-h

+v,(x=h,y+h,z+h

( )+ 0, ( )
+0,(x+h,y—h,z+h)+o,(x+h,y—h,z-h)
( )+v,(x=h,y+h,z—h)
( )+ 0, ( )]

| +u,(Xx=h,y-h,z+h)+v,(Xx-h,y—h,z-h

El operador de prolongacion 1), o I}, hace la transferencia de la malla burda Q,, a
la malla fina Q, . Para un problema en tres dimensiones y considerando una

interpolacidn trilineal, se tiene las expresiones siguientes:

o (X’ y,z): Izhh Uzh(xv y,Z) )
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Uy (X+h,y+h,z+h)+0,, (x+h,y+h,z—h)

(x z)—l +0,, (X+h,y=h,z+h)+0v,, (x+h,y—h,z—h)
o Y.2)=g +0,, (X=h,y+h,z+h)+v,, (x=h,y+h,z—h)

+0,, (Xx=h,y=h,z+h)+0,,(x=h,y—h,z—h)

Tipicamente, la restriccion es un promedio local considerando una ponderacion
completa, mientras que la interpolacion se hace de forma ftrilineal o bilineal,
generalmente usado para 3D. Ver Fig. Para mayor informacion consultar Briggs

et. al. ( ), Trottenberg et. al. ( ) y Wesseling ( ).

Fig. Componentes que definen el método multimalla geométrico. El promedio
especial del mapeo de la restriccion que va de fino a burdo es llamada
“‘ponderacion completa” El mapeo de burdo a fino es por interpolacion
“pilineal” (Sttiben, ).

5.3.5 Ventaja y Desventaja de Multimalla Geométrico
En los primeros dias de multimalla, el enfoque de la correccién de la malla gruesa se
bas6 en simples estrategias de engrosamiento (tipicamente duplicando el tamafio de la

malla en cada direccién espacial, engrosamiento de h — 2h) con operadores
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geométricos de transferencia (interpolacion y restriccion), el cual resultd ser sumamente

eficiente para problemas continuos y en dos dimensiones.

Mas tarde, encontraron que los simples componentes de malla gruesa o burda, no eran
apropiados para distintos problemas complejos en tres dimensiones o mas complejos

como la ecuacion de difusion con coeficientes discontinuos (Stiiben, 1999).

5.4 Método de Multimalla Algebraico

En contraste con el método multimalla geométrico, el multimalla algebraico no requiere
de un problema dado mediante una malla definida, si no que actua directamente sobre

las ecuaciones algebraicas.
Au=f, o Dau,=f (i=12..n).
j=1

La principal idea detras del multimalla algebraico (MMA) es extender las ideas clasicas
del multimalla geométrico (suavizamiento y correccion de la malla gruesa), para ciertas
clases de sistemas de ecuaciones algebraicas. Ademas de su robustez y eficiencia, la
principal ventaja practica de MMA es que se puede aplicar directamente para resolver
varios tipos de ecuaciones diferenciales parciales elipticas discretizadas en mallas no
estructuradas, tanto en dos dimensiones (2D) como en tres dimensiones (3D). Aunque
el desarrollo de MMA se remonta a principios de los ochenta, es todavia uno de los
métodos algebraicos mas eficientes para resolver problemas con coeficientes
discontinuos. En comparacion con el enfoque original, varias modificaciones vy

extensiones han sido introducidas para su mejor desempefio (Stiben, 1999).
MMA comienza su desarrollo a principios de los ochenta con Brandt, McCormick y

Ruge. Puede ser considerado una evolucion del multimalla clasico o multimalla

geométrico, basicamente en la incorporacion de dos elementos importantes, el
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Operador de Galerkin y la Interpolacién dependiente del Operador. En el primer caso,
como alternativa al proceso natural de seleccionar las mallas gruesas. Por ejemplo si se
tuviera una malla con una resolucién de h, lo usual seria tomar una malla gruesa con
resolucidon H, tal como trabajan los multimalla geométricos, lo cual no resulta apropiado

para problemas con coeficientes discontinuos.

Una consecuencia de la incorporacion del Operador de Galerkin es que la correccion
mediante este operador satisface una propiedad variacional (las propiedades
variacionales siguientes: la primera es la definicion del operador, la correccién de la
malla gruesa o interpolacion establecida por la condicion de Galerkin y la segunda es la
relacion que satisface el operador de la interpolacién y el operador de la ponderacion
completa o restriccion), ampliando asi las perspectivas de las investigaciones sobre la
convergencia del método (Briggs et. al., . Desde el punto de vista practico, este
operador ademas tiene la ventaja de que puede ser construido puramente de modo

algebraico, es decir, basado solamente en informacion de la matriz del sistema.

El otro elemento incorporado es la forma de realizar la interpolacién, se plantea que la
interpolacién sea sobre el esténcil de discretizacion, lo que permite lidiar con problemas
de coeficiente discontinuos, en este tipo de problemas luego de aplicar el suavizador,
los errores muestran un comportamiento discontinuo como la solucidon misma, debido a
que la construccidon de mallas de multimalla geométrico transfiere las discontinuidades,
mientras que uno tome en cuenta el esténcil se espera que transfiera correctamente
estas discontinuidades y asi la combinacién de estos dos elementos hace que los

multimallas tengan mejor desemperio.

En el multimalla geométrico se pone atencidn especial al suavizador ya que la
construccion o generacion de la malla es fija y/o prestablecida, entonces la tarea recae
en la forma de elegir un suavizador apropiado, aquellos errores que no fueron reducidos
por el proceso de seleccion de la malla gruesa, quedaran a responsabilidad del
suavizador. Sin embargo, en el caso de coeficientes discontinuos o problemas en tres

dimensiones (3D), la complejidad del suavizador se incrementara, aqui se pueden
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considerar el suavizar por lineas o planos (suavizar en cada dimension por separado) o
considerar suavizadores tipo ILU, pero estos pierden muchas de sus propiedades en
problemas de tres dimensiones (3D). Por otro lado, en el multimalla algebraico se

pretende dejar fijo al suavizador y enfocarse en la seleccion de malla gruesa.

Con estas dos nuevas consideraciones hechas al multimalla geométrico, se puede notar
que es posible operar solo con informacion algebraica, sin depender de la geometria de

la malla, es asi como dan lugar a los métodos de multimalla algebraica.

5.4.1 Componentes del multimalla algebraico

Se puede describir los componentes restringiéndose solo a dos niveles y luego

extenderse a varios niveles recursivamente (ver Fig. , estos dos niveles seran:

AU =1, o Taur=f) (0,

jeah

AU =", o Safut=f" (keQ").

leQH

Se considera Q"= {1,2,3,..,n,}, el conjunto de variables del nivel h, y Qf =
{1,2,3,...,ny}, las variables en el nivel H, asi A4; es una matriz dispersa cuadrada de

dimension n, x n,, que representa al nivel fino y Ay es una matriz dispersa cuadrada
de dimension n, X n,, que representa al nivel grueso, u, y f,, vectores de dimension
n,, similarmente para los vectores u,, y f, de dimension n, cada uno. La relacion

entre Q" y Q" | se puede deducir de:

Qh:ChUFh ’
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Donde C", representa al subconjunto de variables gruesas, donde Q" =C" y F" al

subconjunto de variables finas en el nivel h. Para construir Ay se tienen dos
posibilidades, o realizar otra discretizacion de la ecuacion diferencial parcial en la malla

H, o bien emplear el operador de Galerkin, el cual se muestra en la expresion siguiente:

Ap =10 AL

Donde 1} y 1'denotan los operadores de Interpolacion o Prolongacion y Restriccion,

respectivamente.

Fig. Basandose en los mismos principios basicos de MMG, MMA funciona en
una jerarquia de los problemas cada vez mas gruesos de la matriz, los
cuales se construyen de forma totalmente automatica, como parte del

algoritmo numérico (Stuben, ).

Como cualquier método de multimalla, necesita un proceso de suavizado con un

correspondiente operador de suavizado lineal S,. Esto es, de la forma siguiente:

u" >u™, Donde u™"=S.u"+(1,-S,)A ",
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En donde 1, es el operador identidad. Consecuentemente, el error e" =u"-v"; u" es

la solucion exacta de (5.29) y puede ser transformado de acuerdo a la expresion
siguiente:

h

e" —>e™"; Donde e"=S.e". )

Cabe mencionar que normalmente se usa letra “u” para cantidades de solucion y la

letra “ e ” para las cantidades de error o correccion Como ya se menciono
anteriormente, MMA emplea simples procesos de suavizado.  Considerando el mas

usado, la relajacion de Gauss-Seidel, se tiene que S, =(Ih— h‘lAh), donde Q, es la

parte triangular inferior de A, , incluyendo la diagonal principal.

5.4.2 Operadores de Transferencia

Son operadores que transforman vectores de un nivel hacia el otro. El operador de
restriccion (1) toma un elemento definido Q" y lo transforma en un elemento de Q"
mientras que el operador de interpolacion (1)) opera en sentido inverso. Se puede

definir la restriccion como la transpuesta de la interpolacion, esta propiedad se llama

propiedad variacional, como se muestra a continuacion:

Para ilustrar la interpolacién se considera el caso de dos mallas, una fina h y una

gruesa H.

H siieC”

e
h h AH !
& :(IHe )i: hoH i h o
Ekepihwikek siieF
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Donde P"cC" es el conjunto de las variables interpolatorias, w; son los pesos

asociados a las variables interpolatorias, C" y F" son los conjuntos de variables

gruesas y finas, respectivamente, que pertenecen a la malla h. P" debe ser

razonablemente pequeno, por lo general las variables gruesas que estan mas cercanas
a la variable i, para obtener mayor eficiencia. A este tipo de interpolacion se le
denomina interpolacion directa, porque se realiza con las variables que estan
directamente acopladas o relacionadas (en un contexto de teoria de grafos, las

variables vecinas).

Por otro lado, la interpolacion indirecta es util cuando existen variables finas que no
estan acopladas directamente a variables gruesas, esto puede producirse por ejemplo
como resultado de una seleccidon de malla gruesa agresiva (que se detalla mas
adelante), por lo que sera necesario realizar pasos previos, esto es, realizar una
interpolacién entre las variables finas interconectadas (o buscar otras conexiones
adyacentes que si estén acopladas con las gruesas), para luego pasar a una
interpolacidn en la variable deseada, a este proceso se le denomina interpolacién de

multipaso.

5.4.3 Seleccion de la Malla Gruesa

Este proceso tiene por objetivo generar los subconjuntos C" que representan las
variables gruesas, estas variables son las que serviran para generar el nivel siguiente o
malla mas gruesa, sobre estas variables se realizara la interpolacién de Q" a Q". La
seleccion de estas variables se realiza tomando en referencia variables fuertemente

conectadas. Las variables que dependen fuertemente de otras son considerados finas

denotadas por F", y aquellas que influencian fuertemente a otras como gruesas o

simplemente C".
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Esta consideracion es porque en las direcciones donde hay conexiones fuertes

algebraicamente el error es suave o varian lentamente.

Para lograr un desempeno eficiente es necesario balancear el numero de variables
seleccionadas como gruesas, mayor numero de variables implica mayor demanda de
memoria, se debe considerar el limitar el nimero de variables C". La seleccién de malla
gruesa basicamente se pueden mencionar dos enfoques, el primero denominado
estandar o clasico que separa las variables de un nivel dado en variables gruesas para

el nivel siguiente y el segundo denominado agresivo.

5.4.3.1 Seleccidon Estandar de la Malla Gruesa

El criterio para diferenciar una variable C" de otra F", se realiza a través del concepto

de conexiones fuertes, asi una variable i depende fuertemente de j, o que j influencia

fuertemente a J, si:
_aij 2 9maxk¢i ‘aik" )

Con 0<@<1, originalmente se definid solo para matrices simétricas del tipo matriz M,

esto es una matriz positiva definida y todos los elementos que no estan en la diagonal
principal son negativos, pero puede ser aplicado a matrices mas generales. Usualmente
6 <0.25por consideraciones practicas, relacionado a la complejidad de la seleccion de

la malla gruesa.
Este tipo de seleccién de malla gruesa se realiza tomando en cuenta dos criterios:

1. Para cada variable j que influye fuertemente a una variable i del tipo F", j es
una variable C" o depende fuertemente de una variable k del tipo C", que

también influye fuertemente a la variable i, esto garantiza que una variable F"
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dependa por lo menos de una variable C", también asegura la calidad de la

interpolacion.

2. No hay dos variables C" conectados una a otra, con este criterio se restringe el

tamafio del conjunto C".

Seleccion de Malla Gruesa Es tandar

{ Seleccionar i del conjunto U

Insertar i al conjunto C

E liminar i del conjunto U

Mover todos los vecinos dei a F
Actualizar las medidas de cadaienU }

Donde U representa al conjunto de todas las variables no seleccionadas, inicialmente

son todas las variables de Q, el conjunto C representa las variables elegidas como

gruesas, F las variables finas. Algunas implementaciones consideran una cierta
medida o peso relacionada con cada variable no seleccionada, para efectos de evitar

una seleccidn aleatoria, ver Fig.

Fig. Proceso de seleccion estandar de la malla gruesa en el caso de plantillas
de cinco puntos (parte superior) y de nueve puntos (parte inferior). En
cada etapa se muestran los puntos U (en negrita y cursiva) que

posteriormente se convierten en puntos gruesos (Stiiben,
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5.4.3.2 Seleccion Agresiva de la Malla Gruesa

Este tipo de construcciéon de malla gruesa es mas apropiado cuando se usan plantillas
de 5 puntos, porque en éstos el requerimiento de memoria es alto. La definicién de
fuertemente conectados es diferente a la estrategia anterior. Se introduce el concepto
de conexiones fuertes de largo alcance: una variable i, se dice que es fuertemente
conectado a una variable j a lo largo de un camino de longitud I, si existe una
secuencia de variables i, i,...i, con i=i,, j=i, de tal manera que i eS"', para
k=012,...,1-1. En otras palabras, una variable esta fuertemente conectada si existen al
menos p rutas de longitud menor o igual a I. Se puede realizar esta selecciéon de

malla gruesa a partir de la primera condiciéon de la estrategia anterior y después

calculando las conexiones (p,l), entre las variables C seleccionadas a través de los
vecinos F. Si p=2y |=2entonces se tiene la seleccibn de malla gruesa conocida

como tipo Al,si p=1y =2, se tiene tipo A2, ver Fig.

Fig. . Proceso de seleccidn agresiva de la malla gruesa de platilla de cinco
puntos tipo A2 (parte izquierda) y tipo Al (parte derecha). Los cuadros

punteados representan el rango de la fuerte conectividad en el sentido de

$2?y S;*(Stiben, 1999).

Stiben pone de manifiesto que, el engrosamiento tipo Al es mas rapido que
A2 . Y, mientras el engrosamiento tipo A2 es efectivo Unicamente para problemas

isotrépicos, Al es también efectivo en casos fuertemente anisotrépicos.
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5.4.3.3 Seleccion de Malla Gruesa por Agregacion

Es definido por el nodo raiz y sus vecinos. En esta variante el criterio de fuertemente

conectado es definido como:

E >9\‘an a | )

En esta seleccion de malla gruesa se selecciona un nodo raiz, que no es adyacente a
ningun agregado existente, este proceso se repite hasta que todos los no agregados
son afiadidos a algun agregado o se consideran como nuevos agregados. Este enfoque
conduce a un engrosamiento rapido y de pequenas complejidades. Por otra parte si los
agregados aumentan considerablemente, su complejidad crece y su ritmo de

convergencia resulta afectado, ver Fig.

Fig. 5.9. Proceso de seleccion de la malla gruesa por agregacion.

5.4.4 Meétodo lterativo Clasico
Es otro de los componentes importantes del multimalla algebraico, se espera que pueda

reducir eficientemente las oscilaciones de los componentes del error, un enfoque

estandar solo considera a Gauss-Seidel como suavizador.
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Dentro de un contexto de multimalla geométrico el término suavizado esta relacionado a
la forma en que un determinado error puede ser aproximado a un nivel o malla mas
gruesa, es decir se considera un error suave si puede ser aproximado a un nivel grueso
predefinido. Asi esta propiedad de suavizado, implica siempre la presencia de dos
mallas. Sin embargo en el contexto del multimalla algebraico no existen mallas
predefinidas, de modo que esta propiedad de suavizado, es adaptada al hecho de como

converge un error con respecto a un operador o0 suavizador Sh, un error sera

algebraicamente suave si converge lentamente, equivalentemente un error suave si ha
sido aproximado por medio de una malla o nivel grueso y para ello debe ser construido

de forma tal que garantice esta propiedad.

5.4.5 Algoritmo de Multimalla Algebraico

A diferencia del multimalla geométrico, donde la construccion de las diferentes mallas,
se realiza de forma separada del mismo método y que es prefijada, en el multimalla
algebraico, la generaciéon de los diferentes niveles son construidos como parte del
método, pero sin embargo se le puede separar como dos fases: la de configuracion o
construccion de las matrices gruesas y operadores de transferencia y la fase de
resolucién del método. Obviamente el mayor trabajo y tal vez una de las desventajas

notables del multimalla algebraico es la fase de configuracion.
Fase de configuracion.
Esta es la fase previa a la fase de resolucion, la construccion de la malla gruesa se

realiza para cada nivel, para luego construir los operadores de restriccion y de

interpolacién y la malla o matriz. Lo anterior se puede resumir de la forma siguiente:

Pagina de



Capitulo 5. Método de Multimalla

Configuracion (Au, f,1)

{ [C,F]= Seleccién Malla Gruesa(A[l —1])
Construir el operador I/}[I] Usando C

=)
Alll= 1 0T All -2 1511 )

Fase de resolucion.

Para esta fase existen tres variantes, se tiene el ciclo “V’ “W” y “F” EIl ciclo
denominado “V”, es el mas clasico, empieza desde la malla mas fina, resolviendo
recursivamente hasta la malla mas gruesa para luego ir ascendiendo a la malla fina,

como se ilustra en la Fig. . El algoritmo en ciclo “V” se muestra a continuacion.

MA(u, f,Nivel )

{ Si(I=1_max)
Resolver (All]u, f)
caso contrario

{ Aplicar Suavizador(u, f,n,)
d=1"(f-Allj)
MA(v =0, d, Nivel —1)

u=u+ILv }

Aplicar Suavizador(u, f,n,) }

Donde N; y N, representa el nUmero de pasos que se aplicara al pre-suavizador y

post-suavizador, respectivamente.
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Resolver Vl veces:

u, =f Con incégnita
mAl =L@ inicial V; =0
n=f-Av

Resolver V2 veces:

A1u1 = fl
Vlm 1= Vlm + €, Correccién

L m __ g2,m 1
Restriccion I, = 1,1, €, = 15€, Interpolacion

— Con incognita
mA2u2 . @ inicial V, =V,
=1, -Av, = V? + €, Correccion

L m _ 3,m
Restriccion I3 = I2r2

_ Con incognita
A, = T, @ inicial V3 =V,
m
= f3 - AV,

L, m _ j4,.m
Restriccion I, = 151,

Vg = V;n + €5 Correccion

_ 13
93 = |4e4 Interpolacion

A4u4 = f4
A4e4 = r4m
e, =(A )"

Fig. Algoritmo MA en Ciclo “V” de resolucion.

546 Multimalla como Pre-condicionador

Con el fin de incrementar la robustez de las perspectivas del multimalla estandar, se ha
vuelto muy popular en los ultimos afios, usar multimalla no como un solucionador
autonomo, si no combinarlo con métodos de aceleracion tales como gradiente
conjugado, Bi-CGSTAB (gradiente bi-conjugado estabilizado) o GMRES. Se logra
mejores resultados, porque de esta forma la fase de configuracién sera mas simple, y
segundo porque, como ya se vio, el multimalla opera en todos los componentes del
error (Stliben, ). De la experiencia practica y de algunas investigaciones
recomiendan al multimalla como pre-condicionador, dado que a veces el buscar una
buena interaccion entre el suavizador y la seleccion de malla gruesa, para obtener un
método de resolucion independiente, eficiente y con una convergencia robusta, no es

una tarea facil.
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La convergencia de los métodos iterativos depende de las propiedades de espectro de
la matriz de coeficientes. Si se tiene un sistema lineal Au = f , éste se trasformara en
un sistema equivalente Au = f , en donde el radio espectral sea mas favorable para la

solucion de este nuevo sistema, de tal forma que sea menos costoso que el original y
por supuesto que para ambos sistemas resulten en la misma solucion (Barrett et. al.
). Se puede decir, que la idea de un pre-condicionamiento es la reduccién del

numero de iteraciones de un sistema lineal.

Como ya se dijo anteriormente, que la transformacion de un sistema lineal en uno
equivalente, se hace mediante un pre-condicionador, de forma tal que el sistema

original esté expresado como M "Au=M"f, donde M, es el pre-condicionador, en

este caso el multimalla algebraico y la matriz de iteracion sera:

K=1-BA,

Donde B=1/"A I A

5.5 Diferencias entre Multimalla Geométrico y Algebraico
Tabla . Multimalla geométrico contra multimalla algebraico.
RGN Eammammm |
Las mallas deben estar construidas ' No existen mallas, en su lugar son
previamente. matrices para cada nivel.
Dominio sobre mallas estructurales. Estructuradas y no estructuradas.

Tiene problemas cuando la geometria Se desempefia bien cuando la

del domino es compleja. geometria del dominio es compleja.

Tiene dificultad cuando hay coeficientes = Se desenvuelve bien en problemas con

discontinuos. coeficientes discontinuos.
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Multimalla Geométrico Multimalla Algebraico

Se debe construir previamente

La interpolacion y restriccion es muy . -
_ . o operadores de interpolacion y
sencilla, (ejemplo Interpolacion lineal.) o
restriccion.

_ _ - La fase de configuracion puede llegar a
No tiene fase de configuracion.
ser muy costosa.

La seleccion de malla gruesa es fija Se deja fijo el suavizador y se ajusta la
pero se ajusta el suavizador. seleccion de malla gruesa.
5.6 MMA en la Simulacién Numérica de Yacimientos

Los simuladores de yacimientos se usan principalmente porque son capaces de
resolver problemas que no pueden ser resueltos analiticamente o de alguna otra
manera. Mattax y Dalton (1990) mencionan que la simulacion es la unica forma de
describir cuantitativamente el flujo de fluidos en un yacimiento de hidrocarburos, cuya
produccion se determina no solamente por las propiedades del yacimiento, sino también
por la demanda del mercado, las estrategias de inversion y las politicas

gubernamentales.

Actualmente la simulacion numérica de yacimientos se enfrenta a modelos fisicos cada
vez mas complejos. Esta tendencia da lugar a ecuaciones matriciales cada vez mayores
y mas dificil de resolver. Especialmente los modelos composicionales de yacimientos
heterogéneos o fracturados que proporcionan un reto considerable a la eficiencia de
solucion, en particular, si los métodos totalmente implicitos utilizados (Stiiben, 2007).
En este trabajo, como primer paso se resuelven unicamente sistemas heterogéneos y

anisotrépicos de una sola porosidad o simple porosidad.

El nucleo de la simulacién numérica en cada paso de tiempo se rige por la solucién
sucesiva de sistemas lineales acoplados que representan el comportamiento de las

diferentes entidades fisicas que comparten el mismo elemento de discretizacion. En
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general, las matrices subyacentes de la formulacion totalmente implicita (Tl) son
altamente no-simétricas e indefinidas. Coeficientes individuales de la matriz son
tipicamente anisotropicas y/o discontinuos. Esto se debe al entorno geolégico, asi como
a los efectos numeéricos; entre ellos diferentes permeabilidades verticales y horizontales,
de alta porosidad contrastante entre bloques de celdas adyacentes u otras propiedades
con variaciones drasticas (tipicamente por varios 6rdenes de magnitud). En adicion, la
malla no estructurada, el refinamiento de malla local, grandes variaciones en espaciado
de las celdas y/o relaciones adversas de aspecto de las celdas (relacién de las
dimensiones de los bloques laterales con respecto a los bloques verticales) provocan
una distorsion adicional a las matrices de Tl que los hacen aun mas dificiles de tratar

numeéricamente.

Los solucionadores avanzados como MMA ofrecen una tecnologia eficaz para la
resolucion de sistemas lineales que son "suficientemente elipticos". Dado que, en su
caso, los solucionadores MMA son a la vez escalables y faciles de usar, el interés en la
incorporacion de MMA en los codigos industriales en la simulacion de yacimientos de
petroleo ha aumentado constantemente durante los ultimos afios. En esta seccion, se
resumen las estrategias generales para abordar numeéricamente la simulacion de

yacimientos y evidencian el uso de MMA en todos los casos:

Considerando el flujo de fluidos en una sola fase (aceite) y en dos fases (aceite y agua)
en un yacimiento petrolero, este proceso de desplazamiento se modela mediante dos
ecuaciones basicas. El balance de materia o ecuaciones de continuidad y la ecuacién
de movimiento (ley de Darcy). La linealizaciéon de este sistema de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales (5.41 y 5 se basa en el método de Newton-

Raphson para su linealizacion y se resuelve a través de la formulacion IMPES.

v[ Ko (v, -7, vo)J - gtvsoj,

B, u

0o o
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Kk o] 45
V. W _(Vp — VD = — W,
{Bwﬂw( Pu 7 )J 5{ B J

w

En la formulacién IMPES el sistema de ecuaciones diferenciales parciales son
manipuladas para obtener una ecuacion eliptica para la presidn y una ecuacion
hiperbdlica para la saturacion de agua. Primeramente se resuelve implicitamente la
presion, posteriormente se resuelve explicitamente la saturacion de agua. En otras
palabras "IMPES" se enfoca en resolver implicitamente la presion, utilizando los valores
de las saturaciones del nivel de tiempo anterior. Posteriormente las saturaciones son
actualizadas explicitamente al siguiente paso de tiempo; esto implica que el método es
solo condicionalmente estable. Para la solucion numérica de las ecuaciones lineales
elipticas, los métodos multimalla se han convertido en una de las técnicas mas

recomendables.

Hay dos posibles formas de utilizar multimalla para este trabajo: utilizar un método no
lineal de multimalla, o se puede usar un método lineal de multimalla para hacer frente a
los sistemas lineales que se establecen a través del método de Newton-Raphson. En
este trabajo se considera la segunda posibilidad de aplicar MMA para la solucién
iterativa de los sistemas de ecuaciones no lineales. Hasta ahora, s6lo unos pocos
autores han informado sobre el uso de métodos multimalla para la simulaciéon de

yacimientos petroleros.
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6. VALIDACION Y APLICACION DEL
SIMULADOR
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VALIDACION Y APLICACION DEL SIMULADOR

La validacion del simulador numérico de yacimientos Chamula, desarrollado con la
opcidén de flujo en una sola fase o monofasico (aceite) y flujo en dos fases o bifasico
(aceite y agua), se hizo a través del simulador comercial llamado Eclipse, considerando
la formulacion Tl como la solucion lineal de la aproximacion en diferencias finitas de las
ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el flujo de fluidos a través de un
medio poroso, el yacimiento; asi también contempla y se valida una formulacién
adicional llamada IMPES, empleada para flujo bifasico. Independientemente de la
formulaciéon empleada en la linealizacion de las ecuaciones aproximadas, el resultado
final es un sistema algebraico de ecuaciones lineales. La solucién del sistema lineal
despierta un interés en la simulacion numérica de yacimientos y para ello se probaron

los métodos siguientes:

1. Eliminacion gaussiana de matrices dispersas con pivoteo parcial
(NSPIV).

2. Residuo minimo generalizado (GMRES).

3. Multimalla algebraico (MMA).

4. Multimalla algebraico como precondicionador de gradiente conjugado
(MMACG).

5. Multimalla algebraico como precondicionador de residuo minimo
generalizado (MMAGMRES).

Estos métodos se aplicaron con el objetivo de ver su eficiencia de solucion al sistema
lineal para diferentes magnitudes de la malla de simulacién numérica, considerando los

medios porosos siguientes:
e Homogéneos e isotropicos.

e Homogéneos y anisotropicos.

e Heterogéneos y anisotrépicos.
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6.1 Flujo Monofasico

Se considera el yacimiento en condiciones de bajosaturado en donde Unicamente existe

flujo de la fase aceite, en presencia de una saturacion inmévil de la fase agua.

6.1.1 Validacion

Considerando flujo tridimensional en coordenadas cartesianas y un pozo productor, la
validacion del simulador monofasico desarrollado se establecié mediante los resultados
obtenidos de la presion media estatica del yacimiento y de la produccion de aceite del
pozo, cotejados con los resultados del simulador Eclipse, como se observa en las Figs.
6.1y6.2.

Fig. Solucion del comportamiento de presidon media del yacimiento obtenida de

los simuladores Chamula y Eclipse.
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Fig. Solucion del comportamiento de la produccion de aceite, obtenida de los

simuladores Chamula y Eclipse.

Mas adelante en este capitulo, cobrara mayor relevancia mencionar el método
empleado para resolver el sistema lineal de ecuaciones en la validacién del simulador
Chamula. Se hace alusion al método GMRES, el cual se establece como base de

comparacion para la validacion del resto de los métodos empleados.

En las Tablas H.1 a la H.7 del Apéndice H, se muestran los datos correspondientes al
yacimiento, su fluido, pozo productor y de la malla de simulacion, para su verificacion

numeérica.

6.1.2 Resultados

Este trabajo muestra la validez y la eficiencia de solucion de las ecuaciones lineales por
medio de los métodos multimalla (MMA, MMACG y MMAGMRES), comparando los
resultados con uno de los métodos de Krylov llamado GMRES y el método directo

NSPIV. Con esta aseveracion los métodos multimalla pueden aplicarse para resolver un
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sistema de ecuaciones algebraicas lineales para flujo monofasico, multifasico o aceite
negro de simple porosidad. Por lo anterior, surge el cuestionamiento de llevarlo a doble
porosidad o triple porosidad. Como primer paso en este trabajo, el simulador
desarrollado contempla simple porosidad. En la Tabla 6.1, se muestran los diferentes

casos analizados.

Tabla 6.1. Casos analizados para flujo monofasico. Las Tablas H. a la H.19 del

Apéndice H, muestran los datos del yacimiento para cada caso.

Malla q,e Pozos Espesor Longitud Propiedades
Casos S|r)1(1u$C|zon pro(c;l\zcr:]‘:o)res (m) )((m\)( de la roca
I 10x10x03 , O cte. y K variable
Il 20x20x10 , ® y K cte.
1l 30x30x15 , O cte. y K variable
v X X , oy Kcte.
Vv x5 X , @ variable y K cte.
VI 56x56x24 , @ y K variable
Vi X X , ¢ yKcte.

Caso I.

Considera el mismo caso para la validacién de simulador desarrollado, un medio poroso
del yacimiento homogéneo y anisotrépico con un pozo productor y un mallado de
10x10x3, los resultados del comportamiento de produccién de aceite, presién de fondo
fluyendo del pozo y presion media estatica del yacimiento, se presentan de la Figs. 6.3
a la 6.5, en donde se puede observar literalmente la misma solucién para los cinco
diferentes métodos que comprenden el simulador Chamula. De esta forma se
comprueba la validacion de los métodos multimalla. Por otra parte, en la Fig. 6.6, se
muestra en la malla de simulacion, la dispersién de la presion al final del periodo de

simulacién, procedido de la produccion del pozo.
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Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-1, como resultado de la
solucion del sistema del sistema lineal, otorgada por los métodos NSPIV,
GMRES y multimalla.

Fig. Comportamiento de la presion de fondo fluyendo del Pozo-1, como
resultado de la solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos
NSPIV, GMRES y multimalla.
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Fig. Comportamiento de la presion media del yacimiento, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos NSPIV, GMRES y

multimalla.

Presion
[Ib/pg

Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo monofasico a los 4,000

dias. Dimensiéon de la malla de simulaciéon en X=10, Y=10, Z=03.
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Este caso demuestra que el tiempo de procesamiento para dar solucion a las
ecuaciones lineales, resultan ser mas eficientes el simulador Eclipse y el método
GMRES que los métodos NSPIV, MMA, MMACG y MMAGMRES, como se muestra en
la Fig.
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NSPIV GMRES MMA MMACG MMAGMRES ECLIPSE

Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 4,000 dias, utilizando una

malla de simulacién de 10x10x03.

Caso Il.

Considera un yacimiento homogéneo e isotrépico con cinco pozos productores y una
malla de 20x20x10, los resultados del comportamiento de produccion de aceite de los
pozos se presentan en la Figs. 6.8 y 6.9, en donde la primera figura se observa la
misma solucién del sistema lineal. Adicionalmente, en la Fig. 6.10, se muestra en la
malla de simulacion, el depresionamiento del yacimiento al final del periodo de

simulacién, como consecuencia de la produccién de los cinco pozos.
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Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-1, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos NSPIV, GMRES y

multimalla.

Fig. Comportamiento de la produccién de aceite de los cinco pozos
simultaneamente. Se observa, practicamente tienen el mismo resultado.

Valores de porosidad y permeabilidad constantes en todo el yacimiento.
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Presion
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Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo monofasico a los 5,480

dias. Dimension de la malla de simulacion en X=20, Y=20, Z=10.

Este caso demuestra la inversion de los tiempos de procesamiento para la solucién del
sistema lineal con respecto al caso anterior, en otras palabras, los tiempos de
procesamiento ahora resultan ser mas eficientes para los métodos MMA, MMACG y
MMAGMRES que el método GMRES, siendo mas lento el método NSPIV, como se

muestra en la Fig.
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Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos

de solucion del sistema lineal en un periodo de 5,480 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 20x20x10.
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Caso lll.

Considera un yacimiento compartamentalizado con dos pozos productores y una malla
de 30x30x15, los resultados, en la Fig. 6.12 se muestra la misma solucién para los
cuatro diferentes métodos iterativos establecidos en el simulador Chamula mediante la
produccion de aceite. En la Fig. 6.13 se muestra diferente comportamiento de
produccion de aceite de los pozos, esto se debe a que el area en donde esta ubicado el
Pozo-1 tiene valores de porosidad y permeabilidad mayores que el area donde esta

ubicado el Pozo-

Citando las referencias anteriores, el método directo NSPIV es ineficiente para
mallados robustos, en otras palabras, es demasiado lento, por tal razén, no se aplica en

este caso.

Fig. Comportamiento de produccién de aceite del Pozo-1, como resultado de la
solucién del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES vy

multimalla. Esto para dar validez a los métodos multimalla.
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Fig. Comportamiento de la produccion de aceite para los dos pozos. Se

observa que el Pozo- tiene mayor potencial de flujo que el Pozo-

Por otra parte, resulta interesante como en la Fig. 6.14 se muestra con total notoriedad
la variacion de la presion en este yacimiento compartamentalizado al final del periodo
de simulacion. En la zona donde esta ubicado el Pozo-1, existe un mayor
depresionamiento, derivado de tener mejores propiedades petrofisicas, razén por la

cual, tiene mayor potencial de flujo que el Pozo-
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Presion
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Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo monofasico a los 6,210

dias. Dimension de la malla de simulacion en X=30, Y=30, Z=15.

Este caso tiene un mayor numero de celdas y un periodo de simulacién mayor que el
anterior, el método GMRES crece gradualmente su tiempo de procesamiento al dar la
solucion del sistema lineal, hasta el final del periodo de simulacién respecto al caso
anterior, demostrandose que los métodos MMA, MMACG y MMAGMRES son los mas
eficientes, ya que obtienen tiempos de procesamiento menores, como se muestra en la

Fig.
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Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos

de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 30x30x15.
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Caso IV.

Considera el mismo yacimiento que el Caso Il, homogéneo e isotrépico, con la unica
diferencia de usar una malla mas fina de 40x40x20. Este caso surgi¢ con la idea de
tener los mismos resultados que el Caso Il. Inicialmente, se mostroé la misma solucion
de los cuatro diferentes métodos iterativos constituidos en el simulador Chamula, como
se puede ver en la Fig. 6.16, el comportamiento de produccion de aceite del Pozo-1.
Posteriormente, se observa que los resultados obtenidos del comportamiento de
produccion de aceite para los cinco pozos, son practicamente los mismos, como se
muestra en la Fig. 6.17. Adjuntamente, en la Fig. 6.18, se muestra en la malla de
simulacion, el depresionamiento del yacimiento al final del periodo de simulacién,
debido a la produccion de los cinco pozos y congruentemente se observa una mayor

caida de presién en la ubicacion y vecindad de los pozos.

Fig. Comportamiento de produccién de aceite del Pozo-1, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y

multimalla. Esto para dar validez a los métodos multimalla.
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Fig. Produccion de aceite de los cinco pozos simultaneamente. Se observa
que tienen el mismo comportamiento, y resulta notorio que el Pozo-3
ubicado en el centro es mas optimista, esto es debido a que no tiene

fronteras cercanas como el resto de los pozos.

Presion
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Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo monofasico a los 5,480

dias. Dimension de la malla de simulaciéon en X=40, Y=40, Z=20.
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En la Fig. 6.19 se observa una mayor distancia en el tiempo de procesamiento del
método GMRES para la solucion del sistema lineal respecto a los métodos MMA,
MMACG y GMRES. Este caso logra demostrar la magnitud de la eficiencia de

procesamiento de los métodos multimalla para un mallado de mayor robustez.
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GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 5,480 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 40x40x20.

Caso V.

Considera un medio poroso heterogéneo e isotrépico, con una falla practicamente
impermeable (k=0.5mD) que atraviesa todo el yacimiento, separandolo en dos bloques
con diferentes propiedades petrofisicas de uno con respecto del otro. Se situan cuatro
pozos productores y se contempla una malla de 50x50x22. De los resultados, como en
los casos anteriores, se comprueba la solucién de los cuatro diferentes métodos
iterativos comprendidos mediante el comportamiento de produccion de aceite del Pozo-
4, como se muestra en la Fig. 6.20. Continuando con los resultados obtenidos, en la
Fig. 6.21 se presenta el comportamiento de produccion de los pozos productores y
resulta interesante ver como los Pozos-1 y 4 presentan mayor potencial de flujo que los
Pozos- y 3 ubicados en el bloque occidental, por tener mejores propiedades

petrofisicas.
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Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-4, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y
multimalla. Para mayor practicidad en el tiempo de procesamiento del

método GMRES, se establecié un periodo de simulacion de 1,095 dias.

Fig. Comportamiento de produccion de aceite por pozo. La entrada de

produccion de un pozo con respecto del otro es de 150 dias.
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Adicionalmente, es imprescindible contar con una visibn mas profunda de lo que esta
pasando a lo largo del yacimiento, derivado de la produccion de los cuatro pozos, es por
eso la importancia de la Fig. 6.22, en donde se muestra el comportamiento de presion.
Se identifican dos bloques separados por una falla impermeable, en donde el bloque
occidental tiene un mayor depresionamiento que el bloque oriental, debido a que la roca

cuenta con una mayor capacidad de flujo a través de ella.
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Fig. Comportamiento de presiéon del yacimiento de flujo monofasico a los 6,210

dias. Dimension de la malla de simulacion en X=50, Y=50, Z=22.

Para los tiempos de procesamiento, resulta evidente notar la lentitud del método
GMRES, con base en los resultados de los casos anteriores. Por lo tanto, para obtener
su tiempo de procesamiento de una manera practica, dio origen a realizar una grafica
logaritmica del numero de celdas contra tiempo de procesamiento, donde se establece
una tendencia para los métodos GMRES y MMA, Fig. |.1 del Apéndice I. En la Fig. 6.23

se presentan los tiempos obtenidos.
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Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos

de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulacién de 50x50x22.

Caso VI.

Considera un yacimiento heterogéneo y anisotropico con cinco pozos productores y un
mallado de 56x56x24, los resultados del comportamiento de produccién de aceite de los
pozos se presentan en la Figs. 6.24 y 6.25. La primera figura comprueba la misma
solucion del sistema lineal para dar validez a los métodos multimalla. Adicionalmente,
en la Fig. 6.26 se muestra en la malla de simulacién el depresionamiento del yacimiento

al final del periodo de simulacion, procedido por la produccion de los cinco pozos.

Pagina de



Capitulo 6. Validacion y Aplicacion del Simulador

Fig. Comportamiento de produccién de Aceite del Pozo-1, como resultado de
la solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES
y multimalla. Para mayor practicidad en el tiempo de procesamiento del

método GMRES, se establecio un periodo de simulacién de 365 dias.

Fig. Comportamiento de produccion de aceite de los cinco pozos. La entrada

de produccién de un pozo con respecto del otro es de 150 dias.
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Presion
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Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo monofasico a los 5,480

dias. Dimensiéon de la malla de simulaciéon en X=56, Y=56, Z=24.

El numero de celdas que conforman la malla de simulacion de este caso tiene un 37%
mas que el anterior, siendo practicos y profundizando el tema respecto al célculo del
tiempo de procesamiento del método GMRES, se ajusté una ecuacién lineal de los

datos obtenidos de diferentes ejercicios. Para mayor detalle, ver Fig. 1.1 del Apéndice I.

En la Fig. se presentan los tiempos obtenidos.
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Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos

de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulacién de 56x56x24.
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Caso VII.

Considera un medio poroso homogéneo e isotropico, con dos bloques norte y sur,
establecidos por una falla de baja porosidad y permeabilidad ®= % y k=1.0mD) que
atraviesa todo el yacimiento, nueve pozos productores y una malla de 64x64x20. Los
resultados de la solucion del sistema lineal, como en los casos anteriores, se validan
mediante el comportamiento de produccion de aceite del Pozo-6, como se muestra en

la Fig.

Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-6, como resultado de
la solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES
y multimalla. Para mayor practicidad en el tiempo de procesamiento del

método GMRES, se establecié un periodo de simulacién de 370 dias.

Continuando con los resultados obtenidos, en la Fig. 6.29 se presenta el
comportamiento de produccion de cada uno de los pozos. Los Pozos-3, 4, 7y 8
ubicados en el bloque norte, presentan mayor potencial de flujo que los pozos restantes
ubicados en el bloque sur, esto se debe a que la permeabilidad del primer bloque es
mayor que la del segundo. Los Pozos-5 y 9 no alcanzan una produccién constante y

declina rapidamente de acuerdo al gasto exigido.
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Fig. Comportamiento de produccién de aceite de los nueve pozos. La entrada

de produccién de un par de pozos con respecto del otro es de 150 dias.

En la Fig. 6.30, se muestra el comportamiento de presion derivado de la produccion de
los nueve pozos contemplados durante el periodo de explotacion. Existen dos bloques
que los separa una falla casi impermeable, el bloque este con mejores propiedades
petrofisicas, los fluidos viajan mas rapidamente a través de la roca, motivo por el cual

se observa un mayor depresionamiento y es en donde se ubicaron los Pozos-3, 4, 7 y 8.
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Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo monofasico a los 5,480

dias. Dimension de la malla de simulacion en X=64, Y=64, Z=20.

Situados a la mitad en el desarrollo de este trabajo, se demuestra contundentemente la
jerarquizacion para mallado robusto, la aplicacidon de los métodos de solucién del
sistema de ecuaciones lineales del flujo monofasico en un medio poroso, contemplados

en el simulador Chamula, ver Fig.
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Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 64x64x20.

Pagina de



Capitulo 6. Validacion y Aplicacion del Simulador

6.2 Flujo Bifasico

La existencia del flujo bifasico en un yacimiento se presenta cuando dos fluidos
diferentes fluyen al mismo tiempo. La combinacion desarrollada en este trabajo es de
agua y aceite, en donde se considera un yacimiento bajosaturado con entrada de agua,

cuya presion se mantiene por arriba de la presion de saturacion.

6.2.1 Resultados

Se realizaron simulaciones por agotamiento natural e inyeccion de agua, considerando
en ambos, diferentes tamafios de mallado. En las Tablas del Apéndice H se muestran
los datos correspondientes al yacimiento, fluidos del mismo, pozos y de la malla de
simulacién en coordenadas cartesianas en tres dimensiones para su verificacion

numérica. En la Tabla 6.2, se muestran los casos analizados.

Tabla 6.2. Casos analizados para flujo bifasico. Las Tablas H. a la H.34 del

Apéndice H, muestran los datos del yacimiento para cada caso.

Mala de Pozos Espesor Longitud Propiedades Esquema de
Casos simulaciéon  productores (p ) X, Y depla roca Exq lotacion
XY, Z (nim.) (m) P
VI 8x 8x , ® yKcte. Agotamiento
natural
IX x3 x1 ® y K variable Agotamiento
natural
X 0x X ® y K variable Agotamiento
natural
X 70x50x16 ®yKvariable ~ Agotamiento
natural
X1 80x60x22 ® y K variable Agotamiento
natural
Agotamiento
Xl 15x15x06 ®yKcte. Natural/
Inyeccién de
agua
Agotamiento
XV 30x30x08 ®yKvariable ,_hawral
Inyeccién de
agua
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Caso VIII.

Considera cinco pozos productores de aceite en un yacimiento homogéneo e isotropico
con una malla de 18x18x08. Los resultados de la solucion del sistema lineal, se validan
mediante los comportamientos de la produccion de aceite del Pozo-3, su presion de
fondo fluyendo y de la saturacion de agua en una de las celdas de la malla de
simulacién, donde los métodos multimalla reproducen fielmente la misma solucion que

el método GMRES, como se muestran en las Figs. 6.32, 6.33 y 6.34.

Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-3, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y

multimalla.
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Fig. 6.33. Comportamiento de presién de fondo fluyendo del Pozo-

Fig. 6.34. Comportamiento de saturacién de agua en la celda 18x18x03.

Por otra parte, en la Fig. 6.35 se muestra el comportamiento de produccién de aceite de

los cinco pozos productores. Debido a sus propiedades constantes en todo el
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yacimiento, practicamente se tiene el mismo comportamiento, pero no exactamente

igual debido a que los pozos productores no estan ubicados simétricamente.

Fig. 6.35. Comportamiento de produccion de aceite por cada pozo.
Las Figs. 6.36 y 6.37, muestran en la malla de simulacion, el depresionamiento del

yacimiento y el comportamiento de la saturacion de agua al final del periodo de

simulacién, respectivamente, derivado de la produccion de los cinco pozos.
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Presion

[Ib/pg
Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo bifasico a los 5,113
dias. Dimension de la malla de simulacién en X=18, Y=18, Z=8.
Sw
[fracc]
Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a

los 5,113 dias. Dimension de la malla de simulacién en X=18, Y=18, Z=8.
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Para los tiempos de procesamiento los métodos multimalla representan

aproximadamente el 1% de tiempo con respecto al método GMRES, ver Fig.

50 o  660.251 148.436
]
k=
2 40 -
£
&=
P2
§§ 30 -
a.c
[
° E 20 4
o
Q
g
= 10 4

1.991 2.361 2.160
0 i . I .
NSPIV GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos

de solucion del sistema lineal en un periodo de 5,113 dias, utilizando una

malla de simulacion de 18x18x08.

Caso IX.

Considera un yacimiento heterogéneo y anisotrépico con cinco pozos productores de
aceite y una malla de 30x30x10. Los resultados de la solucion del sistema lineal se
validan mediante el comportamiento de la produccion de aceite del Pozo productor 5 y
el comportamiento de la saturacion de agua en una de las celdas, como se muestra en
las Figs. 6.39 y 6.40, respectivamente. En las Figs. 6.41 y 6.42 se presenta el
comportamiento de la produccion de aceite y la saturacién de agua para cada pozo,
respectivamente, cercanas al contacto agua aceite. De estas figuras se observan
diferentes potenciales de flujo para cada Pozo, derivado de que su porosidad y
permeabilidad son variables en todo el yacimiento. Consecutivamente se muestran en
las Figs. 6.43 y 6.44, el depresionamiento del yacimiento y la distribucién de saturacion

de agua al final de periodo de la simulacion por medio de la malla de simulacion.
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Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-5, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y

multimalla.

Fig. Comportamiento de saturacién de agua en la celda 30x30x03. Se observa
mayor irrupcién de agua que el caso anterior y es literalmente la misma

solucion para los cuatro diferentes métodos iterativos.
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Fig. Comportamiento de la produccion de aceite para cada pozo

simultaneamente.

Fig. Comportamiento de la saturacién de agua para cada pozo, cercanas al

contacto agua aceite.
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Presion
[Ib/pg

Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo bifasico a los 5,113

dias. Dimensiéon de la malla de simulacion en X=30, Y=30, Z=10.

Sw
[fracc]

Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a

los 5,113 dias. Dimensioén de la malla de simulacién en X=30, Y=30, Z=10.

El flujo bifasico resulta ser un proceso mas lento que el flujo en una sola fase, ya que

existen dos variables que fluyen a través del espacio y el tiempo. Para los tiempos de
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procesamiento los métodos multimalla representan menos del 1% de tiempo con

respecto al método GMRES, ver Fig.
150 - 13,263.426

120 -

©
o
[

(o2}
o
[

36.014 37.082 38.150

Tiempo de procesamiento
[minutos]

30

GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 30x30x10.

Caso X.

Considera la misma ideologia del Caso V, en donde se trata de un medio poroso
heterogéneo e isotrépico, con dos bloques establecidos por una falla practicamente
impermeable (k=0.5mD) que atraviesa todo el yacimiento, una malla de 50x50x22, s6lo
que este considera seis pozos productores y un area mayor. Los resultados de la
solucion del sistema lineal, se validan mediante el comportamiento de la produccion de
aceite del Pozo-2, como se muestra en la Fig. 6.46. En las Figs. 6.47 y 6.48 se
presentan, el comportamiento de la produccién de aceite y la saturacion de agua para
cada pozo, respectivamente, cercanas al contacto agua aceite. De estas figuras se
observan mayor potencial de flujo e irrupcién de agua para el conjunto de pozos
ubicados en el bloque occidental, por tener mayor porosidad y permeabilidad que el
bloque oriental. Consecutivamente se muestran en las Figs. 6.49 y 6.50, el
depresionamiento del yacimiento y la distribucion de saturacion de agua al final de

periodo de la simulacion por medio de la malla de simulacion.
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Produccion de aceite del Pozo-2, como resultado de la soluciéon del
sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y multimalla.
Para mayor practicidad en el tiempo de procesamiento del método

GMRES, se establecié un periodo de simulacion de 365 dias.

Comportamiento de produccion de aceite por pozo, considerando la

entrada a produccién de uno con respecto al otro de 150 dias.
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Fig. Comportamiento de saturacién de agua por pozo, cercanas al contacto

agua aceite del yacimiento.

Presion
[Ib/pg

=

Blodue orienta!

plogue Occ’\c\enta\

Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo bifasico a los 6,210
dias. Dimension de la malla de simulacién en X=50, Y=50, Z=22.
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Sw
[fracc]

Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a

los 6,210 dias. Dimension de la malla de simulacién en X=50, Y=50, Z=22.

De acuerdo a los hechos citados anteriormente, la eficiencia en el tiempo de
procesamiento del método GMRES, se ve afectado proporcionalmente al numero de
celdas, en otras palabras, el método GMRES es considerablemente lento para mallado
robusto en comparacion con los métodos multimalla. Buscando una solucién practica, al
igual que flujo monofasico, se encontré6 una tendencia graficando en doble escala
logaritmica, el numero de celdas contra tiempo de procesamiento para los métodos
GMRES y MMA. De esta forma, de la Fig. .2, Apéndice |, se determiné el tiempo de
procesamiento para el método GMRES mediante una extrapolacion. Los resultados se

muestran en la Fig.
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1000 - 3,014,479.906

300 A 228.728 233.303 235.590

Tiempo de procesamiento
[minutos]

GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulacion de 50x50x22.

Caso XI.

Considera un yacimiento heterogéneo y anisotropico, una malla de 70x50x16, y nueve
pozos productores cercanos al contacto agua aceite. Los resultados de la solucion del
sistema lineal se validan mediante el comportamiento de produccion de agua del Pozo-
4, como se muestra en la Fig. 6.52. En las Figs. 6.53 y 6.54 se muestran los
comportamientos de la produccion de aceite y de la saturacion de agua,
respectivamente, para cada pozo cercano al contacto agua aceite. De estas figuras se
observan diferentes potenciales de flujo para cada Pozo, derivados de que su porosidad
y permeabilidad son variables en todo el yacimiento. Consecutivamente se muestran
en las Figs. 6.43 y 6.44, el depresionamiento del yacimiento y la distribucion de
saturacién de agua al final de periodo de la simulacion por medio de la malla de

simulacion.
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Fig. Comportamiento de produccion de agua del Pozo-4, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y

multimalla.

Fig. Comportamiento de produccién de aceite por pozo, considerando la

entrada a produccidn de uno con respecto al otro de 150 dias.
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Fig. Comportamiento de produccién de agua por pozo.

Presion
[Ib/pg
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Fig. Comportamiento de presién del yacimiento de flujo bifasico a los 6,570

dias. Dimension de la malla de simulacion en X=70, Y=50, Z=16.
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Sw
[fracc]

Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a

los 6,570 dias. Dimension de la malla de simulacién en X=70, Y=50, Z=16.
El tiempo de procesamiento para el método GMRES se determind mediante la Fig. 1.2,
del Apéndice |. En la Fig. 6.57 se observa una relacién de los tiempos de procesamiento

de los métodos multimalla con respecto al GMRES verdaderamente notable.

1000 - 3,181,782.212

Tiempo de procesamiento
[minutos]

200 A 110.169 112.372 114.620

GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 70x50x16.
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Caso XII.

Considera un yacimiento heterogéneo y anisotropico, una malla de 80x60x22, y 11
pozos productores cercanos al contacto agua aceite. Los resultados de la solucion del
sistema lineal, se validan mediante el comportamiento de produccion de agua del Pozo-
8, como se muestra en la Fig. 6.58. En las Figs. 6.59 y 6.60, se muestran los
comportamientos de la produccion de aceite y de la saturacion de agua
respectivamente, para cada Pozo, lejos del contacto agua aceite. De estas figuras se
observan diferentes potenciales de flujo para cada Pozo, derivado de que su porosidad
y permeabilidad son variables en todo el yacimiento. Las Figs. 6.61 y 6.62, muestran el
depresionamiento del yacimiento y la distribucion de saturacion de agua al final de

periodo de la simulacion por medio de la malla de simulacién.

Fig. Comportamiento de produccion de aceite del Pozo-8, como resultado de la
solucion del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y

multimalla.
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Comportamiento de produccion de aceite de los once pozos, considerando

la entrada a produccion de uno con respecto al otro de 150 dias.

Comportamiento de saturacion de agua de cada pozo productor.
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Presion

[lb/pg
Fig. Comportamiento de presién del yacimiento de flujo bifasico a los 7,300
dias. Dimension de la malla de simulacion en X=80, Y=60, Z=22.
Sw
[fracc]
Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a

los 7,300 dias. Dimension de la malla de simulacién en X=80, Y=60, Z=22.

En la Figs. 6.63, se muestran los tiempos de procesamiento para los métodos

multimalla y GMRES, para este ultimo6 se determiné mediante la Fig. |.2, del Apéndice I.
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Este caso en donde se tienen 105,600 celdas, la relacion de los tiempos de
procesamiento entre los métodos mencionados anteriormente es verdaderamente

abismal.

1000 4 21,304,238.066

206.915 211.053 215.274

Tiempo de procesamiento
[minutos]

GMRES MMA MMACG MMAGMRES

Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 6,210 dias, utilizando una

malla de simulaciéon de 80x60x22.

Caso XIII.

Considera un yacimiento de medio poroso homogéneo e isotrépico y una malla de
15x15x06, se plantean dos estrategias de explotacion, una por agotamiento natural
mediante un pozo productor y la segunda por un proceso de recuperacion secundaria,
inyectando agua por medio de un pozo inyector y otro productor de aceite. Los
resultados de la solucion del sistema lineal, se validan mediante el comportamiento de
la presion media del yacimiento para las dos estrategias, como se muestra en las Figs.
6.64 y 6.65. En las Figs. 6.66 a 6.68, se muestran los comportamientos de la
produccion de aceite, presion media del yacimiento y de la saturacion de agua del pozo
productor, respectivamente, para ambas estrategias, resultando bastante evidente los
beneficios otorgados del proceso de inyeccién de agua. De la misma forma, en las
Figs. 6.69 y 6.70 se muestran los comportamientos de presion en la malla de simulacion

y en las Figs. 6.71 y 6.72 los comportamientos de la saturacion de agua del yacimiento.
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Fig. Comportamiento de la presion media del yacimiento, por agotamiento
natural, como resultado de la solucion del sistema lineal, otorgada por los

métodos iterativos GMRES y multimalla.

Fig. Comportamiento de la presion media del yacimiento, por medio del
proceso de inyeccion de agua, como resultado de la solucidn del sistema
lineal, otorgada por los métodos iterativos GMRES y multimalla.
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Fig. Comportamiento de produccion de aceite del pozo productor, por
agotamiento natural y por medio de un proceso de recuperacion

secundaria, inyeccion de agua.

Fig. Comportamiento de la presion media del yacimiento, por agotamiento
natural y por medio de un proceso de recuperacidén secundaria, inyeccion

de agua.
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Fig. Comportamiento de saturacion de agua del pozo productor, por
agotamiento natural y por medio de un proceso de recuperacion

secundaria, inyeccion de agua.

Presion
[Ib/pg

Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo bifasico a los 4,380
dias. Dimension de la malla de simulacion en X=15, Y=15, Z=06.

Agotamiento natural.
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Presion
[Ib/pg

Fig. Comportamiento de presién del yacimiento de flujo bifasico a los 4,380
dias, sometido a un proceso de inyeccion de agua, mediante un pozo

inyector. Dimension de la malla de simulacion en X=15, Y=15, Z=06.

Sw
[fracc]

Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a
los 4,380 dias. Dimension de la malla de simulacién en X=15, Y=15, Z=06.

Agotamiento natural.
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Sw
[fracc]

Fig. Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a
los 4,380 dias, sometido a un proceso de inyeccion de agua, mediante un

pozo inyector. Dimension de la malla de simulacion en X=15, Y=15, Z=06.

Los métodos multimalla presentan mayor eficiencia en el tiempo de procesamiento, en
una relacion con respecto a GMRES de 18% para agotamiento natural y 32 % para el

proceso de inyeccion de gas, ver Figs. 6.73 y 6.74, respectivamente.

7.291

1.033 1.553 1.255

Tiempo de procesamiento
[minutos]
O =~ N W H»h 0O O N 0 © O
Il 1 1 1 1 1 1 1 1 J

GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 4,380 dias, utilizando una

malla de simulacién de 15x15x06. Agotamiento natural.
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14 4 12.667

Tiempo de procesamiento
[minutos]

8 -
6 1 4.578
N 3513 4.188
2 -
0 -
GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos

de solucion del sistema lineal en un periodo de 4,380 dias, utilizando una

malla de simulacion de 15x15x06. Inyeccion de agua.

Caso XIV.

Considera un yacimiento de medio poroso homogéneo e isotrépico y una malla de
30x30x08, se plantean dos estrategias de explotaciéon, una por agotamiento natural
mediante cuatro pozos productores y la segunda por un proceso de recuperacion
secundaria inyectando agua por medio de dos pozos inyectores. Los resultados de la
solucion del sistema lineal, se validan por agotamiento natural el comportamiento de
saturacién de agua del Pozo productor 2, y por el proceso de inyeccién de agua el
comportamiento de saturacion de agua del Pozo inyector 1, como se muestra en las
Figs. 6.75y 6.76.

En las Figs. 6.77 a 6.80 se muestra el comportamiento de la produccién de aceite,
presidn media del yacimiento, saturacién de agua de los pozos productores y saturacién
de agua del pozo productor para ambas estrategias, de igual forma que el caso anterior
se evidencia los beneficios otorgados del proceso de inyeccion de agua. De la misma
forma, en las Figs. 6.81 y 6.82 se muestran los comportamientos de presion en la malla
de simulacion y en las Figs. 6.83 y 6.84 los comportamientos de saturacion de agua del

yacimiento.
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Fig. Comportamiento de saturacién de agua del pozo productor 2, por
agotamiento natural, del resultado de la solucion del sistema lineal,

otorgada por los métodos iterativos GMRES y multimalla.

Fig. Comportamiento de saturacién de agua del pozo inyector 1, del resultado
de la solucidn del sistema lineal, otorgada por los métodos iterativos
GMRES y multimalla.

Pagina de



Capitulo 6. Validacion y Aplicacion del Simulador

Fig. Comportamiento de produccion de aceite de cada uno de los pozos
productores, por agotamiento natural y por medio de un proceso de

recuperacion secundaria, inyeccion de agua.

Fig. Comportamiento de la presion media del yacimiento, por agotamiento
natural y por medio de un proceso de recuperacidén secundaria, inyeccion

de agua.
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Fig. Comportamiento de saturacion de agua de cada uno de los pozos,
cercanas al contacto agua aceite, por agotamiento natural y por medio de

un proceso de recuperacion secundaria, inyeccion de agua.

Fig. Comportamiento de saturacion de agua de los pozos inyectores 1y 2.
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Presion
[Ib/pg

Fig. Comportamiento de presién del yacimiento de flujo bifasico a los 3,500
dias. Dimension de la malla de simulacion en X=30, Y=30, Z=08.

Agotamiento natural.

Presion
[Ib/pg

Fig. Comportamiento de presion del yacimiento de flujo bifasico a los 3,500
dias, sometido a un proceso de inyeccion de agua, mediante dos pozos

inyectores. Dimension de la malla de simulacién en X=30, Y=30, Z=08.
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Sw
[fracc]

Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a
los 3,500 dias. Dimension de la malla de simulacion en X=30, Y=30, Z=08.

Agotamiento natural.

Sw
[fracc]

Comportamiento de saturacion de agua del yacimiento de flujo bifasico a
los 3,500 dias, sometido a un proceso de inyeccion de agua, mediante dos
pozos inyectores. Dimension de la malla de simulacion en X=30, Y=30,
Z=08.
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Llegado el final de este trabajo, queda claramente demostrado la eficiencia de
aplicaciéon de los métodos multimalla para mallado robusto. En las Figs. y 6.86 se
presentan los tiempos de procesamiento por agotamiento natural y por proceso de

inyeccion de agua.

500 - 2,744131

400 -
300 -

200 -

Tiempo de procesamiento
[minutos]

100 -
7.045 9.202 8.178

GMRES MMA MMACG MMAGMRES
Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 3,500 dias, utilizando una

malla de simulacién de 30x30x08. Agotamiento natural.

500
400
300

200

Tiempo de procesamiento
[minutos]

100

GMRES MMA MMACG MMAGMRES

Fig. Resultados del tiempo de procesamiento, para cada uno de los métodos
de solucion del sistema lineal en un periodo de 3,500 dias, utilizando una

malla de simulacién de 30x30x08. Inyeccion de agua.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

71 Contribucion

Se desarrollé6 un simulador numérico de yacimientos para flujo monofasico y bifasico
tridimensional, con formulacién Tl e IMPES, para la linealizaciéon del sistema de
ecuaciones diferenciales parciales de aceite y agua, con el objetivo de obtener
respuestas rapidas y confiables mediante la aplicacién de los métodos multimalla para

la solucion del sistema de ecuaciones lineales algebraicas.

7.2 Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo se demuestra que los métodos multimalla pueden
aplicarse satisfactoriamente en la simulacion numérica de yacimientos considerando
medios homogéneos e isotropicos, asi como para yacimientos heterogéneos y
anisotropicos en una fase y en dos fases; para este ultimo ademas de considerar el
esquema de explotacidon por agotamiento natural, se consideré la estrategia de

recuperacion secundaria, mediante la inyeccion de agua.

Para sistemas pequefios, los tiempos de procesamiento del simulador desarrollado con
el método de residuo minimo generalizado (GMRES), tiene un desempefio con mayor
eficiencia que los métodos multimalla (MMA, MMACG y MMAGMRES).

A medida que el sistema se torna mas grande, los tiempos de procesamiento del
simulador desarrollado, se demuestra que los métodos multimalla (MMA, MMACG vy
MMAGMRES) se desempefnan considerablemente con mayor eficiencia que el método

de residuo minimo generalizado (GMRES).

Pagina de



Capitulo 7. Conclusiones y Recomendaciones

Se determinaron cuatro pendientes verdaderamente relevantes. Dos para flujo
monofasico y dos para flujo bifasico, mediante una grafica logaritmica utilizando los
tiempos de procesamiento obtenidos de los métodos residuo minimo generalizado

(GMRES) y multimalla algebraico (MMA) contra el numero de celdas.

Se comprueba en el simulador desarrollado, que el método directo eliminacién
gaussiana de matrices dispersas con pivoteo parcial (NSPIV), funciona adecuadamente

para casos en los que la dimensién del sistema es pequeno (numero de celdas < 4

7.3 Recomendaciones

Se recomienda adaptar los métodos multimalla a la formulaciéon Tl para que se aplique

a modelos de doble porosidad y triple porosidad en yacimientos de aceite negro y

composicional.

Se recomienda programar y aplicar los métodos multimalla en paralelo para que los

tiempos de procesamiento tengan todavia una mayor eficiencia.

Se recomienda analizar MMA como pre-condicionador de CG y GMRES para demostrar

si es que se pueden optimizar los tiempos de procesamiento.
Con el objetivo de tener mejores tiempos y poder competir con los simuladores

comerciales como Eclipse, se recomienda optimizar el algoritmo GMRES, derivado de

los resultados obtenidos en dominios robustos.
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APENDICE A

Obtencion de las Ecuaciones Fundamentales para Flujo

Bifasico, en Sistema de Coordenadas Cartesianas
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Obtencion de las Ecuaciones para Flujo Bifasico, en Sistema de Coordenadas

Cartesianas

Para obtener las ecuaciones fundamentales que describen el flujo bifasico, se

consideran dos fases saturando el medio poroso: aceite y agua.

Por lo tanto, partiendo de la conservacion de la masa, la cual, establece lo siguiente:
[masa que entra] — [masa que sale] = [acumulacion] . (A.1)
Tomando en cuenta una geometria de flujo en coordenadas cartesianas y

seleccionando un volumen elemental de flujo representativo del medio poroso, se tiene

lo siguiente:

X

(poUo,z + Pulu,; )Z

(poUo,y + pwuw,y )y+Ay

(£oUo + Pl ), (P0V0x + Puluix ) s

[—

y+Ay
y Z+Az
X 1 X+ AX
U, + PuUy
(pouo,z +pWUW,Z)Z+AZ o 'D 'y)y
Fig. A.1. Volumen elemental para la derivacion de la ecuacién de continuidad en

tres dimensiones.
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La masa que entra es:
[ayAz(p,0,, + putnes ). ]+ Iaxaz(pyo,, + pWUWVy)y] + [>ay(p,0,, + P, ), ) (A2)
La masa que sale es:

[8y82(0,0,, + P ), 0 [+ 5020y, + 00, ), |+ [0 (0,0, 4 p00), ) (AD)
La masa en el volumen elemental o de control es:

prSV, . (A4)

Luego, entonces el cambio de masa del término acumulacién con respecto al tiempo

esta dada por:

{[¢(poso +pwsw)]t+At _At[¢(poso +,OWSW)],(} Vr . (A5)

Acoplando las expresiones (A.2), (A.3) y (A.5) en expresion (A.1), se tiene:

[AyAZ(poUo,x + pWUW,X )x] + [AyAZ(pOUO,x + pWUW,X )X+Ax] +

[AXAZ(pOUO]y + pwa,y)y] + ¢ - [AXAZ(poUO‘y + Pulyy )yﬂy] + ¢ =

[AXAy(poUo,z + IOWUW,Z )z ] [AXAy(pOUO,Z + pwuw,z )Z+Az ]

{[8(poS0 + PuSw)Ln . t[¢(poSo Sk} Ve | A6)

Considerando que se puede producir o inyectar masa del volumen de control o volumen

elemental por unidad de tiempo, se tiene:
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[AyAZ(povo,x +pwvw,x)x] + [AyAZ(povo,x +vaW,X)X+AX +

)
[AXAZ(poUo,y +pWUW,y)y] + - [AXAZ('DOUOJ +pWUW’y)y+Ay] + -

[AXAy(,OOUO‘Z + 0Oy )Z ] [AXAy(pOUO,Z * Puby,; )z+Az ]
AXAYAz (q0 + q;)P + AXAyAz (qo + q:v)u =

{[¢(poso +pwsw)]t+At _At[¢(poso +pwsw)]t} Vr (A?)

Donde el signo (-) significa que se le esta extrayendo masa al sistema y el signo (+)
significa que se le esta adicionando masa al sistema. Por otra parte el gasto masico por

unidad de volumen de roca, esta definido por:

q=% (A.8)

Entonces acoplando expresiéon (A.8) en expresion (A.7) y dividiendo entre AxAyAz, se

obtiene lo siguiente:

(Lo + Puliux ), +_ (P + Pl )y +_
AX AX
(poUo,y + Pwa,y )y | - (poUo,y + ,Dwa,y )y+Ay 4| -
Ay Ay
(pouo,z + pWUW,Z )z (pouo,z + pWUw,z )Z+AZ
i AZ 1 L AZ |
quO+IOWqW _+_ p0q0+quW —
V, o V, |
{[¢(p080 +pWSW)]t+AI B [¢(poso +prW)]t} . (Ag)

At

Reacomodando términos de la expresién (A.9), queda:
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_(pouo,x +pwa,x)X - (poUo,x F Pulux )x+Ax +_
AX
(pouo,y +IOWUW,y)y - (pouo,y +pWUW,y)y+Ay L=
Ay
(povo,z +pwa,z )z - (pouo,z +pwuw,z )z+Az
- AZ -
Pl T Pulu + Polo T LAy —
Vi ), v, )
{ [¢(poso + pwsw)]t+AtA_t [¢(poso + pwsw)]t} . (A10)

Cambiando signos se tiene:

(poUo,x + Pulux )X+AX - (poUo,x + PuOu x )X
AX

(P + Pubiay ),y = (Peay + Py ),
Ay

(,OOUO’Z + Pyl )Z+AZ - (PoUo,z + POy, )Z
Az

p0q0+quW + p0q0+quW —
v , v |

r r

{[4(p.5. +pwsw)]t+mA—t [¢(pS. + P SIL (A11)

Tomando limites cuando Ax,Ay,Az y At —>0, se llega a la ecuacion de continuidad

para flujo bifasico, para la fase aceite queda de la forma siguiente:

—;X(povo,x)— aay(povo,y)— ;(pouo,z )—Lq{’/p"Jp + {q{’/’%JI - g(mso); (A12)

r r

Y para el agua queda de la siguiente forma:
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_g(pwuw,X) N Q(pwuw,y) B oz

OX oy

0 (pwvw,z)—qupWJP N [quWJI _ ;(stw)_

V

r

V

r

(A.13)

La ley de Darcy para flujo bifasico relaciona la velocidad y el potencial. Entonces para

este sistema de coordenadas queda como sigue:

Para la direccion en X,

Uox =~ kkro [apoJ’
’ My \ OX

Oy, x =~ kkrw (apwj .
| My \ OX

Para la direccionen Y,

kkl’OLapOJ
Ooy == =< |
u, \ oy

kkrw LapWJ
Uy y=— — .
Hy \ Oy

Para la direccién en Z,

Kk., (0P, oD
U, == ~ Yo |
M, \ oz oz

KK_, (apw D J

M, \ Oz _ng
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Sustituyendo las expresiones de la (A.14) a la (A.19), en las ecuaciones (A.12) y (A.13)
se obtienen las siguientes ecuaciones:

Aceite,
d kk., (6p, 0 kK [ 0P,
_ax{ {_ 4y (aij }_ W{p{_ #y (WJJ
@ R () G e
Agua

0
J 2 (#PuS)- (A.21)

Finalmente aplicando la regla de multiplicacién de los signos se obtiene la ecuacion de
flujo bifasico, estas son:

Para la fase aceite,

0 kK., (Gpoj 0 kK., ( 0P,
| P, o} + P ¢} +
OX Mo \ OX oy My \ Oy

3 kk . ( op oD 9,2 do P, 0
ro| OPo _ S o T P (B - I . S ): A.22
GZLPO M, (62 Yo 6ZJJ LV JP LV | 6t(¢p° 0) ( )

r r
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Para la fase agua,

|22 23]
Yoa,, X oy| " m, \ oy

[2)4
0 kk . ( op oD 0,0 oo 0

w | OPw | wBw o P Y S. ). A.23
éz{pw ,uwtaz Y 6ZJJ L V o V | 6t(¢pw W) ( )

r r

Utilizando notacion vectorial se pueden escribir las ecuaciones (A.22) y (A.23) de forma

compacta, por lo tanto queda:

Aceite,
kk 00 0,0 0 :
V. o (Vp —y VD) | — | i oo | = Z (4pS.): A.24
Lpo 0 (VP, =7, )J LVr JP + LVr J. at(cfhoo o) (A.24)
Agua,
v.| o, Ko (vp —yovp)|- (W) (W) Oy, g (A.25)
w y w w Vr ; Vr I 6t wSw
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Aproximacion de las Ecuaciones de Flujo mediante el Método de Diferencias

Finitas

El conjunto de ecuaciones no lineales que representan el comportamiento de flujo
bifasico resulta sumamente complejo para ser resueltas analiticamente, por ende, se

utilizan métodos numeéricos para su solucion.

Las soluciones numéricas funcionan en un dominio discreto en lugar de un dominio
continuo, como lo hacen las soluciones analiticas. Esta discretizacion se hace

mediante el método de diferencias finitas.

Estas ecuaciones no lineales dependen de dos variables que son espacio y tiempo. Por
lo tanto, la discretizacion en el espacio se hace mediante diferencias finitas centrales y
la discretizacion en el tiempo se hace por diferencias finitas regresivas, esto por

presentar mayor estabilidad numérica (Ertekin et. al., ).

Realizando la aproximando de la ecuacién de flujo bifasico, mediante diferencias finitas,

se tiene lo siguiente:

Fase aceite,
— n+1 n+l
g kkro (apo j + i kkro apO +
XL Bouo\ Ox) | oy Bou\ 0y ) |
— n+1l n+1
0 kK., (op, oD 0 S,
- [ P v, ] S ; (B.1)
oz| Byu,\ oz oz ) |, ot\ B, ik
Haciendo,
kk
A= —") (B.2)
B, 1,
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Y sustituyendo la expresion (B.2) en ecuacion (B.1), se tiene:

L4243
oX | ox ) |, oy oy ) |

3 apo aD n+1 3 ¢SO n+1
—| Ao| 57 o = o
0z 0z oz ot B, ). .

k

Considerando la direccion Z que tiene el efecto gravitacional, se tiene:

of . (ap, oD\|" oul
A~ ﬂ‘o — Vo ~— = .
0z oz 0z OX

k

Empleando diferencias centrales para la fase aceite:

n+1 _U n+l
1

n+l 1
an,k _ o,kJrE o,k—E

0z. AZ.

Desarrollando cada término se tiene:

n+1

U™, = ()" Pojss = Pox y D,,—D,
1 = M) o 1|
0.k+= k+= AZ ok+= Az
2 2 k+l 2 k+£
2 2
n+1
U™, = ()" Pox = Poxs y D,-D,,
1= 0 1 .. 1 y
k-3 k=3 Azk_E ok— Azk_E
2
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AZ

k-t
2

A n+1 n+1
U i 1 = (oj (po,kﬂ - po,k - (yoAD)k+;) ’

1

/1 n+l n+1
U i 1 = [OJ (po,k - po,k—l - (70AD)k—;) ;
2

l n+1 n+l
= [Oj [po,k = Poya ~ VoL (Dk - Dkl)j ,
T2

(B.9)

(B.10)

(B.11)

Acoplando las expresiones (B.10) y (B.11) en la ecuacion (B.5), se obtiene:

Para la direccién Z,

) n+1 n+1
(oj 1 ( Pokir = Pox — (yoAD)luéj -

ousd 1 ks
azk B E 2{ n+l n+1
o - — (y,AD
( Az jkl ( po,k po,k—l (}/0 )k—;)
2

Para la direcciéon Y,

ﬂ,o n+1 B n+l_
%_i [Ayl+;( po,j+1 po,j ) |
ayj - ij /10 -+l el ,
(A)/ll( Po.j — Po,ja )

Para la direccion X,

(B.12)

(B.13)
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( /10 jnﬂ ( n+1
- po i+l po i ) -
n+l AX il ’ '
ag“ N . (B.14)
X; AX; Ay -
[ij . ( Poi = Poiia )

Empleando diferencias finitas regresivas en el tiempo para el término de acumulacion,

se tiene:

8(¢So] _1{[%0} _[«iﬁso” ; (B.15)
al s, ), atl B B, ) |

Sustituyendo las ecuaciones (B.12) a la (B.15) en la ecuacion (B.1), e incluyendo un

término de produccion, resulta:

/10 n+l -
(ij 1 ( po,i+1 - po,i ) -
L[ .
AXi ﬂ, n+l N
(A;(j L ( po,i - po,i—l ) '
L "2 i
n+1
ﬁvo j ( n-+1
N po,j+1 - po,j ) -
[\ iy N
ij ﬂ« jml n+1
- ( po,j - po,j—l )
¥ _
/10 n+l n+l
AZJ 1 (po,kﬂ - po,k - (yoAD)k+;j -
R )
Azk 2 n+1 n+1
Az}k_l(po,k - po,kfl - (yoAD)k—;)
L 2 i
n+l n+l n
d, _ i ¢So _ ¢So . (B 16)
BV, ... At[lB, B, ’ '
ik ijk
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Multiplicando la ecuacion (B.16) por el volumen de roca para las direcciones (X,Y,Z)

definidas como sigue:

V,; =AAx ; Donde A=AyAz , (B.17)
V, ;=AAy; ; Donde A=AxAz , (B.18)
V., =AAz, ; Donde A=AxAy ; (B.19)
Se tiene:
ﬂo n+1 N
( XJ 1( po,i+1_ po,i ) -
AAX; s
AX /1 n+l +
(A;(j l( p0| p0|—1 )”+1
L 2 i
n+l
A, "
(Ay] 1( Po J+1_po,j ) =
Aij I3 "
ij (/1 erl ( "
2 po,j - po,j—l )
SEE |
/1 n+l n+l
[ ;j 1(po,kﬂ_ po,k (70AD)k+;j -
AAz, k+3 B
Azk ﬂ, n+l n+l
[ ;j . (po,k — Poxa (j/oAD)k—;j
i “2 i
n+1 n+l n
AV
Vi % Ve [958 )95, ; (B.20)
BV, ), At LB, B,
i Jk ik

Reduciendo términos en la expresion (B.20) para la fase aceite, resulta:
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n+l

o _ . n+l_
AX i+1( po,i+1 pO,I )
s :
0 _ . n-+1
AX i_l( po,i po,l—l )
L 2 _
ﬁ, A n+1
0 _ _ n+l_
Ay j+1( po,j+l po,] )
Ay +
(o] _ ) n-+1
Ay jl( po,j pO,]—l )
L 2 i
/10A n+l n+1
( Az j“l ( po,k+1 - po,k - (70AD)k+;) -
2
1A n+1 n+l
0 - - AD
[ AZ ]k_l (po,k po,kfl (7/0 )k—;j
L 2 i
n+1l n+l n
V. ..
qio _ _nijk ¢So _ ¢So : (821)
B, o At B, B, | |

i,k

Introduciendo el concepto de transmisibilidad para los términos de flujo de la fase

aceite, la cual se describen a continuacion:

Direccion en X,

T - AA_ YTk Ko _ ol Ko ). (B.22)
AX AX B, u, B, 4,

Direccidon en Y,

T - AA _MAZK ko _ ol K ). (B.23)
Ay Ay Bo M, Bo Hy
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Direccion en Z,

T A AXAYK Ko _FGL ka

o : (B.24)
Az Az B, y, B, 4,

Introduciendo las ecuaciones de la (B.22) a la (B.24) en la ecuacion (B.21), resulta:

>
A

n+1

_|

(=]

po i+1 po i )

_|

(=]

p0| p0| -1 )n+1

)n+l
)n+l

po k+1 po kK AD)

T =l
= N\»—‘"‘.—'\ N\H

i)
o
:
5
-o
O

o

o
o
U
o
iR

(=]

=
\_/\_S\_/\_/

_|

>
N\»—\" l\)\l—‘

/ ~~ / ~ —_— —_ e N -~ ™~
=]
b

_

n+l

n+l

pok pok 1 AD)k—E

qoj _Vrujku¢so] _(¢Soj : (B.25)
B, Pi ik At B, B

Jiyjk
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n+1
(Tw)n+ll (pw,kﬂ - pw,k - (7WAD)k+;) -

k+=
2

2
n+1 n+l n
AV
e | _Veuik|[#Se ) _[4S. ; (B.26)
B, Jo. At B,, B,
dik ik

Donde la transmisibilidad en los términos de flujo de la fase agua estan dadas por:

Direccion en X,

T - AA _ YA K ol K ; (B.27)
AX AX BW Hy Bw Huy

Direccidon en Y,

T - AA _AxAzk K, FG K ; (B.28)
Ay Ay B, u, B, 44,

Direccion en Z,

T - AA YK Ky el K| (B.29)
Az Az B, u, B, 14,

Las ecuaciones (B.25) y (B.26) se pueden expresar de una forma compacta, empleando

notacion vectorial o de divergencia, como se muestra a continuacion:
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Aceite,
q n+l V ¢S n+l ¢S n
e L M 7 }J ; 530
B, bk At B, B, »
Agua,
q n+l V ¢S n+l ¢S n
AT, (Ap, - 7,AD) | - (WJ = Lk M Wj —[ Wj J . (B.31)
B., bk At B, B, .
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Método de Newton-Raphson

Considérese un sistema F de ecuaciones algebraicas no lineales con n incégnitas

X, %,,..., X, , €scrito en forma residual, esto es:

F(X)=F (X)X, Xy, X, ) =0, (C
Donde i=123,..,n.

Se desea encontrar un vector X que sea solucion del sistema (C.1). El método de
Newton-Raphson resuelve las incognitas en forma iterativa. El proceso iterativo se
fundamenta en el desarrollo del sistema F, en series de Taylor alrededor del vector
X" (valor propuesto inicialmente).

El problema consiste en resolver el siguiente sistema de ecuaciones no-lineales:

Fl(Xl’Xz, . ,Xn):()
0

Fz(xl,xz, . ,xn):

.Fn(xl,xz, o ,xn)zo; (C.2)

O en forma compacta:
F(X)=0. (C

La serie de Taylor es la siguiente:
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plx-+8%) = p()+ 1 p(x)+

(ax) (ax)’

3

p(x)+ () -+ + (&) p"(x) - (C.4)

Desarrollando y truncando hasta el primer término cada una de las ecuaciones del

sistema C se tiene lo siguiente:

j=

oF oF, oF
Fl(x1+Ax1,x2+Ax2, ,xn+Axn)=F1(x1,x2, ’Xn)+AX18_Xi+AX2§21+, ,Axna—X: +...
j=
B oF, oF, oF,
Fz(x1+Ax1,x2+Ax2, ,xn+Axn)—F2(x1,x2, ,xn)+Ax1a+sza—X2+, ,Axngnt..
i=n,
oF, oF, oF,
FAX AAX, X, +AX,, o X HAX ) =F XX, oo X, )+ L4+ AX, —+, .. AX, —
(% + A%, X, + AX )=F. (%%, )Axlaxl 9 o
Donde:
+1 H- .
AX; =x{" =X, donde j=123,..,n; (C.5)

Notese solo el desarrollo hasta la derivada de menor orden. En forma compacta se

tiene:

F () F (xv)+j(g§i ] Mt cs)

i1\ OX;

Donde i=123...n y j=123..,N.

La ecuacion (C.6) se puede expresar en forma residual de la forma siguiente:

Pagina de




Apéndice C. Método de Newton-Raphson

)= g <o

(C.7)

Donde v=0,12,...; vy v+1 indican los niveles de iteracion, conocido e incognita

respectivamente. Eltérmino J;; significa:

v o_ 6F| V
), ‘[ax,.) . (C.8)

La matriz constituida por todos los elementos J;

i » S€ conoce como la matriz Jacobiana.
Usando el lado derecho de la ecuacion (C.7), se tiene:

ZJVAXV*1 - ( )

(C.9)

El sistema de ecuaciones (C.9) se discretiza de la forma siguiente:

oF, —LAX + -t oF, —LAX,+, oF, —LAX, =-F

0%, 0oX, 'OX,

@AX1+@AX2+, e o, —2Ax, =—F,

OX, X, "OX,

oF, AX, +ﬁAx2+, C ,aF” AX, =-F, , (C.10)
0%, oX, X,
Donde las incognitas son los cambios iterativos de:

+1 +1

T (C.11)
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La forma matricial del sistema (C.10) es:

ok ok TR A F
0%,  OX, OX, T -
ok, OF F || A% L5}
o  ox, ox,
- .. (C.12)
oF  oF, oF, | | A, R
ox, ox,  ox | Lo L

v+l

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene el vector AX;™, y a partir de este, se

determina x'*, esto es:
X" =—x" + AX", (C.13)
Este proceso se repite hasta que se cumplen los siguientes criterios de convergencia:

F x| <, (C.14)

v+l v
—X

X <e, (C.15)

= ‘5xv

Donde ¢, es un vector de tolerancia. La convergencia del método depende de la

estimacion de la solucion, o sea el vector x© .
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Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

Derivada de las Funciones de Residuos ( F,)

Formulacion Totalmente Implicita (TI).

Las funciones residuos tanto para el aceite como para el agua, solo se resuelven en

una sola direccién (k), ya que para las direcciones (i y j), son los mismos resultados sin
considerar el efecto gravitacional.

Funcién de residuo de la Fase Aceite:

TEFLUO
/\
T/OZ POTOZ TOZ POTOZ
e o ke "
Ton:il [po,kﬂ - po,k - (]/OAD)k+1:| _Ton:;];l |:p0,k - po,k—l - (yoAD)k1:|
o=y 7 i e Al SR (>
' N+ V n+ n N+ n
i(qobo)k - Ap:{[l—i_cr(po - Po )][bo(l_sw)] - [bo(l_ SW)] }k
TFO TACUMO

Donde los términos TEFLUO, TFO y TACUMO corresponden al flujo, fuente y

acumulacion, respectivamente, de la funcion de residuo de la fase aceite.

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k-1, se tiene:

n+l
T m 1 |:p0,k+l - po,k - (}/OAD)k+;:| -

0, k+=
2

oF, 0
apo, k-1 apo,k—l

n+l
Toml;l [po,k - po,k—l _(7/0 AD)k;:| ; (D

L
2

£ (@bt = e (prt - b, -5, - o, -8, )]

Término de Flujo,
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8 n+1
T n+l |: _ _ AD lj| N
6Fo,k _ 0’k7% 6po,k& vak po,k& (7/0 )k_f (D
apo,k—l - |:p _ p _(7/ AD) 1:|n+1 a (T " ] )
R
Donde:
Derivada del Potencial,
P0T21=Lpo,k — Poses— (70 AD)k;J, o
a ayo kfl
[ POTOZ]']M = _1'0_(Dk - Dk—1)72 , (D
OPo k1 OPo.i 1
+
d [POTOZL]" =-1.0-(D, - D, ,) 0 L%,k %,uJ, D
apo, k-1 apo, k-1 2
0
9 [poTOZI]"* =-1.0-1(D, D, )k o
apo, k-1 2 apo, 1
0
POTOZIPA=-10—- (D, - D, ,) /%2 | o
2 apo,k—l
Derivada de la Transmisibilidad,
TOZ1=T™,, D
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n+1 n+l
L e L e e ®
6po,k—l 6po,k—l Az Ho L k7§ apo,k—l H, k-1
2
n+1
5 ”?_b? 1ob b ou)™
(TOZl): (FGkro)m1 1 M :(I:lero)n+l 1 (_Zlu] ’ (D
apo,k—l O'k_f H O’k_E H ap M ap 0,k-1
0,k-1
d bY™  (1ab 1ou)"
(Toz1)= (FGk, )™ , (J [—“] , (D
apo,k—l ok \Hu 0, k-1 b@p H 8p 0,k-1
G, 1ob 1ou)"
(TOZ1)= T™, (_”J , D
apo,k—l 0'k75 bap /u ap 0,k-1
1ob 10u)"
TOZIPA= T™, (—“J . (D
okz\bdp wop),
Sustituyendo las expresiones (D.8) y (D.14) en expresion (D.3), se obtiene:
1 a n+l
Tn+11 _1-0_*(Dk - Dk—1)7y0'k_1 +
O’k_§ 2 apo,k—l
aFO 1 n+l
apo,:; =- |:po,k — Po.xa _E(yo,k + 70,k )(Dk - Dk—l)} . (D
n+l
pos (wb_laﬂj
1
o'k7§ b ap H ap 0,k-1

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la saturacién de aguas,,,

en k-1, se tiene:
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n+l
T m 1 |:po, k+l — po,k - (yoAD)k+;:| -

0,k+=
2

n+l
= T(:;l l:po,k - po,k—l _(7/0 AD)k;:| ; (D

1
2

(0,0 ) = Pedliec, (o5 ool 05,0 - -5, )1,

Término de Flujo,

o a n+1
T po, k — po,k—l _(7/0 AD)k—% +

OF,, | 7 Buia o
aSW, k-1 - i 6 n+l ,
|: po,k - po,k—l - (7/0 AD)k;:l aSW'k_l [To, k—%
Donde:
Derivada del Potencial,
0 [POTOZL]™ =0, (D
w, k-1
POTOZIWA=0 . (D
Derivada de la Transmisibilidad,
8 8 kk b )"
(Toz1)= (AZ ro ] , D
asw,k—l asw k-1 AX /uo k—£
2
n+l n+1
? (toz1)- (FG bOJ [8"} , (D
asW,k—l /uo k_l aSw k-1
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n+1 n+1
TOZIWA=| FG b—" Keo .
1\ 0S,, kil

(D
Hy )\ L
2
Sustituyendo las expresiones (D.19) y (D.22) en la expresion (D.17), se obtiene:
8Fo ) 1 n+1 b n+l ak n+1
! = — — — + D - D FG - o . D
25, ., |:po,k Po, k1 2(70,k Vo, k-1 )( k k—1)i| ( u, ]0 s, ) (
2

Funcién de residuos de la Fase Agua:

TWZ POTWZ

f_H/

n+l
T‘;Till:po,kﬂ - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (7WAD)k+;:|
2
TWZ POTWZ
n+1
I:V\rIHI;:L = _Tv:ll_l |:po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l - (7WAD)k—;:| (D
2
TFW TACUMW
r A A —
N+ V n+. n N+ n
+ (a0, )i - Aptk{[lwr(po plb,s,) - (bS,)"),

Derivando la funcion de residuo del agua F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k-1, se tiene:

n+l

T 1
w, k+=
2

oF, « 0

apo, k-1 - apo, k-1

_ T n+l
w,

T (qwbw ):+l -

n+1
|:po,k+1 - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (yWAD)k+;}

n+1
k_1|: po, k — pcwo,k - po, k-1 + pcwo, k-1 _(7w AD)k—;:|
2

"0 fvaor - oo lons. - ()
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Término de Flujo,

" a ~ ~ ~ n+l
aFW ) Tw,k—% 8pok_1|: po,k pcwo,k po,k—l + pcwo, k-1 (7/W AD)k—;:| +
8p Y - n+1 a ’ (D
o l:po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l _(7w AD)k_l:| 3 (T n+kl lJ
2 po,k—l w3
Donde:
Derivada del Potencial,
POTWZ1= L po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l - (7/w AD)k—;J’ (D27)
oy
0 n+1 w, k==
[POTWZ1]" =-1.0-(D,-D, )2, (D.28)
8po, k-1 apo, k-1
+
° _[poTWzI J** =| ~1.0-(D, -D, )~ ° (“’k yw'“J , (D.29)
8po,k—l apo,k—l 2
0
O [poTWzI " =—1.0- X(D, =D, )/ ¥2 | (D.30)
po, k-1 2 apo, k-1
0
POTWZIPA=—-1.0— 1(D, - D, ,) /"2 | (D.31)
2 apo,k—l
Derivada de la Transmisibilidad,
TWZ1=T"™ |, (D.32)
W
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n+l n+1
0 (Twz1)= 0 [AZ kkabWJ = (FGk,, )™, 9 (bWJ : (D.33)
6po,k& apo,kfl AZ luw k,% k7§ apo,kfl luw k-1
6b a n+1
8 Hu o Do aﬂw
(twz1)= (FGk,, )| PP (D.34)
8po,kfl kii luw
k-1
0 1ab, b, ou )
(TWZl):(FGkrw)nﬂl (W_V; ’UW] ’ (D35)
apo,k—l k_E Hy apo Hy, apo k-1
8 b\ (1ab, 1 ou, )
(Twz1)= (FGk,, )™, (J (W— ”Wj , (D.36)
po,k—l k_f H w, k=1 bw apo Hy 8po K1
B 1ob, 1 ou )"
(Twz1)= T™ | ( w_ 2 “WJ , (D.37)
apo, k-1 W k7§ bw apo Hy apo k-1
1ob, 1oum )"
TWZIPA= T™ (W— ”Wj . (D.38)
Wk bw apo Hy apo k-1
Sustituyendo las expresiones (D.31) y (D.38) en la expresion (D.26), se obtiene:
n+1
T {—1.0—1(Dk - Dk_l)[awa } 4
W,k—E 2 apo 1
aFW 1 n+l
P L =- |:po,k - po,k—l - pcwo,k + pcwo,k—l_*(}/w,k +7/W, k-1 )(Dk - Dk—l)i| . (D
po,k—l 2
-I-n+1 [j-abw_la:uwjn+l
1
w k_f bw apo Hy apo k-1
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Derivando la funcién de residuo del agua F, con respecto a la saturacion de agua S,

en k-1, se tiene:

n+l
TV:+1 |:po,k+1 - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (yWAD)k+;}

,k+£
2

n+1
= - [ - - + -y, AD), 1 J X D
GSW’ ) 88W ) w, k—% po, k pcwo, k po, k-1 pcwo, k-1 (7/w )k—E (

£(@b)" = Pl (o - pr .5, - (0,5,

Término de Flujo,

o a n+l
T kl 1 l: po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l _(yw AD)klj| +
oF, _ Wk OSy k1 2 ©
8S,, - g N '
“ |:p0,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l _(}/w AD)k;:| o5 (Tw kllj
w, k-1 )
Donde:
Derivada del Potencial,
a 8 n+l 6 n n+l
[POTWZl ]n+1 :[ pcwoj _ |:[ yw,k 7/w,k—1 j(Dk _ Dk,l )j| , (D
Sw, k-1 aSW k-1 asw k-1 2
a 8 n+1 1 8 n+1
[PoTwz1 ] =| Pee | _ (D, D, | | . (D
w. k1 oS, 1 2 oS, 1

Para hacer consistente la ecuacién (D.43) se hace lo siguiente:
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n+l n+1 n+l
o [POTWZl]"“:(apCWOJ +1(Dk—Dk_1)(8yW] [8p°W°J : (D
GSWVH oS, 1 2 op, 1 oS, 1
a n+1 1 a n+1 6 n+1
POTWZlWAz( pm"j +(Dk—Dkl)(7W] ( pCWOJ . (D
S, ), 2 M, )\ S, ).,
Derivada de la Transmisibilidad,
n+l
0 (Twz1)= O [ A Kkob, , (D
aSW,k—l aSw,k—l Az /uw k_l
2
n+1
0 (Twz1)=(FG)", a(ka,W] , (D
68w,k—l kff 68w Hy K1
n+l
0 (Twz1)=(FG)"™, bwakfuk,wa[ij : (D
6sw,k—1 k7§ My asw asw Hy k-1
/u abw _b aluw n+l
0 (Twz1)=(FG )™, blakrW+krW Pw . By , (D
asW,k—l k_E Hy aSW Hy
k-1
n+l
0 (Twz1)=(FG)™, biaka+krW 1 b, —b%aﬂw : (D
6SW, k-1 ka Hy asw Hy, asw Hy 68w k-1
n+1
O (twz)=(Fa), | Pu Ko o Buf 100, 1 O (D
aSW, k-1 k_f Hy, asw Hy bw aSW Hy aSW K1
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n+1 n+l
8 s (b ok, 16b, 1 oy,
s (Twz1)=(FG) 7, (j {as +k””[b68_68 ﬂ ! (D
w, k-1 2 U w, k-1 w w w Hy w K1
n+1 n+1
0 wi (b 16k, 1ab, 1au) .
(Twz1)=(FGk,, )", (j ( Sl B j ; (D
w, k-1 k 2 H w, k-1 krw aSw bw aSw Hy 88W k1

Para hacer consistente la ecuacion (D.53) se hace lo siguiente:

n+l n+1
0 (TWZl)=(FGkrW)n+11 (bj (1akrw _iabw apcwo +ia/uw apcwoj ’ (D
w, k-1 k_E H w, k=1 krw aSw bw apo aSW Hy apo asw K1
n+l
TWZIWA=T™ | [18k”“ _ 1 By Py 1 Opy apCW"] . (D
W’k7§ krw asw bw apo asw Hy, apo aSw K1
Sustituyendo las expresiones (D.45) y (D.55) en la expresion (D.41), se obtiene:
n+1 n+l n+1
T n+1 . (apcwo] + E(Dk _ Dk—l)(awa (apcwo] +
wk=2{ 0S,, 1 2 op, ‘1 oS, k—1
aFW l n+l
X = |:po,k - po,k—l - pcwo,k + pcwo,k—l _*(yw,k +7/w, k-1 )(Dk - Dkl):| . (D
oS, 1 2
-I-n+l [1akrw _iabw apcwo +iaﬂw ap(:wo jn+1
wi Ky, 8S, b, dp, 0S, i, 8P, S, ),

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k. De acuerdo a la ecuacion (D.1) se tiene:
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n+l
T m 1 |:po,k+1 - po,k - (70AD)k+;i| -

0, k+=
2

oFy 0

6po,k 8po,k

n+l
Tonll_l l:po,k ~Poxa ~ (}/OAD)k_;:| + (qobo )rkH-l . : (D
2

e, (- T8, b5,

Término de Flujo,

- a [ n+1
A~ po, 1 po, - (70AD) WL +
0’k+% apo,k o ‘ “ 2
n+1 a
_ _ n+1 _
8F n;l Iipo,kJrl po,k (70AD)k+;j| apo ) (To,kJr;J
o, _ ) ’ (D
apo’k T n+1 a _ B ( AD) . n+1 B
o,k—% B Pok = Pok 7o k>
n+l a L
- - AD T
|:p0,k po,k—l (70 )k—;j| apo‘k ( 0‘“2)
Donde:
Derivada de los Potenciales,
POTOZ2 = pyys =Py = (7,AD). | (D
POTOZL=| Py, ~Puss — (10AD), 1 | ©
oy
a el 0, k+=
[POTOZ2[* =-1.0-(D,,,-D,) 2 (D
épo,k apo,k
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+
0 [POTOZZ ]n+l = _1'0_(Dk+1 _ Dk) 0 Lyo,kﬂ 70,k J’ (D
apo,k 8po,k 2
0
0 [ POTOZ2 ]n+1 =-1.0- E(Dk-d _ Dk) 7o,k ’ (D
apo,k 2 ﬁpO'k
0
POTOZ2PI =-1.0- 1 (D, ,~ D, ) ¥ , o
2 8po,k
oy
0 n+1 0,k-=
[POTOZ]-] :l.O—(Dk - Dk-1)72, (D
Py, P,
+
0 [POTOZI]™ =1.0-(D, -D,,) 0 {Vo,k 70,k—lJ’ D
apo,k apo‘k 2
0
0 [F’OTOZl]Ml :1,0_£(Dk _ DH) Yok ’ 0
apo,k 2 apo,k
1 ayo,k
POTOZ1PI :1.0—§(Dk —D, )% . D
o,k
Derivada de las Transmisibilidades,
TOZ2 :TO”:lé, (D.69)
2
TOZl:TO”i 1 (0.70)
2
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n+1
O (roza)= 0 [ A Kb )_(ray y 2
apo,k 8po,k AZ /uo 1 k+§ apo,k

k+=
2

n+l
b°j , (D.71)
Hy )y

n+l

,uﬁb bé’,u
— J— n+1
aa (T0z2)= (Fok, ), | PP | ~(Fok, )", (wb—bza”J , (D.72)
po,k +§ H +§ luap H ap 0,k
0,k
0 bY“(1ab 10"
(Toz2)= (FGk,, )™, (] (—“] , (D.73)
6po,k k+§ /,l o,k bap ,u@p 0,k
n+1
o (Tozz)=T“+1l(1ab—18”j , (D.74)
apo,k 0’k+5 bap ,u@p o,k
160 10w
TOZ2PI = T™, (—”J , (D
o,k+§ bap ’uap ok
0 E kk b )" o (b
(Toz1)= (AZ ro J = (FGk,, )", (j : (D
apo,k apo,k Az Ho k_i kEapo,k H, K
2
ab b@/,l n+l
—— J— n+l
©0z)- (rok, )|~ P | —(eek, ) (2200
6po,k ki H ) ,uap H ap 0,k
o,k
o bY (160 104"
(Toz1)= (FGk,, ™, (j (—”J , (D
apo,k k_§ /J o,k bap ,uép o,k

Pagina de



Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

0

TOZ1)= T
o, (Toz1)=T1",

0,k—-=
2

Sustituyendo las derivadas (D.64), (D.68), (D.75) y (D

(D

en la expresion (D.58) resulta:

n+l
1 670 k
T, |-1.0-2(D,,, - D, )-—>%| +
RNt { 2O k)apo,k}
Moy 1 i 1ob 1aou)"
po +_po -\ ++70 D+_D :| Tn+1 (_IUJ
|: k1 Lk 2( Jk+1 k)( K+1 k) {Ok-%—; bap ,Uap ok
n+1
" 1 0ok
Tovk% {1.0—2(Dk ~ Dk‘l)apo,k } +
_ ", e (D.81)
1 1ob 10du
po _po _ _77/0 +7/o _ D _D— :| Tn+l (_j
‘: K k-1 2( K k 1)( k k 1) |: O’k% bop uap »
Término Fuente,
0 b n+l n+l
_W:_{qoabomo aqo} (D
apo,k apo apo P,k
Término de Acumulacion,
TACUMO = _\/Aptk{[]'_'_('\’r(pcl:+l - pg )][bo(l_sw)]ml_ [bo(l_sw)]n}k ) (D
0 o |V s n n+ n
(TACUMO )=— {pk{[lwr(po ' po )b, @5, )1 ~ b, @S, )] }k} (e
0P, « P, L At
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o (racumo)=—0 e, (o - pi s, 1 - ba-s @
o,k o,k
n+1 n a n+1
[1+Cr(po _po)]apo [bo(l_sw)] +
0 __VL _ 1 O n+l_ an
apo,k(TACUMO)_ i b, (1-S,,)] ap0[1+cr(po oo ) (D
d \
~ % -5
2 (1-s,)] k
6 __VL n+l__ an _ n+1 abgﬂ _ n+1
o (1200M0)= 0 e o 0.0 T ebas e L0
0 __Vp _ n+1 n#l_ on abgﬂ n+1
GpOYk(TACUMO)— Atk{@ s,,) Ul+cr(po p)]( o j+(bo) ch}k, (D
__Vp _ n+1 n#l_ on 5b:+1 n+1
O e I

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la saturacion de agua S,

en k. De acuerdo a la ecuacion (D.1) se tiene:

o o
oS

w,k

n+l
To"il[r’o,k+l— Pox (nAD)d _
2
n+1
Ton;1_1 |:po,k ~Pox1 — (7°AD)k_;:| + (qobo )E+l _ (D
2
v n+ n . )
o e o s - s
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Términos de Flujo,

- a B B n+l
To,k+% aswi Poks1 — Pox (70AD)k+;j| +
n+1 a
_ _ n+l _
8F n;l ( po,k+1 po,k (yoAD)m;j 88W ) To,k+$j
o, _ ) , (D
aSw,k o a n+1
To,k—% aSWk|: Pok = Poka — (7/0AD)k;:| -
n+l a
n+1
|:po,k - po,k—l - (70AD)k—;:| aSW,k TO’“E]
Donde:
Derivada de los Potenciales,
a n+1
[POTOZ2]™ =0, (D
oS, «
POTOZ2WI =0, (D
a n+1
[POTOZL]™ =0, (D
w, k
POTOZIWI =0 . (D
Derivadas de las Transmisibilidades,
n+1
O (rozz)= O | AKkabo) (D
oS, oS, \Az 1

k+=
2
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w, k

(TOZZ):(

o boj
Ho

n+1

Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

akl’O
os,,

%)

k+£
2

TOZ2WI :(FG b"J

0 0

0S

(Toz1)=

w, k w, k

0

(Toz1)= (

FG bOJ
Ho

n+1 [
k-1
2

Sustituyendo las derivadas (D.93), (D.95), (D.98) y (D

resulta:

w, k

TOZIWI = (
Hy

FG b°j

(D

(D

(D

en la expresion (D.91)

R
0S

b0

Ho

1 n+1
‘:po,k+l_ po,k _E(]/o,k+l+]/o,k )(Dk+1_Dk)j| (FG

w, k

2

l n+1
‘:po,k_ Po,k1— (j/o,k+7/o,k—l )(Dk_Dkl):l [FG

n+1

).

n+l

K,y
0S

w

=)

(D.102)
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Término Fuente,

a n+l
_ (qobo)P,k 0 . (D
oS

w, k

Término de Acumulacion,

0

(racumo) -~ T e oy -t o -8, 105, (0

w, k

2 _ Vp, @ T A TP
s, (TacUMO) =B 5 e (o5 pi o5, boa-s L . @
n+ n a n+1
I::I'+Cr(po - Po )]85W[b0(1_ SW)] +
8 __VL _ n+1 a n+/  n
o (TacUMO)= R o 05,1 £ e (o mi)] o
o !
- SW [bo(l Sw)] k
a Vp n+1 n n+1
(TACUMO):_Atk{[l—'_Cr(po _po)](_bo) }k ’ (D
w, k
O (tacumo )= Ve e, (pr - pr | (0., | o
w, k
TACUMOWI =\/Aptk{[1+cr(pg+l—pg)] (b, )" ], - D

Derivando la funcién de residuo del agua F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k. De acuerdo a la ecuacién (D.24) se tiene:
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F i

apo,k - apo,k

Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

n+1l
TMl |:po,k+l - pcwo, k+l po,k + pcwo,k - (7WAD)k+;j|

w, k+£
2

a - n+l
_Tw kl_l |:po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l - (7/WAD)k—;:|
2

£(@ )" - o {le (prt - oS, - (6,8,

Términos de Flujo,

oFIE
apo, k

Donde:

n+ 6 n+l
TW’ k1+£ ap[ Pox+1 — Pewoksr — Pok T Pewox — (}/WAD)k+§j| +
2 0,k
n+1 a
- - + - AD) 1 T |
|: po,k+1 pcwo,k+1 po,k pcwo,k (j/w )k+2j| apr i [ ", k+;]
1 0 n+l
Tv\r,]i,l 8p|: po,k - pcwo,k - po,k—1 + pcwo,k_l - (]/WAD)k;j| _
2 o,k
n+l 8
- - + - AD), 1 T
|:po,k pcwo,k po,k—l pcwo,k—l (7/w )k—2:| ﬁpo’k ( W,k—;J

Derivada de los Potenciales,

POTWZ2 = L po,k+l - pcwo,k+l - po,k + pcwo,k - (7WAD)k+1J ’

0
6po, k

[POTWZ2]"* =-1.0-(D,., - D,) 2.

(D

(D

(D.112)

(D.113)

(D.114)

de
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6 n+1 a 7wk+1+7wk
pOTWZ2]" =| -1.0~(D,,, - D ’ o,
POz [ -0 0 {7 jJ

0
0 [POTWZZ]n+l =-1.0- E(Dk+1 _ Dk) Vw,k ,
0P,k 2 P,
POTWZ2PI =-1.0- > (D, ,~ D )fm,k
2 k+1 k apOYK ,
a 6}/W k_l
[POTWZ1]"* =1.0-(D, -D, )2,
apo’k apo,k

0 el O [ VwkT7Vwka
POTWZ1[™ ={1.0—-(D, — D ’ ’ ,
[Pz o, kgapoyk( : jJ

a n+1 1
POTWZzZ1|" =1.0- (D, -D, ,)——
apo,k[ ] 5 (D =Dy 5.,

POTWZ1PI :1.0—;(Dk ~-D, )"

Derivada de las Transmisibilidades,

TWZ2=T"! ,

w, k+=
2

TwWz1i=1"" 1
w, k—
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(D.116)

(D.117)

(D.118)

(D

(D

(D

(D.122)

(D.123)

de



Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

n+l n+1
O (twz2)=_"° [AzkkabWJ _(FGk )", ° (ij , (D.124)
6po,k 6po,k Az Hy k+£ k+§ apo,k Hy, K
2
6b a n+l
5 Hu g O aﬂw
(Twz2)= (FGk,, )" PoPo | (D.125)
P) w/ 1 2
po,k +E Hy
k
o 160, b, ou )
(TWZZ):(FGkrW)Mll [W_V; Iuwj ’ (D
apo,k k+§ Hy apo Hy, 8po K
8 by (1ab, 1 oum )
(Twz2)= (FGKk,, )", (j [W— ”Wj : (D
8po,k k+§ H w, k bw apo Hy apo Kk
n+l
O (twz2)= T”+11(1abW—1a”WJ , (D
apo,k W'k+5 bw apo luw apo Kk
n+l
TWZZPI=T"+11(labW—1a’qu ; (D
W k+§ bw apo Hy apo K

De las expresiones anteriores, se deduce que la derivada de TWZ1 con respecto a la

presion de aceite, es:

n+l
TWZIPI = T™ (1%—18‘“] : D
w k_i bw apo Hy, apo K

Sustituyendo las expresiones (D.117), (D.121), (D.129) y (D.130), en la expresion
(D.111), resulta:
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Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

n+1
P
T | —10-Yp,, -0 )| 4
2 apo,k

n+l r
oF,

1 n+l
_ _p — _= D,.,-D
apO’ ] po,k+1 po,k pcwo,k+1 + pcwo,k 2 (7w k+1 + 7W, k )( k+1 k ):|

e (L0, 10w, )"
i W’“% bw apo Hy 8po k

n+l
0
L E TN (ORI W WAL
W'k_f 2 apo,k

1 n+1
- po,k - po,k—l - pcwo,k + pcwo,k—l - 2(7w,k +7w, k-1 )(Dk - Dk—l):| . (D1 31)

poa (L0, 1 0m,)"
W’k_% bw apo Hy apo k

Término Fuente,

W[y aqwr_

_ (D
apo,k apo apo Pk

Término de Acumulacién,

TACUMW = — pk {[1+c( L (T A (- L (D
0 _ 0 p N+l _ n n+l n

o, (racumw )= & 0 ffe (o0 o o5~ (0.8.)"k ©
O (TACUMW )= Vpk {[ ¢, (pr* = p2 0,5, )" - (b,S.)" (D

apOVk At w-w k ?
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Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

[1+ Cr (p(r)Hl _ p(r; )]i(bwsw)ml + (bWSW)n+1
apa (TACUMW ):_VA'C’tk ] op, a | 0
" L+c(pg = po )| - %w)”
apo[ ( ) o |
a _ Vpk n+l n n+l abvr\11+l] n+1 }

TACUMW )=—-"J - S b.S , D
6po,k( ) I { [ +Cr(po P, )]( o, +(b,S, )¢, k (
as (TACUMW)Z—VAptk{SVTl L[1+cr(p2”—pS)](aggﬂjwbw)”“ch} , (D

0,k o .
_ _Vp n+ n+l _ n ab\;ﬂ n+1
TACUMWPI = Atk{swl L[1+cr(|0o " p )]( o, J+(bw) chh . (D

Derivando la funcién de residuo del agua F, con respecto a la saturacién de agua S,

en K. De acuerdo a la ecuacion (D.24) se tiene:

n+1
Tv:fi [ Po, ki1 = Powo, ki1 = Pok + Powo k. (7WAD)k+;:|
2
aF\Af’Hl 8 n+ n+l
e K — s —TWY klil:po,k - pcwo,k - poyk_l + pcwo’ k1 (]/WAD)k;:| ; (D

£(@b,)" - oL (05 - po 0,8, - (6,8,

w, k w, k

Términos de Flujo,
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Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

n+1
1
w, k+E 6SW v

n+l
0 4
[po,kﬂ - pcwo,k+l - po,k + pcwo,k - (ywAD)k+;:| [T ' 1]_

asw,k W, k+E

n+l
|:po,k+1 - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (7/WAD)k+;} +

F i
0S

n+l
w, k n+l 0
Tw,k—% aSW’k [po,k pcwo,k po,k—l + pcwo,k—l (7WAD)k—;i|

n+l
0 s
[po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l - (}/WAD)klj| T ' 1
2 oS 5

Donde:

Derivada de los Potenciales,

n+l n+l
0 n+l 8p 0 Ywir T Vwk
POTWZ2[™ =| Ztewe | _ D, —-D : D
&S | ] ( 2, j as K 2 j( k)} (

Kk w, k

n+1 n+1
0 e op 1 oy
[POTWZ2] 1=( CWOJ —(D+—D)[ Wj : (D
os s, ) 20t TAes, ),

w, k w w

Para hacer consistente la ecuacién (D.143) se hace lo siguiente:

n+l n+1 n+l
O potwzot=| Pen | L Lp  _p )| Pu| |Pawo| (D
OS &s, ) 2 o, ), \ és, ),

w

n+l n+1 n+1
potwzawl =| P | Lo p ) P | [Pew| (D
s, ), 2 ap, ), \ 3S, ),

n+l n+l
0 il op 0 Ywk TVwka
pOTWZ]" =—| Pow | _ D, -D D
o fporwa (P | - K Yo, “)} , (

k W,
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n+l n+l
8 n+1 ap 1 87/
[POTWZ1] =—[ CWOJ ->(D,-D,._ )(WJ : (D
os &s, ), 2 \es, ),

w, k w

Para hacer consistente la ecuacién (D.147) se hace lo siguiente:

n+1 n+1 n+1
0 [POTWZl]n+l =— apcwo + E(Dk _ Dk—l) ayw 8pcwo , (D
oS oS 2 ap 2
w, k wJk o Jk w i
a n+l 1 6 n+l a n+1
pOTWXIWI =—| Pewo | L p _p ) P | [ Powo | O
as, ), 2 p, ), L oS, )
Derivada de las Transmisibilidades,
6 a kk b n+l
(Twz2)= {Az rw wj , D
GSW’ K aSWY K AZ /LIW k+%
a a b n+l
(Twz2)=(FG)™, [(w krwﬂ , (D
0S,, k5| 8S, \ k
a b Gk 8 b n+l
(TWZ 2): (FG )n+ll T krw P ’ (D
GSW’k k+§ M 88W aSW Hy )
‘u %_ aluw n+l
0 (TWZZ): (FG )n+1l b, k., ik, oS, : oS, | ©
6SW,k kJrE luW aSW ,Llw
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Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

n+l
O (rwzz)=(Fo) | e Sk, [ L e T || ©
6Sw,k k+§ Hy aSW Hy aSW Hy aSw K
n+l
O (twz2)=(rey | Pu K g B[ 1B T 0k, ) (D
88w,k k+§ Hy aSW Hy bw aSW Hy aSW K
0 b )" [ ok 1ob, 1w )|
(Twz2)=(FG )™, wog | 2P 2 O (D
8Sw,k k+§ H w, k aSw bw aSW Hy aSW K
n+l n+1
O (Twz2)=(Fek, "™, (b) [16ka L —18“WJ . (D
asW,k k+§ H w, k krw asw bw asvv Hy asW K

Para hacer consistente la ecuacién (D.157) se hace lo siguiente:

n+l

n+1
0 (TWZ 2): (FGkrW)n+11 E iakrw _ iabw 8pCW0 + ialuw apCWO , (D
0 k3 H krw aSw bw apo aSW Hy 8po asw Kk

w, k 2

w, k

TWZ2WI =T ™ 1[ (D

w, k+=
2

1Ky 1 b, 0P, 1 O, |
kI’W aSW bW apO aSW /’lW apo aSW .

k

De las expresiones anteriores, se deduce que la derivada de TWZ1 con respecto a la

saturacion de agua, es:

n+l
Twzawt =7 [ L K 1 By P, T Oty Pano | (D
Ky 05, b, op, S,  m, op, 05,

w, k—l
2 k

Sustituyendo las expresiones (D.145), (D.149), (D.159) y (D.160), en la expresion
(D.141), resulta:
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Apéndice D. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion TI

n+1 n+1 n+l
T . (apcwo ] + E(Dk+l _ Dk )[ayvv] (8pcwo ] +
well oS, ) 2 o, ). L as, )

oF 1 e
aSW:k = [po,kﬂ ~ Pok ~ Powoks1 T Pewok _E(Vw, ket TV w k )(Dk+1 -D, )}
poa (1 O, 10D, 0P, 1 Ou, apcwoj'”l
wke\ Ky, 0S,, b, Op, 0S, w, Op, S, )
n+l n+l n+l
T”+k1 . —(%F)SWJ WL;(Dk - Dk_l)(?/wj (apm] J+
My woJx Po k 8SW k
l n+l
- |:po,k ~ Pok-1 — Pewok T Pewok _E(yw,k + 7wk )(Dk - Dk—l)} - (D.161)
[ L Ky _ 10D, By L Oty 0Py J
wi\ k., 8S, b, dp, 8S, m, p, S, ),

Término Fuente,

a b n+1
(qw W)P,k —_ qW abW +bw % - _ _qW abW apcwo +bw aqw . (D
05 s, oS, )., P, B, 8, ),

w, k

Término de Acumulacion,

a — 6 VL n+l 4N n+1_ n
35, (TACUMW )= .., { Atk {[1+ cr(po L_pr )](bWSW) (b,S,) }k} , (D
VA N+ n
asi,k (TACUMW )=~ Aptk .., e (pr - po0us, - (0.5.)", (D
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n+ n a n+1 n+l
[1+Cr(po = Po )]GSW(bWSW) +(bwsw)

asa (TACUMW ):-VA'Dtk ; ] , (D
w, k 1 M_ n)| _ b, n
788\/\, [ +C AP P, )] 6SW (yéw/) )
0 Vp ab )"
TACUMW )=--"K2 11 “_pl) b, +S, — : D
s, | )= {[%r(po po)][ ot Waswj }k (
Para hacer consistente la ecuacién (D.166) se hace lo siguiente:
5 Vp b op. )
TACUMW )=-—X4 11 " _pl) b, —S, oo D
6SW’k( ) At { [ +Cr<p° Po )]( " Yop, oS, j }k ’ (
n+1
Vpk n+l n ab ap
TACUMWWI =— "< 1 - b, -S, —~ W : D
At { [ +C'(p° Po )]( " " op, s, j }k (

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k+1, se tiene:

n+1
T i 1 |:po, k+l — po,k - (7/0AD)k+;:| -

0, k+=
2

oFoe 0

apo, k+1 apo,k+1

n+l
Ton;l_l l:po,k ~Poka — (7°AD)k_;:| + (qobo )rk1+1 _ ’ (D
2

VAptk{[lHr(pS” - oy b, -5, - b, -8,

Término de Flujo,
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a n+l
T [ —~ - (y,AD 1} +
ﬁFor‘]T(l o,k+% 6p01k+l po,k+1 po,k (7/0 )k+E
ap = n+l 6 ’ (D
oo |: po, k+1 po, k (yoAD)k+l:| (T ”:;1 1 ]
2 po,k+1 o +§
Donde:
Derivada del Potencial,
POTOZ2=| p, s~ P~ (72 AD)2 | (O
0 870 k+E
[POTOZ2]" =1.0-(D,,, - D, ) 2, (D
apo, k+1 apo, k+1
+
°_[poToz2]" =1.0-(D,,~D,)-° [y L °'kJ , (D
apo, k+1 apo, k+1 2
a n+1 1 67/0 k+1
[POTOZ2]"™ =1.0-=(D,,, - D, )——>*% | (D
8po, k+1 2 8po, k+1
0
POTOZ2PP =1.0- =(D, D, )2 | D
2 apo,k+l
Derivada de la Transmisibilidad,
TOZ2=T", , (D

0, k+=
2
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n+l n+l
; 0 (roz2)- 0 [Azkkmbf’j _(Fek )y O (b] | D
po,k+1 po,k+l Az Ho k+% k+§ apo,kJrl Ho K+1
,u@—bai " n+l
" (roz2)- (rak, )|~ P | (re ) (2B o
apo,k+1 k+§ ,Ll k+§ luap /J 8p 0, k+1
0,k+1
8 bY™ (1ab 1o\
roz2)- (Fai, )7 (2] (F2-2ou) o
po,k+1 k+5 /,l 0, k+1 bap ,uap 0,k+1
n+l
0 (Tozz)=T“+11(1ab_1a“] , D
apo,k+1 O'k+5 bap ,uap 0, k+1
n+1
TOZ2PP = T™, [18b_1a“j (D
O'k+§ bap 'uap 0,k+1

Sustituyendo las expresiones (D 75) y (D.181) en la expresion (D.170), se obtiene:

n+l
e 1 0% ok
T 11|:l'0_2(Dk+l_Dk) 'klil +

0. k+§ apo, k+1
oF

n+l
o,k 1
Ko ~ 1 > b |
Pkt { Po. k1 = Po k 2 (70, k1 T 7ok )( ki~ Pk )} (D

n+l
T [wb_laﬂJ
1
o,k+§ bap ,uap 0, k+1

Derivando la funcion de residuos del aceite F, con respecto a la saturacion de agua

S en k+1, se tiene:

w !
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n+l
T i 1 |:po, k+l po,k - (70AD)k+;} -

0,k+E

8F0n+1 a N n+1l -,

68 « = T kl_l l:po,k - po,k—l - (7/0AD)k—1:| i (qobo )k ' - ; (D
o, 3 2

OS ke
VAptk{ [1+ C, (pgHl -p; )][bo (1— SW)]n+1 - [bo (l_ Sw)]n }k

w,k+1

Término de Flujo,

6 n+l
T |: - —(y, AD 1} +
aFo’k ) o,k+% aswyk_'_l po,k+1 po,k (70 )k+E (D
6SW’ . - n+l a e ’
“ |:po,k+1 — Pox _(7/0 AD)k+l:| (T kllJ
2 wkil \ O 7
Donde:
Derivada del Potencial,
0 [POTOZ2]™ =0, (D
w, k+1
POTOZ2WP =0 . (D
Derivada de la Transmisibilidad,
n+l
° (roz2)=_° (AZ kkmbf’j , (D
w, k+1 asw k+1 AZ luo 1

k+=
2

0 (TOZZ):(FGb"] (akmj : (D

w, k+1 Ho 1 aSw K+1

k+=
2
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n+1 n+l
Tozawp =| FG % Ko || (D
ﬂo L 68 k+1

k+= w
2

Sustituyendo las expresiones (D.186) y (D.189) en la expresion (D.184), se obtiene:

8Fo 1 " bo " akm h
0S ’ T I:po,k+1_po,k_2(70,k+1+7/0,k )(Dk+1_Dk):| (FG/’IO] 1{ 08 k+1 - (D

k+= w
2

Derivando la funcién de residuo del agua F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k+1, se tiene:

n+1
T . 1 |:po,k+1 - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (7WAD)k+;}

w, k+=
2

OF ﬂJlr(l P n+l
wk -T n+1 |: _ _ + — AD) 1 :| ; D
apo’ . 8p0’k+1 w, k—% po, k pcwo, k po, k-1 pcwo, k-1 (7w )k—E (

* (qwbw )LHl - VAptk{ [1+ C (p(r)wl - pg ):I(bwsw)mrl - (bwsw)n }k

Término de Flujo,

n+1 8 _ _ B n+l
i Tuwt ap[ Po.kct = Povo,kt = ok + Pouek (mAD)mJ : (D
apo, K+ - n+l 6 . ’
' |:po,k+l - pcwo,k+1 - po,k + pcwo’k - (}/WAD)Ml} (T 1 1
2 po,k+1 w, k+E
Donde:

Derivada del Potencial,
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POTWZ2 =tp0,k+1 ~ Powo ki1 = Pork + Powok — (yWAD)kJJ :

2

7w,k+1+7w,k

a Gyw k+£
[POTWZZ]M =1.0- (Dk+1 - Dk) 2

apo, k+1 8po‘ il

0 n+1 0
POTWZ2|" =|1.0-(D,,,—D
po, k+1 [ ] \‘ ( kl “ )apoykﬂ [
0

0 [POTWZ 2]n+l =1.0- E(Dkﬂ _ Dk ) yw, k+1
apo, ki 2 8po, k+1

POTWZ2PP =1.0- ;(DH1 -D,)

ayw, k+1

apo, k+1

Derivada de las Transmisibilidades,

TWZ2=T" |

w, k+=
2

0
apo, k+1 apo, k+1

k+£
2

Az,

b, Oy

:uwi w
O (twz2)= (Fok, )™, | P P
apo,k+l k+§ :uw

0

po, k+1

(TwX2)=(FGk,, )"

k+E
2

[ 1 b, b, ou,
My, O, Hy 0P,

(Twz2)= 0 (Azkkaij = (FGk,,)

n+1 a

1
k+§ apo, k+1

k+1

n+1

k+1

|

)

b,

w

Hy

|

n+l

k+1

(D.193)

(D.194)

(D.195)

(D.196)

(D.197)

(D.198)

(D.199)

(D.200)

(D.201)
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n+1 n+1
O (twz2)= (Fek, )™, [bj (Mbw—l%j | (D.202)
apo,kJrl k+§ H w, k+1 bw 8po Hy 8po K+1
5 16b, 1 ou )"
(Twz2)= T, (W— ”WJ , (D.203)
po,k+l w k+§ bw apo Hy apo K+l
1ab, 1 ou )
TWZ2PP = T™ | (W— ”Wj . (D.204)
w k+§ bw 6po Hy, 8po K+l

Sustituyendo las expresiones (D.197) y (D.204) en la expresion (D.192), se obtiene:

w k+§ 8po, k+1

0
T i 1 \‘1-0 - ;(Dkﬂ - Dk) Tkt J +

aFWYk 1 n+1
= po,k+l - pcwo, k+l po,k + pcwo,k - *(j/w, ke T yw,k )(Dk+1 - Dk) . (D
apo,k+1 2

n+l
-I-n+1 i%_iaﬂw
b, P, 44, 0P,

W,k+l
2 k+1

Derivando la funcién de residuo del agua F, con respecto a la saturacién de agua S,

en k+1, se tiene:

n+1
Tn+l 1 |:po,k+1 - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (7WAD)k+;:|

w, k+E
aF ml;l a n+l
w, — _ T n+l l: _ _ N 3 AD X } ’ D
aSW' - aSw,k+1 W, k—% po, k pcwo, k po, k-1 pcwo, k-1 (yw )k_E (

* (qwbw )EH - VAptk{ [1+ C, (p2+l - ptr)] ):I(bwsw)n+1 - (bWSw)n }k
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Término de Flujo,

a n+l
n+1 _ _ _
8FVST<1 ) Tw,k+% askaﬁ_l [po,kﬂ pcwo,k+1 po,k + pcwo,k (7WAD)k+;:| +

oS - LER ’ (D
w, k+ N+
' l:po,kJrl - pcwo,k+1 - po,k + pcwo,k - (yWAD)k+1:| (T kl 1]
2 w, k+1 w. +§
Donde:
Derivada del Potencial,
n+1 n+l
+
8 [POTWZZ ]n+1 — _(apcwo] _ a |:(7w,k+l 7/W,k )(Dk+1 _ Dk )i| , (D
w, k+1 aSW K+1 aSw,k+l 2
a a n+1 1 6 n+1
[POTWZ2]™ =—( pmj ~>(D,,-D, )( 7W] . (D
w, k+1 aSW k+1 2 aSW k+1
Para hacer consistente la ecuacién (D.209) se hace lo siguiente:
6 a n+l 1 a n+l a n+l
[POTWZZ]n+1 :_[ pcwo] +(Dk+1_Dk{ yw] ( pcwoj , (D
w, k+1 aSW k+1 2 apo k+1 8SW k+1
a n+l 1 a n+1 6 n+l
POTWZ2WP = —( pcvmj +2(D,..~D, )( 4 Wj ( pm} . (D
8SW k+1 2 apo k+1 GSW k+1
Derivada de la Transmisibilidad,
8 5 Kk b )"
(Twz2)= (AZ w wJ , (D
w, k+1 aSW k+1 Az :uw k+%
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n+l
o (TWZZ):(FG)M{ 0 (karWH , (D
Gsw,kﬂ k+§ asw Hy, Kl
n+l
°(twz2)=(Fo)™, bwakfwrwa[wa | ©
w, k+1 k+§ Hy, 88W aSw Hy, Kl
n+l
., B _p Oty
O (rwzz)=(Fo), | Be Fou oy |3 T3S, | o
88w,k+1 k+§ Hy 0 w Hy
k+1
n+1
- (rwzz) - (Fey | B B [ L0 B O ®
w, k+1 k+§ Hy asw Hy aSW My aSW K+l
n+l

O (rwz2)=(Fo)", bw@kfvwk,WbW(labW—l@”WJ , (D
w, k+1 k+§ Hy aSW Hy bw aSw Hy asW K4l
0 b\ [ok 1ab, 1o\

rwza)-(ey (2] |, [ L Ol o
w, k+1 k+5 H w, k+1 aSW bw 88W Hy aSW Kl
8 b (16k, 1ab, 1au,)

(Twz2)=(FGk,, )", () ( w2 P 2 ”Wj . (D
w, k+1 k+§ H w, k+1 krw asw bw aSW Hy aSW K+1

Para hacer consistente la ecuacion (D.219) se hace lo siguiente:

(D

P (Twz2)=(FGk,, )™, (bJM (

w, k+1 k+§ H w, k+1

1 akrw _iﬁbw apcwo +iauw Gpcwo "
I(rw asw bw apo aSw Hy apo aSw

)
k+1
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n+1
TWZZVVPZTHH ( 1 akrw 1 abw apcwo _'_ia/uw apcwoJ .

17, N (D
W’k+§ krw asw bw apo aSw Hy apo aSw

k+1

Sustituyendo las expresiones (D.211) y (D.221) en expresion (D.207), se obtiene:

n+1 n+l n+1
T - ( 8pcwo ] + E(Dkﬂ _ Dk )[aywj [apcwo J +
w, k+E 6Sw " 2 apo ol GSW

k+1

aFV\I,Hl 1 n+l
0S - B [po,kﬂ - po,k - pcwo,k+1 + pcwo,k - *(7w, k+l +7W'k )(Dkﬂ - Dk )} ' (D

w, K+1 2

-I-n+1 iakrw_iabw apcwo +ia/uw apcwo "
krw aSW bw apo aSW My, apo aSW

W, k+£
2

k+1
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Apéndice E. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion IMPES

Derivada de las Funciones de Residuos (F,)

Formulacion Implicita en Presion y Explicita en Saturacion (IMPES).
Las funciones residuos tanto para el aceite como para el agua, solo se resuelven en
una sola direccién (k), ya que para las direcciones (i y j), son los mismos resultados sin

considerar los términos gravitacionales.

Funcién de residuo de la Fase Aceite:

TEFLUO
/\
— —
TOZ POTOZ TOZ POTOZ
(—)‘W = ™ r—)_\/ " Y
T0”k+l Poka = Pok ~ (7OAD):+1:| _Tonk_1 [pg+l<1 ~Poir — (7oAD)E_1}
Fri=g %2 2 3 2] L (E
N+ V n+ n n+. n
£ (@b, = P fee (p2t - po by -8, o, -8,
H_/
TFO TACUMO

Donde los términos TEFLUO, TFO y TACUMO corresponden al flujo, fuente y

acumulacién, respectivamente, de la funcién de residuo de la fase aceite.

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k -1, se tiene:

Tonk+1|:pgj<1+1_pgfkl - (VOAD):J -
g 2

oF, . o )
o T" | pov—Pois — (7,4D) .
OPo ks Pk o,k;|: k k-1 k%

£(00 )" = P {[uve, (op - pp b, 05,0 - [o,0-5, )},
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Apéndice E. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion IMPES

Término de Flujo,

n a n+1 n+l n
T % pmio ~ (y,AD
aFo‘k ) o,k—% apo'k_l |:po,k po,k—l (7/0 ) 71
apo,k—l - a
it - o) 0T
|: “ - kf% apo,k—l 0,k
Donde:

Derivada del Potencial,

POTOZ1= { Po — Pos—(7,AD)"
2
0
[POTOZL] =-1,
apo, k-1
POTOZIPA=-1 .

Derivada de la Transmisibilidad,

k

TOleT”k

N| =

0
apo, k-1

(Toz1)

0,

TOZ1PA= 0 .

|

1

-
y

(E

(E

(E.6)

(E.7)

(E.8)

(E.9)

Sustituyendo las expresiones (E.6) y (E.9) en expresion (E.3), se obtiene:
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Apéndice E. Derivada de las Funciones Residuo, Formulacion IMPES

oF, | =—{T”k_1 1] } (E.10)

Funcién de residuo de la Fase Agua:

TWX2 POTWX2
f_W
Tv: k+£ |: pgj(il - p:WO, k+1 p(;H—k1 + pgwo,k - (7WAD):+1j|
2
TWX1 POTWX1
Foe={-T/ k{psﬁ = Plwok — Pocs* Phuoks ~ (yWAD)gl} : (E.11)
TFVi/ TACUMW 2
n+ V] n+ n n+ n
* (qwbw)k = Aptk{[l_{_cr(po - P, )](bwsw) - (bwsw) }k

Donde los términos TWZ2, POTWZ2, TWZ1Y POTWZ son los correspondientes a los

potenciales y transmisibilidades al flujo, TFW es el fuente y TACUMW es el de
acumulacién de la funcion de residuo fase agua.

Derivando la funcion de residuo del agua F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k-1, se tiene:

n n+1 n n+l n n
T 1 po,k+1 - pcwo, k+l po,k + pcwo,k - (7WAD) 1
w, k+5 k+§

GFW, k a n n+1 n n+l n n .
6p0’k_l = 6p0’k_1 —TW’ k;|: po,k - pcwo,k - po,kfl + pCWO’ k-1 _(7w AD)k; ; (E12)

T (qwbw ):(Hl - VAptk{ [1+ C, (p(r)wl - pch1 )](bWSW)HJrl - (bwsw)n }k
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Término de Flujo,

al:w,k _ W'k7% apo,k—l
apo,k—l -
i

Donde:

Derivada del Potencial,

POTWZ1= { P’k ~ Pewo.k ~ Pakcs + Pawo s = (7 AD)' 4
2

0 [POTWZ1] =-1,
apo,k—l
POTWZIPA=-1 .

Derivada de la Transmisibilidad,

n 0 n+ n
T |:po,k1_pcwo,k_p

TWZL=T"

0
8po, k-1

(Twz1)=0,

TWZ1PA= 0 .

Sustituyendo las expresiones (E.16) y (E.19) en expresioén (E.13), se obtiene:

n+1

0,k-1

- p(?WO,k - po,k—l + p:wo,k—l _(7W AD)n 1

+ p:wo,k—l _(7w AD)n

(E.13)

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(E )

(E )

(E )
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oF,

w, k :_{Tn 1[_1] } (E20)

apo, k-1 Wk

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k. De acuerdo a la ecuacioén (E.1) se tiene:

T | Pt - psE - (oAD) | -
2L 2]
M 5 i ]
ok = T" ™ _pr — (y,AD)" | | £(q,b, ) - : E.21
My oDy, o’k%_po,k Po, k1 (7’ )k;_ (q )k ( )

P e (o0 ol -5 -5,

Término de Flujo,

n 0 n+ n+ n
T |:po,kl+1 - po,k1 - (70AD)k+l:| +
2

1
o, k+§ apo’ ‘

n a n
p2+l+ - p(;H-l - }/OAD T -
aForjzl |: k+l k ( )k+; apo,k 0,k+%

_ , (E.22)

apo, k a
Tor,]k—% P, [pg? ~Poics ~ (7,AD) 1} _

K—=

2

n+l ol n 0 n
|:p0,k po,k—l (70AD)k_;j| apo,k (TO’H;]

Donde:

Derivada de los Potenciales,
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POTozz{pz;il—psf - (7OAD)Z+1J , E )
POTOZl:Lpsf—p:;: - (yoAD):_lJ, E )
2
0 [POTOZ2]" =1, (E.25)
po,k
POTOZ2PI =1, (E.26)
0 [POTOZ1] =1, (E.27)
o,k
POTOZ1IPI =1 . (E.28)

Derivada de las Transmisibilidades,

TOZ2=T" ., (E.29)
TOZI=T" ., (E.30)
7
0 (Toz2)=0, (E.31)
apo,k
TOZ2PI = 0, (E.32)
0 (Toz1)=0, (E. )
apo,k
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TOZIPI = 0 . (E. )

Sustituyendo las derivadas (E.26), (E.28), (E.32) y (E. ) en la expresiéon (E. ) resulta:

6F0”:1
LIV ) T 0L L ) (E.35)
Tl L

Término Fuente,

o(a,b, oy :_{ ob, o,

n+1
. . } . (E.36)
apo, k apo apo P k

Término de Acumulacion,

TACUMO :_\/Aptk{[:I'_'_('\’r(pcr)Prl - pg )][bo(l_sw)]nﬂ_ [bo(l_sw)]n}k d (E.37)
0 _ 0 \ﬂ il o B il _ n
o (1acun0)=— % B {fe (oot -yl 08 0S| €39
°_(tacumo)=—"Px % {hc, (oo - p b, 0-S, )P~ b, 0-5,)'} (E-39)
apo‘k At apo’k r\Mo 0 o w o w kK .
n+1 n a n+1
[1+Cr(po — P )]apo [bo(l_sw)] +
O (tacuMo)=—"Pedlo, @-s, )1 O fuec, (pr - pi (E.40)
apOYk At o w 6p0 r\Mo 0 ’ .
0 n
_a o(l_sw)] )
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n+1l
O (tacumOo)=—"Pe frec, (prt —pr)] a-s,)* P i, a-s, et . (EAT)
0P, « At op, )
a Vpk n+1 n+1 n abnﬂ n+1 .
TACUMO )=—"P J(1_5 i _ ° |+(b : E.42
Gpo,k( )= {( Y) Uﬂtr(po po)](apo +(b, )" e, | (E42)
n+1
TACUMOPI:—VApt"{(1—Sw)n+1“1+cr(p3+l—pg)]{%% JH*%)””QJ} : (E.43)
0 k

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la saturacion de agua S,

en k. De acuerdo a la ecuacion (E.1) se tiene:

T a| Piea=pok = (rAD) 4 | =
0,k+7_ k+E
FE o |on [n : 1
) — n N+ _ n+. _ n + n+ . .
S, OS, To,k—% Po.k = Poka (VoAD)k_;_ £ (ob, )i ; (E.44)

Ol 5 e -5, - o, )

Términos de Flujo,
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n a n+l n+l n
T P po, 1 po, - (7OAD) j| +
o,k+% aS,, | [ kel k kel
n 0
pgﬂ; _ pg+l _ OAD T n _
aFOrII { k1 k (}/ )k+;j| 8SW’k( o,k+;j
_ , (E. )
oS, o X .
To,k—% aSWk|: po,k - po,k—l - (70AD)k_;:| -
n+1 n+l n 6 n
{po,k - po,k—l - (70AD)k_;:| 6SWVK (To,k+;]
Donde:
Derivada de los Potenciales,
0 [POTOZ2] =0, (E.46)
w, k
POTOZ2WI =0 , (E.47)
0 [POTOZ1] =0, (E.48)
oS,
POTOZIWI =0 . (E.49)
Derivadas de las Transmisibilidades,
° (roz2)-° (Azkk”’b"] , (E.50)
aSW, k aSw k AZ /uo k+£
2
° (roz2)-o0, (E.51)
w, k
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TOZ2WI =0 , (E.52)
0 (Toz1)= 0 [ A Kkiobs , (E.53)
S, « OSyp \AZ g1, ) 1
0
(Toz1)=0, (E.54)
w, k
TOZIWI =0 . (E.59)

Sustituyendo las derivadas (E. ), (E.49), (E.52) y (E.55) en la expresiéon (E. ) resulta:

oF,

s ={0}. (E. )

w, k

Término Fuente,

ek g (E. )

Término de Acumulacion,

0

(racumo)=- &R {ure, (o0 - e -5, ) -S| (E58)

w, k

0

(racumo)=-"Pe_fftre (pr* - pr o t-8, 1~ -8, ', . (E59)

w, k w, k
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n+l n 0 n+1
[]""cr(po _pO)]aSW[bo(l_Sw)] +
O (TAcumO)=—"Pellp a-s, ) 2 [1+C(p%p”)] (E.60)
W'k At 0 w aSW r 0 [0
a n
- DA |
a Vpk n+l n n+1
(TacuMO )= =P { v, (3 - p3 -0, ), . (E.61)
O (tacumo )= {fuc, (pp - p ] (o, ), (£.62)
TACUMOWI :\/Aptk{[l+cr(p§+l—p3)] (o, )" }, . (E.63)

Derivando la funcion de residuo F, del agua con respecto a la presion de aceite p,, en

k. De acuerdo a la ecuacion (E.11) se tiene:

Foe 0
apo,k apo,k

w, k+=
2

n n+1 n
_Tw 1 |:po,k - pcwo,k -p
2

+(a,b,)

Términos de Flujo,

n n+1 n n+l
T 1 {po,kﬂ - pcwo, k+l po,k

n+l

:+l - \/Aptk{[l-’_cr(p

n+l
0

+ pgwo,k o (7WAD):+1:|
2

0,k-1 + pgwo,k—l - (7/WAD):_lj|
2

= oo lb,8, ) = (b,8,)",
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1
w, k+E apO’ K

n+1 n n+1 n
oF nel |:po,k+l - pcwo, k1 po,k + pcwo, k
wk

apo,k 0
T ! |: pgll - pcnwo,k - p(r)]tl—l + pcnwo,k—l -

1
. k_E apo, k

n+l

n+1 n n
|:po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo,k—l -

Donde:

Derivada de los Potenciales,

POTWZ2 =[p§fﬂ P — P Dok —

POTWZ1= { Pok — Powox — Poss + Powoxs —

0
apo,k

[POTWZ2] =1,

POTWZ2PI =-1,

0

po,k

[POTWZ1] =1,

POTWZ1PI =1 .

Derivada de las Transmisibilidades,

n+1

0
n n+l n n
T po,k+l - pcwo, k+1 po,k + pcwo,k -

n 0
AD
0. M 2

n 0
(yWAD)k_l:| p )

2

(7,AD)’ 1J ,

4=
2

(7WAD)E;J ,

FONE
2

(Tw, k+lJ B
2

(o0 | -

- ]
0 o, [ W'k_i

(E.65)

(E.66)

(E.67)

(E.68)

(E.71)
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TWZ2=T" ., (E.72)
w, +E
™WZ1=T" (E.73)
0
(Twz2)=0, (E.74)
6po,k
TWZ2PI = 0 . (E.75)

De las expresiones anteriores, se deduce que la derivada de TWZ1 con respecto a la

presion de aceite, es:

TWZIPI = 0 . (E.76)

Sustituyendo las expresiones (E.69), (E.71), (E.75) y (E.76), en la expresiéon (E. ),

resulta:

e n
apo,k _{ w,k+% [_1] }_{ wk;[l] } ) (E77)

Término Fuente,

a b n+l n+l
_olauby )y :_[ By 8%} (E.78)
apo,k apo apo Pk
Término de Acumulacion,
TACUMW =—VAptk{[1+ ¢, (pr = p2 (6,8, )" = (0,8,)" E. )
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0 o |V i n - n
o, (racumw)—— 5 B (e o pr s, ) - (5. E )
a __VL a n+ 4N n+1_ n
op,. (TacuMW )= {ee (pr - 0,5 - 6.5, (E.81)
n+ n 8 n+1 n+1
P Vp []'_'_Cr(po - po )]apo(bWSW) +(bwsw)
» (TACUMW):—A—t“ 5 5 , (E.82)
o, n+1_ n _ Y n
‘ o e, (prt—pl) = %w) k
0 __Vp n#l_ an n+ abvr\]/+l n+l
- (TACUMW )= Atk{ e, (po— o )]{SWI o j+(bwsw) ¢, } , (E.83)
V n+ n+ n abvr\]/+1 N+
o TACUMW >§t{ s chr(po ] ) J} , E84)
n+1
TACUMWPI = —\/Aptk{ gn4 L[1+ ¢, (pr—p! )][a;’go Jﬁu(bw)””cr J}k . (E.85)

Derivando la funcién de residuo del agua F, con respecto a la saturacion de agua S,

en k. De acuerdo a la ecuacioén (E.11) se tiene:

Tv: L |: pg,+kl+1 - pcnwo, k+1 p(r)1+kl + pQWOV K (7WAD)E+1:|
k2 :

5';;,11 8 n n+1 n n+l n n .

oS - asw,k _Tw, k_;|:po,k - pcwo,k - po,k—l + pcwo, k-1 — (yWAD)k_; , (E86)

w, k

* (quW)E+l - VAptk{ |:1+ Cl’ (p:)Hl - pg )](bwsw)n+1 - (bWSW)n }k
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Términos de Flujo,

n 0 n+ n n+ n n
T |:p0,kl+l - pcwo,k+1 - po,kl + pcwo,k - (yWAD) 1:| +

1
w,k+E 6SW ‘

n+l n n+l n n a .
oF n+l |:p°* S pCWO, k+l po, k + pcwo, k (7WAD)k+;:| 8SW k T é —
5. | : (E.89)

wk n 0 n+ n n+ n n
Tw,kfg aswk|: po,liL - pcwo,k - po,lj—l + pcwo, k-1 — (j/wAD) ;:| -

n+ n n+ n n 0 h
|:po,k1 - pcwo,k - po,kl—l + pcwo,k—l - (7WAD)kj| 85 [Tw,kl]

N -

Donde:

Derivada de los Potenciales,

0

[POTWZ2] =0 , (E. )

w, k
POTWZ2WI =0 , (E. )

0
[POTWZ1] =0, (E. )

w, k
POTWZIWI =0 . (E.93)

Derivada de las Transmisibilidades,

7

w, i

(Twz2)=0, (E.94)
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TWZ2WI =0 . (E.9

De las expresiones anteriores, se deduce que la derivada de TWX1 con respecto a la
saturacion de agua, es:

TWZIWI =0 . (E.96)

Sustituyendo las expresiones (E.91), (E.93), (E.95) y (E.9 en la expresiéon (E. ),
resulta:

Fyi
0S

(o). (E.97)

w, k

Término Fuente,

_olaby i (oo, poaa,) (L b, P,y 2, (E.98)
S ves, s, )., “op, S, oS, ). '
Término de Acumulacion,
a a Vpk n+l n n+1 n
TACUMW )=— ki -p!b,S, )"~ (b,S : E.99
. = | el —pr s,y - 5. | (€.99)
O (tacumw )=—Pe 2 I (prt prbuS, ) - (b,S,)" (E.10
.k At 8S,,,
n-+ n a n-+ n+
5 V [1+Cr(po l_pO)aS (bWSW) 1-i_(bwsw) '
(TACUMW )=—"Pi v

K (o . , (E.10
W, 0+l an)| o n
K 8SW[1+ Cm Po )] os., (bysd
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n+1
0 (TACLmMN)=—YB& h+c(p§1—pgﬂbw+swamv . (E.10
i At S, k
Para hacer consistente la ecuacion (E.152) se hace lo siguiente:
0 v ob, op.,. )
(TACUMW )=—"PeJ i (prt = p2)] b, -, o Poo , (E.10
i At op, 08, k
v ab, p,,. )
TACUMWWI =P J fiic (prt = pr )] b, -8, S Powo . (E.10
At op, 0S,
k

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k+1, se tiene:

To, k+%
6F n+1 B
0,k _ a T n .
8po, k+1 apo,k+l ok—3 L

Término de Flujo,

oF,'
8po, k+1 |:

n+l n+l

po, k+1 po,k

e al |
_ 0. k+§ apo,k+l

p(?,ﬁ—klﬂ - ptr)Hk1 - (70AD):+£ -

Pok = Pois = (7AD) 4 | (@b ) = ¢ (E.10
V n+. n N+ n
AF);({[:l'+Cr(po - Po )][bo(l_sw)] - [bo(l_sw)] }k

ittt - (o), |+

’ , (E.10
o] | [
k+§ 8po,k#—l O'k+§
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Donde:

Derivada del Potencial,

POTOZ2= L Poca = Poc = (7, ADM : (E.10

0 [POTOZ2] =1, (E.10
po,k+1
POTOZ2PP =1 . (E.109)

Derivada de la Transmisibilidad,

TOZ2=T" ., (E.110)
ks
0
(TOxz2)=0, (E.111)
apo,k+1
TOZ2PP=0 , (E.112)

Sustituyendo las expresiones (E 09) y (E.112) en la expresion (E.106), se obtiene:

oF,
o,k :_{Tn 1[1] } ) (E113)

Derivando la funcion de residuo del aceite F, con respecto a la saturacion de agua S,

en k+1, se tiene:
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T" 1| poka— P = (7,AD)
o,k+E y

oF o r
o, = Tn ntl o+l AD n
8Suii OSura 0*_%_pmk Poics — (7,4D)

Término de Flujo,

o {
o,k+5 aSW,k+1

W, k+l n+l n+l
po,k+1 - po,k -

Donde:

Derivada del Potencial,

0

[POTOZ2] =0,

w, k+1

POTOZ2WP =0 ,

n+1 n+1

po,k+l - po,k _(70 AD)

(70 AD)E+1

Derivada de la Transmisibilidad,

0 (TOz2)=0

w, k+1

TOXZ2WP =0 ,

1
+=
2

1

P fg (57— T, - B,

n
+
k+1:|
2

3| OSuka\ ok

+(q,b, ) - :
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Sustituyendo las expresiones (E 17) y (E.119) en la expresién (E.115), se obtiene:

(E.120)

Derivando la funcion de residuo del agua F, con respecto a la presion de aceite p,, en

k+1, se tiene:

Foe 0

apo, k+1 - apo,k+1

n+1
po, k+1

Tn

W,k+1|:
2

n n+1
-T 1 |:po,k
w, k—=
2

+ (qwbw ):+l -

Término de Flujo,

oFre
apo, k+1

n+1l

|

Donde:

1
W k+§ 8po,k+1

po,k+1

Derivada del Potencial,

POTWZ2 = {

n+l
po, k+1

n+1
|: po, k+1

n n+1
pcwo, k+l po, k

n+l

\/Aptk{[1+cr(p;Hl

n n+l
pcwo, k+1 — po, k

n
pcwo,k - po, k-1

n
+ pcwo, k

n
+ pcwo,k—l -

n
+ pcwo, k

(7WAD)n 1

k—=

|

= oo b,8,) - (b,8,)" ),

0
n n+l n n n
Powo, ki1~ Po,k ¥ Powo,k (yWAD)mJ Pq, 11 [TW’ ké]
- p:wo, k+l ptrJHkl + p(?Wka B (}/WAD):+1J ’

2

: (E.121)

, (E.122)

(E.123)
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0

[POTWZ2] =1, (E.124)

0,k+1

POTWZ2PP =1 . (E.125)

Derivada de las Transmisibilidades,

WZ2=T" |, (E )
w, +E
G
(Twz2)=0, (E )
po,k+l
TWZ2PP =0 . (E1 )

Sustituyendo las expresiones (E 25) y (E.128) en la expresion (E.122), se obtiene:

mk e 1}. (E
8po,k+l {W’“;[ ]
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Formato CRS

El uso del formato almacenamiento comprimido por filas, en sus siglas en ingles CRS
(Compressed Row Storage) es de suma importancia para las matrices dispersas, dos y
tres dimensiones, con el objetivo de eliminar los coeficientes con valores iguales a cero

y de esta forma acelerar la solucion del sistema de ecuaciones.

A continuacion se muestra un ejemplo en la Fig. F.1.

3 12 0 0 11 4 0
0 7 03 0 0 0
0 9 16 1 0 0 0
A=27 0 0 2 0 0 0
0 3 0 0 14 41 0
0 0 25 0 6 38 0
0 0 0 0 0 0 19]

Fig. F.1. Matriz de coeficientes.

IA =

JA =

ARED =

Donde

IA: Vector en donde almacena la sumatoria de cada coeficiente o elemento
diferente de cero de renglén en renglén, partiendo de uno o de cero.

JA: Vector en donde almacena el indice correspondiente al coeficiente o

elemento diferente de cero.

ARED: Vector en donde almacena los coeficientes o elementos diferentes de cero.

Para la simulacion numérica de yacimientos, la Fig. F.2 representa el sistema de

ecuaciones algebraicas en su estructura matricial considerando ordenamiento estandar
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con 4 nodos en la direccion X, NX=2; 3 en la direccion Y, NY=3y 2 en la direccién Z,
NZ=2.

e g
b e g
a b e 9
c a e g
a b e g
c a b e g
f c a b e g
f c a e 9
f a b 9
f c a b 9
f c a b 9
f c a
a b e
c a b e
h c a b e
h c a e
h f a b e
h f c a b e
h f c a b e
h f c a
h f a b
h f c a b
h f c a
h f c
Fig. F.2. Matriz de coeficientes (A) con ordenamiento estandar con dimensiones
4x3x2.

De acuerdo a las dimensiones de la malla de simulacion tridimensional, resulta una
matriz de coeficientes, como se observa en la Fig. F.2., la cual, podemos determinar de

las bandas, el numero de coeficientes diferentes de cero.

Para la direccion Z,
Banda ijk -1, h=(NX*NY *NZ)—(NX *NY), (F.1)
Banda ijk +1, g =(NX*NY *NZ)—(NX *NY). (F.2)
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Para la direccion Y,
Banda ij —1k, f =(NX*NY*NZ)-(NX *NZz),
Banda ij +1k, e=(NX*NY *NZ)—(NX *NZ).

Para la direccion X,

Banda i-1jk , c=(NX*NY*NZ)—(NY *NZ),

Banda i+1jk, b=(NX*NY *NZ)-(NY *NZz),

Banda principal ijk, a=(NX*NY*NZ).

Apéndice F. Formato CRS

(F.3)
(F.4)

(F.5)
(F.6)
(F.

Ahora bien también se puede determinar el numero de coeficientes totales, es decir el

numero de coeficientes diferentes de cero e iguales a cero, con la siguiente ecuacion:

NcA=(NX*NY *NZ ).

(F.

Una vez establecido los vectores anteriores mencionados, se procede a dimensionar y

obtener los vectores IA, JA y ARED, como a continuacion se presenta.

Formato CRS en codigo Fortran 90/95, para obtener los vectores ARED, JA e IA de una

matriz de coeficientes en el sistema coordenado cartesiano tridimensional de 40 x 40 x

32 con ordenamiento estandar:

ALGORITMO DE FORMATO CRS PARA MATRIZ DISPERSA EN 3 DIMENSIONES !

PROGRAM FORMATO_CRS
IMPLICIT NONE
INTEGER :: i,row,ii,jj,kk,EQN
INTEGER :: rowsize,x,y,z
INTEGER,DIMENSION(:),POINTER :: IA
INTEGER,DIMENSION(:),POINTER :: JA
REAL ,DIMENSIONC(:),POINTER :: ARED
REAL ,DIMENSIONC(;),POINTER :: B

IOPEN( UNIT=500,FILE='"MATRIZ3x3x3.CRS',STATUS="UNKNOWN")
FILE="Laplace40x40x32.CRS',STATUS="UNKNOWN")

OPEN( UNIT=
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X=40 ! numero de celdas en la direccion X
Y=40 ! numero de celdas en la direccion Y
z=32 I numero de celdas en la direccion Z
EQN =1 ! nUmero de ecuaciones por celda

rowsize = x*y*z
ALLOCATE(IA(O:rowsize))
i =0

IAC ) =

DO row=1,rowsize

! k -
IF ((row-x*y) ) THEN
i=i+1

END IF

— —

IF ( (MOD( (row-Y),(X*Y)) ) .AND. (MOD( (row-Y),(X*Y) ) <= ((X*Y)-Y)) ) THEN
i=i+1

END IF

IF (MOD((row- ),(x)) ) THEN

i=i+1

END IF

R DIAGONAL PRINCIPAL -----

i=i+1

! i+ 1

IF (MOD((row+1),x) = ) THEN
i=i+1

END IF

! j+1

IF ( MOD((row- ),(X*Y)) < (X*Y-Y) ) THEN
=i+ 1

END IF

! k+1

IF ((row+X*Y)<=rowsize) THEN
i=i+1
END IF
IA(row) =i
IWRITE(*,10)row," ",IA(row)
END DO
110 FORMAT(2X,14,A,14)
ALLOCATE( JA(IA(rowsize)),ARED(IA(rowsize)) )
i =0
row =0
DO ii=1,X
DO jj=1,Y
DO kk=1,Z
row = row + 1

! k -
IF ((row-x*y) ) THEN
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i=i+1
JA() = row - (X*Y)
ARED(i)= (- ) )

IF ( MOD( (row-Y),(X*Y) )>0 .AND. MOD( (row-Y),(X*Y) ) <= (X*Y-Y) ) THEN
i=i+1
JA(i) = row - X
ARED(i)= (- )¢ )

IF ( MOD((row- ),(x)) ) THEN
i=i+1
JA(i) = row -
ARED()= (- )*(- )
END IF

R DIAGONAL PRINCIPAL -----
i=i+1
JA(i) = row
ARED(i) = - )
! i+ 1
IF (MOD((row+1),x) = ) THEN
i=i+1
JA(i) =row + 1
ARED() = (- )"- )
END IF
! jt1
IF ( MOD((row- ),(X*Y)) < (X*Y-Y) ) THEN
i=i+1
JA(i) =row + X
ARED()= (- ) )
END IF

IF ((row+X*Y)<=rowsize) THEN
i=i+1
JA(i) = row + (X*Y)
ARED()= (- (- )
END IF
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ALLOCATE(B(rowsize))
DO ii=1,rowsize
B(i)=
END DO

! IMPRESION DE MATRIZ
WRITE( yrowsize,SIZE(JA)
FORMAT(15,1X,15)
DO i=0,rowsize
WRITE( MNA(i)
END DO
11FORMAT(15)
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DO i=1,SIZE(JA)
WRITE( )JA(i),ARED(i)
END DO
FORMAT(15,2X,1PE)
DO i=1,rowsize
WRITE( )B(i)
END DO
FORMAT(1X,1PE)
IWRITE(500,'(15)',ADVANCE="NO")ARED
PRINT*
PRINT*,IA
PRINT*
PRINT*,JA
PRINT*
PRINT*,ARED
END PROGRAM FORMATO_CRS
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Cdodigo Multimalla Geométrico y SOR

El cédigo en Fortran 90/95 abajo resuelve numéricamente la ecuacion de Laplace y
Poisson, empleando el método de multimalla geométrico (MMG) y el método de
relajacion (SOR). Se puede ver la diferencia en los tiempos de computo para obtener la

solucién entre ambos métodos.

El cddigo esta constituido de un archivo de datos, programa principal y 4 maodulos,

como se muestra a continuacion:

Archivo de datos:

Datos Para Resolver Ecuacion De Laplace o Poisson 2D

Tamano de la Malla en direccion X.

NX :0129

Tamano de la Malla en direccion Y.

NY :0129

Longitud de la Malla en direccién X.

LX :10.0

Longitud de la Malla en direccién Y.

LY :10.0

Tipo de suavizador (Punto = 1, Linea = 2)
SUAV :01

Método de Solucién (Multimalla = 1, SOR = 2).
SOLVER:01

Si seleccioné Multimalla, entonces seleccione Numero de Mallas o Niveles (6 Niveles como maximo).
NGRID :05

Ciclo de Multimalla (V =1, W = 2)

CICLO :01

Programa Principal:

PROGRAM MULTIMALLA MMG
USE LECTURA
USE SUBRUTINAS
IMPLICIT NONE
INTEGER :: n,iCONT,ITER,iRes,MGcyc,m,nc
REAL(KIND=DP):: fmg,Res1,Res2,Rfina,Rburda
REAL(KIND=DP):: INICIO_TIEMPO,FIN_TIEMPO,TIEMPO

PRINT*,

PRINT*

PRINT*,' EJEMPLO DE APLICACION DEL CODIGO MULTIMALLA

PRINT*, PARA LA SOLUCION DE LA ECUACION DE LAPLACE '
PRINT*,' O ECUACION DE POISSON '
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PRINT*,' EN 2 DIMENSIONES => Uxx+Uyy=0 (EL) '
PRINT*,' Uxx+Uyy=-2P1**2*SIN(PI*X)*SIN(PI*Y) (EP) '
PRINT*

PRINT*,' Sistema a Resolver => Au =f '
PRINT*,'

PRINT*

PRINT*

PRINT*,' Elaborado por : Oscar Orozco Aguilar'
PRINT*,' '

! Entrada de Datos

CALL DATOS_ENTRADA

ILongitudes de las celdas.

CALL DIMDXDY(NX1,NY1,NGRID,LX1,LY1,DX,DY)

IF (SOLVER.EQ.1) THEN
PRINT*
PRINT*"  cmemmmmmmeeeee MULTIMALLA (MG) ---=-==mmmmmmmem '
OMEGA=1.0D0
CALL CPU_TIME(INICIO_TIEMPO)
IDimension del vector Incognita (U1) de la Malla Fina.
CALL VECTORU(NX1,NY1,U1)
PRINT*,'U1=",SIZE(U1)
IDimension del vector Incognita (U2) de la Malla Burda (1).
CALL VECTORU(NX2,NY2,U2)
PRINT*,'U2=",SIZE(U2)
IDimension del vector Incognita (U3) de la Malla Burda (2).
CALL VECTORU(NX3,NY3,U3)
PRINT*,'U3=",SIZE(U3)
IDimension del vector Incognita (U4) de la Malla Burda (3).
CALL VECTORU(NX4,NY4,U4)
PRINT*,'U4=",SIZE(U4)
IDimension del vector Incognita (U5) de la Malla Burda (4).
CALL VECTORU(NX5,NY5,U5)
PRINT*,'U5=",SIZE(U5)
IDimension del vector Incognita (U6) de la Malla Burda (5).
CALL VECTORU(NX6,NY6,U6)
PRINT*,'U6=",SIZE(U6)
PRINT*
!
Vector Conocido (F1) de la Malla Fina.
CALL VECTORF(NX1,NY1,DX( ),DY( ),F1)
Vector Conocido (F2) de la Malla Burda (1).
CALL VECTORF(NX2,NY2,DX( ),DY( ),F2)
Vector Conocido (F3) de la Malla Burda (2).
CALL VECTORF(NX3,NY3,DX( ),DY( ),F3)
Vector Conocido (F4) de la Malla Burda (3).
CALL VECTORF(NX4,NY4,DX( ),DY( ),F4)
Vector Conocido (F5) de la Malla Burda (4).
CALL VECTORF(NX5,NY5,DX( ),DY( ),F5)
Vector Conocido (F6) de la Malla Burda (5).
CALL VECTORF(NX6,NY6,DX( ),DY( ),F6)
!
!Condiciones de Frontera
CALL CONFRON(NX1,NY1,U1)
CALL CONFRON(NX2,NY2,U2)
CALL CONFRON(NX3,NY3,U3)
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CALL CONFRON(NX4,NY4,U4)
CALL CONFRON(NX5,NY5,U5)
CALL CONFRON(NX6,NY6,U6)
!
! Malla Fina
n=1
!'ParacicloVoW
DO m=1,NGRID
iCICLO(m) =
END DO
! Tipo de cicloVo W
MGcyc = CICLO
iRes =0
! lteracion y Contador
ITER =0
iCONT =0
! Contadores y Residuales para las diferentes Mallas
DO m=1,NGRID
ivisit(m) =
Res(m) =0.0D0
ENDDO
! Residual inicial igual con cero y Relacion del Residual
Res1 =0.0D0
Res2 = 0.0D0
fmg =0.0D0
!

DO Inc=1,2
CONTINUE
! RELAJACION
CALL RELAJACION(n,NX1,NY1,NX2,NY2,NX3,NY3,NX4,NY4,NX5NY5NX6,NY6, &
U1,F1,U2,F2,U3,F3,U4,F4,U5,F5,U6,F6,DX,DY,Res1,0mega,SUAV)
! Para incrementar Contador
iCONT =iCONT+1
igc(n)=ige(n)+
! Relacion entre residuales sucesivos
Res(n)=Res1
if (Res2/=0.0D0) then
fmg=Res1/Res2
else
fmg=0.0D0
endif
Res2=Res1
! Para la Malla mas Gruesa
IF (n==NGRID) THEN
Rburda=Res(NGRID)
Rfina=sigma*Res(NGRID- )
if (ivisittNGRID)== ) then
if (Rburda>=TOL.OR.iCONT<5) goto
else
if (Rburda>=Rfina.OR.fmg<eta) goto
endif
ENDIF
! Dos iteraciones
IF (iCONT<2.0R.fmg<eta) GOTO
I Para malla Fina
IF (n==1.AND.iCICLO( )== ) THEN
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iCICLO( )=
GOTO
ENDIF
! Condicion para la RESTRICCION
IF (n /= NGRID.AND.iCICLO(n) < MGcyc) THEN
iCICLO(n) = iCICLO(n)+
do m=n+1,NGRID
iCICLO(m)=iRes
enddo
! RESTRICCION
CALL RESTRICCION(n,NX1,NY1,NX2,NY2,NX3,NY3,NX4,NY4,NX5NY5NX6,NY6, &
U1,F1,U2,F2,U3,F3,U4,F4,U5,F5,U6,F6,DX,DY)
!'Imprime malla y residual
PRINT*,'Malla ', n," Residual:',Res(n)
PRINT*,'Contador:", iCONT
! Siguiente Malla Burda
n=n+1
ELSE
!

! PROLONGACION
CALL PROLONGACION(n,NX1,NY1,NX2,NY2,NX3,NY3,NX4,NY4,NX5NY5NX6,NY6, &
U1,U2,U3,U4,U5,U6)
!'Imprime malla y residual
PRINT*,'Malla ', n," Residual:',Res(n)
PRINT*,'Contador:', iCONT
! Moverse a la proxima malla mas fina
if (ivisit(n)== ) then
ivisit(n)=
endif
n=n-
END IF
!
! Residuales y contadores en cero
Res1 =0.0D0
Res2 = 0.0D0
iCONT =0
! Regresa a RELAJACION
GOTO
CONTINUE
! Para contar los ciclos
ITER = ITER+1
! Contador en cero para nuevo ciclo
iCONT =0
! Informacion
PRINT*’I********** CIC|O flnal I,ITER’ 1 kkkkkhkkkkkkl
! Para guardar Residual de malla mas fina en archivo
IIF (ISAVER==1) THEN
I WRITE(1, 20) ITER, Res(1)
'ENDIF
120FORMAT (i7," ', f17.8)
! Informacion de la malla mas fina
PRINT *,'Residual de la Malla Fina:",Res( )
PRINT *;PRINT*
IF (Res( ) <TOL) EXIT
ENDDO
CALL CPU_TIME(FIN_TIEMPO)
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TIEMPO = FIN_TIEMPO-INICIO_TIEMPO
WRITE(*,'(1X,A,F10.4,A)") Tiempo: ", TIEMPO,' Segundos'
WRITE(*,'(1X,A,F10.4,A)) Tiempo: ', TIEMPO/60.0,' Minutos'
PRINT*
ELSEIF (SOLVER==2) THEN
PRINT*
PRINT*,' SOR '
OMEGA=1.5D0
CALL CPU_TIME(INICIO_TIEMPO)
IDimension del vector Incognita (U1) de la Malla Fina.
CALL VECTORU(NX1,NY1,U1)
PRINT*,'U1=",SIZE(U1)
! Para solo llenar en ceros de elementos que no se usan para SOR
CALL VECTORU(0,0,U2)
PRINT*,'U1=",SIZE(U2)
Vector Conocido (F1) de la Malla Fina.
CALL VECTORF(NX1,NY1,DX( ),DY( ),F1)
!Condiciones de Frontera
CALL CONFRON(NX1,NY1,U1)
n =NGRID
ITER =0
Res(n) = 0.0D0
Res1 =0.0D0
DO Inc=1,20
CALL RELAJACION(n,NX1,NY1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, &
U1,F1,U2,U2,U2,U2,U2,U2,U2,U2,U2,U2,DX,DY,Res1,0mega,SUAV)

Res(n) = Res1
ITER = ITER+1
PRINT*,"*** Iteracion final ",ITER, ' ***
PRINT *,'Residual de la Malla Fina:',Res( )
IF (Res( ) < TOL) EXIT
ENDDO
PRINT*
CALL CPU_TIME(FIN_TIEMPO)
TIEMPO = FIN_TIEMPO-INICIO_TIEMPO
WRITE(*,'(1X,A,F10.4,A)") Tiempo: ", TIEMPO,' Segundos'
WRITE(*,'(1X,A,F10.4,A)") Tiempo: ', TIEMPO/60.0,' Minutos'
PRINT*
ELSE
PRINT*,'Metodo de Solucion no asignado'
END IF
END PROGRAM MULTIMALLA_MMG

Modulo 1, Lectura de Datos:
MODULE LECTURA
USE CONSTANTES Isigma = Trabajo de la malla burda a partir de la penultima.

IMPLICIT NONE leta = Proporcion de residuales consecutivos en una malla determinada.
REAL,PARAMETER :: TOL=1.0D-5,eta=0.6D0,sigma=0.1D0
INTEGER :: EROR,DIMEN=2

CHARACTER(LEN=10) :: N1,N2,L1,L2,G,SO,SU,CI
REAL(KIND=DP) : OMEGA

REAL(KIND=DP) ::LX1,LY1

INTEGER :: NX1,NY1,NGRID,SUAV,SOLVER,CICLO
INTEGER o NX2,NY2,NX3,NY3,NX4,NY4,NX5,NY5,NX6,NY6
INTEGER, ALLOCATABLE,DIMENSION(: ) ::iCICLO,ivisit,igc
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REAL(KIND=DP),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: U1,U2,U3,U4,U5,U6
REAL(KIND=DP),ALLOCATABLE,DIMENSION(:,:) :: F1,F2,F3,F4,F5,F6
REAL(KIND=DP),ALLOCATABLE,DIMENSION(: ) :: DX,DY,Res
CONTAINS
SUBROUTINE DATOS_ENTRADA
OPEN(UNIT=100,FILE='DATOS.DAT",STATUS="OLD', ACTION='READ',IOSTAT=EROR)
IF (EROR>0) THEN
PRINT*,'Falta archivo DATOS.DAT'
END IF
READ( IOSTAT=EROR)N1,NX1,N2,NY1,L1,LX1,L2,LY1,SU,SUAV,S0O,SOLVER,&
G,NGRID,CI,CICLO
FORMAT( (A8,14,/1) (A8,F10.3,//) (A8,14,/))
ALLOCATE(U1(NX1,NY1),F1(NX1,NY1),DX(NGRID),DY(NGRID),Res(NGRID))
PRINT*,'Tipo de Suavizador (Punto=1, Linea=2)'
WRITE(*,*)SU,SUAV
PRINT*
PRINT*,'Metodo de Solucion (MG=1, SOR=2)'
WRITE(*,*)SO,SOLVER
PRINT*
PRINT*,'Numero de Mallas o Niveles (maximo=6)'
WRITE(*,*)G,NGRID

PRINT*

IF (SOLVER==1.AND.NGRID>1.AND.NGRID<=6) THEN
PRINT*, METODO MULTIMALLA (MMG) '
PRINT*

PRINT*,'Ciclo Multimalla (V=1, W=2)'
WRITE(*,*)CI,CICLO

PRINT*

PRINT*,'Longitud de la Malla'
WRITE(*,*)L1,LX1," ',L2,LY1

PRINT*

PRINT*,'Dimension de la Malla Fina (1)'
WRITE(*,*)N1,NX1," ',N2,NY1

PRINT*

PRINT*,'Dimension de la Malla Burda (2)'
NX2=(NX1+1)/2; NY2=(NY1+1)
WRITE(*,*)N1,NX2," ',N2,NY2

PRINT*

PRINT*,'Dimension de la Malla Burda (3)'
NX3=(NX2+1)/2; NY3=(NY2+1)
WRITE(*,*)N1,NX3," ,N2,NY3

PRINT*

PRINT*,'Dimension de la Malla Burda (4)'
NX4=(NX3+1)/2; NY4=(NY3+1)
WRITE(*,*)N1,NX4," ',N2,NY4

PRINT*

PRINT*,'Dimension de la Malla Burda (5)'
NX5=(NX4+1)/2; NY5=(NY4+1)
WRITE(*,*)N1,NX5," ''"N2,NY5

PRINT*

PRINT*,'Dimension de la Malla Burda (6)'
NX6=(NX5+1)/2; NY6=(NY5+1)
WRITE(*,*)N1,NX6," ',N2,NY6

PRINT*
ALLOCATE(iICICLO(NGRID),ivisittNGRID),igc(NGRID))
ALLOCATE(U2(NX2,NY2),U3(NX3,NY3),U4(NX4,NY4),U5(NX5,NY5),U6(NX6,NY6))
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ALLOCATE(F2(NX2,NY2),F3(NX3,NY3),F4(NX4,NY4),F5(NX5,NY5),F6(NX6,NY6))
ELSEIF (SOLVER==2.AND.NGRID==1) THEN
PRINT*, METODO ITERATIVO CLASICO (SOR) '
PRINT*
PRINT*,'Longitud de la Malla'
WRITE(*,*)L1,LX1," ",L2,LY1
PRINT*
PRINT*,'Dimension de la Malla'
WRITE(*,*)N1,NX1," ;N2,NY1
PRINT*
ELSE
PRINT*," Operacion no asignanda, ya que NGRID maximo = 6
PRINT* y SOLVER nada mas tiene 2 opciones: !
PRINT*," Multimalla (MMG)=1 y Succesive Over-Relaxation (SOR)=2"
PRINT*
STOP
END IF
PRINT*, '
CLOSE
END SUBROUTINE DATOS_ENTRADA
END MODULE LECTURA

Modulo 2, Lectura de constantes:

MODULE CONSTANTES
IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::SP=KIND(1.0E0)! SIMPLE PRECISION
INTEGER,PARAMETER::DP=KIND(1.0D0)! DOBLE PRECISION
REAL(KIND=DP),PARAMETER::PI=3.141592653589790D0

END MODULE CONSTANTES

Modulo 3, Subrutinas:
MODULE SUBRUTINAS
USE CONSTANTES
CONTAINS
I I
! Subrutina para longitudes de las celdas en Xy Y de !
! los diferentes tamanos de malla !
SUBROUTINE DIMDXDY(NX,NY,NGRID,LX,LY,DX,DY)
INTEGER - NX,NY,NGRID
REAL(KIND=DP) o LX,LY
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NGRID) :: DX,DY
DO i=1,NGRID
IF (i==1) THEN
IEND=NX
JEND=NY
ELSE
iIEND=(IEND+1)
JEND=(JEND+1)
END IF
DX(i)=LX/DBLE(iEND- )
DY(i)=LY/DBLE(JEND- )
PRINT*," MALLA="i,) NX="iEND,' NY="JEND
END DO
WRITE(*,'(F7.3)',ADVANCE="NO")DX,DY

Pagina de



Apéndice G. Codigo Multimalla Geométrico y SOR

RETURN
END SUBROUTINE DIMDXDY
I I
! Subrutina inicial para el Vector Incognita U=0 !
! del sistema de ecuaciones Au=f !
SUBROUTINE VECTORU(NX,NY,U)

IMPLICIT NONE

INTEGER o NX,NY

REAL(KIND=DP), DIMENSION(NX NY):: U

INTEGER 2y

DO i=1,NX

DO j=1,NY
U(i,j)=
END DO

END DO
END SUBROUTINE VECTORU
I I
! Subrutina para el Vector Conocido (F) del lado !
! derecho del sistema de ecuaciones Au=f !
SUBROUTINE VECTORF(NX NY,DELTAX,DELTAY,F)

INTEGER = NX,NY
REAL(KIND=DP) :: DELTAX,DELTAY
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NX,NY) :: F
DO i=1,NX
DO j=1,NY
X=(i)*DELTAX

Y=(j)"*"DELTAY
F(i,j)=0.0'FF(X,Y) !si F(i,j)=0.0 entonces se convierte en E. Laplace
END DO
END DO
RETURN
END SUBROUTINE VECTORF
! !
! Subrutina para las condiciones de frontera !
SUBROUTINE CONFRON(NX NY,U)
INTEGER :NX,NY
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NX,NY) s U
j=1
DO i=1,NX
u(i,j) =
END DO
j=NY
DO i=1,NX
U(ij) =
END DO
i=1
DO j=1,NY
U(ij) =
END DO
i =NX
DO j=1,NY
U(i,j) =
END DO
RETURN

END SUBROUTINE CONFRON
! !
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! Subrutina para resolver sistema de ecuaciones Ax=b !
SUBROUTINE RELAJACION(n,N1X,N1Y,N2X,N2Y,N3X,N3Y,N4X,N4Y ,N5X,N5Y,N6X,N6Y, &
x1,b1,x2,b2,x3,b3,x4,b4,x5,b5,x6,b6,CX,CY,Resi,omg,SUAV)
USE METNUM
IMPLICIT NONE
INTEGER 2N NIXGNTY,N2X,N2Y,N3X,N3Y,N4X,N4Y, &
NSX,N5Y,N6X,N6Y
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N1X,N1Y) :: x1,b1
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N2X,N2Y) :: x2,b2
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N3X,N3Y) :: x3,b3
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N4X,N4Y) :: x4,b4
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N5X,N5Y) :: x5,b5
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N6X,N6Y) :: x6,b6
REAL(KIND=DP),DIMENSION(n ) :: CX,CY
)

REAL(KIND=DP :: Resi,omg
INTEGER :» SUAV
IF (n==1) THEN

IF (SUAV==1) THEN
CALL GAUSS_SEIDEL(n,N1X,N1Y,x1,b1,CX,CY,Resi,omg)
ENDIF
IF (SUAV==2) THEN
PRINT*,'Falta integrar Codigo'
ENDIF
ENDIF
IF (n==2) THEN
IF (SUAV==1) THEN
CALL GAUSS_SEIDEL(n,N2X,N2Y,x2,b2,CX,CY,Resi,omg)
ENDIF
IF (SUAV==2) THEN
PRINT*,'Falta integrar Codigo'
ENDIF
ENDIF
IF (n==3) THEN
IF (SUAV==1) THEN
CALL GAUSS_SEIDEL(n,N3X,N3Y,x3,b3,CX,CY,Resi,omg)
ENDIF
IF (SUAV==2) THEN
PRINT*,'Falta integrar Codigo'
ENDIF
ENDIF
IF (n==4) THEN
IF (SUAV==1) THEN
CALL GAUSS_SEIDEL(n,N4X,N4Y,x4,b4,CX,CY,Resi,omg)
ENDIF
IF (SUAV==2) THEN
PRINT*,'Falta integrar Codigo'
ENDIF
ENDIF
IF (n==5) THEN
IF (SUAV==1) THEN
CALL GAUSS_SEIDEL(n,N5X,N5Y,x5,b5,CX,CY,Resi,omg)
ENDIF
IF (SUAV==2) THEN
PRINT*,'Falta integrar Codigo'
ENDIF
ENDIF
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IF (n==6) THEN
IF (SUAV==1) THEN
CALL GAUSS_SEIDEL(n,N6X,N6Y,x6,b6,CX,CY,Resi,omg)
ENDIF
IF (SUAV==2) THEN
PRINT*,'Falta integrar Codigo'
ENDIF
ENDIF
END SUBROUTINE RELAJACION
I I
! Subrutina para hacer interpolacion de la Malla Fina !
! hasta la Malla mas Burda (RESTRICCION) !
SUBROUTINE RESTRICCION(n,N1X,N1Y,N2X,N2Y ,N3X,N3Y,N4X,N4Y ,N5X,N5Y,N6X,N6Y,
x1,b1,x2,b2,x3,b3,x4,b4,x5,b5,x6,b6,CX,CY)

USE METNUM
INTEGER = n,N1X,N1Y,N2X,N2Y,N3X,N3Y,N4X,N4Y, &
N5X,N5Y,N6X,N6Y

REAL(KIND=DP),DIMENSION(N1X,N1Y) :: x1,b1
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N2X,N2Y) :: x2,b2
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N3X,N3Y) :: x3,b3
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N4X,N4Y) :: x4,b4
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N5X,N5Y) :: x5,b5
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N6X,N6Y) :: x6,b6
REAL(KIND=DP),DIMENSION(n ) :: CX,CY
IF (n==1) THEN

CALL RESTRIC(n,N1X,N1Y,N2X,N2Y,x1,b1,x2,b2,CX,CY)
ENDIF
IF (n==2) THEN

CALL RESTRIC(n,N2X,N2Y,N3X,N3Y,x2,b2,x3,b3,CX,CY)
ENDIF
IF (n==3) THEN

CALL RESTRIC(n,N3X,N3Y,N4X,N4Y,x3,b3,x4,b4,CX,CY)
ENDIF
IF (n==4) THEN

CALL RESTRIC(n,N4X,N4Y,N5X,N5Y,x4,b4,x5,b5,CX,CY)
ENDIF
IF (n==5) THEN

CALL RESTRIC(n,N5X,N5Y,N6X,N6Y,x5,b5,x6,b6,CX,CY)
ENDIF
RETURN

END SUBROUTINE RESTRICCION

! !

! Subrutina para hacer interpolacion de la Malla Burda !

! hasta la Malla Fina (PROLONGACION) !

SUBROUTINE PROLONGACION(n,N1X,N1Y,N2X,N2Y,N3X,N3Y,N4X,N4Y,N5X, &
N5Y,N6X,N6Y,x1,x2,x3,x4,x5,x6)

USE METNUM

INTEGER - n,N2X,N2Y,N1X,N1Y
REAL(KIND=DP), DIMENSION(N1X N1Y) - x1
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N2X,N2Y) :: x2
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N3X,N3Y) :: x3
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N4X,N4Y) :: x4
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N5X,N5Y) :: x5
REAL(KIND=DP),DIMENSION(N6X,N6Y) :: x6
IF (n==2) THEN

CALL PROLON(N2X,N2Y,N1X,N1Y,x2,x1)
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ENDIF
IF (n==3) THEN
CALL PROLON(N3X,N3Y,N2X,N2Y,x3,x2)
ENDIF
IF (n==4) THEN
CALL PROLON(N4X,N4Y,N3X,N3Y,x4,x3)
ENDIF
IF (n==5) THEN
CALL PROLON(N5X,N5Y,N4X,N4Y,x5,x4)
ENDIF
IF (n==6) THEN
CALL PROLON(NBX,N6Y,N5X,N5Y,x6,x5)
ENDIF
RETURN
END SUBROUTINE PROLONGACION
END MODULE SUBRUTINAS
| |
FUNCTION FF(X,Y)
USE CONSTANTES
IMPLICIT NONE
REAL(KIND=DP) :: X,Y,FF
FF = -2.0D0*(P1**2)*SIN(PI*X)*SIN(PI*Y)
END FUNCTION

Modulo 4, Métodos Numeéricos:
MODULE METNUM
USE CONSTANTES
CONTAINS
| |
! Subrutina de metodo iterativo clasico: Gauss-Seidel !
SUBROUTINE GAUSS_SEIDEL(IMALLA,NX,NY,x,b,DELTAX,DELTAY,Residual,omega)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,0-z)
INTEGER :iIMALLA,NX,NY
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NX, NY) :: x,b
REAL(KIND=DP),DIMENSION(iMALLA) :: DELTAX,DELTAY
REAL(KIND=DP) :: Residual,omega
DELTAX2 = (DELTAX(iIMALLA))
DELTAY2 = (DELTAY(iMALLA))
ALFA = (DELTAY2/DELTAX2)
BETA =(2.0D0*(1.0DO+ALFA))
'Residual (R) =0
Residual = 0.0
DO i=2,NX-
DO j=2,NY-
IF (j <= NY- ) THEN
ILlenar incognitas (x)

Uij =x(ij )
URIGHT = x(i,j+1)
ULEFT  =x(ij- )
UTOP  =x(i+1))
UBOTTOM = x(i-1,))
Fij =b(i,j )

ICalcula Residual (R)
ERRO = (ULEFT-2.0D0*Uij+URIGHT)/DELTAY2
ERRO =ERRO+(UTOP-2.0D0*Uij+UBOTTOM)/DELTAX2
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ERRO =Fi-ERRO
Residual = Residual+ERRO*ERRO
ICalcula Incognita (x)
XN = -DELTAY2*Fij
XN = (xn+ULEFT+URIGHT+ALFA*(UTOP+UBOTTOM))/BETA
x(i,j) = (1.0D0-omega)*x(i,j)+romega*xn |PSOR
END IF
END DO
END DO
Residual = SQRT(Residual)
RETURN
END SUBROUTINE GAUSS_SEIDEL
I I
! Subrutina para hacer la interpolacion de la Malla Fina !
! a la Malla Burda !
SUBROUTINE RESTRIC (iMALLA,NXUNO,NYUNO,NXDOS,NYDOS,xuno,buno,xdos, &
bdos,DELTAX,DELTAY)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,0-z)

INTEGER - IMALLA,NXUNO,NYUNO,NXDOS,NYDOS
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NXUNO,NYUNO):: xuno,buno
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NXDOS,NYDOS):: xdos,bdos
REAL(KIND=DP),DIMENSION(IMALLA  ):: DELTAX,DELTAY

)

REAL(KIND=DP :: R9,R1,R2,R3,R4,R5,R6,R7,R8

! Malla Burda.
DO i=2,NXDOS- ! 2h " ver pag. 42 del
DO j=2,NYDOS- 'r =1 *r libro: Multigrid

! 2h h h Trottenberg"
I Direccion de los puntos de la malla fina.
if = 2%i-
if = 2%-
I Llama Subrutinas considerando Plantilla de 9 puntos para 2D.
CALL OBTENER_REST(iIMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if,jf,R9)
CALL OBTENER_REST(IMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if+1,jf+1,R1)
CALL OBTENER_REST(iIMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if+1,jf,R2)
CALL OBTENER_REST(iMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if+1,jf-1,R3)
CALL OBTENER_REST(iMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if,jf-1,R4)
CALL OBTENER_REST(iMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if-1,jf-1,R5)
CALL OBTENER_REST(iIMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if-1,jf,R6)
CALL OBTENER_REST(iIMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if-1,jf+1,R7)
CALL OBTENER_REST(iIMALLA,NXUNO,NYUNO,xuno,buno,DELTAX,DELTAY,&
if jf+1,R8)
I Calcula Residual o Defecto (r2h).
Re = (4.0D0*R9+2.0D0*(R2+R4+R6+R8)+R1+R3+R5+R7)/16.0D0

bdos (i,j) =Re
! Solucion inicial de la Malla Gruesa.
xdos (i,j) =
END DO
END DO
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DO i=1,NXDOS
xdos(i,1) =

bdos(i,1) =

xdos(i,NYDOS)
bdos(i,NYDOS)

END DO

DO j=1,NYDOS
xdos(1,j) =

bdos(1,j) =

xdos(NXDOS,j)

bdos(NXDOS,j)

END DO
RETURN

END SUBROUTINE RESTRIC

I I

I Subrutina para calcular Residual o Defecto de Malla Fina

SUBROUTINE OBTENER_REST(iRED,UNONX,UNONY,unox,unob,XDELTA,YDELTA, &

if jf,R)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,0-2)
INTEGER : iRED,UNONX,UNONY
REAL(KIND=DP),DIMENSION(UNONX,UNONY) :: unox,unob
REAL(KIND=DP),DIMENSION(RED ) - XDELTA,YDELTA
INTEGER < if
REAL(KIND=DP) =R

Uij = unox(if,jf )
Uright = unox(if,jf+1)
Uleft = unox(if,jf- )
Utop = unox(if+1,jf)
Ubottom = unox(if-1,jf)
Fij = unob(if,jf )
DELTAX2 = (XDELTA(IRED))
DELTAY2 = (YDELTA(IRED))
UXX = (Uleft-2.0D0*Uij+Uright )/DELTAY2
Uyy = (Utop -2.0D0*Uij+Ubottom)/DELTAX2
'Residual o Defecto (rh)
R = Fij-(Uxx+Uyy)
RETURN
END SUBROUTINE OBTENER_REST
I I
I Subrutina para hacer la interpolacion de la Malla Burda !
! a la Malla Fina !
SUBROUTINE PROLON (NXDOS,NYDOS,NXUNO,NYUNO,xdos,xuno)
INTEGER ;> NXDOS,NYDOS,NXUNO,NYUNO
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NXDOS,NYDOS):: xdos
REAL(KIND=DP),DIMENSION(NXUNO,NYUNO):: xuno
REAL(KIND=DP) :: R9,R1,R2,R3,R4,R5,R6,R7,R8
DO i=2,NXDOS-
DO j=2,NYDOS-
R9 = xdos(i ,j )
R1 = xdos(i+1,j+1)
R2 = xdos(i+1,j )
R3 = xdos(i+1,j- )
R4 = xdos(i ,j- )
(
(
(

R5 = xdos(i-1,j- )
R6 = xdos(i-1,j )
R7 = xdos(i-1,j+1)
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R8 = xdos(i ,j+1)

IDetermina la direccion de la malla fina.

if = 2%j-

if = 2%-

IProlongacion considera plantilla de 9 puntos para 2D.
xuno(if ,jf ) =xuno(if ,jf )+R9

xburda = (R9+R4)/2.0D0

xuno(if ,jf- ) = xuno(if ,jf- )+xburda
xburda = (R9+R4+R5+R6)/4.0D0
xuno(if-1,jf- ) = xuno(if-1,jf- )+xburda
xburda = (R9+R6)/2.0D0

xuno(if-1,jf ) = xuno(if-1,jf )+xburda

IF (i==NXDOS- ) THEN
xburda = (R9+R2)/2.0D0
xuno(if+1,jf ) = xuno(if+1,jf )+xburda

xburda = (R9+R2+R3+R4)/4.0D0
xuno(if+1,jf- ) = xuno(if+1,jf- )+xburda
END IF
IF (j==NYDOS- ) THEN
xburda = (R9+R8+R7+R6)/4.0D0
xuno(if-1,jf+1) = xuno(if-1,jf+1)+xburda
xburda = (R9+R8)/2.0D0

xuno(if ,jf+1) = xuno(if ,jf+1)+xburda
IF (i==NXDOS- ) THEN

xburda = (R9+R8+R1+R2)/4.0D0
xuno(if+1,jf+1) = xuno(if+1,jf+1)+xburda
END IF
END IF
END DO
END DO
RETURN

END SUBROUTINE PROLON
END MODULE METNUM
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Tabla H.1. Datos del yacimiento, fluido y pozo productor.

Parametro Valor Unidad
Presién Inicial , Ib/pg
Cima del yacimiento pie

Compresibilidad de la roca 3.00E- (Ib/pg -
Nivel de referencia , pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccién Z pie
Radio del pozo pie
Gasto de aceite Mbd
Pwf minima y 1,600 Ib/pg

Swi fraccion

Tabla H. Propiedades PVT del aceite.

Presioén (Ib/pg Bo (bls/pie 4, (cp) o, (Ib/pie

Tabla H. Propiedades PVT del agua.

Presioén (Ib/pg Bw (bls/pie u, (cp) p,, (Ib/pie

Tabla H. Parametros de simulacion para verificacion del simulador.

Parametros de simulacion Valor Unidad

At inicial dias

Pagina de



Apéndice H. Tablas

At minimo 1.0E- dias
At maximo dias
Tolerancia de presion Ib/pg
Tolerancia de saturacion 5.0E- fraccion
Numero maximo de iteraciones
Numero minimo de iteraciones
Maxima variacion de presion Ib/pg
Maxima variacion de presion 1.0E- fraccion
Tabla H. Permeabilidades relativas y presion capilar.
Sw (fraccion) Krw Kro Pcwo (Ib/pg
Tabla H. Datos de la malla de simulacion.
Parametros Valor Unidad
Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad fraccion
Permeabilidad en la capa 1y 3 mD
Permeabilidad en la capa 2 mD

Tabla H. . Ubicacion del pozo en la malla de simulacion.

Pozo productor

Ubicacion

10x10x03

Informacién adicional considerando flujo monofasico.

Tabla H. Datos del yacimiento y de la malla de simulacién del Caso Il

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie
Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad fraccion
Permeabilidad mD
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Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso Il.

Pozo productor Ubicacion Qo [mbd]
02x02x10
02x18x10
10x10x10
18x02x10
18x18x10

TablaH.  Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso lll.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie

Celdas en la direccion X
Celdas en la direcciéon Y
Celdas en la direccion Z

Porosidad fraccion
Permeabilidad mD
Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales
correspondientes al Caso Il
Pozo productor Ubicacion Qo [mbd]
05x05x15
25x25x15

TablaH.  Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso IV.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie

Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad fraccion
Permeabilidad mD
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Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso V.

Pozo productor Ubicacion

Qo [mbd]

02x02x19-

02x38x19-

20x20x19-

38x02x19-

38x38x19-

TablaH.  Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso V.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie
Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad bloque occidental mD
Permeabilidad bloque oriental mD
Permeabilidad de la falla mD
Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso V.

Pozo productor Ubicacion

Qo [mbd]

10x10x21-

40x40x21-

40x10x21-

10x40x21-

TablaH. Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso VI.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie

Celdas en la direccion X

Celdas en la direcciéon Y

Celdas en la direccion Z
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Parametros Valor Unidad
Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad variable, minima/maxima mD

Tabla H.

Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso VI.

Pozo productor Ubicacién Qo [mbd]
04x04x23-
04x52x23-
28x28x23-
52x04x23-
52x52x23-
TablaH. Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso VII.
Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccién Z pie
Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad bloque norte fraccion
Porosidad bloque sur fraccion
Porosidad de la falla fraccion
Permeabilidad bloque norte mD
Permeabilidad bloque sur mD
Permeabilidad de la falla mD

Tabla H.

Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso VI.

Pozo productor

Ubicacién

Qo [mbd]

32x32x19-

04x04x19-

60x60x19-

04x60x19-

60x04x19-

16x16x19-

48x48x19-

16x48x19-

48x16x19-
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A continuacion se presenta, informacion correspondiente para flujo bifasico.

Tabla H.  Permeabilidades relativas y presion capilar.

Sw (fraccion) Krw Kro Pcwo (Ib/pg

TablaH. Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso VIII.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccién Z pie

Celdas en la direcciéon X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z

Porosidad fraccion
Permeabilidad mD
Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso VIII.

Pozo productor Ubicacion Qo [mbd]
x x0
16x02x08
09x09x08
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Pozo productor Ubicacién

Qo [mbd]

02x16x08

02x02x08

TablaH.  Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso IX.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie
Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad variable, minima/maxima mD
Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales
correspondientes al Caso IX.
Pozo productor Ubicacion Qo [mbd]
X X
15x15x10
01x01x10
30x01x10
01x30x10

TablaH.  Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso X.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie
Celdas en la direccién X
Celdas en la direccién Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad bloque occidental mD
Permeabilidad bloque oriental mD
Permeabilidad de la falla mD
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Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso X.

Pozo productor Ubicacion Qo [mbd]

X X -
40x40x20-
37x10x20-
15x40x20-
39x25x20-
13x25x20-

Tabla H.  Datos del yacimiento y de la malla de simulacién del Caso XI.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccién Z pie

Celdas en la direccion X
Celdas en la direcciéon Y
Celdas en la direccion Z

Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad variable, minima/maxima mD
Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulaciéon y gastos iniciales

correspondientes al Caso XI.

Pozo productor Ubicacién Qo [mbd]
X X
10x10x04
10x40x04
35x14x03
35x36x03
60x10x04
61x41x04
23x25x03
47x25x03

TablaH. Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso XII.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
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Parametros Valor Unidad
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie
Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z
Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad variable, minima/maxima mD

Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales
correspondientes al Caso XII.
Pozo productor Ubicacion Qo [mbd]
20x30x22
10x14x22
30x14x22
10x46x22
30x46x22
60x30x22
50x14x22
70x14x22
50x46x22
70x46x22
40x30x22
TablaH. Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso XIII.
Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccion Z pie
Celdas en la direccién X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccién Z
Porosidad fraccion
Permeabilidad mD

Tabla H.

Ubicacion de los pozos en la malla de simulacién y gastos iniciales

correspondientes al Caso XIII.

Pozo Ubicacién Qo / Qwiny [mbd]
Productor 12x03x06
Inyector 1 03x12x02-
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TablaH. Datos del yacimiento y de la malla de simulacion del Caso XIV.

Parametros Valor Unidad
Cima del yacimiento pie
Nivel de referencia pie
Contacto agua-aceite pie
Longitud en la direccion X pie
Longitud en la direccion Y pie
Longitud en la direccién Z pie

Celdas en la direccion X
Celdas en la direccion Y
Celdas en la direccion Z

Porosidad variable, minima/maxima fraccion
Permeabilidad variable, minima/maxima mD
Tabla H. Ubicacion de los pozos en la malla de simulacion y gastos iniciales

correspondientes al Caso XIV.

Pozo Ubicacion Qo / Qwiny [mbd]
Productor 08x08x07
Productor 2 08x23x07
Productor 3 23x08x07
Productor 4 23x23x07
Inyector 1 20x15x02-
Inyector 2 20x15x02-
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Tiempos de Procesamiento contra Numero de Celdas, Flujo Monofasico y Bifasico

De un determinado numero de ejercicios de flujo monofasico y bifasico, se encontrd una
tendencia en escala logaritmica de los tiempos de procesamiento obtenidos para los
métodos GMRES y MMA, respecto al numero de celdas de acuerdo a la dimension de

la malla de simulacion, bastante relevantes, ver Figs. 1.1 e |.2.

Fig. I.1. Tiempos de procesamiento de acuerdo a diferentes numeros de celdas, de
flujo monofasico, con incremento de tiempo maximo (DTmax) de 30 dias

y periodo de simulacion (Tsim) de 6,210 dias.
Una de las conjeturas mas relevantes que podemos establecer de la Fig. .1, es como el

angulo que se forma entre las dos pendientes, crece proporcionalmente al numero de

celdas.
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Fig. 1.2. Tiempos de procesamiento de acuerdo a diferentes numeros de celdas, de
flujo bifasico, con incremento de tiempo maximo (DTmax) de cinco dias y

periodo de simulacion (Tsim) de 6,210 dias.

Para flujo bifasico, es visible un incremento de las pendientes y es notable la capacidad

de eficiencia del método multimalla algebraico.
Por otra parte, es importante mencionar que los resultados obtenidos se hicieron

considerando yacimientos homogéneos e isotropicos, asi como heterogéneos y

anisotropicos.
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Nomenclatura

NOMENCLATURA
Simbolo Definicion Unidades
A = area [LZ]
B = factor de volumen [LZ/LZ]
b = factor de volumen inverso 2]
DT max = delta de tiempo maximo [t]
D = profundidad L]
k =  permeabilidad [LZ]
FG = factor geométrico. [L3]
P = presion [m/ L2]
q = gasto masico por unidad de volumen de roca T”H

E
q = gasto volumétrico por unidad de tiempo T

3
Q = gasto y/o produccion del pozo T
S = saturacion [fraccion]
Tsim = tiempo de simulacién [t]
T = transmisibilidad [ /(L2
Vv = volumen [L3]
Vp = volumen poroso [L3]
Z = profundidad L]
H = viscosidad [m/ L2.t]
) = porosidad [fraccion]
A = movilidad
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Simbolo Definicion Unidades
I = peso especifico [(m / |_2)/ |_]
2 = densidad H;J
Abreviaturas Definicion

AB = ancho de banda del sistema Au=d

| = numero de nodos en la direccion X

J = numero de nodos en la direccion Y

K = numero de nodos en la direccion Z

F = funcion residuo

[J] = matriz jacobiana

Mbd = miles de barriles dia

NCe = numero de celdas

NE = numero de ecuaciones

NF = numero de fases

NX = numero de celdas o nodos en la direccién X
NY = numero de celdas o nodos en la direccién Y
NZ = numero de celdas o nodos en la direccién Z
NP = numero de planos de la malla con ordenamiento D4
A = operador diferencias

oUJ = variacion de iteraciones newtonianas

£ = tolerancia

Subindices

c = Capilar

f = fases aceite, agua y gas

i = indice relativo en la direccion X

i+1/2 = frontera de la celdai
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Subindices
cS

[S—

U =~

Superindices
i

i+1/2

n

n+1

v

v+1

Nomenclatura

condiciones de superficie
inyeccion

indice relativo en la direccion Y
indice relativo en la direccion Y
produccion

Relativa

Roca

fase agua

indice relativo en la direccién X

frontera de la celda i

término conocido, concerniente al tiempo
incoégnita, concerniente al tiempo

nivel de iteracion conocida

nivel de iteracion incégnita

transpuesto
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