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Introduccion

En [12], J. L. Verdier introduce las nociones de categoria triangulada y categoria
derivada, basadas en ideas previas de su asesor doctoral A. Grothendiek, con
el fin de “formalizar la hipercohomologia”’. En un inicio, sélo se usaron en el
circulo cercano de Grothendieck, sin embargo hoy en dia su uso se ha expandido
a dreas como la geometria algebraica [7], dlgebra homoldgica y la teoria de
representaciones de dlgebras [3].

Grothendieck, a principios de los anos 60 del s. XX, inventa el concepto de
categoria derivada para probar el teorema de las extensiones de la dualiadad de
Serre [6], mientras que las construcciones esenciales las realizé Verdier, quien
expuso un resumen de los resultados en 1963 [11].

Desde entonces, se han encontrado aplicaciones de las categorias triangula-
das y categorias derivadas en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales, en la teoria de representaciones de grupos de Lie, en geometria alge-
braica, dlgebra homoldgica y en teorias de representaciones de algebras, incluso
usando métodos recientes de ésta ultima area, ciertas categorias trianguladas se
han vuelto més accesibles [3].

La categoria derivada D(A), de una categoria abeliana A, provee una infra-
estructura para estudiar propiedades homoldgicas de A. La idea principal para
construirla se divide en dos pasos: en la primera etapa se considera la categoria
homotépica de complejos K(.A), cuyos objetos son complejos en A, y los mor-
fismos son morfismos de complejos médulo homotopia; en el segundo paso, la
categorfa derivada se obtiene al localizar (respecto a los cuasi-isomorfismos) la
categorfa K(A), proceso en el cual los morfismos en K(.A) que inducen isomor-
fismo en cohomologia (cf.3.1.6), se convierten en isomorfismos en D(.A), este
proceso se refleja en la siguiente composicién de funtores:

A — C(A) — K(A) — D(A).

Las categorias K(A) y D(A) resultan ser aditivas, pero no son necesaria-
mente abelianas, a pesar de que A lo sea, sin embargo estan equipadas con una
estructura suplementaria muy 1til, la cual consiste en una clase de diagramas:
los triangulos distinguidos. Al axiomatizar dicha estructura, se da pie a la no-
cién de categoria triangulada [12], cuyos tridngulos distinguidos fungen el rol de
las sucesiones exactas en las categroias abelianas.

El presente trabajo se divide en tres capitulos. En el Capitulo 1, se define
una categoria triangulada como una categoria aditiva C junto con una autoequi-
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VIII INTRODUCCION

valencia T : C — C y una clase de tridngulos distinguidos que verifican cuatro
axiomas. También se enuncian y demuestran las propiedeades béasicas de las
categorias trianguladas y se definen los funtores triangulados como los funto-
res entre categorias trianguladas que preservan los tridngulos distinguidos. El
capitulo termina enunciando el teorema que afirma que un funtor triangulado
es una equivalencia de categorias trianguladas si y sélo si es una equivalencia
usual de categorias.

El Capitulo 2 comienza introduciendo el concepto de localizacién de cate-
gorias en general sobre una clase de morfismos cualquiera, para luego dar la
definicién de sistema multiplicativo con el cual se describiran los morfismos en
la categoria localizante, y en particular, se estudiaran los sistemas multiplicati-
vos en categorias trianguladas, y se enunciara el teorema central del capitulo,
el cual sostiene que la localizacién de una categoria triangulada respecto a un
sistema multiplicativo compatible con la triangulacién, resulta ser una categoria
triangulada, y ademds se muestra que el funtor de localizacion es triangulado.
Por ultimo, se abordan las nociones de subcategorias trianguladas localizantes
y se presentan algunos resultados técnicos muy utiles para el Capitulo 3 sobre
categorias derivadas.

En el tercer y tdltimo capitulo se estudia la categoria homotépica de com-
plejos K(A) de una categoria abeliana A, que se construye a partir de la ca-
tegorfa de complejos C(A) donde los morfismos estdn dados salvo homotopfia.
El fin principal es definir la categoria derivada de complejos D(.A), mediante el
proceso de localizacién respecto a los cuasi-isomorfismos en K(A). Al princi-
pio del capitulo se dan los conceptos bdsicos para definir la categoria K(A) y
el funtor de cohomologia. Después se especifican los tridngulos distinguidos en
C(A), los cuales surgen del cono de un morfismo de complejos. Este nivel no
es suficiente para generar una categoria triangulada, por lo que se usa la cate-
goria homotdpica, la cual, en efecto, resulta ser triangulada. Después se definen
las subcategorias K** (A) y Ac*(A), donde %, € {b,+,—,0}, y los funtores
truncamiento 77, 72", para luego dar las nociones de las categorfas derivadas
D*(A), para x € {b,+,—,0}. Se muestra una inmersién de la categoria A en
D(A). Finalmente, si 7 4 denota la clase de los objetos inyectivos de A, se prue-
ba que existe una equivalencia triangular entre K+(Z4) y KT (A)/Act(A) si A
tiene suficientes inyectivos. Y si A tiene suficientes inyectivos o proyectivos se
exhibe una isomorfismo canénico entre Ext’y (A, B) y Homp4)(A, B[n]).

Se requiere que el lector tenga familiaridad con conceptos bésicos de la teoria
de categorias y del algebra homoldgica para entender con mayor soltura el pre-
sente trabajo, sin embargo, se pensé en un trabajo mayoritariamente autocon-
tenido y en su defecto, se anotan referencias para consultarse. El fin dltimo es
acercar al lector a los conceptos de categorias derivadas, usando la herramienta
provista por las categorias trianguladas en un contexto de localizacién, que se
espera, asi sea.



Capitulo 1

Categorias trianguladas

Las categorias trianguladas juegan un papel central en diversas dreas de las
matematicas, tales como el algebra, la geometria y la topologia, y surgen en
la naturaleza como cocientes o localizaciones de estructuras mas complejas. En
este primer capitulo se exponen las nociones bésicas sobre ellas, desde los axio-
mas que las definen hasta los conceptos de funtores triangulados. Empezamos a
continuacién con la definicién en el sentido de Verdier [12].

1.1. Definicion

Sea C una categoria aditiva. Llamaremos funtor de traslacién a un funtor cova-
riante aditivo T : C — C, el cual es una equivalencia.

Dada una categoria aditiva C y un funtor de traslaciéon 7' : C — C, tenemos
asociado, al par (C,T), la categorfa de tridngulos 7 = 7 (C,T), cuyos objetos
son diagramas de la forma n: X =Y = Z 5 TX, que denotaremos como:

/Z\
X——y,
o bien como n = (X,Y, Z, u,v, w).

Un morfismo entre dos objetos n y u de 7 es una terna ¢ = (f,g,h) de
morfismos en C que hace conmutar el siguiente diagrama:

n: XYy -7 —"5TX
RN
o Xy =7 - TX.

La composicién de morfismos en 7 se hace componente a componente. Esto
es, (f,g,h) o (f',g',h) = (ff',99', hh'). No es dificil ver que, de esta manera,
T es, en efecto, una categoria.
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Observacién. Un morfismo (f,g,h) en 7 es un isomorfismo si y sélo si f,g y
h son isomorfismos en C.

Definicién 1.1.1. Una categoria triangulada es una terna (C,T, A), donde:

(i) C es una categorfa aditiva y T : C — C es un funtor de traslacién.

(ii) A es una subclase de Obj(7), donde T es la categoria de tridngulos aso-
ciada al par (C,T), cuyos objetos llamaremos tridngulos distinguidos, los
cuales satisfacen los siguientes axiomas:

TRI:

TR2:

TR3:

TRA4:

(a) A es cerrado por isomorfismos en 7.

(b) Para todo morfismo X L, ¥ en € existe un tridngulo distinguido
de la forma X LY — Z - TX.

(c) Para todo X € Obj(C), el tridngulo X X 50— TX es
distinguido.

X 35Y 5% Z 5 TX es un tridngulo distinguido si y sélo si Y —

727X ZI TY es un tridngulo distinguido.

Para cualesquiera tridngulos (X,Y, Z, u,v,w) y (X", Y, Z' v/, v/, w')

distinguidos y cualquier diagrama conmutativo:

X 2y

J‘f Jg

XY,
existe un morfismo h : Z — Z’ tal que (f,g,h) es un morfismo de
tridngulos, i. e. tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

u v w

X Y Z TX

[
Jf Lg | h JT}“
7 /7 J/ 1

X! Yy —— 72— TX.

Dados tres tridngulos distinguidos:

NN N

X——Y, Y ——— 2, X ——F— 7,

existen dos morfismos f: Z' - Y' y g: Y’ — X’ tales que:
(a) (1x,v,f):n — & es un morfismo en 7,
(b) (u,1z,9):& — p es un morfismo en 7, y
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(c) ¢: 2 Lyr g xr ZO%, 17t es un triangulo distinguido.

Los incisos (a), (b) y (c¢) se pueden visualizar en el siguiente diagrama

conmutativo:
n: X sy sz —7Xx
|

1 /

¢: X2zt y—r rx
|

v Lo
H Y Z X' TY
JTioj JrTi
T7' ——=T2Z7,

o bien en el diagrama “tipo octaedro”:
Xe———Z7 Xe———-77
<
v
\ H / L O /
N
O Y O vu ¢ Y’ g vu
) A
/ n \ s O\
s/
X 7' X

donde el lado izquierdo es la“parte de arriba” y el derecho la “parte
de abajo”.

Notacién. Escribiremos X Y 5 Z 3 TX € A,si X 5Y 5 Z 5 TX es
un triangulo distinguido.

Observacion 1.1.2. Del axioma TR3, podemos deducir que si existen dos de
los morfismos f, g y h, entonces el tercero existe, de manera que (f,g,h) es un
morfismo en 7. Esto se sigue de TR2. Por ejemplo, si existen f y h, entonces
tenemos el siguiente diagrama en A:

Z TX TY TZ
e I
A TX' TY' TZ,

y por TR3 existe un morfismo ¢’ : TY — TY” en C de manera que (h,Tf,q’)
es un morfismo en 7. Por ser T pleno, existe g : Y — Y’ tal que Tg = ¢'.
Finalmente, el hecho de que (f,g,h) es un morfismo en 7 se debe a que T es
fiel.
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1.2. Categoria triangulada opuesta

Dada una categorfa triangulada (C,T, A), obtenemos de manera natural una
categoria triangulada opuesta (C°P, T, A) como sigue:

(a) El funtor de traslacién T : C% — C? es T := T~ 1.
b) X5y 2% TX € AsiysélosiTIX %25V %X € A

De esta manera, si C es triangulada, entonces C°P también lo es de mane-
ra canénica, y diremos que C? es la categorfa triangulada opuesta de C. Ademas,
para cada n € Z, tenemos un isomorfismo Homeer (M, T"N) — Home (N, T"M).

1.3. Propiedades basicas de las categorias trian-
guladas

La siguiente definicién estd motivada por el funtor de cohomologia H : C(A) —
A (cf. 3.1.5), mismo que tiene sus inicios en la Topologia algebraica.

Definicién 1.3.1. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, A una categoria
abeliana y F' : C — A un funtor aditivo. Para cada n € Z, definimos F™ :=
F o T". Decimos que F es un funtor cohomoldgico si para todo tridngulo X -
Y % Z 5 TX € A, tenemos la siguiente sucesién exacta larga en A :
) ) pryy EEO gy BN, ety
Antes de mostrar ejemplos de funtores cohomoldgicos, probaremos que la

composicion de dos morfismos consecutivos en un tridngulo distinguido cual-
quiera es cero.

Lema 1.3.2. Sean (C, T, A) una categoria triangulada y X >Y % 7 % TX €
A. Entonces vu =0 y wv = 0.

Demostracién. Veamos primero que vu = 0. En efecto, por TR2, tenemos

que Y 5 Z 5 TX Ty € A; y por TR3 existe h : TX — 0 que hace
conmutar el siguiente diagrama

v w —Tu

Y VA4 TX TX
|
J” o Jn
1z +
A A 0 TZ.

Luego Tvo (—Tu) = 0, esto es T'(vu) = 0. Por lo tanto, vu = 0. El hecho de que
wv = 0 se sigue de TR2.
O
Ahora podemos mostrar dos ejemplos de funtores cohomolégicos dada una
categoria triangulada.
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Proposicion 1.3.3. Sea C una categoria triangulada. Entonces los funtores
Home(M,—) :C — Ab y Home(—, M) : C? — Ab
son funtores cohomoldgicos.

Demostracién. Sea X %Y % Z % TX € A. Por TR2 es suficiente probar
que para todo M € C la siguiente sucesién es exacta:

Home (M, X) “5 Home (M,Y) % Home (M, Z), (1.1)

donde u, := Home (M, u).

De 1.3.2 tenemos que vu = 0 y, por funtorialidad, v,u, = 0. Esto muestra
que Im(u,) C Ker(v,).

Ahora, sea ¢ € Ker(v,), i. e. vp = 0. Por 1.1.2, tenemos que existe ¢ : M —
X que hace conmutar el siguiente diagrama:

1
M—25 M 0 TM
| |
I P \0 | T
J’ u v J/
X Y Z TX,

de donde ¢ = u®) = u.(¥), lo cual prueba que Home(M,—) : C — Ab es
cohomoldgico.
La prueba, en el caso de Homeg(—, M) : C°P — Ab, se hace argumentado
similarmente en la categoria triangulada opuesta. O
El siguiente resultado determina que los isomorfismos entre dos tridangulos
distinguidos estan determinados por sélo dos isomorfismos en C.

Lema 1.3.4. Sean f,g y h como en el axioma TR3. Si dos de ellos son inver-
tibles, entonces el tercero también lo es.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Xy ‘5 z7—"5TX (1.2)
|
Jf J B JTf
u’ 1)’ J’ u/
X/ V4 Z' TX.

Al aplicar el funtor cohomoldgico (Z’, —) := Hom¢(Z', —) en (1.2) obtenemos:

(7', X)——(Z2")Y)—— (2", 2) —— (Z/,TX) —— (Z',TY)

J(Z"f) \(Z’ﬁg) L(Z',h) J(ZCTf) J(Z"Tg)

7' X" ——(Z2")Y"—— (2", 2") —— (Z/,TX") —— (Z',TY").

Luego, (Z',h) es invertible por el Lema del cinco. Por lo tanto, existe ¢ €
Home(Z', Z') tal que hp = 1.

Anélogamente, aplicando el funtor (—,Z) := Home(—, Z) en (1.2), existe
Y e (Z',7Z) tal que vh =13. O
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Lema 1.3.5. Sean (C,T,A) una categoria triangulada y X Y 5% Z 5 TX €
A. Entonces, Z ~ 0 si y sélo si u es invertible.

Demostracién. (=) Supongamos que Z =~ 0. Luego, tenemos el siguiente
diagrama:

u v w

X Y A4 TX

JVU Jrly Jl JrTu
1Y ’U, 'LUI

Y Y 0 TY.

Es claro que los dos primeros cuadrados conmutan, la conmutatividad del tercero
se sigue de 1.3.2. Por 1.3.4, concluimos que u es invertible.

(<) Sea ¢ tal que pu = 1x. Por TR3 existe ¢ tal que hace conmutar el
siguiente diagrama:

X Y Z TX
|
1
y por 1.3.4, ¢ es invertible. O

Dado que una categoria aditiva C posee sumas directas finitas, podemos
demostrar que la suma directa de dos tridngulos distinguidos, en efecto, también
lo es.

Lema 1.3.6. Sean (C,T,A) una categoria triangulada y X %Y % Z 5% TX

y X' Yy Yoz o tridngulos distinguidos. Entonces, X & X' uou’ y D
V' 202" T(X @ X') € A

m

Demostracién. Por TR1 (b), tenemos que X & X’ udy’ YoY' B LB T(Xe
X') € A. Luego, usando TR3, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X = Yy —— 7 ———TX (1.3)

(5) ()
G L.

|

|

|

|

|
J’ n

XoX — 9 Yaey 2l —3T(Xa X))

T

|

|

|

|

|

(v (5,) (1)

X' Y’ A

u v w

TX'

’
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e (1.3), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X®X’4>Y€BY’*>Z@Z’—>TX@X

Jor

X@X’%Y@Y’ T " LT(X @ X))

Por lo tanto, (f, f’) es invertible, en virtud de 1.3.4, y el lema se sigue de TR1

(a).

O
Un caso particular del resultado anterior es el siguiente.
Lema 1.3.7. Sean (C,T,A) una categoria triangulada y X =Y % 7 %
(¢)
0

TX € A. Entonces, para cada par de objetos M, N en C, se tiene que M ~—
MaeN YN % TN estd en A

Demostracién. Se sigue al aplicar 1.3.6 a los tridngulos M WA 0 TM
y0— N N 0. O

Lema 1.3.8. Sean (C, T, A) una categoria triangulada y X 5Y % 7 % TX €
A. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) w=0.

(b) w es una seccidn, i. e. existe ¢ : Y — X tal que pu = 1x.
(¢) v es una retraccion, i. e. existe v : Z — 'Y tal que vip = 15.
dY~XaZ

Demostracién. (a) = (b) y (¢). Sea w = 0. Luego, por TR3, existe ¢ que
hace conmutar el siguiente diagrama:

u v w=

X

X —

A % rx
— 00— TX.

De la misma forma, por TR3, existe 1) que hace conmutar el siguiente dia-
grama;

Nfg—%

7=——=7-"00—20Tx
|

: J |-
4

Y —— Z——TX ——TY.

v w= —Tu
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(b) = (a) Sea ¢ tal que pu = 1x. Luego, por TR3, tenemos el siguiente
morfismo de tridngulos

u v w

X Y
X=—=X

Por lo que w = 0.
(¢) = (d) Con ¢ construyamos el siguiente diagrama conmutativo en C :

( )
0 0,1
X Z ( Z)

X—XoZ—Z (1.4)
Jo
X——Y—— 27

Aplicando el funtor Home (M, —) a (1.4), tenemos que Home (M, (u, 1)) es un
isomorfismo, en virtud del Lema de cinco. Por lo tanto, (u, 1) es un isomorfismo.

(d) = (a) Sea A = (u,v) : Y — X & Z un isomorfismo. Luego, por 1.3.7,
tenemos el siguiente morfismo de tridngulos distinguidos

(%)

( 1z) 0
X—XpZ—7—>TX
J/(u7w)

Y = Z —7TX.

Por lo que w = 0.
O

Lema 1.3.9. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, X Y 5 Z 5 TX €
A y dos morfismos f : W — Y, g:Y — W’ en C. Entonces, se satisface lo
siguiente.

(a) vf =0 si y sdlo si existe f' : W — X tal que uf’ = f. Mds aun, f' es
tinico si Home(W,T~1Z) = 0.

(b) gu = 0 si y sdlo si existe g’ : Z — W’ tal que g'v = g. Mds aun, ¢’ es
tnico si Home(TX,W') =
Demostracién. (a) Aplicamos el funtor cohomolégico Home (W, —) al tridngu-
loX - Y — Z — TX yobtenemos la sucesién exacta (W, T~ 12) — (W, X) "= (i)
W,Y) (W) (W, Z), de donde se sigue (a).
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Si (W, T71Z) = 0, entonces Ker(W,u) = 0; por lo que f’ es tinico en tal
caso.
(b) se verfica de manera andloga aplicando el funtor Home(—, W') a X —
Y -2Z7-TX.
t

Observacion 1.3.10. La afirmacién de 1.3.9 se puede representar en el diagra-
ma siguiente:

w’.

Lo anterior, nos dice que u es un seudo-kernel y v es un seudo-cokernel.

1.4. Funtores triangulados

Para comparar dos categorias trianguladas, se usan los funtores triangulados,
los cuales preservan la estructura triangulada, es decir, preservan triangulos.

Definicién 1.4.1. Sean (C1,T1,A1) y (Ca, T3, Az) dos categorias trianguladas.
Un funtor triangulado o exacto (F,0) : (C1,T1, A1) — (Co, T2, Ag), consiste de
lo siguiente.

(FT1) Un funtor aditivo F': C; — Ca.

(FT2) Un isomorfismo natural § : FT; — ToF, tal quesi X %Y 5 Z S T1X €

A, entonces FX 4 Yy 20 pz °EY 1, FX € A,.

Definicién 1.4.2. Sean C una categoria y C’ C C una subcategoria de C.

(a) Decimos C’ es una categoria plena de C, si Home/ (X,Y) = Home (X, Y)
para cualesquiera X,Y € Obj(C’).

(b) Decimos que C’ es una categorfa estrictamente plena de C, si es plena
y ademads es cerrada por isomorfismos en C, es decir, si X ~ YV en C y
X € Obj(C"), entonces Y € Obj(C’).

Las subestructuras trianguladas en una categoria triangulada estan definidas
como sigue.

Definicién 1.4.3. Sean (C,T,A) una categoria triangulada y C’ una subcate-
gorfa aditiva plena de C. Decimos que C’ es una subcategoria triangulada de C,
si satisface las siguientes dos condiciones:
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(a) Si X € Obj(C’), entonces TX y T~1X son objetos de C’, es decir, C’ es
estable por T.

b)SiX —->Y—>Z->TX € Ay X,Y € Obj(C’), entonces Z es isomorfo a
un objeto de C'.

Decimos que C’ es una subcategoria gruesa de C, si cumple (a) y (b), y
ademads satisface la siguiente propiedad:

(¢) Sif:X —Y sefactoriza a través de un objeto de C’ y existe un tridngulo

xLly oz TXeAconze Obj(C"), entonces X y Y son isomorfos
a objetos de C’.

Observacién. (1) La subcategoria triangulada C’ de C estd dotada de una
estructura triangulada (C’, T, A’), donde T" := T|¢: y A’ := Alcr, de tal
modo que el funtor inclusién i : ' — C, es exacto, i. e. (¢,1) : (C', T/, A") —
(C,T,A) es un funtor triangulado.

(2) Asumiendo (a) y (b), la propiedad (c) es equivalente a:

(¢’) Todo sumando directo en C de un objeto de C’ es isomorfo a un objeto
de C'.

En efecto, veamos que (c) implica (c¢’). Para ello, sea X = X; @ X3 una
suma directa en C con X € Obj(C’). Luego, el morfismo 0 : T71 X, —
X1 en C se factoriza a través de 0 € Obj(C’), y por 1.3.7, tenemos que
71X, & X, - X - X, € A con X € Obj(C'). En virtud de (c),
tenemos que T~' X, y X son isomorfos a objetos de C’. Por lo tanto, X;
y X2 son isomorfos a objetos de C'.

La implicacién (c’) = (c) usa el axioma del octaedro.

(3) Asumiendo (a), la condicién (b) es equivalente a decir que C’ es cerrada
por extensiones, es decir:

(b)) SiX Ly sz-Txen y X, Z € Obj(C’), entonces Y es isomorfo
a un objeto de C’.

Veamos que (b) = (b’). En efecto, por TR2, el tridngulo 7271 — X —
Y — Z estd en A; y como X,Z € Obj(C’), por (b) se sigue que Y ~ Y”,
con Y € Obj(C").

Analogamente, se prueba que (b’) = (b).

1.5. Categoria de funtores triangulados

En esta seccién se estudian todos los funtores triangulados entre dos categorias
trianguladas fijas. Se termina enunciando el teorema que afirma que un funtor es
una equivalencia triangular si y sélo si es una equivalencia usual de categorias.
Veamos las definiciones.

Sean (C;,T;, A;) categorias trianguladas, para ¢ € {1,2,3}.
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(a)

Definimos la categoria de funtores triangulados de C; a Cs, que denotamos
por Homa (Cq,C2), como sigue.

(a1) Los objetos son los funtores triangulados (F,0) : (Ci,T1,A1) —
(C2, T2, As).

(az) Los morfismos son de la forma 7 : (F,a) — (G, ), donde  : F' — G
es una transformacién natural, tal que para todo X € Obj(C;) el
siguiente diagrama conmuta

FTy(x) 22 1 p(x)

n(Tl(X))J JTz(n(X))

es decir, (Ten) o a = B o (nTy).
La composicién de morfismos en Homa (C1,C2), es la composicién
natural de morfismos de funtores.

Tenemos una asignacién Homa (C1,Cs) X Homa (C2,C3) — Homa (Cy,Cs)
dada como sigue

(F,a) (F’,a") (F'oF,a’ o)

C,——=C——C3 C ———Cs
WL QL — Jeon

Ch——=C——C3 Ci———FCs
(G.8) (G',8") (G'0G,B'0p)

donde
FFEPD S PO Ty F, o oa:=('F)o (Fa)

FFYPaSnaa, 6on:=(06)0 (F).

Veamos que, en efecto, fon : (F'oF,a'oca) — (G' oG, ' of3) es un objeto
en Homa (C1,C3), para lo cual, basta verificar que el siguiente diagrama
conmuta

FFT, 2% 1 F'F

(9077)T1\ LTS(HOTI)

G'GT, W TgGlG.
Es decir, veamos la igualdad:

T3 [(0 G)(E'n))(«/ F)(F'a) = (B'G)(G'B)[(0 G)(F'n) Th], (1.5)
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para ello, observamos que en el siguiente diagrama:

FFT - Y2 s pnFp===pnr XS F
/) \
/ | F'nT) a(TQF)// JF’T277 9(T2F)JV T3(0F)J \
9(FT1) Jz F/ \
! FIGTl """""" B """"" teo F/TQG G/TQF — TgG/F | T5(F'n)
194 \/< \/ B'F \
/ /7 N\
/ \N G'a % oG 4 \
0(GT1) | G/ FTYy ooy > G/TQF F/TQG — TgF/G ]

\

|
\ LGIWTl 0(T2G) LG'Tzﬂ (9T2)GJ T3(0G) | '/Ts(G/W)
~ \ e

la conmutatividad de las composiciones (con lineas punteadas) en el con-
torno, es consecuencia de la conmutatividad de todos los cuadrados en
dicho diagrama. Esto muestra (1.5).

Definicién 1.5.1. Un funtor triangulado (F,0) : (C1,T1, A1) — (C2,To, Az) se
dice que es una equivalencia triangular, si existe un funtor triangulado (G, ) :
(CQ,TQ, Ag) — (Cl,Tl, Al) tal que (GF, ﬁa) :> (1C17 1T1) y (FG,O[ﬁ) i (1@2, 1T2)-

Enunciamos el siguiente resultado como complemento a la teoria de los fun-
tores triangulados (cf. [7] Lemma 8.2). Bésicamente lo que afirma es que un
funtores entre dos cateogrias trianguladas es, en efecto un funtor triangulado.

Teorema 1.5.2. Sea (F,a) : C; — Co un funtor triangulado. Entonces, (F, )
es una equivalencia triangular si y solo si F' : C; — Co es una equivalencia usual
de categorias.



Capitulo 2

Localizacion

La localizacién de una categoria arbitraria B respecto a una clase de morfismos S
en B, es el proceso en el cual los morfismos en S se transforman en isomorfismos
en una categorfa localizante B[S™!] mediante un funtor universal.

En el caso de la categorfa homotdpica de complejos K(A), se localiza sobre
la clase de los cuasi-isomorfismos Qis(.A) y la categoria derivada D(A) de A se
define como la categorfa localizante K(A)[Qis(A) ]

En el caso triangulado, existen basicamente dos maneras de abordar la teoria
de localizacién para una categoria triangulada 7. La que abordaremos en el
presente trabajo es la localizacién de Verdier [12], en la cual se elige una sub-
categoria triangulada plena S de 7 y se construye un funtor universal exacto
7 — T/S que se anule en S, y en efecto, la categoria cociente 7 /S se obtiene
invirtiendo formalmente los morfismos o en 7 tales que el cono de o pertenece a
S. Por otro lado, estd la localizaciéon de Bousfield, la cual que se puede estudiar
en [9] [10].

2.1. Localizacién de una categoria

En esta seccién se exhibe el proceso de localizacién de una categoria arbitraria B,
sobre una clase de morfismos S para obtener la categorfa localizante B[S™!], mds
aun, se da una descripciéon més detallada de los morfismos en B[S~!] mediante
“tejados” cuando S es un sistema multiplicativo o localizante. El teorema de la
existencia de la categoria y funtor localizantes es el siguiente.

Teorema 2.1.1. Sean B una categoria arbitraria y S C Mor(B) una clase
de morfismos cualquiera. Entonces, existen una categoria B[S™] y un funtor
Q = Qs : B— B[S™] con la siguientes propiedades:

(a) Q(f) es un isomorfismo en B[S™!] para todo morfismo f € S.

(b) Cualquier funtor F : B — D que transforme morfismos en S en isomorfis-
mos en D, se factoriza de una tnica manera a través de B[S™!], es decir,

13
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existe un tnico funtor G : B[STY] — D que hace conmutar el siguiente
diagrama

Definicién 2.1.2. Al funtor Qg se le llama funtor de localizacién y a B[S™!]
se le llama la categoria localizante respecto a S.

Demostracién. [de 2.1.1] Definimos Obj(B[S~!]) := Obj(B). Para definir los
morfismos en B[S™1] procedemos como sigue.

(i) Introducimos la variable z; por cada morfismo s € S.
(ii) Construimos una gréfica orientada I" dada por lo siguiente:

e los vértices I' son los objetos de B.

e las aristas de I" son Mor(B) U {z, : s € S}; laarista f : X — Y
estd orientada de X a Y, y la arista x, tiene los mismos vértices que
la arista s € S pero con orientacién opuesta.

(iii) Un camino en I' es una sucesién finita de aristas tales que el final de una
coincide con el inicio de la siguiente.

(iv) Consideramos dos tipos de relaciones en los caminos de T :

(R1) Dos flechas consecutivas en un camino se pueden reemplazar por su
composicion.

(R2) Las flechas X =Y 2% X (resp. Y 2% X 5 Y ) se pueden reempla-

zar por por X -2, X (resp. Y iy, Y).

(v) Consideremos las clases de caminos en I' mddulo las relaciones (R1) y
(R2). Luego, un morfismo en B[S™!] es una clase de caminos en I" con el
mismo principio y mismo final.

La composicién de morfismos en B[S~!] est4 inducida por la concatenacién
de caminos y luego tomar clases de equivalencia.

Ahora, definimos el funtor @ : B — B[S™!] como la identidad en los objetos
de B, y un morfismo X — Y en B es mandado por ) a su clase correspondiente
(de longitud 1) en B[S™1]. Claramente, si s € S, entonces Q(s) es un ismorfismo
en B[S™1] con morfismo inverso la clase de z.

Para la propiedad universal, supongamos que F : B — D es un funtor que
cumple la propiedad (b) del teorema y construimos un funtor G : B[S~!] — D
tal que F = G o Q. En efecto, definimos G(X) := F(X) para X € Obj(B) =
Obj(B[S~Y]), G(f) := F(f) si f € Mor(B) y G([zs]) := F(s)~! para s € S. Es
facil verificar que G esta bien definido y que es tnico. a
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Definicién 2.1.3. Sean B una categoria arbitaria y 3 una subclase de Mor(B).
Decimos que ¥ admite un calculo de fracciones a izquierda, si se satisface lo
siguiente:

(IZ1) Sia, B € X, entonces avo § € X cada vez que esté definida la composicién.
Ademsds, el morfismo identidad 1x estd en X, para todo X € Obj(B).

(1Z2) Cada par de morfismos X’ «~ X % Y, con o € ¥y a € Mor(B), se
puede completar a un cuadrado conmutativo

XL)Y

I
JJ I o’
1
X' ——-Y,
donde ¢’ € ¥y o € Mor(B).

(I1Z3) Si a, 8 € B(X,Y) y existe 0 € X tal que a oo = o o, entonces existe
TEX, talque Toa=T1o0p.

Decimos que ¥ admite un calculo de fracciones a derecha, si se satisfacen las
condiciones duales de (IZ1) a (IZ3).

Definicién 2.1.4. Sean B una categoria arbitraria. Un sistema multiplicativo
(localizante) ¥ de B, es una subclase de Mor(B) que admite un calculo de
fracciones a izquierda y a derecha. Més aun, se dice que el sistema multiplicativo
> es saturado, si satisface la propiedad:

(ST) s € X siy sblo si existen g, g’ € Mor(B) tales que gos,s0¢g’ € X.

En general, usando un sistema multiplicativo > podemos caracterizar los
morfismos en la categorid B[X~!]. Para ello necesitamos los siguientes conceptos.

Definicién 2.1.5. Sean B una categoria arbitraria y S una clase de morfismos
en B.

(a) Un S-tejado (a izquierda) (s, f) es un diagrama de la forma

X/ xY

donde s € S'y f € Mor(B). Invirtiendo las flechas se tiene un S-tejado a
derecha.
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(b) Dos S-tejados a izquierda (s, f) y (¢, g) son equivalentes si existe un tercer
tejado (7, h) que hace conmutar el siguiente diagrama

X/
T
X X" Y

N

X/l

)

y escribiremos (s, f) ~ (t,g). La definicién para los tejados a derecha es
dual.

Observacion. La relacién ~ en los tejados es una relacién de equivalencia. Una
prueba puede leerse en [2] T11.2.

Proposicion 2.1.6. Sean B una categoria cualquiera y X un sistema multipli-
cativo de B. Entonces B[X™1] se puede describir como sigue.

(a) Obj(B[E~1]) = Obj(B).

(b) Un morfismo X — Y en B[S71] es la clase de equivalencia del tejado

(s, f):
X
7 X
X Y.

El morfismo identidad 1x : X — X estd dado por la clase de (1x,1x).

(¢) La composicién de morfismos representados por los tejados (s, f) y (t,9)
es la clase de (st’, gf') obtenida usando el axioma (1Z2)°P:

X//
AN / Y
7/ N
%4 N
X' Y’ = X Y.
SN N
X Y Z

Demostracién. El inciso (a) se sigue de la definicién de B[X~!] (cf. prueba
de 2.1.1). Es rutina ver que la composicién de morfismos dada en (c) estd bien
definida.

Entonces resta verificar que en efecto podemos ver a las clases de tejados
como morfismos en B[X 71|, para eso, sea B la categoria de X-tejados a izquierda:

los objetos son Obj(B) = Obj(B) y los morfismos estdn dados por Mor(B) =
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{clases de equivalencia de tejados}, con la composicién dada en (c). Luego, lo
que tenemos que ver es que B = B [¥71], para esto, probamos que B satisface la
propiedad universal requerida.

Primero construimos un funtor F : B — B. En objetos lo definimos como la
identidad, y para un morfismo f: X — Y en B, F(f) se define como el tejado

X
2
X Y.

Es claro que si s € X, entonces F(s) es invertible en B: el morfismo inverso

(F(s))~! es la clase de
X
AN
Y X.

Ahora, sea T : B — D un funtor tal que si s € X, entonces T'(s) es un

isomorfismo en D. Veamos que existe un unico funtor G : B — D tal que
T=GoF.

Supongamos que tal G existe, probemos que es tnico. Dado que T'=Go F
y F(X) = X, tenemos que

T(X) = G(X), para X € Obj(B) = Obj(B). (2.1)

Ahora sea ¢ un morfismo en B representado por el tejado (s, f), entonces ¢ o
(id, s) = (id, f), por lo que ¢ o F'(s) = F(f), al aplicar G tenemos que G(p) o
T(s) =T(f), y dado que T(s) es invertible, tenemos que

Glp)=T(f)o(T(s))"", parap={(s,f). (2.2)

La ecuaciones (2.1) y (2.2) muestran la unicidad y también la existencia de
G. Es facil ver que G(¢) no depende del representante (s, f) de ¢ y que G es,

en efecto, un funtor de B en D tal que T'= G o F. O

Notacién. Dado un sistema multiplicativo X, en una categoria B, By, := B[X7!]
denota la categoria localizante respecto a X y

Q:=Qs:B— By =B[Z

es el funtor de localizacién.

2.2. Sistemas mutiplicativos en categorias trian-
guladas

El objetivo de esta seccion es definir, en una categoria triangulada C, los sistemas
multiplicativos compatibles con la triangulacién. Esto serd bésico para localizar
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categorias trianguladas. También se verificard que existe una biyeccién entre la
clase de sistemas multiplicativos de C compatibles con la triangulacion y la clase
de subcategorias estrictamente plenas trianguladas de C.

Definicién 2.2.1. Sean (C,T, A) un categorfa triangulada y ¥ un sistema mul-
tiplicativo de C. Decimos que ¥ es compatible con la triangulacién A de C, si
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) TX =X, esto es, X es estable por T.
(b) Sien el axioma TR3, los morfismos f y g pertenecen a 3, entonces h € 3.

Notacién. Sea (C,T,A) una categorfa triangulada. Denotamos por Se¢ a la
clase de subcategorias estrictamente plenas trianguladas de C , y por M¢ a la

clase de sistemas multiplicativos de C, que son compatibles con la triangulacién
A de C.

Con esta notacién, presentamos el siguiente resultado de Verdier.

Teorema 2.2.2. Sea (C,T,A) una categoria triangulada. Entonces, existe una
biyeccion ¢ : S¢ — Me¢, dada por

o) :={feMor(C) : X Ly SZ-TXeA, conZe Obj(C"},
con inversa v : M¢c — Se, dada por:
W) :={Ze0bjlC) : IXLY -Z-TXeA, con fen)

Mds aun, C' es una subcategoria gruesa de C si y sdlo si p(C') es saturado.

Demostracién. Ilustraremos el uso del axioma del octaedro, probando tnica-
mente que X satisface (IZ1). La prueba completa puede verse en [12].

Sean C' en S¢, X := ¢(C') y u,v € X. Luego, por el axioma del octaedro
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

X Y A TX
I

I
vou J’

X Z Y’ TX
I

| :
v 1

Y Z X' TY

TZ' —=1TZ'.

Dado que Z/, X’ € Obj(C'), pues w0 € =,y 2' L V' & X' — TZ' € A,
tenemos que Y’ es isomorfo a un objeto Y de C’, ya que C' es cerrada por
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extensiones. Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C

X gy Py
vou o« Bo -t
X 7z Sy 2 rx

El tridangulo de arriba estd en A, y el de abajo es un tridngulo por el axioma
TR1 (a). Por lo tanto, vou € X. O

Notaciéon. Dadas B C A subcategorias trianguladas estrictamente plenas de
C, denotamos por X 4(B) a | a(B), es decir, ZA(B) := {f € Mor(A4) : 3 X EN
Y —-Z —->TX € Al4, con Z € Obj(B)}.

Los siguientes conceptos serviran para caracterizar a algunos sistemas multi-
plicativos de una categoria triangulada compatibles con la triangulacion, cuando
se tiene un funtor triangulado, esto se estudiard en 2.2.4.

Definicién 2.2.3. Para un funtor aditivo ' : C — D entre categorias aditivas,
se definen las siguientes clases de objetos y morfismos.

(a) B(F) :={f € Mor(C) : F(f) es invertible en D}.

(b) Ker(F) es la subcategoria plena de C con objetos Obj(Ker(F)) :={X €
Obj(C) : F(X) ~0}.

Proposicién 2.2.4. Sea (F,0) : (C1,T1,A1) — (Co, T, As) un funtor triangu-
lado. Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Ker(F) es una subcategoria triangulada gruesa estrictamente plena de Cy.
(b) E(F) es un sistema multiplicativo, compatible con Ay, saturado en Cy.
(¢) (Ker(F)) = X(F), donde ¢ estd definido en 2.2.2.

Demostracién. (a) Dado que 6 : FT; — T5F es un isomorfismo natural,
tenemos las siguientes equivalencias: F X ~0 & ThFX ~0 & FT1X ~0.

Veamos que Ker(F) es cerrada por extensiones. En efecto, consideremos
X—>Y—>7Z—-TXelA,con FX ~0y FZ ~ 0. Al aplicar F al tridngulo
anterior, se tiene que 0 — FY — 0 — 0 € Ay; y por 1.3.5, concluimos que
FY ~ 0. Por lo tanto, Y € Ker(F').

(¢) Tenemos que p(Ker(F)) = {f € Mor(C;) : 3 X -Y - Z - T1X €
Ay, con FZ ~ 0}. De 1.3.5, tenemos que ¢(Ker(F)) C X(F). Veamos que
Y(F) C p(Ker(F)).

Sea f € X(F), i. e. F(f) es invertible en Co. Por TR1 (b), existe X EN
Y -7 —>T1X € Ay. Como F(f) es invertible, tenemos el siguiente diagrama
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conmutativo en Co

F(f)
FX FY FZ ThFX
0

IEIT]

'
F(f L
Fx 2 py 0 g TFX,

y por el axioma TR3 y 1.3.4, existe n invertible, por lo que FZ ~ 0. Por lo
tanto, f € (Ker(F)).
(b) es consecuencia de (¢) y 2.2.2. O
Trabajando con funtores cohomolégicos también se puede caracterizar un
sistema multiplicativo, compatible con la triangulacién.

Definicién 2.2.5. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, A una categoria
abeliana y F': C — A un funtor cohomoldgico. Se define lo siguiente.

(a) Myez Z(F") :={f € Mor(C) : FT'(f) es invertible Vi € Z}.
(b) Nicz Ker(F*) es la subcategorfa plena de C cuyos objetos son

Obj (ﬂ Ker(Fi)> = {X e Obj(C) : FT'(X)=0, VieZ}.

I€EL

Proposicién 2.2.6. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, A una categoria
abeliana y F : C — A un funtor cohomoldgico. Entonces, las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) Nz Ker(F') es una subcategoria triangulada gruesa estrictamente plena
de C.

(b) Nicz B(F?) es un sistema multiplicativo, compatible con A, saturado en

(¢) ¢ (MNyez Ker(FY)) =Nz S(F?), donde ¢ se definid en 2.2.2.

Demostracién. Es andloga a 2.2.4 O

2.3. Localizacion de categorias trianguladas

Sean (C,T,A) una categorfa triangulada y ¥ un sistema multiplicativo com-
patible con A. Usando que TY = ¥ y la propiedad universal del funtor de
localizacién @ = Qs : C — C(X71) (cf. 2.1.1), tenemos que existe un tnico
funtor Ty : C(Z71) — C(X71), dado por Tx(s, f) == Q(T(f))Q(T(s))~* (cf.
prueba de 2.1.6), que hace conmutar el siguiente diagrama

c—%erE

I
T | T
1

-1
c—5 (=),
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Ademads, Ty resulta ser un funtor de traslacién, es decir, una autoequivalencia.

Definicién 2.3.1. Sean 75, la categorfa de tridngulos asociada al par (C(X~1), T%)
y Az := {n € Obj(Tx) : Ip € Ayn =~ Q(u) en Tx}. Se define también
Y:=3(Q) :={f € Mor(C) : Q(f) es invertible }.

Ahora podemos enunciar el siguiente resultado central en la teoria de loca-
lizacién de categorias trianguladas.

Teorema 2.3.2. Sea (C,T,A) una categoria triangulada y o un sistema mul-
tiplicativo compatible con A. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (C(7Y),Tx, Ax) es una categoria triangulada.
(b) (Q,1): (C,T,A) — (C(71), Ts, Asx) es un funtor triangulado.

(¢) Todo funtor triangulado (resp. cohomoldgico) F : C — C' en una cate-
goria triangulada (resp. abeliana) C', tal que ¥ C X(F), se factoriza de
una nica manera por Q : C — C(X7Y) y un funtor triangulado (resp.
cohomolégico) G : C(X71) — C'.

(d) ¥ es el menor sistema (compatible con A) multiplicativo saturado de C
que contiene a 3.

Demostracién. Cf. [12] p. 121. O

Observacién. Sea a = (s, f) € Mor(C[X7']), con s € . Entonces, « es inver-
tible si y sélo si f € X. En efecto, si a = Q(f)Q(s)™1, entonces « es invertible
si y sélo si Q(f) es invertible, i. e. f € X.

Existe una estrecha relacion entre localizacién y cocientes en el contexto de
categorias trianguladas. Veamos como sucede.

Definicién 2.3.3. Sean (C,T, A) una categorfa triangulada, B una subcategoria
triangulada estrictamente plena de C y X(B) := ¢ (B) el sistema multiplicativo
asociado a B. Se define C/B := C(X[B]™!) y se dird que C/B es la categoria
cociente de C por B. El funtor canénico Qg := Qxp) : C — C/B :=C(X[B]™)
serd llamado funtor de paso al cociente.

Teorema 2.3.4. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, B una subcategoria
triangulada gruesa estrictamente plena de C y Qg : C — C/B el funtor candnico.
Entonces, se satisface las siguientes condiciones.

(a) Ker(Qpg) es la subcategoria triangulada gruesa estrictamente plena mds
pequena de C que contiene a B.

(b) Todo funtor triangulado (resp. cohomolégico) F : C — C' en una cate-
goria triangulada (resp. abeliana) C', tal que B C Ker(F), se factoriza
de una dnica manera por Qg : C — C/B y un funtor triangulado (resp.
cohomoldgico) G : C/B — C'.
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Demostracién. (a) Veamos primero que B C Ker(Qp).

En efecto, recordamos que C/B = C(%[B]71), ¥(B) = {f € Mor(C) : 3X ER
Y -7 —>TX € A con Z € Obj(B)}. Ahora, sea B € Obj(B). Luego por TR1

y TR2, 0 % BL B -0estden A, por lo que 0 € X(B). Entonces 0 = Q(0)

es invertible en C/B. Por lo tanto, dado que 0 Q=0 QB R @B — 0 es un

tridngulo distinguido en C/B, concluimos, de 1.3.5, que QB ~ 0.

Sea A una subcategoria triangulada gruesa estrictamente plena de C que
contenga a B. Veamos que Ker(Qg) C A. Para ello, sea X € Obj(C) tal que
®RX =~ 0. Probaremos que X € Obj(.A).

En efecto, QX ~ 0 implica que Q(1,) = 0, por lo que existe s € X(B) tal que

slx = 0. Por lo tanto, existe X =Y 7 -TXen A, con Z € Obj(B), y por

TR2 tenemos que T~'Y — T71Z — X 2 Y estd en A. Por 138, T 'Y p X ~
T=1Z € Obj(B) y como T~Y @& X € Obj(A), pues A es estrictamente plena y
como T~1Z € Obj(B) C Obj(A) es isomorfo a un objeto de A, concluimos que
X € Obj(A), ya que A es una subcategoria gruesa de C.

(b) Sea F : C — C’ un funtor triangulado tal que B C Ker(F'). Aplicando
2.3.2 (c), basta verificar que X(B) C X(F).

En efecto, sea f € X(B), entonces X LY & Z = TX estéd en A, donde

Z € B, por lo que FX £y FY - FZ - T'F(X)estaien A' y FZ ~ 0, pues

B C Ker(F). Luego, por 1.3.5, tenemos que F(f) es invertible en C’, y por ende
feX(F). O

2.4. Subcategorias trianguladas localizantes

Los siguientes conceptos son esenciales para entender las definiciones de las
categorfas derivadas D*(A) en el siguiente capitulo.

Definicién 2.4.1. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, y A, B subcate-
gorfas trianguladas estrictamente plenas de C. Decimos que A es B-localizante
a derecha si todo morfismo B — X, con B € Obj(B) y X € Obj(A), admite
una factoriazaciéon B — B’ — X, con B’ € Obj(AN B).

Sean @1 : A — A/ANBy Qs : C — C/B los funtores canénicos. Por 2.3.4

sabemos que existe un tnico funtor triangulado 6 : A/AN B — C/B que hace
conmutar el siguiente diagramas:

o e

AJANB-2L— /B,

donde i : A — C es el funtor inclusién.
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El siguiente resultado permitira definir un reticulado de categorias derivadas
D*(A) (cf. 3.6.1). Con €él, se probard que la composicién de los funtores canénicos

K*(Za) & KH(A) L K (4)/AcT(A)

es una equivalencia de categorias trianguladas si A tiene suficientes inyectivos
(cf 3.9.7).

Proposicién 2.4.2. Sean ¥¢(B) y X A(ANDB) los sistemas multiplicativos de C
y A, asociados respectivamente a B y ANB. Entonces se satisfacen las siguientes
condiciones.

(a) BA(ANB) =3 NMor(A).

(b) A es B-localizante a derecha si y sdlo si para todo morfismo s : X — X/,
con s €X y X € Obj(A), existe t : X' — X" tal que ts € T4(ANB.)

(c) Si A es B-localizante a derecha, entonces 0 : AJANB — C/B es fiel y
pleno.

Demostracién. Sea s: X — X', con X € Obj(A) y s € X¢(B). Luego existe
un tridngulo (X, X', Z,s,s', f) en A, tal que Z € By TX € A. Por ser A una
subcategoria B-localizante a derecha, existe una factorizacién Z 2% B’ 27X de
f,con B" € ANB. Por TR1 (b) y TR2, podemos completar a h a un tridngulo en
Al 4 de la forma (X, X", B',r,u, h), y por TR3, existe un morfismo ¢ : X’ — X"
que hace conmutar el siguiente diagrama:

x—ox Lz Ty
|
g j
r L u h
X X// B/ TX,

por lo que r =ts € X 4(ANB).

Veamos el reciproco. Sea f : B — X un morfismo con B € Obj(B) y X €
Obj(A). Por TR1 (b), completamos f a un tridngulo de la forma (B, X, Z, f, s,v),
dado que TB € Obj(B), por TR2, concluimos que s € ¥¢(B). Por hipétesis, exis-
tet: Z — X" tal que ts € L 4(A N B), esto es, tenemos un tridngulo en A| 4
de la forma (X, X", W,ts,u,w) donde X" € Obj(A), y W € Obj(AN B). Por
TR2, el triangulo (T~'W, X, X" —Tw,ts,u) estd en A|4. De 1.3.2, tenemos
que sf = 0, de donde se sigue que (ts)f = 0. Finalmente, por 1.3.9, existe
a:B — T7'W tal que —Tw o a = f, véase el siguiente diagrama:

B
-
a 7
=
e
T-'wW X X w.
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(¢) Supongamos que A es B-localizante a derecha. Sean X, Y € Obj(A/AN
B). Entonces 6 : Hom 4/ 4n5(X,Y) — Home,5(0X,0Y), se define como sigue:

sea a € Hom 4/ 45(X,Y), i. e. @ = ([, s) es la clase del tejado:

X/ZXY

con 5 € X 4(AN B); entonces 0(a) = Qa2(s) ™1 0 Q2(f).

Veamos que 6 es inyectiva. Supongamos que 6(«) = 0. Entonces Q2(f) =0,
por lo que existe u : Z — Z' en X¢(B), con uf = 0; por el inciso (b), existe
t: 7 — Z" tal que tu € X 4(ANB). Por lo tanto, (f,s) ~ (tuf,tus) = (0,tus),
ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N

X —— 7" Y

< /
por lo que a = (0, tus) = 0.

ZI/
Veamos que 6 es suprayectiva. Sea 3 = (g,s) € Hom¢,/5(0X,0Y), esto es, 3

es la clase del tejado:
A
AN
X Y,

donde s € X¢(B). Por (b), existe t : Z — Z’ tal que ts € L 4(ANB) C X¢(B).
Por lo tanto, (g, s) ~ (tg, ts) ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

1N

X*>Z’<;Y

Por lo tanto, 3 = (tg,ts) = Q2(ts)~! o Q2(tg). Finalmente, escribiendo o =
(tg,ts) € Hom a/ 4s(X, ), tenemos que 8(a) = Qa(ts) "' o Qaltg) = 5. O
Definicién 2.4.3. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, y A, B subcate-

gorias trianguladas estrictamente plenas de C. Decimos que A es B-localizante
a izquierda si A°P es B°P-localizante a derecha.
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Observacién. Sean (C,T,A) una categorfa triangulada, y B una subcategoria
triangulada estrictamente plena de C. Entonces se tiene lo siguiente.

(a) Bcor(BP) = (Xc(B))P. Esto se sigue del axioma TR2, ya que X¢or (BP) =
{f°P € Mor(C°?) : 3 X Byl 2% Ty e A, con Z € Obj(B)}, luego

€ Ycor siysélosiV 5 X =" = € A.
KDY B°P) si o 'YfX Try TgTY A

(b) Dado un sistema multiplicativo ¥ de C, se tiene un isomorfismo canénico

~

CoP[(2oP)~1] 5 (C[E71)°P. En efecto, Q% : C°P — (C[X71])P es solucién
al problema universal de C°P[(X°P) 1], donde QZF(f) := (Qx(f))?.

Luego, de (a) y (b) tenemos la proposicién dual.

Proposicién 2.4.4. Sean (C,T,A) una categoria triangulada, y A, B subcate-
gorias trianguladas estrictamente plenas de C.

(a) Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) A es B-localizante a izquierda.
(ii) Todo morfismo B «—— X, con B € Obj(B) y X € Obj(A), admite
una factorizacion B «— B’ «— X, con B’ € Obj(AN B).
(iii) Para todo morfismo X <>~ X' con s € L¢(B) y X € Obj(A) existe
X' <L X" tal que st € YA(ANB).
(b) Si A es B-localizante a izquierda, entonces 0 : AJANB — C/B es fiel y

pleno.
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Capitulo 3

La categoria derivada D(.A)

Cualquier proposicién formulada en el lenguaje de las categoria derivadas da
lugar a afirmaciones formuladas en lenguajes més tradicionales como el de la
cohomologia de grupos, filtraciones, sucesiones espectrales, etcétera, que por
supuesto, se pueden probar, frecuentemente, sin mencionar explicitamente las
categorias derivadas, por lo que uno se pregunta ;por qué debemos esforzarnos
en usar este lenguaje més abstracto? La respuesta, segiin B. Keller [7], radica en
que la simplicidad del fenémeno, escondido por la notacién del lenguaje antiguo,
se vuelve claro en el nuevo. Empecemos con las definiciones.

3.1. La categoria homotdépica de complejos K(.A)

La conceptos bésicos de complejos, categoria homotdpica de complejos, funtor
de cohomologia, cuasi-isomorfismos y complejos aciclicos son definidos a conti-
nuacion.

Definicién 3.1.1. Sea C una categoria aditiva. Definimos lo siguiente.

(a) Un C-objeto graduado es una sucesion X® = {X'},c7, donde cada X' es
un objeto de C, al cual llamamos componente de grado i.

(b) Dado dos C-objetos graduado X*® y Y'*, un morfismo graduado de grado p
de X*® a Y* es de la forma u = {u* € Home (X%, Y*P)},cz. A la clase de
todos los morfismos graduados de grado p de X*® a Y*® la denotamos por
Hom?(X*,Y*).

La composiciéon de morfismos graduados estd dada como sigue:

Hom?(X*®,Y"*) x Hom?(Y"*, Z*) — Hom?(X*, Z°)

con regla de correspondencia (u,v) — vu, donde (vu)" es la composicién

X u yitp v Zi+p+q

27
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(¢) Un complejo de objetos de C es un par (X°®,dxs), donde X*® es un C-
objeto graduado y dx. € Hom'(X*, X*) es tal que d%. = 0. Por lo que

: dye d%e de
un complejo es de la formas: - - — X8 25, X0 X0, x1 X0, x2 ...
A los morfismos d'. se les llama diferenciales.

Definicién 3.1.2. Denotamos por C(C) a la categoria de complejos de C, cuyos
objetos son los complejos (X®, dxe) en C, y los morfismos (X®,dxe) — (Y*,dy)
son los morfismos u € Hom®(X*®,Y®) tales que dye ou = u o dxe.

Notacion. Para simplificar, escribiremos X*® en lugar de (X*®, dxs).

Observacién. (i) La categoria C(C) es aditiva. Mds aun, si C es abeliana,
entonces C(C) es abeliana.

(ii) El funtor ¢y : C — C(C), dado por X +— ¢p(X)*: -+ —-0—- X —- 0 —
-+ donde X esta en grado 0, es aditivo, fiel y pleno.

Definicién 3.1.3. Sean f,g: X* — Y* dos morfismos en C(C). Decimos que f
es homotépico a g, si existe k € Hom™(X*,Y®) tal que f — g = kdxe + dy+ k,
y lo denotaremos por f ~ g.

Ahora, definiremos la categoria homotdpica de complejos K(C.) Para ello,
sea H(X®,Y*):={f: X*—>Y*en C(C) : f~ 0}. Entonces, H es un ideal en
C(C), es decir, satisface lo siguiente:

(i) H(X*,Y*) es un subgrupo de C(C)(X*,Y*) para cualesquiera X® Y*°.

(ii) Si los morfismos W* Loxe Loye 4 7% estan en C(C), donde f €
H(X*®,Y*®), entonces gf € H(X®,Y*).

Definicién 3.1.4. La categorfa homotdpica de complejos K(C) := C(C)/H
consta de lo siguiente.

(a) Los objetos son Obj(K(C)) := Obj(C(C)).
(b) Los mofismos son K(C)(X*,Y*) := C(C)(X*,Y*)/H(X*,Y*).

Observacién. (a) El funtor canénico ¢ : C(C) — K(C), definido como la
identidad en objetos y ¢(f) := f+H(X*,Y*) para un morfismo f : X* —
Y*, es aditivo y pleno. Mds aun, resuelve el siguiente problema universal
(cf. 2.1.1): para todo funtor F': C(C) — C’, con C’ una categoria aditiva,
y con la propiedad de que si f ~ 0, entonces F'(f) =0 (i. e. H C Ker(q)),
existe un tnico funtor F : K(C) — C’ tal que Foq=F, esto es, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

ce)—E— ¢
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(b) La categoria K(C) es aditiva (cf. [2] Lemma III.1.2). En general, K(C) no
es abeliana, aunque C lo sea.

Definicién 3.1.5. Sea A una categoria abeliana. Para cada ¢ € Z se define un
funtor aditivo H* : C(A) — A, llamado funtor de cohomologfa, como sigue.

oAty ,
X°* Xz—l — X — Xz+1 Hz(Xo)
f[ f"ll fli f”lj > J{Hi(f)
ve Yitl— Y ——yit! HY(Y*),
dy dy

donde H'(X*) := Ker(dy,) /Im(dc") y H'(f) es el tinico morfismo que hace
conmutar el siguiente diagrama

0 —— Im(dy ') —— Ker(dy) —— HI(X*) —— 0

. . ‘
\‘f’tlm(di(l) JrfllKer(dg() | H(f)
1

0 —— Im(dy ') —— Ker(dy,) —— HY(Y*) —— 0.

Definicién 3.1.6. Sea A una categoria abeliana.

(a) Se dice que un morfismo f: X* — Y* en C(A) es un cuasi-isomorfismo,
si H'(f) es invertible para toda i € Z.

(b) Un complejo X*® es aciclico si H'(X*®) ~ 0 para toda i € Z.

Observacién. El funtor H? se puede extender a K(A), y dicha extensién H?,
serd, denotada también por H?, esto es, Hi:= H' : K(A) — A. En efecto, sea
f:X* — Y*en C(A) tal que f ~ 0. Es suficiente ver que H*(f) = 0, lo
cual es cierto, pues si f' = k"t1d% + di 'kt entonces H(f)(x + Im(d ') =
fix) +Im(dy ") = dy ' (K (2)) + Im(dy ') = 0.

3.2. Tridngulos distinguidos en C(A)

Se definen los términos cono y cilindro de un morfismo de complejos, con los
cuales se precisaran los tridngulos distinguidos en C(A), mismos que proveerdn
de una estructura triangulada a la categoria homotépica de complejos K(A).

Definicién 3.2.1. Sean A una categorfa abeliana, X® € C(A) y n € Z. Se

define un nuevo complejo X*[n] como sigue: X*[n] := X con diferenciales
dxepn) := (—=1)"dxe. Dado f : X* — Y* en C(A), el morfismo f[n] : X*[1] —
Y*[1] esté dado por fi[n] := fi*". Luego, tenemos un funtor T := [ ] : C(A) —

C(A) de traslacién, esto es, T' es una autoequivalencia aditiva de C(.A).

Definicién 3.2.2. Dado un morfismo f : X* — Y* en C(A) se definen los
siguientes dos complejos asociados a f.
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(a) Cono de f: C(f)" := X'[1] ® Y?, esto es C(f) := X*[1] ® Y* como
objetos graduados. Las diferenciales estdn dadas por dé( n (2t Y =
(—d5H (@), FiY (2" Y) + di (y)), o en su forma matricial:

dX'[l] 0
dogp) =
[l dye
(b) Cilindro de f: Cyl(f) := X* @ C(f). Las diferenciales estén dadas por
i gy (@' ™ yt) = (di (27) — 2™ —dH @), Fr (@) 4+ di(y')),
o en su forma matricial:

dCyl(F) = 0 dX’[l] 0
0 fel]  dys

Ahora veamos algunas propiedades de los complejos cono y cilindro.

Lema 3.2.3. Sea A una categoria abeliana. Entonces para todo morfismo f :
X® — Y* en C(A) existe un diagrama conmutativo con filas exactas de la
forma:

0 Y\ S O(f) = X0 ] 0
0—— x* — o) Do) 0

tal que:
(a) Ba=1lye yaf~ lcycy,
(b) P13~ Py.

Demostracién. Definimos los morfismos del diagrama en el lema como sigue:
Pl‘(yz) = (Oa‘yz)a Pl(xl7_xl+17y‘1) ‘: (x‘7,+17yz)"P2(:E-2+17y1) = x1+17 f(xl) =
(%,0,0), a(y?) = (0,0,9°), B(x*, 21, y") = f(x') + ¥, o en su forma matricial:

— 0 0 lxey; O
Pr= (1y.> e <o o 1y.) , Py=(lxep 0),
1k 0
f = 0 y = 0 ) 6 = (f 0 ]-Y’) )
0 lys
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de donde se sigue que Sa = lye. Para la homotopia entre a8 y 1¢yi(y), definimos
B : Cyl(f)* — Cyl(f)'™! como hi(at, a1, y) == (0,7, 0).

La homotopia entre Py y P13, estd definida por s* : Cyl(f)" — Cyl(f)"~",
si(at a1, y') = (1,0), por lo que P — Py 3 = s i) 4 dihst. O

Definicién 3.2.4. Sea A una categoria abeliana. Los tridngulos distinguidos

en C(A) son diagramas de la forma X* LyeDy C(f) i X*[1], donde P; y P,
son los morfismos de 3.2.3.

Resaltamos que los tridngulos distinguidos en C(.A) no inducen una estruc-
tura de categoria triangulada en C(A), pero si en la categoria homotdpica de
complejos K(A).

El siguiente resultado establece que el funtor de cohomologia es, en efecto,
un funtor cohomoldgico en K(A), en el sentido de 1.3.1.

Lema 3.2.5. Sea A una categoria abeliana. Entonces, para el tridngulo distin-

guido X*® Lyt C(f) ki X*[1], se tiene la siguiente sucesidn exacta larga en

A:

(P1)

_>H77/(X.) H™(f) Hn(Yo) H" H"(P2)

H"(C(f)) H"™ (X)) — -

Demostracién. Por 3.2.3, tenemos la sucesién exacta corta 0 — Y'* B C(f) i
X*[1] — 0, la cual induce la sucesién exacta larga:

H"(P1)
LAY

= HM(Y®) () L g xen)) S B (v - -

dado que H™(X*[1]) = H™"'(X*), basta ver que 6™ = H"T!(f).
En efecto, sea 7" = 2"+ 4 Im(d}) € H™(X°[1]), 2""! € Ker(d¥™).
Entonces,
_ —n+1, _ —
§MET) = (Py )T H(de sy (P T ") + Im(dy)
= f(a"*") + Im(dy),

_ e —n+1 —n-+1
vaque (z"+1,0) € (P)~H(a"h),y Py odgy sy (2", 0) = Py (0, f(a™th)) =
F(z™ 1), pues 2" *! es un cociclo. Por lo tanto, 6"(z"*!) = H"(f)(z"*1). O

3.3. Tridngulos distinguidos en K(A)

En esta seccion extendemos algunas las definiciones de la seccién 3.2, a la cate-
gorfa homotdpica de complejos, y con esto verificar que K(.A) es triangulada.

Proposicién 3.3.1. Sea A una categoria abeliana. Entonces, el funtor de tras-
lacion T =[]: C(A) — C(A) se extiende a K(A).
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Demostracién. Sean ¢q : C(A) — K(A) el funtor canénico y f € Mor(C(A))
tal que f ~ 0. Entonces, T'f ~ 0y ¢T'f ~ 0. Luego, por propiedad universal,
existe un dnico funtor 1" que hace conmutar el siguiente diagrama:

CA) —15K(A) .

|
(A

C

~

|
.
) —— K(A)

De esta manera, T induce un funtor de traslacién 7 : K(A) — K(A). O

Notacién. Designaremos por la misma letra 7" al funtor inducido por el funtor
de traslacién T en la categoria K(A), esto es, T :=T : K(A) — K(A).

Definicién 3.3.2. Un tridngulo distinguido en K(A) es un tridngulo isomorfo

a uno de la forma x* ‘Y ye 15 C(f) 1) X*[1]. Denotaremos por A a la

familia de tridngulos distinguidos en K(.A).

Teorema 3.3.3. Sea A una categoria abeliana. Entonces, se satisfacen las si-
guientes condiciones.

(a) La terna (K(A), T = [—],A) es una categoria triangulada.

(b) El funtor cohomoldgico en grado cero H° : K(A) — A, es un funtor
cohomoldgico (en el sentido de 1.5.1).

Demostracién. (a) Una prueba puede ser consultada en [1].
(b) Es fécil verificar que H® o T" es el funtor cohomologia en grado i. Luego,
por 3.2.5, tenemos el resultado. O

Observacién 3.3.4. Dado un morfismo f : X* — Y* en C(A), el tridngulo

x4, Cyl(f) atP) C(f) ath) X*[1] es distinguido en K(A). Esto se sigue
de que el siguiente diagrama conmuta en K(A):

f Py

X* ye C(f) X[1]
o
X —— O(f) 52 O — = X[

y [ es invertible en K(A), cf. 3.2.3.

3.4. Subcategorias trianguladas en K(A)

Con el fin de definir las categorfas derivadas D*(A), para * € {b,+,—, 0}, se
distinguen las siguientes subcategorias en C(A).
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Definicién 3.4.1. Sea A una categoria abeliana. Definimos las siguientes sub-
categorfas plenas de C(A) :

(a) C’(A) :={X* € C(A) : Ing=mno(X*) >0tal que X'=0Vi, i >
no}.

(b) CH(A) :={X* € C(A) : Ing=mno(X*) tal que X' =0Vi<ng}
(c) C7(A) :={X* € C(A) : Ing=mne(X*) tal que X*=0Vi>mng}
(d) C(A) := C(A).

Sea x € {b,+, —, }. Denotamos por C**(A) (resp. C**(A), resp. C*~(A))
a la subcategoria plena de C*(A) definida por los objetos X*® € C*(A) para los
cuales existe ng = ng(X*®) con H(X*®) = 0 para |i| > |ng| (resp. i < ng, resp.
7> TL()).

Se definen las subategorias plenas de K(A) denotadas por K°(A), K*(A)
y K~ (A), obtenidas de los objetos de C?(A), C*(A) y C~(A) respectivamen-
te. Andlogamente se designa por K**(A), K*T(A), K*~(A) a las subategorfas
plenas de K*(A) definidas por los objetos de C*?(A), C**(A),C*(A) res-
pectivamente.

Designamos por Ac*(A) a la subcategorfa plena de K*(A) definida por los
complejos aciclicos de K*(A) y por Qis*(A) a la subcategoria plena de K*(A)
definida por los cuasi-isomorfismos de K*(.A).

Lema 3.4.2. Sea A una categoria abeliana. Entonces, se satisfacen las siguien-
tes condiciones.

(a) FEl siguiente diagrama es un reticulado de subcategorias trianguladas, in-
ducido por la inclusion:

K+b/
O SN
I
N
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K*(A)

/

(b) Las siguientes inclusiones corresponden a subcategorias estrictamente ple-
K+,b( A) Ko+

(A\
K,b(A)\ K(A).

K—"(A K (A)

K~ (A)

(¢) Ac*(A) C K*(A) es una subcategoria triangulada gruesa y estrictamente
plena para cada x € {b,+,—,0}. El sistema multiplicativo saturado de
K*(A) asociado a Ac™(A), es decir .4y Ac™(A) (cf. 2.2.2) es igual a
Qis*(A) los cuasi-isomorfismos en K*(A).

Demostracién. (a) Puede verse en [12] Cap. III.

(b) Se sigue de (a), pues la condicién de “ser objeto” de K?*(A) se preserva
por isomorfismos en K(.A).

(c) Por 3.3.3, el funtor HY : K*(A) — A es cohomoldgico, luego el resultado
se sigue al aplicar 2.2.6, dado que ;c; (H?) = Qis™(A) y ez Ker(HY) =
Ac*(A).

O

3.5. Funtores truncamiento

Para comparar las subcategorias K*’*,(A), con x,*" € {b,+, —0}, definimos los
siguientes funtores.

Definicién 3.5.1. Sea n € Z. Definimos el funtor truncamiento 7" : C(A) —
C~(A) como sigue:

dn72
X. ...%XH—QX%Xn—l%Ker(d&)g)og)...
fJV — lfﬂz jfnl anlKer(dﬁ) LO
ye iy yn—2 — yn-1 —)Ker(d@)—)O—)

n—2
dY
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Denotamos por i%. al morfismo inclusién de 7S™(X®) en X°.
Lema 3.5.2. Sea n € Z. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) El morfismo i%. : 7S"(X®) — X* induce isomorfismos H' (1S"(X*®)) —
HY(X*®) parai < n.

(b) HY(7S™(X*)) =0 para i > n.
(¢) La transformacion i" : 7S™ — lg(a) es natural.
(d) Si f ~0, entonces TS™(f) ~ 0.

(e) El funtor TS™ se extiende de manera tnica a la categoria homotdpica, es
decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de funtores:

K(A) - - > K7 (A),

?g

donde q~ := q|c-(a)- Ademds, qoi™ : <", 1k (a) es una transformacion
natural. Por simplicidad escribiremos <" = 75" : K(A) — K~ (A).

Definicién 3.5.3. Sea n € Z. Definimos el funtor truncamiento 72" : C(A) —
C*(A) como sigue:

N a5
X +oo —— 0 — Coker(dy ") —— Xn+! Xnt2
[T
ye -+ —— 0 — Coker(dy 1) = yntt g ynr?
v Y

Denotamos por j% al morfismo de X*® en 72"(X*) inducido por Coker.
Lema 3.5.4. Sea n € Z. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Elmorfismo j%. : X* — 72™(X*) induce isomorfismos H (X*) — H'(77"(X*))
para it = n.

(b) H (r>™(X*)) =0 para i < n.
(¢) La transformacion j" : 1g(ay — 72" es natural.

(d) Si f ~0, entonces T2"(f) ~ 0.
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(e) El funtor 72" se extiende de manera tnica a la categoria homotdpica, es
decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de funtores:

donde q* := q|lc+(a). Ademds, qoi™ : 14y — 77" es una transformacion
natural. Por simplicidad escribiremos 72" = 72" : K(A) — KT (A).

Definicién 3.5.5. Sea X* € K(A). Se define a = o(X*®) := inf{i € Z
Hi(X*)#0}y B=B(X*):=sup{i € Z : H'(X*)#0}.

Observacién. Es claro de la definicién que —co < a(X*®) si X* € Kt (A); y
que B(X*) < oo si X* € KV~ (A).

Definicién 3.5.6. Con la notacién anterior se definen las siguientes asignacio-
nes:
7+ Obj(K»*(A)) — Obj(K*(A)) como X*® — 72%(X*),

77 : Obj(K”~(A)) — Obj(K*(A)) como X* — 7<7(X*),
asi como los morfismos:
. . . . a(X*®
Jhe X ST (XY), gk =GRy
L i 1re . .- B(X®
ie 1 TT(X®) > X°, i = q(i)).
Lema 3.5.7. Sea A una categoria abeliana. Entonces se satisface lo siguiente.

(a) Si X* € Obj(K?*(A)) y Y* € Obj(K»(A)), entonces j. yiy. son
cuasi-isomorfismos en K(A).

(b) Por restriccion de 7T y 7 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Obj(K%¥(A)) —— Obj(K**(A))

1

Obj(K—(A)) ——— Obj(K*(A)).

Demostracién. Se sigue de 3.5.2 y 3.5.4. g

Proposicién 3.5.8. Sea A una categoria abeliana. Entonces se satisfacen las
siguientes condiciones.

(a) Las subcategorias trianguladas K%*(A) C K(A) son Ac(A)—localizantes
a derecha y a izquierda.
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(b) Las subcategorias trianguladas KT *(A) C K(A) son Ac(A)—localizantes
a izquierda.

(b)°P Las subcategorias trianguladas K—*(A) C K(A) son Ac(A)—localizantes
a izquierda.

(¢) La subcategoria triangulada K°(A) C KT(A) es Act(A)—localizante a
izquierda.

(c)°P La subcategoria triangulada K°(A) C K~ (A) es Ac™ (A)—localizante a
derecha.

(d) La subcategoria triangulada K+*(A) C K+ (A) es Act(A)—localizante a
derecha y a izquierda.

(e) La subcategoria triangulada K=*(A) C K~ (A) es Ac™ (A)—localizante a
derecha y a izquierda.
Demostracién. Por 3.4.2 sabemos que Sg-(4)(Ac’ (A)) = Qis*(A).
(a) Sean s € Qis(A), s: X — X’ con X € K%*(A), luego X’ € K"*(A), y
escribiendo t = 1x/, X" = X' se tiene la propiedad, pues Ac(A) C K?*(A), es
decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X;)X/

|

\ It
B
X",

(b) Sea s : X — X’ un morfismo en Qis(A), con X € KT *(A), entonces
X' e K (A)si*x=0,4+ 0 X € KM(A) six = —,b, luego 77 X' € KT (A) si
=0, + 07T X'KtP(A) si *+ = —,b. Por lo tanto 7+ X’ € KT*(A) y tenemos
el diagrama conmutativo

X——X

N

X'
donde j¥, € Qis(A).

(c) Sea s : X’ — X un morfismo en Qis™(A), donde X € K®(A), entonces
X' € KTP(A), por lo que 7~ X’ € K’(A), y tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

X e——Xx’

\ }X/
X’
donde iy, € Qis(A).
(d) Sea s : X — X’ un morfismo en Qis™ (A), donde X € KT*(A), entonces

X' € K+?(A), por lo que basta tomar la identidad en X".
(e) Se muestra de manera andloga a (d). O
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3.6. Las categorias derivadas D*(.A)

Ya se han construido todas la herramientas necesarias para definir las categorias
derivadas D*(A). Antes, mostramos el siguiente resultado que es esencial para
visualizar la relacion entre ellas.

Teorema 3.6.1. Usando 3.5.8 tenemos que las inclusiones naturales de las
categorias trianguladas en 3.4.2 (a) inducen las equivalencias e inmersiones
naturales de las siguientes categorias trianguladas:

K" (A)

A

Demostracion. Se sigue de 2.4.2 y su dual, y de 3.5.4. Por ejemplo, la sub-
categrofa K®(A) € K+tb(A) es AcT(A)-localizante a izquierda y tenemos la
inclusion K°(A)/Ac’(A) — KHY(A)/AcT(A), y para verificar que es una equi-
valencia, basta ver que el funtor natural es denso.

En efecto, sea X* € KT?(A), entonces iy. € Qis(A) y 7~ X* € K°(A), por
lo que iy, es invertible en K+*(A)/Act(A). O

Definicién 3.6.2. Sea A una categoria abeliana. Se definen las categorias de-
rivadas de A como D*(A) := K®»*(A)/Ac(A), para * € {0, +, —, b}.

Observacién. Un tridngulo distinguido en D(.A) es un tridngulo de Ay, donde
Y = Qis(A) (cf. 2.3.2).
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3.7. Sucesiones exactas y triangulos distingui-
dos

Verdier [12] afirmé que los tridngulos distinguidos en una categoria triangulada
juegan el papel de la sucesiones exactas en una categoria abeliana. En esta
seccion formalizamos esta idea.

Definiciéon 3.7.1. Se dice que una sucesién exacta corta 0 — X°® — Y*® —
Z* — 0 en C(A) es semi-escindida si cada sucesién exacta corta 0 — X* —
Y" — Z" — 0 en A se escinde para i € Z.

Proposicién 3.7.2. Sea A una categoria abeliana. Entonces se satisfacen las
stguientes condiciones.

(a) Toda sucesion exacta corta semi-escindidan:0— X®* —-Y®* — Z* =0

en C(A) induce un tridngulo X* —Y*® — Z LR X°*[1] distinguido en
K(A). Reciprocamente, todo tridngulo distinguido en K(A) es isomorfo a
uno de esta forma.

(b) Toda sucesion exacta corta en C(A) induce un tridngulo distinguido en
D(A). Reciprocamente, todo tridngulo distinguido en D(A) es isomorfo a
uno de esta forma.

Demostracién. Sean:0— X°® . y* . Z* — 0 una sucesién exacta corta
en C(A). Usaremos 3.2.3 y la notacién de este resultado. Entonces, f induce el
siguiente diagrama conmutativo en C(.A)

Py
X—>Cyl n-L e (3.1)
|
g 7z
donde es facil ver que p dado por p'(z*t1,y%) := g(y'), es un morfismo de

complejos.

Veamos que p es una cuasi-isomorfismo. En efecto, como g es un epimorfismo
tenemos la sucesién exacta corta 0 — Ker(p) — C(f) & Z* — 0 en C(A). Por
el lema de la serpiente en C(A) tenemos la sucesién exacta

0 — Ker () — Ker(p) — Coker(8) — Coker(p) — 0,

dado que S es epimorfismo, Coker(5) = 0, y tenemos que Ker(5) — Ker(p) es
un ismorfismo.

Al aplicar el funtor H* a la sucesién 0 — Ker(3) — Cyl(f) Zoye S0 y
dado que H*(j3) es invertible para toda i, obtenemos que Ker(3) es aciclico, de
donde Ker(p) es aciclico y por lo tanto p es un cuasi-isomorfismo.
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Ahora, al aplicar los funtores canénicos C(A) % (.A) D(A) al diagrama
(3.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo en D(.A)
Qa(f))

Q(q(P1)) Q(q(P2))

X — Cyl(f) C(f) X°[1

JQ(q(ﬁ)) \ﬁ:—Q(Q(P))
X*[1].

X Q(a(f)) Y Q(a(9)) ZQ(q(Pg))B*1 1]

Por 3.3.4 la sucesién en la parte superior del diagrama anterior es un tridngulo
distinguido en D(A), y como Q(q(3)) y 3 son isomorfismos, la sucesién en la
parte inferior es también un tridngulo distinguido en D(A). Por lo tanto,
induce un tridngulo distinguido en D(A).

Supongamos que 7 es semi-escindida, esto es, existen Xt Xyl A7
tales que 1zi = g'n%e, 1xi = nhe f1y finie +nheg’ = 1y para toda i € Z.
Definimos dos morfismos de complejos C(f) Loz S X*[1] como §* =
—nidddyanle v 01(27) = (0%(2%), ne (7). Luego, es rutina mostrar que po 6 =
lze y 00 p ~ lgs), para la homotopia bt . C(f)! — C(f)""! estd dado por
bi(z 1 y') = (n%.y*,0) y se verifica que Loy — (@0 p) = b“rldlc(f dlc(;)b’
Asi, de 3.1 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en C(.A)

X—»Cyl )ch) L xen (3.2)

dado que 6 = P5 0 6, tenemos que dp = P2 o (6 0 p) ~ Py, y aplicando el funtor
q: C(A) — K(A) a (3.2), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en

K(A)

a(f) q(P1) q(P2)

X — Cyl(f) C(f) Xe[1]
\q(ﬂ) \q(p)
¥ a(f) v a(g) 7 qa(d) X1,

donde la sucesién de la parte superior es un tridngulo distinguido en K(A),
ademds ¢(8) y q(p) son isomorfismos, por lo que la sucesién de la parte inferior
también es un tridngulo distinguido en K(A), llamamos a esta tltima sucesién
¢, la cual da lugar al siguiente diagrama conmutativo

¥ a(f) v a(9)

1§
q(P1) L q(P2)

X[

X[

X a(f) v
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de donde la sucesién de la parte inferior resulta ser un tridangulo distinguido en

K(A).
Py

Consideremos la sucesion exacta corta semi-escindidan : 0 — X*® EN Cyl(f) —
C(f) — 0, donde los morfismos

XL Cy(f) - O(f)
estan dados por . (2, 2"t y") = 2’ y ng (@™ YY) = (0,2, y’). Por lo

visto anteriormente, X* ), Cyl(f) a?) C(f) a0) X*[1] es un tridngulo
distinguido en K(A). Veamos que § = §(n) = P,. En efecto,

5i($i+1,yi) _ 777;?-.1 diCy](f) néj(f) (xiJrl’yi)
= _7];"_'1 dZCyl(f) (07x1+17yl)
= Y (=t = F )+ dye (y)
— xz‘-{—l _ PQ(SCH_I yi)-

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en C(.A)

X Y C(f) X°1]
X —— Cyl(f) C(f) — X*[1].

Dado que P83 ~ Py, al aplicar el funtor ¢ al diagrama anterior, tenemos que
q(B) es un isomorfismo y concluimos que 7 induce un tridngulo distinguido en
K (A) isomorfo a ¢&. O

3.8. La inmersién de A en D(A)

El funtor cohomolégico H® : K(A) — A se extiende a la categorfa derivada
D(A), ya que si f € Qis(A), entonces H°(f) es invertible en A, luego por 2.3.2
existe un tnico funtor cohomolégico H® : D(A) — A tal que H® 0 Q = HO, es
decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K(A) LhA
QJ 7
// E”HO

Para simplificar, escribiremos H? = H? : D(A) — A.

Definicién 3.8.1. Denotaremos por Do(A) a la subcategoria plena de D(A)
cuyos objetos son los X*® € Obj(D(A)) tales que H(X*®) = 0 para i # 0.
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Definicién 3.8.2. Denotaremos por ig : A — D(A) a la composicién de los

funtores A <% C(A) L K(A) 9, D(A), donde ¢y : A — C(A) esta dado por
Xr—ceX)*=+—-0—-X—-0—---,con X en grado 0.

Observacién. Es ficil ver que iy(.A) C Dg(A).

Proposicién 3.8.3. Los funtores H : Do(A) — A yip : A — Do(A) son
cuasi-inversos entre si, es decir, HY oig ~ 14 yigo H® ~ 1pg(A)-

Demostracién. Las funciones inducidas por iy y H° en los conjutos de mor-

fismo son Homy(X,Y) % Homp4)(co(X)®, co(Y*)) 2, Hom4(X,Y). Un
elemento de D(A) es de la forma

Ze
/N
co(X)* co(Y)

y HO(s, f) = H°(f)H (s)™! (cf. 2.1.6 y su prueba).
Veamos que HC o iy = id. En efecto,

(s,f) =

x Lyy o co(X)* 0 (x Loy,
/ Yo(m
CO(X). Co(Y)'

Ahora, verificamos que ig o HY = id. En efecto,

0 0 —1
pn H x (f)HO(s) Y)
7N
co(X)* co(Y)*
(X HO(f)HO(S)71 Y) "L_O) CO(X).
/ q(co(HO(f)H(s)™1))
CO(X). Co(Y)..

Falta mostrar que (s, f) ~ (1, q(co(H°(f)H(s)~1))), para ello, usaremos que
7200750 = gocyo H : Ko(A) — Ko(A), donde Ko(A) es la subcategoria
plena de K(A) con objetos X*® tales que H(X*®) = 0 para i # 0.

Dado que s € Qis(.A), el complejo Z* estd en Kq(.A), por lo que tenemos el
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siguiente diagrama conmutativo en Kg(.A)

€0(X)* —— z° ——e
:
70 (X)* (7@7‘3 <070 ﬁ) 7<060(Y)*
Jﬂf@z.
=20 <0 72007504 20,0

CO(X). ——————— 205,070 —————— 7200 TSOCO(Y).~

>0

Luego, como 729 0 7SY = g o ¢y o HY tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo en Ko(A)

Z.

<o S(Jf

co(X)® 2 p<oge L0y (V)

\ J %{(’(M“(s)l))

Co(X).

donde a := (75%0729)0(59,). Por lo tanto (s, f) ~ (1, g(co(H°(f)H(s)71))).
T e
Veamos que ig es denso. Para esto, sea X*® € Dg(A), entonces tenemos los

siguientes morfismos en K(A) :

J <0 ;0
4o colHO(X")) = 70 0 r<0(x) T 720 (x0) B e
dado que H*(X*) = 0sii # 0, tenemos que j°, y i%. son morfismos en Qis(A),
TX.

y por lo tanto io(H%(X*®)) ~ X*® en D(A). O

Notacién. Para X € Obj(.A), denotamos por X a io(X) € Obj(D(A)).

3.9. Resoluciones inyectivas y proyectivas de com-
plejos

En esta ltima seccién, se caracteriza la categoria derivada en términos de re-
soluciones inyectivas o proyectivas y se finaliza demostrando que los grupos
Ext’; (A, B) y Homp4)(A, B[n]) son canénicamente isomorfos. A continuacién
recordamos algunas definiciones.

Definicién 3.9.1. Sea B una categoria. Decimos que un objeto I en B es
inyectivo si para todo monomorfismo « : A — A’ y cualquier morfismo f: A — I
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en B, existe f': A’ — I que hace conmutar el siguiente diagrama diagrama

A—"o A

|
. If!
X !
I
Definiciéon 3.9.2. Sea B una categoria. Decimos que un objeto P en B es

proyectivo si para todo epimorfismo o : A — A’ y cualquier morfismo f : P — A’
en B, existe f': P — A que hace conmutar el siguiente diagrama diagrama

P

! X
£l

0
AT)A/.

Notacién. La subcategoria plena de 4 formada por los objetos inyectivos (resp.
proyectivos) de A serd denotada por Z 4 (resp. Pa).

Definicién 3.9.3. Denotaremos por Ct(Z4) ; C~(P4) (resp. KT(Z4) ; K™ (P4))
a la subcategorfa plena de CT(A) ; C(A) (resp. KT (A) ; K~ (A)) cuyos ob-
jetos son los complejos X tales que X¢ € Z4 ; X' € Py para toda i € Z.

Definicién 3.9.4. Sea X* € CT(A) (resp. C~(A)). Una resolucién inyectiva
(resp. proyectiva) de X*® estd dada por un cuasi-isomorfismo X® — I°® (resp.
P* — X*) en C(A), donde I* € Ct(Z4) (resp. P* € C(Pa)).

Definicién 3.9.5. Sea A una categoria abeliana.

(a) Decimos que A tiene suficientes inyectivos si para todo X € A, existe un
monomorfismo X — I, donde I € Z 4.

(b) Decimos que A tiene suficientes proyectivos si para todo X € A, existe un
epimorfismo P — X, donde P € P4.

Lema 3.9.6. Sea A una categoria abeliana. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Si A tiene suficientes inyectivos, entonces todo objeto X* € CT(A) admite
una resolucion inyectiva.

(b) Sis:I* — X* es un cuasi-isomorfismo en C(A), con I* € CT(Z,),
entonces existe un morfismo de complejos t : X® — I°® tal que ts ~ 1je.

(c)°P Si A tiene suficientes proyectivos, entonces todo objeto X* € C~(A) ad-
mite una resolucion proyectiva.

(b)P Si P* < X* es un cuasi-isomorfismo en C(A), con P* € C™(Z4), enton-

ces existe un morfismo de complejos X*® L P tal que st ~ 1pe.
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Demostracién. La prueba de (a) se puede consultar en [1], Teorema 7.5 en la
pagina 62.

(b) Consideremos el tridngulo I* — X* — C(s) RN I°[1] (cf. 3.2.3), luego,
si s es un cuasi-isomorfismo, entonces C* := C(s) es ciclico por 3.2.5.

Ahora bien, dado que C* aciclico y I*[1] € CT(Z4), el morfismo P, : C* —
I*[1] en C(.A) es homotépico a 0.

Sea k = (k,t) la homotopia entre Py y 0, es decir, P, = kdoe + drep] k,
donde k' : C* = I't1 @ X' — I’ est4 dada por ki = (ki 1), y k' : 't — Ti,
t': X* — I', también recordamos que k : I*[1] — I* y t: X* — I°.

Por otro lado, como Py = (1,0) = (17ep1},0) y doe = <d51['1[]1] d?(.> (cf.
3.2.3), tenemos que

(110[1],0) = (k,t) <d31[.1[]1] dg-) + d]-[l](k’,t)

= (]{1 dl'[l] —|—t8[1],tdxo) + (dl'[l] kvdl'[l] t),

por lo que 1jepy) = kdpepy) +t8[1] + drepjk y 0 = tdxe + drep) t. Finalmente,
estas dos igualdades muestran que £ s ~ 1ye(y) y que ¢ : X* — I* es un morfismo
de complejos. O

Teorema 3.9.7. Sea A una categoria abeliana. Entonces, se satisfacen las si-
guientes condiciones.

(a) SiI* € KT(Za), entonces el morfismo candnico Q : Homg(a)(X®, I*) —
Homp4)(X®,1°) es invertible para todo X* € K(A).

(a)?? Si P* € K™ (Pa), entonces el morfismo candnico QQ : Homyg 4y (P, X*) —
Homp ) (P*, X*®) es invertible para todo X* € K(A).

(b) La composicion de los funtores candnicos
K (Za) & K¥(A) % KT (4)/Act (4)

es un funtor fiel y pleno. Mds aun, si A tiene suficientes inyectivos, enton-
ces Qoi: KH(T4) — KT (A)/AcT(A) es una equivalencia de categorias
trianguladas.

(b)°P La composicion de los funtores candnicos

K~ (Pa) - K (A) L K (A)/Ac(4)

es un funtor fiel y pleno. Mds aun, si A tiene suficientes proyectivos,
entonces Qoi: K™ (Pa) — K (A)/Ac” (A) es una equivalencia de cate-
gorias trianguladas.

(¢) Si A tiene suficientes proyectivos o inyectivos, entonces existe un isomor-
fismo candnico 0" : Exty (A, B) — Hompu)(A, Bln]) para toda n € Z y
cualesquiera objetos A, B en A.



46 CAPITULO 3. LA CATEGOR{A DERIVADA D(A)

Demostracién. (a) Veamos que @ es inyectiva. Sea f € Homg 4)(X*®,I*) tal
que Q(f) = 0, entonces existe t : [* — Z* t € Qis(A,) con ¢ f = 0. Por 3.9.6
(b) tenemos que f = 0. L

Para ver que @ es suprayectivo, sea a = (f,s), con s € Qis(A). Por 3.9.6
(b), existe t : Z* — I*® tal que ts = 17+ y en particular ¢ € Qis(A), por lo que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

con el cual mostramos que (f,s) ~ (tf,1), y por lo tanto, Q(tf) = (¢f,1) = a.

(b) Usaremos 2.4.2, para esto definimos Ac™(Z4) := KT (Z4) N AcT(A), y
es facil verificar que Act(Z4) es Act(A)-localizante a derecha. Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo de funtores

KH(Z4)——K*(A)
o
K*(Z4)

o KA

Por 2.4.2 (a) tenemos que
Skt (z4) (Act (Za))

MOI"(K+ (Za))N YK+(A) (AC+ (A)
= Mor(K"(Z4)) N QisT(A),

y por 3.9.6 (b), la tiltima interseccién consta de morfismos invertibles en K*(Z 4).
Por lo tanto, K+ (Z4)/Act(Z4) = KT (Z4) y Q' = id. Por 2.4.2 (c), 0 = Qo
es fiel y pleno.

M4s aun, si A tiene suficientes inyectivos, por 3.9.6 (a) concluimos que @ o1
es denso.

(c) Supongamos que A tiene suficientes proyectivos y sean A, B objetos en

-1 0
A. Consideremos una resolucién proyectiva de A --- — P~! o pr 40
-1
y sea Py := --- — P! . pr %00 -+« por lo que P4 y A son
cuasi-isomorfos (identificamos A con ¢g(A)). Considerando la sucesién
—1 —2
0 (P°,B) LB (p-t gy B (p2 gy L

tenemos que
Ext’y (A, B) := Ker(d™" ' B)/Im(d"",B)
= Homga)(Pa, B[n])/H(Pa, B[n]) =: Homg 4 (Pa, B[n]).



3.9. RESOLUCIONES INYECTIVAS Y PROYECTIVAS DE COMPLEJOS 47

Finalmente, por el inciso (a)°?, tenemos que Ext’; (4, B) = Homg 4)(Pa, B[n])
~ Homp4)(Pa, B[n]) ~ Homp 4 (A, B[n]).
O
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