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Nomenclatura

u Viscosidad fluido newtoniano

p Presion

t Tiempo

u, Velocidad en la direccion x

& Coordenada adimensional direccion x

n Coordenada adimensional en la direccion y

u Velocidad adimensional en la direccion x

P Presion adimensional

R Radio del rodillo

H, Distancia caracteristica que separa al rodillo de la superficie a recubrir

U Velocidad caracteristica

apr . . . .z
= Gradiente de presiones en la direccion de ¢

h Distancia adimensional en funcién de la posicion entre el rodillo y toda la zona a

recubrir

Q Flujo volumétrico

A Flujo volumétrico adimensional

N, Parametro para modelar la region de separacién

Ao Un valor caracteristico en el limite de la desaparicion de N;
9 Tension superficial

F Fuerza del rodillo



T Tensor de esfuerzos

p Densidad
no Viscosidad fluidos no newtonianos a cero rapidez de deformacion

D Tensor rapidez de deformacion o parte simétrica del gradiente de velocidades
w Tensor verticidad o parte antisimétrica del gradiente de velocidades
I Tensor identidad

u Vector velocidad

@ Frecuencia

Nexe Viscosidad extensional

¢ Velocidad de deformacion extensional

6 Factor de lubricacion

Dt
D—; Derivada convectiva de Jaumann

DT
@—? Derivada convectiva de Oldroyd

Dt
1])7; Derivada convectiva mixta

¢ Velocidad adimensional

Ws Numero de Weissenberg

€ Parametro perturbativo

e Parametro asociado a efectos de rotacion

N,' Primera diferencia de esfuerzos normales



Resumen

El estudio de la tesis esta centrado en modelar el proceso de recubrimiento; se

utilizaron para modelar dicho proceso los siguientes fluidos:

e Fluido newtoniano
¢ Fluido maxwelliano con derivada convectiva corrotacional
¢ Fluido maxwelliano con derivada convectiva codeformacional

e Fluido maxwelliano con derivada convectiva mixta

Uno de los objetivos es el de analizar y estimar el efecto de la viscoelasticidad
(mediante el uso de ecuaciones constitutivas) y de la validez de la aproximacién de

lubricacion en estos sistemas.

En la primera parte de la tesis se muestra el desarrollo del problema con el fluido

newtoniano, el cual fue la base para el desarrollo de los demas modelos.

Para el desarrollo del proceso con los fluidos maxwellianos se utilizo la aproximacion
de lubricacién, la cual considera que en el proceso no existen esfuerzos normales,
para ello se utilizaron valores del nimero de Weissenberg en un rango de 107 a

102 y se demostré que la aproximacion de lubricacién se cumple.

En la resolucion del problema con los fluidos maxwellianos se utilizé la técnica de
“métodos perturbativos”, donde se usaron perturbaciones regulares, que asocian un
pardmetro pequefio que es el que se va a perturbar en el desarrollo del problema,
el parametro debe ser menor que la unidad; en el problema el parametro fue el
namero de Weissenberg elevado al cuadrado.

Finalmente se compararon los comportamientos al utilizar los diferentes tipos de
fluidos y se generaliz6é un modelo para fluidos maxwellianos que permite variar los

efectos rotatorios.



Objetivos

Modelar el proceso de recubrimiento con fluidos newtonianos y no

newtonianos viscoelasticos.

Comparar las diferencias que se presentan en la ecuacion constitutiva al

utilizar diversos tipos de derivadas convectivas.

Evaluar la contribucion de la viscoelasticidad durante el proceso de

recubrimiento.

Estimar la validez de la aproximacién de lubricacion



1. Introduccién

El proceso de recubrimiento es utilizado principalmente en industrias como la de
pigmentos, papel, plasticos, metales y fibras textiles son algunas de las mas
importantes (Ref.1 y18). Debido a que recubrir es una manera de proteger objetos

o superficies que se venden o son de interés para la industria.
Estos son algunos ejemplos en donde se utiliza el recubrimiento:

e Al papel o al carton se le puede recubrir con un adhesivo.

e Las peliculas celulésicas, que son utilizadas en el revestimiento de una
fotografia

e Peliculas plasticas (como en el revestimiento de la superficie magnética de
la cinta de grabacion).

e En fibras textiles se puede recubrir para evitar que al derramarse un liquido
sobre ella no se humedezca o se moje.

¢ Enlaminas de metal (a la que un polimero puede ser recubierto para producir

un papel de aluminio laminado de condensador)

El proceso de recubrimiento es un proceso en el cual un liquido es aplicado de
manera continua a una superficie en movimiento a fin de producir una aplicacién
uniforme del fluido sobre o dentro de la superficie. Existen diversos tipos de

recubrimiento tales como:

e Recubrimiento con rodillo aplicador
e Recubrimiento de contacto

e Recubrimiento de placa

e Recubrimiento de retirada

e Recubrimiento de extrusion

e Recubrimiento de cortina



Este trabajo se centra en el “rodillo aplicador” porque el desarrollo de las ecuaciones
constitutivas se resuelve de forma analitica y con ello se obtiene la informacién fisica

del problema.

Este tipo de problemas permiten conocer mejor una de las formas con la cual se
procesan los polimeros ya que al conocer la fisica que los comprende, se pueden

conocer las variables que son més importantes en el proceso.

El analisis y desarrollo de este trabajo cuantifica cual es la sensibilidad de modificar
parametros y variables del proceso de recubrimiento para el rodillo aplicador, dicho
andlisis de sensibilidad se hace mediante la simulacién del proceso a diferentes

condiciones.



2. Antecedentes tedricos

El recubrimiento es un proceso en el cual un liquido es aplicado de manera continua
a una superficie en movimiento a fin de producir una aplicacion uniforme del fluido

sobre o dentro de la hoja.

Como se mencionod en la introduccion el desarrollo de la tesis se centra en el rodillo

aplicado el cual consiste en:
Rodillo aplicador

Un rodillo inferior recoge liquido y lo lleva hacia un segundo rodillo. EI material a
recubrir es presionado entre los dos rodillos; la cantidad de recubrimiento depende

de las propiedades del fluido y del espacio entre los rodillos.

Hoja de
recubrimiento

Figura 1. Rodillo Aplicador (Ref.1)



3. Desarrollo y analisis del problema con fluido newtoniano

3.1 Recubrimiento con fluido newtoniano

Se tiene un fluido newtoniano que es transportado por una superficie en movimiento,
que al llegar a la zona donde se encuentra el rodillo parte de este fluido es recogido

por adherencia, el tipo de flujo que se tiene es de corte.

Se realiza el andlisis del proceso de recubrimiento, en la figura 1 se muestra como
es el proceso, que geometria se usara y qué variables caracterizan en particular al

sistema:

H
y
r{)u

Figura 2. Proceso de Recubrimiento Newtoniano (Ref.1)

Ta, {7 < i

La ecuacion dinamica a la que se llega, al considerar que el proceso es isotérmico

y que existen las fuerzas viscosas, se obtiene:

__dp d’u,
0=-2"+p; (Ec.1)

Las variables adimensionales asociadas para este proceso es el siguiente:

_ _Y W 5,
§ = I 77—H0 =7 p



Se observa que existe una relacion entre las escalas de longitud (H, y R), en la
variable adimensional asociada a la coordenada x, esta variable es la mas
importante ya que de ella depende el proceso de contraccion, recubrimiento y
expansion; se observa que la relacion entre la longitud del radio del rodillo y el
espesor de recubrimiento estan precisamente en funcion de estas dos escalas de

longitud.

La variable adimensional para la presion se encuentra en funcion de la relacion

entre la presion generada por el rodillo y la fuerza viscosa, ademas de que tiene

1

. ., . Ho\z
asociada un factor de caracterizacion geometrica (?) ; se toma en cuenta que el

gradiente de presion esta en funcién de la variable X, que ya se sabe que es la

variable més importante que relaciona lo que ya se mencioné en el parrafo anterior.

Se realiza la adimensionalizacion de la Ec.1

1
dp dpdPd¢ uUR2 dP 1 uU dP
dx dPdédx

O Nw
QU
iy

H

d*u, d (U d(p) dng U d’¢

dy? ~ dn\Hodn/dy ~ H,? dn?

Con lo que la ecuacion adimensional queda

e ar
d_nz = iz (ECZ)

Se resuelve la Ec.1 como se muestra a continuacion

d*u, dp

‘udy2 T dx

d*u, 1dp

dy?  pdx

d 1d
Jd( ux)=J——pdy
dy udx
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dy pdx” "
fur= (7 e)e
1dp 5

Uy = 2,ud —y“+cy+c

Se adimensionaliza

u, 1n?H, U dpP

$=U T 2u0H, dt

+ Cin + G,

Con lo que queda la distribucion de velocidades adimensional como sigue:

1

dp
¢ =3 (d—f) n? + cinHy + ¢, (Ec.3)

Se utilizan las condiciones de frontera siguientes

p=1n1n=0y ¢=0n=nhn()

Donde h(§) = @ =1+:82 v «1 (Ec.4)

Se aplican la condicién de fronterao =1 n =0

1= ¢, +C,(0)H, +224F
- L2 1 0 de

oo Cz - 1
Ahora se aplica la segunda condicion de frontera @ =0 n = h(§)

2(E)
2 dé

+ Cih(§)Hy+ 1

h2(¢) dP 1
2Hoh(§) dé  Hoh($)

11



n(&) dP 1
2Hy d§¢  Hoh(§)

_n?dP A(E)  dP  nH,

2 A 2H, "°dE  Hoh(Z)

+1

dP n(é)d
_ndP _hdp  n

2 d¢ 2 dé¢ n(é)
Se factoriza'y se obtiene que la distribucion de velocidades es:

1dpP

n? _n
¢ =35 @ —nm)—T+1 (Ec.5)

El flujo volumétrico esta definido como (Ref. 1y 2)
h(x)
Q = Wf U, du
0

Pero se calcula el flujo volumétrico adimensional en el plano xy porque se esta

trabajando de forma adimensional por tanto se tiene es:

__Q _(h

2= f dem — R — 1+ 1) d

1 (n_d_P_@a_P_n_ )ﬁ

“e@ ra 2 Th
Finalmente queda que el flujo adimensional es:
_ (h A Y LAY B
A=[lpdy=h—= (de) n -2 (Ec.7)

h3 dP h?

@ AT

12



Se tiene entonces que el gradiente de presiones es:

dapP A—A 6
d_f =12 ? — g (EC8)

fdP ffo 12h A z)df

Por lo que la presion es
P =12[° (- d¢ (Ec.9)

Se realiza el analisis en el punto de separacidén, que se muestra en la siguiente

figura:

J‘i‘l = .h'-|
??????????fﬁﬁ s U

4

Figura 3. Flujo volumétrico. (Ref.1)
Por lo que el flujo volumétrico queda como:
Q = 2UH (Ec.10)

El dos proviene de multiplicar la mitad del flujo en el punto de separacion, ya que se
va a considerar que la mitad se utiliza para recubrir (parte inferior) y el excedente

se reutiliza (parte superior que se lleva el rodillo).

13



Por lo que el flujo volumétrico adimensional queda de la siguiente manera:

_2H
r= (Ec.11)

Se calcula la distribucion de velocidades en el punto de separacion como sigue

(A= a\(1,, RRE\ A
0 =6 )(ZhZ_T)_ﬁ“‘O

(Rl RE©\ 1
v =65 )(th_T>_§+1‘

3 (h-2 A=A\ | 1
(7)) -3 () +3=0 (Ec.12)
Se obtiene entonces que
1 3 h-21
(p_E_E T (EC13)
De donde
3y , 324 _ 1
_Eh_1+5h_1_ . (Ec.14)
34 _3_1
Eh_l =3 > (EC15)
34, _ 3
Eh_l =3 (EC16)
Lo (Ec.17)
hq
Por tanto:
hy=1+2§2=12 (Ec.18)

14



Por lo que la presién en el punto de separacion, usando la condicién —¢, = —o en

el limite inferior es:

_3(  16Af 4(4-30§ “1(E
P() = 4( Gt TR —V2(44 4 31) (m + 2tan (ﬁ))> (Ec.19)

Para obtener la (Ec.19) se utilizd Wolfram Mathematica 9.

Se sabe que en la region de separacion (Ref.1), la pelicula de recubrimiento se
divide cuando la velocidad u=0 y la presion P=0. Por lo que en la (Ec.14) se
remplaza ¢ por & (1) utilizando la (Ec.13), se iguala P(&;)y a cero, se obtiene A, el

cual es:
Ao = 0.43 (Ec.20)

Greener y Middleman en 1975 (Ref.1), proponen un parametro dimensional, para
describir la region de separacion, el cual contempla los efectos viscosos y la tension

superficial, el cual es:

Ny == (R (Ec.21)

Se observa que incluye la relacion del efecto causado por la tension superficial con

respecto a los efectos viscosos asi como el factor geométrico.

Se sabe que A, es un valor caracteristico en el limite de la desaparicién de N, (Ref.1
y16).

En la mayoria de los sistemas de recubrimiento industrial N;, no serd mayor que la

unidad, por tanto la (Ec.20) propone una estimacion atil de A (Ref.1y 7).

Una vez que A se conoce, la distribucién de la presion se calcula con la Ec.19. La
distribucion de velocidades se calcula con la Ec. 5. Con ésta se puede encontrar la
fuerza y las fuerzas del rodillo / hoja de separacion, (y por tanto la potencia) para

girar el rodillo y arrastre la hoja de recubrimiento.

15



La fuerza del rodillo / hoja de separacion se da por:

F=W [* p)dx =22 [ p(£)dg (Ec.22)
0
Para 1, = 0.43
o _ 0.87 (Ec.23)
UURW

16



4. Fluidos viscoelasticos

Existe una gran variedad de fluidos cuya estructura presenta alta complejidad,
entre los cuales se encuentra las disoluciones poliméricas , algunos fluidos
biolégicos, suspensiones, pastas, entre otros (Ref.24). En estos, a diferencia de los
fluidos newtonianos donde la viscosidad es independiente del gradiente de
velocidad; la viscosidad es funcion de éste y en general los esfuerzos de un instante
dado dependeran de la historia de las deformaciones y de los gradientes de

velocidad.

Para el estudio de disoluciones poliméricas uno de los modelos méas simple que
provee una descripcién macroscopica de disoluciones poliméricas, lo constituye el
modelo de Oldroyd-B lineal (Ref.28). EI mismo modelo describe comportamientos
viscoelasticos béasicos de liquidos incompresibles con viscosidad constante y

tiempos de relajacion y retardamiento constante.

El flujo de fluidos viscoelasticos a través de contracciones — expansiones es un flujo
que ha llamado la atencién desde los ultimos treinta afios, debido a su importancia
en la industria de procesamiento de polimeros, como son extrusion, recubrimiento,

inyeccion, entre otros (Ref. 8 y 13).

Las soluciones poliméricas son fluidos viscoelasticos que presentan una variedad
de propiedades reolégicas, las cuales son responsables de interesantes fenbmenos
en condiciones de flujo. Estos fluidos exhiben fendmenos como adelgazamiento
viscoso, comportamientos no isotrépicos, diferencias en los esfuerzos normales
distintas de cero, la presencia de esfuerzo normal en flujos de corte y una resistencia

significativa a la deformacion extensional (Ref.6 y 14).

Los fluidos viscoelasticos presentan resistencia a fluir a través de secciones
transversales reducidas, Szabo atribuyd este fenémeno al incremento en la caida

de presion y a la formacion de vortices a la entrada de la contraccion (Ref.22).

17



Rothstein y McKinley (Ref. 4) establecieron que en el proceso de contraccién —
expansion, el fluido experimenta esfuerzo de corte en las zonas cercanas a las
paredes, un alargamiento extensional uniaxial a lo largo de la linea central a la
entrada de la contraccion, y posteriormente, una relajacion biaxial a la salida de la
misma. Por lo anterior, en el flujo a través de contracciones — expansiones hay

regiones de flujo extensional y de corte.

McKinley y Sridhar (Ref.5) establecieron que los fluidos extensionales son
irrotacionales, por lo tanto, en ellos las moléculas se extenderan y se alinearan

mientras se encuentren en ese régimen de flujo.

18



4.1 Modelo de Oldroyd-B
En el modelo de Oldroyd-B la ecuacién constitutiva (Ref.25) viene dada por

or _ ns 92
;HE_%(QH;OE) (Ec.24)

Donde 7 es el tensor de esfuerzo, A es una constante con dimensiones de tiempo
y tanto n, como n, son las viscosidades del polimero y del disolvente .El tensor D

es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidades

av; , 0vj
Di. = et 3 _]

i = ox T on (Ec.25)

De la expresion se infiere que para flujos estacionarios de baja rapidez de
deformacion tiene un periodo muy grande comparado con 4, la disolucion se
comporta como un fluido newtoniano cuya viscosidad es la suma de la viscosidad
del disolvente 7, y del polimero n,. Si por otra parte el periodo de los esfuerzos es
del orden del tiempo de relajacion 1y la viscosidad del polimero es mucho mayor

que la del disolvente, el flujo se comparta como un fluido de Maxwell.

Por el contrario, cuando los esfuerzos tienen un periodo muy pequefio comparado

. LA . . -
con 4, y si se cumple ademas mﬁ « 1, el fluido respondera como un sélido de Hooke,
0

mientras que si este nimero es mucho mayor que la unidad, el liquido actuard como
un newtoniano, de viscosidad igual a la del disolvente. La ecuacion (Ec.24) contiene
como casos particulares las correspondientes al modelo de Maxwell y de Newton

gue se obtienen al tomar los limitesy ng - 0 y 4 — 0, respectivamente.

En los dltimos afios ha crecido el interés por el estudio del comportamiento de los
fluidos con propiedades viscoelasticas. Este interés viene dado porque los modelos
viscoelasticos se ajustan a los resultados experimentales obtenidos en muchos
fluidos poliméricos. Los fluidos viscoelasticos presentan a la misma vez

caracteristicas de los soélidos elasticos y los fluidos viscosos.

19



A continuacién se desarrolla el modelo de Oldroyd-B

Donde D es el tensor simétrico

(Ec.26)

(Ec.27)

(Ec.28)

(Ec.29)

20



4.2 Flujo cortante

Se supone ahora que el fluido a recubrir va a llevar a cabo un flujo cortante, por

tanto, la distribucion de velocidades dependera de:
u = (y(t)y, 0,0) (Ec.30)

Este es el caso general y para el problema que se va a desarrollar la rapidez de
.. H
deformacion es TO

Se cumple entonces la ecuacion de continuidad.

PS5, =V-z (Ec.31)
El tensor Vu es
0 0 0
Zu=<y'(t) 0 0) (Ec.32)
0 0 0
Entonces
-p ny(@) O
t=|ny) -p 0]+GD (Ec.33)
B 0 0 0 -

y por tanto se tiene

9 Wyx Dyy 0 YDyy 0 O YDy, vDy, O ) Dy, —1 Dy 0
el @xy Dyy O f—=|yDy, 0 O )= 0 0 0)=—2| Dy Dy—-10

0 0 0

(Ec.34)

21



4.3 Flujo cortante estable

En este tipo de flujos se tiene que y es constante. Por lo tanto ya no hay

dependencia del tiempo.

)./ny 0 0 ]./ny yDyy 0 1 Dyx—1
- )./Dyy 0 0)-— 0 0 0 =—3 ny

0 0 0 0 0 0

Dyy—1 0

(Ec.35)

(Ec.36)

) (Ec.37)

En la Ultima parte de la ecuacion para los componentes de D.Se obtienen tres

ecuaciones escalares que son las siguientes:

. . 1
_Vny - nyy =77 (Dxx — 1)

_yDyy %ny
0=D,,—-1
Las soluciones a las ecuaciones son:
Dy, =1 Dyy =yo Dyy = 1+ 2y%0?

(Ec.38)

(Ec.39)

(Ec.40)

(Ec.41)
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Por tanto el esfuerzo total queda

—p+ G + 2Gy?*c® (n+Go)y 0
= (n + Go)y -p+G 0 (Ec.42)
- 0 0 0
La presencia de polimeros produce cambios al tensor de esfuerzos.
Esta diferencia se llama la primera diferencia del tensor de esfuerzos.
Ny’ = Tyy — Tyy = 2G0o2y? (Ec.43)

23



4.4 Reologia lineal

Regresando al flujo cortante con dependencia del tiempo se tiene que nuevamente

las siguientes ecuaciones:

u = (y(t)y,0,0) (Ec.44)
Pz—f =V-z (Ec.45)
-p ny(@®) O
= (m'/(t) —p 0) +GD (Ec.46)
B 0 0 0 -

9 Dyx Dyy O ):/ny 0 0 YDyy vDyy, O . Dy — 1 Dyy 0
% Dyy Dy, O0]=|¥Dy, 0 O]—={ O 0 0]=—7 Dy Dy, -1 0

0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0
(Ec.47)
Se establece para el proceso que:
y(t) = awcos(wt) (Ec.48)

Se va a suponer que el movimiento se inicia en t = 0. Antes de que no hay flujo de

modo que el fluido serelajoy D = I.

Para realizar el analisis de la ecuacion constitutiva se tomaran las ecuaciones de

Dyy y Dyy.
aD, . 1
aty —¥Dyy =—= (Ec.49)
dDyxy 1
aty + =Dy = awcos(wt) (Ec.50)
a t L
" [nye(a)] = awcos(wt)e(tr) (Ec.51)
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Se resuelve la integral por el método integracion por partes, entonces queda:
t el ar
I = [ awcos(wt)e\s dt (Ec.52)
Vet + [f a? Ye(s) ar
= [awo cos(wt”) e\/] + [, aw?ocos(wt)e\s) dt (Ec.53)
) @t )
= [awo cos(wt’) e\d/]} + [aw?o0? sen(wt) e\s f aw30? cos(wt’) e\a/dt’ (Ec.54)

t t
= awo cos(wt) e(E) + aw?0? sen(wt) e(E) — awo — aw?l (Ec.55)

Finalmente la expresion de t,,, es:

Ty = : (awa cos(wt) e(g) + sen(wt) — awae_(g)) (Ec.56)

1+w?o?

t
Para tiempos largos, el términoe(E) se hace un término muy pequefio, asi que lo

vamos a despreciar. El esfuerzo cortante total de 7,, queda:

Gw?o?

Txy = [ 1+w202]y( )+ ==y (Ec.57)

Asi, las funciones lineales para el fluido de Oldroyd-B son:

Gw?o?

1+w?2g?

Gwo
1+w2o?

G = G"=nw + (Ec.58)
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4.5 Flujo extensional

Por ultimo, se tiene un flujo de extension del tipo:

u = (ex,—¢£y,0)

Una vez mas, esto satisface conservacion de la masa. Esta vez se tiene:

E 0 0
Vu = (0 —¢ 0)
0 0 0

Y el tensor w que es independiente de la posicion y del tiempo queda
éDyy —EDy, O éDyy €Dy, O
- <£'ny —éD,, 0) - <£'ny —¢D,, 0) =-2(p-1)
0 0 0 0 0 0

Entonces

Dy =—— Dy, =0 D !

1-2¢é0

Por tanto el tensor total es

E

—p + 2né + Y 0 0

7= —py —pe 4+ _E_
= 0 p —2néE+ T2 0
0 0 0

Puesto que es un fluido newtoniano

—p + 2né 0 0
1=< 0 —p — 2né O)

0 0 0

(Ec.59)

(Ec.60)

(Ec.61)

(Ec.62)

(Ec.63)

(Ec.64)
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Se puede definir una viscosidad extensional como
Txx—T
Next = == (Ec.65)

El fluido Oldroyd-B tiene una viscosidad extensional

Eo

next = r] + (1—4—@20'2) (EC.66)
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5. Desarrollo y anédlisis del problema con fluidos no newtonianos
viscoelasticos

5.1 Recubrimiento con fluido maxwelliano con derivada convectiva corrotacional

0Txy

d
= (p — Tyy) = W (EC67)

Se considera que en el proceso de lubricacion se cumple la siguiente condicion:

0Txy 0Txy
3y »> — (Ec.68)
La solucién de la ecuacioén es:
ap _ 4txy (Ec.69)
dx dy '

Esta ecuacion es muy parecida al caso del fluido puramente viscoso con un fluido

no newtoniano. Se incluye un término de lubricacion con lo que la (Ec.67) queda:

RS
na

+ Og

1=

=noD (Ec.71)
Se define la derivada convectiva de Jaumann (Ref.1), la cual se usara por ser un
flujo con efectos rotacionales:

Dty 01y 01y 1 1
—— = T Uy T —-WimTmi — = WimTm;i Ec.72
Dt ot kaxk o Fjmimi o Mimtmj ( )

Se define el tensor rapidez de deformacion (Q) y el tensor vorticidad (Q)

T () (3
D= (%+2—1;") ‘% (‘%Jr%) (Ec.73)
(Qor) (i) o )
o (3=-3) (-3
dy dx 0z ox
0=|G-%) 0 G%) (Ee.74)

0z 257
(%_%) (aL_aﬂ) 0 /
dx 0z ay 0z
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Ahora se sustituyen las (Ec.72), (Ec.73) y (Ec.74) en la (Ec.71)

Txx Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz
Txx Txy Txz 6<Tyx Tyy Ty2> a(fyx Tyy Tyz G(Tyx Tyy Ty2> 6<Tyx Tyy TyZ)
Tzx Tz Tzz Tzx Tz Tzz Tzx Tz Tzz Tzx Tz Tzz
Tyx Tyy Tyz |+ 6g| z + uy - +u 2 +u, 2
at ax Y ay 9z
Tzx sz T2z

Woex Txx + wxyTyx + Wiz Tzx
WyxTxy T WyyTyy T Wy Tzy
WyxTxz T WxyTyz T WyzTz,

N |-

Woex Txx + wxyTyx + Wiz Tzx
WyxTxx + Wyy Tyx + Wy 7Tz
WzxTxx + ‘UzyTyx + WzzTzx
ou ou ou
Oux (_x + _Y)
ax dy ox
6ux) auy
ay oy
auy)
0z

u
mo| (52
(ax + 0z dy T

N |-

WyxTxx T WyyTyy + Wy, Ty
WyxTxy + WyyTyy + Wy 7Ty
WyxTxz + WyyTyyz + Wy 7Tz,

WyxTxy T WxyTyy + Wy Tzy
WyxTxy + WyyTyy + Wy, Tzy
WyxTyxy + WzyTyy + Wz T4y

Juy auz)
(62 + dx
ou ou
(%)
0z ay

0z

WzxTxx + wzyTyx + WzzTzx
WzxTxy T WzyTyy T Wz T4y —
WzxTxz + wzyTyz + WzzTzz

WyxxTyz + wxyTyz + WyzTzz
WyxTxz + WyyTyy + Wy 7Tz,
WzxTxz + wzyryz + WzzTzz

N

(Ec.75)



Se simplifican la (Ec.75) de acuerdo a las condiciones del problema y se sustituyen los términos del tensor de esfuerzos
asi como los del tensor antisimétrico
Txx Txy Txz

Tyx Tyy Tyz | —
Tzx Tzy Tzz

Ouy auy) (6ux auz) (3uy aux) (3uy Buz) (auz Bux) (6uz 6uy)
//Orxx + (6y 5 ) Tvx + P o ) T2 Tux T 0Tyx + P 3y Tux o 5, ) Txx + 3y 5 ) Tyx + 07,
Ouy 6uy) (6ux auz) (auy aux) (auy auz) (6uz aux) (6uz 6uy)
Or | 0Tyy + ( 3y o ) Ty + e o ) T2y o Tyy + 07y + p 3y Tzy o 5, ) Txy + 3y 5 ) Tvy + 07, | +
u ou ou u ou ou Ju u ou ou ou ou
0t + (52 = 52) e + (52 - 50) 1. (52-57) +H(GE =)t (GE-5) e+ (G- 32)
xz + dy dx Tyz T 0z ox T2z dx dy Txz T OTyZ 0z dy Tzz ox 0z Txz T ady 0z Tyz T OTZZ

u Ju ou u ou Ju u ou ou Ju ou ou
(2 22) (25 ) 0y () (2= 2 00, (- ), (229
xx ¥ ady ox Tyx T 0z ox Tzx OTxy T dy ox Tyy T 0z ox Tzy OTxZ + ady ox Tyz T 0z ox T2z
ou ou ou ou ou ou ou ou ou ou ou ou I
Y _ X Y _ 7z Y _ X v _ 2z Y _ X Y _z —
(ax ay)Txx+OTyx+(6z 6y)sz (ax ay)Txy+0Tyy+(az Oy)TZy (ax Oy)TxZ+OTyZ+(62 ay)TZZ |

ouy 6ux) (auz auy) (auz aux) (auz auy) (auz aux) (Buz 6uy)
(ax 9z TXX + ay 9 Tyx + OTZX x 9z Txy + ay P) yy + Osz x 9z sz + P TyZ + OTZZ

oy
ouy
0 r 0
Mo | 9ux 0 0/ (Ec.76)
oy
0 0 O

Se simplifica la (Ec.76) quedando

N 0 L o L AN ) E G E N
o ) @) () o) () (3w o )” 3
0 0 0 0 0 0 0 0 O

(Ec.77)
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Se suman las matrices de la (Ec.77)

Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz |—

0 0 0
Uy
0 By 0
M| o (Ec.78)
\%
0 0 0

Se calculan los esfuerzos de la (Ec.77), mismos que ya incluyen el término de

lubricacion:
Tax = 36002 (%x) Tyx =0 (Ec.79)
Tax = Or (%) Tyx =0 (Ec.80)
Tax = TTyy (Ec.81)
Txy — %HR (aux) (Tyy Tyx) = Mo 5, aux (Ec.82)
Ty + §9R (a”") (Txx = Tyy) =10 aa”y" (Ec.83)
Oty Oux Ouy ouy

Ty 3 6"‘?(auy)(g“?( u) yx+9R( i)Tyx) Tlo% (Ec.84)
Ty +360° (ai) (27y2) = no 2—1;" (Ec.85)

2
Txy (1 + 6g* (%") ) =T % (Ec.86)

7)0%

Ty = o (Ec.87)

i <1+9R2(aa%)2)

Tey = Tyx (Ec.88)



Se sustituye la (Ec.87) en la (Ec.80)

2

duy
Tex = Ok 0—( ) > (Ec.89)
(1+9R2(aa%) )
Se sustituye la (Ec.89) en la (Ec.81)
Tyy = —0OgrN ﬂ (Ec.90)
YT (e (2)) '

Con la aproximacion de lubricacion tenemos que la ecuacion dinamica se reduce a

la forma:

dp 0Ty
dx  dy

Que es precisamente la (Ec.69), ahora integrando se tiene que:

d
[ Tyydy = fﬁ dy (Ec.91)
Tyy = yZ—z + ¢ (Ec.92)
Sustituyendo en la (Ec.87)
d anﬁ
yd—i +c = # (Ec.93)
1+6R(W)

Se tiene la siguiente ecuacion diferencial no lineal

aux
1 dp _ oy
%(ya + Cl) = (Ec.94)

14+63(%%)”
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Las variables adimensionales que asociadas para este proceso es el siguiente:

x Hép OrU H,
L% aouL ST H, “TH,

El nimero de Weissenberg cuantifica los efectos viscoelasticos.

Se realiza la adimensionalizacion de la (Ec.94)

dy de dpdy = dnH, H, dn

du, duxdq)dn_u dp1 U dg

dp dpdPd§ noUL dP1 noU dP
dx dPdédx HZ de_Hg dé

Sustituyendo en la (Ec.94)

1 ( MU dP Ho dn
~ (nHo ™ T+ ¢y) = o (Ec.95)
Mo o ag 1+9§(H_0d_<£)
U de
nu dp 1 Ho dn
——t—C = (Ec.96)
Hy d U deo
0o A& Mo 1+(9RH_OE)
5 U de
nu opP 1 Hg dn
— =t - =— (Ec.97)
HO af Mo 1 1+W52(d_(p)2
do
dP . H, an
—+t——c=— Ec.98
aé ' Uno 1+W52(d_‘l’)2 ( )
dn

H0C1
Uno

P . P apP
Se va remplazar Ws? por el pardmetro € y se utilizara P’ = = y C= es la

constante de integracién que proviene de la (Ec.93), a la que mas adelante se dara

solucion a través de meétodos perturbativos.

Con lo que la ecuacion adimensional queda

nP +C= d—’;wz (Ec.99)
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Para resolver la (Ec.99) se utilizara la teoria de métodos perturbativos, que tiene
como base las siguientes ideas:

1. Se debe restringir la solucion para valores pequefios de €, ya que se sabe
que (Ec.87) tiene validez limitada.

2. Cuando el parametro € — 0 se obtiene la solucién del fluido newtoniano.

3. Por pequefio que sea € se puede esperar que las funciones @(§,n,€) y
P(¢,€) puedan apartarse de su limite (newtoniano) dando asi que el

comportamiento dependa de la € (Ref.1).

Se utiliza el siguiente polinomio con una pequefia dependencia de e para dar

solucion a la (Ec.99), donde ¢, es la solucion del fluido newtoniano.

@ = Qo+ X1 €y (Ec.100)

La solucion de perturbacion es

Q= Qo+ EP, + €2, + - (Ec.101)
P:P0+€P1+62P2+"' (EC].OZ)
C :CO+6C.1+62C2+"' (EClOg)

De la (Ec.99) se despeja Z—: y se sustituye las (Ec. 101, Ec.102y Ec.103)

‘2—‘1’7’ =@P +0C)- (1 +e ( a—:)z) (Ec.104)

dgo . 40y | 2892 L _ dpo . do1 . 2492 . V], pp /
dn+€ dn+e dn+ —[1+e(dn+e dn+e dn+ )] [nPy + enP| +
€2nPy + Cy + €Cy + €2C,,..] (Ec.105)

Se igualan los términos con factores comunes de €

Potencia cero %‘) =P, + C, (Ec.106)
2
Primer potencia %": =nP] +C, + (%") (P} + Co) (Ec.107)
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Y asi sucesivamente. Las condiciones de frontera que se requieren son las

siguientes:

_ (0 enn=k+ (1 —-K)§=n()
(p_{l enn =0

Estas condiciones son validas para cualquier €. De tal forma que

_{O enn=k+ (1—k)¢
Po=11 enn =0

Y todo ¢, = 0 en ambas condiciones de frontera para k > 0. Ahora se resuelve la
(Ec. 106)

Jdpo = [(Py + Co) dn (Ec.108)
9o = 302Ps +1Co + Co (Ec.109)
Engpo=11n=0
1 =202P} + 0Co + Cox (Ec.110)
Cop = 1 (Ec.111)

Se evallan las condiciones de frontera

@o=0 n=k+0-x)é=n
0 =>h?P{ + Coh+1 (Ec.112)
Coh = —>h2Pj— 1 (Ec.113)
Co=—5hPj—=+ (Ec.114)

35



Con lo que ¢, es

1 ’ 1 ’ 1
Qo = ETIZPO +n (_EhPO - E) +1 (ECllS)

9o =5 Py(n? —h) =1+ 1 (Ec.116)

Para encontrar el gradiente de presion se debe establecer la condicion de

conservacion de masa, el cual tiene la siguiente forma

h H h(¢

e
w — Jo

Se considera que A es el flujo volumétrico y el espesor de recubrimiento. Con lo que

se puede expresar en la forma de la (Ec.100).

A=A +er + €A, + - (Ec.118)
Y se deduce que

A= [ opdn k=01,.. (Ec.119)

Se calcula Aypara la ecuacion de orden cero (newtoniano) y se obtiene también el

valor de Pg

h h[1
Ao =J, podn = | EPO(TIZ —hn) =+ 1] dn  (Ec.120)

2qh

1 4 1 !
Ao = [z03Ps — In?hPy+1 — Z—h]o (Ec.121)
Ao =2h3Pj— 3Py +h—> (Ec.122)
Ao =>h——h°P; (Ec.123)
Se despeja de la (Ec.123) P,
Ao —5h=——hP (Ec.124)
P, = hi - fljo (Ec.125)
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Al sustituir la (Ec. 116) por la condicion n=x+ (1 —-x)¢ =h, y al integrar la
(Ec.116) como lo establece la (Ec.120), se tiene que para P,(0) = Py(1) =0, se

tiene que

Ao = — (Ec.126)

1+k

Para obtener una mejor aproximacion se repite el método pero ahora para calcular

el valor de ¢, para ello se tiene que resolver la (Ec.107), se reescribe de la siguiente

manera:
s b+ ¢+ (22 (Ec.127)

Se calcula (%)3
(422)" = (g~ 2hpy— 1)’ (Ec.128)

4

Se establece la siguiente constante para facilitar el algebra ¢ = %

(2 = (=282 = =507 (242 30 (2 (252
(Ec.129)

(42)" = 2Py — 3P — 25 4 3(rpg) (292 + 29 + 1) = AR — 3hup?
% B h_13 (Ec.130)

(42)" = p2Rg? — 3n2p?hap — 2L 4 3 pihzy2 + nPyy + 2128 — hiy? — 3hy?
¥ (Ec.131)
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Sustituyendo la (Ec.131) en la (Ec.127) se obtiene

d 377P0

s = P+ C, + 1P = 302 Phep — L i

+ 3nPjh*Y? + 6nPJY +

ny? — 3hy? — 2 — (Ec.132)

Se resuelve la (Ec.132)

[doy=[|nP{+Ci+ n3P63 — 302Php — 20 4 3Py + 6n Py + 22t —
Ry = 3nyp? — 22 — =] dn (Ec.133)
fr =T+ Gy + T PP iy — T SRy g2y S 3y
3nhy? — 2% — :—3 + Cy, (Ec.134)

1 =" S — anPhp® — L 4 3223 + e + 2L — iy —
Snhy? — 2 — 1+ €y, (Ec.135)

Utilizando las siguientes condiciones de frontera ¢, =0 cuandon =0 yn=~h

Se encuentra el valor de las constantes cuando ¢; =0 n =10

3p/2 n2p! 52
0=2 Pl + — 03P hyp — T 4 2T V¥4 3.02ppy + 200 P° — 0R3Y3 —
3-0mp? — 22— 2 4 Gy (Ec.136)
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Cuandogp; =0 n=n

h2P1 h Péz 3h2Pih%P? 3h? P0

0= +C, — h3PPhy — + + 3h%PY + — hh3y3 —
2 _3hp i

3hh e (Ec.138)
0="Php ¢oh+ 20— ptpgy — n2pg2 + 2 sp2pgy + 20— ptyt — 3nzy —
3Y — (Ec.139)

Ciho= — B papgy 4 nzpg? - P gpapiy 34 peye 4 3nzy 4
3 + (Ec.140)
€y =~ papy 4 apg — P gppgy 2y g 4 3ay? + 24
(Ec.141)
Cy = =22 — 20393 + 403 + 4hp? — 33Y3 — 6hyp? — 2L 4 p3y3 4 3py? + 2242
(Ec.142)
C, = “’1 + p? + 22 (Ec.143)

Se sustituye en la (Ec.135) las constantes (Ec.137 y Ec.143)

2p! 3,2
g1 =T0 4+ (=2 2 + 2 g 2ty — AP — L 3p2h2yd + en?y? +

377 1/) T]h3l/)3 _ 37’]hl/)2 3171/) % (EC].44)

Se dlstrlbuyen los términos

2p! 3./2
oy =T TPy iz 4 T T gpt® — anPhy® — T 3p2p2yd 4 en2yp? +

3 3
77 ‘l’ nh3¢3 371711/)2 _ nTlp — % (EC145)
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UhP1

_ n*P 2 41,3 3313 23213 22 4 3711!’
P1="5— + hl/)+ +2171/) —4An°hy° — +377h1/) + 6n“Y” +

nhy? — 3nhp? — L (Ec.146)

Se calcula el valor de 1,

A= [ prdn = ) [EE -T2 php? + L 2t — anPhap® — L 4 3p2n2yd 4

3
6n2p? + 2L — hdyp? — 3yhy? — 2| an (Ec.147)
3p/ 2 4 2 2 3
A = [77 6P1 _n ZP1 + fzﬂp + + ll’ 7]4hl,b3 + n3h21p3 + 2n31p2 77 1/’
n2h3Y3  3nZhy? n? h
I %]0 (Ec.148)

h3P]  RZAP] RZmp?  R? 2RSS hty?
p= et 21/’ o+ 511’ — h*hyp® — w + h3h2p3 + 2h3y?
fl3ll} h2h3l/)3 3h2h¢2 h2
h? 2 R
(Ec.149)
I ! 5
ag =T IR VLD I sy - riy? 4 ASYR 4+ 2RO + R —

3n3yY? 1
_—— E(Ec.150)

2

A =— 2 +E+h¢_ TS (EC151)
Se calcula el valor de P;, utilizando la (Ec.151)
_ _h ap h w1
M = @ +5+ Y ~ "o (Ec.152)
ar, _ 12k 12y 12A5y3 12 A
PP T T TTERETTER 12 (Ec.153)
P _ 6 129 6P 6 ok
- m m et 125 (Ec.154)
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73

P
dpy _ 6 6P 6(1c+(1-K)§)? =2 6 2
¢~ (k+(1-109)?  (k+(1-K)§)? 5 (k+(1-1)&)* +12 (k+(1-x)§)3 (Ec.155)
36 727 18 361
ary _ 6 _((x+(1—x)a2 (x+(1—»?)f>3) +(K+(1_K)€)2((x+(1—1c)€)2 (x+(1—£)<’)3) +
dé (k+(1-K)&)?2 (k+(1-x)§)2 5
6 A
wra—0nt T 2 Gaaon (Ec.156)
36 72 18 361 3
fdP =f _ 6 _((x+(1_x)s)2 (K+(1—:c))§)3)+(K+(1_K)€)2((K+(1—K)E)2 (x+(1_£)€)3) +
1 (e +(1-K)§)2 (r+(1-K)§)? 5
6 A
+12 d& (Ec.157)

(k+(1-r)&)* (k+(1-K)&)3

6 24 361, 1296 7776

P = tamon T ora0n® et 150era—m0: T 200Gt

15552142 103684° 2 _6 A1
20(k+(1-K)&)*  30(k+(1-k)&)®  (k+(1—K)é)3 (k+(1-K)é)2

(Ec.158)

Se evallan las condiciones de fronterade P, =0 &=0

_ 6, 24 36l 129 7776 1555210° | 1036840° 2 Ay
T 03 (0 15()3 | 2000)*  20(x)* 20000 w7 oz T Cos (Ec.159)
_ 6 644  36dg , 7776 | 15552A¢°  10368A¢° A

Co3s =~ 05 TG T Tor T 20007 T 2000 30(x)° ()2 (Ec.160)
p. = 6 + 24 36y 1296 7776 _

L7 e4+(1-008) T (kv (1-108)3  (c+(1-106)*  15(c+(1-K)E)3 | 20(e+(1-1)E)*

15552152 1036840° 2 _6 A 6 | 644 36, 7776
20(c+(1-1)8)*  30(k+(1-1)§)°  (k+(1-K)¢)3 (re+(1-1)8)2 (k) ()3 (0)* 20(x)*
1555240°  1036840° A1

20(r)* 30(k)® (x)?

(Ec.161)
Se simplifica la (Ec.161) con lo que queda

p — 641 {(h"2-k"2)  43.223¢(h76-k"®) | 77.76A3{(h™°-k"%)  57.6A05(A *-Kk™*) & 16.8{(A3-Kk"3)
N CE) (1-1) (1-x) (1-1) (1-x)
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Se sustituye i = k + (1 — k)& y se obtiene el valor de 1,

_ 723(1-k7%)  12.96A3(1-k7%) | 9.60(1-k*) 2.8(1-k73)

A (1-x72) (1-k72) (1-x72) (1-x72) (Ec.162)
Se calcula la primera diferencia de esfuerzos normales
(%)’
2 (Ec.163)

N1’ =Txx —Tyy = 29R770<
+0R
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5.2 Recubrimiento con fluido maxwelliano con derivada convectiva codeformacional

Para el estudio de este tipo de recubrimiento no se van a considerar los efectos

causados por la rotacion, que es el caso opuesto presentado anteriormente.

Para describir el recubrimiento de una superficie con un flujo codeformacional se
utiliza la misma estructura de la ecuacién constitutiva del fluido maxwelliano con
derivada convectiva corrotacional (Ec.71), pero en vez de utilizar la derivada de
Jaumann, se utilizara la derivada de Oldroyd, que adelante se definir4, quedando la

ecuacion constitutiva

Qlll?l

+ 6z

1=

= 10D (Ec.164)
Se define la derivada de Oldroyd (Ref.1), la se usara por ser un flujo con efectos
codeformacionales:

DTU’ _ a‘L'ij aTl'j aui 6uj

2 g g, 2 Ec.1
Dt ot " Ykox,  Tkigy, Tk, (Ec.165)

Y se utilizan las mismas definiciones de las (Ec.73) y (Ec.74).
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Ahora se sustituyen las (Ec.73), (Ec.74) y (Ec.165) en la (Ec.164)

Txx Txy Txz Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz
Txx Txy Txz 6<Tyx Tyy Ty2> Tyy Ty2> G(Tyx Tyy Ty2> 6<Tyx Tyy Tyz
Tyx Tyy Tyz |+ 6p fox Zy fzzl 4 Uy (;ch fzz/ 4 Uy fax ;;y fzz/ 4 U, fzx ;;y fzz
Tzx Tzy Tzz
ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy
/T"x ox Ty TTlaxy, Ty Yooy, Ty, Tz Tlyey, + T Oz\
ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy
erx dx +Tyx ady t Tox 0z Txy ox +Tyy dy ZY 9z Txz ox +Tyz ay t Tz 0z |_
duy, u, duy, ou, ou, duy, ou, duy, auZ/
ey Ty Ty, Ty Ty Tlwvg,  Tragy Tveg, Tlu,
ou ou ou Ju ou ou ou ou ou
Txx x+Tx ——= xz = Tyx y+ xy . Xz z xx_z+ xy . xz_z
dx Yo 9z dx dy 0z ax dy 9z
Ouy ouy Ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy _
Tyx e TGy Tz, T Tl g, Tz, Ty Ty, Tz, =
ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy OuZ/ /
Tzx Ox +szg+7:zz¥ Tzx 3 +sz ay zz "5, Tzx Ix + zy gy zz 5,
ou ou Ju ou ou
Oux (_x+_J’) (_x+_2)
dx dy ox dz ax
(6uy 6ux) ouy (auy %)
Mo ox dy dy 0z dy
(Lo 2) (2 0y 2 /
ox 0z ady 0z 0z

).

(Ec.166)



Se simplifican la (Ec.166) de acuerdo a las condiciones del problema

ou ou Oux
w0 (0
Tyx Tyy Tyz _9R| + Oy

0 0 0 T,
Tzx Tzy Tzz ay

0 0 0 0

Se suman las matrices y se simplifica la (Ec.167)

ouy ouy

([ %)

aux | =
Tyyg 0 O/ Mo
0 0 0

Se calculan de la (Ec.168) los esfuerzos, mismos que ya incluyen el término de lubricacion:

Ty — ZHRTyxZ—L;:C =0
Txx = ZHRTyxZ_L;

Tyy =0

Txy_HRTyy% =To %

ay

SN~—

(Ec.167)

(Ec.168)

(Ec.169)

(Ec.170)

(Ec.171)

(Ec.172)
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Se sustituye la (Ec.171) en la (Ec.172) quedando
duy
Txy = Mo E (EC173)

Se tiene que la ecuacion dinamica se reduce a la forma:

dp dtyy
dx dy

Que es precisamente la (Ec.69), ahora integrando tenemos que:

d
[txydy = [ 22 dy (Ec.174)
Ty =y + 0 (Ec.175)
Se sustituye en la (Ec.175)
d AUy

Se tiene la siguiente ecuacion diferencial no lineal

1 dp __ Ouy
%(ya +0) = T (Ec.177)

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las siguientes:

Hip
noUL

Hy

P x=
KHO

x—
Z—f

Se puede observar que son las mismas utilizadas anteriormente para el caso del
flujo corrotacional pero ahora para el flujo codeformacional no se tiene el Ws, ya

que para esté régimen de flujo no existen contribuciones viscoelasticas.
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La adimensionalizacion de la (Ec.177) es la misma que se utilizo para la ecuacion
94. Por tanto al sustituirla en la (Ec.177) se obtiene

Ay MU AP, ) U de
o (WHO H2 d€+c1) =i an (Ec.178)
nu dp 1 U do
—_— 4+ —Cc =— — Ec.17
Ho d§ +7Io “ Ho dn (Ec.179)
a | Ho . _ d¢

LTS Rl (Ec.180)

- p dpP H, . .. . .
Se utilizara P' = Y C = #Cl es la constante de integracion adimensional que
0

proviene de la (Ec.180).
1 __do
NP +C= g (Ec.181)

Las condiciones de frontera que se requieren son las siguientes:

_{O enn=k+ (1—k)¢=hn()
=11 enn=0

Ahora se resuelven la (Ec.180)

Jdo =[P +C)dn (Ec.182)
¢ = n?P' +nC +C (Ec.183)
Enpg=17n=0

1=-0%P'+0C +C, (Ec.184)
C, =1 (Ec.185)

Enp =0 n=k+1-k)=n
0=-h?P'+Ch+1 (Ec.186)
Cih=—-h?P' —1 (Ec.187)
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C,=—mp -2 (Ec.188)

-2 h

Con lo que ¢ queda
1 5. 1 ’ 1
@ =-n°P —n(EhP +E)+1 (Ec.189)
o =1P'(*—hn)—L+1 (Ec.190)

Para encontrar el gradiente de presion se debe establecer una condicion de

conservacion de masa, el cual tiene la siguiente forma

h H h
o= Pudy o gr=2=[CpEmdn  (Ec191)

Se calcula A que es el flujo volumétrico y el espesor de recubrimiento.

h AlL .,
A= [ @dn=] EP (? — hn) =3 + 1]dn (Ec.192)

/1—[1 sp—1p2ppr 4 _7) Ec.193
=|zn il M=%, (Ec.193)
A=1n3p —Ip3pryp -t (Ec.194)
6 4 2
_1 1 .35/
A=-h——h3P (Ec.195)
2 12
Se despeja de la (Ec.195) P’
1 1,35,
A—-h=—="hP (Ec.196)
2 12
6h — 121 = 3P’ (Ec.197)
, 6 121
P’ = ﬁ — F (EC198)
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Al sustituir la (Ec. 190) por la condicién n = k + (1 — k)¢ = h, y al integrar la Ec.190

como lo establece la (Ec.192), se tiene que para P(0) = P(1) = 0, se tiene que

K

1=
1+ kK

Finalmente se calcula la primera diferencia de esfuerzos normales

2

, du,
Ny = Tyx — Tyy = 260gM, ( dy )
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5.3 Recubrimiento con fluido maxwelliano con derivada convectiva mixta

(configuracional)

Se considera nuevamente la aproximacion de lubricacion expresada en las
(Ec. 67,68 y 69).

Esta ecuacion es muy parecida al caso del fluido puramente viscoso con un fluido

no newtoniano. Se incluye un término de lubricacion con lo que la (Ec.67) queda:

S

T

1=

Se define la derivada convectiva de mixta (Ref.12), la cual se usara para modelar
cualquier flujo con propiedades rotacionales y deformacionales al variar el

parametro de rotacién € en un intervalo de O a 1.

ID)TU' a‘L'ij aTij

1 1 1 1
Dt ot k a - ijmrmi - E(l)imej - (1 - E) (E Dimej + ETLmDm]) (ECZOB)

Y nuevamente se utilizan las mismas definiciones de las (Ec.73) y (Ec.74).
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Ahora se sustituyen las (Ec.73), (Ec.74) y (Ec.203) en la (Ec.202)

Txx
Txx Txy Txz 3<Tyx

Txy Txz
Tyy Ty2>

Txx Txy Txz
a(fyx Tyy Ty2>
Tzy Tzz

Tzx Tzy Tzz

Txx Txy Txz
G(Tyx Tyy Ty2>

Tzx Tzy Tzz

|

Tzx
Tyx Tyy Tyz |+ 6y |
Tzx Tzy Tzz

Woex Txx + wxyTyx + Wiz Tzx
WyxTxy T WyyTyy T Wy Tzy
WyxTxz T WxyTyz T WyzTz,

N |-

WyxTxx T WxyTyx T WyzTox
WyxTax + WyyTyx + Wyy Ty
WzxTax T WzyTyx T Wz7Tzx

N |-

DXXTXX + nyTyx + DXZTZX

1
€) 3 DyxTux + DyyTyx + Dy Ty
szTxx + DzyTyx + Dzszx

TyxDxx + TxyDyx + Tyz Dy

1
E TyxDx x + TyyDyx + Ty Dy
szDxx + szDyx + Tzzsz
ou ou u
Oux (_x + _3’)
ax dy ox
(6uy n 6&) ouy
Mo ox ay dy

u ou u ou
(erte) (e%2)
ox 0z ady 0z

+ u,

at dx

WyxTxx T WyyTyy + Wy, Ty
WyxTxy + WyyTyy + Wy 7Ty
WyxTxz + WyyTyy + Wy 7Tz

Wyx Ty T WxyTyy T Wy, Tzy
WyxTxy T WyyTyy T Wy, Tzy
WzxTyy T WayTyy T Wz T4y

DyxTxy + DxyTyy + Dy, T4y,
DyxTyy + DyyTyy + Dy, T,y
DyxTxy + DyyTyy + Dy Ty

Tyx Tyy Tyz

Txx Txy sz)
Tzx Tzy Tzz

t+uy + u,

ay

WzxTxx + wzyTyx + WzzTzx
WzxTxy T WzyTyy T Wz T4y
WzxTxz + wzyTyz + WzzTzz

WyxTxz T WxyTy; + WyzTz,
WyxTxz + Wyy Ty, + Wy, Tz,
WzxTxz T WryTyz + Wz7Tz7

Dyxrxz + DnyyZ + Dy

0z

—(1-

Dy Tz + nyTyz + DyyT2;

ZTZZ +

DyyTyy + DzyTyz + D;;T2

Txxny + TxyDyy + szDzy TyxDyz + TxyDyz + 74D, \

Tnyxy + ‘L'nyyy + ‘L'yZDZy
TyxDxy + TzyDyy + 755D,

ouy auz)
( 0z + dx
("’ﬂ n %)

0z ay

ouy, /
0z

TyxDxz + Tyy Dy, + 75,D,
szsz + szDyz + TZZDZZ

(Ec.204)
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Se desarrolla la (Ec.204)

1-—

\

) Tzz

(Ec.205)

Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz —
Tzx Tzy Tzz
du, Ouy duy, Ouy 6uy ouy dug ouy aux Buz Buy
I//OTxx + (6_ ax ) Tyx + (E - ; Tyx ax =) Txx + OTyx + E ay Tyx ? - Tyx + - oz Tyx + Osz
1 i duy Ouy ou, Ouy auy Bux 6uy dug ouy 6uz ouy
EQR | |\01xy + (E o ) Ty + o ox )T Tyy + 07y, + p 3y Ty (G — ‘rxy + ) + 074, | +
Ouy 6uy) (6ux auz) (6uy Bux) (auy Buz) (i)uz 6ux) (i)uz auy)
\ 07y, + ( dy ox Tyz + oz ox T2z ox oy Tz + OTyZ 0z oy T2z dx oz ) Txz + oy oz Tyz + 07z,
Ouy 6uy) (6ux 6uz) (Bux 6uy) (0ux 0uz) (i)ux 6uy) (i)ux auz)
/OTxx + (6y ox Tyx + 0z ox Tzx OTxy + [i5% ox Tyy + 0z ox Tzy OTxZ + [i5% ox Tyz + 0z ox TZZ\
ou ou ou ou Ju ou ou ou ou ou ou ou
—y _Zrx vy _ 27z Y _ Yy _ 27z ¥y _Zx ¥y _ 27z —
|\( dx ay ) Tax + OTyx + ( 0z ay ) Tax ( dx ay ) Txy + OTyy ( 0z ay ) Tzy ( ox ay ) Txz + OTyZ ( 0z ay ) T2z | (
ouy 6ux) (auz 6uy) (Buz 0ux) (Buz Buy) (auz 6ux) (i)uz auy)
(6x oz ) Tax + ay 0 Tyx T 0Tz ox 0z )W + ay d Tyy + 07y ox  9z) x + ay d Tyz + 07z
Ouy (aux 6uy) (6ux 6uz) Auy (Bux 6uy) (Bux auz) Ouy (6ux 6uy) (aux ouy
ax Tex dy ox Tyx + oz + ox Tax ox Tay + oy ox Tyy + oz + ox Tzy ox Tz + dy ox Tyz + oz + ox
| Ouy | Ouy Ouy  duy Ouy | duy ouy Ouy | duy Ouy | duy duy ouy . duy
O || (G245 e+ ot (24 T e (2+50) t + 320y + (G245t (245 e + e+ (T4 50) e |+
duy, Bux) ( Uy auy) duy (6uz aux) (6uz auy) ouy (auz 6ux) (auz auy) 6uz
(ax + + ay Tyx + oz L7 ax + Tey + ay = oz Tyy + oz ax + az 2t + Tyz T oz 7z
Ouy Ouy | Ouy ouy 6ux duy , Ouy duy , Ouy aux ouy 6uy ouy ouy
T G Ty (G2 4 55) 4 1 (524 52) te (G2 52) 1 xya 4t (5E45) T +—)+Txy +oE) +
AUy duy aux du, |, Ouy duy , Ouy ouy duy , Ouy ouy , Ouy auy auz ouy
Ty e+ Ty (G4 52) 4 (—+—) (Gr+ )+t 3 e (52 32) T —+—) +5E) + 1 5
Uy (auy aux) (6uz Bux) (aux Buy) ouy (6uz 6uy) (aux ) (6uy auz) ouy
Tax 5y ax t Ty ax + T2z ox + ay ox + Tz oy t 12z oy oz x*\ oz + + t T2z dz
6& (aux 6uy) (6 )
ox ady
u ou Ju au
Y X -y Z
mo| (G2+57) o (52 +55)
ou ou Ju u Ju
(_z + _X) (_z + _Y) Juz
aox 0z ady 0z 6z
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Se simplifica la (Ec.205) quedando

Txx Txy Txz 1 / / oy \ / (%) Tyx (%) Tyy 0\
<Z;§g zﬁ_Eﬁk“%ﬂwy(—%ﬂay0/+“—%ﬂ%x(‘%9%y0/+u_

0 0 0 0 0 0
(o G 0\ () w5) o) (o % o)
)| dux) o (dux) ) (O | = o | o
{\(ayg xx (ayg xy g/-l_\yygay) yxg)y) g/Jl/ 1 \g g g/

(Ec.206)

Se suman las matrices de la (Ec.77)

Txx Txy Txz L / 2 (%) Tyx (%) (Ty y  Tax ) 0 ZTxy (‘36_1;") 9y .
(xa@”ﬂmﬁw>4%womﬂwmw»aWﬂ
0 0

(Ec.207)
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Se calculan los esfuerzos de la (Ec.207) de forma simultanea, mismos que ya

incluyen el término de lubricacion y el parametro asociado a la rotacion:

— 2052 ("“y) — 20r(1 — £)21, ("a“X) =0 (Ec.208)

Ty =308 (52) (Tyy = ) =301 = &) (52) (13 + Tax) = 10 52 (Ec.209)
Tyy =30k (6“") (=2)Txy — 2 (1 — £)265 (6“") Tyx =0 (Ec.210)

— 0, (a”") Tay — Op(1 — )Ty (‘%) =0 (Ec.211)

— O, (B”x) Toy(1+ (1 —£) =0 (Ec.212)

— 0, (a”x) Ty (1+ (1 —¢)) (Ec.213)

T,y + O (‘”;) Tuy — O (1 — €) (a”x) Ty =0 (Ec.214)

T,y + O (a”x) Ty (1= (1 =) =0 (Ec.215)

T,y = —Og ("’”x) Ty (1-(1- ) (Ec.216)

Txy — %BR (%) (_9R (%) £Tyy — b (66_1;,5) Tey(2 - 5)) - %QR(l —€) (aal; ) ( Or ( )gfxy +6r ( 3y ) Ty (2 — 5)) = 7702_1;;

(Ec.218)

Ty =308 (5) (20r (57) 7o) = 360001 = ©) (52) 7y 2 = 2600 (52) =m0 5
(Ec.219)

Toy + 0374y (%)2 — 62 (%)2 T2 -20)(1-8) =n 5% (Ec.220)

duy 2 1 Oouy 2 Ouy

Toy + 03Ty, (%) — 62 (%) Ty (2 =201 -8 =no 5% (Ec.221)
Ouy 2 1 Ouy

Tay [1 +03(22) (1-2@-3e+¢) )] =n 2% (Ec.222)
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Tay [1 + 62 (m;x)z Gs - %82 )] = Uo%

Se tiene entonces que componentes del tensor de esfuerzos son:

d'LLx
No dy

[103(%) Ge-3e”)]

Se sustituye la (Ec.224) en la (Ec.213)

duy No—7,,
e () Oy 5w

(Ec.223)

(Ec.224)

(Ec.225)

(Ec.226)

(Ec.227)

(Ec.228)

Con la aproximacion de lubricacion se tiene que la ecuacion dindmica se reduce a

la forma:

dp drxy
dx dy
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Que es precisamente la (Ec.69), ahora integrando tenemos que:

dp
f‘[xydy:fady
d
Txy=y£+cl

Se sustituye la (Ec.224)

du_x
dp o7ay

y—+c =
T o (3% %) )|

Se tiene la siguiente ecuacion diferencial no lineal

duy
wOEa) =
4R 85 o3|
duy
%(yz_i”l): 2 d3:23 1
[1+9Rrxy(d—y) (3e—3¢2 )]

(Ec.229)

(Ec.230)

(Ec.231)

(Ec.232)

(Ec.233)

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las mismas que

se utilizaron para el fluido maxwelliano con derivada convectiva corrotacional.

La adimensionalizacion de las derivadas de la (Ec.232) es la misma que las de las

derivadas de la (Ec.94).

Se sustituye en la (Ec.233)

U de

i(n noU d—P-l-C)_ Hp dn

0 42 1) — 2
TS @ T (e (e

U do

mudp 1 Ho dr

1= 2
N O

U do

T]UdP+1C _ Hg dn

o Tz — 0t = 2
D

(Ec.234)

(Ec.235)

(Ec.236)
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de
dP . Hy dn
—+-—2¢ = (Ec.237)
@ w52 (el

, o . ap H
Se reemplaza el {Ws? por el parametro € y se utilizara P’ = = y C= #Cl es la
0

constante de integracion adimensional que proviene de la (Ec.232), a la que mas
adelante se daré& solucion a través de métodos perturbativos y { = Gs — %52 ) que

es el pardmetro asociado al efecto de rotacion del fluido. Este nuevo pardmetro ya

trae incluido el efecto de la rotacion del fluido.

Con lo que la ecuacion adimensional queda

de

NP +C=—%_ (Ec.238)

1+e( 2—‘5)

Para resolver la (Ec.238) se utilizara la teoria de métodos perturbativos, que ya se
menciond anteriormente en la resolucion del problema con derivada convectiva

corrotacional.

Se utiliza el mismo polinomio de la (Ec.100)

De la (Ec.99) se despeja Z—: y se sustituye las (Ec. 101, Ec.102 y Ec.103)

dp _ o b . dg)?
2= P +0) (1+e(dn) ) (Ec.239)
2
CZi—(;"+4s %-I_EZ%-'_W: [1+6<%+6%+62%+'") ]-[nP(§+e77P1’+
€2nPy + Cy + €Cy + €2C,,..] (Ec.240)

Se igualan los términos con factores comunes de €

La potencia cero es la misma que la (Ec.106) ya que es el flujo adimensional de
esta potencia es la que corresponde al fluido newtoniano.

2
Primer potencia L1 — P!+ C, + (‘%’) (P, + Cy) (Ec.241)

dn
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Y asi sucesivamente. Las condiciones de frontera que se requieren son las mismas

utilizadas para el fluido maxwelliano con derivada convectiva corrotacional.
Se utilizan las mismas definiciones del flujo adimensional expresada en la (Ec.119).

La resolucion de ¢, , 4o Y P, para este problema se encuentra en las (Ecs. 108 a
126), ya que la primera es la velocidad adimensional, la segunda es el flujo
adimensional y la tercera la presién, todas del fluido newtoniano y esas no cambian.

Se obtiene ¢, para ello se tiene que resolver la (Ec.241), la reescribimos de la

siguiente manera:

do d
01 — ppr 4 ¢, + (d‘ff) (Ec.242)

El calculo ( “;") se encuentra desarrollo anteriormente en las (Ecs.128 a 131) por
lo que solo se reescribe la solucién

3n? Po 377P0

(42Y" = 2Py — 3n2Pi2hap -

an + 3nPjh*Y? + 6Py +

h31/)3 —_ 3fll/)2 —_
¥ _1
h h3

Y para el calculo de 1 se encuentran en las (Ec. 132) y solo se reescribe

d / / ’ 3n2pP§? 3nP,
01— np{ + Cy + PP — 3P — 208 L

+ 3nPih*Y? + 6nPoyY +

1

3.3 2_3%_ 1
Ry - 3hy? — 2L 2

El célculo ¢, es el mismo que se encuentras en las (Ecs.133 a 146) y solo se

reescribe
2p! phP! 4n3?
o1 :T] 1_77 1 +E+2n4¢3_4n3h¢3_ Ui l/) +3n2h2¢3+6n2¢2
2 2 h h
3 2
+ 20 v_ nh3y3 — 3nhy? — 1

hZ
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El valor de A, es el mismo por tanto se encuentra en las (Ecs.147 a 151) y solo se

reescribe

723 -k%)  129623(1— k%) 9.62,(1—xk7*) 28(1-«k7%)
1T Ta-xn | (0-x?) T a-«BH (-7

El calculo de P, se encuentra en las (Ecs. 143 a 161)

p — 641 {(A 32—k 432A3¢(h"0-K"%)  77.76A3{(h"5—Kk~5) _ 57.6A0¢(A"*—K"*) = 16.8{(h"3—K73)
1= (1-x) (1-x) (1-x) (1-x) (1-x)

(Ec.300)

La diferencia con el modelo del fluido maxwelliano con derivada convectiva

corrotacional se encuentra en el parametro perturbativo ya que para el este modelo

e = (Ws? mientras que para el modelo con derivada corrotacional e = Ws?.
Por ultimo se calcula la primera diferencia de esfuerzos normales
du,\*
210 <_dyx) Or

2
o () Ge-3)

I —
Nl_Txx_Tyy_l
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6. Comparacion de modelos

Modelo
Tensor Maxwell corrotacional Maxwell codeformacional Maxwell mixto (configuracional)
du du

Componente Mo dyx ”Od_yx
T,y del tensor Tyy = d S

Y xy 2 (i) Ty = g g du,\2 (3 1

Z X — 1o X e _ g2
de esfuerzos 1+ 0% ( dy) xy dy [1 + 62 ( dy) (2 £€—5¢ )]
Componente du, ) duy\?
d o(FE) or2—9)
gxx del tensor Tex = OrMo z du\2 — 20 du, 2 Txx = d}’ 2 3 1
e esfuerzos 2 (Auy rMo ( ) Uy 2
1+ 65 (dy) d [1+9R(dy) (5e-7¢2)
Componente (%)2 7o (%)2 Ope
T, del tensor __p dy B dy
do est Fyy = "ERlo 2 (duy)? T,y =0 ficd du\* (3 1
e esfuerzos AUy vy x) (2o _ 1,2
1+ 06g (dy) [1+9R(dy) (25 5 € )]
Primera (dux>2 5 (%)2 p
diferencia de o dy 2 , Mo dy R
Nl = 29R770 2 dux 1=

normales R \"dy Y # dy ) \2¢72¢
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Modelo

Componente del
tensor adimensional
de esfuerzos

Forma adimensional de Maxwell
corrotacional

Forma adimensional de Maxwell
codeformacional

Forma adimensional de Maxwell mixto
(configuracional)

Hyde Hydo
coomde | oo L1 . Lar
én 2 Hydo én — 2
do =07 de\ (3 1
esfuerzos 1+ Ws?2 %) 0-577 L dTl [1 + Ws?2 (%) (ZS - 782 )]
2 2
Componente 0. do Hy (do
orde no__(ar) ws 2 (ar) @-
del tensor de Oge = Ws— > Hy /dg 2 Oge = %
esfuerzos 1+ Ws2 (‘éﬁ) Ogg = ZWST (E) [1 + Ws? (Z—;?) (%e - %82 )]
2 2
Componente O d_q’) Hy (d_fp)
m H, (d,, Ws T \ay
del tensor de 0 = —Ws G = —
esfuerzos " 1+ W z(d_fp 2 O =0 " 1+ ws2 (22 23 1,
() +wst () (3e-7¢2)
Primera diferencia de 2 W Hy (do 2
de esfuerzos , H, dn , , ST \ay
normales Ny =2W Ao\’ N! = 2Ws Hy (dfp) N; = A3 1
2 |22 - -5 \ 5 2 (=22 e __c2
1+ Ws (drl) 1 L \dn [1+Ws <d7]> (25 5 € )]

N; = Ogg — Oy

La adimensionalizacion de los tensores se encuentra en el anexo 5
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Flujo volumétrico vs Ws?

0.750025

0.75002 i i
= =@ -- Fluido newtoniano

---@-- Fluido con derivada convectiva de

0.750015 Oldroyd

Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.90

0.75001 —@— Fluido con derivada convectiva

mixta €=0.75

—@— Fluido con derivada convectiva

0.750005 mixta €=0.50

A
Flujo volumétrico adimensional

—@— Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.25

0.75

—@— Fluido con derivada convectica
mixta €=0.10

—@— Fluido con derivada convectiva de

0.749995 Jaumann
0  0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.0001 0.00012

Ws?
Numero de Weissenberg

Grafica 1. Flujo volumétrico adimensional vs numero de Weissenberg

En la gréfica 1 se observa que conforme aumenta la viscoelasticidad aumenta el

flujo. Esto se explica de acuerdo al comportamiento de la grafica 2.
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Para visualizar mejor los puntos cercanos en el origen se presenta la grafica 1 pero

ahora aplicando logaritmo.

Flujo volumetrico vs Ws

2

—@®— Fluido newtoniano

15
—@— Fluido con derivada convectiva
de Oldroyd

—0— Fluido con derivada convectiva
1 mixta €=0.90

—@®— Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.75

Log(n)
ngaritmo del flujo volumétrico adimensional

e 05 —@— Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.50

@— Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.25

—@— Fluido con derivada convectica
mixta €=0.10

—®— Fluido con derivada convectiva

05 de Jaumann
Log(Ws?)
Logaritmo del nimero de Weissenberg

Gréfica 2. Logaritmo del flujo adimensional vs logaritmo del nimero de Ws
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Esfuerzo cortante adimensional cortante vs Ws

0.121508

0.121506

121504

121502

Oén
Esfugrzo corgante adimensignal cortante

0.1215

.121498

121496

0.121494

0.121492
-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Ws

0.012

Esfuerzo cortante adimensional
Newtoniano y con derivada de
Oldroyd

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada de Jaumann

Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.10

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.25

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.50

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.75

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.90

Grafica 3. Tensor adimensional de esfuerzos vs numero de Weissenberg

La grafica dos muestra como las fuerzas viscosas disminuyen al aumentar los

efectos viscoelasticos lo cual explica el comportamiento de la gréfica 1, por tanto

se puede concluir que al aumentar los efectos viscoelasticos, principalmente el

efecto de rotacién favorece que el flujo aumente.
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Para observar mejor el comportamiento cerca del origen.

Log(asn
Logaritmo del esfuerzo cortante adimensional

-14

-12

Logaritmo del esfuerzo cortante adimensional vs LogWs

-10

-8 -6

Log(Ws)

-1.5

-2.5

Esfuerzo cortante adimensional
Newtoniano y con derivada de
Oldroyd

—@— Esfuerzo cortante adimensional con
derivada de Jaumann

—@®  Esfuerzo cortante adimensional con
derivada convectiva €=0.10

—@— Esfuerzo cortante adimensional con
derivada convectiva €=0.25

—@— Esfuerzo cortante adimensional con
derivada convectiva €=0.50

—@— Esfuerzo cortante adimensional con
derivada convectiva €=0.75

—@— Esfuerzo cortante adimensional con
derivada convectiva €=0.90

Grafica 4. Logaritmo del esfuerzo cortante adimensional vs Logaritmo del Ws.
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Primera diferencia adimensional de esfuerzos normales
adimensionales N1’ vs Ws

0.003
0.0025
—@— Con derivada convectiva de
Oldroyd
0.002 —@— Con derivada convectiva de
Jaumann
Con derivada convectiva mixta
€=0.10
= 0.0015
Ib —@— Con derivada convectiva mixta
®
S €=0.25
I
E 0.001 —@— Con derivada convectiva mixta
€=0.50
Con derivada convectiva mixta
€=0.75
0.0005
—@— Con derivada convectiva mixta
€=0.90
—@— Fluido newtoniano
0 @
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-0.0005
Ws

Gréfica 5. Primera diferencia de esfuerzos adimensionales vs niimero de

Weissenberg

Se demuestra entonces que los efectos normales con respecto a los efectos
cortantes tienen un efecto del 2% en comparacion con el efecto cortante, lo cual
cumple la suposicién que establece “la aproximacion de lubricacion”, la cual supone

la no existencia de los esfuerzos normales, lo cual se observa en este grafico.
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Para observar el comportamiento en el origen se realiza una gréfica semilogaritmica.

Oxx—0yy

N1'=

'
)]

'
(o]

-10

-12

-14

0

Primera diferencia adimensional de esfuerzos normales s vs Ws

0.002

0.004

0.006

0.008

®
0.01

0.012

® Con derivada convectiva de Oldroyd
@® Con derivada convectiva de Jaumann
Con derivada convectiva mixta €=0.10
@ Con derivada convectiva mixta €=0.25
® Con derivada convectiva mixta €=0.50
Con derivada convectiva mixta €=0.75
® Con derivada convectiva mixta €=0.90

@ Fluido newtoniano

Gréfica 6. Logaritmo de la primera diferencia de esfuerzos normales vs Ws
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7. Conclusiones

En este trabajo se analiz6, mediante métodos perturbativos, el proceso de
recubrimiento de superficies en fluidos newtonianos y viscoelasticos (tres versiones
del fluido de Maxwell).

Del modelo newtoniano se obtuvo que los parametros méas importante para llevar a
cabo un recubrimiento son el parametro para modelar la region de separacion N; el
cual contempla los efectos viscosos y la tension superficial, esto para el caso del
fluido newtoniano y A1 que es el flujo volumétrico adimensional, ya que el primero
incluye la relacion del efecto causado por la tension superficial con respecto a los
efectos viscosos asi como la caracterizacion geométrica y el segundo parametro es
un valor caracteristico en el limite de la desaparicion de N;, y es el que se utiliza en
la industria del recubrimiento, el cual debe ser siempre menor a la unidad o

ligeramente mayor a ésta.

De la parte no newtoniana se estudiaron algunos efectos no newtonianos en flujos
no estacionarios de disoluciones viscoelasticos para realizar recubrimiento; fueron
modeladas por la ecuacion constitutiva de Oldroyd-B, en su aproximacion lineal. Se
observd que dos contribuciones fundamentales deben ser consideradas: una
newtoniana dada por el disolvente y la contribucion viscoelasticos por el polimero

con el que se va a recubrir.

Se demostré que los efectos puramente viscosos en estas disoluciones dependen
de la frecuencia, la posicién y el tiempo wAn, obteniéndose dos casos limite

importante, los cuales son:
e wan — 0 la disolucion para recubrir se convierte en un fluido de Maxwell.

e wln > 1 la disolucion de recubrimiento se comporta como un fluido viscoso

cuya viscosidad es igual a la del disolvente.
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Se demostré que la derivada mixta es un tipo de derivada convectiva general, ya
gue se encontré que en los casos limites cuando se varia el parametro ¢ (parametro

asociado a la rotacion) se obtiene lo siguiente:

e Cuando £ =0 se tiene el fluido maxwelliano con derivada convectiva
codeformacional
e Cuando £=1 se tiene el fluido maxwelliano con derivada convectiva

corrotacional.

Con éste ultimo modelo se pueden modelar fluidos maxwellianos con efectos

codeformacionales y corrotacionales tan sélo variando el pardmetro ¢.

También se demostré que a Ws muy pequefios, la aproximacion de lubricacién se
cumple ya que los efectos causados por los esfuerzos normales son de
aproximadamente 2% comparados con los efectos causados por los esfuerzos

cortantes.

Se calcul6 el esfuerzo total sin considerar el esfuerzo cortante, para ver la magnitud
del esfuerzo por contribucion de esfuerzos normales y se puede observar en el
anexo 4, que el orden en el cual contribuye se encuentra entre 1013y 107
dependiendo el valor de Ws que se tome, mientras que tan sélo el esfuerzo cortante

es del orden de 10! lo cual sustenta el uso de la aproximacion de lubricacion.
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8. Anexos
Anexo 1 “Teoria de métodos perturbativos”

Perturbaciones regulares

Los cientificos Bender y OrSzag' definen a las perturbaciones regulares como:

“Una serie de perturbacién cuya serie de potencias toma un parametro e con un

radio de no anulacion de la convergencia”.

Una caracteristica basica de todos los problemas de perturbacion regulares, es que
la solucién exacta para € pequefo, pero distinto de cero, se acerca suavemente a

la imperturbable o una solucion de orden cero cuando € - 0.
Como ejemplo se tiene el siguiente problema (Ref.11)

d*y dy
——=—e——1
dr? dt

y(0)=0
dy _
E(O) =0

, , . k
El parametro e esta definido como € = mi;

Se asume que la solucién se puede expresar como una expansion de Taylor, de

tal forma que

y(©) = yo(7) + €y, (1) + €2y, (1) + -+

Se sustituye en la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales, se hace una

expansion hasta el tercer término.

2

d*yo
dt?

d? d d? d
+1+e< 2 ﬂ)+ez< Y2 oA

L2, 2 3y _
d12+dr d12+dr>+0(6) 0

y(7) = ¥0(0) + €y1(0) + €%y,(0) + 0(e3) = 0

d d d
00y +1+e220) +e222(0) + 0(e®) = 0
dt dt dt
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Se resuelven las ecuaciones para cada orden

d

0(1):£%2 1 1=0 cuando y,(0)=0 220)—1=0
T dr? - Yo - dt -
d*y,
de2 +1=0
d?yo _
dr?2
dyo
a(G) =]
f dt '
dyo
E = -7+ Cq

jdyo = f(—r + ¢y)dr

TZ

y0=_7+C1T+C2

Evaluando las condiciones de frontera

dy
=) =c

C1_1=0
C1=1
02
yo(O):?‘l‘O'i‘CZ:O
C2:O

Queda entonces

Yo=——*+7T
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Ahora se calcula para orden uno

0(e):2%+%2 =0 cuando y,(0)=0 22(0)=0

dr? dr

dz}’1 dyo
dt? T dt =0
dz}’l _ d}’o
dt? dr

f dY1 deO
dy,
gr - Yot

fd% = f(—J’o +c3)dt

jdyl——f<—%+r>dr+jc3dr

3 2

y1=€—?+c3r+c4

Evaluando las condiciones de frontera

d 02
i(O)_7+o+c3_o

c;=0
3 02
v1(0) =€—?+O+C4
c, =0
De donde queda

3 72

N="¢"7
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Ahora se calcula para orden dos

2
0(e): L2+ 21—

_ dyz _
=2t cuando y,(0) =0 - 0)=0

dz}’z dy;

dt? T dt =0
dz)’z _ d)’1
dt? dr

f dYZ fd)ﬁ
dy,

=—y; +
dr Y1 TCs

jdyl = j(‘)ﬁ +c5)dr

[ . P

t 13

ylz_ﬁ-i_ 6 +C5T+C6

Evaluando las condiciones de frontera

d 02 0
22(0) =~ +5+c5=0
2
C5—O
0* 03
yz(O) ﬁ+6+0+c6:
C6=O
De donde se obtiene
B T4+T3
=727 6
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Quedando el polinomio de solucién aproximado

72 3 2 3
~ _ o 2(___ -
y(1) <T 2>+E<6 2>+e (6 24>

Se generaliza el polinomio anterior y se obtiene un polinomio de Taylor

2 3 12 3 .4
v = (1= 5 ) +e(5-5) e (- 5) o
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Anexo 2 “Datos para elaboracion de graficos”

Se utilizaron datos comunes de la literatura referidos al 6xido de polietileno al
0.75% (Ref.1).

Gréafico 1

Propiedades
Ho (m) 0.0015
R (m) 0.1016
L=(RHo)*(1/2) (m) 0.01234504
dp/d¢ 0.33333333
(dp/d¢€)/2 0.16666667
H1(m) 0.0045
K 3
Fluido Fluido Fluido Fluido

WsA2
1X107
1x10°®
1x10°
1x10*
1x103
1x102

maxwelliano
con derivada

maxwelliano
con derivada

convectiva de convectiva
Jaumann mixtay &=0.1

(e=1.0)

Atotal Atotal
0.75 0.75
0.75 0.75
0.75 0.75
0.75 0.75

0.75000021 0.75000003

0.75002117 0.75000307

maxwelliano
con derivada

maxwelliano
con derivada

convectiva convectiva

mixta y mixtay

€=0.25 €=0.50

Atotal Atotal
0.75 0.75
0.75 0.75
0.75 0.75
0.75 0.75

0.75000007 0.75000013
0.75000728 0.75001323

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.75

Atotal

0.75

0.75

0.75

0.75

0.75000018

0.75001786

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.90

Atotal

0.75

0.75

0.75

0.75
0.7500002

0.7500200

Fluido

maxwelliano
con derivada

convectiva
Oldroyd
(£=0.0)
Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75

de

75

Fluido
newtoniano

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75



Gréfico 2

Fluido
maxwelliano
con derivada
convectiva de

Jaumann

(e=1.0)

Ws"2 Atotal
.14  1.741753017
-12 1.662375048
.10  1.565169782
-8 1.439738511
-6 1.262660504
-4 0.958656741

Gréfico 3

Fluido

newtoniano
Ws Gén

1X107 0.121506294
1x106 0.121506294
1x10° 0.121506294
1x10% 0.121506294
1x103 0.121506294
1x102 0.121506294

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixta y €=0.1

Atotal
0.897283315
0.816725125
0.717741475
0.589324522
0.406192127

0.083326726

Fluido
maxwelliano
con derivada
convectiva de

Oldroyd

O¢en
0.121506294

0.121506294
0.121506294
0.121506294
0.121506294

0.121506294

Fluido

maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.25

Atotal
1.276114262

1.196357994
1.098584018
0.972201512
0.793208235

0.483353988

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
de Jaumann

Oen
0.121506294

0.121506294
0.121506294
0.121506293
0.121506173

0.121494145

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.50

Atotal
1.537042596

1.457546121
1.360162835
1.234434161
1.056758705

0.750941149

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.10

Géen
0.121506294

0.121506294
0.121506294
0.121506294
0.121506277

0.121504532

Fluido
maxwelliano
con derivada

Fluido
maxwelliano
con derivada

Fluido
maxwelliano newtoniano
con derivada

Fluido

convectiva convectiva convectiva de
mixtay mixtay Oldroyd
€=0.75 €=0.90 (€=0.0)
Atotal Atotal Atotal Atotal

1.667784655

1.588370147

1.491110006

1.365587096

1.188325126

0.883763944

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.25

Géen
0.121506294

0.121506294
0.121506294
0.121506294
0.121506252

0.121502118

1.717127587

1.637738138

1.540515632

1.415055575

1.237919793

0.93374107
Fluido Fluido
maxwelliano  maxwelliano
con con
derivada derivada
convectiva convectiva
mixtay mixtay
€=0.50 €=0.75
Gen Gen

0.121506294

0.121506294

0.121506294

0.121506293

0.121506218

0.121498701

0.121506294

0.121506294

0.121506294

0.121506293

0.121506192

0.121496043

-0.124938737 -0.124938737

-0.124938737 -0.124938737

-0.124938737 -0.124938737

-0.124938737 -0.124938737

-0.124938737 -0.124938737

-0.124938737 -0.124938737

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixta y
€=0.90

GO¢en
0.121506294

0.121506294
0.121506294
0.121506293
0.121506179

0.121494813
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Grafico 4

Fluido

newtoniano

WS G&n
-7

-0.915401224

-6 -0.915401224

-5 -0.915401224

-4 -0.915401224

-3 -0.915401224

2 -0.915401224

Grafico 5
Fluido
newtoniano

Ws Geg—Omy
1X107 0
1x10°® 0
1x10° 0
1x10* 0
1x103 0
1x102 0

Fluido
maxwelliano
con derivada
convectiva de

Oldroyd

Gen
-0.915401224

-0.915401224
-0.915401224
-0.915401224
-0.915401224

-0.915401224

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
de Oldroyd

Oeg—Omn
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243013

0.002430126

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
de Jaumann

Gen
-3.076769227

-2.919722598
-2.728314581
-2.483602949
-2.145850146

-1.915401224

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
de Jaumann

Oeg—0mn
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243012

0.002429883

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.10

Gén
-2.255448542

-2.105732923
-1.927394339
-1.709191609
-1.436539308

-1.278072154

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.10

Gee—Omnn
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243013

0.002430091

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.25

Gen
-2.618692603

-2.464097673
-2.27712906

-2.041695015
-1.728314581

-1.527522542

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva

mixta y

€=0.25

Oeg—Omn
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243013

0.002430042

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.50

Gen
-2.874442617

-2.71817495
-2.528185081
-2.286469087
-1.95679391

-1.736587107

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.50

Geg—Omn
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243012

0.002429974

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.75

Géen
-3.003537313

-2.846731941
-2.655763914
-2.411984959
-2.076769227

-1.84958394

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.75

Gee—Om
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243012

0.002429921

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
mixtay
€=0.90

Gen
-3.05237532

-2.895404596
-2.704135083
-2.459717366
-2.122766262

-1.893353346

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva

mixta y

€=0.90

Oee—O0mn
2.43013E-08

2.43013E-07
2.43013E-06
2.43013E-05
0.000243012

0.002429896
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Grafico 6

Ws
1X107

1x10°¢
1x10°
1x10*
1x10°3

1x102

Fluido
newtoniano

Oee—Onn

Fluido
maxwelliano
con
derivada
convectiva
de Oldroyd

Oeg—Omnn
-12.61437123

-10.61437123
-8.614371229
-6.614371229
-4.614371229

-2.614371229

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
de Jaumann

Oeg—Omnn
-12.61437123

-10.61437123
-8.614371229
-6.614371229
-4.614371233

-2.614414656

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.10

Oee—Onn

-12.6143712
-10.6143712

-8.61437123
-6.61437123
-4.61437123

-2.61437753

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva

mixta y

€=0.25

Oeg—Omnn
-12.6143712

-10.6143712
-8.61437123
-6.61437123
-4.61437123

-2.61438616

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.50

Geg—Onn
-12.6143712

-10.6143712
-8.61437123
-6.61437123
-4.61437123

-2.61439837

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva
mixtay
€=0.75

Ogg—Omn
-12.6143712

-10.6143712
-8.61437123
-6.61437123
-4.61437123

-2.61440787

Fluido
maxwelliano
con derivada

convectiva

mixta y

€=0.90

Geg—Onn
-12.6143712

-10.6143712
-8.61437123
-6.61437123
-4.61437123

-2.61441227
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Anexo 3 “Adimensionalizacion de componentes del tensor de esfuerzos”
Se utiliz6 para adimensionalizar los tensores las siguientes variables

adimensionales

X _ {—' HgTij . QRU
L% gL % H,

A continuacion se desarrolla la adimensionalizacion

Componentes del tensor con modelo asociado a una derivada convectiva

corrotacional

du, du,dedn de 1 U do

dy de dndy ~ dnH, H,dn

duy

Tyy = — B (Ec. A5.1)

1+9R2(%x)2

Se despeja ,,, de la variable adimensional

Tey = %ﬁ;""? (Ec. A5.2)

Se sustituye en (Ec. A5.1)

U do

MoULogyy _ _ oHg dy (Ec. A5.3)

HZ 1+9R2(H_Uog_<;)2

U do

MoULog _ _ M0Hg dn (Ec. A5.4)

H§ 1+Wsz(2—(£)2

Hodo

Ogy = ——2— (Ec. A5.5)

s (%)’

Para t,, se tiene que

(Ec. A 5.6)
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Se despeja t,, de la variable adimensional

v = ToVlog
xx Hg
Se sustituye en (Ec. A 5.6)
Hodp)?
NoULogg GRUO(L_dn
- 2
Hg 1+9R2(H_Uod_<r?)

Hg 1+ws?(22)
wsto (3—‘1‘1’)
T s (%)

Se demostro anteriormente que para esta derivada el 7, es

Tyy = —Txx

Por lo que ¢, = —0,,, quedando entonces que

Ho (d_w)2
Ws L \dn

1+Wsz(g_;;)2

Omm =

Finalmente la diferencia de esfuerzos normales adimensionales es

2
N, =2wsh (Z_(S)
1 L

2
1+Wsz(d—“’
dan

(Ec. A5.7)

(Ec. A5.8)

(Ec. A 5.9)

(Ec. A 5.10)

(Ec. A 5.11)

(Ec. A5.12)

(Ec. A 5.13)
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Componentes del tensor de esfuerzos con modelo asociado a una derivada

convectiva codeformacional

du, duxdq)ar]_u dp1 U dg

dy de dndy = dnH, H, dn

_ duy
Txy =TNo dy

Se despeja 7,,, de la variable adimensional

_ NoULag
Tyy = e
Se sustituye en (Ec. A 5.14)
NoULog, _ l d_(p
HZ 0 Hy dn
_ HO d(p
O%n =

Para 7, Se tiene que

Tex = 20rM0 (12_1;,()2

Se despeja 1., de la variable adimensional

NnoULo
Txx = ° HE &
Se sustituye en (Ec. A 5.18)
NnoULogs (U d_(p)z
HZ 201y dn

NoULogs U (d(p)z
oo 2Wsn, o

Ogs = ZWSHLO(%)Z

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

A 5.14)

A 5.15)

A 5.16)

A5.17)

A 5.18)

A 5.19)

A 5.20)

A 5.21)

A 5.22)
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El 7,, se sabe que es para eéste modelo
Tyy =0 (Ec. A 5.23)
Por lo que g,, = 0, quedando entonces que

Gy = 0 (Ec. A 5.24)

Finalmente la diferencia de esfuerzos normales adimensionales es

(%)’ (Ec. A 5.25)

r— v
N1 =2Ws an

Ho

Se utiliz6 para adimensionalizar los tensores las siguientes variables

adimensionales

Z=¢
A continuacion se desarrolla la adimensionalizacién

Componentes del tensor de esfuerzos con modelo asociado a una derivada

convectiva mixta

dux_duxdq)dn_u dp1 U dg
dy ~dedndy ~ dnHy, H, dny

duy
Ty = "0y (Ec. A 5.26)

[1+07 () (o)

Se despeja 14, de la variable adimensional

= 1oU% (Ec. A 5.27)

Ty 2
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Se sustituye en (Ec. A 5.26)

U do
NoULogy _ T0Hg an
HZ 2( U de\2(3 1
° 1408 (75 52) (Ge=3¢?)
U do
noULog "oH, an
HZ 2( do\(3_ 1
0 Lwst(g7) (e
Hodo
o _ L dn
- 2
T Lews2(42)7 (Bete?)
Para 7., se tiene que
duy\2
T = B0 (&) -9
xx = 2(du 23 1
10p” () (e—3¢2)
Se despeja 1., de la variable adimensional
NoULogg
T = —m
xx Hg
Se sustituye en (Ec. A 5.31)
o (1222) 2
noULogs RnO(L—an) (2-¢)
HZ S( U de\2(3 1
0 1408 (5 @) (G5

U [9p\2
moULoge _ Wsngs (G7) @9

2 FIP—
o () G

Ws% (d—(p)z (2-¢)

Oz = 4y
& 1ews?(20)" (GeLe )
Para el Tyy €S
du_x 2
Tyy = —0rMo (dy)

(Ec. A 5.28)

(Ec. A 5.29)

(Ec. A 5.30)

(Ec. A 5.31)

(Ec. A 5.32)

(Ec. A 5.33)

(Ec. A 5.34)

(Ec. A 5.35)

(Ec. A 5.36)
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Se despeja 7,,, de la variable adimensional

UL
Tyy = - Hgoml
Se sustituye en (Ec. A 5.31)
Hode 2
NoULoyy - _ QRTIO(L dn) €
H§ 102 (12- 90 (2162 )
U (dp)\?
noULony _ WS, (&)
B () ()
Hg (do 2
o _ WST (E) &
" e () (o)

Finalmente la diferencia de esfuerzos normales adimensionales es

2Wsﬂ (d—(p)z &

NI — L \dn
! 1+Wsz(§_g)2(;g_;gz)

(Ec

(Ec

(Ec

(Ec

(Ec

. A5.37)

. A 5.38)

. A 5.39)

. A 5.40)

. A 5.41)
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Anexo 4 “Célculo de la norma del tensor adimensional total solo considerando

esfuerzos normales”

1X107
1x10°®
1x10°
1x10*
1x10°3
1x1072

Fluido

maxwelliano con

derivada
convectiva de

Oldroyd

Fluido

maxwelliano con

derivada
convectiva de

Jaumann

\/afzé’ + oy

2.43013E-13
2.43013E-11
2.43013E-09
2.43013E-07
2.43013E-05
0.002430126

\/0525 + oy

1.71836E-13
1.71836E-11
1.71836E-09
1.71836E-07
1.71836E-05
0.001718187

Fluido

maxwelliano con

Fluido

maxwelliano

Fluido

maxwelliano

Fluido

maxwelliano

Fluido

maxwelliano

derivada con derivada con derivada con derivada con derivada
convectiva mixta convectiva convectiva convectiva convectiva
y€=0.1 mixta y €=0.25 mixta y €=0.50 mixtay mixta y €=0.90
€=0.75
\/Gé’zf + iy \/0625 + o \/0526 + iy \/0526 + o \/Ué’zf + 0y
2.30862E-13 2.1264E-13 1.8226E-13 1.5188E-13 1.3366E-13
2.30862E-11 2.1264E-11 1.8226E-11 1.5188E-11 1.3366E-11
2.30862E-09 2.1264E-09 1.8226E-09 1.5188E-09 1.3366E-09
2.30862E-07 2.1264E-07 1.8226E-07 1.5188E-07 1.3366E-07
2.30862E-05 2.1264E-05 1.8226E-05 1.5188E-05 1.3366E-05
0.002308586 0.00212629 0.00182248 0.0015187 0.00133644
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