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Resumen

En esta tesis se calculan numéricamente los exponentes de Lyapunov para
un billar triangular y equilátero con colisiones inelásticas. El método que se
utiliza para hacer el cálculo de los exponentes de Lyapunov es una extensión
del método que utilizan Dellago et al en ??.

Éste método consiste en considerar el billar como un sistema cuyo com-
portamiento alterna entre un flujo en tiempo continuo y la iteración de un
mapeo. El flujo en tiempo continuo describe la dinámica cuando la part́ıcula
viaja dentro de la mesa. El mapeo transforma el momento de la part́ıcula
cuando ocurre la colisión con la frontera de la mesa.

En éstos casos, donde la dinámica tiene una parte continua y una discreta,
los exponentes de Lyapunov dependen de las ecuaciones de movimiento de
la part́ıcula (cuando viaja dentro de la mesa) y de la derivada del mapeo de
colisión.

El método de Dellago et al. contempla casos en los cuales las colisiones
son elásticas, sin embargo, es suficientemente general para poder aplicarse
a billares con colisiones inelásticas. La diferencia entre el caso elástico y el
inelástico es que se introducen términos no-lineales en el mapeo discreto.

La regla de colisión inelástica que se utiliza escala el ángulo de reflexión,
ϕ, por un factor λ de la siguiente manera: ϕ = λη, donde η es el ángulo de
incidencia y λ satisface 0 ≤ λ ≤ 1.

Se logra calcular como vaŕıan los exponetes de Lyapunov con respecto al
parámetro lambda, y se calcula la dimensión de Lyapunov del atractor que
se presenta en el sistema.
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3.1.1. Regla de colisión elástica . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo se introducen los temas que se van a tocar a lo largo de
la tesis. Se hablará de billares con colisiones elásticas e inelásticas, de caos
y de los exponentes de Lyapunov. También se darán motivaciones para el
estudio de estos sistemas.

1.1. Billares

Un billar, es un sistema dinámico conceptualmente muy sencillo que toma
su nombre debido a su parecido con el juego de billar.

En estos sistemas se estudia la dinámica de una part́ıcula que se mueve
en una región acotada. Cuando la part́ıcula llega a la frontera de la región
(que también se le llamará mesa), sufre una colisión y continúa nuevamente
su trayectoria.

La diferencia con el juego de billar yace en las generalizaciones y simplifi-
caciones que se hacen. La forma de la mesa puede ser arbitraria y tener más
de dos dimensiones. Las únicas interacciones que se toman en cuenta son las
colisiones de la part́ıcula con la frontera de la mesa. La figura 1.1 muestra
distintas mesas posibles.

Los factores que determinan las caracteŕısticas del movimiento son: la
geometŕıa de la mesa y el tipo de colisiones con la frontera.

En el caso más sencillo, el de colisiones elásticas, la colisión de la part́ıcula
con la frontera se puede ver como una reflexión. Resulta que el ángulo de
reflexión es igual al ángulo de incidencia.

Una manera de hacer las colisiones más realistas, es introducir cierto grado

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

(a) Billar cuadrado (b) Billar de Sinai (c) Billar arbitrario

Figura 1.1: Distintas posibles mesas de billar

de inelasticidad. Esto es equivalente a que se pueda disipar enerǵıa con cada
colisión, que es lo que sucede en sistemas reales. Lo que nos proponemos
estudiar en este trabajo es el comportamiento de un billar en un triángulo
equilátero con colisiones inelásticas.

Cuando hablemos de colisiones inelásticas nos estaremos restringiendo al
caso en que el ángulo de incidencia η y el ángulo de reflexión ϕ satisfacen la
siguiente relación:

ϕ = λη, (1.1)

donde λ es el parámetro de inelasticidad y satisface 0 ≤ λ ≤ 1.
La frontera se piensa como una curva parametrizada y por lo tanto se

puede identificar cualquier punto sobre ella mediante la longitud de arco.
A continuación, se explican y dan ejemplos de las trayectorias que siguen

las part́ıculas en estos sistemas, tanto para el caso elástico, como el inelástico.

El ćırculo

Consideremos lo que ocurre en una mesa circular.
Para colisiones elásticas las órbitas son periódicas o cuasi-periódicas. En

ambos casos, el ángulo de incidencia de la part́ıcula con la frontera del ćırculo
es invariante debido a la simetŕıa rotacional del sistema. La condición para
que la órbita de la part́ıcula sea periódica es que el ángulo de rotación θ de
cada segmento de la trayectoria sea conmensurable con π, es decir,

θ

π
=
p

q
, (1.2)

donde p y q son enteros.
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En caso que el ángulo de rotación sea inconmensurable con π, la trayec-
toria será cuasi-periódica.

En la figura 1.2 se ve como todos los segmentos de la trayectoria son
tangentes en algún punto a un ćırculo concéntrico. Si hacemos una analoǵıa
con la óptica, se forma una cáustica circular dentro de la mesa de billar.

Si la trayectoria está sobre un diámetro del circulo, la part́ıcula perma-
necerá sobre éste, por lo que cualquier diámetro es una trayectoria fija.

Figura 1.2: Billar elástico en el ćırculo. El color claro en las ĺıneas representa
tiempos más avanzados.

Para el caso inelástico, el ángulo de incidencia no permanece constante,
sino disminuye conforme avanza la dinámica. Disminuye por un factor de λ
con cada colisión. Por lo tanto, después de cada colisión, los segmentos de
las trayectorias se acercan cada vez más al centro del ćırculo. Esto ocasione
que conforme t → ∞, los segmentos de la trayectoria se aproximan a algún
diámetro.

La figura 1.3 muestra este comportamiento.
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Figura 1.3: Billar inelástico en el ćırculo. El color claro en las ĺıneas representa
tiempos más avanzados.

El triángulo equilatero

El triángulo equilátero es un caso especial por ser el poĺıgono regular con
el menor número de lados que se puede construir. Aunque se podŕıa pensar
que por esto mismo la dinámica del billar triangular es muy sencilla, no es el
caso.

Dada una condición inicial: un punto dentro de la mesa y una velocidad
inicial, conforme t → ∞, la trayectoria es densa en el mesa. Sin embargo,
para cada velocidad inicial, sólo hay tres posibles ángulos de reflexión.

La figura 1.4 muestra una trayectoria en el triángulo para el caso elástico.

Otros poĺıgonos

En poĺıgonos con un mayor número de lados, el comportamiento se vuelve
más variado. Al tener poĺıgonos con lados paralelos, aparecen otro tipo de
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Figura 1.4: Trayectorias dentro del triángulo. El color claro en las ĺıneas
representa tiempos más avanzados.

trayectorias.

La figura 1.5 muestra las trayectorias para el caso elástico en el hexágono.

Cuando el poĺıgono tiene lados opuestos paralelos, existen órbitas pe-
riódicas de equilibrio donde la part́ıcula rebota entre los dos lados. Cuando
se introducen colisiones inelásticas, habrá trayectorias que irán decayendo a
estas órbitas. Esto sucede porque el ángulo se vuelve cada más pequeño con
cada colisión. La figura 1.6 muestra la convergencia a una órbita de periodo
2.

1.2. Motivación

Una motivación f́ısica de estudiar los sistemas tipo billar, es la rique-
za dinámica que presentan. En ellos se puede estudiar dinámica caótica y
también sirven pare ilustrar ciertos aspectos de la mecánica estad́ıstica.
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Figura 1.5: Trayectorias dentro del haxágono. El color claro en las ĺıneas
representa tiempos más avanzados.

Figura 1.6: Convergencia a una órbita de periodo 2 en el rectángulo. El color
claro en las linear representa tiempos más avanzados.
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1.2.1. Estudio de part́ıculas interactuantes como mo-
tivación f́ısica

Los billares son útiles para modelar la interacción de part́ıculas bajo mo-
delos de interacción de núcleo duro y hay varias maneras en que se puede
hacer esto.

Una es colocando discos en vez de part́ıculas en la mesa de billar y con-
siderarlos como fronteras que se mueven. En este caso, se puede seguir la
trayectoria de uno de los discos, o la de una part́ıcula puntual que interactúa
con ellos y la frontera.

El gas de Lorentz modela el comportamiento de un electrón dentro de
un conductor como un billar. La mesa consta de obstáculos ordenados de
manera periódica y representa el orden cristalino de un metal. El electrón se
toma como una part́ıcula puntual que colisiona con estos.

1.2.2. Estudio de sistemas caóticos como motivación
f́ısica

Una de las principales motivaciones f́ısicas de estudiar billares es que, aún
siendo sistemas conceptualmente sencillos, llegan a presentar comportamien-
to caótico [5]. Es sorprendente que basta con mesas muy sencillas para que
se observe este comportamiento. El estadio de Bunimovich, presentado en la
figura 1.7, es una de estas mesas sencillas en la cual, debido a las secciones
de la frontera con curvatura, trayectorias que comienzan siendo paralelas se
dispersan.

La virtud de estos sistemas es que se puede ligar el origen del compor-
tamiento caótico con conceptos geométricos cercanos a la f́ısica. La manera
en que se dispersan las part́ıculas que viajan en lineas paralelas es similar a
cómo se dispersan haces de luz paralelos en un espejo con curvatura.

¿Qué es el caos?

Una primera definición, tanto histórica como conceptual, se puede tomar
del art́ıculo famoso de Lorenz de 1968 [13] cuyo titulo en ingles es “Determi-
nistic nonperiodic flow” que se traduce a flujo determinista aperiódico.
Esta frase describe un aspecto importante de lo que se entiende por caos.
En el art́ıculo, Lorenz describe cómo un sistema de ecuaciones determins-
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Figura 1.7: Estadio de Bunimovich

tas resultan en una dinámica aparentemente impredecible a la cual se le ha
etiquetado caótica.

El autor de [20] describe de manera informal el caos como una dinámica
que presenta las siguientes caracteŕısticas :

Comportamiento aperiodico a largo plazo: Hay trayectorias que
no convergen a puntos fijos, órbitas periódicas o cuasi-periódicas cuando
t→∞, pero están acotadas.

Sensibilidad a condiciones iniciales: Trayectorias que inicialmente
son cercanas se separan rápidamente (normalmente, se pide una tasa
de separación exponencial).

Posteriormente, en el caṕıtulo 2 se dará una definición formal de un sis-
tema caótico.

El estudio del caos, consiste en caracterizar a los sistemas que presentan
las condiciones antes mencionadas.

Una manera de caracterizar la sensibilidad a condiciones iniciales, es por
medio de los exponentes de Lyapunov.

Los exponentes de Lyapunov son números que se le asocian a una trayec-
toria y cuantifican qué tan rápido se separan las trayectorias que comenzaron
con condiciones iniciales cercanas. Es decir, cuantifican de cierta manera la
sensibilidad del sistema a cambios pequeños en las condiciones iniciales. Por
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si solos, los exponentes de Lyapunov no son suficientes para determinar si un
sistema es caótico śı pero es necesario que exista por lo menos un exponente
positivo para que lo sea.

La manera en la que se calculan estos exponentes, no siempre es sencilla y
se dedica gran parte de la tesis a explicar como se pueden calcular en billares.
También se dará una definición más precisa en el caṕıtulo 2.

Otras motivaciones

Un problema interesante que también sirve de motivación, en especial pa-
ra los billares poligonales, son las preguntas de iluminación que planteó Ernst
Straus en los 50’s.

Dado un cuarto de forma arbitraria con paredes especulares: ¿Se puede
iluminar el cuarto completo con una fuente de iluminación colocada en cual-
quier punto? y ¿Dada una región, existe al menos un punto desde el cual se
pueda iluminar toda la región?

Roger Penrose dio un ejemplo para una región en su mayor parte eĺıpti-
ca [6], en la que la respuesta a estas preguntas son negativas. Para mesas
poligonales la primera pregunta fue contestada de manera negativa por G.
Tokarsky en 1995 en [21]. La segunda pregunta permanece sin respuesta. La
respuesta de Tokarsky contempla que el problema se puede reducir a uno
billar en el que se busca una mesa en la que exista algún punto en su interior
desde el cual no hay trayectoria alguna que pueda llegar a cualquier otro
punto de la región.

Otra posible motivación del estudio de los billares es que algunos sistemas
de part́ıculas en interacción se pueden reducir a billares. Por ejemplo en [5],
los autores muestran que un sistema de dos part́ıculas confinadas a una región
unidimensional que pueden colisionar entre śı se reduce a un billar de una
part́ıcula en el triángulo rectángulo.

Finalmente, uno de los objetivos de la tesis es poner en evidencia que los
billares son suficientemente interesantes y merecen ser estudiados por śı solos.

1.3. Plan de la tesis

El objetivo de la tesis es utilizar el método presentado en [7] para calcular
numéricamente los exponentes de Lyapunov para un modelo tipo billar con
colisiones inelásticas dentro del triángulo equilátero.
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Para poder hacer esto de manera clara, la tesis se separa en dos partes.
En la primera parte se formalizarán los conceptos necesarios para el desa-
rrollo del problema. Estos incluyen, los exponentes de Lyapunov, el espacio
fase con el que se estará trabajando, el espacio de colisiones del billar y las
colisiones inelásticas. También se explicará a detalle el método del cálculo de
los exponentes de Lyapunov en billares para el caso elástico.

En la segunda parte de la tesis se extenderá el método de los exponentes
para poder abarcar las colisiones inelásticas, y se presentarán los resultados
obtenidos. Estos resultados incluyen los exponentes de Lyapunov para el
billar triangular y la dimensión de Lyapunov del atractor de la dinámica.



Parte I

Antecedentes
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Caṕıtulo 2

Sistemas dinámicos

En este caṕıtulo, se hablara de sistemas dinámicos. Servirá para introdu-
cir los conceptos que se usarán a lo largo de la tesis. Se hablará de sistemas
dinámicos en tiempos continuos y también de iteraciones de mapeos para
tiempos discretos, pues se verá que los billares son sistemas en los que inter-
vienen tanto mapeos iterados, como dinámica en tiempo continuo.

También se hablará un poco de sistemas disipativos, ya que al utilizar
colisiones inelásticas se introduce un mecanismo de disipación al sistema.

2.1. Conceptos y definición de un sistema dinámi-

co

Empezaremos dando un ejemplo de un sistema dinámico de la mecáni-
ca para asentar los conceptos. Posteriormente se dará una definición de un
sistema dinámico.

Pensemos en un sistema mecánico que se utiliza frecuentemente como
ejemplo, una masa sujeta a un resorte: El oscilador armónico. Se conoce la
fuerza que actúa sobre la masa, está dada por la ley de Hooke. También
se conoce cómo esa fuerza causa un una aceleración. Por lo tanto se puede
deducir cómo se mueve la masa conforme transcurre el tiempo.

El estado en el que se encuentra el sistema está dado por su posición
y su velocidad instantánea. La evolución del estado del sistema está dada
por las leyes f́ısicas que son relevantes al problema y por el tiempo que ha
transcurrido.

13
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El estado x(t) en el que se encuentra el sistema se puede encontrar resol-
viendo una ecuación diferencial que indica como evoluciona el sistema en el
tiempo:

ẋ = v(x), (2.1)

donde v es un campo vectorial suave. Para determinar el estado del oscilador
armónico, es necesario conocer la posición de la masa y su velocidad. Su
espacio fase esta formado por todos los posibles estados del sistema. Se puede
expresar como un vector (r, ṙ), donde r = (r1, r2, r3) el vector que representa
la posición de la masa y ṙ = (v1, v2, v3) representa la velocidad. Para el caso
del oscilador armónico unidimensional la ecuación (2.1) se reduce a

ẏ = (y2,−ky1), (2.2)

donde k es la constante elástica del resorte y el vector y = (y1, y2) = (x, ẋ),
en este caso x es la posición de la masa.

En un sistema dinámico general, para cualquier estado x del sistema, el
campo v da un vector de “velocidad” que indica cómo evoluciona. Para los
sistemas f́ısicos, el conjunto de todos los estados posibles forma lo que se
conoce como el espacio fase del sistema. Este espacio fase esta compuesto
por las posiciones y velocidades que puede tener la masa. Las leyes f́ısicas
que rigen el comportamiento del sistema determinan el campo v.

Se puede generalizar el concepto de un sistema mecánico al de un sistema
dinámico en general. Para hacer esto se necesita un espacio X al que se
llamará el espacio fase del sistema. Para los sistemas f́ısicos, el espacio fase
es el conjunto de posibles estados del sistema. También se necesita un dominio
temporal T que en un sistema f́ısico representa los tiempos para los cuales
esta definido el sistema. Los sistemas dinámicos en tiempo continuo tienen
T = R, para los sistemas en tiempo discreto T = Z. De esta manera, se
puede definir un sistema dinámico (??):

Definición 1. Un sistema dinámico sobre el espacio X es una función dife-
renciable φ : T ×X → X donde φ(t, x) = φt(x), con t ∈ T , x ∈ X satisface,

φ0 : X → X es la identidad. φ0(x) = x.

φt ◦ φs = φt+s para todo t, s ∈ T .

T es R o Z para sistemas continuos o discretos, respectivamente.
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Las función φt se puede pensar como el operador de evolución temporal
del sistema y a la familia de operadores {φt}t∈T se le conoce como un flujo.
Con frecuencia se utiliza la siguiente notación,

x(t) = φtx0 (2.3)

para describir el comportamiento en el tiempo del sistema para la condición
inicial x0.

Este operador temporal no siempre se conoce expĺıcitamente, y frecuente-
mente se requieren aproximaciones numéricas para determinar las soluciones
del sistema.

Cuando el dominio temporal es R, se dice que se tiene un sistema dinámico
en tiempo continuo. Sin embargo, el conjunto T puede también ser discreto,
se puede tener T = Z y en este caso la evolución temporal del sistema se
reduce a la iteración de un mapeo. Si se tiene T = Z y se define M = φ1, por
las propiedades de φ tenemos que:

φ2x = M(M(x)). (2.4)

De esta manera, la dinámica que sigue un punto inicial x0 esta dada por la
iteración del mapeo M. La n-ésima iteración se denotará como Mn(x0).

2.1.1. El espacio fase y el espacio de configuraciones

En los sistemas mecánicos frecuentemente se hace la distinción entre el
espacio fase del sistema y el espacio al que se le llama espacio de configura-
ciones. El espacio de configuraciones es un subespacio del espacio fase que
consta únicamente de las variables de posición del sistema.

2.1.2. Conjuntos invariantes

En el estudio de sistemas dinámicos frecuentemente aparecen subconjun-
tos del espacio fase que son importantes para entender el comportamiento del
sistema. Para clasificar estos conjuntos, resulta útil identificar los conjuntos
que no cambian al aplicarles la acción del sistema dinámico. A estos conjuntos
se les llama conjuntos invariantes y se definen de la siguiente manera.

Definición 2. Un conjunto invariante de un sistema dinámico φ : T ×X →
X, es un subconjunto S ⊂ X tal que si x ∈ S, entonces φtx0 ∈ S para todo
t ∈ T
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Para nuestros propósitos los conjuntos invariantes son importantes porque
en muchos sistemas aparecen este tipo de conjuntos hacia los que tienden
ciertas trayectorias conforme t→∞. A estos conjuntos se les llama conjuntos
atractores y se definen de la siguiente manera.

Definición 3. A un conjunto invariante cerrado S0 ⊂ X se le llama conjunto
atractor si existe alguna vecindad U de A tal que para todo t > 0 se tiene
que φt(U) ⊂ U y además,

⋂
t>0 φ

t(U) = S0.

Esta definición no nos dice gran cosa acerca de la estructura del conjunto.
Para capturar el comportamiento a largo plazo de los puntos que bajo φt

van a dar al conjunto atractor y poder distinguir si se tiene un conjunto
atractor que no está compuesto por otros dos subconjuntos de cierta manera
independientes, se define un atractor de la siguiente manera.

Definición 4. A un conjunto atractor S se le llama atractor si para cuales-
quiera conjuntos abiertos U, V ⊂ S existe algún t ∈ T tal que φt(U)∩V 6= ∅.

A esta propiedad se le llama transitividad topológica.

2.2. Un ejemplo

Para ejemplificar algunas de las ideas que se han planteado daremos como
ejemplo el péndulo simple.

La ecuación de movimiento del péndulo es

θ̈ +
g

l
sin(θ) = 0 (2.5)

donde l es la longitud del péndulo, g es la aceleración debida a la gravedad
y θ es la coordenada angular del péndulo. Por lo tanto, θ ∈ [0, 2π].

El retrato del espacio fase se muestra en la figura 2.1. Las órbitas resul-
tantes son tres conjuntos separados por dos separatrices. Un conjunto corres-
ponde a las órbitas que surgen cuando el péndulo oscila entre dos puntos de
retorno. Estas órbitas son las elipses en el centro de la figura. Los otros dos
conjuntos corresponden al péndulo cuando tiene una rapidez angular mayor
y entonces se mueve en trayectorias circulares. Estas órbitas son las de la
parte superior e inferior de la figura. Lo único que cambia entre estos dos
conjuntos de órbitas es la dirección en la que dan la vuelta.
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Espacio fase del pendulo

Figura 2.1: Espacio fase del péndulo (tomando g
l

= 1).

Si se sigue el estado del péndulo en el tiempo cuando se mueve en las
trayectorias circulares, cuando el ángulo llega 2π pareceŕıa que el punto salta
de nuevo al inicio de la curva y repite su recorrido. Esto podŕıa parecer una
discontinuidad, hasta que se recuerda que la coordenada angular representa
la posición del péndulo sobre el ćırculo, es decir al pasar de 2π regresa al
cero. Entonces, la coordenada angular representa un punto del ćırculo S1.

Hablemos ahora de la velocidad angular. En principio, nada limita la
velocidad angular y puede tomar el valor que sea entre −∞ y ∞.

La consecuencia de esto es que el espacio fase aunque es 2-dimensional
no es un plano, sino un cilindro y está dado por el producto cartesiano del
circulo con la recta: S1 × R.

El enfoque geométrico que se le da a los sistemas dinámicos logra extraer
mucha información del comportamiento del sistema analizando la forma de
las trayectorias y conjuntos invariantes, especialmente de los atractores, pues
cuando existen dominan la dinámica en tiempos largos para algunas condi-
ciones iniciales.
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2.3. Sistemas disipativos

La mayoŕıa de los sistemas reales tienen mecanismos de disipación me-
diante los cuales pierden enerǵıa. Cuando se estudian como sistemas dinámi-
cos, el efecto de la disipación es la contracción del volumen en el espacio
fase, a diferencia de sistemas hamiltonianos en donde se cumple el teorema
de Liouville [12]. El enunciado del teorema como se presenta en [1] se da a
continuación.

Teorema de Liouville. Para cualquier sistema dinámico determinado por
φ : R × X → X, que admite una función hamiltoniana, dado cualquier
subconjunto V ∈ X, el flujo φt preserva su volumen. Es decir:

Vol(V ) = Vol(φt(V )), (2.6)

para todo t ∈ T .

En esta tesis, se les llamara sistemas disipativos a los sistemas dinámicos
cuyos flujos no preserven el volumen en el espacio fase.

En general para un sistema dinámico continuo se puede elegir una super-
ficie cerrada en el espacio fase con volumen V . Utilizando el teorema de la
divergencia, se puede demostrar, como se hace en [20], que

V̇ =

∫
V

∇ · f dV. (2.7)

El sistema es disipativo cuando esta cantidad es distinta de cero.
Para mapeos diferenciables discretos se tiene que

xi+1 = M(xi), (2.8)

con M : X → X diferenciable y X ⊂ Rn. Un resultado del cálculo vectorial
es que, localmente, la acción del mapeo M sobre un punto del espacio, es
equivalente a hacer la transformación lineal dada por DM(x). Es decir, si se
toma un punto y cercano a x, el mapeo se puede aproximar de la siguiente
manera,

y′ = M(y)

' DM(x) · y. (2.9)
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De esta manera, el factor de contracción del area del espacio fase, debido al
mapeo está dado por el determinante Det(DM(x)).

Entonces un mapeo se dice que es disipativo si,

Det(DM(x)) 6= 1. (2.10)

En algunos casos, la introducción de mecanismos de contracción a un sis-
tema no-lineal hace que se presenten atractores extraños. Éstos son conjuntos
atractores con estructura a escalas arbitrarias y caracteŕısticas fractales.

2.4. Caos en sistemas dinámicos

Para decir que un sistema dinámico es caótico, tiene que cumplir las
siguientes condiciones ([22]):

1. El sistema tiene que ser sensible a condiciones iniciales.

2. Tiene que existir un conjunto denso de órbitas periódicas.

3. El sistema tiene que ser topologicamente transitivo para algún subcon-
junto S ⊂ X del espacio fase.

Debido a que el propósito de esta tesis es el cálculo de exponentes de
Lyapunov, nos enfocaremos principalmente en la condición de sensibilidad a
condiciones iniciales.

2.5. Exponentes de Lyapunov

Para que se cumpla la condición de sensibilidad a condiciones iniciales,
normalmente se pide que puntos inicialmente cercanos se separen exponen-
cialmente rápido bajo la acción del flujo. Para un sistema dinámico con un
espacio fase n-dimensional, existen n direcciones principales en las que se
pueden separar dos trayectorias. Los exponentes de Lyapunov caracterizan
si trayectorias inicialmente cercanas convergen o divergen a lo largo de esas
direcciones principales.

Una definción cualitativa de los exponentes de Lyapunov es: El expo-
nente de Lyapunov en una dirección dada la tasa promedio de separación
exponencial de dos trayectorias arbitrariamente cercanas.

La definición de los exponentes de Lyapunov es la que sigue:
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Definición 5. Dado un sistema dinámico con espacio fase n-dimensional y
flujo φt.

Si se toma una condición inicial x0 y un punto y0 = x0 + δx0 en donde
el vector tangente δx0 es un desplazamiento infinitesimal.

Dada una condición inicial x0 y un vector tangente v de norma 1.
El exponente de Lyapunov asociado x0 y a la orientación de v está definido

como

λ(x0, δx0) = ĺım
t→∞

1

t
log ‖Dφt(x0) · v‖ (2.11)

El teorema multiplicativo de Oseledec (ver [8] y [15]) garantiza que para
casi todos los puntos (salvo un conjunto de medida 0) existe el ĺımite (2.11).
Además garantiza la existencia de n exponentes, donde n es la dimensiona-
lidad del espacio fase. Al conjunto de éstos n exponentes de Lyapunov se le
conoce como el espectro de Lyapunov. Como las direcciones caracteŕısticas de
cada exponente son linealmente independientes, se puede elegir un conjunto
ortogonal de vectores tangentes v para los cuales exista el ĺımite (2.11).

La definición 5 es una definición local en el sentido de que aplica sólo para
una trayectoria dada por xt = φtx0. Sin embargo, para sistemas ergódicos
la dependencia local desaparece y los exponentes de Lyapunov dan la tasa
promedio global de separación de las trayectorias. El vector tangente v se
aproxima con desplazamientos en el espacio fase δx0, y cuando esto es el
caso, se requiere que se tome un ĺımite adicional δx0 → 0. Al introducir el
factor 1/t en el ĺımite, el efecto es promediar el exponente a lo largo de la
trayectoria.

A continuación daremos un ejemplo que ayudará a aclarar el significado
de los exponentes.

Supongamos que dado un sistema dinámico tenemos dos condiciones ini-
ciales separadas por una distancia |δt| al tiempo t. Más aún, supongamos que
para este sistema dinámico se sabe que la separación de esas dos trayectorias
bajo la acción del flujo es exponencial:

|δt| ∼ |δ|eχt, (2.12)

donde δt es la separación de los puntos al tiempo t.
Entonces, la tasa de separación exponencial χ determina si las trayecto-

rias cercanas convergen o divergen conforme avanza la dinámica. Para χ < 0,
las trayectorias convergen y para χ > 0 las trayectorias divergen exponen-
cialmente con el tiempo.
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Despejando la ecuación y tomando el logaritmo se obtiene la siguiente
expresión para el exponente χ,

χ ∼ 1

t
log
|δt|
|δ|
, (2.13)

que claramente tiene un parecido con el ĺımite (2.11). La diferencia es que
en el ĺımite de la definición 5 aparece la derivada del flujo y aqúı aparece un
cociente de magnitudes de vectores.

2.5.1. Mapeos en tiempo discreto

Tomemos un mapeo diferenciable y unidimensional determinado por la
ecuación

xn+1 = f(xn), (2.14)

y tomemos dos puntos iniciales cercanos x0 y x0 + δx0.
Después de una iteración, la separación de los puntos está dada por

δx1 = f(x0 + δx0)− f(x0) = δx0

(
f(x0 + δx0)− f(x0)

δx0

)
. (2.15)

Para saber el factor por el cual se modificó la distancia de separación
después de aplicar el mapeo, simplemente hay que dividir por la separación
original, que da:

δx1

δx0

=
f(x0 + δx0)− f(x0)

δx0

. (2.16)

Como nos interesa ésta cantidad de separación como propiedad local del
punto inicial, si tomamos el ĺımite cuando δx0 → 0, se obtiene la derivada

de la función del mapeo
δx1

δx0

≈ f ′(x0) y a lo que se llama el exponente local

de Lyapunov ([19]) es:

χ = log |f ′(x0)|. (2.17)

Si ahora se busca el factor de expansión promedio debido a aplicar el
mapeo dos veces, se tendŕıa
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χ(2) =
1

2
log |f ′(x0)| · |f ′(x1)|

=
1

2
[log |f ′(x0)|+ log |f ′(x1)|] , (2.18)

El exponente de Lyapunov global está dado por:

λ = ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

log |f ′(xn)|. (2.19)

Para el caso de mapeos iterados aparace la suma del logaritmo pues la deri-
vada de aplicar el mapeo n veces es un producto de n derivadas.

Para mapeos en dimensiones más altas, el equivalente al exponente de
Lyapunov global es el máximo exponente de Lyapunov va a ser para casi
todo vector tangente inicial δx,

λ1 = ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

log
‖δxn‖
‖δxn−1‖

. (2.20)

2.5.2. Flujos continuos

Para flujos continuos, también se pueden expresar los exponentes de Lya-
punov pasando de la derivada del flujo a un cociente de magnitudes de vec-
tores

λ1(x0, δx0) = ĺım
t→∞

1

t
log
‖δxt‖
‖δx0‖

, (2.21)

donde δx0 es el desplazamiento inicial en alguna dirección arbitraria. Y se
requiere también que ‖δx0‖ → 0.

2.5.3. Interpretación de los exponentes

Los exponentes de Lyapunov están ı́ntimamente relacionados con la evo-
lución del volumen en el espacio fase. En realidad su significado es más pro-
fundo que la tasa exponencial a la que se separan las trayectorias. Se esta
hablando de vectores y mapeos tangentes.

Para ejemplificar el significado de los exponentes de Lyapunov, el siguiente
ejemplo presentado de manera similar por E. Ott [15] resulta útil.
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Figura 2.2: Transformación de una bola infinitesimal bajo la dinámica

Pensemos en una bola de radio infinitesimal ε centrada en el punto inicial
x0. Queremos analizar lo que ocurre con la bola de puntos iniciales conforme
avanza la dinámica. Si las direcciones caracteŕısticas de los exponentes de
Lyapunov son ortogonales, bajo la acción del flujo la frontera de la bola se
deforma en una elipsoide. La figura 2.2 muestra esta transformación.

2.6. La dimensión de Lyapunov (o de Kaplan–

Yorke)

En esta sección de dará la definición de la dimensión de Kaplan–Yorke,
que sirve para caracterizar los atractores que se presentan en sistemas caóti-
cos. La dimensión de Lyapunov puede ser un número no-entero por lo que
tiene parecido con las dimensiones fractales.

En un sistema dinámico en el que se presenta un atractor, si el exponente
de Lyapunov más grande de una trayectoria sobre el atractor es negativo
o cero, la dimensión del atractor es igual al número de exponentes que son
iguales a cero. Cada exponente igual a cero representa una dimensión en la
cual el espacio de estados no se colapsa cuando t→∞.

En un flujo continuo y caótico tiene que haber por lo menos una dirección
de contracción, a la cual le corresponde un exponente menor a cero además
de los exponentes positivos.

Supongamos que se tiene un sistema caótico en donde se presenta un
atractor.

La suma de los exponentes de Lyapunov representa la expansión del volu-
men conforme avanza la dinámica. Supongamos que la suma de los primeros
D exponentes (en orden descendiente) es igual a cero: λ1 +λ2 + · · ·+λD = 0,
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Figura 2.3: Esquema para calcular la dimensión de Lyapunov, DL.

con λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λD. Sin importar los valores que tengan los otros expo-
nentes se tiene un volumen D-dimensional en el espacio fase del sistema que
se va a preservar conforme avanza la dinámica.

En general no siempre se tienen D exponentes que sumen a cero, pero
si se toma la D más grande tal que λ1 + λ2 + · · · + λD ≥ 0, D representa
la mı́nima dimensión topológica que puede tener el sistema. La siguiente
dimensión (D + 1) ya presenta una contracción, por lo que (D + 1) es la
primera dimensión entera en la que el atractor puede existir. Esto implica que
la dimensión del atractor, DL satisface la siguiente relación: D < DL < D+1.

En un sistema dinámico arbitrario, si llamamos ξi =
∑i

1 λi a la suma de
los exponentes, ver la figura 2.3, podemos dar un método de interpolación
para calcular la “dimensionalidad”no-entera de un conjunto en donde la suma
de los exponentes daŕıa cero. En el caso del diagrama D = 5 y por lo tanto,
5 < DL < 6.

La dimensión de Lyapunov es el valor que tendŕıa i, si se interpola lineal-
mente para cuando ξi = 0.
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El valor de i cuando ξi = 0 se puede encontrar fácilmente con la pendiente
del segmento recto que conecta ξD con ξD+1. Si llamamos m a la pendiente
tenemos:

m = −|λD+1|
1

. (2.22)

Por otro lado si tomamos el punto donde el segmento cruza el eje i, se obtiene
la siguiente expresión para la pendiente,

m = − ξD
DL −D

. (2.23)

Igualando las dos expresiones obtenemos una expresión para DL:

DL = D +
ξD
|λD+1|

= D +
1

|λD+1|

D∑
j=1

λj. (2.24)

Por lo tanto, la dimensión de Lyapunov se define como:

DL = D +
1

|λD+1|

D∑
j=1

λj. (2.25)

.
La dimensión de Lyapunov es una cota superior de la dimensión de in-

formación y se ha demostrado que para mapeos 2-dimensionales es igual a
la dimension de información [11]. Para un sistema caótico 2-dimensional (i.e.
un mapeo discreto caótico), la ecuación 2.25 se reduce a

DL = 1 +
λ1

|λ2|
(2.26)
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Caṕıtulo 3

Billares

En este caṕıtulo se analizarán los sistemas que constan de una part́ıcu-
la en una mesa de billar. Se hará para colisiones elásticas e inelásticas. La
regla de colisión inelástica introduce un mecanismo de disipación al siste-
ma.Nuestra regla inelástica modifica el ángulo de reflexión, haciéndolo menor
que el ángulo de incidencia.

Se abordarán los billares desde distintas perspectivas, desde la mecánica
hasta los mapeos iterados, resaltando los resultados importantes que serán
de utilidad en lo que resta de esta tesis. Se definirá lo que es el mapeo del
billar y se obtendrán expresiones explicitas para su derivada.

3.1. Billares elásticos

Los billares con colisiones elásticas en la frontera son sistemas Hamilto-
nianos donde se preserva la medida de Liouville en el espacio fase [10].

El hecho de que varios modelos de particulas interactuantes se puedan
representar como billares tal como el billar de Sinai, o el que presentan T.
Gilbert y D. Sanders en [9], hace que el estudio de sistemas tipo billar sea
importante más allá del estudio de sistemas caóticos por śı solos o de la teoŕıa
ergódica en un sentido abstracto. Además los sistemas de esferas duras (que
se pueden reducir a billares) siguen siendo de los pocos sistemas en los cuales
se puede demostrar que se cumple la hipótesis ergódica de Boltzmann (ver
[18]).

27
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3.1.1. Regla de colisión elástica

En los billares más sencillos se consideran colisiones elásticas de una
part́ıcula (puntual) con la pared. Las únicas fuerzas involucradas en la colisión
son las fuerzas normales de contacto. Si además la pared es completamente
ŕıgida, la interacción es instantánea y se vuelve necesario pensar en la fuerza
como una delta de Dirac en el tiempo.

En el desarrollo que sigue, nos basamos en la exposición escrita de billares
de D. Sanders [?].

La ecuación de movimiento de la part́ıcula es:

mẍ = F(t), (3.1)

donde la fuerza se puede escribir como F(t) = Fδ(t− τc), con τc el tiempo de
colisión. Dado que no hay fricción, F es normal a la superficie. Al integrar
obtenemos

∆p = F

∫ τc+ε

τc−ε
δ(t− τc) dt

m(vf − vi) = F, (3.2)

donde ∆p es el impulso, y los vectores, vi y vf , son la velocidad antes y
después de la colisión respectivamente.

Este resultado junto con el hecho de que la fuerza actúa únicamente en la
dirección normal, indican que el único cambio en la velocidad es en la direc-
ción normal a la superficie. Expresando el vector de velocidad mediante sus
componentes normal y paralela a la superficie, v = v⊥ + v‖ respectivamente
(donde v⊥ = (v · n̂)n̂)se llega a

vi‖ = vf‖ , (3.3)

donde vi‖ es la componente paralela a la superficie antes de la colisión y vf‖
es la misma componente después de la colisión.

La resta indicada en la ecuación (3.2) se puede expresar en términos de
las componentes normales:

mvf⊥ −mvi⊥ = F

mvf⊥ = mvi⊥ + F. (3.4)
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Para encontrar la regla de colisión especular hay que utilizar el hecho de que
la colisión es elástica (i.e. 1

2
(vf )2 = 1

2
(vi)2).

La conservación de la enerǵıa se puede reducir a la expresión:

‖vf‖ = ‖vi‖, (3.5)

y dado que sabemos que las componentes paralelas son iguales tenemos

‖vf⊥‖ = ‖vi⊥‖. (3.6)

Sabemos que la fuerza no es nula y por lo tanto,

vf⊥ = −vi⊥. (3.7)

Intuitivamente este resultado tiene mucho sentido. Para que exista la
colisión, la velocidad de la part́ıcula necesita estar dirigida hacia la frontera
de la mesa (que la componente perpendicular sea en dirección de la frontera)
y en el impacto necesita “rebotar” de la pared en la dirección opuesta.

Sustituyendo la ecuación (3.7) en la expresión v = v⊥+v‖ y simplificando,
se obtiene la regla de transformación de la velocidad:

vf = vi − 2vi⊥

= vi − 2(vi · n̂)n̂. (3.8)

3.2. Secciones de Poincaré y el mapeo del bi-

llar

Dado un billar en una mesa de dos dimensiones, le corresponde un es-
pacio fase de cuatro dimensiones. Una manera de simplificar el estudio del
sistema es reduciendo la dimensionalidad del espacio por medio de secciones
de Poincaré.

Esto consiste en estudiar un subespacio del espacio fase. La manera más
sencilla de hacer esto es tomando un plano del espacio fase que sea transversal
a las trayectorias y estudiando las intersecciones de las trayectorias con el
plano. Esto reduce el flujo des sistema en el espacio fase completo a un
mapeo discreto en el plano.

La elección del subespacio que se utiliza depende del sistema que se
esté estudiando. Para el caso de los billares, cuya dinámica dentro de la
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región es rectiĺınea y uniforme, la parte interesante de la dinámica es lo que
ocurre en las colisiones.

La manera en la que ocurre la colisión queda completamente determinada
si se especifica el punto en la frontera donde ocurrió y el ángulo de reflexión.
Por esto, una sección de Poincaré natural es la obtenida con el conjunto

Π = ∂Q×
[
−π

2
,
π

2

]
, (3.9)

donde ∂Q es la frontera de la mesa. Cualquier punto sobre la frontera de la
mesa queda determinado por la longitud de arco, pues se piensa en la frontera
como una curva parametrizada. El intervalo

[
−π

2
, π

2

]
representa los posibles

ángulos de reflexión después de la colisión.
Este espacio también es conocido en la literatura como el espacio de co-

lisiones (ver [5]) pues representa el estado del sistema en los momentos de
colisión.

Definición 6. Dado un billar con espacio fase X. Se le llama espacio de
colisiones a la sección de Poincaré Π ⊂ X, donde Π = ∂Q× [−π

2
, π

2
].

3.2.1. El mapeo del billar

Al utilizar la secciones de Poincaré se reduce la dinámica del billar a
un mapeo que lleva un punto (s, θ) del espacio de colisiones a la pareja
coordenada (s′, θ′) que corresponde a la siguiente colisión.

Llamemos T al mapeo. Éste está definido de la siguiente manera:

T : Π→ Π. (3.10)

dado por:

T (s, θ) = (s′, θ′). (3.11)

El mapeo T depende tanto de la regla de colisión como de la frontera del
billar, por lo que puede variar mucho de sistema a sistema.

La forma de la mesa es de suma importancia, pues determina la distancia
que tendrá que viajar la part́ıcula antes de llegar al siguiente punto de colisión
y a qué parte de la mesa se va a llegar.

En general no se puede reconstruir el mapeo T expĺıcitamente. Sin em-
bargo śı se puede obtener una expresión para la derivada.
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Derivada del mapeo

A continuación se obtendrá la derivada del mapeo para un billar. Para
hacer esto, es conveniente representar el flujo en términos de coordenadas en
el espacio cartesiano. En esta sección estaremos siguiendo a [5].

Denotemos por (x̄, ȳ) un punto de colisión (ver la figura 3.1), por t̂ al
vector tangente a la frontera en el punto de colisión y por γ al ángulo entre t̂
y el eje x. También denotaremos por ψ al ángulo entre v, la velocidad después
de la colisión, y t̂. ϕ es el ángulo formado por la velocidad y el vector normal
a la frontera en (x̄, ȳ):

ψ = π/2− ϕ. (3.12)

Con esta notación podemos expresar a t̂ como t̂ = (cos γ, sin γ). Tomando
diferenciales del punto de colisión sobre la frontera de la mesa obtenemos

dx̄ = cos γ ds,

dȳ = sin γ ds,

dγ = −κ ds, (3.13)

donde κ es la curvatura de la frontera en el punto (x̄, ȳ) y se toma con signo
negativo por convención.

También denotaremos al ángulo entre v y el eje x por ω. El vector v lo
podemos expresar ahora como v = (cosω, sinω). En la figura 3.1 se puede
ver que ω = γ + ψ.

Además de las diferenciales (3.13) también tenemos la diferencial de ω,

dω = −κ ds+ dψ. (3.14)

Lo que buscamos es la derivada del mapeo del billar. Si en el espacio de
colisiones tomamos dos puntos de colisión consecutivos queremos ver qué le
sucede al segundo punto cuando se vaŕıa infinitesimalmente el primero.

Denotemos por P = (s, ϕ) al primer punto de colisión. En el espacio car-
tesiano tiene coordenadas (x̄, ȳ) y la velocidad de la part́ıcula en el momento
de la colisión es v = (cosω, sinω). Denotemos al segundo punto de colisión
como P1 = T (P). En el espacio de colisiones lo podemos expresar como
P1 = (s1, ϕ1).

Las diferencias entre las coordenadas de los puntos de colisión están dadas
por

x̄− x̄1 = t cosω

ȳ − ȳ1 = t sinω, (3.15)
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Figura 3.1: Coordenadas en la colisión.

donde t es el tiempo transcurrido entre las colisiones. Se está tomando v
como unitario. Estas ecuaciones son más claras si se observa la figura 3.2.

También se puede ver en la figura 3.2 que

ω = γ + ψ = γ1 − ψ1. (3.16)

Diferenciando las últimas expresiones se obtiene que dω es

dω = −κ ds+ dψ = −κ1 ds1 − dψ1. (3.17)

Diferenciando 3.15 obtenemos que

cos γ1ds1 − cos γ ds = cosω dt− t sinω dω

sin γ1ds1 − sin γ ds = sinω dt+ t cosω dω. (3.18)

Ahora podemos multiplicar la primera ecuación de (3.18) por sinω y la
segunda por cosω. Las restamos para eliminar dt,

sinω(cos γ1ds1 − cos γ ds)− cosω(sin γ1ds1 − sin γ ds)

= sinω(cosω dt− t sinω dω)− cosω(sinω dt+ t cosω dω). (3.19)



3.2. SECCIONES DE POINCARÉ Y EL MAPEO DEL BILLAR 33

Figura 3.2: Esquema de los puntos de colisión consecutivos.

y obtenemos,

sinω(cos γ1ds1 − cos γ ds)− cosω(sin γ1ds1 − sin γ ds)

= −t sin2 ω dω − t cos2 ω dω. (3.20)

Los productos de las funciones trigonométricas de γ y dγ se pueden reducir
a senos del ángulo ψ utilizando identidades trigonométricas. Haciendo estas
operaciones llegamos a:

sinψ1 ds1 + sinψ ds = t dω, (3.21)

que también es,

cosϕ1 ds1 + cosϕds = t dω. (3.22)

Si tomamos en cuenta que dϕ = −dψ, despejamos el primer término de
(3.22) y los sustituimos en (3.14) obtenemos,

cosϕ1dr1 = −κtdr − cosϕdr − tdϕ

dr1 =
−1

cosϕ1

[(κt+ cosϕ)dr + tdϕ] . (3.23)
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Para obtener una expresión similar para dϕ hay que utilizar el hecho que
dr1 = −(dω+dψ1)/κ. Esto se obtiene de la expresión para dω. Despejando el
primer término como ya se hizo previamente y sustituyendo las expresiones
tanto para dr1 como para dω tenemos:

− cosϕ1[dω − dϕ1]/κ1 = tdω − cosϕdr

− cosϕ1dϕ1 = (κκ1t+ κ cosϕ1 + κ1 cosϕ)dr + (κ1t+ cosϕ1)dϕ
(3.24)

de donde se obtiene la expresión para dϕ1:

dϕ1 =
−1

cosϕ1

[(κκ1t+ κ cosϕ1 + κ1 cosϕ)dr + (κ1t+ cosϕ1)dϕ] . (3.25)

De las ecuaciones (3.23) y (3.25) ya es posible obtener una expresión
matricial para la derivada del mapeo T , que es

DpT =
−1

cosϕ1

(
κt+ cosϕ t

κκ1t+ κ cosϕ1 + κ1 cosϕ κt+ cosϕ1

)
. (3.26)

Los billares que se estudian en esta tesis son poligonales y por lo tanto la
curvatura es cero en todos los puntos de la frontera (κ = κ1 = 0), por lo que
la derivada del mapeo se simplifica aún más: a la matriz triangular superior,

DpT =
−1

cosϕ1

(
cosϕ t

0 cosϕ1

)
. (3.27)

La expresión es algo extraña porque aparecen tanto el ángulo de la colisión
anterior como el de la colisión actual, aśı como el tiempo entre las colisiones.
El tiempo y los ángulos están determinados por la forma de la frontera de la
mesa.

3.3. Billares disipativos (inelásticos)

La regla de reflexión especular es una consecuencia de la conservación de
la enerǵıa, de que se conserva la componente de p tangencial a la frontera y
que la frontera del billar se considera infinitamente ŕıgida y masiva.

Si estas suposiciones cambian o se introduce un mecanismo de disipación
de enerǵıa, o incluso otro tipo de fuerza de interacción de la part́ıcula con la
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Figura 3.3: Regla de colisión inelástica de contracción del ángulo.

frontera, el ángulo de incidencia y el ángulo de reflexión no tienen por qué ser
iguales.

Motivados por el hecho de que las colisiones no tienen que ser elásticas y
que esta inelasticidad se puede deber a interacciones f́ısicas entre la part́ıcula
y la frontera de la mesa, nos adentramos en el estudio de los billares inelásti-
cos.

La regla de colisión inelástica con la que estamos trabajando ha sido
utilizada en diversos estudios ([2], [14]).

La regla de colisión consiste en disminuir el ángulo de reflexión, que lla-
maremos ϕ, por un factor λ tal que 0 ≤ λ ≤ 1:

ϕ = λη, (3.28)

donde η es el ángulo de incidencia (η = π
2
− ψ).

La figura 3.3 muestra cómo se contrae el ángulo de reflexión. Es claro que
en el caso λ = 1 se recupera la colisión elástica.

3.3.1. Mapeo slap

El mapeo slap es el caso ĺımite cuando λ = 0 del mapeo presentado
anteriormente. En este caso el ángulo de reflexión siempre es cero, la velocidad
después de la colisión es normal a la frontera.

El mapeo del billar en este caso se reduce a un mapeo unidimensional
definido sobre la frontera de la mesa, pues se pierde toda la dependencia en
el ángulo de incidencia.
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Debido a esta simplificación es fácil encontrar expĺıcitamente el mapeo.
Para el caso de un triángulo equilátero, cuyos lados tienen longitud 1, la
expresión del mapeo como función de la longitud de arco s es,

T (s) = −2s+ 3 (mod 3). (3.29)

Queda más claro si se expresa como una función compuesta de la forma,

T (s) =

{
−2s+ 3, 0 < s ≤ 3/2
−2s+ 6, 3/2 < s ≤ 3

. (3.30)

Es interesante el hecho de que con la regla de colisión inelástica se recupe-
ren el mapeo slap (λ = 0) y el billar elástico (λ = 1). Pues corresponden a un
mapeo unidimensional y bidimensional respectivamente. Como se verá más
adelante, para 0 < λ < 1, la dinámica converge a un atractor extraño con
dimensión fractal entre uno y dos.

3.3.2. Derivada del mapeo inelástico

Para encontrar la derivada del mapeo correspondiente al billar inelástico
y expresarla como en la ecuación (3.27) hay que hacer un análisis similar al
que se hizo para el caso elástico. Hay que tener más cuidado con los ángulos
ϕ, ϕ1, ψ y ψ1. Mientras en el caso elástico se puede abusar un poco de
la notación denotar al ángulo de reflexión con el mismo śımbolo que el de
incidencia, para las colisiones inelásticas, como no son iguales, hay que tener
cuidado con las relaciones entre todos los angulos involucrados.

Para hacer el análisis hay que renombrar los ángulos y precisar cuáles
son. Se van a tomar, como se hizo anteriormente, dos colisiones sucesivas. El
ángulo de incidencia con respecto a la normal se va a denotar por η, el ángulo
razante de incidencia (entre la trayectoria incidente y la frontera) será σ. El
ángulo de reflexión con respecto a la normal será ϕ y el ángulo razante de
reflexión con respecto a la frontera por ψ.

Los ángulos en la segunda colisión se distinguirán por el sub́ındice 1 como
se hizo anteriormente.

La figura 3.4 muestra el diagrama equivalente a la figura 3.2 para el caso
inelástico.

La identidad importante que cambia en el caso inelástico es la expresión
para ω (3.16),para el caso inelástico se tiene,

ω = γ + ψ = γ1 − σ1. (3.31)
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Figura 3.4: Esquema de las colisiones para un caso general (inelástico).
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Por lo tanto, la diferencial de ω es,

dω = −κds+ dψ = −κ1ds1 − dσ1. (3.32)

.
Sustituyendo los ángulos adecuados en las otras expresiones, obtenemos

que la ecuación equivalente a (3.22) ya no está dada en términos de ϕ1, sino
de η1 debido a que los ángulos η y ϕ ya no son iguales. La ecuación que se
obtiene es:

cos η1ds1 + cosϕds = tdω. (3.33)

Hay que proceder de manera análoga al caso elástico para obtener las
expresiones de ds1 y dϕ1.

Para encontrar ds1, partimos de

cos η1ds1 = tdω − cosϕds. (3.34)

Sustituyendo dω por (−κds− dϕ) y despejando ds1, obtenemos

ds1 =
−1

cos η1

[(κt+ cosϕ)ds+ tdϕ] . (3.35)

Para encontrar la expresión correspondiente para dϕ1, se parte de la mis-
ma ecuación, pero se sustituye ds1 por su expresión dada en términos de dω
y dσ (tomando en cuenta que dω = −κ1ds1 − dσ1). La expresión resultante
es

cos η1
dω + dσ1

−κ1

= tdω − cosϕds. (3.36)

Sustituyendo dω nuevamente del lado derecho y recolectando términos obte-
nemos la expresión final para dσ1,

dσ1 =
1

cos η1

{[κ1κt+ κ1 cosϕ+ κ cos η1] ds [cos η1 + κ1t] dϕ} . (3.37)

Hasta el momento, todo el desarrollo ha sido general para cualquier regla
de colisión. Pero para obtener la derivada del mapeo hay que necesitamos
encontrar la diferencial dϕ1.

Para el caso en que κ1 = 0, no se puede hacer el desarrollo de la ecuación
3.36. En esta situación se parte del hecho que:

cos η1 κ ds1 = 0, (3.38)
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y dado que −κ ds1 = dω + dσ1 se obtiene que,

cos η1 dσ1 = − cos η1 dω. (3.39)

Si se hace el desarrollo, se encuentra que el resultado es igual que si en la
ecuación (3.37) se sustituyera κ1 = 0.

Esto es importante, pues el presente trabajo trata billares en mesas po-
ligonales, cuyas fronteras están compuestas por segmentos rectos entonces
κ = 0 para cualquier punto en la frontera.

Regla inelástica con fronteras planas

Para encontrar la derivada del mapeo inelástico es necesario pasar de la
ecuación (3.37) en términos de dσ1 a una ecuación en términos de dϕ1. La
manera de hacer esto es expresar la regla de colisión en términos diferenciales.

Partimos de

dϕ1 = λdη1, (3.40)

y de que el ángulo ψ1 se puede expresar en términos de σ1 y η1,

ψ1 = σ1 + (1− λ)η1. (3.41)

Entonces tenemos que

dψ1 = dσ1 + (1− λ)dη1. (3.42)

Recordando además que dψ1 = −dϕ1 y sustituyendo dη1 = dϕ1/λ, obte-
nemos

− dϕ1 = dσ1 +
1− λ
λ

dϕ1. (3.43)

De aqúı obtenemos que la regla de transformación de dϕ1 está dada por

dϕ1 =
−λ

cos η1

{[tκ1κ+ κ1 cosϕ+ κ cos η1]ds+ [cos η1 + tκ1]dϕ}. (3.44)

Para billares con esta regla de colisión en una mesa poligonal (κ = κ1 =
0), se obtiene la siguiente matriz para la derivada del mapeo:

DpT = −


cosϕ

cos η1

t

cos η1

0 λ

 . (3.45)
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Caso más general

Un caso más general de las reglas de colisión inelásticas de este tipo
contempla que el ángulo de salida puede depender tanto del ángulo de entrada
como del punto de colisión. Los autores de [14] expresan este tipo de reglas
como una perturbación del caso elástico de la siguiente manera (salvo por
una diferencia de signo):

ϕ1 = η1 + f(s1, η1), (3.46)

donde la función f es la perturbación. Esta ecuación implica que

dϕ1 = dη1 + fs(s1, η1)ds1 + fη(s1, η1)dη1

= [1 + fη(s1, η1)]dη1 + fs(s1, η1)ds1. (3.47)

Ahora utilizamos que η1 = π/2 − σ1 para obtener dϕ en términos del
diferencial de σ en lugar de η1,

dϕ1 = −[1 + fη1(s1, η1)]dσ1 + fs(s1, η1)ds1. (3.48)

Para obtener la matriz para la derivada del mapeo, falta sustituir dσ1 y
ds1 por sus expresiones en términos de dϕ y ds que son las ecuaciones (3.37)
y (3.35) respectivamente.

Haciendo la sustitución y recolectando términos, se obtiene

dϕ1 =
−1

cos η1

{([tκκ1 + κ1 cosϕ+ κ cos η1](1 + fη)− [tκ+ cosϕ1]fs)ds

+ ([cos η1 + tκ1](1 + fη)− tfs)dϕ}; (3.49)

las derivadas parciales fs y fη están siendo evaluadas en el punto (s1, η1).
Ahora ya se puede expresar la matriz correspondiente a la derivada del

mapeo para una regla de colisión general:

DpT =
−1

cos η1

· κt+ cosϕ t

[tκ1κ+ κ1 cosϕ+ κ cos η1](1 + fη)− [tκ+ cosϕ1]fr [cos η1 + tκ1](1 + fη)− tfs


(3.50)
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Regla inelástica general con fronteras planas

Para dar expĺıcitamente la derivada de un mapeo inelástico cuando el
billar es en una mesa poligonal, tomamos la versión simplificada de (3.50)
cuando κ = κ1 = 0. También se anula la derivada fr, pues la regla no depende
del punto de colisión. Por lo tanto obtenemos

DpT = −


cosϕ

cos η1

t

cos η1

0 1 + fη(s1, η1)

 . (3.51)

Si tenemos una regla que transforma el ángulo de salida mediante una
función que únicamente depende del ángulo de incidencia, ϕ = g(η), entonces
podemos escribir la perturbación del mapeo como

f(η) = g(η)− η, (3.52)

para que se cumpla la relación ϕ = η + f(η). Por lo tanto,

fη(η1) = gη(η1)− 1. (3.53)

Entonces, la derivada explicita de un mapeo inelástico es

DpT = −


cosϕ

cos η1

t

cos η1

0 gη(η1)

 . (3.54)

3.4. Billares en poĺıgonos

Los billares en los que se ha observado caos son billares con fronteras
focalizantes o desfocalizantes como lo son el estadio de Bunimovich y el billar
de Sinai. Sin embargo, los billares en mesas poligonales también tienen su
atractivo.

3.4.1. Desdoblamiento y ángulos posibles

Para un billar en una mesa poligonal con n lados y una condición inicial
dada, sólo hay n posibles ángulos de salida que puede adquirir la part́ıcula
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cuando se tienen colisiones elásticas. Una manera de ver esto es entendiendo
los billares en un poĺıgono por medio de transformaciones que se les llama
desdoblamientos.

Para entender cómo funcionan los desdoblamientos, se puede imaginar
la part́ıcula viajando hacia un lado del poĺıgono, y en vez de que se refleje
la trayectoria de la part́ıcula como un rayo de luz en un espejo, se puede
trazar la imagen de la trayectoria afuera del poĺıgono. Al hacer esto, en
realidad se está reflejando el poĺıgono sobre el lado donde ocurrió la colisión;
se está desdoblando el poĺıgono en vez de reflejar la trayectoria de acuerdo a
la regla de colisión.

La figura 3.5 muestra cómo una trayectoria se puede ver por medio de des-
doblamientos. Los vértices del triángulo se etiquetan 1,2 y 3 para visualizar
mejor las colisiones y la posición de la part́ıcula.

(a) Colisiones (b) Desdoblamientos

Figura 3.5: Una trayectoria desde el punto de vista de las colisiones y de
desdoblamientos.

Cuando se utiliza el espacio desdoblado, la part́ıcula sigue una trayectoria
recta en todo momento y al llegar a la frontera, en vez de reflejarse de manera
especular, se puede reflejar el poĺıgono sobre el lado de colisión. La posición
de la part́ıcula en el poĺıgono está dada por su posición en el nuevo poĺıgono
reflejado. En cada desdoblamiento se invierte la orientación, pero debido a
la regla de colisión elástica esto no es un problema pues una inversión de
orientación simplemente representa la inversión del vector velocidad.

Cada dos colisiones, el poĺıgono regresa a su orientación inicial y el nuevo
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triángulo por el cual continúa la trayectoria de la part́ıcula se obtiene me-
diante una rotación. El ángulo de rotación depende de los ángulos internos
del poĺıgono. Como sólo hay n lados, sólo hay n desdoblamientos distintos po-
sibles (se están ignorando los que cambian la orientación pues las inversiones
no introducen ángulos nuevos).

Se puede concluir que para colisiones elásticas con la frontera, las órbitas
no exploran todo el espacio fase, pues el vector de velocidad solo toma n
posibles direcciones.

Debido a que en los poĺıgonos las fronteras son planas, la dinámica en un
billar poligonal elástico no es ergódica.

Sin embargo, se sabe que en otros sistemas dinámicos, una manera de
introducir un comportamiento caótico a algún sistema es por medio de algún
mecanismo de disipación energética [20].

3.5. Algoritmo para encontrar colisiones sub-

secuentes

El algoritmo que da los puntos de colisión se basa en seguir una ĺınea
recta (con velocidad unitaria) que sale del punto de colisión en la dirección
dada por el ángulo de reflexión hasta encontrar la siguiente frontera.

Para fronteras compuestas por elementos planos, el algoritmo se reduce
a encontrar los puntos de intersección de las rectas que forman la frontera y
de esa manera determinar el tiempo en el que ocurre la colisión.

Lo que se hace es lo siguiente:

1. Dado el punto y la velocidad inicial, se expresa la trayectoria como una
recta parametrizada por el tiempo.

2. Se calculan los puntos de intersección de la trayectoria con las rectas
que forman la frontera del poĺıgono.

3. Se determina cuanto vale el parámetro (el tiempo) en esos puntos.

Vectorialmente, esto se obtiene sustituyendo la ecuación de la trayectoria,
xt = x0 + vt , en la ecuación de cada uno de los planos que forman la
frontera,n̂ · (xt − c) = 0, y encontrando el tiempo de intersección t? que
resuelve las siguientes ecuaciones:
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n̂ · (xt? − c) = 0, (3.55)

aśı que
n̂ · (x0 + v0t

? − c) = 0, (3.56)

y entonces

t? =
n̂ · (p0 − c)

n̂ · v
, (3.57)

donde v es la velocidad de la part́ıcula, x0 es el punto de la colisión anterior,
xt es el punto de la nueva colisión, c es un punto arbitrario sobre el plano y
t? es el tiempo de intersección para el que hay que resolver la ecuación. El
término de la izquierda de la última expresión es simplemente la distancia
ortogonal al plano dividida entre la velocidad en la dirección ortogonal al
plano.

La virtud de este tratamiento vectorial es que funciona para fronteras de
cualquier dimensión y el tiempo de intersección que se encuentra es exacto. No
se utilizan intervalos de tiempo δt para aproximar los tiempos de intersección.



Caṕıtulo 4

Exponentes de Lyapunov en
billares

En este caṕıtulo se calcula la dinámica que siguen los vectores del espacio
tangente al espacio fase con los cuales se calculan los exponentes de Lyapunov.
También se explica el método numérico de Benettin que se usa junto con el
método de Dellago et al. ([7]) que hace posible realizar este cálculo.

4.1. La dinámica de un billar y de los vectores

del espacio tangente

Una manera de ver un billar es como un sistema en el que la dinámica
alterna entre un flujo continuo y colisiones en tiempos discretos. Mientras
la part́ıcula viaja dentro de la mesa, esta sigue una dinámica sencilla que
se interrumpe cuando la part́ıcula alcanza la frontera. En ese momento se
refleja de acuerdo a alguna regla de colisión.

La alternancia entre un flujo continuo y un mapeo discreto hace que el
cálculo de exponentes de Lyapunov se complique. A continuación se descri-
birá la dinámica de los billares desde este nuevo punto de vista en que se
alterna un flujo continuo con un mapeo discreto. A este tipo de sistemas se
les llamará h́ıbridos a lo largo de la tesis. El propósito de exponer los billares
de esta manera es permitir que se encuentre un método para calcular los
exponentes de Lyapunov de las trayectorias.

El tratamiento a continuación se apoya fuertemente en [7]. Éste es un
tratamiento general para sistemas h́ıbridos pero lo ejemplificaremos para bi-
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llares.
En el interior de la mesa la part́ıcula sigue una dinámica de tiempo con-

tinuo. Por lo tanto, para un punto Γ del espacio fase:

Γ̇ = F(Γ). (4.1)

Una trayectoria en el espacio fase con punto inicial Γ0 está dada por la
acción del flujo,

Γ(t) = φtΓ0, (4.2)

siempre y cuando Γ(t) permanezca en el interior de la mesa.
Cuando la part́ıcula entra en contacto con la frontera, se aplica un mapeo

M, que lleva un punto Γ del espacio fase a uno nuevo Γ′ dado por:

Γ′ := M(Γ). (4.3)

Para describir lo que sucede en el sistema a cualquier tiempo, se identifican
los tiempos cuando ocurren las colisiones. El conjunto de estos tiempos es
{τ1, τ2, τ3, . . . }. Bajo la acción del mapeo la trayectoria se vuelve discontinua
en el espacio fase.

Tomando en cuenta estos factores, una órbita en el espacio fase está dada
por una composición de funciones de la forma siguiente,

Γ(t) = (Φt−τn ◦M ◦ Φτn−τn−1 ◦ · · · ◦M ◦ Φτ2−τ1 ◦M ◦ Φτ1)(Γ0). (4.4)

Dada una condición inicial Γ0 en el espacio fase y un vector de despla-
zamiento inicial δΓ0 en el espacio tangente, el exponente de Lyapunov esta
dado por:

λ(Γ0, δΓ0) = ĺım
t→∞

1

t
log
‖δΓ(t)‖
‖δΓ0‖

. (4.5)

Los vectores δΓ se construyen tomando dos puntos unidos por alguna
curva parametrizada por s y tomando el ĺımite conforme el parámetro tiende
a cero:

δΓ := ĺım
s→0

Γs(t)− Γ(t)

s
, (4.6)

donde Γs es el punto desplazado sobre la curva.
Como se está tomando el ĺımite, δΓ en realidad es un vector que representa

un desplazamiento infinitesimal que corresponde a una aproximación de un
vector en el espacio tangente.
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Para poder calcular los exponentes de Lyapunov se necesita conocer cómo
evolucionan en el tiempo los vectores δΓ. La evolución depende tanto del flujo
como del mapeo.

Para ver cómo evoluciona δΓ en el interior de la mesa, veamos la trayec-
toria que sigue el punto Γ + δΓ:

˙(Γ + δΓ) = F(Γ + δΓ),

Γ̇ + ˙δΓ = F(Γ) +DF(Γ) · δΓ +O(Γ2),

= Γ̇ +DF(Γ) · δΓ +O(Γ2). (4.7)

Por lo tanto,

˙δΓ ' DF(Γ) · δΓ. (4.8)

La dinámica que sigue el vector δΓ, se obtiene aplicando la regla de la
cadena a la expresión (4.4):

δΓ(t) = (Lt−τn · S · Lτn−τn−1 · · · S · Lτ2−τ1 · S · Lτ1)(δΓ0), (4.9)

donde Lt es la derivada del flujo con respecto a las variables del espacio fase
y S = DM(Γ).

Para tener una idea intuitiva de lo que sucede, podemos pensar en una
órbita que se sigue y en su órbita satélite que va desfasada de la original por
el vector δΓ. Cabe mencionar que nos interesa el comportamiento cercano a
la trayectoria, por lo que después de cada iteración del mapeo, es conveniente
elegir otro δΓ. Entonces el vector ˙δΓ mide la tasa a la que se separa la tra-
yectoria satélite de la trayectoria original. La figura 4.1 muestra la dinámica
de una posible trayectoria en el espacio fase y su órbita satélite.

Analicemos lo que sucede con la trayectoria de referencia y la trayectoria
satélite cuando ocurre una colisión.

Consideremos primero el efecto de una colisión sobre los vectores tangen-
tes. Denotemos por Γc al punto en el espacio fase donde al tiempo τc ocurre
la colisión. Este punto, bajo el M, va a dar a Γ′.

La trayectoria satélite, al estar desplazada, sufre la colisión en otro punto,
dado por Γc + δΓc. Que bajo la acción del mapeo, va a dar a M(Γc + δΓc).

En general, cómo las trayectorias van desfasadas, las colisiones no ocu-
rren al mismo tiempo: Entre las colisiones de la trayectoria satélite y la de
referencia transcurre un tiempo, δτc. A δτc, lo llamaremos el tiempo de des-
fase. Durante este intervalo de tiempo, la trayectoria de referencia se sigue
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Figura 4.1: Trayectoria en una dinámica h́ıbrida con un mapeo discreto.

desplazando. Tomando la aproximación de tiempo pequeño el punto al que
llega la trayectoria de referencia durante este tiempo es

φτc(Γ′) ' Γ′ + F(Γ′) · τc. (4.10)

Por lo tanto, el nuevo vector de separación después de la colisión, δΓ′,
dado por:

δΓ′ = M(Γ + δΓc)− [Γ′ + F(Γ′) · δτc] . (4.11)

Es la diferencia entre los puntos después de las dos colisiones.
Se está buscando expresar el vector tangente nuevo en términos de M, F,

el punto de colisión Γ′ y τc.
Comencemos por δΓc, que es el vector que va del punto de colisión de

referencia, al punto de colisión satélite. En su aproximación lineal está dado
por:

δΓc = δΓ + F(Γ) · δτc. (4.12)

El término F(Γ)·δτc representa la aproximación lineal del desplazamiento
que hubiera seguido la trayectoria de referencia durante el tiempo de desfase
de colisión y se está sumando al vector de desplazamiento entre las trayecto-
rias al momento de la primera colisión.
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Sustituyendo (4.12) en la expresión (4.11) para δΓ′ se obtiene:

δΓ′ ' M (Γ + [δΓ + F(Γ) · δτc])− [Γ′ + F(Γ′) · δτc]. (4.13)

Ahora utilizamos la aproximación lineal para M(Γ + δΓ),

M(Γ + δΓ) = M(Γ) +DM(Γ) · δΓ, (4.14)

y la aplicamos al primer término de la ecuación (4.13), para obtener:

M (Γ + [δΓ + F(Γ) · δτc]) = M(Γ) +DM(Γ) · (δΓ + F(Γ) · δτc). (4.15)

Sustituir esto en la ecuación original, permite hacer las siguientes simpli-
ficaciones:

δΓ′ = M(Γ) +DM(Γ) · [δΓ + F(Γ] · δτc)− [Γ′ + F(Γ′) · δτc]
= M(Γ)− Γ′ +DM(Γ) · [δΓ + F(Γ] · δτc)− F(M(Γ)) · δτc
= M(Γ)−M(Γ) +DM(Γ) · [δΓ + F(Γ] · δτc)− F(M(Γ)) · δτc
= DM(Γ) · δΓ + [DM(Γ) · F(Γ)− F(M(Γ))] · δτc. (4.16)

El primer término de la expresión final de la derivación (4.16) es la trans-
formación lineal aplicada al vector tangente en el momento de la primera
colisión.

En el segundo término, DM(Γ) · F(Γ) − F(M(Γ)), es una diferencia de
vectores en donde el vector final, es la transformación de la velocidad al
momento de la colisión debido al mapeo. El vector inicial es la velocidad
que tendŕıa Γ si comenzara su dinámica desde el punto Γ′. Esta diferencia
de vectores se multiplica por el tiempo de desfase.

Es segundo término proviene del comportamiento del flujo debido al cam-
bio repentino en la posición del sistema y del efecto de desfase temporal. Es
la diferencia entre los casos en el que se aplica primero el mapeo y luego se
sigue el flujo o si se comienza el flujo a partir del punto final de la colisión.

La ecuación obtenida al final de la derivación (4.16),

δΓ′ = DM(Γ) · δΓ + [DM(Γ) · F(Γ)− F(M(Γ))] δτc, (4.17)

es la que rige como evoluciona el vector tangente en una colisión.
Para poder calcular los exponentes de Lyapunov, se necesita conocer

expĺıcitamente DM.



50 CAPÍTULO 4. EXPONENTES DE LYAPUNOV EN BILLARES

4.1.1. Derivada del mapeo de colisión para el caso elásti-
co

En esta sección se obtendrán la matriz correspondientes a la derivada
totales para la reflexión elástica.

Tomaremos un espacio fase 4-dimensional que le corresponde a un billar
en una mesa plana, con dos variables correspondientes a las dos componen-
tes de la posición y dos variables correspondientes a las componentes del
momento.

Los vectores en el espaco fase son de la forma:

Γ =

q

p

 =


q1

q2

p1

p2

 . (4.18)

Cuando la part́ıcula se mueve en el interior de la mesa, no hay fuerzas
que actúan sobre ella y se mueve con velocidad constante, por lo que Γ̇ se
reduce a

Γ̇ =

q̇

ṗ

 =

p/m

0

 . (4.19)

Para el vector tangente, la dinámica se rige por (4.8), por lo tanto

δΓi(t) = δΓi + tDF(Γi) · δΓi, (4.20)

donde los sub́ındices i denotan el vector tangente después de la i-ésima co-
lisión. Como en nuestro caso, F son las ecuaciones de movimiento para la

part́ıcula libre, y Γ =

q

p

 tenemos que

F(Γ) =

v

0

 , (4.21)
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y por lo tanto

DΓ =

0 1

0 0

 . (4.22)

De esta manera,

δΓi(t) = δΓi + tDΓi · δΓi

=

δqi
δpi

+ t

δpi
0

 (4.23)

Como ya se vio previamente, en las colisiones es conveniente separar la
velocidad en componentes normal y tangencial a la frontera. La colisión se
reduce a la inversión de la componente normal, mientras la componente tan-
gencial permanece constante:

Γ′ = M(Γ) =

 q

p− 2(p · n̂)n̂

 . (4.24)

La velocidad se toma como un vector con magnitud unitaria y la refle-
xión es especular. Los ángulos los mediremos con respecto a la normal de la
frontera.

Esto significa que la reflexión no depende expĺıcitamente de la posición
en el espacio fase, sino de la velocidad y el vector normal. La dependencia
espacial está impĺıcita en la función del vector normal definida a lo largo de
la frontera de la mesa y la transformación no mezcla variables espaciales con
momentos.

Con esta información, se pueden inferir la parte superior de la matriz
correspondiente a la derivada de la transformación. Ésta es una matriz de
4 × 4 que podemos subdividir en cuatro bloques de 2 × 2 que corresponden
a las esquinas de la matriz,

DM =

1 0

0 A

 . (4.25)

El 1 y el 0 son las matrices identidad y la matriz de ceros de 2 × 2 respec-
tivamente. La matriz A es la submatriz (también de 2 × 2) que contiene la
información importante del mapeo: cómo se transforman los momentos.
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Para encontrar A, hay que partir de la acción del mapeo.
Sean pi y pf el momento inicial y final, respectivamente después de una

colisión. Por la forma de la matriz DM,sabemos que:

pf = A · pi (4.26)

Para hacer esto, es conveniente analizar como se transforman los vectores
de momento. Separándolos en las componentes tangentes y normales a la
frontera, obtenemos

pi = (pi · t̂)̂t + (pi · n̂)n̂

pf = (pi · t̂)̂t− (pi · n̂)n. (4.27)

En lo que sigue de la derivación se utilizará p en lugar de pi y nos enfo-
caremos en pf . Expresando t̂ y n̂ en términos de sus componentes, tenemos

pf = (p1t1 + p2t2)

t1
t2

− (p1n1 + p2n2)

n1

n2


=

p1t1t1 + p2t2t1 − p1n1n1 − p2n2n1

p1t1t2 + p2t2t2 − p1n1n2 − p2n2n2

 . (4.28)

Recolectando términos para las componentes del momento, se obtiene

pf =

p1(t1t1 − n1n1) + p2(t2t1 − n1n2)

p1(t1t2 − n1n2) + p2(t2t2 − n2n2)

 (4.29)

De esta ultima expresión, podemos extraer una ecuación matricial para
la transformación del momento:

pf =

(t1t1 − n1n1) (t2t1 − n1n2)

(t1t2 − n1n2) (t2t2 − n2n2)

 · p. (4.30)

Para simplificar estas ecuaciones vale la pena recordar que los vectores
normal y tangente a la frontera son unitarios y, por supuesto, ortogonales
entre śı, por lo que aplican las identidades,
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t1 = n2

t2 = −n1. (4.31)

Esto se puede utilizar para expresar A en términos de vector normal única-
mente:

A =

 (n2n2 − n1n1) (−n1n2 − n1n2)

(−n2n1 − n1n2) (n1n1 − n2n2)


=

n2
2 − n2

1 −2n1n2

−2n1n2 n2
1 − n2

2

 . (4.32)

Los elementos de la diagonal se pueden simplificar si se expresa el vector
normal, n̂ en términos de sus cosenos directores (i.e. n̂ = (cos θ, sin θ)), es
decir: n1 = cos θ y n2 = sin θ. Entonces,

n2
2 − n2

1 = 1− 2n2
1,

n2
1 − n2

2 = 1− 2n2
2, (4.33)

y por lo tanto

A =

1− 2n2
1 −2n1n2

−2n2n1 1− 2n2
2

 , (4.34)

o sea

A = 1− 2A′ (4.35)

Donde 1 es la matriz identidad y

A′ =

 n2
1 n1n2

n2n1 n2
2

 . (4.36)

Ahora ya podemos expresar la derivada de la colisión únicamente en
términos del vector normal:
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DM =

1 0

0 1− 2A′


=

1 0

0 1− 2(n̂⊗ n̂)

 , (4.37)

donde ⊗ representa el producto exterior.
En forma no abreviada se tiene:

DM =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1− 2n2
1 −2n1n2

0 0 −2n2n1 1− 2n2
2

 . (4.38)

Ya se puede encontrar una expresión compacta para la transformación
del vector tangente cuando ocurre una colisión. Solamente falta hacer los
cálculos correspondientes a los términos de la ecuación (4.17).

Recordemos que la ecuación (4.17) indica como se transforma el vector
δΓ:

δΓ′ = DM(Γ) · δΓ + [DM(Γ) · F(Γ)− F(M(Γ))] δτc,

Primer término

Se puede comenzar por el primer término (DM(Γ) · δΓ) y expresamos el
vector tangente en términos de la posición y el momento, i.e,

δΓ =

δq
δp

 . (4.39)

Entonces,

DM(Γ) · δΓ =

 δq

A · δp

 . (4.40)
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La multiplicación de la matriz A por el vector δp la podemos escribir
como:

A · δp = (1− 2A′) · δp
= δp− 2(δp · n̂)n̂ (4.41)

Pues,

(u⊗ u) ·w = (w · u)u. (4.42)

Entonces el primer término de (4.17) resulta:

DM(Γ) · δΓ =

 δq

δp− 2(δp · n̂)n̂

 . (4.43)

Segundo término

El segundo término es mejor descomponerlo en sus dos partes:
∂M

∂Γ
y

F(M(Γ)), el producto con el tiempo de desfase se contemplará después. Em-
pezando con la primera parte tenemos:

DM(Γ) · F(Γ) =
∂M

∂Γ
·

p/m

0


=

p/m

0

 . (4.44)

La segunda parte es

F(M(Γ)) = F


 q

pf


=

pf/m

0

 , (4.45)



56 CAPÍTULO 4. EXPONENTES DE LYAPUNOV EN BILLARES

donde pf representa el momento después de la colisión.
Tomemos la masa de la part́ıcula, m = 1, y hacemos la resta de las dos

partes como indica la ecuación (4.17), la parte de adentro de los corchetes se
vuelve:

DM(Γ) · F(Γ)− F(M(Γ)) =

p

0

−
pf

0


= −

∆p

0

 (4.46)

donde ∆p es el cambio en el vector de momento debido a la colisión i.e.
∆p = −2(p · n̂)n̂. Falta multiplicar por el tiempo de desfase de la colisión,

que es lo que se hace a continuación, recordando que δτc = −δq · n̂
p · n̂

:

∆p

0

 δτc = −

−2(p · n̂)n̂

0

 δq · n̂
p · n̂

= −

2(δq · n̂)n̂

0

 . (4.47)

Juntando los dos términos de acuerdo a la ecuación (4.17) obtenemos la
nueva expresión de δΓ:

δΓ′ =

 δq

δp− 2(δp · n̂)n̂

−
2(δq · n̂)n̂

0

 . (4.48)

Por lo tanto, la regla de transformación para el vector tangente en una colisión
elástica es

δΓ′ =

δq− 2(δq · n̂)n̂

δp− 2(δp · n̂)n̂

 . (4.49)
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En la colisión, tanto las componentes espaciales como las de momento
del vector δΓ se reflejan de la misma manera que lo hace la velocidad de la
part́ıcula: se invierten las componentes normales a la frontera. Es similar a
el proceso bajo el cual se invierte una imagen en un espejo. La figura 4.2
muestra como se refleja la componente espacial de δΓ.

Figura 4.2: Reflexión de rayos paralelos en una superficie plana

4.2. Cálculos numéricos de exponentes de Lya-

punov

En [3], Benettin presenta un método numérico para calcular los exponen-
tes de Lyapunov para un sistema. Su método consiste en avanzar la dinámica
simultáneamente para las ecuaciones de movimiento del sistema y para sus
vectores tangentes δΓ. Durante la dinámica, los vectores tangentes se van
transformando de acuerdo a las ecuaciones expuestas anteriormente pero se
tienen que ir ortogonalizando mediante el método de Gram–Schmidt.

El valor de los exponentes, se calcula al ir midiendo que tan rápido crecen
estos vectores conforme transcurre el tiempo.

La virtud del método es que evade problemas numéricos que surgen al
tratar de calcular los exponentes individualmente.

En una dinámica caótica, el exponente positivo más grande domina la
transformación del paralelogramo definido por los vectores δΓi, causando
que estos se vayan alineando con la dirección de estiramiento del espacio fase.
Cualquier vector δΓ con el que se inicie el cálculo se va a alinear rápidamente
con la dirección de expansión y el factor de expansión va a converger al
máximo exponente de Lyapunov. El problema numérico es que como los
vectores tangentes crecen exponencialmente rápido, en pocas iteraciones ya
no se pueden distinguir numéricamente las componentes de los vectores en
las otras direcciones. Para evitar este problema, la idea es ir normalizando
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los vectores (mientras se guarda el factor de expansión) con cada iteración
del método y ortonormalizar los vectores tangentes, para poder distinguir las
componentes en todas las direcciones.

Las limitaciones y justificaciones del método se discuten más a fondo en
[3], pero el efecto de normalizar el vector repetidamente evita que su magni-
tud crezca demasiado como para dar errores numéricos. Eso se puede hacer
porque buscamos saber que tan rápido crecen los vectores δΓ, su tamaño en
śı no es lo importante.

Cabe resaltar que existen otros métodos que no requieren de la normaliza-
ción en cada paso, basándose en vez en propiedades de matrices; un método
de este tipo, se presenta en [16].

El exponente máximo de Lyapunov

Antes de explicar a detalle el método de Benettin se describirá como
calcular el exponente máximo de Lyapunov. De esta manera será más fácil ver
como se generaliza el procedimiento para calcular el espectro de Lyapunov.

Resulta útil expresar el ĺımite (4.5) de otra manera. El cociente
‖δΓ(t)‖
‖δΓ0‖

se puede expandir en un producto de cocientes:

‖δΓ(t)‖
‖δΓ0‖

=
‖δΓ(t)‖
‖δΓ(tn−1)‖

‖δΓ(tn−1)‖
‖δΓ(tn−2)‖

. . .
‖δΓ(t1)‖
‖δΓ(0)‖

, (4.50)

donde la sucesión de tiempos {t1, t2, . . . , tn−1, t} son los tiempos a los que se
mide la norma del vector y se normaliza. Para el caso de los billares que esta-
mos estudiando seŕıa conveniente después de las colisiones y de esta manera
ti = τi. Para pasar de δΓ(tm−1) a δΓ(tm) hay que aplicar la transformación
debida al flujo seguida de la transformación debida al mapeo, dada por la
ecuación (4.17).

Pero en el ĺımite (4.5), este producto es el argumento del logaritmo, por
lo que se puede expresar como,

λ(Γ0, δΓ0) = ĺım
t→∞

1

t

∞∑
i=1

log
‖δΓ(ti)‖
‖δΓ(ti−1)‖

. (4.51)

Esta expresión va sumando el logaritmo del factor de crecimiento del vector
δΓ, pero si se va normalizando después de cada paso del cálculo (después
de cada ti), se pueden sustituir los denominadores por ‖δΓ(t′i)‖, que son la
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magnitud del vector después del paso ti pero ya normalizado (i.e. ‖δΓ(t′i)‖ =
1). Además, como se está hablando de un cálculo numérico no se puede seguir
la serie hasta un tiempo infinito, por lo que tenemos la siguiente aproximación
del exponente máximo de Lyapunov:

λ1 '
1

t

n∑
i=1

log ‖δΓ(ti)‖ (4.52)

El método de Benettin

A continuación se explicará a detalle el método de Benettin para calcular
el espectro de Lyapunov.

Para evitar que se vuelvan imposibles de entender las ecuaciones, se ocu-
pará la siguiente notación:

δΓi
k representa el i-ésimo vector tangente ortonormalizado al paso k del

algoritmo (al tiempo tk).

δΓi′
k representa el i-ésimo vector tangente al paso k antes de norma-

lizar u ortogonalizar.

También se usará que δΓ′ represente la transformación debido al vuelo
libre y a la siguiente colisión (no únicamente debido a la colisión como se uti-
lizó en la sección anterior). El proceso de ortonormalización se hace después
de cada colisión con la frontera de la mesa.

Se ortonormalizan los vectores después de cada paso del algoritmo antes
de volver a evolucionarlos. Al hacer esto, los vectores se van a ir alineando
con las direcciones de expansión/contracción (reminiscente del método de
potencias para encontrar eigenvectores de matrices), por lo que los factores
de expansión se aproximan cada vez más a los exponentes.

Denotemos por aik a la norma del i-ésimo vector de desplazamiento al
tiempo tk, es decir al k-ésimo paso del método:

aik = ‖δΓi′
k‖

Entonces para el primer exponente, su magnitud y su vector normalizado
van a estar dados en cada paso k por:
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a1
k = ‖δΓ1′

k ‖

δΓ1
k :=

δΓ1′
k

a1
k

(4.53)

Sin embargo, las expresiones para los siguientes vectores no son tan sen-
cillas, pues a cada vector se le tienen que restar sus componentes paralelas a
los otros vectores. Antes de dar una expresión general vale la pena escribir
estas expresiones para el segundo vector de desplazamiento. En este caso, su
magnitud, a2

k, va a ser la magnitud del vector una vez que se ortogonaliza
con respecto al primero:

a2
k =

∣∣∣∣δΓ2′
k −

(
δΓ2′

k · δΓ1
k

)
δΓ1

k

∣∣∣∣
δΓ2

k =
δΓ2′

k

a2
k

. (4.54)

Para el tercero, el procedimiento se repite pero se le tienen que restar
sus componentes a lo largo de δΓ1

k y δΓ2
k, y aśı sucesivamente para todos los

vectores.
En general, las ecuaciones recursivas para cualquier δΓi son:

aik =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣δΓi′

k −
i−1∑
j=1

(
δΓj′

k · δΓ
i
k

)
δΓj

k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

δΓi
k =

δΓi′

aik
, (4.55)

y utilizando un argumento similar al que se usó para obtener la ecuación
(4.52), los exponentes van están dados por:

λi = ĺım
k→∞

1

tk

k∑
j=1

log aik, (4.56)

donde k representa cada paso del algoritmo y tk es el tiempo que ha trans-
currido hasta el paso k.
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Nuevamente estamos hablando de un método numérico donde solo se
pueden realizar un número finito n de pasos, entonces los exponentes están
dados por la aproximación:

λi '
1

ttotal

n∑
j=1

log aij. (4.57)

Justificación

La expansión del volumen en el espacio fase se puede determinar al estu-
diar lo que le sucede al paraleleṕıpedo p-dimensional (donde p es la dimen-
sionalidad del espacio fase) de que forman los vectores tangentes.

ĺım
t→∞

1

t
log
{

Volp([δΓ1′
t , . . . , δΓ

p′
t ])
}
,

y la expansión/contracción del volumen en cada iteración no depende del
volumen seleccionado en el paso anterior, es una propiedad (a la larga) global
del sistema.

Entonces, se pueden cambiar los vectores que forman el p-paraleleṕıpedo
en cada paso, con la condición que estos vectores generen el mismo espa-
cio que los anteriores. En particular, una ortonormalización de los nuevos
vectores satisfacen esto.
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Resultados
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Caṕıtulo 5

Dinámica de los vectores
tangentes en billares inelásticos

En este caṕıtulo desarrollaremos la transformación del vector tangente
δΓ, debido a colisiones inelásticas.

Recordemos que la ecuación que gobierna esta trasformación es

δΓ′ = DM(Γ) · δΓ + [DM(Γ) · F(Γ)− F(M(Γ))] δτc,

y que hab́ıamos expresado DM(Γ) como,

DM(Γ) =

1 0

0 A

 (5.1)

.

Los mapeos que dependen del momento de la part́ıcula, no se puede ex-
presar sólo en términos del vector normal a la frontera como se hizo para el
caso elástico.

En billares poligonales, la regla de colisión no depende de la posición de
la part́ıcula sobre la frontera. La matriz A contiene la dependencia funcional
del vector de momento y determina cómo se transforma el vector δp en la
colisión.

65
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5.1. Mapeo de contracción del ángulo

Como ya se ha mencionado, el mapeo de las colisiones inelásticas está dado
por,

ϕ = λθ, (5.2)

donde θ es el ángulo de incidencia y ϕ es el ángulo de reflexión. A estos
ángulos también se les llamará ángulo de entrado y ángulo de salida respec-
tivamente.

Para poder expresar correctamente lo que sucede en una colisión y poste-
riormente encontrar la derivada del mapeo, hay que tomar en cuenta algunas
sutilezas de la regla. Una de estas sutilezas es que el ángulo se tiene que
definir con signo.

La definición del ángulo de incidencia que resulta conveniente usar es,

θ(p) = − arctan

(
p · t̂
p · n̂

)
. (5.3)

Los vectores n̂ y t̂ son los vectores normal y tangente a la frontera de la
mesa en el punto de colisión.

La ventaja de esta definición es que el signo del ángulo indica en qué sen-
tido viaja la part́ıcula con respecto a la orientación de la frontera de la mesa.
Los ángulos aśı definidos satisfacen la desigualdad, −π/2 < θ < π/2. Cuan-
do la part́ıcula viaja en el sentido tangente a la frontera, entonces θ > 0. Si
viaja en el sentido opuesto θ < 0. La convención que estamos utilizando para
el vector normal a la frontera es que es entrante, por lo que para cualquier
colisión se tiene que p · n̂ < 0.

Al introducir esta definición del ángulo, hay que tener cuidado con cómo
se expresa la regla inelástica. Tenemos que ϕ = −λθ, pues el nuevo ángulo
también se mide con respecto a la normal, pero la trayectoria ahora queda
del otro lado de la normal y entonces el ángulo cambia de signo. Cabe notar
que sigue habiendo una reducción en el ángulo porque se tiene que |ϕ| = λ|θ|.

Una manera útil de pensar en la regla inelástica es como una composición
de la regla elástica seguida por una rotación del momento. El ángulo de la
rotación necesario para que se cumpla la relación ϕ = −λθ es −(1− λ)θ(p).

Por lo tanto hay que rotar el momento transformado por la colisión elásti-
ca por un factor que depende del ángulo de incidencia. A su vez, el ángulo
de incidencia θ también depende del momento. Esto hace que la dependencia
funcional sobre el momento de entrada sea bastante complicada.
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Queremos expresar el mapeo de la colisión inelástica como una función
F : R2 → R2 tal que F(p) = p′, donde p′ es el momento resultante después
de la colisión inelástica. Además queremos expresar F como

F(p) = (R(p) ◦ Fel)(p), (5.4)

donde R es la rotación y Fel es la reflexión elástica. La rotación R depende
de p, por lo que F no es una transformación lineal de p, aunque lo parezca.

Esta función resulta ser una composición de funciones representada de la
siguiente manera:

p
f17→ pel

f27→ (pel,pel)
f37→ (θel,pel)

f47→ (θrot,pel)
f57→ (Rθrot ,pel)

f67→ p′. (5.5)

El vector pel es el momento resultante de una colisión elástica, θel es el
ángulo entre el momento de la colisión elástica y la normal (i.e. θel = −θ(pel)).
El signo negativo es necesario porque el signo del ángulo va determinar la
dirección de la rotación. El ángulo θrot es el ángulo por el cual se rota el
vector pel para obtener la colisión inelástica, θrot = (1 − λ)θel. Rθrot es la
matriz de rotación, que rota por el ángulo θrot en contra de las manecillas del
reloj (cuando el ángulo es positivo).

De esta manera tenemos que la función (el mapeo) de la colisión inelastica
es la composición de estas seis funciones,

F = f6 ◦ f5 ◦ f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1. (5.6)

Las funciones fi están definidas entre los siguientes espacios:

f1 : R2 → R2

f2 : R2 → R4

f3 : R4 → R3

f4 : R3 → R3

f5 : R3 → R6

f6 : R6 → R2. (5.7)

Para las funciones que toman elementos de R2, éstos representan las dos
componentes del vector momento. Para las que toman valores de R3, la pri-
mera componente representa un ángulo y las otras dos son las componentes
del vector de momento. En R6, las primeras cuatro componentes son las en-
tradas de una matriz y las ultimas dos son las componentes del vector de
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momento. Finalmente en R4 las primeras dos componentes son componentes
de un vector bidimensional y las últimas dos también.

Las fi están dadas por

f1(x) = (1− 2n̂⊗ n̂) · x
f2(x) = (x, x)

f3(x1,x2) = (−θ(x1), x2)

f4(α,x) = ((1− λ)α, x)

f5(α,x) = (R(α), x)

f6(L,x) = L · x. (5.8)

Para estas funciones, se esta tomando x como un vector de R2, α como
un ángulo, L como la matriz asociada a una transformación lineal y Rα como
una matriz de rotación positiva que rota por un ángulo α:

R(α) =

cos(α) − sin(α)

sin(α) cos(α)

 . (5.9)

Para fines operacionales se va a tomar cada una de estas funciones como
fi : Rm → Rn, para distintas m y n. Aunque en las definiciones (5.8) se piense
que la función f3 toma dos argumentos y devuelve otros dos, en realidad f3

toma como argumento un vector de cuatro entradas y devuelve uno de tres.
Para Las fi que involucran matrices, las matrices se representan por vectores
de cuatro entradas en el siguiente orden:

L = (L11,L12,L21,L22). (5.10)

Ahora encontraremos la derivada de F con la regla de la cadena. Para que
la notación no se vuelva un impedimento damos las siguientes definiciones:

y1 := f1(x)

y2 := f2(y1)

y3 := f3(y2)

y4 := f4(y3)

y5 := f5(y4). (5.11)
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Entonces la derivada de F esta dada por,

DF(x) = Df6(y5) ·Df5(y4) ·Df4(y3) ·Df3(y2) ·Df2(y1) ·Df1(x). (5.12)

Las derivadas de las fi en su forma matricial se muestran a continuación.
La función f1 es el mapeo debido a la colisión elástica y es lineal, por lo que
Df1(x) = f1(x) para cualquier x.

La función f2 simplemente copia al vector que se le da, por lo que también
es lineal. De esta manera Df2(y1) = f2(y1) y

Df2(y1) =



1 0

0 1

1 0

0 1


. (5.13)

Para las siguientes funciones las derivadas son más complicadas. La derivada
de la función f3 tiene que involucrar a la derivada de θ(p). Recordemos que

d arctan(ξ)

dξ
=

1

ξ2 + 1
. (5.14)

También necesitamos tener en mente la siguiente identidad (donde se utiliza
la ortogonalidad de n̂ y t̂ ):

p · t̂
p · n̂

=
p1n2 − p2n1

p1n1 + p2n2

. (5.15)

Por lo tanto, haciendo la sustitución u =
p · t̂
p · n̂

tenemos

∂

∂pi
θ(p) = − d

du
(arctan(u)) · ∂u

∂pi
. (5.16)

La derivada de u con respecto a p1 es:

∂u

∂p1

=
n2(p1n1 + p2n2)− n1(p1n2 − p2n1)

(p · n̂)2

=
−p2(n2

1 + n2
2)

(p · n̂)2

= − p2

(p · n̂)2
. (5.17)
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Para p2 se obtiene de manera similar que,

∂u

∂p2

=
p2

(p · n̂)2
. (5.18)

Haciendo la multiplicación indicada en (5.16), obtenemos

∂

∂p1

θ(p) = − 1(
p · t̂
p · n̂

)2

+ 1

p2

(p · n̂)2

= − p2

(p · t̂)2 + (p · n̂)2

= − p2

‖p‖
. (5.19)

De manera análoga se obtiene la derivada con respecto a p2 y se tienen las
siguientes expresiones para las derivadas de θ(p),

∂

∂p1

θ(p) = − p2

‖p‖

∂

∂p1

θ(p) =
p1

‖p‖
. (5.20)

Retomando la discusión sobre la derivada de f3, si tomamos β = (β1, β2)
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y η = (η1, η2), la derivada de f3(β,η) esta dada por,

Df3(β,η) =


−Dβ1θ(β) −Dβ2θ(β) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



=


β2

‖β‖2
− β1

‖β‖2
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (5.21)

La derivada de f4 es algo más sencilla, pues la función simplemente mul-
tiplica la primera componente por el factor (1−λ). Tomemos β = (β1, β2, β3)
y la derivada nos da,

Df4(β) =


(1− λ) 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (5.22)

La función f5 toma el ángulo de rotación y “construye” la matriz de
rotación adecuada; sin embargo, esta matriz queda expresada en forma de
un vector de cuatro componentes. Si tomamos β = (β1, β2, β3) nuevamente, la
función devuelve un vector con seis componentes donde las primeras cuatro
son las entradas de la matriz de rotación como se muestra en la ecuación
(5.10). De esta manera,

f5(β) = (R(β1)11,R(β1)12,R(β1)21,R(β1)22, β2, β3), (5.23)



72CAPÍTULO 5. DINÁMICA DE LOS VECTORES TANGENTES EN BILLARES INELÁSTICOS

y tomando R como se definió en la ecuación (5.9) resulta que la derivada es

Df5(β) =



− sin(β1) 0 0

− cos(β1) 0 0

cos(β1) 0 0

− sin(β1) 0 0

0 1 0

0 0 1



. (5.24)

La función f6 es la multiplicación de una matriz por un vector, una función
bilineal. Tenemos que

f6(β1, β2, β3, β4, β5, β6) =

β1 β2

β3 β4

 ·
β5

β6



=

β1β5 + β2β6

β3β5 + β4β6

 , (5.25)

y de aqúı se obtiene la derivada:

Df6(β) =

β5 β6 0 0 β1 β2

0 0 β5 β6 β3 β4

 . (5.26)

Una vez obtenidas estas matrices, se puede obtener una expresión para
la matriz A de la ecuación (5.1). En el caso inelástico la llamaremos Ain.

Esta matriz expresa como se transforman los vectores δp en las colisiones
con las fronteras y por lo tanto esta dada por

Ain = DF(p), (5.27)
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donde p es el vector de momento antes de la colisión y la expresión de DF
esta dada por (5.12).

Lo que falta por hacer es encontrar la expresión para δΓ′ de acuerdo a la
ecuación 5.1, pero vale la pena notar que el término dentro de los corchetes
va a tener la misma forma que para en el caso elástico, como se puede ver en
la ecuación (4.46). Lo que cambia es la expresión para ∆p.

Al multiplicar ∆p por el tiempo de desfase δτc tenemos

−

∆p

0

 ·∆τc =

∆p

0

 δq · n̂
p · n̂

. (5.28)

Por lo tanto, la expresión para la transformación del vector tangente resulta:

δΓ′ =

δq + ∆p

(
δq · n̂
p · n̂

)
Ain · δp

 , (5.29)

donde ∆p es el cambio en el vector p, i.e. pfinal − pinicial.
Ya tenemos la expresión de cómo se transforma el vector tangente δΓ en

las colisiones para el caso inelástico.

5.1.1. Comentarios acerca del desarrollo de la regla

Es importante ahondar en por que se expresó la regla como una com-
posición tan complicada y por qué f1 duplica uno de los argumentos de la
función original.

El problema radica en que el vector que buscamos transformar también
es un argumento de la transformación. Es decir, buscamos expresar la trans-
formación lo más que se pueda como una transformación lineal, p′ = Lp(p),
pero el problema es que esa transformación lineal (que es una reflexión com-
puesta con una rotación) no depende linealmente de p. Tenemos que ver
la transformación lineal como Lp donde el vector p es un parámetro de la
función. Para hacer esto, es de gran ayuda pensar en la expresión del vector
transformado cómo: p′ = Lp(p) = L′(p; p), en donde L′ es una función que
toma dos vectores como argumentos, que en general no tienen por qué ser
iguales. Ésta es la razón por la que se tiene que duplicar el momento en la



74CAPÍTULO 5. DINÁMICA DE LOS VECTORES TANGENTES EN BILLARES INELÁSTICOS

regla de colisión. Por esto no se puede simplemente escribir las derivadas de
la rotación ingenuamente, sino hay que separar las dos dependencias de p
y calcular las derivadas con el cuidado debido. Esto resulta en que se haya
desmenuzado la regla de colisión en una composición de muchas funciones
para poder aplicar la regla de la cadena.

5.1.2. Cálculo numérico de los exponentes

Una vez que se tiene expĺıcitamente la transformación (5.29) de los vec-
tores tangentes debida a las colisiones elásticas, es cuestión de seguir el algo-
ritmo de Benettin.

Se darán 4 vectores tangentes δΓ aleatorios en el espacio fase, se evolucio-
narán de acuerdo a la dinámica y se irán ortonormalizando después de cada
colisión.



Caṕıtulo 6

Resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados de la tesis. El más impor-
tante es el cálculo numérico del espectro de Lyapunov en el billar triangular
equilátero con colisiones inelásticas. También se calcula de la dimensión de
Lyapunov del atractor que aparece en el espacio de colisiones. Se comenta
y explica de manera general la dinámica de la part́ıcula en el triángulo y se
resalta como cambia el tiempo medio de retorno del mapeo conforme se vaŕıa
el parámetro inelástico λ.

Nota al lector: A lo largo de este caṕıtulo entra en conflicto la notación
estándar de los exponentes de Lyapunov que se denotan por λ con la notación
utilizada en la literatura para el mapeo inelástico en donde el parámetro de
inelasticidad de la regla de colisión también se denota con la letra λ. Se
intentará escribir los exponentes de Lyapunov con sub́ındices (λi) cuando
se hable de varios para facilitar la distinción. Se espera que por el contexto
quede claro la cantidad de la cual se esté hablando.

6.1. Resultados

6.1.1. Dinámica y atractor en el espacio de colisiones

Al variar el parámetro de inelasticidad, se obtienen cambios drásticos en
el comportamiento del sistema visto en el espacio fase del mapeo del billar,
es decir, en el espacio con coordenadas s y ϕ.

Como ya se vio en el caso elástico, el sistema explora todos los valores de
longitud de arco, pero únicamente se tiene tres ángulos que dependen de las

75
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condiciones iniciales. En el espacio fase, esto se traduce a lineas horizonta-
les. Dependiendo de las condiciones iniciales, la órbita puede explorar todas
las longitudes de arco para cada ángulo rápidamente, o si la órbita resulta
más regular, puede tardar más y en este caso se observan lineas horizontales
punteadas durante muchas colisiones.

Una vez que se introduce una colisión elástica mediante el parámetro
λ, se observan cambios en la estructura de las órbitas, por ejemplo, ĺıneas
que en el caso elástico eran paralelas, poco a poco comienzan a dejar de
serlo. Eventualmente las órbitas dejan de verse como ligeras variaciones de
las órbitas elásticas y parecen ser más aleatorias.

Sin embargo, a pesar de la apariencia de las órbitas, en el espacio fase se
observa una estructura bien definida en el atractor extraño, que evoluciona
conforme cambia el parámetro de inelasticidad.

Si uno observa cuidadosamente las órbitas para los distintos valores de λ,
las cuales se pueden ver en las esquinas superiores izquierdas de las gráficas
de las figuras 6.1 y 6.2, se nota un ligero cambio en lo que podemos llamar
cualitativamente el “orden”de las orbitas y la alineación de las trayectorias
rectas.

Conforme el atractor presenta una estructura más complicada, este orden
se pierde y la órbita parece volverse más complicada. Mientras sigue evolucio-
nando el parámetro y se vuelve a simplificar el atractor. Conforme se tiende
al caso elástico, se observa como las trayectorias retoman cierto orden.

El atractor es ćıclico en términos de la longitud de arco y tiene tres
regiones, cada una correspondiente a un lado del triángulo. Más aún, como
el triángulo es equilátero y tiene simetŕıa rotacional, cada una de las regiones
del atractor también tienen esa simetŕıa. La región de ángulos negativos es
equivalente a la de los ángulos positivos. Es decir, ningún lado del triángulo es
“especial” en términos de la dinámica y la orientación de la frontera tampoco
la afecta.

Cuando λ = 0 la dinámica que se sigue es la del mapeo slap, en donde
el ángulo de salida siempre es cero. Es decir, la trayectoria de la part́ıcula
al salir de la colisión siempre es normal a la frontera de la mesa en el punto
donde ocurrió la colisión.

Conforme se incremente un poco el parámetro de inelasticidad λ, en el
espacio fase del mapeo los ángulos que alcanza la trayectoria parecen separase
del cero en bandas. Al seguir aumentando el parámetro de inelasticidad, las
nuevas bandas se vuelven a separar, pero quedan centradas alrededor de un
valor cercano al valor del parámetro λ.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 6.1: Gráficas de las órbitas y los atractores para distintos valores de λ
(de 0 a 0.5). En las órbitas, colores más claros indican tiempos más grandes.
El triángulo tiene lados de longitud

√
3.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 6.2: Gráficas de las órbitas y los atractores para distintos valores de λ
(de 0.6 a 1). En las órbitas, colores más claros indican tiempos más grandes.
El triángulo tiene lados de longitud

√
3.
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Alrededor de λ = 0.5, el comportamiento del atractor cambia. Mientras
se siguen separando las bandas del ángulo de salida, las bandas centrales
se comienzan a separar de manera distinta a como hab́ıa estado sucediendo
anteriormente y se forman unas regiones triangulares donde dejan de caer
puntos de la órbita.

A partir de ese momento, las bandas comienzan a “expandirse” en el
eje de los ángulos mientras las regiones triangulares se vuelven más promi-
nentes. Para estos valores de λ se ve la estructura autosimilar del atractor,
reminiscente del atractor de Henón (bandas dentro de bandas).

Para λ = 0.8, las bandas comienzan a agruparse en 3 regiones verticales
distintas y se comienzan a colapsar (aún preservando su estructura).

Cuando λ = 1, la regla inelástica se reduce a una colisión elástica. Y
en este caso los puntos de colisión llegan a cubrir todos los puntos de la
frontera de la mesa, pero como se explicó previamente, sólo se logran alcanzar
tres ángulos de salida distintos. Esto se logra apreciar en la figura 6.2. Las
trayectorias dentro de la mesa siempre son paralelas a una de tres direcciones
por lo que en se observa un orden en la red que forma la trayectoria.

6.1.2. Exponentes del flujo y el mapeo

Para poder calcular propiedades de la dinámica, como son los exponen-
tes de Lyapunov, se tomó el sistema como un sistema dinámico h́ıbrido que
consta de un flujo con interrupciones discretas. Sin embargo, de este trata-
miento surge un problema. Los exponentes de Lyapunov se definen de manera
distinta para mapeos que para flujos. El ĺımite que se toma es ligeramente
distinto.

Para mapeos discretos, los exponentes se obtienen con la expresión,

λ = ĺım
N→∞

1

N

N∑
n=0

log
‖δxn‖
‖δxn−1‖

. (6.1)

Sin embargo, para flujos continuos con interrupciones discretas, la expresión
a la que se llegó en el caṕıtulo ?? es,

λ = ĺım
t→∞

1

t

∞∑
i=1

log
‖δΓ(ti)‖
‖δΓ(ti−1)‖

. (6.2)

La semejanza que hay entre las dos expresiones es evidente. Los tiempos
discretos ti indican cuando “salta” la part́ıcula en el caso discreto. Es de-
cir, los tiempos ti indican cuando se tienen que tomar los puntos para que
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la sección estroboscópica coincida con el espacio fase del mapeo en tiempo
discreto.

Por este motivo podemos considerar que las magnitudes de los vectores
dentro de la suma van a ser equivalentes. Esto nos lleva a que la diferencia
radica en que en una expresión se esta dividiendo entre números enteros que
indican el número de colisiones que ha habido, mientras en la otra se esta
dividiendo entre el tiempo total.

Ignorando por el momento el ĺımite en la expresión, podemos re-escribir
la ecuación para el flujo de la siguiente manera,

λflujo =
1

t

∞∑
i=1

log
‖δΓ(ti)‖
‖δΓ(ti−1)‖

' 1

τ̄N

∞∑
i=1

log
‖δΓ(ti)‖
‖δΓ(ti−1)‖

, (6.3)

donde τ̄ es el tiempo promedio entre colisiones, tal que τ̄N = t.
De esta manera llegamos a que los exponentes de Lyapunov de un sistema,

visto como mapeo o como flujo, difieren únicamente por una constante de
proporcionalidad que es el tiempo de vuelo libre promedio, o el tiempo libre
medio (mean free time).

λflujo = τ̄λmapeo. (6.4)

Esto es lo que se encontró en las simulaciones y se muestra a continuación.
Este resultado se demuestra en [5].

En términos de la correspondencia entre los exponentes para el mapeo y para
el flujo, se aprecia en la figura 6.3 una relación que parece proporcional. La
constante de proporcionalidad es el tiempo libre medio (o el tiempo medio de
retorno, si es que se ve desde el punto de vista de la teoŕıa de las secciones de
Poincaré). Las figuras 6.4 y 6.5 muestran la razón de los exponentes λd/λc,
donde λd = λmapeo y λc = λflujo son los exponentes correspondiendo al mapeo
y al flujo respectivamente.

Antes de conocer detalles de la dinámica, uno podŕıa pensar que τ̄ seŕıa
constante y no variaŕıa con el parámetro de inelasticidad. Como la velocidad
de la part́ıcula es unitaria τ̄ es igual (salvo por un factor de unidades) a la
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Figura 6.3: Variación de los exponentes de Lyapunov con el parámetro de
inelasticidad. Las lineas punteadas representan la dinámica discreta. Las li-
neas continuas representan la dinámica continua. El punto negro es el punto
(0, ln 2) para verificar el comportamiento del mapeo slap.
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Figura 6.4: Valor del cociente de los exponentes del mapeo y el flujo.

distancia promedio entre puntos de colisión. Esto a su vez es igual a la longi-
tud promedio de una cuerda que se tome dentro del triángulo. El problema
es que esta linea de pensamiento se enfrenta con dos barreras. La primera
es que el parámetro de inelasticidad afecta la distribución de los ángulos de
salida, lo que automáticamente selecciona a algunas familias de cuerdas, por
ende, conforme vaŕıa el parámetro se exploran otras familias de cuerdas con
longitud promedio ligeramente distinta. La segunda barrera, y probablemen-
te la más profunda, tiene algo que ver con la primera, pero es similar a la
paradoja de Bertrand [4] de la teoŕıa de probabilidad. La longitud promedio
de las cuerdas depende de la manera en la que se elige la cuerda.

En esencia lo que hace la dinámica inelástica, es inducir una regla de
selección de las cuerdas. Al variar el parámetro de inelasticidad, vaŕıa lige-
ramente la distribución de las longitudes de los segmentos rectos y por ende,
el tiempo de vuelo libre.

Una vez que uno considera esta ĺınea de razonamiento, puede resultar
lógico que al haber más libertad en posibles ángulos de salida, los pedazos
rectos de la trayectoria que sigue la part́ıcula, exploren de manera más uni-
forme las cuerdas en el triángulo. El hecho que esto resulte en cuerdas un
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Figura 6.5: Valor del cociente de los exponentes del mapeo y el flujo. Se
alcanza a ver el ĺımite de la resolución numérica. El tamaño de paso para el
parámetro inelástico es de 0.01.
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poco más largas es interesante. Sin embargo, este problema queda fuera del
alcance de la tesis y únicamente lo resaltaremos como un resultado de interés.

6.1.3. Exponentes y el espacio fase

Para λ = 1 el sistema es elástico y la transformación de la velocidad del
la part́ıcula se encuentra por medio de una función lineal: una reflexión sobre
la recta determinada por el vector tangente a la frontera. Esto implica que el
sistema es integrable, y por ende, no es caótico. En la figura 6.3 se confirma
este comportamiento, pues en λ = 1 todos los exponentes se anulan. Esto es
resultado de que se conserva el volumen en el espacio fase. El sistema en este
caso es hamiltoniano, conservativo y lineal.

Conforme λ→ 0 se observa como un exponente crece conforme se reduce
el parámetro de inelasticidad, mientras otro exponente se vuelve cada vez
más negativo, eventualmente tendiendo a −∞ cuando λ→ 0. Los otros dos
exponentes permanecen en cero.

El exponente que tiende a −∞ corresponde a la contracción en el espacio
fase debido a que el sistema es disipativo (en realidad el termino disipativo
no es el más correcto, pues śı se conserva la enerǵıa debido a que la magnitud
de la velocidad es constante). Este comportamiento es razonable pues como
se vio en el caṕıtulo de Billares cuando λ = 0 el mapeo del billar se reduce
al mapeo slap que es un mapeo unidimensional. Por lo tanto este exponente
corresponde a la dimensión del espacio fase que se colapsa cuando esto sucede.

En el caṕıtulo ?? se vio que el mapeo slap está dado por,

T (s) = −2s+ 3 (mod 3). (6.5)

Utilizando la expresión para el exponente local de Lyapunov λ = log |f ′(s)|
se llega a que el exponente máximo de Lyapunov para el mapeo slap es:

λslap = log | − 2| = log 2. (6.6)

En la figura 6.6 se grafica el mapeo utilizando resultados numéricos.
Este resultado es congruente, y de cierta manera verifica los datos obte-

nidos mediante este método.
Los exponentes se calculan tomando desplazamientos infinitesimales de

la trayectoria original y viendo cómo cambiaŕıa la separación entre los dos
puntos conforme se lleva a cabo la dinámica. Aunque esto se hace por medio
de la derivada, las direcciones en las que se toman los desplazamientos iguales
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Figura 6.6: Mapeo slap, en este caso el mapeo del billar se reduce a un mapeo
unidimensional. Se toma la longitud de cada lado del triangulo como 1.

se pueden entender intuitivamente. Aunque se empiece con direcciones de
desplazamiento arbitrarias, los exponentes so únicos. Pero si se piensa en
direcciones posibles de desplazamiento inicial en el espacio fase uno puede
entender lo que sucede. En el espacio fase se tiene direcciones de momentos y
direcciones de posiciones. El caso más sencillo e intuitivo es pensar lo que le
pasa si el desplazamiento es en la dirección del movimiento de la part́ıcula.
Como la velocidad se mantuvo unitaria, los puntos van a seguir las mismas
órbitas pero el punto original irá retardado. A la larga, las dos trayectorias
no se separan, se mantienen a la misma distancia excepto al momento de
las colisiones, pero esto se corrige rápidamente y se recupera la separación
original.

El otro exponente que es cero es un poco más complicado de interpretar.
Lo que miden los exponentes es el cambio exponencial con el que se separan
las trayectorias. Es decir, se parte de la idea que la separación δ entre órbitas
cercanas vaŕıa con el tiempo de la forma δ̇(t) = Cδeλt, donde C es una
constante. Esto implica que si la velocidad de separación es una función lineal
de δ, forzosamente λ = 0. Como la part́ıcula es libre excepto por las colisiones,



86 CAPÍTULO 6. RESULTADOS

un desplazamiento en el espacio fase en el cual se pasa de una superficie
de enerǵıa constante a otra únicamente cambiaŕıa la enerǵıa cinética y por
lo tanto la magnitud de la velocidad. Estas direcciones de desplazamiento
normales a la la superficie de enerǵıa de la trayectoria original son las que
corresponden con el otro exponente que se anula.

La suma de los exponentes siempre es
∑

i λi ≤ 0, como se muestra en
la figura 6.7. Esto es t́ıpico, aunque no completamente necesario, para la
formación de atractores extraños. Esto garantiza que exista el mecanismo de
estiramiento y doblez (stretch and fold) como en el caso de las herraduras de
Smale [17]. Es más, el conjunto invariante tiene que tener comportamiento
similar al del conjunto invariante que se presenta el el mapeo de Smale, pues si
se itera el mapeo hacia atrás en el tiempo para algún punto inicial arbitrario,
la regla de contracción se vuelve una regla de expansión y la mayoŕıa de los
puntos (excepto por un conjunto con medida cero) eventualmente se saldŕıan
de la mesa. Pero este tipo de análisis queda fuera del alcance de este trabajo,
pues no se hace análisis de órbitas periódicas ni puntos fijos.

Algo que vale la pena mencionar, es que la suma de los exponentes de
Lyapunov, al ser menor a cero, garantiza que el sistema es disipativo y que hay
una contracción del volumen en el espacio fase conforme avanza la dinámica.
Pero pensar en que hay enerǵıa que se esta perdiendo se complica pues al
normalizar la velocidad en cada colisión garantiza que se conserve la enerǵıa
cinética de la part́ıcula.

El hecho que hay una coincidencia entre la dinámica del mapeo del billar
y el sistema dinámico en tiempo continuo resalta la importancia de poder
tratar sistemas desde puntos de vista diferentes. También le da más peso a
la motivación del estudio de sistemas discretos para comprender el compor-
tamiento de flujos no-lineales.

Una caracteŕıstica interesante en la gráfica de los exponentes es el cambio
de curvatura en el exponente positivo que ocurre alrededor de λ = 0.5. Esta
caracteŕıstica coincide con un cambio en la pendiente local de la suma de los
exponentes y con el cambio cualitativo que ocurre en el atractor para estos
valores del parámetro inelástico. En términos de la dinámica, es la región
de valores del parámetro en la cual la regla de contracción del ángulo le
permite al sistema explorar un intervalo mayor de ángulos de salida. Esto se
ve claramente en las gráficas de las figuras 6.1 y 6.2. Para esos valores del
parámetro el atractor abarca una región más extensa en la dirección angular.
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Figura 6.7: Comportamiento de la suma de los exponentes, también es el
factor de contracción del volumen en el espacio fase. La linea punteada co-
rresponde a la dinámica discreta mientras que la continua corresponde al
flujo.
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Figura 6.8: Dimensión de Lyapunov como función del parámetro inelástico

6.1.4. Dimensión

Utilizando los valores obtenidos de los exponentes de Lyapunov que se
obtienen al variar el parámetro inelástico λ, también podemos graficar cómo
vaŕıa la dimensión de Lyapunov (o de Kaplan-Yorke) DL.

Para nuestro caso del mapeo en dos dimensiones, la dimensión de Lyapu-
nov está dado por,

DL = 1 +
λ1

|λ2|
. (6.7)

Donde λ1 es el exponete positivo y λ2 es el exponente negativo.

La figura 6.8 muestra el comportamiento de DL. Como es de esperarse,
muestra el mismo cambio de curvatura alrededor de λ = 0.5 que se observa
en la gráfica de los exponetens de Lyapunov.

Es importante la manera en la que se relacionan las dimensiones del atrac-
tor cuando se toma el mapeo o el flujo. La ecuación general para la dimensión
de Lyapunov es:

DL = D +
1

|λD+1|

D∑
j=1

λj. (6.8)



6.1. RESULTADOS 89

Hay que recordar que D es el numero de exponentes tal que
∑D

1 λi ≥ 0.
Para considerar la dimensión en el espacio fase, que tiene más dimensiones,
lo único que cambia es D ya que hay dos exponentes adicionales que son cero.
Por esto mismo el valor de la suma no cambia.

De esta manera la relación entre la dimensión de Lyapunov para el flujo,
que denotaremos como dL, está relacionada con la del mapeo (DL) de la
siguiente manera:

dL = DL + 2 (6.9)

.
Esto es de esperarse y tiene sentido, ya que en el espacio fase del flujo

4-dimensional, hay dos dimensiones más en las que no se exhibe contracción
de volumen conforme avanza la dinámica.

Es interesante pensar en la dimensión de Lyapunov del atractor cuando
se habla del espacio de colisiones. Al variar λ entre 0 y 1, se está pasando
del mapeo slap que es unidimensional al mapeo del billar elástico T . Para
todos los valores intermedios la dimensión de Lyapunov DL es un número
entre uno y dos. De cierta manera, la dimensión de Lyapunov del atractor
captura el tránsito de un mapeo unidimensional a uno bidimensional.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este caṕıtulo se resume y resalta a lo que se llegó a lo largo de la tesis.
También se comentan posibles extensiones a este trabajo y posibles vertientes
que se pueden tomar.

7.1. Conclusiones Finales

En esta tesis, se estudió una regla de colisión inelástica en una mesa
de billar muy particular: el triángulo equilátero. Éste es el poĺıgono regular
más sencillo (con el menor número de lados) sin lados paralelos. Es una mesa
sencilla con fronteras planas, por lo que simplifica algunas cosas. Sin embargo,
resulta en un sistema dinámico con mucha riqueza. En este sistema simple
se puede observar (y medir) comportamiento caótico. También es un modelo
en el que se puede pasar fácil e intuitivamente de un sistema dinámico en
tiempo continuo a un mapeo discreto.

Se logró mostrar, mediante el estudio de los exponentes de Lyapunov,
que los mapeos discretos no tienen por qué considerarse ajenos a la f́ısica.
El modificar la regla de colisión para tomar en cuenta otro tipo de inter-
acciones simplifica los sistemas con interacciones complicadas y el tratarlos
como sistemas h́ıbridos permite que se rescate el comportamiento f́ısico y sus
propiedades dinámicas.

Se logró extender exitosamente el método presentado en [7] para la dinámi-
ca del sistema inelástico. A pesar de que los autores mencionan que es sencillo
extender su método a sistemas inelásticos, como se puede apreciar en el tra-
tamiento de la regla de colisión inelástica, hay que tener mucho cuidado con
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cómo se expresa la regla.
Para el caso de la regla inelástica, ϕ = −λθ que se utilizó, se tuvo que

hacer una construcción a base de composiciones de funciones que parece muy
artificial, pero fue completamente necesaria. Es posible que para algunas otras
reglas de colisión el tratamiento se simplifique. Posiblemente una regla que
modifique directamente con las componentes normal y tangencial del vector
p pueda resultar en un tratamiento más sencillo.

De el cálculo de los exponentes de Lyapunov surgieron cosas interesantes.
No se esperaba que fuera a haber una diferencia entre el valor que encon-
traŕıa el método de Dellago et al. y lo que se puede calcular para el mapeo
slap. Por esto se pensó durante un tiempo considerable que hab́ıa un error
en el código. La correspondencia entre las dos visiones de la dinámica re-
sultó útil e ilustra la conexión entre la dinámica del billar y su mapeo. Tam-
bién se encontró inesperadamente que el tiempo medio de retorno vaŕıa con
el parámetro de inelasticidad, pues en [5], inclusive se da una fórmula para τ̄
que depende únicamente del área de la mesa y de la longitud de la frontera
para el caso elástico.

7.2. Extensiones Posibles

En la elaboración de este trabajo se viajó por muchas vertientes posi-
bles, que para conservar la brevedad y enfoque ya no fue posible concluir ni
presentar aqúı.

Cualquiera de las siguientes vertientes que se tocaron seŕıan extensiones
interesantes al trabajo presente.

Se podŕıa explorar lo que pasa con el atractor y la regla de colisión en
mesas poligonales con mayor número de lados como rectángulos, pentágonos
y hexágonos.

Otra posibilidad que se contempló y seŕıa interesante seguir es estudiar
el comportamiento en poĺıgonos irregulares, y en particular en triángulos
isóceles donde se rompe la irregularidad, mientras se preserva cierta simetŕıa.

Se podŕıa también hacer un estudio más profundo de las dimensiones
fractales y observar que sucede con el espectro de dimensiones de Rényi
conforme cambia el parámetro inelástico de la regla de colisión. Sin embargo,
al intentar hacer esto, hubo que enfrentarse con una barrera computacional
de ajustes que hubiera desviado demasiado la atención del enfoque principal
del presente trabajo.
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Se pueden calcular exponentes de Lyapunov para una infinidad de re-
glas de colisión inelásticas, seŕıa interesante investigar que propiedades tiene
que tener una regla para poder simplificar el tratamiento, pues con la regla
inelástica que se trabajó surgieron varias complicaciones.

También se podŕıa ahondar en la estructura del atractor y su evolución
con el parámetro de inelasticidad, como se hace en [2]. Una manera de hacer
esto es con técnicas de la dinámica simbólica.

Estas posibles extensiones son evidencia de que tan amplio puede ser el
estudio de billares, que en esta tesis se enfoco únicamente a la determinación
de los exponentes de Lyapunov.
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