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Prefacio

Divide las dificultades que examinas
en tantas partes como sea posible para
su mejor solucion. René Descartes

En realidad durante la carrera nunca pensé en hacer una tesis sobre el tema de las
ecuaciones diferenciales parciales, que abreviaré edps, ya que siempre tuve mas interés
en materias orientadas hacia otras partes mas puras o abstractas de las matematicas,
como lo son la topologia, el dlgebra abstracta y la teoria de conjuntos. Sin embargo,
una serie de cursos que llevé con la Dra. Ménica Clapp me llevaron a pensar de manera
distinta. La estrategia de tratar con métodos variacionales los problemas de edps que los
admiten requiere de una mezcla de conocimientos sobre otras areas, por dar dos ejemplos,
topologia para obtener informacién sobre el niimero de soluciones y teoria de grupos para
conseguir resultados que involucran simetrias. El usar por primera vez las herramientas
desarrolladas en otros cursos para probar (de forma completamente formal) resultados
que sirven de manera mas directa en la vida real fue algo que sin duda llamé mi atencion.
Otra razon por inclinarme hacia esta area es que, a diferencia de otras muchas areas en
matematicas, se encuentra en actual desarrollo (basta con ver las fechas que aparecen en
la bibliografia). Las publicaciones de nuevos descubrimientos van abriendo cada vez mas
el panorama para nuevos estudios.

A continuacién damos una breve introduccién histérica a la tesis (basada en [5], [3])
y comentamos sobre la forma en que se presenta ésta.

Una ecuacién diferencial parcial es una ecuaciéon que involucra una funcién y sus
derivadas, de manera mas precisa, es una expresion de la forma

F(D*u, D, .., Du,u,z) =0 en ,

donde F' es una funcién dada, k& un natural distinto de cero (que determina el orden), u
es la incégnita, D/u denota las derivadas de orden j de u y € es un abierto de R™. La
ecuacion plantea un problema que radica en encontrar una funcion u : Q@ — R que la
satisfaga.

El estudio de las edps empieza en el siglo 18 con el trabajo de conocidos matematicos
como Euler, Lagrange y Laplace resultando en una herramienta fundamental de estudio
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para modelos provenientes de las ciencias fisicas: electricidad, hidrodinamica, calor, mag-
netismo, optica, elasticidad, etc. Mas tarde, durante el siglo 20, las edps se caracterizan
por contribuir tanto a areas de las matemadticas aplicadas (como las finanzas) como al
desarrollo de ciertas ramas de las matemadticas puras (como la geometria algebraica).

El ejemplo més sencillo de una edp (no ordinaria) es

ou
— =0 en R
8:151
En este caso resolver el problema es inmediato y las soluciones son todas aquellas funciones
diferenciables u : R? — R que no dependen de su primera variable, por dar un ejemplo, la
funcién u : R? — R definida por u(xy, x3) := 5. Para mencionar otra edp mas interesante
abreviemos
A 0%u - 0%u
ui==—+.+=—,
oz? dx?

entonces la llamada ecuacion de Laplace tiene la forma
Au=0 en €.

Esta ecuacién fue utilizada alrededor de 1780 para estudiar los campos potenciales gravi-
tacionales y fue resuelta de manera satisfactoria por Poincaré en 1890 (agregando ademads
una condicion de frontera, se probo existencia y unicidad para abiertos €2 bastante gene-
rales). Las ecuaciones de segundo orden, como la anterior, se pueden clasificar (casi) en 3
tipos: hiperbdlicas, elipticas y parabdlicas. La ecuacion de Laplace es especificamente del
tipo eliptico, la motivacion para llamarlas asi viene al sustituir en la ecuacion los simbolos
% por la variable algebraica {; conservando el nimero que indica el orden de derivacién,
J

en este caso se obtiene
4. +=0,

que representa a un elipsoide degenerado en R™. Otra cosa que podemos observar es
que la ecuacién de Laplace depende de u (de sus derivadas) de forma lineal, este tipo
de ecuaciones modelan frecuentemente problemas fisicos de manera aproximada. Para
adquirir una mayor precision es necesario involucrar una no-linealidad de cierto tipo,
desgraciadamente esto complica bastante el problema. Un ejemplo sencillo de una edp
eliptica (en general) no-lineal es la denominada ecuacién no-lineal de Poisson:

—Au= f(u) enQ,

donde f es daday f(u) := f ou. Tanto fue el interés por las ecuaciones elipticas del tipo
no-lineal que en el congreso internacional de matematicas celebrado en Paris en el ano
1900, 2 de los 23 famosos problemas de Hilbert son dedicados a este tema. Uno de ellos
se refiere a la “regularidad” de las soluciones y el otro a la existencia de éstas para ciertos
problemas.

En las ultimas tres décadas se ha estudiado la relacién entre la fisica tedrica y la
geometria por medio de areas como la relatividad general y mas recientemente la teoria
de cuerdas super-simétricas. En este contexto las edps juegan un papel importante, por
ejemplo, en geometria diferencial tenemos el llamado problema de Yamabe (que tiene que
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ver con la curvatura). Un modelo sencillo del tipo de ecuacién que aparece en el problema

de Yamabe se define al tomar n > 3y f(x) := |z| 722 en la ecuacién no-lineal de Poisson.
Es decir, si denotamos 2* := % (lamado exponente critico) entonces la ecuacién queda
como

—Au = |ul* u en Q.

En esta tesis tratamos principalmente con tal problema (incorporando una condicién
de frontera) y las respuestas: existencia o no de soluciones no cero, multiplicidad, etc.
dependeran directamente de qué €2 se considere, mas preciso, de su topologia. El resultado
central (teorema de Coron) establece que cuando 2 “se parece” a un anillo en R, es decir
a{r € R":0<a<|r—y| <b}, el problema tiene una solucién distinta de la funcién
cero. Notemos que la ecuacion anterior es del tipo eliptico y su no-linealidad se expresa
mediante el exponente critico, lo que termina por justificar el titulo de la tesis.

Figura 0.1: El corte transversal de un dominio  en R3 que pudiera satisfacer las hipStesis del teorema de Coron.

Hay muchas formas de enfrentar esta clase de problemas elipticos, aqui se hara utilizan-
do los llamados métodos variacionales. Estos fueron motivados en su forma mas primitiva
por el conocido principio de accion minima, tipicamente atribuido a Maupertuis, y fueron
en parte desarrollados por Riemann en 1851 bajo el nombre de Principio de Dirichlet.
Este principio consiste en encontrar soluciones mediante minimizacién de un funcional
adecuado. De hecho, caracterizaremos las soluciones como los puntos criticos de estos
funcionales.

La tesis esta distribuida de la siguiente manera. En el capitulo de introduccién men-
cionamos ciertas convenciones, damos la notacién y recordamos los espacios principales
de funciones que usamos en la tesis. Después presentamos, sin prueba, los teoremas de
encaje y hacemos una discusion sobre estos. En el Capitulo 2 tratamos con los problemas
elipticos de la forma

—Au+ A = |[ulP?u en Q,

con la condicién u = 0 en 0f). Estudiamos el caso p < 2*, en donde usamos una aplicacién
clara del principio de Dirichlet. También analizamos el caso A = 0 y p = 2*, aqui se prueba
la llamada identidad de Pohozaev. Con ella demostramos resultados de inexistencia de
soluciones no triviales para ciertos abiertos. En el Capitulo 3 trabajamos de manera abs-
tracta sobre espacios de Hilbert arbitrarios. Introducimos las sucesiones de Palais-Smale y
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probamos el lema de deformacién, suponiendo un resultado de existencia. El objetivo del
Capitulo 4 es demostrar un resultado de “compacidad global”, el teorema de Struwe. La
demostracion del teorema de Struwe es por induccién. En la primera seccién trabajamos
con la base inductiva, en la segunda con el paso inductivo y en la tercera damos la demos-
tracién completa. El Capitulo 5 tiene como objetivo demostrar un resultado de existencia
de soluciones, el teorema de Coron. Primero probamos resultados relativos a la funcion
baricentro (también conocida como funcién centro de masa). Después, utilizando el lema
de deformacién y el teorema de Struwe, demostramos el teorema de Coron. En la tercera
seccién comentamos sobre resultados afines. Finalmente, en el apéndice, presentamos re-
sultados de uso frecuente sobre espacios de Lebesgue. Ademas, damos definiciones basicas
sobre diferenciabilidad en espacios de Hilbert arbitrarios y demostramos un resultado de
diferenciabilidad sobre un espacio en particular.

La introduccién, el Capitulo 2 y el Capitulo 3 los escribi basandome en el seminario
de métodos variacionales que impartié la Dra. Ménica Clapp en la Facultad de Ciencias
de la UNAM durante la primera mitad del 2012. En el Capitulo 4 y en el Capitulo 5 me
guié respectiva y principalmente por los libros [27] y [26].

Para leer esta tesis es recomendable haber estudiado un libro como [20].

Ciudad de México, Marzo 2013 Francisco J. Gonzalez de Cossio E.



Capitulo 1

Introduccion

En toda la tesis hacemos las siguientes convenciones y usamos la siguiente notacién.
A la norma usual de R" la denotamos por |-| y

Bl(y) ={r e R": |z —y| <r},

cuando la dimensién sea clara ponemos simplemente B,.(y). El simbolo € siempre denota
un abierto en R", es un dominio cuando ademas es conexo y es suave cuando es de clase C*
(ver definicién en [6]). Por cuestiones de notacién, C' > 0 se usa para expresar constantes
positivas posiblemente distintas cuya expresién explicita no es necesaria (si ésta depende
de algo se expresa ello con un paréntesis), subsucesiones se suelen denotar de la misma
forma que la sucesién original (cuando no hay confusién posible) y las restricciones y
extensiones triviales de funciones u : {2 — R se denotan por la misma u. Las integrales son
consideradas de Lebesgue y la medida es siempre en el sentido de Lebesgue. El simbolo
|| también suele usarse para expresar la medida de un subconjunto de R" y, como es
usual, abreviamos casi donde quiera y para casi todo por c.d. y p.c.t. respectivamente.
Finalmente, con TCD nos referimos al teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

1.1. Espacios de funciones

Espacios de constante uso son C°(Q), C*(Q) para k = 1,2,.. y C*(Q) que respecti-
vamente denotan al espacio de funciones u : 2 — R continuas, al de funciones que son
k veces diferenciables con k-ésimas derivadas continuas y al de funciones infinitamente
diferenciables.

El soporte de una funcién u :  — R, denotado por sop(u), se define como la cerradura
en R™ del conjunto {x € Q : u(x) # 0}, desde luego que sop(u) podria no estar contenido
en Q. Si k € N o k = oo, al subconjunto de C*(Q) formado por las funciones cuyo soporte
es compacto y estd contenido en € lo denotamos por C*((2).

Ademids, C*(2) es el subconjunto de C*(Q) que consiste de aquellas funciones cuyas
derivadas admiten una extensién continua a €.

Otros espacios fundamentales en la tesis son los siguientes. Para p € [1,00) denotamos
por LP() al espacio de Lebesgue de funciones medibles u : @ — R tales que |ul? es
integrable en Q ([,|uf’ < 00). Recordamos que en realidad cada elemento de LP(Q) es

9
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una clase de equivalencia inducida por la relaciéon “coincidir c.d. en €27 definida sobre el
conjunto de funciones f : {2 — R medibles. Este espacio vectorial cuenta con la norma

1
luriy = ([ [uf)?,
Q

cuando se sobreentienda el abierto en cuestién la denotamos simplemente como |u,.
De manera similar se define L>(€2) como el espacio de funciones medibles u : Q@ — R
para las cuales existe ¢ € R tal que |u(x)| < ¢ p.c.t. z € Q. Este espacio tiene la norma

|u|oo ;== nf{c € R: Ju(z)| < ¢ p.ct.z e}

Usamos también a L2 (Q). Este consiste de las funciones medibles u : Q — R que
cumplen u € LP(V) para cada abierto relativamente compacto V' de R™ que satisfaga
V C Q. Convergencia en L} (Q) significa convergencia en LP(V) para cada V del tipo
anterior.

Recordamos que u € L}, () se dice débilmente diferenciable en  si existen vy, .., v, €

L .(9) de tal forma que para cada i € {1,..,n} se tenga

loc

dp /
u =— [ vip VoeCrQ).
Yo, e e (€2)

En tal caso la unicidad nos permite definir D;u := v; la i-ésima derivada débil de u. El
gradiente (débil) de u es

Vu:= (Diu,..,Dyu) : Q — R"™
No requerimos definir todos los espacios de Sobolev; el que usamos es el siguiente.
Definicién 1.1. El espacio de Sobolev H*(QY) se define como
HY(Q) := {u € L*(Q) : u es débilmente diferenciable en Q, Diu € L*(Q) Vi=1,..,n}.

Lo dotamos de la norma

1
n 3 %
el = (mw%Zwmg) =( L+ rw) ,
=1

y conseguimos un espacio de Hilbert. De hecho, la norma anterior esta inducida por el

producto escalar
(U, v) g1 () ::/uv—i-/Vqu.
Q Q

El espacio de interés en realidad es el que sigue.

Definicién 1.2. El espacio de Sobolev H} () es la cerradura de C°(Q) en H'(2).
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Desde luego que Hj(f2) es también un espacio de Hilbert. En caso de que n > 3y Q
sea acotado, la desigualdad de Poincaré (ver la seccién siguiente) nos permite definir una
nueva norma en Hj () que resulta equivalente a la que hereda por H'(),

%
allz ey = ( / |w|2) .
Q

Esta est4 inducida por el producto escalar

(U, ) 3 (o) ::/VUVU.
Q

Cuando no haya confusién sobre el abierto considerado simplemente usamos |Ju|| y (u,v).
Podemos pensar (de manera informal) a Hj(€2) como el espacio de la funciones de H'(£2)
que se anulan en la frontera de Q. En general H} () difiere de H'(2) aunque H}(R") =
H'(R™). Una propiedad de uso frecuente es que, usando la extensién trivial, “HJ(2) C
HY(R™)”.

Para tratar problemas que involucran el exponente critico de Sobolev 2* := % (donde
n > 3) y un abierto no acotado, los espacios anteriores no funcionan de manera adecuada,
esto se debe a que en tal caso ||-|| no es necesariamente una norma en H} (<), por lo que
es necesario definir unos nuevos.

Definicién 1.3. El espacio vectorial DV*(Q)) se define como
DY2(Q) :={u e L* (Q) : u es débilmente diferenciable en Q, Dyu € L*(Q) Vi=1,..,n}.

Es espacio de Banach bajo la norma

1
n 2
ul| 12y = (mg* +Z|Diu|§> .
=1

El espacio resultante no es necesariamente de Hilbert. Siguiendo la idea anterior definimos
el siguiente subespacio vectorial.

Definicién 1.4. Dy*(Q) es la cerradura de C2(Q) en DV(Q).

Esta vez no es necesario que €2 sea acotado para definir una norma equivalente a la
inducida por D'2?(Q), de hecho ésta es de nuevo

1
2
il = ([ 1942) "

Esta norma es inducida por el producto escalar

<U’U>Dé’2(9) ::/QVUVU.

Naturalmente, en caso de que sea claro el abierto en consideracion, volvemos a usar la
notacién |Jul|, (u, v). De esta forma, D*(€) con la dltima norma si es un espacio de Hil-
bert. No es dificil probar que cuando Q es acotado en realidad Dy”(Q) = H(Q), ademas,
se cumple que Dy*(R™) = D'?(R"). Requerimos més adelante la siguiente observacion;
se puede revisar en [6].
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Observacién 1.5. Si Q es de clase C', u € DV?(Q), su extension trivial u € DM?(R") y
para cada i, Dyu = D;Ti entonces u € Dy*(Q).

1.2. Encajes

La existencia de ciertos encajes (funciones lineales, continuas e inyectivas) entre los
espacios anteriores nos da relaciones entre las normas, éstas resultan en una via importante
para la demostracion de resultados. Una versién unificada de los teoremas de encaje de
Sobolev y Rellich-Kondrachov bastante mas general que la que presentamos aqui se puede
consultar en [2]. Para pruebas de los encajes se recomienda ver [20].

Dado n > 3 el numero 2* := % tiene mucha importancia en los encajes, éste suele
marcar un limite como lo veremos en esta seccion. Para encontrar soluciones a algunas de
nuestras ecuaciones buscamos convergencia y por ello cierta compacidad en las inclusiones
(al menos continuidad). Es por esto que la expresién del exponente critico sale de manera
natural. Supongamos que hemos encontrado ¢ € [1,00) y C' > 0 tales que para todo

¥ e C(R"),

1

o ([ wor) (1)

Sea ¢ € C2°(R™) no cero y sea A > 0 cualquiera, definase ¢, (z) := ¢(Ax) para tener que

’@A|q = Aiﬂ@lqa

(o) -2 ()’
R™ R™

Se sigue de usar (1.1) para ¢, y de lo anterior que

ol AT TEC (/ lwf) ’

como esto ocurre para cada A > 0 necesariamente 1 + % — 5 =0. Concluimos que n > 3

q
_ 2n __ ox
yq=-"5=2"
Seguimos ahora con los mencionados resultados de encaje.

Proposicién 1.6 (Desigualdad de Poincaré). Sin > 3 y Q es acotado en R™, entonces
para cada q € [1,2*] existe C'(n,q) > 0 tal que

lul, < C|Q[atT2 </|Vu|2) Yu € HY(Q).
Q

De hecho, podemos tomar cualquier €2 (no necesariamente acotado) para concluir que
la inclusién

Hy () = LU(Q)

es continua para cada ¢ € [2,2*]. Mds ain, tenemos el siguiente resultado que se puede
revisar en [2].
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Proposicién 1.7. Sin >3 y Q es de clase C, entonces la inclusién
HY(Q) — L)
es continua para cada q € [2,2*].

Uno de los resultados centrales en estos temas es la siguiente consecuencia del teorema
de Arzela-Ascoli. Recordamos que una funcién entre dos espacios métricos f : X — Y se
dice compacta si para cada A subconjunto acotado de X tenemos f[A] es relativamente
compacto en Y.

Teorema 1.8 (Rellich, 1930-Kondrachov, 1945). Sin > 3 y Q es acotado en R™, entonces
para cada q € [1,2*) se tiene

H(Q) < LYQ) es compacta.

Hay que remarcar que las hipdtesis en el teorema anterior no se pueden relajar, veamos
dos ejemplos de ello.

Ejemplo 1.9. Sin >3 y q € [2,2*], entonces H'(R™) < L%(R") no es compacta.

Demostracion. Escojamos cualquier ¢ € C°(RR"™) que no sea cero c.d. en R™ y sea (&)
una sucesién en R" que cumpla [£;| — 0o, denotaremos ¢ (z) := ¢(x — &).

»
[\
[

|
|
;
;
, |
|
I
l
|
|
|
;
|

|
|
|
\‘
|
\
|
|
|
\
!
|
I
|

l

Figura 1.1: Comportamiento de ¢y de linea a punteado conforme crece k.

Se tiene que

/w:/ oy /|wk|2=/ Vel Vp e [1,00),Vk € N,
R" R" R" R"

entonces
okl @ny = llellm@mn  VEk €N
En particular (o) estd acotada en H'(R™). Sin embargo, supongamos que pasando a
una subsucesién conseguimos ¢y — u en LI(R™), entonces podemos también suponer que
or — u c.d. en R". El soporte de ¢ esta acotado en R", esto y lo anterior implican que
u = 0y por tanto
0# |plg = kh’m orlq = lulg = 0.
— 00

La contradiccién anterior implica que la inclusiéon en cuestion no es compacta. [ |
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Ejemplo 1.10. Sean > 3 y Q acotado en R", entonces H}(Q) — L* () no es compacta.

Demostracion. Por facilidad supongamos que 0 €  y tomemos r > 0 tal que B,.(0) C €,
sea @ € C(B,(0)) no cero y definamos esta vez ¢y, := k"2 p(kz).

Figura 1.2: Comportamiento de ¢, de linea a punteado conforme crece k.

Entonces ¢ € C°(Bx(0)) € Hg(Q) y de la definicién de 2* obtenemos que

A G AN
By (0) B,(0)
Ademés, como para cada x € B (0) tenemos %—ﬁ’:(m) = k%g—i(kx) se sigue que ||¢k|| = ||#||

para cada k € IN. Ello muestra que (p},) estd acotada en Hj (). Procediendo de manera
andloga que en el ejemplo anterior, tenemos que de nuevo la inclusién enunciada no puede
ser compacta. [

Analicemos el ejemplo anterior. Empezamos con una funcién ¢, construimos una su-
cesién usando “dilataciones” de ella y la forma especifica que tiene 2* nos permitié que
esta sucesién mantuviera la norma de ¢ en L* (Q). Esto tltimo fue lo que originé la falta
de compacidad que sufrimos. Por ello los problemas que tratan con exponente critico son
considerablemente mas dificiles que los casos subcriticos; no podemos utilizar el teorema
de Rellich-Kondrachov para concluir una convergencia que nos lleve a una solucién. De
hecho, muchas veces ni siquiera hay solucion.

Veamos una consecuencia del teorema anterior, denotemos

Y= {u € Hy(Q) : |uly =1}.

Proposicién 1.11. Sin > 3 y Q es acotado en R", entonces ||-||* : ¥ — R tiene un
minimo.

Demostracion. Sea ¢y := in£\|vH2, tomemos (ug) sucesién en X tal que [Jug|* — co.
vE

Como (uy,) estd acotada en HJ () podemos suponer, salvo una subsucesién, que uj, — u
débilmente en H () y ux — u en L*(Q), por tanto u € . Se sigue entonces que

co < [|ull® < lim inf|jug[|* = co.
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El ntimero real positivo
A(Q) = r111£1||u||2 (1.2)
ue

1
serd importante en la proxima secciéon. Notemos que A, * es una constante 6ptima para
el encaje Hj(Q2) — L*(). Terminamos esta seccién con otra consecuencia del Teorema
1.8 que resultarda muy util mas adelante.

Proposiciéon 1.12. Sin >3, p € [1,2%) y (ug) es acotada en D*(R™) entonces, pasando
a una subsucesion,

up —u  débilmente en DV?(R™),
up —u  c.d. en R",
(R™).

up —u en Li

Demostracién. Podemos suponer que u, — u débilmente en D%?(RR™). Escojamos para
m > 1, p, € C°(B11(0)) tal que ¢, = 1 en B,,(0). Es facil ver que (uyp1) esta acotada
en Dy (By(0)), entonces hay una subsucesion (u}) de (uy) tal que

up —u en LP(B1(0)) v u, —u cd.en B(0).

Sea u := uy. Continuando de esta manera conseguimos para cada m > 1 una (u}")
subsucesién de (u]'') tal que

upg' —u en LP(B,(0)) y ul - u c.d. en By,(0).

Consideremos entonces la subsucesién diagonal, es decir, sea v, := uf. Es claro que (vy)
es una subsucesién de (ug) que cumple lo requerido. [ |

Cabe mencionar que con un ligero ajuste a la prueba anterior podemos obtener el
resultado en D3*(Q).



Capitulo 2

Problemas elipticos con condicién de
frontera

Nuestro objetivo es resolver ecuaciones en derivadas parciales, de manera mas es-
pecifica, ecuaciones elipticas que se anulan en la frontera. La ecuacién mas sencilla que
presentamos primero es, en palabras de J.Jost, “quizés la ecuacion en derivadas parciales
mas importante para las matemaéticas y la fisica” (ver [20]). Es llamada la ecuacién de
Laplace y tiene la forma

" 0%
— oz?

Au = =0 en (),

en donde Awu es llamado el Laplaciano de u. Tal problema queda como un caso particular
de la ecuacién més general y con condicién de frontera conocida como la ecuacion no-lineal
de Poisson

{—Au = f(u) enQ, (2.1)

u=0 sobre 012,

en donde f : R — R es una funcién previamente dada. Una solucién clésica de (2.1)
es una funcién u : Q — R en C?(Q) que satisface lo establecido en (2.1). Para utilizar
métodos variacionales (encontrar soluciones por medio de puntos criticos de un funcional
adecuado) requerimos una definicién de solucién que resulta més débil que la clasica, pero
que afortunadamente es equivalente a ella cuando 2 es suficientemente suave.

Sea u una solucioén clasica de (2.1). Entonces

- [ue= [ fwe voecz@.
Q Q
Por la férmula de Green obtenemos
- /(Au)cp = / VuVyp Ve e CF(Q).
Q Q
Usando la densidad de C°(Q) en H}(Q) y lo anterior concluimos que entonces
/ VuVv = / flu)v Yo € Hi(Q). (2.2)
Q Q

16
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Decimos que u € Hy(£2) es una solucién débil de (2.1) si u satisface (2.2). En el caso de
que (2 sea acotado las soluciones cldsicas pertenecen a Hj (£2). Lo anterior muestra que, en
tal caso, las soluciones clasicas son débiles. Para obtener las condiciones necesarias sobre
Q, f v u para que lo reciproco ocurra se requiere de teoria de regularidad; referencias para
el tema son [18] y [15].

Nosotros trabajamos con soluciones débiles, por ello llamaremos a éstas simplemente
soluciones. (Por esto es mas conveniente mantener el signo menos del Laplaciano en (2.1)
y no cargarlo en la definicién de solucién débil.)

Sin >3, Qesacotado y f € C'(R) satisface ciertas propiedades especificas, entonces
el problema (2.1) cuenta con una solucién no trivial, es decir, una solucién distinta de
u = 0; referimos al lector a [27]. Sin embargo, las condiciones sobre f son més claras al
trabajar con un problema especifico:

Consideremos n > 3, Q2 acotado en R™, p € (2,2%) y A > —\; (para la definicién de Ay
ver (1.2)). Tomemos f(z) := |x[P"2x — Az en (2.1) para obtener el problema

—Au+ Au= [uP"?u en Q,
u =0 sobre 0.

Este problema, llamado subcritico pues p < 2%, es el que estudiamos en la primera seccion.
Probamos facilmente, por medio del teorema de Rellich-Kondrachov, que en efecto tiene
una solucién no trivial.

Resulta natural preguntarse que ocurre en el caso critico, cuando p = 2*. Permitimos
ahora que el problema tenga un dominio no necesariamente acotado y tomamos A = 0.
Se obtiene

~Au = |ul*2u en(,
u =0 sobre 0f).

Este problema lo estudiamos en la segunda seccion y durante el resto de la tesis. Resulta
mucho més dificil de tratar y depende fuertemente del dominio que se considere.

2.1. Caso subcritico

Fijemos durante toda la seccion n > 3, Q acotado en R", p € (2,2*) y A > —\.
Definimos el problema

—Au+ Au = |[ulP?u  en Q,
u=0 sobre 0f.

La hipotesis A > —\; se pide para lograr que

(u,v)y ::/Vqu—l—)\/uv
Q 0

sea un producto escalar en Hg(€2) (esto no es dificil de probar), que induce a la norma
|-]lx (equivalente a ||-||), y poder asociar a g el funcional J : H}(2) — R dado por

1

J(u) == 5

1
lullX — ol
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En el apéndice se prueba que J es de clase C! (de hecho es hasta de clase C?) y

J'(w)o = {u, v)s — /Q P ~2uv.

Por esto las soluciones de p quedan caracterizadas como los puntos criticos del funcional
J. Una buena noticia es que no es necesario buscar puntos criticos de J sobre todo el
espacio para encontrar soluciones.

Sea u € H}(Q) — {0}. Por la forma que tiene J,(t) := J(tu) (pensar en la grafica de
J en la direccién u) podemos notar que hay un unico ¢ € (0,00) en el cual J, alcanza
su méximo, entonces tu que satisface J'(tu)tu = 0 resulta en un punto critico de J. Esto
motiva a definir la llamada variedad de Nehari asociada al problema o como

N = {u € H}(Q) — {0} : J'(u)u = 0}.
Claramente

N ={u € Hy(Q) — {0} : J(u) = méx J(tu)} = {u € Hy(Q) = {0}« [Jull} = |ul}}.

tel0

Los puntos criticos no triviales de J pertenecen a Ny, ademés, para cada u € Hj () —{0}
existe un tnico t € (0, 00) tal que tu € N. Otras propiedades basicas de N/ que se verifican

facilmente son que sus elementos estan lejos de cero (existe d > 0 tal que ||ul|, > d para
cada u € N), N es cerrada en H}(), ijr\1/fJ > 0, N es una subvariedad de Hilbert de

H}(Q) de clase C? y para cada v € N se cumple que u ¢ T, N.

De tales propiedades uno tiene que si u es un punto critico de .J sobre N, es decir si
uwe Ny J(u)v =0 para todo v € T,N, entonces J'(u)v = 0 para todo v € H} () (pues
H(Q) es la suma directa de T,y Ru). Enunciamos el resultado obtenido.

Lema 2.1. Las soluciones no triviales de @ son precisamente los puntos criticos de J
sobre N

[ |
El problema @ tiene una solucién no trivial, el que p < 2* resulta fundamental. Antes
de probarlo, aclaramos que si se alcanza el i}\lff J por u € N entonces u es un punto critico

de J sobre N.
Proposicién 2.2. ¢ tiene al menos una solucion no trivial.

Demostracion. Sea cy 1= f/I\l/fJ y tomemos una sucesién (uy) en N tal que J(ug) — co.

Como J(uy) = ”2;})2||uk||§\ entonces (u) estd acotada en Hj(Q2) y el que p < 2* nos deja
suponer, por el Teorema 1.8, que

u, — u débilmente en Hj(2) y up —u en LP(Q).
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Como también J(ug) = ”2;1)2|uk|§, obtenemos que ”2;7;2|u|§ = ¢p > 0, en particular u # 0 y

existe un t € (0,00) tal que tu € N. Esto implica que
1 5 1
co < J(tu) == §||tu||)\ - 2—9|W|§
U T T
< liminf o {[tux]|y — ,}ggo]jtuk\p

< liminfJ(tug) < lm J(ug) = c.
k—o00 k—o0

Lo anterior muestra que J(tu) = ¢y para tu € N, por tanto el lema anterior indica que tu

es una solucion no trivial para g. [

Usando el concepto de género de Krasnoselskii (ver por ejemplo [26]), es posible en-
contrar una sucesion (+uy) de pares de soluciones para @ tales que ||ug]|3 — oco. Esto pues
el género de N, que es infinito, resulta ser una cota inferior para el nimero de puntos
criticos de J. También hay resultados para g cuando €2 no es acotado, por ejemplo, en
1977 Strauss prueba que si 2 = R™ y A = 1 entonces existe una infinidad de soluciones
radiales (consultar [27] o [24]). Y Bartsch y Willem en 1993 prueban que si ademés n = 4
o n > 6, entonces existen también una infinidad de soluciones no radiales (ver [27]).

2.2. Caso critico

Durante esta seccién n > 3 y €2 denotara dominios de R™ posiblemente no acotados.
Los problemas que consideramos son de la forma

—Au=|ul>2u en(,
[/¢)
u =10 sobre 9f.

Este tipo de problema es interesante no solo por las dificultades de tratar con el exponente
critico sino también porque estar directamente relacionado con problemas de la geometria
diferencial, en particular con el llamado problema de Yamabe. Para estudiar este problema
recomendamos leer [22].

Como ya se ha mencionado en la secciéon de espacios de funciones, puesto que nos
interesa trabajar también con {2 no acotado, requerimos usar el espacio Dé’Q(Q). Diremos
u es solucién de pg si u € Dy*(Q) y

/ VuVuv — /|u|2*_2uv =0 Yve Dy*Q).
Q Q

Observacién 2.3. Repetimos que en general las soluciones de pqo no son soluciones
cldsicas. Si u € Dy*(Q) es solucion y Q es suave, entonces u € C2(Q) y u es solucion
cldsica. De nuevo, para resultados de reqularidad se recomienda [18] y [15].

El funcional asociado al problema es Jg : Dé’2(Q) — R, dado por

1 1 N
Jo(u) = §||u||2 mbric 5
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J{l(u)v:/Vqu—/w
Q 0

Y la variedad de Nehari que le corresponde es

Con derivada

2.

No = {u € DYA(Q) — {0}  [Jul® = [ul2}.
Tenemos que Ng sigue cumpliendo la propiedad deseada, es decir, las soluciones no tri-
viales de pq son precisamente los puntos criticos de Jo sobre Ng.

Sabemos del encaje Dy?(Q) < L?*(Q), pero si definimos

Yo = {ue Dy*Q): |u

* = 1 S = { f 2
2 } y Q MIGT{ZQHUH

entonces

2
Sq=  inf [
0£ueDi2 (@) |U

2
2*
_1
a lugar a a la constante 6ptima . Un tipo especial de soluciones que nos interesan
da 1 1 tant t Sg?. Unt 1 de sol t

son las que minimizan a nuestro funcional, estas soluciones de “energia minima” cuentan
con propiedades interesantes, por ejemplo, no cambian de signo.

Definicién 2.4. Decimos que w € N es una solucion de energia minima de pq si

JQ ("LU) = g\I/leJQ

Usaremos la abreviacién
€q = fanQ
Na

El objetivo de esta seccién es estudiar el comportamiento de o dependiendo de qué 2
se considere, es decir, analizar cuando hay soluciones, cuando hay algin tipo de unicidad,
qué se requiere para obtener soluciones de energia minima, bajo qué condiciones de €2 se
encuentran soluciones positivas, etc.

Como ejemplos anteriores sugerian, presentamos el resultado de invariancia bajo dila-
taciones.

Definicién 2.5. Sean ¢ > 0 y u € Dy*(Q). Decimos que u. € Dy*(eQ), dada por
u(z) =e"2"u (£), es una dilatacion de u pore.

Proposicion 2.6. Sean u € DV(R") y e > 0. Se tiene que |uc|o = |ulo- y |Juc|| = ||u].

Demostracion. El resultado se tiene de las dos igualdades siguientes:

. - T
P [ ()
R” n €

|ue
2
]V(ug)|2=5_"/ Vu (9 ar= [ 1vu

2%
Y

2*
dr = lu
R"
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En realidad Sg no cambia aunque €2 cambie como lo indica la siguiente proposicion.
Proposicién 2.7. Para cada dominio Q) de R™ tenemos Sq = Sgn.

Demostracion. Por facilidad supondremos que 0 € Q y sea r > 0 tal que B,.(0) C Q.
Usando la densidad de C2°(R™) en DV?(R™), consideremos ¢y, sucesion en C°(R"™) N Xgn
tal que

2
||(10k/'||D[1)72(Rn) — SR"'
Para cada k € IN sea r; > 0 que cumpla sop(y¢x) C B,,(0). Sean también
T

= — Yy Uk = (Pr)g,-
Tk

Entonces, de la proposicién anterior, |vg|p2+gny = 1y HU’CHD(I]‘Q(R") = ||gok||D(1),2(]Rn). Por
construccién sop(v) C B,.(0) C Q, de lo cual vy € Xq v |lvp]|> — Sre. Esto implica

Sq < Sge. La otra desigualdad se sigue inmediatamente de la inclusién (por extension
trivial), Dy*(Q) < DY2(R™). |

Denotamos entonces S := Sq para cualquier €2 dominio de R"™. Existe una relacién
entre eq v S que requerimos constantemente.

w3

Proposicién 2.8. Para cada dominio ) de R™ tenemos eq = %S :

Demostracion. Sea u € Dy*(Q) — {0} y tomemos t € (0,00) tal que tu € Ny. Entonces

t2||lu||* = ¥ jul% y por tanto
n—2
(T
ulg. /-

1
Jo(tu) = Sl

n—2
Jul?
(F) e

2*

Jul?\ &
)

Haciendo lo anterior para cada u € Dy?*(Q) — {0}, con su correspondiente t,, obtenemos

Se sigue que

1
n
1
n

1 »
e = Inf  Jg(t,u) = —S=.
0£ueDy? () n

|
Tenemos por tanto que eq tampoco depende de €2 y lo denotamos simplemente por e*.

Observacion 2.9. La proposicion anterior indica que: w € Ng ye* = Jo(w) precisamente
cuando eziste v € Yq tal que w = S"T v y ||v||2 = S. Por lo que al preguntarnos sobre la
existencia de soluciones de energia minima, en realidad nos preqguntamos si existe v € Y
tal que ||v||* = S.
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Es claro que no perdemos mucha generalidad al considerar a nuestro abierto €2 un
conexo, siempre podemos trabajar por separado en las componentes conexas de un dis-
conexo, sin embargo no se ha usado explicitamente tal suposicion. El siguiente teorema
requiere la conexidad de €2 y es un resultado conocido para probar la inexistencia de so-
luciones no triviales. No lo probamos pues difiere un poco del tema, se puede consultar
en [19].

Teorema 2.10 (Continuacién Unica). Sean Q un dominio de R", V. € C°(R") y v €
C?*(Q) tal que
—Av+V(z)v=0 enQ.

Si existe un subconjunto abierto no vacio de 2 en el cual v =0, entonces v =0 en €.

Corolario 2.11. Si R"—) es no vacio, entonces pgq no tiene solucion de energia minima.

Demostracion. Supongamos hay una solucién de energia minima de gq. Por la Obser-
vacién 2.9 existe v € Dy*(Q) tal que |v]- = 1y [[v]|> = S. Entonces v € D“?(R"),
V]2 ey = 1y [[0]|% 12,1, = S- Si definimos

Dy (Rm)

obtenemos que u es es una solucién de energia minima de pgr~, en particular resuelve tal
. s . . . *__

problema en el sentido cldsico. Es decir, si denotamos V(x) := —|u(z)|* 72, entonces se

cumple

—Au+V(x)u=0 en R".

Como R™ — 2 es un abierto no vacio de R™ en el cual u = 0, el teorema anterior implica
que © = 0 en R", lo cual no es posible. [ |

Cabe notar que en la prueba anterior fue fundamental el hecho de que S no depende
del dominio considerado. El corolario anterior nos dice que, en lo que respecta a nuestro
problema, hay una gran cantidad de dominios que no admiten un solucion de energia
minima, por ejemplo, todo dominio acotado no tendra una. Nos preguntamos si la ecuacion
tiene soluciones de energia minima al tomar como dominio R"™; la respuesta es que si. La
siguiente proposicion fue probada por P.L. Lions en 1985.

Proposicién 2.12. pgr» tiene al menos una solucion de energia minima.

La prueba no resulta facil y es algo técnica por lo que la omitimos. El lector interesado
la puede ver en [27]. En realidad podemos decir algo bastante més fuerte sobre sus solu-
ciones en general. Mas ain, podemos determinar soluciones explicitas; algo que es nada
comun en esta teoria, requerimos llevar el problema a ecuaciones diferenciales ordinarias
para ello. Necesitamos unos lemas técnicos primero.

Lema 2.13. Sea v € C%*(0,00) y definamos u : R" — {0} — R como u(x) := v(|z]).
Entonces

* a *
~Au=|ul* 2u en R"— {0} siy solo si —8—(7“”_17/(7“)) =7r""Ho|* 2v  en (0,00).
r



CAPITULO 2. PROBLEMAS ELIPTICOS CON CONDICION DE FRONTERA 23

Demostracion. Notemos que para cada i y cada x # 0, 2 . ou () = v'(|x!)ﬂ. Se sigue
entonces que g (z) = 0" (|z]) = IwP +'(|z]) (Ix\ |§|23> podemos calcular que
" n—1 / n
Au(z) = v"(|z|) + 2 v'(Jz]) Vo e R" — {0}.

En consecuencia, obtenemos la equivalencia de que 2 (r"~'v/(r)) = r"~! (=1¢/ + ") en

(0, 00). [

Lema 2.14. Sean a, := (n(n—2))"7, e >0 yv: R = R dada por v(r) == a, (ﬁ)T
Entonces v € C*(R) satisface la ecuacidn

a n—1_./ _.n—1
() =

Mas ain, v(0) = 3"2 y v'(0) = 0.

&€

*_
=2y en R.

Demostracion. Hagamos los célculos de manera directa. Tenemos

V'(r) = —(n—2)ane T r(e® +17)7%,
y también
+2 "
o) 2(r) = an 28%27’n_1(€2 + 7"2)_%2,
Por otro lado, si g(r) := —r"~'v/(r) entonces
g'(r) _ n(n . 2)an€%rn—l ((62 +7’2)_% . 7“2(62 + TQ)_TLérQ) .
4
La igualdad buscada se sigue entonces de que n(n — 2) = a,; 2. [ |

De los dos lemas anteriores tenemos que si € > 0 y se define

n—2

6 T
)= ()

. . *__ .
entonces u satisface la ecuacién —Au = |u|* ~2u en R™ (de hecho en 0 se puede verificar
directo). Ademés, las funciones anteriores son simplemente dilataciones por ¢ de la funcién

n—2

1 2
Ul):=an | T ;
)i (1+le2>
su grafica motiva su nombre.

Definicién 2.15. Sea a, := (n(n —2))"7 . La funcion U : R® — R dada por

n—2

(o)

es llamada la burbuja estandar.
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Figura 2.1: Para n = 3, restringimos el dominio de la burbuja estdndar y sus dilataciones, por 1/4 y 1/10, a {(z,y,2) €
R3 : y = z = 0} para poder visualizar sus graficas mostradas respectivamente en linea, guién y punto.

En resumen, hemos probado lo siguiente.

Corolario 2.16. Las dilataciones de la burbuja estandar son soluciones de prn (en par-
ticular hay una infinidad de soluciones).

[ |

Ahora bien, en el Lema 2.14 tenemos expuesto para cada ¢ > 0 un problema de
ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales. Sabemos que tal problema
tiene una tunica solucién, la cual ya hemos encontrado. Aunque no de manera inmediata,
con esto y el Lema 2.13 es posible probar que cualquier solucién positiva de prn debe de
ser una traslacion y dilatacién de la burbuja estandar. Se puede mostrar que las soluciones
de energia minima mantienen un signo constante estricto, asi que con la Proposicion 2.12
tenemos el siguiente resultado (ver [23]).

Proposicién 2.17. La burbuja estandar es la inica solucion positiva de prn salvo trasla-
ciones y dilataciones. Mds ain, éstas (y sus negativos) son todas las soluciones de energia
minima.

Por algiin tiempo se pensd que no habia soluciones no triviales de pr~» distintas a las
anteriores. Sin embargo, Ding prueba que también existe una infinidad de soluciones que
cambian de signo (distintas médulo traslacién y dilatacién). Para esto tltimo consultar
[14].

Para pruebas de no existencia de soluciones no triviales la llamada identidad de Poho-
zaev también es fundamental. La demostracion de ésta se basa en el siguiente resultado
clasico del calculo vectorial. Dado un campo vectorial diferenciable x := (x1, .., Xn) : Q —
R™ se define su divergencia como la funcién div y : 2 — R dada por

div x(x Z giﬁl
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Teorema 2.18 (Divergencia de Gauss). Sean 2 un dominio acotado y suave de R",
X : Q= R" de clase C. Se cumple la identidad

/divxz/ X - vdo,
Q o0

donde la sequnda es una integral (escalar) de superficie dada segin la parametrizacion o,
ésta induce a 9 : Q) — R"™ vector normal unitario exterior a 0S).

Un resultado béasico sobre la divergencia que usamos lo enunciamos en la siguiente
observacion.

Observacién 2.19. Six: Q — R" y f: Q — R son de clase C', entonces

div(fx)=Vf-x+ fdivy.

*__
Para el teorema siguiente sean {2 un dominio acotado y suave de R", f(z) := |z|* 2z
y F(t) fo f. Denotemos por 0 a una parametrizaciéon que induzca a 9 vector normal
unltarlo exterior a 0f) y sea 5% := Vu - v

Teorema 2.20 (Identidad de Pohozaev, 1965). Si u es una solucion clisica de pq, en-

tonces ] 9
n- /|Vu]2—n/ P+ [ S wpo(a) - wdo = 0.
2 Joq OV

Demostracion. Las igualdades siguientes las tomamos en (2. Tenemos

—AuVu -z = f(u)Vu-x
=VF(u)- x (2.3)
= div(F(u)z) — nF(u).

La primera igualdad se tiene por hipotesis, la segunda por el teorema fundamental del
calculo y la tercera usando la Observacion 2.19 y el hecho de que la identidad en R™ tiene
divergencia idénticamente n. Por otro lado

V(Vu-z)-Vu :_Z<8szaxl >(9x]

j=1

= [Vul+ ZZ (aj axj) oz, " 24)

=1 j=1
> [Vul?
|V|+V< i >

La tercera igualdad es consecuencia de que para cada ,

O [VuP (9 ou
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También tenemos
Vu-zAu = Vu -z div(Vu) (2.5)
=div ((Vu - 2)Vu) = V(Vu - x) - Vu. '

La segunda igualdad es cierta debido a la Observacién 2.19. Ahora tratemos con el término
que esta restando en la ultima expresion.

2
V(Vu-z)-Vu=V (NTU|> -+ |Vul?
2 2
= div (W“l x) _ Vel gy (2.6)
2 2
IVl n—2 )
—d1V< 5 ¢ 5 |Vul.

La igualdad que aparece primero se sigue de (2.4) y la segunda ocurre de nuevo por la
Observacién 2.19. Juntando (2.5) y (2.6) llegamos a

2

De modo que juntando (2.3) y (2.7) y usando la aditividad de la divergencia obtenemos

2 _
V- 2Au = div (Vu - 2)Va) — div (IVu| x) T 2|Vl (2.7)

2 —
div (—(VU - x)Vu + @J; - F(u):):) _r 5 2|Vu|2 —nF(u).

Integrando sobre Q y usando el teorema de la divergencia de Gauss (Teorema 2.18),

n;Z/Q]Vu]Q—n/QF(u) :/asz (—(Vu-x)Vu%—@x—F(u)ﬂ?) 0do. (2.8)

Como u = 0 en 052, obtenemos que F(u) = F(0) = 0 en 092. Ademéds, Vu es un multiplo

de ¥ en tales puntos, de aqui que Vu(z) = %(z)d(z) para cada = € 9Q. Como || =1 se

sigue que [Vu| = |2%| en 9. De lo expuesto en (2.8) concluimos que

n—2 9 ou\” 1 ou\”
_ Flu) = — el ) = e )
5 Jpl = [ P /m(aﬁ) vadoty | (aﬁ) vowdo
1 ou\?
[ |

Observacién 2.21. Lo primero que hay que notar es que la forma particular de f no se
mvolucra en la prueba, por tanto, si consideramos el problema

{—Au = f(u) enQ,

u=0 sobre 01,

entonces la identidad de Pohozaev correspondiente también vale, desde luego exigiendo
ciertas condiciones sobre f. Lo que no es inmediato es que, aunque £ no sea acotado, el
resultado sigue siendo vdlido (ya no se puede usar el teorema de la divergencia de manera
directa).



CAPITULO 2. PROBLEMAS ELIPTICOS CON CONDICION DE FRONTERA 27

La prueba de esto tltimo, dada por Kavian, es muy similar a la anterior. Primero se
trunca usando funciones

2
Um : R" — R dadas por v,(z) :=¢ (‘:1—2) :
donde ¢ € C°(R) cumple 0 < ¢ < 1, ¢(r) = 1 parar < 1y 9(r) = 0 para r > 2. Se
aplica el teorema de la divergencia. Las funciones v, se remueven mas tarde por medio
del TCD. Para ver la demostracién consultar [27].
La identidad anterior nos permite conseguir nueva informacién sobre pgq cuando 2
tiene cierto parecido a una “estrella”, demos la definicion precisa.

Definicion 2.22. Dado xg € §) decimos que §) es estrictamente estrellado con respecto a
xo si se cumple que para cada x € Q, {tx+ (1 —t)xy:t €[0,1)} C Q.

Figura 2.2: Un dominio estrictamente estrellado (con respecto al punto distinguido). Cabe mencionar que los conjuntos
estrictamente estrellados, contrario a lo que indica su nombre, no siempre tienen la forma de una “estrella”.

Diremos simplemente que € es estrictamente estrellado si €2 es estrictamente estrellado
con respecto a 0 € €2. La definicion es geométricamente clara, por ejemplo, se puede ver que
un semiespacio, digamos {(z1,..,z,) € R" : x, > ¢} para alguna ¢ € R, es estrictamente
estrellado con respecto a cada uno de sus puntos. Sin embargo, para involucrar la identidad
de Pohozaev y este concepto requerimos cierta relacion dada por el vector normal.

Lema 2.23. 5i Q) es suave y estrictamente estrellado, entonces
z-9(zx) >0 Voe o,
en donde ¥ denota el vector normal unitario exterior a OS).

La prueba se sale del contexto y no es muy dificil, se puede ver en [15]. A continuacién
se muestra un resultado de no existencia para conjuntos estrellados en el sentido estricto.
Es claro que seguird valiendo para estrictamente estrellados respecto a un punto distinto
del origen.

Corolario 2.24. 57 () es acotado, suave y estrictamente estrellado, entonces pqo no tiene
solucion no trivial.
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Demostracion. Sea u una solucién de pq. Por la Observacién 2.3 tenemos que u € C2(Q)
y u es solucion clasica de nuestro problema. Utilizando el teorema de Pohozaev (Teorema
2.20), tenemos que se satisface la identidad

"_2/R7F— /px)+1/ Ny o — 0 (2.9)
2Qu nﬂu239879 rdo =0, .

donde F(t) := QL t|*" y o es una parametrizacién que induce a ¥ vector normal unitario
exterior a Jf). Se sigue que como u € Ngq,

y entonces tenemos

n—2 9 B n—2_ﬁ 2
. /Q|Vu| n/QF(u)—( . 2*)“u\|—0.

De (2.9) y lo anterior se concluye

ou\?

Como x - ¥ > 0, se sigue que % = 0 en 00 y por tanto Vu(z) = 0 para cada x € 0.

De ello, aunque no de manera inmediata, tenemos que la extensién trivial v € C?(R™).
Entonces u resuelve pr» en el sentido clasico, es decir,

—Au = |ul* *u en R™

Usando que R™—{2 es un abierto no vacio en el cual u se anula, el resultado de continuacion
tunica (Teorema 2.10) implica que necesariamente u = 0 en R"™, en particular loesen 2. W

Observacion 2.25. No es dificil ver que si uno no quiere usar continuacion unica, en-
tonces se puede usar de nuevo el teorema de la divergencia de Gauss. Sin embargo, la
conclusion seria mas débil. Se probaria que no hay soluciones no triviales de signo cons-
tante. Ademds, de la Observacion 2.21, el corolario anterior se puede relajar, en vez de
pedir Q acotado basta con tener R™ — Q no vacio.

A lo que respecta sobre soluciones de energia minima de pg ya hemos practicamente
terminado con el problema, sin embargo, falta mucho por decir sobre soluciones en ge-
neral. Ya hemos visto que el problema sobre dominios suaves, no densos y estrictamente
estrellados solo cuenta con la solucién trivial, y tenemos todas las soluciones positivas de
orn. Resulta que el problema sobre dominios arbitrarios (estudiado en los afios 80) es
sumamente complejo y la respuesta en cuestién a soluciones depende fuertemente de la
topologia, incluso de la geometria, particular del dominio. Por ejemplo, en 1975 Kazdan
y Warner prueban que si el dominio es un anillo {z € R" : 0 < a < |z| < b}, entonces el
problema tiene una infinidad de soluciones que ademads son radiales (para la demostracién
ver [21]).
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Figura 2.3: El corte transversal de un anillo en R3.

Esto nos hace preguntarnos qué ocurre cuando el dominio no es precisamente un anillo
pero si un “estilo de anillo deformado”. El capitulo final se encarga de responder esta
pregunta, al resultado lo conocemos como teorema de Coron. Para demostrar el teorema
de Coron requerimos los tres capitulos siguientes.



Capitulo 3

Lema de deformacion

Como ya hemos visto, los puntos criticos de funcionales adecuados son las soluciones
a nuestras ecuaciones. Resulta que bajo ciertas circunstancias estos puntos criticos estan
intimamente relacionados con la topologia de ciertos subconjuntos del dominio (los con-
juntos de subnivel del funcional). Por ello, conceptos puramente topolégicos nos terminan
dando valiosa informacién sobre los puntos criticos. De tal relacién lo que a nosotros nos
interesa es, bajo la ausencia de puntos criticos de cierto funcional G, poder librarnos de
cambios en la topologia de los ya mencionados conjuntos de subnivel de G. Esto para
permitir “deformaciones continuas” de uno a otro.

En este capitulo H denota un espacio de Hilbert con norma ||-||g inducida por el
producto escalar (-, -)y. Ademds, U denota un abierto de H, G : U — R un funcional de
clase C%? y M C U una subvariedad cerrada de H de clase C? inducida por 9 (es decir, M
es un subconjunto cerrado de H y M = v ~![a] con a valor regular de 1 y 1 de clase C?).

3.1. Lema de deformacion

Definicién 3.1. Sean X C U y a € R. El conjunto de subnivel a de G en X se define
como G*(X) :={ue X :G(u) < a}.

Consideremos la funcién f : I := [-m, 7] — R dada por f(x) := cos(z). Tenemos un

-0.54

Figura 3.1: Gréfica de la funcién f.

30
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maximo global en 0 (con valor 1) por loquesia > 1, f*(I) = [ ysia < 1 entonces f*(I) =
[—7,21) U (x2, 7] para x; < 0 < x2 que dependen de a. Es decir, los subconjuntos de nivel
correspondientes a reales mayores al valor critico 1 son conexos y los correspondientes a
menores que 1 son disconexos. (Para un ejemplo sin utilizar maximos globales ver [3].)

Esto sugiere que los cambios en la topologia de los subniveles son evidencia de un
punto critico. Desgraciadamente lo anterior no es necesariamente cierto: considérese la
funcién g(x) := ze'~*.

-154

Figura 3.2: Grafica de la funcién g.

Para a € (0, 1) los subniveles en R son disconexos a diferencia de aquéllos para a < 0,
sin embargo 0 no es un valor critico.

Resulta que el cambio de topologia es mas sensible de lo que nos gustaria. En el dltimo
caso lo que detectd es una sucesién (zy) divergente a oo tal que g(zgx) — 0y ¢'(zx) — 0.
Falto que la sucesion convergiera, pues en tal caso el limite seria un punto critico con
valor 0. Esto motiva la Definicién 3.3, primero proyectamos (ortogonalmente) el gradiente
sobre el plano tangente a nuestra variedad.

Definicién 3.2. Se define VG : M — H como

(VG (u), Vip(u))
IV (u)ll

Tal funcién es llamada el gradiente de GG sobre M y resulta continua.

VuG(u) == VG(u) — LT4p(u).

Definicién 3.3. Sean (uy) una sucesion en H y ¢ € R. Decimos que (uy) es de Palais-
Smale (P.S.) sobre M para G en c si (ur) C M, G(ug) = ¢ y VG (ug) — 0. Diremos G
cumple la condicion de Palais-Smale sobre M en c si toda sucesion del tipo anterior tiene
una subsucesion convergente en H.

Lo primero que hay que observar es que como M es cerrada en H, entonces una
sucesion del tipo anterior que tenga la cualidad de converger necesariamente lo hara a un
punto de M. Mas atn, en el caso de que M sea compacta tendremos automaticamente que
nuestro funcional cumplird la condicion de P.S. siempre. Desde luego que si una sucesion
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del tipo anterior converge a u € M entonces u serd un punto critico de G sobre M con
valor c.

El resultado de existencia y unicidad que damos por hecho es el siguiente; se puede
consultar una prueba completa y con todo detalle en [1], no es breve.

Proposicién 3.4. Si x : M — H es un campo vectorial tangente a M (es decir, x(u) €
T.M para cada w € M) y localmente Lipschitz, entonces para cada w € M eziste un
intervalo 0 € I(u) == (T~ (u), T"(u)) € R y una dnica funcion diferenciable n : I(u) — M
que satisface el problema

{n'<t> = x(n(t)) enI(u),

Mads ain, si ||[x(n(t)||lg < C < oo para cada t € [0,T(u)) entonces TT(u) = co. Hay un
resultado andlogo para T~ (u).

Requerimos la siguiente notacién. Para ) # A C M y § > 0 definimos
Bs(A) :=={u € M : dist(u, A) < 6} vy Bs(0):= 0.
Ademas, para ¢ € R abreviamos
M..=G(M) v K.:={ueM:G(u)=cVyGu)=0}.
Un lema anterior al resultado principal de la seccién.

Lema 3.5. Sean 6 >0 y —oco < a < b < 00. Si para cada ¢ € [a,b] G cumple P.S. sobre
M en c, entonces existe un v > 0 tal que

IVuG )|l = % Vue MNG a—v,b+]— | Bs(Ko).

c€la,b]

Demostracion. Supongamos falso el resultado. Entonces se puede construir una sucesion
(ug) en M que satisface V ;G (uy) — 0, G(uy) € [a — %,b + %] y

u, ¢ Bs(K.) Yk e IN,Vc e [a,b]. (3.1)

De la compacidad de [a—1, b+1] es facil ver que, pasando a una subsucesién, G(ux) — ¢y €
[a,b] y podemos suponer que entonces u, — u en M, es decir, u € K., en contradiccion
con (3.1). [

Definicién 3.6. Sean A y B subconjuntos de X espacio métrico. Decimos A se deforma
a B en X si existe h: A x [0,1] = X continua tal que para cada x € A, h(z,0) =z y
h(z,1) € B. A h se le llama deformacion. Cuando B es un punto decimos A es contraible
en X. Cuando X es contraible en X decimos solamente X es contraible.

El lema de deformacion que presentamos esta escrito de una forma mas técnica que lo
normal. Lo enunciamos asi pues de esa manera se usard posteriormente. Sea ¢ cualquier
niumero real.
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Teorema 3.7 (Lema de deformacién). Si G cumple P.S. sobre M en ¢, entonces para
cada 6 > 0 eziste v > 0 con la siguiente propiedad. Para todo € € (0,7], Mqye — Bss(K,)
se deforma a M._. en M. Mds ain, la deformacion n tiene como dominio M x [0,1] y
ocurre que para cada u € M._o. y cada t € [0,1], n(u,t) = u.

Demostracion. Sea § > 0. Escogemos v > 0 tal que |V G(u)||lp > 2% para todo u €
G e —2v,c+ 29| N M — Bs(K.). Sea € € (0,7] y definamos

A= (M -G e~ 2 c+2¢)) U Bs(K.), B:=G 'c—¢,c+e]— By(K.).

Consideremos entonces p : U — [0, 1] dada por

(w) = dist(u, A)
A8 = dist(u, A) + dist(u, B)’

notemos que p=0en Ay p=1en B. Con ella podemos definir y : M — H como

— p(u) HVVJIGG(S;\)\% si Vi G(u) # 0,
X(u) . .
0 siucA.

No es dificil probar que x es un campo vectorial tangente a M y localmente Lipschitz,
ademas |x(u)||y < £ para cada u € M. La Proposicién 3.4 asegura entonces la existencia
de o : M xR — M tal que para todo u € M y todo t € R, o(u,0) = uy %a(u,t) =
X(o(u,t)). Entonces, de la definicién de V ;G, uno puede ver que la funciéon G(o(u, -)) es
decreciente en R.

Definimos la funcién n : M x [0,1] — M como

n(u, s) = o(u,2es).

Es claro que 7 es continua y que n(u,0) = u para todo u € M. Sea u € M,,. — Bss(K,),
tenemos dos casos posibles. En el primero n(u, s) € M._. para algin s € [0, 1], entonces
G(n(u,1)) < G(o(u,2es)) <c—eynlul) € M._..

En el segundo caso supongamos que 7n(u,s) ¢ M. . para todo s € [0,1], entonces
n(u,s) € G7'[c — g,¢ + €) para cada s € [0,1]. Por el teorema del valor medio se tiene
que sit € [0,2¢], |lo(u,t) — o(u,0)]|g < d lo que lleva a que o(u,t) ¢ Bys(K,) y por tanto
o(u,t) € B. Asi, del teorema fundamental del calculo tenemos

G(o(u, 22)) — Glor(u, 0)) = /0 " (o, £))dt = —2¢.

Se sigue que G(n(u, 1)) = G(n(u,0))—2¢ < c—e. Es decir, en cualquier caso n(u, 1) € M._.
y hemos probado la deformacién.

Por tltimo, sea u € M, .. Entonces o(u,t) ¢ G~'[c — 2¢, ¢ + 2¢] para cada t € [0, 00)
y por tanto x(o(u,t)) = 0 para tales t. Se sigue que o(u,_) es constante en [0, 00), esto
implica que n(u,t) = u para cada t € [0, 1] como dice el enunciado. [ |



Capitulo 4

Teorema de Struwe

Durante este capitulo sea n > 3 y a los dominios A de R™ les asociamos el problema

—Au=|ul>2u en A,
PA

u=0 sobre JA.
Recordemos al funcional de energia asociado

2%

1 1
Ja:D?(A) > R tal que  Ja(u) = —/]Vu|2 — —/|u
2 /4 2% J4

Jg(u)v:/VuVU—/\u
A A

Los puntos criticos de J son precisamente las soluciones de p4. Para todo el capitulo
fijamos 2 un abierto, conexo, acotado y suave de R"™. Usamos la notacion

cuya derivada es

2.

P = 00,

J = JQ,
|"lp == |"|zr(@) para p € [1,00),
1= 11l p2 2y

() = (, '>D(1)’2(Q)'
Recordamos del Capitulo 2 que

2 , ||u||2D(1)2(Rn)

2 2
¢ 0#ueDL2(RM) |ulf,. (")

. ]

0£ueDE2 (@) |U

n . , . . . .
y que e* = %S 2. Motivados por el capitulo anterior, nos interesa caracterizar las sucesiones
. . . 1,2
de Palais-Smale de nuestro funcional J. Lo haremos sobre el espacio Dy “(£2).
0

Definicién 4.1. Sean (uz) una sucesion en Dy (Q) y ¢ € R. Decimos (uy) es de Palais-
Smale (P.S.) para J en ¢ si J(ug) — ¢ y VJ(ur) — 0. Decimos J satisface la condicion
de Palais-Smale en ¢ si toda sucesion del tipo anterior tiene una subsucesion convergente.

34
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De nuevo, una sucesiéon de P.S. para J en ¢ que converge lo hace a una soluciéon
de g de energia c. Si tal sucesién no converge, ;se puede concluir algo?. El teorema de
Struwe establece, de manera imprecisa, que por lo menos se aproxima a una solucién de
© mas una suma de soluciones de pr~». Més aln, la suma de energia de tales soluciones
es precisamente c.

En la tercera seccion probamos el teorema de Struwe. La demostracién es por medio
de dos proposiciones principales, 4.8 y 4.14. Estos a su vez requieren varios lemas previos.
En la primera seccién nos dedicamos a probar la Proposiciéon 4.8. En la segunda seccion
probamos la Proposicion 4.14. A continuaciéon enunciamos el teorema de Struwe y damos
la idea de su prueba.

Teorema (Struwe, 1984). Sea (ug) una sucesion de Palais-Smale para J en c. Existen v
solucion de p, m € N, vy, .., vy, soluciones no triviales de pgrn y para cada i € {1,..,m}
sucesiones (A%) y (yi), respectivamente en (0,00) y Q, tales que pasando a una subsucesion

de (ug),

m Do i
uk—vo—Z()\z) 2 vl-< )\iyk) — 0,
k

i=1

DY?(Rr)

sl [* = floo]l* + ZH%HDl 2Ry

J(vo) + ZJ]Rn(v,-) =c,

1 )
Vdist(y,’f,aﬁ) — oo Vie{l,..,m}.
k

(En donde vy es posiblemente trivial y m es posiblemente cero.)

La idea para la demostracion del teorema de Struwe es la siguiente. Empezamos to-
mando una sucesion de P.S. para J en cierto nivel c¢. Como ésta es acotada podemos
suponer converge débilmente a una soluciéon vy de . Esto lleva a que la sucesion dada
por

Uy = Uy, — Vg

es de P.S. para J en un nivel menor o igual al anterior, ¢ — J(vp). Ahora hay dos casos,
si (u}) converge a 0 en L2 (Q) entonces converge a 0 en Dy(€) (usando que (ul) es de
P.S.), en tal caso el enunciado del teorema de Struwe se cumple para m = 0. El caso
interesante es cuando uj, no converge a 0 en tal espacio, esto implicard la existencia de

s (0, (§)%) y de sucesiones (y}) y (\}), respectivamente en Q y (0, 00), tales que

2
5:sup/ 12*:/ lup|*” Vk € IN.
yeR" JB 1 (y) By (vp)

Ak Ak

Entonces trasladamos y dilatamos uj, para obtener

= (AT ub (AL - +up)
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que podemos suponer converge débilmente a v; en D?(IR™). Puesto que el suponer v; = 0

lleva a que v — 0 en L? (R™), lo cual contradice a lo anterior, se sigue que v; # 0

1
y A — 0. Si ocurriera que kh'm Fdist(y,i,@ﬂ) < o0 entonces vy resuelve pgn para
—00

algin semiespacio R” y la identidad de Pohozaev (versién no acotada) implicarfa la
contradiccion vy = 0. Asi, tal limite es infinito y v; resuelve de manera no trivial pgn.

Definimos u}; como
1 ()\1)2*7" T yl}:
'LLk, k (%1 —)\1
k

pero truncando el segundo término para obtener una sucesién en Dy*(€). Resulta que
(u?) es de nuevo de P.S. para J en un nivel estrictamente menor al anterior, el nivel
¢ — J(vo) — Jra(v1). De nuevo tenemos dos casos, si u2 converge a 0 en L* (£2) entonces
el teorema se cumple para m = 1, si no, podemos repetir el procedimiento anterior.

La clave estd en que no podemos continuar de esta manera para siempre pues las
sucesiones de P.S. ocurren en niveles no negativos y, en lo anterior, el nivel se va bajando
cada paso. Por tanto, el enunciado debe satisfacerse para algin m natural.

4.1. Base inductiva

. . . e R 1 - 1,2 .
El siguiente lema expresa la condicién de convergencia débil en Dy”(€2) para sucesiones
acotadas en términos de funciones de prueba.

Lema 4.2. Sean u € Dy*(Q) y (uy) una sucesion acotada en Dy*(Q). Si
<uk7 30> - <u> (10> Vgp S CSO(Q)a
entonces uy, — u débilmente en Dy*(Q).

Demostracion. Sean d > 0 cota de (ug), v € Dy*(Q), e > 0y (pr) € CX(Q) tal que
©r — v en DY?(Q). Tomemos ko € IN tal que

19
lor —v|| < 55—~ Vk > k.
2(d + [lul) ’

En particular (ug, ox,) — (u, pr,) por lo que sea k; € IN tal que
€
’<uk7(10k:0> - <u7 (pkoﬂ < 5 vk > ]ﬁ.
Se sigue que

(g, v) — (u, v)]| < [{ug — u, v — o) | + [{ur — u, o, )|
< “uk - UHHU - 90760” + |<uk790k0> - <u790k0>|
9
< (sl + Do = enoll + 5

€ €
< (d - 4
= @Dy 2

=£ Vkal
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Esto muestra que (u,v) — (u,v). Como lo anterior ocurre para todo v € Dy*(f),
tenemos que uy — u débilmente en Dy (Q). [

Lema 4.3. VJ es débilmente continuo.

Demostracidn. Supongamos que u, — u débilmente en D?(Q). Como Q es acotado se
sigue del teorema de Rellich-Kondrachov que, pasando a una subsucesion, u; — u en
L¥71(Q), que up — u c.d. en Q y que existe g € L* 71(Q) tal que |ux] < g cd.en Qy
para todo k € IN. Por el TCD tenemos

/|uk|2*2uk<p—> /\u|2*2ug0 Vo € C°(9).
Q Q
Es decir, si

¢ =% : D*(Q) = R,

entonces
(Vo(uk), o) = (Vo(u), ) Ve € CZ(Q). (4.1)

Notemos ademas que

| (un)v] < 27 () ol

< 2wy, | e [v]os
= 2"[uy |3~ vl
< COllugl* Yol Yk € N,Yu € Dy*(Q).

Como (uy,) es acotada en Dy*(Q), (Vo (uy)) es acotada en Di?(Q). Juntando (4.1) con lo
anterior y aplicando el Lema 4.2 se obtiene que

Vé(u) — Vé(u)  débilmente en Dy ().
Por tanto, V.J(uy) — V.J(u) débilmente en Dy?*(£2). |

Observacién 4.4. Definamos f: R — R como f(t) := [t|* ~2t. Por el teorema del valor
medio tenemos

1F(t+s)— FO] < @ = D)(Jt] + |sP¥2|s| Vi, s€R.

A continuacién mostramos fuertes consecuencias de este simple hecho. En el proximo
lema denotamos

vl

Lema 4.5. Si up — u débilmente en DV?(R"™) y u € L2 (R™) entonces, pasando a una
subsucesion,

%*2*(3") : DLZ(R") — R.

Vi (uy) — Vo(up —u) — Vip(u)  en DY*(R™).
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Demostracion. Sea f(t) := [t|* ~2t. Notemos que

flug)v — fug —u)v — fu)v ! (V' (ug)v — ' (up — w)v — ' (w)v) Yo € DV*(R™),

R™ 2*

por lo que es suficiente mostrar que

. flug)v — fur — w)v — f(u)v] — 0. (4.2)

1
sup —_—
0£veDL2(R) HUHD(I)’Q(]R")

Fijemos v € DM*(R"), R > 0y sea Vi := R” — Bg(0). Notemos que 5+ + 5= + % = 1.
Usando la Observacién 4.4, que (uy,) estd acotada en L? (R") y la desigualdad de Holder
obtenemos

(2" = D) (Jur] + [ul)* uvlz vy
(2% = D)l Clue] + )™ 721 g gy 1l vy 0] 227 vy

(2° — 1)S 2 Jug| + |ul[5572

L2*(R™) ‘U’L%(VR) H’UHD(l),z(]Rn) (43)
z|>

[f ()0l (viy < [0l g2 gyl f ()]

|f (u)v = f (ur = w)olvy

IA A

IN

1
pid
2*) Vk € IN.
Ademas,
2*
LT (V)

< 54 ( [ ) o
< 21V 1,2/ m u .
Dy *(R™) (a|> R

Sean p := 23’15 <2*yr:= 2?" La desigualdad de Holder implica que

|f(u)v — flur — w)v — f(u)v]o(Bro) <
|flur) = flue —w) — f(w)|rBro) 0] Lr(Br0) < (4.5)
Crlf(ur) — f(ue = u) = f(u)lrr@po) 1] pragsy Yk €N.

De (4.3), (4.4) y (4.5) se sigue que si

dR = / |U
|z|>R

flur)v = flue —wv — f(u)v

Rn

1 2" -1
Crllvll p2qge | f (ur) = flue —w) = f(W)|LrBrioy + Cllvllpregn (di +dg ),

2%
Y

entonces

<

y esto ocurre para todo v € D"?(R"), R >0y k € IN.
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o)
loc

Fijemos R > 0. Usando de nuevo la Observacion 4.4 y que u € L2 (R™) se tiene que

[f(wr) = e = )] < (27 = 1) (ful + u])* 2]l
< (2= 1272 (ul” 7 o+ ) ul (4.7)
< Cr(1+ |ux/* ™) c.d. en Bg(0), Vk € N.
Definimos 8
n *
¢ =75 € (1,27).

Como uy, — u débilmente en D'?(R™) podemos suponer que u, — u c.d. en R™ y uj, — u

en L} (R"), en particular, uy — u en LY(Bg(0)). Como consecuencia de ello, de que

4 = 2* -2y de (4.7) tenemos que, pasando a una subsucesion que depende de R,

flug) — fug —u) — f(u) en L"(Bg(0)).

Para que una sola subsucesion cumpla lo anterior para toda R > 0 simplemente se usa
un “argumento diagonal” (ver Proposicién 1.12). Finalmente, como

dr —> 0 si R — oo,
de (4.6) y lo anterior se concluye (4.2). |

Para el préximo corolario sea 1 := |-|2. 12" (B D2(R™) — R y consideremos una

sucesion () € C(R™) tal que

Rn

0<pr<1 enR" VkeN.

Corolario 4.6. Si uj, — u débilmente en DV*(R™), upy, — u en DM?(R"™) y u € L (R")
entonces, pasando a una subsucesion,

Vi (uy) — Vp(uy — upr) — Vp(upy) — 0 en DM*(R™),
2 2 2
||uk||Dé,2(Rn) - Huk - U@kHD(l),Q(Rn) - HUSOI@”D(l]J(]Rn) — 0,

]uﬂi’;*(m) — Jug — ugpkﬁ;*(m) — ]ugpkli’;*(m) — 0.

2=2¢, De la Observacién 4.4 y de que |¢y| < 1 en R™ tenemos

Demostracion. Sea f(t) := |t
que

(2" = 1) (Ju] + [uor])* ~*uepy]
(2° — 1)(|ug| + |u[)* 2|u| c.d. en R™, Vk € N.

| f(ur) — f(ux — upy)|

<
<

Por tanto, podemos proceder de manera analoga que en la prueba del lema anterior para
concluir

Vi(ug) — Vo(up — upr) — Vo(u) en DM*(R™).

Como 9 es de clase C! entonces V) es continuo, se sigue que

Vi (upy) — Vip(u) en DV(R™).
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Las dos convergencias anteriores implican que
Vi (ur) — Vib(ug — upy) — Vo(ugr) — 0 en DV?(R™).

Por otra parte, como (uy) estd acotada en DV?(R"), de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos

e = iz gy = Ntk G2 gy + iz | < 2Alil gy = Nl Ty |
—+ 2‘ HUHDl 2(Rm) (u, uk>Dé,2(Rn)‘

+ C|lu — upy,

[p2@ny = 0,

y copiando la idea en la prueba del lema de Brézis-Lieb (ver Proposicién A.5) obtenemos
que

* (Rr) — \uk\%;(m) + |U90k’%*2*(mn) — 0.

En el proximo corolario denotemos
Dy*(Q) = R.

Corolario 4.7. Si u, — u débilmente en Dy*(Q) y u € C°(Q) entonces, pasando a una
subsucesion,

Vo(ur) — Vo(u, —u) — Vo(u) en Dy*().
Demostracion. Recordemos que si v € Dé’Q(Q), entonces al extenderla como cero fuera
de Q obtenemos que v € D?(R"). El resultado se sigue entonces al aplicar el Lema 4.5

a (ug) y u. |

Podria decirse que la siguiente proposicion es la base inductiva de la prueba del teorema
de Struwe.

Proposicién 4.8. Si (ug) es una sucesion de P.S. para J en ¢ y u — u débilmente en
1,2 ) .

Dy*(Q) entonces, pasando a una subsucesion, (ux —u) es una sucesion de P.S. para J en

c—J(u).

Demostracion. Es claro que (ug) esta acotada en L? () y, pasando a una subsucesion,

ur — u c.d. en €. Del lema de Brézis-Lieb (ver Proposicién A.5) y la hipdtesis tenemos
entonces que

| (e = u) = (¢ = J(u)| <

(ug) —¢| = 0,

1
gl = ull” + el = lluell*] + - e — uls

es decir,

Usando el Lema 4.3 obtenemos que V.J(uz) — V.J(u) débilmente en Dy*(Q) y por tanto,
VJ(u) = 0. Se sigue de la Observacién 2.3 y el Corolario 4.7 que

VJ(ug) — VJ(u —u) = VJ(u) =0 en Dy*(Q),

esto implica que

VJ(up —u) = 0 en Dy*().
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4.2. Paso inductivo
Ahora vamos rumbo a probar la ya mencionada Proposicién 4.14. Sea e > 0y
1
Q.= -0Q.
€

Notemos que €. es de nuevo un dominio acotado y suave de R™. Sean u € Dy*(Q) y
v € Dy*(9.), entonces sabemos que u1 € Dy () y v. € Dy(€), més ain, se tiene el
siguiente resultado que usamos adelante.

Lema 4.9. J'(u)v. = Jg_(u1)v.

Demostracion. Basta notar que

n x
VuVv.=¢2 | V Vo l—]d
/Q uVu, =€ /Q u(z) v(g) T

= /QE Vu(ex)Vo(z)dx

= / VuiVo.

/\u X2, =" lu(ex)|? ~2u(ex)v(z)de
Q Qe

Y que

*__
2 QU;U.
5

Q.

Se tiene por tanto que u es solucion de g precisamente cuando w1 es soluciéon de

©q.. De manera similar, si p es una isometria lineal de R" y u,v € Dé’Z(Q), entonces
J(upv = J} g (uo p~ 1) (v o p~t). Lo mismo ocurre con las traslaciones.

Probaremos un lema técnico. Antes hacemos una aclaraciéon y enunciamos un lema
previo. Decimos que S C R"™ es un semiespacio si existen una rotaciéon p y una traslacién
T de R™ tales que (po T)[S] = {(z1,..,z,) € R": x, > 0}.

Figura 4.1: Un semiespacio en R2.

Demos por hecho la siguiente consecuencia, la cual resulta bastante intuitiva, del teo-
rema de la funcién implicita. Denotamos por 1 al vector normal unitario exterior a 0f2.



CAPITULO 4. TEOREMA DE STRUWE 42

Lema 4.10. Eziste € > 0 tal que
Bz —ed(z)) CQ y Buz+ed(z) CR"—Q Vreon.

Lema 4.11. Sean () C (0,00) tal que A, — 0, (yr) C R™ y Q) := /\—lk(Q — Yk)-

(1) Si (A—lk dist(yg, 89)) es acotada entonces existe un semiespacio RY que, salvo una

subsucesion, satisface lo siguiente. Para cada K compacto de R" — OR'} ewiste ky € N tal
que
KNRYC (% y KNn@®R'-RY)C ()R- Q).
k>ko k>ko

(2) Si (i dist(yx, (99)) no es acotada y (yx) C Q entonces, salvo una subsucesion, se

satisface los siguiente. Para cada K compacto de R™ existe kg € IN tal que

K C ﬂQk

k>ko

Figura 4.2: Demos un ejemplo en concreto, sean Q = BZ(0) y Ay = % Para lograr las hipétesis de 1) tomamos yi = (0,1)
y en la grifica de la izquierda se exponen 1, Q4 y Q10 que ilustran la “convergencia” al semiespacio {(z,y) € R? : y < 0}.
Tomando ahora y;, = (07 %) logramos las condiciones de 2) y haciendo lo mismo, obtenemos la imagen de la derecha en
donde la convergencia es ahora a R2.

Demostracion. Denotemos

1
pr = — dist(yg, 092)
Ak

1

pr(T) = )\—k(ﬂf — Yk)-

Usando la compacidad de 0f2, para cada k € IN sea x;, € 02 que cumpla
dist(yg, 0Q) = |yx — k|-

(1) Supongamos que (pi) es acotada. Pasando a una subsucesién tenemos que x; —
xg € 0y que pr — p. Sin perder generalidad, podemos suponer ademés que ¥(zg) =
(0,..,0,—1), donde ¥ es el vector normal unitario exterior a 9. Usando el Lema 4.10, sea
e > 0 que cumpla

Bz —ed(z)) CQ y Bozw+ed(z) CR*—Q Vae o
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Bajo una subsucesion, se pueden distinguir tres casos:

(yr) C €,
(ye) CR" =

Supongamos (yx) C Q. En este caso podemos denotar

Vg 1= YT Tk —9(xg)

- [y — i a
y proponemos como semiespacio a
R} = {(z1,..,zn) € R" 1 z,, > —p}.

Sean K un compacto cualquiera de R" — dR, y R > 0 que satisfaga

KNRY C Bg(0,..,0,R—p) vy Kn(R"—RY) C Bg(0,..,0,—R — p)
como

(B = pr)ur = (R=p)(0,..,0,1) vy (=R —pp)ue = (=R —p)(0,..,0,1),
entonces podemos suponer que para k suficientemente grande,

KNRL CBR((R—pe)ue) vy KN (R"—RY) C Br((—R—po)ve). (4.8)

Finalmente, como /\ik — 00, para k suficientemente grande tenemos que

€
Br(Roy — proy) € Be (/\_kvk - Pk?sz) = pr(Be(wp — ed(zr))) C U,
y también

€ _
BR(—RUk — pkvk) - B}\Lk (—)\—Uk — pkvk) = gOk(BE(iL'k + 579($k))) - R"™ — Qk
k
Se concluye usando (4.8), lo anterior y que K N IR} = 0.
El caso (yx) € R™ — (2 se prueba de manera analoga, solo que se sugiere como semies-
pacio
{(z1,..,2,) € R" : z,, > p}.

Ademés, la prueba anterior se puede adaptar facilmente si (yx) C 0f2, el semiespacio que
sirve en tal caso es
{(z1,..,2,) € R" : z,, > 0}.

(2) Supongamos que (p;) no es acotada y que (y;) C 2. Bajo una subsucesion se tiene
pr — 00. Sea K un compacto de R™ y tomemos R > 0 tal que

K C Bg(0).
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Para k suficientemente grande logramos p; > R y entonces
Br(0) € B, (0) = 0u(Bxp (r))-
Finalmente, recordando que A\py, = dist(y, Q) y usando que y;, € Q, es ficil ver que
By (yx) €Q Vk e NN.
Se sigue que para k suficientemente grande
K C Q.
[ |

Necesitamos un ultimo resultado antes de probar la Proposicién 4.14. Para el siguiente
lema sean

(/\k) - (0700)7
Q= )\ik(Q — Y,

(ur) € Dy ().
Extendiendo las ultimas como cero fuera de €2 definase
n—2
Vg 1= )\k2 Uk()\k : +yk) € Dl’Z(Rn) (Uk € Dé’2<Qk))

Supongamos que
)\k —0

y consideremos €1, que cumple lo establecido en el enunciado del lema anterior, donde

O = R si <)\_1k diSt(yk,39)> es acotada,
R™ si no.

Lema 4.12. S%

VJ(up) =0 en Dy*(),

vy — v  débilmente en DV*(R™),
entonces v es solucion de pq_ .

Demostracion. Por la Proposicion 1.12 podemos suponer que vy — v en L?O*C’I(R”) y que
v — v c.d. en R". Primero es necesario que v € Dé’Q(QOO). En el caso en que 2., = R"
esto es inmediato. Si Qo = R’} tenemos a primera vista solo que v € D"?*(R" ). Como el
lema anterior implica que v = 0 c.d. en R" — R, se sigue de la Observacién 1.5 que de

hecho v € Dé’z(R’fr).
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Verifiquemos ahora que V.Jg_(v) = 0. Fijemos ¢ € C°(§2) y definamos la sucesion

en (1
Yk =N (A—(' - yk)> :
k

El lema anterior indica que, pasando a una subsucesion, existe kg € IN tal que ¢ € C°(€y,)
para todo k > ko, esto es, ¢, € C°(Q) para todo k > kq. Asi, usando el Lema 4.9 tenemos

Jo, (k) = J' (ug) oy
< IV I (we) |||l
< ||VJ(Uk)||||S0||Dév2(Rn) Vk > k.

Como V.J(ug) — 0 en D{?(Q) se sigue que
Jo, (vk)e — 0. (4.9)

De ser necesario, extendamos a ¢ como cero fuera de Q,, de modo que ¢ € C*(R").
Como v — v débilmente en D'?(RR™) entonces

/ VoV — VouV. (4.10)
n R

Si
wi={z e R": p(x)#0} = ¢ 'R - {0},

entonces w es un abierto relativamente compacto de R" y v, — v en L? ~!(w). Podemos
suponer existe g € L> ~}(w) tal que |v;] < g c.d. en w, se sigue del TCD que

|Uk|2*_2vk<p — |v|2*_2vgp. (4.11)
R” R”

De (4.10) y (4.11) uno obtiene que Jg (vx)p — Jq_(v)e y usando (4.9) concluimos que
J.. (v)p = 0. Como esto es cierto para toda ¢ € C2°(€s), entonces V.Jg_ (v) = 0 como
afirma el lema. [}

Observacién 4.13. ;Qué pasaria si en las hipotesis del lema anterior no tuvieramos
(yx) € Q pero si (i dist(yk,aQ)> acotada? De igual manera el Lema 4.11 nos permite

concluir que v es solucion de pgrn . Usaremos esta observacion en la prueba del teorema
de Struwe.

Para el teorema que sigue sean (A;) v (yx) sucesiones respectivamente en (0,00) y €2,
definamos Qj, := i(Q — i) y sean ademads

v € DV*(R™),
(ur) S Dy (%),

n—2

Vg 1= )\kTuk()\k . +yk) € Dl’Z(Rn).
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Tomemos p € CX(R™) tal que 0 < 9 <1, p =1en B1(0) y ¢ =0 en R” — By(0), para
cada k € IN definase )
=g dist(yg, 082) # 0.

Desde luego que
o=, (- —yw) € CZ(R")

pero podemos decir més. Sea x € R™ tal que ¢ (1, ' (z—yx)) # 0, entonces |r; ' (z — yi)| < 2
y © € By, (yx). Por tanto,

sop(p(ry; ' (- = ur))) C Bur (ys) €2 (pues (yi) € Q)

y ¢ € C2°(Q) para cada k € IN.
Finalmente definamos

2-n .
Wy = U — A2 U ( /\kyk> o € Dé’2(Q).

Tenemos el siguiente resultado de caracter recursivo, éste equivale al paso inductivo en la

prueba del teorema de Struwe.

Proposicién 4.14. Si (ux) es una sucesion de P.S. para J en c y se satisface

— dlst(yk, 0f) — oo,
Ak

v — v débilmente en D**(R")

entonces, pasando a una subsucesion, (wy) es una sucesion de P.S. para J en ¢ — Jgn(v).
Mads ain,

luill* = el = ol

Y Jge (v) = 0.

(Rn)’

Demostracion. Como A\, — 0 es inmediato del lema anterior que VJg»(v) = 0, de la
Observacién 2.3 se sigue que v € CY(R™). Por otra parte, un desarrollo directo muestra

que si 1y, := (1 M),
IV (vne —v)|? < 2|(1 — me) Vol + 2[oVi)*  en R™

Entonces si & = irk, como & — 00, se sigue que

Jome = ol <2 [ =PIV 2 [ o[V
R"— By, (0) Bag;, (0)—Bg;, (0)

< 2/ Vo2 +C Wl = 0.
"B, 0) Bag, (0)-B¢, 0)
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Asi, v, — v en DY?(R™). Tenemos del Corolario 4.6 que si v D1’2(R”) - R
entonces, pasando a una subsucesién,

Vi (vg) — Vap(vg, — vmg) — Vo(one) — 0 en DM*(R™),

ol gy = 0 = 036 gy — I gy = 0 (4.12)

L2* (R™) - ’Uk -
De modo que por la invariancia de la norma bajo dilataciones obtenemos,

IIwk:H2 ||Uk||2+||v\| =0y

Dl 2(Rn)

— |uk:

Pero J(uy) — ¢, entonces

| (wr) — (¢ = Jre(v))] <
|J(wg) — J(ug) + Jra (0)] + |J(ug) — c| = 0.

Es claro que de (4.12) también

VJ(ur) — VJ(wg) — VJ ()\;2”"0 (;\—yk) gok) — 0 en Dy*(Q).
k

Como

VJ <)\,j2nv ( ;\yk) cpk) — 0 en Dy*(Q),
k

del que VJ(uz) — 0 en Dy*(Q) y de la desigualdad del tridngulo conseguimos que
V.J(wp) = 0 en Dy*(Q). |

4.3. Teorema de Struwe

Estamos practicamente listos para probar el teorema de Struwe. Antes requerimos el
importante argumento que servird como “freno” en la demostracion de éste. Las sucesiones
de Palais-Smale para J son siempre acotadas y en niveles no negativos.

Proposicion 4.15. Si (uy) es una sucesion de P.S. para J en c, entonces (uy) estd acotada
yc>0.

Demostracion. Sean d > 0 cota para (J(ug)) y ko € IN tal que

| J' (ug ) ug|
|

Como J(uy) — 5=J (ug)ur = =|lug||* entonces

< V)| <1 ¥k > ko,

1 1
EHWH2 <d+ ollull Yk 2 ko
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Se sigue que
] < max{1 nd + 2*} Vk > ko

v (uy,) estd acotada en Dy?(Q). Por otro lado,
[T (uryur| < IV T (i) [[Jugll - ¥k € I,

entonces J'(uy)up — 0y tenemos

n—2

|u|® = nd (ug,) — J' (up)uy, — ne.

Esto implica que necesariamente ¢ > 0. [ |

Observacion 4.16. Recordamos de la definicion de e* := J{/Ilf Jrn que si u € DY (R™) —
Rn

{0} satisface VJgn(u) = 0, entonces Jrn(u) > €*. Esto se puede volver a notar de la si-
guiente forma. Como ||u|? es facil consequir
que

z (Rn) y ||u||2D(1)72(Rn) — |u|L2* ]RVL

D12 Rn
1 1
Jrn(u) = EHUH??%’Q > ESE — e~

(R") =

Desde luego que el razonamiento anterior se puede copiar para () en vez de R".

La demostracién del teorema de Struwe que damos estd basada en la dada en [27] y
la prueba original se puede consultar en [25].

Teorema 4.17 (Struwe, 1984). Sea (ux) es una sucesion de Palais-Smale para J en c.
Existen vy solucion de o, m € N, vy, .., v, soluciones no triviales de prn y para cada
i € {1,..,m} sucesiones (AL) y (yi), respectivamente en (0,00) y Q, tales que pasando a
una subsucesion de (uy),

w - — SO0 T ( ;yk)
k

=1

— 0,
D% (Rn)

[lusl* = flooll* + ZH%HDl 2Ry

J(’Uo) + ZJRn(Ui) = C,

1 )
Vdist(yi,@ﬂ) — oo Vie{l,.,m}.
k

(En donde vy es posiblemente trivial y m es posiblemente cero.)

- - : 1,2
Demostracion. Usando la proposicién anterior obtenemos que (uy) es acotada en Dy *(2)
por lo que, pasando a una subsucesion, existe vy tal que

up, — vy débilmente en Dy* (1),

up — vo  c.d. en €.
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Por el Lema 4.3 tenemos que V.J(uz) — V.J(vy) débilmente en Dy?*(€), en consecuencia
VJ(vg) = 0. Definimos

u,f; = U — Vp.

Utilizando la Proposicién 4.8 obtenemos

VJ(ul) =0 en Dy*(Q),
J(uy) — ¢ — J(vg), (4.13)
el = Nl l[1* = Jlwol .
Supongamos que u, — 0 en L? (Q). Como |ui||® — |utl3. = J(u})ur — 0 se sigue que
ul — 0 en D)?(Q), entonces también J(uy) — J(vg) y se concluye J(vg) = ¢. Por tanto,
el teorema de Struwe se cumple tomando m := 0.
Asi, supongamos que (ui) no es una sucesién convergente a cero en L?" (). Entonces
podemos encontrar un € > 0 tal que para cada k € IN exista kg > k tal que |u,1CO 2 >e
Sea

entonces 0 < § < (%)5 y pasando a una subsucesion
/|u,§\2* ~5 VkeN
Q

Para cada k € IN extendemos uj a R"™ como cero fuera de 2 y definimos la funcién de
concentracién de Levy, Qy : [0, 00) — [0, 00) dada por

2%

Qr(r) :== sup/ |u/,1C
Br(y)

yeR?

Se prueba de manera directa que gy : [0,00) x R™ — R definida como

gulr,y) = / il
B,«(y)

es continua (haciendo uso del TCD). Ahora bien, como Q es acotado y cada u; se anula
fuera de €2, podemos encontrar un compacto K de R™ (el cual no es necesariamente §2) y

ro > 0 tal que
w [ i = [
yeR™ J B, (y) Q

sup / lup|* = Sup/ lup|** Vr €[0,7], ¥k € IN.
Br(y) Br(y)

yeR" yeK

2%

¥ VkeN,

En particular tenemos que cada gy es uniformemente continua en [0,7] x K. Fijemos

ke IN.

Afirmacion: Q) es continua en [0, o).
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Sea ry € [0,70] y @ > 0. Tomemos 8 > 0 tal que para todo (r,y), (s,z) € [0,7¢] X K, si
|(r,y) — (s,2)| < B entonces |g(r,y) — g(s,x)| < a. Sear € [0,79] que cumpla |r — | < .

Notemos que
[ o [
Br(y) Bry (y)

en consecuencia
/ lup|* < sup/ lup* +a VYyekK
B (y) €K J By (x)

sw/’|@FSam/ Wl + o
z€K J B(x) z€K J By, (z)

Anélogamente conseguimos

sup [l <sup [l e
zeK By (x) z€K J By (x)

por lo que |Qk(r) — Qr(r1)| < . Esto muestra que @y es continua en [0, ro].
Como Q(0) =0y Qk(rg) > 0, del teorema del valor intermedio se sigue la existencia
de \; € (0,79) tal que

=lg(r,y) —g(r,y)| <a VyeK,

¥ = Qr(\) = 0.

sup / |ug
ver /()

Ak
Usando de nuevo la compacidad de K, existe y; € K tal que

/ lup|* = sup/ lup | = 4. (4.14)
By (y) YeK JB,1(y)

)\k k )‘k

De esta forma construimos las sucesiones (Af) y (yi), respectivamente en (0,79) y K, y
podemos suponer que

/\,f: — )\(1) € [0, 00),
yli —>yé € K.

Definimos entonces
vh = (AT up (AL - +up) € DR,

1
.—/\i

/ o)
Bi(y)
1
Vg

k

y notemos que

2*
Y

2% 1
—/ - |y
B)%(/\kZH‘yk)

co [
B,1(y)

Ak
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Esto implica que

2%
Y

112% _ 1
/ Vg —/ |uy,
Bl(o) B,\i(y;)

112% _ 1
SUP/ vel™ = SUP/ |ug
yeER™ J By (y) yeR™ B’\zlc(y)

e [ - [
YER™ J B1(y) B1(0)

Como HUIiHDé’Q(lR") = |Ju}|| tenemos que (v}) estd acotada en D'?(R"), por la Proposicién

2%

Por tanto, de (4.14),

¥ Vkel. (4.15)

1.12 podemos suponer existe v; € DV?(RR™) tal que
vy — v, débilmente en D?(R"),
vy —v; c.d.en R,
vy — v en L2 (R™).
Para simplificar la notacion, sean
fe = VJ(u),
g = ()7 fuAL - o) € Dy ().
Como
T (v)w = J'(wp)wy (- = i)

— [ VhTuy )
Q

= | VgVuw Yw e Dy*(Q)

Qp

tenemos que de hecho
VlJa,(v;) =g VkeNN. (4.16)

Afirmacion: v, # 0.

Supongamos lo contrario y busquemos una contradiccién. Tomemos h € C*(R™) tal
que sop(h) C By (y) para algin y € R", se tiene en particular que

/ ngV(hQU,i):/ VurV(h2vl) — [ |v}
Qg

Qp Qp

()

Desarrollando directo entonces obtenemos

IV(ho) P = | [u VA + [ Vo V(h*uy)
Qp

Qp, Qi

4 | Vg V(hp).

Qg

= \v,ﬁVh]sz/ h?|v;
o o
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Pero

2%

/h2|vi2*=!h2\vi L1(B1 ()
Qp

= [[og|* 72 (vph)?| 1 (81 ()
< ||op” |(vih)?|

-2
L35 L7 (B (y))

2
Bi(y)
<5 ([
Bi(y)

y como ademds tenemos de (4.15) que

2
* ; S 1
g1 (/ Bk ) < S lon < 5712 =
Bi(y) 2 2

) v

Qp

se sigue que

1
Vb < [ 1okvaP -5 [ 9GP+ [ Vv,

o o o Q
es decir,
V(o) <2 [ |[uiVR>+2 [ Vg V(h*v;). (4.17)
Q. Qe Q
Adicionalmente, como v}, — v; = 0 en L (R"),
1 2 _ 1210 |2
[ wicomr= [ pieion "

S C|/Uli|%2(31(y)) — 0.
Un célculo directo muestra que (h*v}) estd acotada en Dy (), entonces
| o, (W) h*vi] < ClIV Ja, (vp) | prag,y = Cllfll — 0

y de (4.16),
ngV(h?U]i) — 0.

Q
Usando (4.17), (4.18) y lo ultimo obtenemos

[ 19aebE = [ [vied) 0.

Bi(y) Qk

Para cada y € R" podemos escoger h € C*°(R"™) tal que sop(h) € Bi(y) y h = 1 en
B%(y), y en consecuencia,

IV(hv)? = [Vu[* en By(y).
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Por tanto, es facil concluir que |Vuvi| — 0 en L2 (R™). Usando de nuevo que v; — 0

loc
en L} (R") y aplicando la Proposicién 1.7 obtenemos vi — 0 en L2 (R"). En particular

loc
tenemos que v; — 0 en L? (B;(0)), lo cual es una contradiccién a (4.15). Se sigue entonces

que necesariamente

vl#O.

Afirmacion: \j = 0.

Supongamos lo contrario. Sea ¢ € C°(R™) y denotemos
2-n T
b= 0T (5.

2—n PR— 1
vim )T (5).

Usando el TCD es facil ver que

/Qlwk S VP 0,

y utilizando la desigualdad de Holder tenemos que

/Q Vil Vi — /Q w,iw‘ < ] ( /Q |wk—w|2>2

so(/g\wk—w?y.

Notemos que u), — 0 débilmente en D“2(R") (pues la inclusién Dy*(Q) < D“2(R") es
lineal y continua), usando la desigualdad del tridngulo entonces concluimos

b Py = | FulV 0

Del Lema 4.2 se sigue que v;, — 0 en D“?(R"), es decir, v; = 0 una contradiccién. De
aqui que -
A =0 y portanto y5 € Q.

Afirmacion: (é dist(y;, 89)) no es una sucesion acotada.

Supongamos lo opuesto. La Observacién 4.13 asegura que en este caso vy es solucién de
PRy para algiin semiespacio R, la Observacién 2.25 por tanto indica que necesariamente
vy = 0 c.d. en R?}. Usando el Lema 4.11 concluimos que v; = 0 c.d. en R", lo cual es una
contradiccion. Asi, pasando a una subsucesion conseguimos

1
1 dist(yi, 0Q) 00y () S
k
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Tomemos ¢ € C°(R") tal que 0 < p <1, p =1en B1(0) y ¢ =0 en R" — By(0), y
sean

= i dist(y,i, 00),

Tk
— Yk
Spk = 90< rl ) :
Como en lo previo a la Proposicion 4.14, se cumple que

2-n —y
= - 0D F o (55 el e Do),
k

Recordemos de (4.13) que u;, es una sucesién de P.S. para J en ¢ — J(vg). Entonces la
misma Proposicién 4.14 nos deja suponer que

VJ(u?) =0 en Dy*(Q),
J(i) = ¢ — J(vg) — Jgn(v1),

a1 = Jlgll* = [loall.2

(R")"
Como |Jug||* — [Jup||> = |Jvo]|* se sigue que de hecho

ok = flucl® = llooll” + Hval T2 gy

Maés auin, v; es una soluciéon no trivial de pgrn. De la Proposicién 4.15 y la Observacion
4.16 tenemos entonces que ¢ — J(vg) — Jrn(v1) > 0y que Jgn(v1) > e*. Por tanto

c>e. (4.19)

Podemos repetir el procedimiento, es decir, supongamos que uz — 0 en L* () enton-
ces de nuevo u; — 0 en Dé’Q(Q). Como en la prueba de la Proposicion 4.14, es facil ver
que

. Ly Lyl
% (5] - 00T (G ) b0 e i)
k

entonces se cumple el teorema de Struwe para m = 1. Por tanto, suponemos que u?
no converge a 0 en L2 () y continuamos de igual manera para conseguir la situacién
correspondiente a (4.19), es decir, ¢ > 2e¢*. Como e* > 0 el procedimiento debe parar en
algin momento, esto es, debe haber un natural m para el cual se satisfaga el teorema de
Struwe. De hecho notemos que m € [O, f] [ |

Cabe mencionar que, en el teorema anterior, si m > 1y para cada k € IN, ux, > 0 c.d.
en € entonces podemos ademds concluir que cada v; > 0 c.d. en R™ (ver [27]).

Existe una cantidad muy grande de modificaciones al teorema de Struwe (por ejemplo
considerando simetrias). Sus pruebas radican en tomar la idea de la demostracion original
y adecuarla, cuando es posible, al resultado que se busca. Son conocidos como resultados
de compacidad del tipo Struwe respecto a cierto problema en especifico. Es interesante
comparar las demostraciones de estos con la dada aqui, consultar por ejemplo [16] y [7].

Para terminar la seccién veamos una observacion previa a un corolario del teorema
anterior.
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Observaciéon 4.18. Si u es solucion de pgrn y Jrn(u) < 2e*, entonces u no cambia de
51gN0.

Para notarlo supongamos que u es una solucién de pr» que cambia de signo y sean
ut(z) := méx{u(x),0}, v (z) := min{u(x),0} (por lo que u* # 0y u~ # 0). Puesto
que Jin(uw)ut =0 = Jha(u)u~, podemos argumentar como en la Observacién 4.16 para
obtener que Jrn(ut), Jra(u~) > €*. Como Jgn(u) = Jgra(u™) + Jre(u™) concluimos que
Jrn (1) > 2€*.

Corolario 4.19. J satisface P.S. en (e*,2e").

Demostracion. Sea c € (e*,2e*) y sea (uy) una sucesiéon de P.S. para J en c. Por el teorema
anterior tenemos en particular que existe m € IN, vy solucién posiblemente trivial de p y
V1, .., Up, Soluciones no nulas de pgr» tales que

Cc = J(Uo) + ZJ]Rn <U1>

i=1

Usando la Observacién 4.16 obtenemos que para cada i € {1,..,m}, Jgn(v;) > €*. Como
ademds J(vg) > 0, se sigue de que ¢ € (e*,2¢*) el que

m € {0, 1}.

Supongamos que m = 1. Entonces Jgn(v1) € [e*,2¢*) y de la observacién anterior
tenemos v; no cambia de signo, usando la Proposicién 2.17 llegamos a que Jgn(vy) = €e*.
Esto muestra que vy no es trivial. La Observacion 4.16 nos dice entonces que J(vy) > e*,
lo cual contradice la eleccién de c¢. Tenemos por tanto que m = 0 y el Teorema 4.17 indica
entonces que, pasando a una subsucesion,

u, — vo en Dy*(Q).



Capitulo 5

Teorema de Coron

Al igual que en el capitulo anterior, en este capitulo sea n > 3 y a los dominios A de
R™ les asociamos el problema

—Au=|ul>2u en A,
A u =0 sobre 0A.

Recordemos al funcional de energia asociado

2%

1 1
Ji:DE(A) 5 R dado por  Ja(u) = _/|vu|2 . _/|u
2 Ja AN

Jg(u)U:/Vqu—/\u
A A

Los puntos criticos de J son precisamente las soluciones de @4. Para todo el capitulo
fijamos 2 un abierto, conexo, acotado y suave de R™. Usamos la notacion

cuya derivada es

*__
2 2U'U.

£ = P9,
J = Jq,
|y = [-|lr)  para p € [1,00),
1 2= 1l pae
() =1, ')Dé’Q(Q)‘
Recordamos también que
P 7 P [ /T

2 n 2 :
0£ueDy(@) |uf3 o#ueD 2Ry |uf]o g

Denotemos a la esfera unitaria de R™ como

Y={reR":|z|=1}

56
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y dados a, b € R definimos al anillo abierto
Agp ={x € R" 1 a < |z| < b}

En este capitulo serd de mucha importancia la funcién baricentro f : Dé’2(Q) —{0} = R"

definida como .

() i= e [ alula)? da,

|ul5-

/Qx|u(x)|2*dx - (/Qxlyu(x)ﬁ*dx,..,/Qa;n|u(x)\2*dx) € R".

Como (2 es acotado es facil ver que (3 esta bien definida. Dada una funcién u € Dé’Q(Q) se
puede pensar en [3(u) como el centro de masa de la grifica de u. Notemos que no ocurre
necesariamente que (u) € €.

en donde

X

Figura 5.1: Comportamiento de la funcién baricentro.

Ya hemos observado que la existencia o no existencia de soluciones no triviales para
nuestro problema g depende fuertemente de la topologia de 2. En la segunda seccién de
este capitulo probamos el resultado principal de la tesis, el ya discutido teorema de Coron,
el cual garantiza una solucion positiva sobre cierto dominio con “forma de anillo defor-
mado”. En la primera secciéon estudiamos la llamada funcién baricentro. La demostracion
del teorema de Coron queda como consecuencia de tal estudio. En la ultima seccion co-
mentamos sobre resultados relacionados al teorema de Coron. A continuacién enunciamos
el teorema y damos la idea de su demostracién.

Teorema (Coron, 1984). Si 0 ¢ Q y si existen nimeros reales positivos 11,79 tales que

r .
2 es suficientemente grande y {x € R":ry < |z| <ry} CQ,
T1

entonces @ tiene una solucion positiva.
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El “suficientemente grande” dependera tinicamente de la dimensién n, la cota no se
encontrara de manera explicita. Consideremos

M = {ue Dy*Q) : |u

9k = 1}

(1) La idea de la prueba del teorema de Coron es argumentar por contradiccién de la
siguiente manera. Podemos suponer que ¥ C €2. Resulta que funciones en M cuyo valor
bajo ||-||? se aproxima al infimo S tienen la propiedad de contar con un baricentro cercano
a Q. En particular si 0 ¢ €, los baricentros de tales funciones son distintos de cero.

Por otro lado, el “suficientemente grande” que condiciona a la forma anular de €2
permite forzar la existencia de una familia de funciones en M, {v7} indexadas por ¥ y
[0,1), tales que

S < sup||vf]|? < Si < 24 5.

€T

Por la forma de éstas, la funcién f : B;(0) — {0} — M dada por f(z) := UIE se puede
extender de manera continua a toda la bola abierta, y si yx — y € ¥ entonces || f(yz)||* —
Sy B(f(yk)) = .

El suponer que p no tiene solucién positiva, el lema de deformacién (aplicado varias
veces) y el corolario del teorema de Struwe implican que, para § > 0 que haga a los
elementos de

B:={ueM:|ul*<S+5}

cumplir lo expuesto en el parrafo (1), existe una funcién continua ¢ : M x [0,1] — M
que en el tiempo 1 manda al subnivel {u € M : ||ul|* < S;} en el subnivel B y en todo
momento fija al subnivel {u € M : [|ul®> < S+ $}.

Usando f, ¢ y [ se construye la funcién obvia de la bola cerrada de R™ en R™ — {0}
que no “mueve” a la esfera. De la ultima parte de los dos parrafos anteriores es facil ver tal
funcion es continua, lo que contradice el teorema del punto fijo de Brouwer. Esto significa
que @ debe de tener una solucién positiva.

5.1. Funcién baricentro

La primera propiedad esencial de la funcién baricentro £ es su continuidad. Sea u, — u
en Dy*(2), pasando a una subsucesién uy — u c.d. en Q y existe g € L¥'(Q) tal que para
todo k € IN, |ugx| < g c.d. en Q. Usando el TCD tenemos entonces que |ug|? — |ul?
en LY(Q), se sigue que S(ux) — B(u). Esto muestra que 3 es continua. En el siguiente
lema probamos que los centros de masa (o baricentros) de una sucesiéon minimizante se
aproximan a €). Para el proximo lema sea

M = {ue Dy*Q) : |u

9k = 1}
Lema 5.1. Si (ux) € M cumple que ||ug||* — S entonces, pasando a una subsucesion,

dist(B(ux), Q) — 0.
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. . n—2
Demostracion. Definamos vy, := S 7 uy y sea

Se tiene de un desarrollo directo que

2:D*(Q) — R.

n— n—2 u n—2\* .
930l =57l - st wgue+ (52 ) STt
Usando Holder conseguimos que
@' (we)o| < 2funl3 " olor = 2*[vlr < 27572 |J0f| Vo € Dg*(€),

entonces ||V (uy)|| < 2*5~2. Se sigue que
IVI(ui)l* < S*% [Jug|® — 25% + 5% — 0.

Usando otra vez que |ug|o« = 1 obtenemos que también J(vg) — %S 2. Podemos aplicar
el teorema de Struwe (Teorema 4.17) para concluir que existen m € IN, z solucién de
©, 21, .-, Z2m soluciones no triviales de pgrn y para cada i € {1,..,m} sucesiones (&), (v.),
respectivamente en (0, 00) y €2, tales que pasando a una subsucesién de (vg) se cumple

w0 = Y607 () N 6.1)
i=1 SRR

Jokl|* = [l20l|* + Zlez-Hfjéz(Rn), (5.2)

- 1 »

J J n\<g :—Si, 53
(20)+; R (i) 5 (5.3)
1 .

— dist(yy, 02) — 00 Vi€ {1,..,m}. (5.4)

$k

Ahora bien, como 2 es acotado tenemos por el Corolario 2.11 que m > 1, y de la Obser-
vacién 4.16 se sigue que de hecho m =1y zy = 0. Asi, si denotamos & := & v vk := v,
(5.1) implica que

5 " Yk 1,2/Tpn
vy — &7 @ ‘. — 0 en DV*(R").

Entonces si normalizamos .
1

Z =

|21 2r (R™)

puesto que de (5.2) y (5.3) tenemos que ||21||%é,2 )= Sz = |zl|i*2*(m), obtenemos

(R
up — 2, (- —yr) — 0 en DY*(R"). (5.5)
Usando la compacidad de © podemos suponer que y;, — y € Q, y de (5.4) concluimos que

& — 0. (5.6)
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Como en la Proposicién 4.14, tomamos 7y, := 1 dist(yx, 9Q), ¢ € C°(R") tal que ¢ = 1
en B1(0), ¢ =0 en R™ — By(0) y 0 < ¢ < 1. Definimos ¢ := ¢(r, (- — yx)) € C(Q),
n = (1 &+). De nuevo se tiene

e — 2z en DM?(R™),
y usando (5.5) tenemos que de hecho
U — ng(' — yk)gok — 0 en Dé’2<Q)

Por otro lado, como en la prueba del lema de Brézis-Lieb (ver Proposicién A.5), para cada
€ > 0 existe ¢ que inicamente depende de ¢ tal que para todo a, b € R se cumple
2*

2 2 4 elaf?

<cla—1b

la

De esto, lo anterior y de que |ug|2« = 1 se tiene

[ atuta)

La Proposicién 2.17 asegura que z; es la burbuja estdndar (o menos ésta) salvo alguna
dilatacién y traslacién, con ello es ficil ver que z — ;21 (x)|*" es integrable en R™.
Usando (5.6) y el TCD se consigue

¥ dy — / zi|2e, (v — yr)r(@)[* dz — 0. (5.7)
Q

| @ @@l de - |l de

Rn
Como tenemos
1
T (Exi + Yri) |21 (@) ()
) n

|Zl 2" (Rn

K / zilze, (v — y)pu(2)[* da,
Q

entonces se sigue que
[ wilze (o = wa@) dz - .
Q

Al usar la desigualdad del tridngulo, la tdltima afirmacién y (5.7) obtenemos que para
cada i en {1,..,n},

/ x| (2)|* dr — ;.
Q
Entonces B(ux) — y y concluimos al recordar que y € Q. [

Hay una parte del enunciado del teorema de Coron que menciona un “suficientemen-
te grande”, esto es debido a que requerimos la existencia de una familia de funciones,
indexadas por ¥ y [0, 1), con ciertas caracteristicas especificas. De nuevo, sea

M :={uec Dy*(Q) : |u

2k = 1}
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Lema 5.2. Si existe R > 0 suficientemente grande tal que AﬁAR C €, entonces existe
una familia de funciones, {v7 10 € X y t€[0,1)} C M, que satisface lo siguiente.
(1) swp [of|? <28,
oE, 0<t<1

(2) wo:=wvg no depende de o,
UE six #0,

v9 sitax=0.

es continua,

(3) La funcion f: B1(0) = M dada por f(x):= {

(4) St (yx) € B1(0) cumple y, —y € X entonces, pasando a una subsucesion,
1wl =Sy B(f(yw) = v

Demostracion. Para o € ¥y t € [0,1) definimos uf : R" — R como

n—2

1t E
) € DM (R™).

up () = ((1 "2 4 |z — to]?

Ademas, sea ug : R™ — R dada por

n—2

1 R -
up(z) = (TW) =uy(r) VoeX.
Sea ¢ € C°(R") radial tal que 0 < o < len R", ¢ =1 en A, yp=0en R" — Ay .
Para cada R € [1,00) sea g : R — R definida como

o(Rx) silz| < R,
op(z) =41 siR7'<|z| <R,
(%) siR<|zl].

Notemos que pr € CX(R") y {z € R" : pr(z) # 0} C A 3p. Por lo que si
A1 4r ©Q entonces pr € C(Q). (5.8)
Para cada R € [1,00) definimos también
wy = QRruy, Wy = PR Uo.

Probemos que |Jwf — ugHDé,z(Rn) — 0 uniformemente en o € ¥, ¢t € [0, 1) cuando R — oo.
Empecemos notando que para R € [1,00),

V(wy —uf)]? = [ [(1—¢r)Vu] —ufVeg|
<2 [ [(1=@r)Vui]*+2 [ |u/Veg|?,
R™ R™
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en donde

|1—wRHVMﬂ2=1/ \1—¢ﬂﬂvuﬂ”+/ﬁ 11— rlIVas]?
" —Bogr(0) B 1 (0)

R™ 1
2R (5.10)
< / [V uf|?
Rn—B2R(O)UBﬁ (0)

. (5.11)
<cr [ il + 1 .
B4 (0)-B (0) B2 Byp(0)-Bar(0)
2R 3R
Juntando (5.9), (5.10) y (5.11) obtenemos

o o2
||wt — Uy ||D(1)72(]Rn) <
c yvu;f|2+CR2/ ? 2+ CR2 e 2.

R =Bar(0)UB 1 (0) B 1 (0)=B 1 (0) B3r(0)—B2r(0)

Por otro lado, usando la expresion explicita de D;uf y uf podemos conseguir

R 1\ "
c/ VU2 < CRE™ c/ Vel < ¢ (— _ —) |
"~ Byr(0) B, (0) 2 2

1
2R
asi como

R 1\*™"
ORQ/ W2 < C (- - —) | 032/ o2 < CREM
BL(O)—Bﬁ(O) 2 2 B3r(0)—B2r(0)

En donde remarcamos el hecho de que C' > 0 es una constante que solo depende de n.
Como n > 3 concluimos que ||wf — uf|| pi2mey — 0 uniformemente en o € X, t € 0,1)
cuando R — oo.
. n—2 . , . ey

Por otra parte, si U(x) := a”(lﬂ;xP)T es la burbuja estdndar, de la Proposicién 2.17

tenemos
2 n 2*
||U||D(1),2(]Rn) =92 = |U\L2*(Rn).

Es claro también que
HugHDé’Q(]Rn) = ||u0||Dé’2(IR") = a;1|’UHDé’2(R") y ‘u?‘LQ*(R”) = |U0|L2*(Rn) = GZI\U|L2*(Rn)-
Definamos el funcional

1,2 HUHQDI’Z(A)
Ga:Dy"(A)—{0} - R dadopor Ga(u):=—">—

Y

B |u|%2* (A)
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para dominios A de R"™. Entonces
G]Rn (Ug) = GRH(U) =S. (512)

Ahora bien, tomemos ¢y € (0, |ug|p2+(gny). Sea Ry € [1,00) tal que para cada R > Ry
logremos para todo o y t, |wf — uf| - (rr) < Co, ¥ por tanto,

1 1

Wy |2 mny ~ U0l 2 rey — o

Para cada R > Ry podemos considerar {w{(R) : 0 € 3,t € [0,1)}, a la unién de estos
conjuntos y {uf : o0 € ¥,t € [0,1)} llamémosle Z. Es facil ver que, por eleccién de Ry,

1
(2l ppay) — R
HLQ*(]R”)
es Lipschitz continua y con ello concluir que
G (2.l preguny) = R
también lo es. Se sigue de la convergencia uniforme encontrada y (5.12) que

Grn(w]) — S uniformemente en 0 € X, ¢t € [0,1) si R — oc.

Por la hipétesis podemos suponer la existencia de R € [1,00) tal que A Lar € Q vy tal
que para todo o y t,

2—n 1
Gre(uf) - 51 <5 (25" = 3 )
es decir, Gpa(w?) < 2°3"8 + 5 < 24 5. Fijemos tal R. Tenemos que w? € DJ*(Q) y

definamos .

g .__ o pp—
vy 1= wy € M, wvy:= Wo.

Es claro que con tal definicién se cumple (2) y como Gra(wf) = Gq(w]) = Gq(vy)
conseguimos (1). Una aplicacién directa del TCD muestra que, como (3) enuncia, f es
continua.

Por otra parte, sea (y;) C Bl(()) tal que y, — y € ¥. Podemos suponer que y; # 0
para cada k y denotemos oy, := ﬁ’ = |yx|. Como en lo anterior se tiene que

Hwta;ck - u?:”%évQ(Rn) S

c/ |vw|2+0/ Iut’“l2+0/ e .
(R"—B2r(0 ))UB%( B e (0)— B%(O) B3r(0)—Bar(0)

Usando el TCD (|yx| — 1) es facil llegar a que, pasando a una subsucesion, el lado derecho
de la desigualdad tiende a cero cuando k tiende a infinito. Por tanto,

e < l? Mol
g
|wtkk %* |u0|L2*(]Rn)
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Ok

Finalmente, como 0 < wy* < ug¥ en R™ tenemos que, para cada i en {0,..,n},

\ [atug = [ e

y como Y C ) podemos suponer que

/ zi|ugt > dx — 0.
n_Q

2*_| ok 2*
k12*

— 0,

Se sigue entonces que

1 1
W/Ql’z‘wtk’Q dx — WQ—*/ $Z|Utk|2 dr — 0.
(Rn) R

tr | 1,2*

Pero u7* resulta una funcién radialmente simétrica con respecto de g, entonces es sencillo

mostrar que
1 2%
Ok |2* xl|utk | = yk,i'
’utk n

L (R™)

De esto y lo anterior concluimos que B(f(yx)) = B(vif) = B(wiF) = y. [

Observacién 5.3. Es importante notar que, en el teorema anterior, “el que tan grande”
deba de ser la R que cumpla A Lar C Q depende unicamente de n; aunque es claro que
repitiendo la demostracion pem “usando una @ distinta se genera una cota posiblemente
diferente.

5.2. Teorema de Coron

Ya conocemos lo suficiente a las ttiles propiedades de la funcién baricentro. Sin em-
bargo, antes de empezar la prueba del teorema de Coron, necesitamos utilizar el lema de
deformaciéon. En el siguiente lema denotamos

Jul?

Jul3

2*
Puesto que los funcionales estan relacionados, es de esperarse una relacién entre las suce-
siones de Palais-Smale de J y las sucesiones de Palais-Smale de G sobre M.

G :Dy*(Q)—{0} - R definido como G(u) := M :={u € Dy*(Q) : |u

2x = 1}

2
n

Lema 5.4. Sic >0 y (ug) es una sucesion de P.S. sobre M para G en (nc)=, entonces

1 .,
((nc)T*uk> es una sucesion de P.S. para J en c.

Demostracion. Utilizando la desigualdad de Holder tenemos que, si

Dy*(22) — R,
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entonces

[ (ur)v] < 27|ui” "ol

2*_1
< 2*|uk |%

Vl2*

= 2*”0 2%
<2875 |u]| Vo€ Hy(9),

de modo que .
|Vo(ug)|| <2572 VkeNN. (5.13)

Tenemos por definicion

(VG(ug), Vo(ug))

G = G t,V ity = 5.14
VG(up) = VuG(ug) + 6:Vo(uk), sity NZBIE ( )
Ademiés
[(VarG(up), )| < Cl[VuG(ug)|| = 0,
en donde
VG (ur), w)| = [t [V (un), ur) || < [(VarGur), ur)l,
(Vo(ur), ur) =27,
n—2
(VG (ug),ux) =0; pues VG (ug) = 2uy, — - |ur] |V (ug).
De modo que t;, — 0. Usando (5.13) y (5.14) obtenemos
VG (ux) = 0 en DJ*(Q). (5.15)
Ahora bien, sea \ := (nc)% Y Uk := Aug, por definicién tenemos (ux) € M y como

[ug||2 = (nc)= se sigue que

A2 , A A2 2 A
T = Sl = 5 = S (ne)s = S =
Por otro lado, se cumple que
)\2*71
IV (il = ||oe = ==V lu)
A 9 A2 9
< ok = gl "Volun)|| + | ==+ oo lul"} Vo (w)]),

y si usamos (5.15) y que [Jug|* — A" se consigue

A
Vg — §||Uk||2v¢(uk) — 0,

A ) )\2*—1
— — .
e
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Finalmente, de (5.13) y lo anterior concluimos que
VJ(vp) = 0 en Dy?().
[

Observacion 5.5. En particular, el lema anterior muestra que si J cumple P.S. en c,
2
entonces G cumple P.S. sobre M en (nc)n.

Es facil ver que si se tiene una funcién f : [a,b] € R — R de clase C? con f” > 0 en
(a,b), entonces f alcanza su maximo en a o en b. Més aun, si f alcanza su méximo en algin
punto interior de su dominio entonces f es constante. Esta es la versién mas simple de los

19
0.8
0.6
0.44

0.2

T T T T 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1
X

Figura 5.2: Gréfica de la funcién convexa f : [0,1] — R dada por f(z) = z* + é, cuenta con un maximo en 1.

llamados respectivamente principios débil y fuerte del maximo. Se tienen los resultados
analogos para minimos pidiendo que f” < 0. Asi, si tenemos por ejemplo f no negativa
y f” < 0 en (a,b) entonces hay dos opciones, f es idénticamente cero o f es positiva
en (a,b). En esencia es esto lo que usamos para encontrar un solucién (estrictamente)
positiva en el teorema de Coron. La generalizacion que se usa y un tratamiento completo
se pueden consultar en [15]. Nosotros escribimos la consecuencia de ello tal cual la usamos
solo como referencia.

Corolario 5.6. Si A es un dominio acotado y suave de R™ y u > 0 es una solucion no
trivial de p 4, entonces u > 0.

Hacemos uso de tal corolario, de la Observacion 5.5 y de resultados anteriores en el
siguiente lema técnico, éste resulta sumamente importante para la prueba del teorema de
Coron. Como es usual, utilizamos la notacion:

2
[Jull

G:Dy*(Q)— {0} = R talque G(u):= -, M:={uecDy*Q):|u

[ul3.”

2 =1}

y para cada a € R sea
M, ={ueM:Gu)<a}.
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Lema 5.7. Si o no cuenta con una solucion positiva y Sy € (.S, 2%5), entonces para cada
d € (0,51 — S) existe una funcion s : M x [0,1] — M continua que satisface para todo
ue Mg, s ytodot e [0,1], ¥s(u,t) = u. Esta cumple ademds que 1ps(Mg, x {1}) C Mg,s.

Demostracién. Supongamos existe u € M tal que b := G(u) € (5,2:5) y VMG( ) =
Utilizando la sucesién constante (u) y el Lema 5.4 obtenemos que si v := b"7 u entonces

VJv)=0y
1 n n 2
J(v):—b2€< Sz —S)

n

como en la Observacién 4.18 tenemos entonces que v no cambia de signo. Es claro que
v # 0 por lo que, ya sea usando la misma v o usando —wv, llegamos a una contradiccion
con la hipétesis al aplicar el principio fuerte del maximo (ver el Corolario 5.6). Por tanto,
concluimos que para cada « € (S, 2%5),

{fue M:Gu)=a y VyGu)=0}=170.

Por otra parte, por el corolario del teorema de Struwe (Corolario 4.19) tenemos que J
satisface P.S. en (%S 3, %S %), y de la Observacion 5.5 se sigue que G satisface P.S. sobre
M en (8,2%8).

Sea § € (0,51 — S) cualquiera. De las dos afirmaciones anteriores y el lema de de-
formacién (Teorema 3.7) tenemos que para cada o € [S + 6,9] C (S,275) existen
€a € (O, w) y una funcién continua ¢, : M x [0,1] — M que satisface

¢a(u,0) =u Yu € My,
¢a[Mo¢+5a X {1}] g Mafsom
dal(u,t) =u Vte[0,1],Vu € My_o.,,.

Usando la compacidad de [S + 0, S;] encontramos [ € N—{0} y oy, ..,y € [S+0,.51] tales
que

!
[S + 0,.5] QU — €y O+ Eqy)-

Entonces es facil ver que existe una funcién p : {1,..,1} — {1,..,1} tal que ¥s : M x[0,1] —
M, dada por

Us(u,t) = Doy, (gzﬁap(l_l) (..(d)%(l) (u,t),t)..),1),

cumple lo requerido. [ |
El teorema del punto fijo de Brouwer establece que una funciéon continua de la bola
cerrada en la bola cerrada debe siempre dejar al menos un punto fijo. Es facil ver que ello

implica el siguiente teorema. Recordemos que ¥ := {z € R" : |z| = 1} y consideremos

Bi(0)={r cR": |z| < 1}.

Teorema 5.8. No existe una funcion continua v : B1(0) — X tal que v |g= ids.
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De hecho el teorema de Brouwer es equivalente a este resultado. Recomendamos con-
sultar el teorema de Brouwer en [13]. Hacemos una ultima observacién antes del resultado
principal, debido a lo que ya se sabe sobre dilataciones y exponente critico no debe sor-
prender.

Observacién 5.9. Supongamos que se ha probado que existe b, > 0 (constante que solo
depende de n) tal que si A es un dominio acotado y suave de R™, 0 ¢ A y existe R > b, tal
que AﬁAR C A, entonces @4 tiene una solucion positiva. Se siguen entonces 3 resultados.

(1) Si C es un dominio acotado y suave de R™, 0 ¢ C y ewisten s1,s, > 0 tales que

22>byy A1 (452)2 C (), entonces p¢ tiene una solucion positiva.
9 Sl

(2) Si D es un dominio acotado y suave de R™, 0 ¢ D y existen s3, s, > 0 tales que

54 >16(b,)? y Ay sa C D, entonces pp tiene una solucion positiva.
733

s3
(3) Si B es un dominio acotado y suave de R", 0 ¢ B y existen 11,75 > 0 tales que
> 16(b,)? y Asy .y C B, entonces pp cuenta con una solucion positiva.

En realidad es consecuencia del Lema 4.9. Para probar (1) tomamos R := 2y A :=

45712 C para obtener de la hipdtesis que hay una solucién positiva u de g4, entonces was,
S1

es una solucion positiva de gc.

Para notar (2) tomamos s; := (s3)2, s 1= %(34)% y C := D para conseguir de (1) una
solucién positiva de pp = @c.

Finalmente para mostrar (3), tomando D := 7' B, s3 := 1 y 84 := 2 obtenemos de
(2) que pp tiene una solucién positiva u, entonces u,., es una solucién positiva de pg como
se buscaba.

Nos encontramos en condiciones de probar el teorema principal. Denotaremos por
d, > 0 a la cota que marca el que tan grande debe ser R en el Lema 5.2. Motivados por
la Observacién 5.9 sea ¢, := 16(d,)?. La demostracién que damos del teorema de Coron
estd basada en la dada en [26] y la prueba original de Coron se puede ver en [10].

Teorema 5.10 (Coron, 1984). Si 0 ¢ Q y si existen nimeros reales positivos 1,19 tales
que

7“_22€n y {zeR":r <|z|<r} CQ,
1

entonces @ tiene una solucion positiva.

Demostracion. Usando la observacién anterior, en lugar de tomar r, y 7o podemos suponer
que existe R > d, tal que {z € R™ : (4R)™! < |z| < 4R} C Q. Tenemos entonces del
Lema 5.2 que existe una familia de funciones, {vf :0 € ¥ y t€[0,1)} C M, tal que

(1) sup  [of[* <278,
o€y, 0<t<1

(2) wo:=wvj no depende de o,
vl stz #£0,

|| es continua,

(3) Lafuncién f: B;(0) = M dada por f(x):= {

v9 siz=0
(4) Si (yx) € B1(0) cumple que y, — y € ¥ entonces pasando a una subsucesion,
1fl* =Sy B(f)) — v,
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en donde
M = {u e Dy*(Q) : |uly = 1}.
Usando (1) escojamos ) € (5,2 S) que cumpla Sy >  sup  |[v7]|>. Sea de nuevo
sE€S, 0<t<1

M, :={u€M:|u|?*<a} VacR.

Supongamos que para todo § > 0 existe u € Mg tal que 5(u) = 0. En particular tenemos
que para cada k € IN existe u; € MSJF% tal que S(ug) = 0, asi, construimos la sucesién

(ur) € M que claramente satisface ||uy||* — S. Del Lema 5.1 tenemos que pasando a una
subsucesién, dist(0, Q) = dist(B8(ux), Q2) — 0, es decir, dist(0,Q) = 0 y por tanto 0 € Q,
contrario a la hipdtesis. Se sigue que necesariamente existe 6 € (0,57 — S) tal que para
todo u € Mg.s, f(u) # 0. Esto es

BlMsys) € R" — {0} (5.16)

Supongamos que @ no cuenta con una solucion positiva. Del Lema 5.7 encontramos
una funcién continua s : M x [0,1] — M que cumple ¢5(Mg, x {1}) C Mgisy

Ys(u,t) =u Vu € Mg 5,9t € [0, 1]. (5.17)

Definimos hg : B1(0) — R™ — {0} como

ho(z) = {5(¢6(f<$),1)) si|z] < 1,

x sifr| =1

Notemos que por eleccién de S; para cada x € By(0) se tiene f(z) € Mg, y por tanto,
Ys(f(x),1) € Mgys. Se sigue de (5.16) que S(vs(f(x),1)) # 0 y entonces hy estd bien
definida. M4as ain, de (3) tenemos que hy es continua en By (0). Lo siguiente muestra que
de hecho lo es en todo su dominio.

Sea (yr) € B1(0) tal que y, — y € 3. De (4) tenemos que, pasando a una subsucesién
y para todo k € N, ||| f(yx)||* = S| < $ y B(f(yx)) — y. Entonces de (5.17) podemos
concluir que

ho(ye) = B(hs(f (yx), 1)) = B(f (Yx)) = y = ho(y)-

Finalmente, definimos h : B1(0) — X como

1
|ho()|
Es claro que h estd bien definida, es continua y de hecho para cada x € ¥, h(xz) = z. Esto

es una contradiccion al teorema del punto fijo de Brouwer; ver Teorema 5.8. Por tanto,
debe de existir un soluciéon positiva para g. [ |

h(x) ho(z).
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5.3. Otros resultados

Sea n > 3 y 2 un dominio acotado y suave de R". Los estudios del problema puro de
exponente critico
—Au = |[ul* 2u en Q,
wo u=0 sobre 0f2

no terminan con el teorema anterior. De hecho éste motiva el desarrollo de nuevos estudios.
Un resultado interesante y reciente (del 2010) se consigue por Ge, Musso y Pistoia, éste
establece que si 0 ¢ Qy A, C Q2 entonces el nimero de soluciones de g, tiende a infinito
mientras ¢ — 0. El resultado mas general conocido hasta ahora fue probado en 1988
por A. Bahri y J.M. Coron. No daremos las definiciones precisas de lo que enuncia pero
hacemos breves comentarios sobre ello.

En el area de topologia algebraica se definen los llamados grupos de homologia, los
cuales marcan una relacién entre espacios topoldgicos y grupos (a cada espacio topolégico
se le asigna un grupo). Esta relacién permite de cierta forma medir el nimero de “hoyos”
de un espacio topoldgico. Para estudiar este tema recomendamos [13].

Viendo a €2 como espacio topolédgico le asignamos su homologia de dimensién d con
coeficientes en Zy; denotada por Hy(€2, Zs). La homologia de € tiene un relacién profunda
con su topologia, por ejemplo, se puede probar que en el caso n = 3 si

Hl(Q, Zg) = 0 = HQ(Q, Zg)
entonces {2 es contraible. El resultado general que mencionamos es el siguiente.

Teorema 5.11 (Bahri-Coron, 1988). Si eziste d > 0 tal que Hy(Q2,Zs) # 0, entonces g
tiene una solucion positiva.

La demostracién es bastante mas complicada que la del teorema de Coron y se puede
revisar en [4]. Si n = 3 los dominios que satisfacen la hipétesis del teorema anterior
quedan caracterizados como los no contraibles. Por tanto, si n = 3 y {2 no es contraible,
entonces g tiene una soluciéon positiva. En dimension general tinicamente se tiene que
tales dominios no son contraibles. Esto lleva a la siguiente conjetura actual.

Figura 5.3: Un dominio Q en R3 que probablemente no satisfaga las condiciones del teorema de Coron, sin embargo, su no
contractibilidad asegura la existencia de una solucién positiva para gq.
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Conjetura 5.12. Sin > 4 y ) no es contraible, entonces gq tiene una solucion no trivial.

Reciprocamente, nos gustaria poder concluir que si nuestro dominio tiene cierto “tipo
de topologia trivial”, entonces la tnica solucién es la trivial. Desgraciadamente esto no
es cierto pues ya se sabe que para ciertos dominios contraibles el problema tiene también
solucién no trivial (para aquellos dominios contraibles que a primera vista no lo parecen,
por ejemplo, un anillo con una rebanada radial delgada removida, ver [11]).

En cuestién a multiplicidad de soluciones, en [8] Clapp y Weth prueban que cuando
) tiene un “hoyo suficientemente chico” se pueden encontrar dos soluciones (dos pares de
soluciones no triviales) para . Hay también otros resultados de multiplicidad cuando el
dominio tiene ciertas simetrias.

Seria practicamente imposible caracterizar completamente, segin €2, las soluciones de
©o. Como se ha visto, es un problema que depende fuertemente de la forma especifica que
tenga el dominio y es un reto encontrar un resultado mas general que el Teorema 5.11.

Para terminar, hacemos unas observaciones del problema cuando A # 0 y/o hay un
exponente supercritico. Sean n > 3, 2 un dominio suave de R", p > 2* y A € R. Consi-
deremos el problema

u =0 sobre 0.

Un resultado que no es dificil de probar con la teoria ya vista es por ejemplo el caso
supercritico siguiente. Si Q es estrellado, es decir 0 € Q y para cada z € Q tenemos
{tz : t € [0,1]} C Q, y ademas se cumple que (A > 0) o (A = 0y p # 2*), entonces el
problema ) no tiene soluciones no triviales. (Solo hay que usar la identidad de Pohozaev,

esta vez se tiene x - J(x) > 0 para cada x € 0f.)

{—Au + M= |[ulP"2u  en Q,
£

Figura 5.4: Un conjunto estrellado que no resulta estrictamente estrellado.

Otro resultado relativamente sencillo, pero méas complicado que el anterior, es el dado
por Brézis y Nirenberg en 1983 (ver [27]). Este establece que si n > 4, Q es acotado,
A€ (—=A1,0) y p = 2" entonces @, tiene una solucién positiva. Finalmente, un resultado
muy completo dado en 2002 por Devillanova y Solimini en [12] muestra que si n > 7, 2
es acotado, A < 0y p = 2* entonces el problema @, tiene una infinidad de soluciones.

En la actualidad y en todo el mundo se siguen estudiando este tipo de problemas,
constantemente hay publicaciones sobre nuevos resultados que involucran tipos especiales
de soluciones. El caso de exponente critico sigue siendo de los mas interesantes.



Apéndice A

Resultados basicos

A.1. Espacios de Lebesgue

Dejamos como referencia los resultados de uso mas frecuente sobre espacios de Lebes-
gue. Los resultados son bésicos, el tema se puede consultar en [9] o en [20].

() denotara un abierto cualquiera de R™. El primer resultado establece que para cada
p € [1,00], LP(Q2) es un espacio de Banach, esta es la razén principal por la cual usamos la
integral de Lebesgue en vez de la integral de Riemann. Dos desigualdades que utilizamos
constantemente son las siguientes.

Proposiciéon A.1 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € (1,00) tales que % + é =1. 9
ue LP(Q) yv e LYQ), entonces uv € L1(Q) y

uv]y < Julp|vly.
Siue L®(Q) yve LYQ), entonces uv € L' () y
|uvly < fulsov]s-

Proposicién A.2. Si Q es acotado y 1 < p < s < 0o, entonces L*(2) C LP(2) y existe
c(Q,p,s) > 0 tal que para todo u € L*(S),

|ulp < cluls.
Y en lo que respecta a convergencia en estos espacios podemos decir lo siguiente.

Teorema A.3 (Convergencia dominada en LP). Sea p € [1,00) y (ux) una sucesion en
LP(Q2) tal que u, — w c.d. en . Si existe v € LP(Q) tal que |ug| < v c.d. en Q para todo
k € IN, entonces u € LP(Q) y

up = u en LP(Q).

Proposicién A.4. Sip € [1,00) yur, — u en LP(Q)) entonces, pasando a una subsucesion,
up — u c.d. en Q y existe g € LP(Q) tal que

lug|, |u| < g c.d. enQ, Yk € N.

72
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La siguiente no tan comun proposicion la presentamos con prueba, hacemos referencia
a ésta en la tesis.

Es facil probar que en cualquier espacio de Hilbert la convergencia débil de up — u
implica ||ug||*— |lux — ul|* — ||ul]*. Aunque LP(Q) solamente sea espacio de Hilbert cuando
p = 2, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién A.5 (Brézis-Lieb, 1983). Sip € [1,00), (uy) estd acotada en LP(Y) yu — u
c.d. en §), entonces
[ulh — Jug —ulh) — [ufb.

Demostracion. Afirmamos que para cada € > 0 existe ¢ > 0 (que depende de € y p) tal
que
lla + 0P — |al?| < €lal? +¢|b|P  Va,b € R.

Sea e > 0y tomemos t € R. Si ¢+ 1 < 0 consideramos || : [t,t + 1] — R. Por el teorema
del valor medio existe so € (¢,t+ 1) tal que ||t + 1|7 — [¢t|P| = |so[P~'p < |t|P~'p, entonces

[t 4+ 17 — [t|P| — et < [t 'p — et = —o0 sit — —oo. (A1)

Igualmente, si ¢ > 0 entonces existe so € (£,¢ + 1) tal que ||t + 1|7 — [¢[P] = |soP~!p <
|t + 1|P~1p, por tanto

[t 4+ 1P — [t|P| — et < [t + 1P 'p —elt]P = —o0 sit — oo. (A.2)
De (A.1) y (A.2) es facil ver existe ¢ > 0 (que depende de € y p) tal que
|t 4+ 1P — [t|P| — |t/ <c VteR.

Entonces la afirmacién es trivial para b = 0 y cuando b # 0 se sigue de tomar ¢ := .
Ahora bien, es inmediato del llamado “lema de Fatou” que u € LP(€2), tomemos un & > 0
arbitrario. Definimos vy, := ||ug [P — |ux, — u|P — |u|?| —e|ur — u|P para obtener la existencia
de ¢(eg,p) > 0 tal que para cada k € IN, vy < ||ug|? — |ugp — ul?| + |ul? — e|lug, — ulP <
(c+ 1)|ulP en Q. Aplicando el TCD para v := médx{vy, 0} obtenemos

/v,j—>0.
0

Entonces el resultado se sigue de que (uy) es acotada en LP(2) y de que para todo k € N,

/ [ / a — ul? + / < e(furly + ul,)? + / o
Q

A.2. Diferenciabilidad en espacios de Hilbert

Definimos algunas nociones basicas sobre funcionales diferenciables en espacios de
Hilbert. Ademaés, se prueba que el funcional J : Dé’2(Q) — R dado por

1 1
=— [ |Vu]*+ =
2/Q| Iy
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es de clase C1.

H denotara un espacio de Hilbert con norma ||-||g inducida por el producto escalar
(-, -)m. Para la definicién de diferenciabilidad entre espacios de Banach y para las demos-
traciones consultar [9] o [20].

Para poder definir el gradiente de un funcional se utiliza el conocido teorema de Fréchet
y Riesz.

Teorema A.6 (De representacion de Fréchet-Riesz). Sea n: H — R una funcion lineal

y continua. Existe un dnico w € H tal que n(u) = (w,u)y para todo v € H. Mds ain,

0#ueH HU’HH

< 00

Sean U un abierto de H y G : U — R una funcién diferenciable.

Definicién A.7. El gradiente de G enu € U se define como el unico w, € H que satisface
G'(u)v = (wy,v) g para todo v € H. La notacion que usamos es VG(u) = w,.

Propiedades bésicas son por ejemplo que G es de clase C* precisamente cuando VG :
U — H es continua. Podemos definir los puntos criticos de G' como aquellos u € U que
cumplen G'(u)v = 0 para todo v € H o, equivalentemente, VG(u) = 0. También se
puede hablar de puntos criticos sobre ciertos subconjuntos cerrados, para esto la siguiente
definicién. Si ¢ : U — R es diferenciable y a € R cumple que

Vi(u) # 0 Vu € ¢~'d],

entonces M := ¢~ '[a] se dice una subvariedad de H. Se puede hablar del espacio tangente
a M en u € M, éste se define como

T.M :={ve H:(Vo(u),v)g = 0}.

Decimos que u € M es un punto critico de G sobre M si (VG(u),v)g = 0 para cada
vel,M.
Hacemos la siguiente aclaracién. Sean I un intervalo abierto de R,

L(R,H) :={T :R — H : Tes lineal y continua}

y 0 : I — H diferenciable, observemos que ¢’ : I — L(R, H). Se suele “identificar”
L(R, H) con R obteniendo asi o’(u) = ¢’(u)1, esto se puede ver por ejemplo en el resultado
de existencia y unicidad que usamos para probar el lema de deformacion.

Para probar la diferenciabilidad del funcional J que mencionamos al inicio, requerimos
resultados previos. Sean n > 3 y 2 un dominio acotado de R".

Lema A.8 (Operador de Nemytskii). Sean p,r € [1,00), f € C°(Q x R) y supongamos
T+

existe ¢ > 0 tal que para cada x € Q y cada s € R, |f(x,s)| < c(|s| 1). Entonces la

funcion n : LP(Q2) — L™(2) dada por
(n(w))(x) := f(x, u(x))

estd bien definida y es continua.
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Demostracion. Sea u € LP(Q2). Como €2 es acotado tenemos que ahi
£l < cllulr +1) € L7(Q)

y 1 esta bien definida. Sea u, — u en LP()), podemos suponer que u; — u c.d. en Q y
que existe g € LP(Q2) tal que para cada k € IN se cumple |ug| < g en €. Entonces

1f(un)| < elgr +1) en Q.
Es claro de la continuidad de f que f(-,ux) = f(-,u) c.d. en Q por lo que

|f<7uk) - f(?u)|r — 0.

[
Proposicién A.9. Sean FF € CY(Q x R) y f(z,s) := %l: (x,s). Supongamos que existen
c>0yo e (0,2*—1] tales que para todo (z,s) € Ax R, |f(x,s)] < c(|s|”+1). Entonces

la funcién + : Dy*(Q) — R dada por
= F(-
v = [ Flu)

estd bien definida, es de clase C* y o' (u)v = /ﬂf(,u)v

Demostracion. Usando el teorema del valor medio no es dificil probar que |F(z,s)| <
C(|s|7*! 4+ 1) para cada (z,s) € Q x R. Tomando p := o + 1y r := 1 en el lema anterior
tenemos que v esta bien definida.

Tomemos u,v € Dé’z(Q), del teorema fundamental del calculo tenemos que para cada
x €€,

F(z,u(z) +v(z)) — F(z,u(z)) = /0 f(z,u(x) + to(z))v(z)dt.

Integrando sobre () y restando un término de ambos lados obtenemos

b(u+v) — /f v—// uttv) — (-, u))udadt.

Usando de nuevo el lema anterior y la desigualdad de Holder tenemos que si ¢ :=
entonces para cada t € (0, 1),

2n
n+2

/Q (ot t0) = Fw)o < [F(ou+ 1) — F(u)lg

De aqui que para cada v € Dy”(Q) — {0},

‘w(u—i—v /f

o]

1
<c / FCrut t0) — f(ru)lgdt
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Es claro del lema anterior que el miembro derecho de la desigualdad tiende a cero cuando
|v]| = 0, y un célculo directo muestra que T, : Di*(Q) — R dada por

T(0) = [ Feupe

es lineal y continua. En consecuencia, v es diferenciable en u y ¢'(u) = T,,. Finalmente,
si up — u en Dy (Q) entonces del lema anterior (-, ug) — f(-,u) en LI(Q), y es facil ver
que

[0/ (ur)o — ¢/ ()]
19" (ur) = (Wl o2 @y == sup o]
O#UEDé’Q(Q) Y

< ClfCour) = f(u)lg

Se concluye que ¥ es de clase C!. [ |

Corolario A.10. J : D}*(Q) = R dado por J(u) := % |lul|? — &

2 2+
ain,
J/(U)U:/VUVU—/|U
Q Q

3 * . ez . .
Demostracidn. Basta con tomar F(z,s) := |s|* en la proposicién anterior para concluir
* 1.2 .
que |-|3 : Dy*(©2) — R es de clase C''. Su derivada en u es entonces dada por

2. es de clase C'. Mds

u

*__
2 QUU.

v — 2*/]u|2*2uv.
0

Es trivial que [|-[|2 : Dy*(€2) — R es de clase C' y que (||-[|?)(u)v = 2{u,v) = 2 [, VuVo,
por lo que el resultado se sigue.

Observacion A.11. Aunque en la demostracion anterior fue fundamental que € fuera
acotado, una prueba menos ilustrativa se puede hacer para cualquier dominio no necesa-
riamente acotado. Una demostracion igual de directa muestra que de hecho el funcional
resulta C?. Con lo que ya se ha hecho también se puede probar la diferenciabilidad de los
funcionales que dependian de .



Bibliografia

1]

8]

[9]

N. Ackermann, El lujo del flujo y teoremas minimax en el cdlculo de variaciones, notas
del minicurso impartido en la Escuela de Verano en Ecuaciones Diferenciales Parciales,
UNAM 2011.

A. Ambrosetti, D. Arcoya, An Introduction to Nonlinear Functional Analysis and
Elliptic Problems, Birkhauser, 2011.

M. Badiale, E. Serra, Semilinear Elliptic Equations for Beginners, Springer, 2011.

A. Bahri, J.M. Coron, On a nonlinear elliptic equation involving the critical Sobolev
exponent: the effect of the topology of the domain, Commun. Pure Appl. Math. 41
(1988), 253-294.

H. Brezis, F. Browder, Partial Differential Equations in the 20th Century, Advances
in Math. 135 (1998), 76-144.

H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Springer, 2010.

M. Clapp, A global compactness result for elliptic problems with critical nonlinearity on
symmetric domains: methods, models and applications, Progr. Nonlinear Differential
Equations Appl. 54 (2003), 117-126.

M. Clapp, T. Weth, Two solutions of the Bahri-Coron problem in punctured domains
via the fized point transfer, Commun. Contemp. Math. 10 (2008), 81-101.

M. Clapp, Andlisis, Notas del curso de Andlisis 1 y 2, UNAM 2011.

[10] J.M. Coron, Topologie et cas limite des injections de Sobolev, C.R. Acad. Sc. Paris

299 (1984), 209-212.

[11] N.E. Dancer, A note on an equation with critical exponent, Bull. Lond. Math. Soc.

20 (1988), 600-602.

[12] G. Devillanova, S. Solimini, Concentration estimates and multiple solutions to elliptic

problems at critical growth, Adv. Differential Equations 7 (2002), 1257-1280.

[13] T.T. Dieck, Algebraic Topology, European Mathematical Society, 2008.

7



BIBLIOGRAFIA 78

[14] W.Y. Ding, On a conformally invariant elliptic equation on R™, Commun. Math.
Phys. 107 (1986), 331-335.

[15] L.C. Evans, Partial Differential Equations, segunda edicién, American Mathematical
Society, 2010.

[16] F. Gazzola, H.C. Grunau, G. Sweers, Polyharmonic Boundary Value Problems, Sprin-
ger, 2010.

[17] Y. Ge, M. Musso, A. Pistoia, Sign changing tower of bubbles for an elliptic problem at
the critical exponent in pierced non-symmetric domains, Commun. Partial Differential
Equations 35 (2010), 1419-1457.

[18] D. Gilbarg, N.S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Springer, 2001.

[19] D. Jerison, C. Kenig, Unique continuation and absence of positive eigenvalues for
Schrédinger operators, Ann. of Math. 121 (1985), 463-494.

[20] J. Jost, Postmodern Analysis, tercera edicién, Springer, 2005.

[21] J. Kazdan, F. Warner, Remarks on some quasilinear elliptic equations, Commun.
Pure Appl. Math. 38 (1975), 557-569.

[22] J. Lee, T. Parker, The Yamabe problem, Bull. Amer. Math. Soc. 17 (1987), 37-81.
[23] E.H. Lieb, M. Loss, Analysis, segunda edicién, American Mathematical Society, 2001.

[24] W. Strauss, Ezistence of solitary waves in higher dimensions, Commun. Math. Phys.
55 (1977), 149-162.

[25] M. Struwe, A Global Compactness Result for Elliptic Boundary Value Problems In-
volving Limiting Nonlinearities, Math. Z. 187 (1984), 511-517.

[26] M. Struwe, Variational Methods, cuarta edicién, Springer, 2007.
[27] M. Willem, Minimaz Theorems, Birkhauser, 1996.



	Portada
	Contenido
	Prefacio
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Problemas Elípticos con Condición de Frontera
	Capítulo 3. Lema de Deformación
	Capítulo 4. Teorema de Struwe
	Capítulo 5. Teorema de Coron
	Apéndice
	Bibliografía

