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Capitulo 1

Introduccion .

La simetria es un tema amplio, importante en el arte y la
naturaleza. Las matemdticas yacen en sus raices y seria
dificil encontrar una mejor manera de demostrar el
trabajo del intelecto matemadtico.

Hermann Weyl.

Esta tesis es producto de varios meses de trabajo, sin embargo quisiera mencionar algunos detalles de
cémo fue que me encontre con este tema tan interesante. Cuando estaba en el cuarto semestre de la carrera
de matemadticas, por recomendacién de un companero me inscribi en el curso de ecuaciones diferenciales del
profesor Guillermo Gdémez, el punto mas importante del curso era el desarrollo de un trabajo final, para el
cual debiamos consultar al profesor sobre el tema del trabajo. Como mi intension era tener suficiente tiempo
para dedicar al trabajo, me acerque al profesor Gémez para que me recomendara un tema de investigacion,
él me pregunté qué carrera estaba estudiando y cuando le respondi. “matematicas”, el me sugirié que hiciera
una monografia sobre el método de Lie. Asi que me dediqué a buscar libros en la biblioteca, encontré algunos
de los titulos que aparecen en la bibliografia de este trabajo.

Como era de esperarse todos los libros estaban pensados para estudiantes mas avanzados con mas
conocimientos sobre ecuaciones diferenciales, modelacién y geometria diferencial. Asi que al final del semestre,
presenté un trabajo sobre un tema que entendia poco, pero que me dejé bastante intrigado sobre los detalles
de la teoria y la manera en que se estaba aplicando a la solucién de ecuaciones y a la interpretacién de los
modelos.

Tuvieron que pasar varios semestres en los que tomé los cursos de geometria con la profesora Ana Irene
Ramirez, para poder empezar a entender que lo que Lie estaba haciendo era jugar a la geometria con las
ecuaciones diferenciales, después de todo la Geometria es el estudio de los invariantes bajo la accién de un
grupo de transformaciones.

De esta manera, con un poco méas de conocimientos sobre geometria volvi a leer el material que habia
conseguido para mi trabajo y comencé a hacer notas sobre el tema, cuando me di cuenta tenia suficiente
material para poder reescribir la monografia. Le comenté al profesor Gémez mi intensién de presentar una
tesis sobre este tema y él me contacto con Cruz Vargas de Ledén, quien es especialista en modelacién de
enfermedades infecciosas. Cruz me envié dos articulos de la Dra. Maria Clara Nucci sobre la aplicacién de
los métodos de simetrias de Lie a sistemas epidemiolégicos.

En los siguientes capitulos describiremos un método universal para encontrar las soluciones de ecuaciones
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diferenciales desarrollado por el matematico noruego Sophus Lie hacia el final del siglo XIX.

En el capitulo 2 iniciamos con una introduccién bésica al formalismo de los grupos de Lie, en los capitulos
3, 4 y 5 aplicaremos ese formalismo en el andlisis de familias de funciones y en la solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer y segundo orden, respectivamente, para terminar en el capitulo 6 con varios
ejemplos de la aplicacion de los métodos de simetria al estudio de modelos matemaéticos de enfermedades
epidémicas.

1.1. Un poco de historia.

Uno de los problemas centrales de las matematicas del siglo XIX estaba relacionado con la teoria de
ecuaciones aritméticas, en concreto se trataba de hallar una férmula por radicales para las raices de ecuaciones
aritméticas de orden 5°. En 1770 Lagrange habia descrito métodos para las ecuaciones de orden 2, 3 y 4 pero
no habia podido ir méas alld. El problema mostré no tener solucion.

La primer prueba de que no es posible resolver una ecuacién de grado 5 por radicales se debe al mateméatico
noruego Niels Heinrik Abel (1802-1829). La prueba de Abel era, sin embargo, limitada en el sentido de que
sélo aseguraba la no existencia de una férmula general valida para hallar las raices por radicales cualquier
ecuacion quintica, sin embargo no menciona en qué casos especiales puede hallarse la solucién por radicales.

Este ultimo problema fue el que abordé el joven francés Evariste Galois. La historia de Galois es una de las
mas apasionadas y romanticas de entre las historias de matemaéticos y la Historia de las matematicas. Galois
nacié en Burg la Reine en 1811, y fue asesinado en 1832. Galois creé la primera clasificacién de ecuaciones
algebraicas de la forma

apx" + a1zt - 4a, =0

El joven francés se preguntaba (como lo habfan hecho Lagrange y Abel antes que él) si es posible hallar
la solucion de tal ecuacion construyendo resolventes, esto es ecuaciones de orden inferior cuyas raices sean
raices racionales de la ecuacién original. La teoria desarrollada por Galois construye un criterio de solubilidad
de ecuaciones por resolventes, asi como de un método para hallar las soluciones. Galois extendié también su
trabajo hacia las integrales de funciones algebraicas de una variable, conocidas como integrales abelianas, no
obstante los descubrimientos de Galois permanecieron sin estudiarse varios anos despues de su muerte. Su
hermano y uno de sus camaradas se encargaron de copiar sus trabajos y compilarlos, asi como enviarlos a
matematicos de la talla de Gauss y Jacobi, sin embargo no obtuvieron respuesta. El primer matematico en
estudiar cuidadésamente la teoria de Galois fue Joseph Liouville quien era profesor en la Ecole Polytechnique,
catorce anos después de la muerte de Galois.

El primer libro de texto sobre la teoria de Galois fue escrito por Camille Jordan y publicado en 1870, fue
él quien introdujo los principales conceptos e ideas de la teoria de grupos, fué en ese ano en el que acudieron a
estudiar con Jordan dos estudiantes de posgrado, a quienes se debe la formalizacion del concepto de simetria:
Sophus Lie y Felix Klein.

Lie y Klein se conocieron y entablaron amistad en Alemania en 1869 cuando Lie habia llegado desde
Noruega para estudiar en la universidad de Berlin, que entonces estaba dominada por personajes como
Weierstrass, Kroenecker y Kummer. Klein fue alumno de Riemann cuyos métodos eran fuertemente criticados
por la escuela rigurosa de Weierstrass.

En 1870, Lie y Klein llegaron a Paris para trabajar con Camille Jordan y Gaston Darboux, bajo la tutela de
estos, continuaron con el estudio, comenzado en Berlin, de las llamadas W-curvas, que son curvas homogéneas
que permanecen invariantes bajo la accién de cierto grupo de transformaciones proyectivas. La homogeneidad
de las curvas estd relacionada con la existencia de un conjunto de isometrias que transforman una curva en
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s{ misma (no necesariamente de manera puntual). En el caso de la geometria euclidiana plana, las curvas
homogéneas son rectas y circulos. En el caso de las rectas, el grupo de isometrias que le corresponde es el
grupo de traslaciones respecto a la direccién de la recta, mientras que para el circulo es el grupo de rotaciones
alrededor de su centro. Las W-curvas son curvas en el espacio proyectivo real de dimensién n, también son
llamadas curvas de trayectoria. Podemos hallar mas ejemplos de tales objetos en la curvas logaritmicas, cuya
ecuaciéon en coordenadas polares puede escribirse:

0.5 \ —F— \
/// Q¥ ———

04 s ]

. \ .

0.1 _
i )
0.1 | \/f | | | |
0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.1: Espiral logaritmica.

La espiral logaritmica también acepta transformaciones de auto-similitud, tales transformaciones podemos
escribirlas de la siguiente manera:

r = a‘r
{ ¢ = o¢+c

Observese que se define una familia infinita de transformaciones, una para cada ¢ € R, esto es, la trans-
formacion de coordenadas puede entenderse como continua o infinitesimal, en el sentido de que el parametro
c cambia suavemente. El problema que abordaron Lie y Klein fue clasificar a todas las W-curvas. El estudio
de estas curvas llevo a Lie a estudiar los subgrupos 1-paramétricos del grupo proyectivo, lo que a su vez le
permitié desarrollar el concepto de algebra asociada a un grupo continuo, ahora llamada algebra de Lie.

Para Klein, el estudio de las W-curvas, implicé el inicio de un estudio mas amplio acerca de la conexién
entre geometria y grupos de transformaciones, formalizando la nocién de simetria en su famoso programa de
Erlangen (1872).

Lie dedicé la mayor parte de su carrera al estudio de los llamados grupos continuos (ahora llamados grupos
de Lie) y su relacién con las ecuaciones diferenciales. Una de los puntos cruciales de la teorfa de Lie es el poder

7
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asignar a cada grupo, un objeto algebraicamente mas sencillo, su dlgebra de Lie. Lie describié minuciosamente
la relacién entre los grupos continuos y su algebra asociada, definié las algebras y grupos solubles, en analogia
con la teoria de Galois para ecuaciones algebraicas, y le asigné a tales objetos a ecuaciones diferenciales, de
tal forma que, aquellas ecuaciones que admiten un grupos soluble son complétamente integrables, finalmente
Lie propuso el problema de clasificar todos los grupos continuos simples y sus algebras. El problema quedo
resuelto por Elie Cartan, miembro del grupo Bourbaki.

A pesar de que el interés en los grupos y algebras de Lie no ha disminuido desde la muerte de éste, el
método de Lie para la solucién de ecuaciones diferenciales dejo de utilizarse en favor de las técnicas de anélisis
funcional y métodos de transformadas, desarrollados por Hilbert, con el desarrollo posterior de los métodos
numéricos y la aparicién de las primeras computadoras digitales, las ideas de Lie acerca de las ecuaciones
diferenciales cayeron en el olvido hasta la década de 1960. La investigacién y simulacién de modelos no-
lineales, empezaron a rescatar los métodos de andlisis de simetrias de Sophus Lie, dandose cuenta de que
eran la unica forma sistemaética para estudiar las ecuaciones no-lineales, del mismo modo, los estudiosos de
la fisica comenzaron a apreciar la importancia que tiene el estudio de las simetrias de las ecuaciones que
describen fenémenos naturales, no sélo podian obtener informacion acerca de la solubilidad de tal ecuacién,
ademads obtenian valiosa informacién sobre la naturaleza del fendmeno mismo.

1.2. Acerca de la nocion de simetria.

Antes de entrar en detalles sobre la teoria de Lie, es necesario hacer una breve introduccién a la nocién
de simetria y a su formalizacién como concepto matematico.

Los objetos del mundo natural exhiben siempre alguna forma de simetria, a pesar de la gran variedad de
formas, los cuerpos de los animales pueden clasificarse en inicamente 37 tipos, dependiendo de las simetrias
que aceptan, la mayoria de los animales tienen cuerpos simétricos bilateralmente, estas simetrias tienen que
ver con leyes fisicas y procesos quimicos que han llevado a los seres a desarrollar tales formas.

La simetria, como vimos en la seccién anterior fue uno de los conceptos que inspiraron a Lie y a Klein en
el desarrollo ulterior de su trabajo, pero ;Qué significa que un objeto sea simétrico?, o mas concrétamente,
. Cudndo podemos asegurar que un objeto o algin fenémeno poseé una propiedad de simetria?. Cuando
hablamos de simetrias de figuras geométricas nos estamos refiriendo de manera concreta a una relaciéon entra
los puntos que la componen, a saber si estos se encuentran a la misma distancia de un punto, una recta o un
plano dados. Esta nocién geométrica intuitiva de simetria se puede generalizar.

Ejemplo 1. Consideremos un copo de nieve, se trata de cristales de hielo formados alrededor de particulas
de polvo que se forman al condensarse el vapor de agua a temperaturas bajo el punto de congelamiento.

Una primera aprozimacion es considerar que las moléculas de agua forman un tridngulo isdceles cuyos
vertices son dos atomos de hidrégeno y uno de oxigeno, formando un dngulo de aproximadamente 104.5°C
entre los enlaces, si la temperatura es menor que —14°C', cada molécula se enlaza con cuatro moléculas
vecinas, formando un arreglo tetraedral, cuyos vértices son los dtomos de oxigeno, es esta estructura tetraedral
la que es responsable de las estructuras hexagonales de los cristales de hielo en escalas macroscdpicas.
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Figura 1.2: Estructura hexagonal del “copo de nieve”.

En la figura se tiene una caricatura de un copo de nieve. A primera vista parece ser un objeto de seis lados
bastante simétrico. Hay exdctamente seis dngulos distintos tales que las rotaciones respecto a esos dngulos,
al rededor del centro de la figura, la dejan invariante: 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, 360°.

Recuerdese que una rotacion puede ser expresada en forma matricial como:

o = < cosf) —senf > (1.1)

senfl  cosf

con los dngulos dados, las rotaciones que dejan invariante al copo de nieve son:

_ V3 1 _V3 1 0
Jors(d ) (00 0)
1
2 )%:( 7) (12)

Ademds observese que el copo de nieve también tiene ejes de simetria, es decir queda invariante bajo
reflecciones respecto a algunas rectas, a saber, las que pasan por el centro de la figura y bisectan las ramas
del copo de nieve. Su expresion matricial es como sigue:

<
ol
I
VR
N)‘&M\»—A

<
I
3
I
/N
Lo
L\J‘&M\»—A
| (I
L\J\»—AM‘§ e
N———
<~
=
Il
/N
|
ol
O =

1 0 1 V3 1 V3
n=(0 ) e 5 %) - %
2 2 2 2
1 0 1 V3 1 V3
n=(0 %) m={ 4 7)) w=( 5 ) 13)
2 2 2 2

El conjunto de transformaciones que dejan invariante al copo de nieve es

SIMcn = {¢%7¢2T“7¢7‘rvQS%Hqs%'a¢27T70-170-2a0—370'470—570-6a}

9
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este conjunto tiene algunas propiedades interesantes, por ejemplo, al componer cualesquiera dos elementos del
conjunto, obtenemos otro elemento del conjunto, la transformacion identidad esta incluida en el conjunto y
para cada transformacion existe otra que al componer obtenemos la identidad. Estas propiedades caracterizan
a la estructura matemdtica de grupo. de tal manera que SIMcy es el grupo de simetria del copo de nieve.

En los ejemplo anterior podemos ver que la nocién matemaética intuitiva de simetria se generaliza al
concepto de invarianza.

Definicién 1. Diremos que un objeto es simétrico si sujeto a cierta transformacion queda invariante. Si
alguna de las propiedades del objeto queda invariante bajo tal transformacion, entonces diremos que es una
propiedad de simetria.!

La busqueda de simetrias en las leyes fisicas estd fuertemente relacionada con el reconocimiento de pa-
trones en las ecuaciones que expresan matematicamente tales leyes y en sus soluciones. Si las ecuaciones que
“gobiernan” una ley de la naturaleza mantienen la misma estructura después de haber aplicado cierta trans-
formacion de coordenadas, diremeos entonces que tal ley observa el principio de covarianza, este incorpora
dos ideas aparentemente distintas.

1. Independencia del sistema de coordenadas. Los fenémenos naturales deben estar gobernados por
leyes que no dependen del sistema de coordenadas usado para describir tal fenémeno.

2. Homogeneidad dimensional. Los fenémenos naturales deben ser descritos por leyes que no dependen
de las unidades de las magnitudes aplicadas a las variables que describen el fenémeno.

En los capitulos siguientes abordaremos el primer punto, en escencia, pensaremos en los métodos de
simetrias de Lie, como la busqueda sistematica de transformaciones de coordenadas que dejen invariantes
las propiedades interesantes del sistema, en cuanto al andlisis dimensional lo abordaremos en un apéndice al
final de este trabajo, para el lector interesado tanto en las técnicas como en el formalismo que implica este
tipo de analisis.

1.3. Acerca del método de Lie.

Pasemos ahora a describir mediante un ejemplo en qué consiste en escencia los métodos con los que
trabajaremos. Por el momento, pensemos que un grupo de Lie, por ejemplo en el plano, es una transformacion
de la siguiente forma:

&= F(z,y,s)
(1.4)
y= G((IJ, Y, S)

donde s es un pardmetro escalar cuyo valor define una biyeccién del sistema de coordenadas (z,y) al (Z,7)

IEsta definicién se atribuye a Hermann Weyl.

10
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Figura 1.3: Accién de un grupo de Lie sobre una curva plana.

Las funciones F' y G son funciones suaves respecto al parametro s y por lo tanto pueden expandirse en
serie de Taylor alrededor de cualquier valor eb el abirto que contiene a s. En s = 0, la transformacién no es
otra que la identidad.

x = F(x,y,0)
(1.5)
y = G(z,y,0)

Podria parecer extrano llamarle a 1.4 grupo, después de todo es una transformacion de coordenadas, pero
debemos observar que al variar el parametro s se inducen distintas transformaaciones, como ya vimos se tiene
que para s = 0 la transformacién es la identidad y es facil ver que la transformacién correspondiente a —s es
la inversa de la que tiene parametro s.

En la figura anterior, la curva 1 se transforma en la curva ¢ usando el grupo para hacer un cambio de
coordenadas:

Y =V(2,79) =V (F(z,y,s),G(2,y,s)) = ®(z,y,8) = ¢ (1.6)

En este caso la transformacién deja invariante a la curva, como conjunto, aunque los puntos van unos en
otros, la invarianza bajo la transformacion constituye una propiedad de simetria de la funcién que parametriza
la curva.

11
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En el caso de una EDO de primer orden, se debe transformar el espacio tangente, cuyas coordenadas son

d
<x, Y, dy>’ para ello es necesario saber cémo transforma 1.4 a las derivadas:
x

dy
B E _ Gpdr+Gydy Gm+Gyd7

N - ;g =C . 1.7
dF = Fdr+ Fdy — o pdy (1} (®, Y, Ya ) (1.7)
‘ Ydx

49
dz

=Yz

Llamaremos al conjunto de (1.4)-(1.7) la primera extencién del grupo de Lie. Consideremos una EDO de
primer orden

b= (xy jy> (1.8)

T

La ecuacién (1.8) se transforma usando (1.4)-(1.7), el resultado es una nueva EDO de primer orden
. dy
= v = 1.9
v = v(a5.2) (1.9
dy
= v F(xay73)7G($>yaS)7G{1} x7yad778
x

d
= @(zydis) =9

Si, después de aplicar la transformacion, la ecuacion se lee igual que en las variables originales, entonces
diremos que la ecuacién queda invariante bajo la acciéon del grupo.

. dy dy dy
v (m,y, dj) = (m,y, d:v) =v <x,y, d:v) (1.10)

La invarianza de la ecuacion bajo la primera extensién del grupo constituye una propiedad de simetria
de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 2. Consideremos el ejemplo mds sencillo

dy
Y _ 1.11
e 0 (1.11)

El conjunto de soluciones de esta ecuacion es el conjunto de rectas
y(x) = ¢, ceR (1.12)

este conjunto cubre al plano R?
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1.3. ACERCA DEL METODO DE LIE. CAPITULO 1. INTRODUCCION .

w

)

dy _

Figura 1.4: Soluciones de la ecuacién 32

Para poder encontrar el grupo de simetrias de la ecuacion, tenemos que hayar un cambio de coordenadas
tal que
dy
dz
bastard observar que tal transformacion de coordenadas es invertible siempre que el jacobiano no se anule,
entonces impondremos la siguiente condicion

=0 (1.13)

ZoUy — TyUe # 0 (1.14)

Esta ecuacion tiene varias simetrias que pueden deducirse de la forma de las curvas solucion, por ejemplo
los escalamientos de la forma

=z (1.15)
:1] = esy 1.16
y las traslaciones
T=z+s (1.17)
y=y+s2 (1.18)

Observese que el grupo 1.15 es uniparamétrico mientras que 1.17 es 2-paramétrico. Cabe mencionar que
no todos los grupos de simetria resultan tutiles para el andlisis. Por ejemplo, en el caso de una traslacion en
la direccion del vector (0, s2), manda a cada solucién en si misma, mientras que el estiramiento nos permite
conocer todas las soluciones a partir de una solucion particular.

Ejemplo 3. Consideremos la superficie definida por la grdfica de la edo % = elo—y),

13



1.3. ACERCA DEL METODO DE LIE. CAPITULO 1. INTRODUCCION .

Figura 1.5: Gréfica de la EDO % = =

Observese la accién de la primera extension del grupo de traslaciones

T=x+Ss
G=y+s (1.19)
dg _ dy
z  dx
deja invariante a la ecuacién.
. . dy dy = dy _
I =7 . 2J L i-g I (z+s)—(y+s) 1.20
<x’y’ d:z) az K (1.20)
dy .y dy
= —Z e = \IJ —_
dr ¢ <33,y, dx

Observese que el pardmetro s se anula en la ecuacién transformada, dejandola invariante, la superficie se
transforma en si misma, llevando cada punto en ella, en otro punto en la misma superficie.
Para este ejemplo podemos integrar facilmente para producir una solucién general

Y =U(z,y) =e¥ —e” (1.21)

aqui ¥ es una constante arbitraria de integracién. La accion del grupo sobre una soluciéon dada, es llevarla a
otra solucidén, esto se ve de la siguiente manera

P =U(7,§) =l — e = eVt — e =% (¥ — e¥) (1.22)

La curva solucién v se transforma en

=e¥ —e” (1.23)

SAESE
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1.3. ACERCA DEL METODO DE LIE. CAPITULO 1. INTRODUCCION .

La ecuacion permanece invariante bajo la accién del grupo, mientras que una solucién dada se transforma
en otra solucion, es decir que el conjunto de soluciones queda invariante bajo la transformacion.

En este ejemplo pudimos encontrar la simetria simplemente por la forma de la ecuacién, en ejemplos mas
complicados, en los ejemplos de modelos epidemiolégicos, el papel que juega el conocimiento de las simetrias
para la solucién del sistema.

15



Capitulo 2

Introduccion a la teoria de Lie.

La teoria de Lie esta en proceso de convertirse en la parte
mds importante de las Matemdticas, poco a poco se ha
hecho obvio que las teorias mds inesperadas, desde la

Aritmética hasta la Fisica Cudntica, han venido a rodear

este campo de Lie como a un gran eje gigante.
Jean Dieudonné.

En este capitulo trataremos de presentar de la manera mas consisa posible la maquinaria matematica que
usaremos mas adelante en la solucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales. Comenzaremos
con algunas definiciones bésicas y terminaremos con resultados que nos permitirdn hacer de los métodos de
simetrias un analogo infinitesimal de la teoria de Galois para ecuaciones diferenciales.

Un grupo de Lie es un objeto matemético que comparte siumultdneamente dos estructuras, una de tipo
algebrdico (es un grupo) y otra de caracter geométrico (es una variedad diferenciable). Podemos pensar en
un grupo como una generalizacién algebréica de la nocidon geométrica de simetria, una varidead diferenciable
es un espacio que localmente es ”parecido”! a un espacio euclidiano 2, es un objeto que generaliza la nocién
de superficie diferenciable a un contexto de més variables.

2.1. Grupos algebraicos.

Veamos ahora la definicién algebréica formal de grupo.

Definicién 2. Sea X # @ un conjunto y © : X x X — X wuna operacién binaria en X. Diremos que X
forma un grupo respecto a ® sii:

1. Ve,ye X :z20ye X
2.V2,y,2€ X : (20y)0z=20 (y© 2)
3. dJee X tal que:Vx e X :e®ax ==z

IParecido en el sentido topolégico, es decir que existe una biyeccién continua, con inversa continua entre ambos espacios.
2Lease R™ para un natural n adecuado.
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2.2. VARIEDADES DIFERENCIALES. CAPITULO 2. TEORIA DE LIE.

4. VreXdrxteX tal que:xOaxt=e
Si adicionalmente, ® es conmutativa, diremos que (X,®) es un grupo abeliano.
Los grupos que nos interesaran aqui son tipicamente grupos de transformaciones a n pardametros.

Ejemplo 4. Consideremos el conjunto de todas las transformaciones rigidas de R™ en R™. Es fdcil ver que
cuando componemos dos de éstas transformaciones, la rigidez de ambas implica la Tigidez de la composicion,
evidentemente, la transformacion identidad en R™ es el elemento neutro del grupo, la asociatividad se hereda
de la asociatividad de la composicion de funciones y findlmente la existencia de inversos se sigue de la
inyectividad de las transformaciones rigidas’.

2.2. Variedades Diferenciales.

Nos interesa que las propiedades que vamos a estudiar no dependan de la eleccién del sistema de coor-
denadas, las variedades diferenciales, son objetos cuya naturaleza es esa precisamente. Ya hemos dado una
nocién intuitiva de estos objetos, pasaremos ahora a dar ua definicién més formal.

Definiciéon 3. Una variedad n-dimensional es un conjunto M # 0, junto con una familia numerable de
subconjuntos Uy, C M llamados cartas coordenadas, y funciones® biyectivas ®o : Uy — Vi, donde V, C R™
es un abierto de R™ bajo la topologia inducida por la mértica euclidiana. De tal manera se satisface que:

i) U{Us} = M (La unién de las cartas cubre a M)

ii) ¢god! 1 da(UaNUp) = ¢p(Us NUp) es una funcion suave® en este sentido, diremos que los cambios
de coordenadas son diferenciables®.

iii) Siz € Uy, y € Ug son puntos distintos, entonces existen abiertos W1 C Vi, Wa C V3 tales que
ba(z)eWL Gy eWa y o5 (Wa)Ng, (W) =0 (2.1)

Observese que las condiciones (4) y (#i7) implican que M es un espacio topolégico Hausdorff II-numerable”.

3Es suficiente notar que la rigidez implica inyectividad.

4A estas funciones les llamaremos coordenadas locales.

5 Aqui usaremos “suave” como que pertenece a la clase C*®

6Observese que al ser biyectivas, las funciones ¢; deben forzosamente ser bi continuas y bidiferenciables, asi, la condicién
puede ser leida como ”Los cambios de coordenadas son difeomorfismos locales.

"Podemos entonces definir una n-variedad diferenciable como un espacio topolégico de Hausdorff segundo-numerable, que es
localmente difeomorfo a R™
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2.2. VARIEDADES DIFERENCIALES. CAPITULO 2. TEORIA DE LIE.

Figura 2.1: Variedad diferenciable

Ejemplo 5. Fl espacio euclidiano de dimension n R™ es una variedad diferenciable, su estructura es trivial,
tiene una unica carta, la identidad junto con un unico abierto R™ mismo.

Ejemplo 6. El circulo unitario S* = {(z,y)|z® + y® = 1} es una variedad de dimension 1. Tomemos
s+ (cos s,sen s) seR (2.2)
Ejemplo 7. El toro, visto como producto de dos circulos, es decir:
72 =5 x §* (2.3)
es una variedad diferenciable de dimension 2. Podemos parametrizar al toro como una superficie de revolucion
(u,v) — (cosucos(v + a),senucos(v + a), senv) (2.4)
para lo cual se requieren dos vecindades abiertas.
En general si M™ y N™ son variedades diferenciales el producto M x N es una variedad de dimensién

n + ms.

2.2.1. Funciones entre variedades.

Para poder hacer calculo diferencial en vairedades, necesitamos redefinir las nociones béasicas del cédlculo
real para el contexto de variedades. Comenzaremos por definir funciones suaves entre variedades.

Definicién 4. Sean M™ y N™ variedades suaves F' : M — N es una funcion suave si para carta coordenada,
su expresion en coordenadas locales es una funcion suave. Es decir

Va , B : ¢ Uy = Vo, CR™ y Vg :Us — Vg CR" (2.5)

8Para mostrar este hecho, basta tomar como cartas al par (¢;,v;) donde {¢;};cr parametriza a M ,y {¢;},;c parametriza
a N.
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se tiene que
YpoFog,t :R™ = R" (2.6)

es una funcion de clase C*° en su dominio.
Ejemplo 8. Consideremos
f:R— S
t +— (cost,sent)

Es claramente una funcion suave entre variedades, en general toda parametrizacion de una variedad puede
verse como tal.

Ejemplo 9. Tomemos
F:T? - R3 (2.7)
0,p) — ((\/5 + cos p) cos, (\@ + cos p) sen 6, sen p) (2.8)

La imagen directa de F es el toro de revolucion en R? dado por
2?4 y? 42241 =22022 + 49 (2.9)

2.2.2. Condicién de rango maximo.

Definiremos ahora el rango de una funcién suave entre variedades y daremos una condicién necesaria para
simplificar el estudio de tales funciones.

Definicién 5. Sea F' : M — N una funcion suave entre variedades. El rango de F' en x € M es el rango
de la matriz jacobiana en x con y = F(x) expresada en coordenadas locales adecuadas. La funcidn F tiene
rango mdxzimo sobre un subconjunto S C M siVx € S : ran(F) = min(m,n)

Teorema 1. Sea F' : M — N una funcion suave entre variedades de rango mdzimo en xo € M. Entonces
existen coordenadas locales x = (x!, 2%, ..., 2™) en una vecindad de xo yy = (y',y%,...,¥") al rededor de
yo = F(xo), de tal manera que en las nuevas coordenadas F es o bien la identidad o la inmersion candnica

de R™ en R™.9

2.2.3. Subvariedades

En los ejemplos anteriores, vimos que la esfera y el toro pueden ser vistas como subconjuntos de R?, de tal
forma tenemos 2-variedades contenidas en 3-variedades, a tales subconjuntos los llamaremos subvariedades.

Definicién 6. Sea M una variedad suave. Una subvariedad de M es un subconjunto N C M junto con una
Juncion suave inyectiva w : N — N C M que tiene rango mdzimo en todos los puntos. Donde N es una
variedad diferenciable y N es la imagen directa de N bajo w.'°

Hay que senalar que la subvariedad N la estamos parametrizando como una inmersiéon de N en M, via la
funcién w. En adelante, al referirnos usando el término subvariedad como el de subvariedades inmersas. La
condicién de rango maximal nos asegura que N no tiene singularidades.

9La demostracién se sigue del teorema de la funcién implicita.
10De aqui se tiene que dimN = dimN y dimN < dimM.
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Ejemplo 10. Tomaremos N =R, M = R3, w(t) = (cost,sent,t) la imagen de w es una hélice circular que
se desarrolla positivamente al rededor del eje Z. Ndtese que w es inyectiva y ademds

d
d—c: = (—sent,cost, 1) (2.10)

la expresion (2.10) no se anula para ninguna eleccidn de t, por lo tanto w tiene rango mdximo. Observese
que la espiral estd complétamente contenida en un cilindro circular recto, de radio 1

Figura 2.2: Hélice inscrita en importante de las Matemcilindro circular.

Ejemplo 11. Si tomamos M = R? y w(t) = ((1 +e)cost, (1 +e~!)sent). Notese que N(R) es una espiral
que se enreda en el circulo unitario.

Figura 2.3: Espiral en R2.
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2.3. Grupos de Lie.

Un grupo de Lie es una n-variedad a la que puede ser asignada una estructura de grupo tal es el caso de
los grupos de matrices y los grupos de transformaciones (entre los cuales existe una relacién de acuerdo con
el Algebra Lineal.)

Ejemplo 12. Consideremos el grupo de rotaciones en el plano al que le corresponde el grupo de matrices
SO(2,R), que corresponde a matrices 2 X 2 de la siguiente forma:

(ot ~sento) )

Es fdcil ver que al grupo de rotaciones le podemos asignar de manera natural una estructura de variedad
con el disco S, asignando a cada valor de s € R con el punto (cos(s) — sen(s),sen(s) + cos(s)) € ST C R?

Figura 2.4: S = SO(2,R)
Por otro lado, el conjunto de matrices ortogonales forma un grupo respecto a la multiplicacion. De tal
forma tenemos un primer ejemplo de grupo de Lie 1—paramétrico.

Definicién 7. Un grupo de Lie r-paramétrico es un grupo que acepta una estructura de variedad suave, de
tal manera que la operacion del grupo y la funcion que a cada elemento le asocia su inverso

m:GxG—G m(g,h) = gh (2.11)

i:G—=G i(g) =g "
son funciones suaves entre variedades.

Ejemplo 13. El grupo de transformaciones ortogonales en R?, O(2) = {A € May2(R)|A™ = A}, que
puede interpretarse topoldgicamente como dos copias disconezas de S*

2.3.1. Subgrupos de Lie.

Vimos en la seccién anterior, que algunos subconjuntos de variedades formaban también variedades,
veremos qué pasa en el caso de los grupos de Lie.
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Definicién 8. Un subgrupo de un grupo de Lie G es una subvariedad inmersa, bajo la inmersion w : H— G,
donde Hes un grupo de Lie y H = w(H).

1

Los subgrupos de Lie no necesariamente deben ser subvariedades regulares'!, sin embargo podemos dar

una caracterizacion para los subgrupos de Lie regulares.
Teorema 2. Supongamos que G es un grupo de Lie. Si H es un subgrupo de Lie cerrado, entonces H es una
subvariedad regular de G. Reciprocamente toda subvariedad regular de G es un subgrupo cerrado.

2.3.2. Grupos de Lie locales.

En general no estaremos interesados en conocer el grupo completo, sino solo aquellos elementos que estén

cercanos'?, entonces necesitaremos decir a qué nos referimos, en el contexto local, cuando hablamos de grupos

de Lie.

Definicién 9. Un grupo local de Lie r-paramétrico consiste de subconjuntos abiertos y conexos Vo C V C R”
tal que contiene al origen de coordenadas de R™ y funciones suaves

m:VxV R (2.12)
i: Vo=V

que definen la operacion del grupo y la funcion ’sacar inversos’, de tal modo que m es asociativa, admite a
0 como identidad y cada elemento tiene un inverso local.

Con esta definicién, sélo tendra sentido hablar del producto xy en una vecindad del origen.

Ejemplo 14. Veamos un ejemplo de un grupo de Lie que no es global. Consideremos el siguiente conjunto.

V={z|lz|] <1} CR (2.13)
con la operacion
20y —x —y
=—= 2.14
m(a.y) = =L (214)

Notese que m cumple

= Asociatividad. En efecto, para x1,x2,x3 € V se tiene que

9 21‘2:173 — X9 — I3 2$21‘3 — X9 — X3
r— g - ===
2 — — 3 — o5 —
(1, m(xs, 13)) = z1m(xg, &3) — 1 — m(T2, T3) ZoTs 21 o oot — 1
zm(ws, w3) — 1 o 2h283 — T2 — T3
Tolsy — 1
—X
] m($70> = 71 = = m(o’x)

11En el sentido de que la aplicacién diferencial de la parametrizacién sea regular.
12Es decir € - cercanos, segun la topologia relativa.
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= Los inversos quedan dado por:

i(z) = ﬁ (2.15)

2] < 2
1
2

por tanto m define un grupo de Lie uniparamétrico local.

y esta bien definida en el conjunto Vi = {:c

Una forma de construir grupos de Lie locales es tomar un grupo global y usar alguna carta que contenga
a la identidad.

Observaciéon 1. Cualquier grupo de Lie se puede ver localmente de esta forma, es decir, localmente isomorfo
a una vecindad de la identidad en algin grupo global G.

Teorema 3. Sea Vy C v C R" un grupo de Lie local, con multiplicacién m(x,y) e inversion i(x), entonces
existe un grupo de Lie global G y cartas coordenadas ¢ : U* — V*, donde U* contiene a la identidad, de tal
modo que

Vicv Yy ¢le) =0 (2.16)
¢(gh) = m(4(g), $(h)) (2.17)

siempre que g, h € U* y
o(g7") = i((9)) (2.18)

siempre que g € U*
Aun mdas, existe un unico grupo de Lie simplemente conexo G* con estas propiedades. Si G es cualquier
otro grupo de Lie, entonces existe una aplicacion cubriente

T: G =G (2.19)

que ademds es un homomorfismo de grupos de Lie, tal que G es localmente isomorfo a G*. G* es llamado el
cubriente simplemente conexo de G.

Ejemplo 15. FEl unico grupo de Lie uniparamétrico simplemente conero es R asi que el grupo local del
ejemplo 14 debe coincidir con alguna carta de R al rededor del cero

o(t) = t_% U* = {teRJt <1} (2.20)
Ahora
o1+ 5) = m(6(),o(s)) = 2= 60 2 20 (2.21)
. o)
o(—t) = i(o(t)) = %) —1 (2.22)

Asi ¢ satisface el teorema 3.

Proposicién 1. Sea G un grupo de Lie conexo y U C G una vecindad de la identidad. Consideremos

Ur = {91,902 gklg: € U} (2.23)
el conjunto de los productos de longitud k'3 de U, entonces
G=up, Uk (2.24)

La demostracion se basa en la conexidad de G.

13Es decir productos de k elementos.
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2.3.3. Grupos locales de transformaciones.

En lo subsecuente, al hablar de grupos de Lie, estaremos hablando concretamente de grupos de transfor-
maciones sobre una variedad M. Por ejemplo, el grupo SO(2) lo estudiaremos como el grupo de rotaciones
en el plano R? y GL(n,R) como el grupo de transformaciones lineales, no-singulares en R™. En general, u
grupo de Lie puede pensarse como un grupo de transformaciones sobre una variedad si

Yge G Afg M - M (2.25)
tal que f, es biyectiva y bicontinua.

Definicién 10. Sea M una variedad diferenciable, un grupo local de transformaciones sobre M estd dado
por un grupo de lie local G, un abierto U tal que

{e}xMCUCGxM (2.26)

y una aplicacion suave

O U M (2.27)
tal que se cumple lo siguiente
a) Si(h,x) € U, entonces (g, ®(h,z)) € U y (gh,x) € U implica que ® (g, ®(h,z)) = ®(gh, )

Podemos abreviar
o(g,x) = gu (2.28)

de tal manera, las condiciones toman una forma maés sencilla
g(hx) = (gh)x ghed reM

er =1 Ve e M
g (gz) =2 Yge G Vx e M

Notese que para cada x € M, el conjunto de elementos para los cuales gx esta definida, forma un grupo
de Lie local
Gs ={9€Gl(g,2) e U}

Anélogamente para cada g € G, existe una subvariedad abierta
M!] = {Z‘ € M‘(gax) € U}

Un grupo global de transformaciones es aquel para el cual podemos tomar U = G x M, en tal caso gx
estd definida para todos los elementos de G y de M y no hay que preocuparse por precisar los dominios de
definicién.

Un grupo de transformaciones G que actia sobre una variedad M es conexo si se cumple que

(a) G es un grupo de Lie conexo y M es una variedad conexa.
b) U C G x M es una abierto conexo.
(

(c) Vz € M el grupo G, es conexo

14Aqui U es el dominio de accién del grupo.
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2.3.4. Orbitas.

Una 6rbita de un grupo local de transformaciones G es el minimo subconjunto no-vacio de G tal que es
G-invariante. es decir, el conjunto O es la érbita de G en M si

(a) Siz e O, ge Gy gx esta definirdo, entonces gz € O.
(b) Si O C Oy O es G-invariante, entonces @ C O o bien O = ()
En el caso de un grupo de transformaciones global Vx € M, la érbita de x es el conjunto
O, = {gzlg € G}
Para los grupos locales tenemos que fijarnos en los productos de elementos del grupo que actiian sobre x

k
r>1,g; €G, (H!ﬁ)xGG}

i=1

Oz - {(917927"'9k)

Las orbitas de un grupo de Lie son de hecho subvariedades de M pero varian su dimensién y podrian no
ser regulares.
Distinguiremos dos clases importantes de acciones.

Definicién 11. (a) Un grupo G actia de manera semireqular si todas las drbitas O, son subvariedades de
M con la misma dimension.

(b) Un grupo G actia de forma regular si la accién es semiregular y Vo € M existe una vecindad de radio
€ > 0 tal que para cada orbita de G intersecta a U en un subconjunto de M conexo por trayectorias.

En particular si G actia de manera regular sobre M, entonces toda drbita de G es una subvariedad regular
de M. Una accién es llamada transitiva si existe una tnica orbita, que es M misma. Claramente una accién
transitiva es regular, los grupos que nos interesan son los intransitivos.

Ejemplo 16. (a) El grupo de translaciones en R"™. Sea a € R"\{0}, arbitrario y fijo y tomaremos G =
(R,+). Consideremos
U(s,z) =2+ sa
lo cual define una accion global , las orbitas son rectas paralelas al vecto a, la accion es regular y tiene
orbitas de dimension 1.
(b) El grupo de escalamientos. Sean G = (RT\{0},-) , a; € R, i € {1,2,...,m}, de tal manera que los «;
no son todos cero.

Se tiene que RT\{0} actia sobre R™, mediante los reescalamientos
U\ x) = (A2, ., A%y,

Con A € R™\{0} y (z1,22,...,2,) ER™
Las drbitas de G son subvariedades 1-dimensionales, salvo por una ébita singular que consiste en {0}.
En el caso m = 2, las drbitas son pardbolas de la forma y = kx?, el reescalamiento actia reqularmente en
R™\{0} estas son el tipo de acciones que surgen usialmente en el andlisis dimensional de ecuaciones en
derivadas parciales.
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Ejemplo 17. Para el caso de la ecuacion del calor, tomamos
M =R? g=(R,+)

y consideramos

1l—ex’1—ex

¥ e = (2o s )

la cual estd definida sobre

v ={ ()

1 1
e<six>0,e>5iz<0}CRxR2
x x

Veamos que esta es una accion de grupo, en efecto

(8,7 (€, (z,y)) = ‘1’<5( - . >)

l—ex’1—ex
T Y
l—cx 1—ecx
1—-96x’ 1-6x
l—ex 1—ex

- (=Fva o70)
1—(d+e)z’1—(+¢ex
= V(i+e(zy)

y por tanto la accion es regular en el plano agujereado.

2.4. Campos vectoriales.

Una herramienta fundamental para el estudio de grupos de transformaciones es su forma infinitesimal,
tenemos para ello dos enfoques equivalentes, el formalismo de las formas diferenciales y la teoria geométrica
de los campos vectoriales.

Un campo vectorial V sobre una variedad M es una funcién, que a cada punto le asigna un vector tangente.

V. :M—>TM
x—vel,M

En coordenadas locales (z',z2,...,2™):

V(z) = €' (2)0z, + ()0, + - + €™ (2)0

Tm

donde cada xi’ es una funcién suave de x. Denotaremos al conjunto de todos los campos vectoriales sobre M
por X(M).
Una curva integral de un campo V € X(M), es una curva regular, parametrizada

X = ¢(e)
de tal manera que su vector tangente en cada punto coincide con el valor de V' en cada punto.

d¢

3 (@) = V(e(eo)) (2.29)
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los &' son los coeficientes del campo. Puesto que & son suficiéntemente suaves, se cumplen las hipotesis
del teorema de existencia y unicidad para una condicién inicial dada

®(0) = x9 (2.30)
de tal forma que tenemos garantizada la existencia de una tnica curva integral maximal,
b: 1> M

que pasa por un punto dado xg = ®(0) € M, donde la maximalidad se d4 respecto a la contensién.
Observemos que si V € X(M) y f es una funcién de variable real, suave, entonces

fo=Ff(@)o(z) € X(M)

en coordenadas locales, tenemos

o) =) E(@)dy

icl

= fo(z) =Y f(2)€ ()0,
iel
Si la funcién f nunca se anula, entonces las curvas integrales de fv y las de v coinciden salvo un cambio
de coordenadas.

2.4.1. Flujos.

Si v € X(M), denotaremos a su curva integral maximal como ¥(e, z) y llamaremos a ¥ el flujo generado
por v.

Asi para cada xz € M y e € I(z) con 0 € I(x), U(e,x) es un punto sobre la curva integral que pasa por
x € M, el flujo de un campo vectorial tiene algunas propiedades bésicas.

= U(0,U(e,x)), para x € M. Para cada d,e € R donde ambos lados de la ecuacién esten bien definidos.
d

« U(0,2)=xy d—‘l/(e,x) =V (¥(e,x)), para todo € que tenga sentido.
€

Esta tltima propiedad establece que el campo V es tangente a ¥(e,x) para una x fija, ademés de que
establece condiciones iniciales para la curva integral. La primera propiedad se sigue del teorema de existencia
y unicidad.

Debemos notar que el flujo generado por un campo vectorial es lo mismo que una accién local del grupo
de Lie (R, +), sobre la variedad M. El campo V es el generador infinitesimal de la accién, en coordenadas
locales, por medio de la aproximacién de Taylor

U(e,z) =z + () + O(?) (2.31)

para £(&1,€2,...,€™) coeficientes de V.
Las érbitas de la accién del grupo son curvas integrales maximales de V. Reciprocamente si ¥(e, x) es un
grupo uniparamétrico que actia sobre M, su generador infinitesimal se obtiene restringiendo V a e =0

d

e=0

U(e, x) (2.32)
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La unicidad de las soluciones garantiza que el flujo generado por V' coincida localmente con la accién de
R sobre M en el dominio de definicién comiin. De tal manera, se tiene una correspondencia invectiva entre
los grupos uniparamétricos de transformaciones locales y sus generadores infinitesimales. El calculo del flujo
generado por un campo se logra utilizando la aplicacién exponencial.

exp(ev)x = U(e, x) (2.33)

La aplicaciéon exponencial tiene las siguientes propiedades

exp(0v)z = (2.34)
Y d
P (exp(ev)z) =V (exp(ev)x) Ve e M (2.35)
Ejemplo 18. Consideremos el grupo de rotaciones planas
U(e, (z,y)) = (xcose — ysene, xsene + y cose) (2.36)
su generador infinitesimal es
v ={(z,y)0: +n(z,y)0, (2.37)
donde
d
E(z,y) = — (xcose —ysene) = —y (2.38)
de|._,
d
n(x,y) = — (xsene+ycose) =z (2.39)
de|._,
Ast que
V = —y0, + 0, (2.40)
es el generador infinitesimal y el grupo de rotaciones coincide con las soluciones del sistema
dx
—_— = 2.41
e =Y (2.41)
dy
— = 2.42
de “ ( )

El efecto de un cambio de coordenadas y = W(z) sobre un campo V estd determinado por sus efectos en
cada vector tangente V,. De tal forma si V' € X(M) se escribe en coordenadas locales como

V= Z € (x) 0, (2.43)

y y = ¥(z) es un cambio de coordenadas, entonces V' puede reescribirse como

m m

V=3 W )V, (Y 1))y (2.44)

j=11i=1
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Proposicién 2. Suponga que V € X(M) no se anula en xo € M. Entonces existe una carta local y =

(v, 9%, ...,y™) al rededor de xq de tal manera, que en términos de las nuevas coordenadas
V=0, (2.45)
Demostracion. Aplicamos un cambio de coordenadas, de tal manera que zog = 0y V(xg) = 0,1. Por
continuidad £'(z) es positivo para alguna vecindad de zg. Asi que, necesariamente, las curvas integrales
de Vecruzan el hiperplano ' = 0 de manera transversal, y por tanto en una vecindad de 0, cada x =
(xt,22,...,2™) puede definirse de manera tinica, como algiin flujo en el hiperplano. Por tanto
z =exp(y'V)(0,y% 9%, ..., y™) (2.46)

para y' en una vecindad de 0 € R
Lo anterior nos permite dar un difeomorfismo ** de (z',22,...,2™) a (y',9%,...,y™). Para € pequeiio,
en coordenadas y, se tiene

exp(eV)(yl, Tal ™) = (yl +ev%, ... ,y™) (2.47)

asf que el flujo es una accién en la direccién y*
Por lo tanto, todo campo no-nulo es localmente equivalente al generador infinitesimal de un grupo de
traslaciones. O

2.4.2. Accién de un grupo sobre funciones.

Consideremos un campo vectorial V' € X(M) y f : M — R una funcién suave. Nos interesa saber de
qué manera cambia f bajo el flujo generado por V', es decir de qué manera cambia

f(exp(eV)x) (2.48)

conforme € se mueve.
Si V se escribe en coordenadas locales como

V=> &(x)0y (2.49)

entonces por la regla de la cadena se tiene

m

d )
3./ (exp(eV)z) = > & (exp(eV)2) foi (exp(eV)a) (2.50)
i=1
= V(f)(exp(eV)x)
el campo V actia como un operador diferencial parcial en las funciones de valor real sobre M, usando la
expansion de Taylor

flexp(eV)x) = f(z) + eV (f)(z) + O(e?) (2.51)

asi que V(f) nos dice el cambio infinitesimal en la funcién f, si continuamos la expansién de Taylor, tenemos
2 k

Jlexp(eV)a) = f(@) + eV (£)(@) + 5 V(@) + -+ ZVH) (@) + O (2:52)

15Geométricamente se estén rectificando las curvas integrales que pasan a travez del hiperplano perpendicular al eje =!.
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donde V2(f) =V(V(f)) y V"(f) = V(V"1(f)).
Si asumimos que la serie de Taylor converge en €, obtenemos la serie de Lie para la accién del flujo sobre

!
o0 Ek
flexp(eV)z) =3 2 VH()() (2:53)

k=0

Se tiene una situacién analoga para las funciones vectoriales.
f:M—R"
n— (fH(z), f2(x)..., [ ()

se tiene que V' actia componente a componente

V() =WV, V™) (2.54)

En particular, si F" son funciones coordenadas obtenemos una serie de Lie para el flujo

2 >  _k

exp(eV)z = 2 + e€(z) + %V(g)(x) toe= Y SVR@) (2.55)

De esta forma cada campo define una derivacién en el espacio de funciones suaves de variable real en M,
en otras palabras es lineal y cumple la regla de Liebniz

V(fg)=V(flg+ fV(g) (2.56)

Reciprocamente cada derivacién puede identificarse con un vector tangente, que en coordenadas locales
queda dado por

D €0, (2.57)

2.4.3. Diferenciales.

Si M y N son variedades suaves y f : M — N es una aplicacién suave, cada curva parametrizada
C ={®(e) |e € I} en M va a dar bajo f a una curva parametrizada en N, de tal manera, la funcién f induce
una aplicacién entre espacios tangentes de T, M a Ty, M, tal aplicacién es la diferencial de f

d
df‘l)(e) = de (fo®)(e) (2.58)
en coordenadas locales si V € X(M)
Vo= &0, (2.59)
i=1

entonces
m

df (V@)Y (Z e (x)) By = Y V(I (x)dy’ (2.60)
j=1 J=1

i=1

La diferencial es una transformacién lineal, cuya matriz asociada no es otra sino la matriz jacobiana de

I
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Lema l1l. Si f: M — N yh: N — W son funciones suaves entre variedades diferenciales, entonces
d(ho f)y=dfodh (2.61)
La demostracion del lema se sigue de la definicién de la diferencial y de la regla de la cadena.

Observacién 2. Siz € X(M) no necesariamente ocurre que df(V) € X(M), si f no es inyectiva, nada
garantihan venido a rodear este campo de Lie como a un gran eje gigante” .za que su diferencial sea un campo
vectorial. Sin embargo, si f es un difeomorfismo, entonces su diferencial es un campo vectorial sobre N

2.4.4. Corchete de Lie.

Podemos definir una operacién binaria en el conjunto de campos vectoriales sobre una variedad diferen-
ciable, llamada conmutador o corchete de Lie

Definicién 12. Si V,W € X(M) definimos el corchete de Lie de v y w como
[V.W]f =v(wf) —w(vf) (2.62)
donde f: M — R es una funcion suave.

Lo primero que puede observarse es que el corchete de Lie de dos campos vectoriales es un campo vectorial.
En efecto, consideremos V, W € X(M) expresados en coordenadas locales

V= Zﬁ’(x)@w W= Z'f]i(ﬂf)axi (2.63)
i=0 i=0
tenemos que
VW] =) (V') =W(€)) 0w = (&% — &) Das (2.64)
i=0 i=0 j=0
Ejemplo 19.
V =y0, W = 220, + xyd,

Se tiene que
[V, W] = zyd;, + y°0,

Proposicién 3. El corchete de Lie cumple las siguientes propiedades para V, V', W € X(M).

(a) FEs bilineal, es decir que para cualesquiera c,c’ € R

[V + V' W]=clV,W]+ [V, W] (2.65)
Y
(W, eV + V'] = ¢[W,V] + ¢ [W, V] (2.66)
(b) Es anti simétrico, es decir
VW] =—-[W,V] (2.67)
(c) Cumple la identidad de Jacobi:
[V, [V, W]+ W, [V,V']] + [V, [W,V]] = 0 (2.68)
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2.5. Integrabilidad y el teorema de Frobenius.

Hasta el momento, hemos visto que cualquier campo vectorial sobre M determina una curva integral en
M de tal manera que V es tangente a la curva en todo punto.

El teorema de Frobenius se trata de un caso mas general, determina subvariedades integrales de sistemas
de campos vectoriales con la propiedad de ser tangente a tal subvariedad en cada punto.

Definicién 13. Sean V1,V, € X(M), una subvariedad integral para {V;}_; es una subvariedad N C M,
cuyo espacio tangente TyN es generado por {V; ‘g S Vge N
Diremos que el sistema {V;}i_, es integrable si por cada xo € M pasa una subvariedad integral.

Notese que si N es una subvariedad integral para {V;}, entonces la dimensién del subespacio de T, M,
generado por {V;}, que por definicién es T, N es la misma dimensién que la de N.

Esto no excluye la posibilidad de que la dimensién del subespacio de T, M generado por {V; | }, varia
conforme varfa x, esto implica que un conjunto de campos vectoriales puede tener subvariedades de distinta
dimension.

El lema anterior nos dé condiciones necesarias para la integrabilidad de sistemas de campos vectoriales.
Digamos que N es una subvariedad integra, entonces cada campo de la coleccion deberd ser tangente a NV en
cada punto.

El corchete de Lie de cualquier par de campos en la coleccion debe ser tangente a IV por tanto debera estar
en el generado de los campos en cada punto.

Definicién 14. Un sistema de campos vectoriales {V;} C X(M) estd en involucidn si existen funciones
suaves hfj

hij: M —R

De tal manera que
Vi, Vil =D hl5Vi
k=1

Teorema 4. Sean {V;} C X(M), para i € {1,...,r}. Entonces {V;} es integrable si y sdlo si estd en
involucion.

Este teorema no se cumple si el sistema es infinitamente generado. Pero podemos hacer una generalizacién
util.

Definicién 15. Consideremos $ C X(M) tal que forma un espacio vectorial, decimos que $ estd en involu-
cion si es cerrado bajo el corchete de Lie.

En el caso de dimensién fintita $ puede verse como conjunto de combinaciones lineales de los campos
bésicos V;, Y fi(z)V;, donde las funciones f; son suaves sobre M16.
Ahora podemos dar una definicién local para las subvariedades integrales.

Definicién 16. Consideremos $) |, el subespacio de T, M generado por el campo V |, para todo V € §.

Una subvariedad integral de $) es una subvariedad conexa N C M tal que TyM = |y para todo y € N.
Diremos que $) es invariante en Tango si para cualquier V € $), la dimension del subespacio Hexp(evy a lo

largo del flujo genrado por V' es constante independiente de € y que puede depender de la condicion inicial x.

16En este caso se dice que $) es finftamente generdo.
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Como la curva integral exp(eV)z de V, sale del punto x, debe estar contenida en una subvariedad integral
N, la invarianza en rango es una condicidn necesaria para la integrabilidad completa. La invarianza en rango
se sigue automdaticamente si §) es finitamente genreado o consiste de campos vecotriales analiticos sobre una
variedad analitica.

Teorema 5 (Frobenius.). Sea $) un sistema de campos vectoriales sobre una variedad M. Diremos que $) es
integrable si y solo si estd en involucion y es invariante en rango.

Escencialmente, la demostracion se hace construyendo subvariedades integrales.
Siz € N entonces podemos construir tal subvariedad, examinando curvas integrales sucesivas que comien-
zan en x

N = {exp(V1)exp(Va) ...exp(Vy)z |k > 1,V; € ©H} (2.69)

La invarianza en rango implica que para algin y € N, se tiene que § | , tiene la dimension ”correcta”.
Llamaremos a la coleccion de subvariedades integrales maximales de un sistema de campos vectoriales una
foliacién de la variedad M, cada subvariedad integral es una hoja de la folicacion.

Ejemplo 20. Consideremos los siguientes campos vectoriales sobre R3

V = —y0y + 20,
W = 2220, + 2y20, + (2* + 1 — 2% — y*)0,

haciendo un cdlculo sencillo tenemos que:
V.w]=0

asi que por el teorema de Frobenius el sistema {V,W} es integrable.

Dado (x,y, z), el subespacio de T(w’yyz)]R?’ generado por Vg y .y y Wey . es de dimension 2, excepto en
el eje Z y en el circulo unitario con centro en (0,0,0), S, que son de dimension 1, asi que Z y ST son
subvariedades integrales de {V,W}.

Las otras subvariedades integrales son toros

1
((ayy,2) = (@®+y%) 2@ +y°+22+1) =c

para ¢ > 2. De hecho
d¢(V) =V(¢) =0 d¢(W)) =W(¢) =0

por lo cual, se tiene que los campos V. y W son tangentes a todos los conjuntos de nivel de ¢ donde V{ # 0

Un sistema integrable de campos vectoriales {v1,va,...,v,} es llamado semi-regular si la dimensién de
T. M no varfa de punto a punto. En este caso todas las subvariedades integrales tienen la misma dimensién.

De manera analoga al concepto de accion regular de grupo, diremos que un sistema integrable de campos
vectoriales es regular si es semi-regular y ademds, para todo X € X(M) existe una vecindad de X, tal que
cada subvariedad integral maximal interseca a la vecindad en un subconjunto conexo por trayectorias.

Aunque la semi-regularidad es una propiedad local que puede deducirse usando coordenadas, la regularidad
depende de la estructura global del sistema y es extremadamente dificil checarlo sin hallar explicitamente las
subvariedades integrales. Cualquier sistema semi-regular puede hacerse regular si se le restringe a un abierto
de M.

Para sistemas de campos vectoriales semi-regulares, el teorema de Frobenius nos permite aplanar las
subvariedades integrales, via la eleccién de coordenadas locales adecuadas.
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Teorema 6. Sea {V1,Va,...,V,.} un sistema integrable de campos vectoriales tales que la dimensidn del
generado por {Vy(zx), Va(x),...,V.(z)} en T, M es una constante, independeintemente de la eleccion de x € M.
Entonces para cada xo € M, existen coordenadas locales planasy = (y!,y?, ..., y™) cerca de xq, de tal manera

que las subvariedades integrales intersecan la carta coordenada dada en las secciones transversales y* = c;.
Si adicionalmente el sistema es reqular, entonces la carta coordenada puede elegirse de tal forma que cada
subvariedad integral la interseca en a lo mds una seccion transversal.

Ejemplo 21. Utilizando el ejemplo anterior, tomemos, al rededor de cualquier punto (xg, Yo, 20) con zo # 0,
las coordenadas locales planas estan dadas por (T = x,§ = y,2 = ((z,y,2)) el espacio tangente al plano
z = cte es generado por los campos

r(x? +y? — 2% 1)

0z = Oy ZZ(xQerQ) 5
2, .2 2
221
o, g, My =)
2z(x2 4+ y?)

Notese que {07,079} y {v,w} generan el mismo subespacio de TR? en cada punto, de tal manera que
2(2® +y®) # 0, asi que estamos aplanando el toro del ejemplo anterior.

2.6. Algebras de Lie.

Si G es un grupo de Lie, tenemos que algunos campos vectoriales, restringidos sobre G estan caracterizados
por su invarianza bajo la operacion del grupo. Estos campos invariantes forman un espacio vectorial de
dimension finita, ain més, con la suma y el corchete de Lie, forman un dlgebra, llamada el dlgebra de Lie
asociada a (G, en un sentido més preciso se trata del operador infinitesimal del grupo, de hecho casi toda la
informacion referente al grupo esta contenida en su algebra de Lie.

2.6.1. Campos invariantes.

Consideremos un grupo de Lie G, para cada g € G se define la aplicacion multiplicativa derecha como
sigue

Ry:G—=G
h — hg

en la definicién se pide que la operacién del grupo sea un difeomorfismo, asi que R, es invertible para todo
geqG )
(Rg) " = Ry

Un campo vectorial es llamado invariante por la derecha si dRy(V'[,,) = Vi, ) =V |, , bara cualquier
g,h € G.

Observacién 3. Si V,W € X(M) son invariantes por la derecha, entonces también lo es cualquier combi-
nacion lineal de ellos.

Asi que los campos invariantes derechos forman un espacio vectorial.

Definicién 17. El dlgebra de Lie de un grupo de Lie G, denotada por g es el espacio vectorial de los campos
invariantes derechos en GG

34



2.6. ALGEBRAS DE LIE. CAPITULO 2. TEORIA DE LIE.

Observese que un campo invariante por la derecha queda bien determinado por su valor en el neutro de

G
Ve =dRe(V].)
Ry(e) =e

Del mismo modo, cualquier vector tangente a G en e determina de manera univoca un campo invariante
derecho sobre G. En efecto

ng(V |h) = ng(dRh(V |e)) = dRhg(V |e) =V |hg (2.70)

Asi que podemos identificar el algebra de Lie de G con T.G, esto es g = T.G, en el sentido de espacios
vectoriales. Adicionalmente, g admite un operador bilineal y anti-simétrico que no es otro sino el corchete de
Lie o conmutador.

[X,)Y]=XY -YX (2.71)
podemos reformular nuestra definicién comos sigue

Definicién 18. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial g con una operacion, llamada el corchete de Lie,
tal que es

1. Bilineal.
2. Antisimétrica.
8. Cumple la identidad de Jacobi.

Ejemplo 22. El dlgebra de Lie asociada al grupo general lineal de orden n sobre los reales es un espacio

vectorial real de dimension n?, asi que

gl(n,R) = R 2 M, 0 (R) (2.72)

de hecho Ty, . GL(n,R) esta formado por campos que pueden escribirse como sigue

Val= E :aijafvij Id
1,J

nXxn

(2.73)

donde A = (gij) € Mpxn(R)
Consideremos Y = (y;j) € GL(nR) y definimos Ry (X) = XY con XY;; =Y | xikyk;, tenemos que

Valy =dRy(Va [14) = ZZGU i (Z xzkykm> Oim (2.74)

lym 1,7
En términos de X € GL(nR) tenemos
Valy =) (Z aikaJ) e, (2.75)
ij \ k
por lo tanto, tenemos finalmente que el corchete de Lie
[Va, VB] = Vi, (2.76)

es decir gl(n,R) = M, xn(R) con el conmutador de matrices como el corchete de Lie.
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2.6.2. Subgrupos uniparamétricos.

Ahora enunciaremos un resultado mediamte el que se muestra una correspondencia biyectiva entra los
subespacios unidimensionales de g y los subgrupos uniparamétricos conexos de G.

Proposicién 4. Sea V # 0 un campo vectorial, invariante por la derecha, sobre un grupo de Lie G, se tiene
que el flujo generado por V a lo largo de la identidad

ge = exp(eV)e = exp(eV) (2.77)

estd bien definido para todo € € R y forma un subgrupo uniparamétrico de G, isomorfo a R o bien a SO(2).
De manera reciproca, se tiene que cualquier subgrupo unidimensinal de G es generado por campos invariantes
derechos.

Demostracion. Para ey §, arbitrdriamente pequenos (2.77) se sigue de el hecho de que V' es invariante derecho

959 = Rg.(95) = Ry (exp(6V)e)
exp(ddRy, (V) Ry, (€)
= exp(0V)ge
exp(0V )exp(eV)e
(exp(d + €)V)e = gsye

De tal manera, tenemos que g. es un grupo local uniparamétrico, para cualquier € arbitrariamente pequeno,
en particular, tenemos que go = ey g_. = ge_l.

. . € . . .o
Ahora, tomando una vecindad de radio 3 al rededor de ¢, definimos de manera recursiva lo siguiente

Imeo+e = GmegYe meEZ (278)

De esta manera, extendemos, de manera continua a g., y asi podremos definir el flujo de manera global
y formar un subgrupo.

Si para algin 0 # e se tiene que g5 = ¢, tenemos entonces que g, = e, para algin ¢y > 0 y por tanto g.
es periddico de periodo €g. En este caso {g.} = SO(2), en caso contrario, si g. # gs para todo € # §, se tiene
que {g.} = R.

Reciprocamente, consideremos H < G de dimensién 1 y sea V' |_ € T.H, tal que V # 0, recordemos que

T.H = {V € X(H |,)|Ves invariante por la derecha}

ahora, como H < G, sucede que V' |, es tangente a H para cada h € H por lo que en conclusién, H es la
curva integral de V por e. O

2.6.3. Subalgebras.

Diremos que un subconjunto s-dimensional £° C £” de un algebra de Lie es una subdlgebra si es cerrado
bajo [ , ]. Cualquier campo invariante por la derecha en H < G puede extenderse a un campo invariante
por la derecha en G

V|g=ng(V|e) geq

los siguientes resultados establecen una correspondencia inyectiva entre subgrupos y subalgebras de Lie.
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2.6. ALGEBRAS DE LIE. CAPITULO 2. TEORIA DE LIE.

Teorema 7. 7 Sea G un grupo de Lie cuya dlgebra asociada es g, y consideremos H < G, con dlgebra &,
entonces € es subdlgebra de g. Reciprocamente, caa subdlgebra € de g es el dngebra asociada a algin subgrupo
s-paramétrico H < G.

Ejemplo 23. Si H < GL(n,R), entonces ) < gl(n), serd suficiente encontrar los subgrupos uniparamétricos
en GL(n,R) contenidos en H
h={Acgl(n) e cHecR}

para fijar ideas, consideremos en caso H = O(n), debemos hallar matrices A, n x n tales que
(e (e = Id
derivando respecto de € tenemos que
A+ A =0
por tanto estas matrices son el dlgebra so(n).

Teorema 8. Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita, entonces es isomorfa a alguna subdlgebra de
gl(n).

Teorema 9. Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita, entonces existe un unico grupo de Lie G*,
simplemente conexo tal que admite g como su dlgebra de Lie asociada. Aiun mds si G es otro grupo de Lie
conexo que tiene a g como dlgebra asociada entonces la proyeccion

m: G =G
es una aplicacion cubriente y por lo tanto G* es el cubriente simplemente conexo de G

En el caso de édlgebras asociadas a grupos locales, podemos escribir los campos invariantes en términos
infinitesimales

Proposicién 5. Sea G un grupo de Lie local con probucto m(xz,y). Entonces el dlgebra de Lie asociada g
estd generada por los campos

Vi=Y &(2)0,,  ke{l2...r}
i=1

donde o
7 m' T
gk(a:) = W(O7x) m = (m17m23-~'am ) (279)

) ) J
Demostracion. Puesto que Ry (z) = m(z,y) tenemos que Vi, |, = dR, (3 &.(0)0,,) = ZS}C(O)%%(O,Q/)@%

y
Asi que es suficiente probar que

£.(0) = o
donde §}, es la delta de Kroeneker, es decir
omi 1 si 1=k
%(07 0) =
0 si i#k
lo cual se sigue de que m(z,0) es la identidad. O

17La demostracién puede encontrarse en [War, teo 3.19].
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2.6. ALGEBRAS DE LIE. CAPITULO 2. TEORIA DE LIE.

2.6.4. Constantes de estructura.

Supongamos que g es cualquier algebra de Lie de dimension finita. Por el teorema 7 g es el algebra de
Lie asociada a algin grupo de Lie G. Si introducimos una base {Vi,Vs,...,V,.} para g, debe cumplirse que
el corchete de Lie de cualesquiera dos béasicos sea nuevamente un elemento del algebra, asi que hay ciertas
constantes cfj llamadas constantes de estructura del algebra, tales que

Vi, Vi] = kv, 2.80
J 1]
k=1

Notemos que puesto que los campos V; forman una base, el conocimiento de las constantes de estructura nos
permoite reconstruir el adlgebra de Lie g utilizando 2.80 y aprovechando la bilinealidad del corchete de Lie,
se observa que las constantes de estructura deberdn cumplir las condiciones de antisimetria y la identidad de
Jacobi.

La eleccién de una nueva base para g implica la transformacién de las constantes de estructura, si tenemos
que

Vi=> a;V; (2.81)
entonces
éfj = Z i1 GjnbnkClo, (2.82)

l,m,n

donde (b;;) es la inversa de (a;j). De esta manera, se tiene que dos conjuntos de constantes de estructura,
determinan la misma &dlgebra si y sélo si estan relacionados por la ecuacién 2.82. Ahora, por el teorema 7
podemos dar una correspondencia uno a uno entre clases de constantes de estructura que satisfacen 2.81 y
2.82 y grupos de Lie simplemente conexos cuyas algebras de Lie tengan a las constantes como constantes
de estructura asociadas a alguna base. De esta manera, la teoria de Lie puede reducirse al estudio de las
ecuaciones 2.81 y 2.82, sin embargo no hay que tomar este hecho de una manera tan literal pues llevaria a
puntos de vista demasiado simplistas.

2.6.5. Algebras de Lie solubles.

Una subdlgebra £¢ C £" esun ideal siVX € £9y Y € £": [X,Y] € £4.
Ahora definiremos dlgebras de Lie solubles, ¢ de tal forma que la teoria de Lie serd un analogo de la teoria
de Galois para ecuaciones diferenciales.

Definicién 19. £7 es un dlgebra de Lie soluble q-dimensional si 3 una sucecion de subdlgebras @ = £° C £! C
<o C L9171 C L9 tal que: £F es una algebra de Lie k-dimensional y £5~1 es un ideal de £¢ Vk € {1,...,q}

La condicién de solubilidad es equivalente a poder ordenar X!, ..., X9 € £¢ para formar una base de tal
forma que:
I:Xa,Xb} — ﬂZka

donde K =1,...,b— 1 para a<b.
Nétese que toda 2-algebra de Lie es soluble por construccion:

Demostracion. En efecto:

(X% X" = B X+ 5 X"
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2.6. ALGEBRAS DE LIE. CAPITULO 2. TEORIA DE LIE.

Sean Y = B, X%+ Bp X, Z = g X + ap X?

= [V, Z] = (Baty — Braa) (X X" — X" X)
= [Y7 Z] = (ﬁaab - ﬂbaa) Y
{X,Z} es un algebra de Lie soluble.
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Capitulo 3

Simetrias de funciones

Las simetrias nos proveen con un hilo de Ariadna que nos
permite navegar a través del laberinto infinitamente
variado y complejo de los fenomenos naturales.

Brian Cantwell.

3.1. Simetria e invarianza.

Definicién 20. Una relacion matemdtica posee una propiedad de simetria si es posible transformar las
variables de tal forma que la expresion resultante tenga la misma forma en las nuevas variables y en las
antiguas. Diremos que la transformacion es una simetria del objeto y que la expresion dada es un invariante
de la transformacion.

Ejemplo 24. Consideremos una traslacion a lo largo de rectas horizontales:

rT=T+Ss
T, = o (3.1)
y=y

Observese que al variar el pardmetro s podemos movernos a cualquier punto sobre una recta horizontal
de forma bi-continua (esto es, que podemos regresar continuamente al punto de partida). Tenemos definida
de forma sencilla una transformacion inversa para cada eleccion de s a saber: Ty = T_,. Deinimos un
elemento indentidad tomando s = 0. Sélo bastard observar que la composicion de dos transformacidnes
equivale a sumar los pardmetros de cada una.

En efecto

Tsl o T52 (:c,y) = Ts1("% + 827:&) = C’E + (Sl + 52)7~y) = T81+82 (x,y)

Puesto que R forma un grupo con la operacion adicion, por herencia, Ts forma un grupo de transforma-

ciones continuas, respecto a la composicion. Por tanto es un grupo de Lie.

Ahora vamos a un ejemplo de un conjunto de transformaciones que no forma un grupo de Lie.
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3.1. SIMETRIA E INVARIANZA. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

______ —-—-—-F—-——-—g-=-- -—— = = = -

Figura 3.1: T

Ejemplo 25. (Transformacion de los pasos.)
Consideremos una traslacion compuesta con una reflexion respecto a una recta en el plano.

r=—-I+Ss
T, = - 3.2

) { y=1 (3:2)
Primero debemos observar que la transformacion Ts no es continua para cualquier s. No existe elemento

identidad y tampoco es cerrado bajo composicion, puesto que una reflexion es autoinversa, por tanto 3.2 no
forma un grupo de Lie.

Pasaremos ahora a dar una definicién de grupo n-paramétrico de Lie.

Definicién 21. Sea 7 = (x!,...,2") € D C R™ con D un subconjunto abierto y conexo. Definamos la
siguiente transformacion:

(z',...,2") o (FY(&, s),..., F"(%,s))

donde F' es de clase C™ respecto a T y analiticas respecto a s en un abierto S C R
El congunto {Ts} forma un grupo de Lie respecto a la composicion si y sélo si:

i) Jsg tal que T, (T) = T

ii) Vs € R, 3571 tal que T,-1 0 T5(T) = 7
iil) T, o Ty, = Ty, € {T,}

iv) (Ts, 0Ts,)0Ts, =Ts, 0 (Ts, 0Ts,)
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3.2. FUNCIONES INVARIANTES. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

3.2. Funciones invariantes.

Ejemplo 26. Invarianza de una familia de pardbolas bajo una dilatacion
Consideremos la familia de pardbolas

Y
P(z,y) = 22
y la transformacion:
T = ST
fo = { y=s"y

con s € Ry dado que para s = 0 no estd definida la transformacion inversa. En este caso el elemento identidad
corresponde a s = 1, Ahora notese que 1 = €%, lo cual nos permitird reescribir el grupo de dilataciones como

Stque:
~ T = e
T‘? = { y = esng

de tal modo, el pardmetro s corre en todo R y el elemento identidad corresponde a s =0
Al aplicar Ts a ®(x,y)obtenemos:

_ Y -2 ¥
(I)(’ray)_ﬁ_esn ﬁ
Por la forma de ®(x,y), si elegimos n = 2 obtenemos:

Y ] L
O(x,y) = POl o(z,7)

Entonces, para n =2, ® queda invariante bajo la accion de T,

600 - 9000

8 8000 -
500 - .
7000
400 6000
5000
300
4000
200 3000
2000
100
1000

Figura 3.2: Familia de pardbolas ® Figura 3.3: ® bajo la accién de Th

El ejemplo 26 da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 22. Una funcidn ¢(x) es invariante bajo la accion de un grupo de Lie {Ts} si y sdlo si:
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3.3. FORMA INFINITESIMAL DE UN GRUPO. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

3.3. Forma infinitesimal de un grupo.

Consideremos el grupo definido por: 4 _
¥ = FI(x,s) (3.3)

Supongamos ademés que podemos definirlo de tal forma que la identidad del grupo corresponda al valor

sop = 0 del parametro. 4
) = FI(x,0)

Ahora expandimos 3.3 en serie de Taylor al rededor de sg:

FJ 9
gﬂszo +0(s%) +

& =l + s(

. OF7 P
los términos 8—|S:0 son llamados generadores infinitesimales del grupo y usualmente los denotaremos con
S

&
E@) = (4 (25l (3.4

El vector & es llamado campo vectorial del grupo.

3.4. Series de Lie.

En esta seccion desarrollaremos el concepto de operador del grupo y presentaremos las condiciones de
invarianza para funciones.

Consideremos la funcién ¥ (z) = ®(F(x, s)) analitica en una vecindad de s = 0. Si expandimos ¥ en serie
de Taylor al rededor de s = 0 obtenemos:

- ov 52 0%V 53 0%
V(@) = U() +55- \so+2,82lso 3,63|so+ (3.5)
por regla de la cadena: _
v ovor o ov
8s "= 9Fi 9s BFJ

La expansion 3.4 es la representacién en serie de Lie de la funcion W:

s2.; 0 9 s* 0
U(z) = ¥(x)+ (fj ) Ja ; (mﬂa;) + 578 5.7 (fﬂ 5T (5” W)) +... (3.6)

0D
Asi que ®(Z) = ®(x) si y sblo si 5]5 =0 Vj

Teorema 10. Una funcion ¥, analitica en un abierto alrededor de s = Oes invariante bajo un grupo de Lie

Ts: {27 = Fi(z,s): j=0...n} con infinitesimal & <=
ov
& (x ) gm7 =0
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3.5. RESOLVIENDO X¥(X) =0 CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

Las componentes W/ (x) son invariantes del grupo Ty, el operador:

- 0
XE@(@@

es llamado operador del grupo y diremos que
XU
es la derivada de Lie de la funcién ¥
Utilizando esta notaciéon podemos escribir la expansién en serie de Lie de ¥ de una manera mas concisa:

82

23
U(z) =¥(z)+s(XP) + EX(X\II) + gX(X(X\IJ)) + ... (3.7)
0 equivaléntemente
U(3) = "X U(x) (3.8)

El gran aporte de Lie fué reemplazar la condicion finita de invarianza que es no-lineal, por una condicién
infinitesimal lineal que es mucho mas 1til en tanto es mas facil de manejar , ademés descubrié que la condicién
infinitesimal implica la finita . Este es lo que le permite a la teoria de Lie aplicarse a problemas no-lineales.

3.5. Resolviendo XV¥(z) =0

La ecuacién &7 (x) 97 = 0 es una ecuacién en derivadas paricles lineal, como tal tiene asociado un sistema
7

de n — 1 ordinarias de primer orden,es decir las ecuaciones caracteristicas

da? dzx? dz™
i@ 2w ew (39
cuyas integrales son:
Y= U(x) ie{l,...,n} (3.10)

que son a su vez los invariantes del grupo.

Cada curva 1)* = cte es individualmente invariante bajo el grupo, es decir, un punto sobre una de las
curvas de la familia va a dar a otro punto sobre la misma curva bajo la accién del grupo

Veamos ahora un ejemplo de un grupo de transformaciones que deja invariante al conjunto de todas las
curvas pero que no las fija individualmente.

Ejemplo 27. El grupo de rotaciones planas
Los infinitesimales del grupo son (§,m) = (—y,x) y al condicién de invarianza es:

—y¥, + 2P, =0
con la ecuacion caracteristica correspondiente:

dy dx

x )

cuya integral invariante es una familia de circulos:
b =V(z,y) =a® +y°
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3.6. GRUPOS DE LIE DADOS SUS INFINITESIMALES CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

A lo largo de un circulo podemos escribir ay como funcion de x:
y=+Vo-a?

dertvando tenemos:
dy —x —x

de 122 ¥

Observese que puede haber puntos fijos bajo un grupo de Lie, que de hecho corresponden a las raices de

&(z) =

3.6. Grupos de Lie dados sus infinitesimales

Vimos en la seccion anterior cémo una funcién analitica puede expandirse en serie de lie, en términos del

operador X
2 3

G(#) = G(z) + 5 (XG) + %X (XG) + %X (X (X)) + ... (3.11)

Si hacemos G(x) = 2’ para cada a7 entonces 3.11 se convierte en:

i ; ; 52 . s3 :
=1 +s(Xa?) + TR (Xa7) + TR (X (Xa7)) (3.12)

Para &7 simples, podemos sumar explicitamente y formalmente obtenemos:
=Xyl (3.13)
Ejemplo 28. Operando bajo X a los infinitesimales del grupo de rotaciones (§,m) = (—y,x) obtenemos:
Xe=—y X% =z X3z =y Xtr=u (3.14)

Ahora podemos separar 3.12 en dos términos como sigue:

s?2 st s3 s°
xx<1+4|+ ) y< f§+§+ >:ccos(s)ysen(s) (3.15)

Andlogamente la seria de lie para y:

. s3 80 5?2 st
Jg==x §+§+ +yll- §+I+ = zsen(s) + ycos(s) (3.16)

Claramente 3.15 y 3.16 son la forma finita del grupo de rotaciones planas.

Ejemplo 29. Grupo de dilataciones. Consideremos (§,m) = (x,y), entonces aplicando X a x tenemos:
Xx=x X’r=ux X3 =z Xt=2 (3.17)

Entonces la serie tiene un sélo término:

2
= ( +7+§+ ) =e'x (3.18)



3.7. GRUPOS MULTIPARAMETRICOS. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

Aplicando X a y:

Xy=y Xy =y X?=y (3.19)
Asi que:
~ 52 83

Lo cual define al grupo de traslaciones.

3.7. Grupos multiparamétricos.

Hasta ahora habiamos considerado grupos uni-paramétricos, estos aparecen al estudiar las propiedades
de simetria de funciones o de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, para estudiar las sime-
trias de ecuaciones de orden superior, transformaciones vectoriales o bien ecuaciones en derivadas parciales
necesitaremos utilizar grupos multiparamétricos.

Ejemplo 30. Consideremos el grupo proyectivo de dimension n:

. @ +a; + bk
TPTOY . J_— J J 3.21
{x 1+ cpak (3:21)

El superindice k indica la suma desde k = 1...n. El grupo proyectivo tiene r = n? + 2n pardmetros
independientes. Para obtener la forma infinitesimal del grupo de una forma mas “econdmica”, haremos la
siguiente identificacion:

aj; — a;s bjk — bjks Ci > Cp (322)

sustituyendo obtenemos:
o a7+ (a; +bipa®) s
7 = (a; + bjrat) (3.23)
1+ (cpa®) s
Supongamos que s es infinitamente pequeno y aproximemos el denominador de 3.23 con los dos primeros
términos del desarrollo binomial:

= (27 + (a; + bjkxk) s) (1+ Ckl‘k) s (3.24)
Ezxpandiendo, nos quedamos unicamente con el término en s de menor orden:
i =2+ (aj + bjka® — cxa®) s (3.25)
Los infinitesimales de 3.21 son:
¢ (x) = aj + bjpa® — cpatal jed{l,...,n} (3.26)

Cada coeficiente de los infinitesimales, corresponde a un grupo l-paramétrico finito. El grupo proyectivo
define n? + 2n grupos l-paramétricos independientes con operadores:

o 0 )
X = X0k = mk@ X = x’“aﬂ@ (3.27)
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3.8. FAMILIAS INVARIANTES. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

3.7.1. El corchete de Lie.

Definicién 23. (provisional) Sean X y X° operadores asociados a un grupo de Lie n-paramétrico, definimos
el corchete de Lie de X® y X° como:

(X, X" = x*X" - XX

El conjunto de los operadores asociados a los infinitesimales de un grupo multi-paramétrico so es cerrado
bajo el corchete de Lie:

0

Xa:()é‘j(l')i, Xb:ﬂj%

= [0 X7 = 0o s (84(e) o ) ~ 840 (00 )

A .
() 0 (el o
0xJ ) OxF oxF ) OxI
En el caso del grupo proyectirvo:
[Xaj,ank] = X% (Xbm) — Xk (X%)

0 (o D A
= X <X axn) e <6Xﬂ')

o [ Xu j=k
0 j#k

que es uno de los operadores.

3.8. Familias invariantes.

Ejemplo 31. El grupo de rotaciones. El grupo SO(2,R) tiene como operador infinistesimal a :

X0 =y o5 (3.28)
Observemos que la familia de circulos ¢ = ®(z,y) = 2% + y? es invariante bajo SO(2, athbbR).
Demostracion. En efecto:
X% =0
Por tanto cada ®(z,y) es invariante bajo X O
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3.8. FAMILIAS INVARIANTES. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

Ahora apliquemos T? € SO(2,R) a la familia de rectas por el origen de coordenadas:
Y
Y=y =" (329)

obtenemos: 0+ "
_sen 2 cos B y B
~ cos(f) — Lsen(d) G (x’e) =G (¥,9) (3.30)

SHES]

)=

Asi que TY deja invariante a ¢ como conjunto pero cada rayo no es invariante individualmente.

\\//

Figura 3.4: Familias invariantes bajo SO(2,R)

Observese que:
0 0 2
X0 =—y (L) has (L) = (4) +1=02+1 (3.31)
Oxr \x oy \x x
Ejemplo 32. Grupo de dilataciones uniformes

T° :{Z =e’z,§=e’y}
(3.32)

La familia de rayos ¢ es invariante bajo la acion de T?®, aun mds cada rayo es invariante individual del
grupo.

Demostracion. En efecto:

L R (33
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3.9. CONDICION DE INVARIANZA / )
PARA FAMILIAS DE CURVAS. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

Ahora observemos qué pasa con la familia de circulos ¢
¢ =0(7,§) = 3+ = (" +y%) = ¥ 0(x,y) = G(¢,9) (3.34)

La familia como conjunto queda invariante aunque cada circulo no lo sea individualmente:

o o
X0 =z—(2* +¢°) + yafy(x2 +47)

Ox
=2(2* +y°)
3.9. Condicion de invarianza
para familias de curvas.
Consideremos ¢ = ¥(z,y) una familia de curvas, si:
Y =U(z) =T (F(z,y)) = G (¥(z,s)) = G(1), s) (3.35)

con G una funcién arbitraria, tenemos que: ¥U(z,y) es una familia invariante bajo F'
La condicién infinitesimal para la invarianza es:

XU = Q(T) (3.36)

De hecho podemos interpretar es condicion aplicada a una familia n-dimensional, equivalentemente como:

XT =0 (3.37)

donde I' es una (n)-subespacio en un espacio (n + 1)-dimensional.
En efecto, sea I una funcién de n + 1 variables de la forma:

D(zt,... 2" 2" ™) = U2t "x) — 2" ™! (3.38)
Supongamos que I' es invariante bajo la transformacién:

¥ =Fi(zt,. .. 2", s)
T, = (3.39)
‘,EnJrl — anrl + s

Afirmacién 1. La familia 3.39 forma un grupo respecto a la composicion.
Demostracion. En efecto: Sean s,r € R arbitrarios:

i) Tenemos:
P =Fi(xl,.. . s+7)
TsoT,. =
i‘”—i_l — xn-&-l + (S +7“)

que es claramente un elemento de la familia de transformaciones.

49



3.9. CONDICION DE INVARIANZA / )
PARA FAMILIAS DE CURVAS. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

ii) La asociatividad se cumple, pues se hereda de la asociatividad de la adicién en R

iii) Notese que:
¥ =Fi(z,...,2",0)

Ty =
i.n+l — xn+1
Asi que:
7 =Fi(z,... 2", s)
TooT, = =T
i.nJrl — xn+1 + s
iv) Ahora:

¥ =Fi(at,...,2",0)
TsoT 4= =Ty
i.n+1:xn+1

Por lo tanto 3.39 forma un grupo respecto a la composicion.

O
La imégen de la funcién I' es una superficie invariante bajo 3.39 si I' satisface lo siguiente:
ETp + €T 4+ 4+ " Tyn + (D) gns1 =0
= XU =1
Entonces ¥(z!,...2") = 2"*! es una familia invariante n-dimensional, o bien una (hiper)superficie in-

variante n + 1-dimensional.

Teorema 11. La familia ¢ = V(x) es invariante bajo X = & (8%7) sty solo st XU = Q(V) para alguna
funcion Q.

Observacién 4. Sin pérdida de generalidad podemos elegir una funcion C', TI(V) tal que: ¢ = Phi(z) =
IT (¥ (x)) satisface: X =1

En efecto
dIt dI1
X = XII (V¥ = (X¢Y)— =0 — =1
(o) = XTL(¥(a)) = (X0) T = 20)
y elegimos TI(v) tal que:
dy
= / g
Qv)
Ejemplo 33. Grupo de rotaciones.
Consideremos una superficie en R de la siguiente forma:
Dz, y,9) = ¥(2,y) — 9 (3.40)
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3.9. CONDICION DE INVARIANZA / )
PARA FAMILIAS DE CURVAS. CAPITULO 3. SIMETRIAS DE FUNCIONES

Tal que cumple la condicion de invarianza respecto al grupo de rotaciones planas:
—yl'y +2l'y +T¢ =0 (3.41)

o bien, equivaléntemente:
—yU,+a¥; =1 (3.42)
Las ecuaciones caracteristicas asociadas a la ecuacion 3.41 son:
de _dy _dv
y oz 1

(3.43)

La parte izquierda de la igualdad tiene solucion de la forma 6 = 2% 4+ y2. Despejando xy sustituyendo en

la parte derecha de 3.43:
dy

d¢p = ——— 3.44
T 34y
integrando 3.44 obtenemos la familia:
1Y 1 :
¥ =sen” <> =sen = | —fF—= (3.45)
Vo 1+ ()

Si despejamos y, sustituimos en 3.44 e integramos obtendremos:

x

1 = cos™ <\/§> = cos~ T(E)Q (3.46)

Podemos elegir 11 tal que:

es una familia invariante bajo el grupo de rotaciones.
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Capitulo 4

Ecuaciones ordinarias de primer
orden.

Tenia 26 anos y de pronto me di cuenta de que podia
crear algo. Lei un poco y empecé a producir... Fue la teoria
de grupos y su gran importancia para las ecuaciones
diferenciales lo me interesd particularmente.

Sophus Lie.

En esta seccién presentaremos la aplicacién general del método de Lie para ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden, reconstruiremos algunos métodos analiticos que se aprenden en un cruso estandard
de ordinarias.

4.1. Factor integrante.

,Cémo podemos usar la teoria de grupos de Lie para integrar ecuaciones ordinarias de primer orden?
ean ¢ = ¥(zx as caracteristicas de :
S U(z,y) 1 terist d

dy _ B(z,y)
de  A(z,y) (41)

la cual podemos reescribir como la 1-forma pfafiana:
—B(z,y)dz + A(z,y)dy =0 (4.2)
Ahora:
dy = V,dz + ¥, dy (4.3)

Sobre una curva fija ¥, tenemos dy) = 0. Obsérvese que ¥(z, y) satisface la ecuacion en derivadas parciales
siguiente:
Az, y)¥, + B(z,y)¥, =0 (4.4)
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Ahora supongamos que ¢ = ¥(z,y) es invariante bajo X, el operador de un grupo de Lie con infinites-
imales (£,7n), entonces U satisface la siguiente condicién de invarianza satisface la siguiente condicién de

invarianza:
§(z,y) ¥y + (2, Y)W, =1 (4.5)

La familia de caracteristicas es invariante bajo 2 grupos, el grupo trivial definido por si misma con A y
B interpretados como los infinitesimales del grupo y con operador:

(3)5(3)

El segundo es no-trivial, con infinitesimales (£, 7), t deja invariante a la familia de soluciones ¥(x,y) como
conjunto, esto es, mapea soluciones en soluciones.

(G2

(G

Figura 4.1: Accién de (£, 1) sobre ¢

El grupo (A, B) mapea puntos de ¥; en puntos sobre la misma caracteristica. Por otro lado (£, 7) mapea
los puntos de ¥; a alguna otra caracteristica (12 en el ejemplo) para algun valor particular de s.
Tenemos 2 ecuaciones simultaneas independientes para las parciales de Psi:

-B A

UV, =—— v, =—- 4.
An-Be T Ap-Be (7
la funcién 1
M = - 4.
es el factor integrante y
-B A
dy dy (4.9)

= d
An— B T ay—Be
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Asi, la invarianza de las soluciones bajo un grupo de Lie llevan diréctamente a la solucién de la ecuacién
ordinaria por cuadraturas:

—-B
Y= / 41477 _ Bgdx|y=cte + f(y) (410)
Podemos determinar f(y) como sigue:

- B A
v, = (/ A17B€d$|y—cte>y + f'ly) = m (4.11)

Asi que la solucién general de 4.1 es completa.
Dada una EDO de primer orden siempre podemos hallar un grupo de simetrias, ello queda garantizado
por el teorema de Pfaf de existencia factor integrante

4.2. Integrando EDO de primer orden.

La siguiente tabla relaciona clases de EDO de primer orden con sus grupos de simetria, representados por
sus infinitesimales :

’ Ecuacién \ 13 \ n ‘
Yo = F(y) 110
Ys = F(x) 0| 1
Yo = F(al' + by) b —a
y+aF (2 +y°)
Yo = z—yF(z2+y?) Yy
Yo = F <% € Yy
Yy = 2" 1F (ﬁ) z | ky
2y, = F(ze™Y) x 1
=T oF (5] | 1]
vye =y +F (%) |2 | ay
— p;
Yo 25 FT) y | 0
2y, =y + F(x) 0 x
o = ey | WY | 0
2y =y(n(y) + F(z)) | 0 | xy
Yo = yF'(2) 01y

Tabla 4.1: EDO y sus grupos de simetria.

Ejemplo 34. Invarianza respecto a un grupo de dilataciones.
Hallar la solucion general de :

dy _y
—==H 4.12
() (112)
donde H es una funcion arbitraria, rearreglamos 4.12 de la siguiente forma:
—yH(zy)dx + 2dy =0 (4.13)
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Sean A(x,y) = —x y B(z,y) = —yH(z,y), debemos hallar un grupo de Lie que deje invariante a 4.12,

por inspeccion podemos notar que 4.12 es invariante bajo:

T =e’x
g=e"y
dy 9., .-
< _ZHg
= =Tz (T7)
9. dy —2sY
2s 2s
- ZH
= I (wy)
dy y
< =2H
= = (wy)

Ast que 4.14 deja invariante a 4.12. Los infinitesimales de 4.14 son:

E=uw n=-y

y el factor integrante es:
1 1

- An — B¢ B xy + xyH(xy)

Si 1Y es una solucion, entonces:

Q= Y@y z

y la solucion general es la familia:

= — 7—[{(0[) o n
= /zm da + In(y)

1+ H())

Ahora mostremos que 4.19 es invariante bajo 4.16

=z (—a(lzmy> ey Y (‘oz(liILH)x> a=ay

=>1b:—/ %da—i—ln g

Ejemplo 35. Hallar la solucion de:

tenemos que:
A=1  B=f-yg
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d
xy + zyH(xy) v xy + zyH(xy)

Y = gy + 1)
=~ (f(@) ~ yg(x)) dz + dy = 0

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
(4.24)

(4.25)
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Consideremos la traslacion:

r=ux
7 =y+s0(x) (4.26)
Sustituyendo 4.26 en 4.22 obtenemos:
dy N
= = 9@+ f@) (4.27)
dy do
= s T = () (y + 50(2) + /() (4.28)

Entonces 4.22 es invariante bajo 4.206 si elegimos 0(x) de forma que:

O g (4.29)
Por lo tanto el grupo adecuado es tal que:
O(z) = ¢ J»9(e)da (4.30)
Los infinitesimales de 4.26 son:
£E=0 n=0(x) (4.31)
Asi que el factor integrante de 4.22 es:
1
M(zx) = — 4.32
@ = g (132)
Sdd = L (f(2) — yg(a) de — ) d (4.33)

y podemos hallar la solucion de 4.22 por cuadraturas:

4.34 define una familia de soluciones de 4.22 para toda condicion inicial posible la accion de 4.26 sobre 4.34
es la traslacion:

b=1+s (4.35)
Ejemplo 36. Un caso mas complicado. Hallar la solucion de:
dy Y
- = 4.36
de = == J(y)a(®) (4360
que podemos reescribir como:
y @ (v
Zdr — (1= Z) ) dy = 4.
T “ ( T g (x)) y=0 (4.37)
Sean )
Y Y Y
A=(1—-—"g (= B== 4.
(-1 (D) : (4:35)
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Sabemos que esta ecuacion es invariante bajo un grupo cuyos infinitesimales son:

LY Y
Fw) 7 39
el factor integrante es:
x
M = (4.40)
v?9 ()
y la diferencial total es:
1 T
dy = — dz + dy (4.41)
v (%) y2g (L - 19)
Integrando por cuadraturas obtenemos la solucion general de 4.36
1 f(a)
— — 4.42
vevew - [ (14)
Afirmacién 2 (4.42 es invariante bajo 4.39).
Demostracion.
1
(o2 o) ([ i [10,)
fy) oz f(y) s a?g(a) y
e R,
F)\ agl@)z) v fly) \ agl@)z) s
2
()
fy\ o /.,
O

4.3. Coordenadas canonicas.

Cualquier grupo de Lie puede ser reescrito en terminos de nuevas variables llamadas coordenadas canénicas
de tal forma que la transformacion se convierte en una traslaciéon simple. El grupo:

= Fi(x,s) j=1,...,n (4.43)
con operador
, 0
X=8x)— 4.44
E(0) (4.44)
asociado con las caracteristicas
1 2 3 n
clla: _ (ia: _ (ia: o dx (4.45)
gHz) () &(x) §(x)
con n — 1 integrales _ _
r’ = R'(x) i=1,...,n (4.46)
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Estas funciones satisfacen la siguiente condicién de invarianza:

JOR _
oxd

¢ i=1,...,n—1 (4.47)

Sea r™ R"(x) una familia invariante, tal que:

¢ =1 (4.48)

Es decir, tomamos la familia R™ de curvas invariantes bajo 4.43, en términos de estas variables, 4.43 es
equivalente al grupo de traslaciones:

r=r" , i=1,...,n—1
(4.49)

P =r"+s

con operador
0

= — 4.50
5 (4.50)
Las integrales (r!,...,7") son las coordenadas canénicas del grupo. Cualquier grupo de Lie puede ree-

scribirse como grupo de traslaciones utilizando coordenadas candnicas.

Ocasionalmente pueden usarse las coordenadas candnicas para reconstruir la forma finita de un grupo,
conociendo los infinitesimales sin tener que hacer la expansién en serie de Lie.

Expresamos 4.49 como funcién de x:

Ri(#,...,3") = Ri(2',...,a") i=1,...,n—1
(4.51)
R"(ﬂEl,...,i") = R"(ml,...,xn) + s

Resolviendo para &’ en 4.51 obtenemos la transformacién finita 4.43: El uso de coordenadas candnicas
nos permite expresar los resultados en términos mas simples y elegantes.

4.4. Soluciones invariantes.

En secciones anteriores hemos visto que una EDO es invariante respecto a dos grupos, uno definido por
la propia ecuacién y que deja invariantes a soluciones particulares y un grupo no-trivial que deja invariante
a la familia de soluciones y manda sluciones en soluciones.

Algunas curvas soluciéon pueden quedar invariantes bajo la accién del grupo no-trivial. Tales curvas in-
variantes son importantes para el averiguar sobre el comportamiento asintético de las solucién.

Ejemplo 37. Ecuacion de Clairut.
FEstudiaremos la nocion de curvas invariantes en la ecuacion de Clairut:

dy? dy
=) =2 = 4.52
x(dx) yderm 0 (4.52)
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que es tnvariante bajo el grupo uniparamétrico de dilataciones
=¥ g =€y
(4.53)
§=2r n=y
Resolviendo (4.52) como una cuadrdtica para la derivada, podemo reescribir la ecuacidn de la siguiente
manera:

1
— (y + (y* — 4ma) 2) dz + 2xdy (4.54)
Usando el grupo (4.55) obtenemos el factor integrante
1 1
uw= = (4.55)
An—BE  1op (y? — 4mx)%
y obtenemos la solucion general
1
y 1 /y* 4m\?
T - 4.
v 2 2 <x2 x > (4:56)

Esta solucion puede reescribir como sigue

(o8- (&) )

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.07% -0.5 0.0 0.5 1.0

Cuando se expande (4.57), los términos cuadrdticos en ambos lados de la igualdad se cancelan, dejando
a la familia
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y =1+ z (4.58)
(U
como solucion general (4.58) se transforman bajo el grupo (4.55) de la siguiente manera:
y = (e z + = (4.59)

pes
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Capitulo 5

Ecuaciones Ordinarias de segundo
orden.

Puedo verme transfiriendo a la teoria de las ecuaciones
diferenciales las ideas que, para los interesados en
ecuaciones algebrdicas, han dado pie a la doctrina de las
ecuaciones abelianas....Creo que mis grupos de
transformaciones tendrdan una importancia especial para
la teoria de ecuaciones diferenciales en dos vairables si las
afirmaciones de Poincaré son ciertas.

Sophus Lie.

5.1. Algebras de Lie solubles y reduccién sucesiva de orden.

Consideremos £" un édlgebra de Lie de dimensién r < co y N C £" un subespacio lineal.

Definicién 24. FEl subespacio N es una subdlgebra de Lie si [x,y] € N VYx,y € N. Por otro lado diremos que
N es un ideal si [x,y] e NVz e N yy € £"

Si N es un ideal podemos introducir la siguiente relacién de equivalencia:
r~y siysblosi zv—yeN
El conjunto de todos los operadores equvalentes a X es llamado clase lateral de X respecto a ~, [z]~
Yy € [x] : y=x+ 2z para algin z € N

El conjunto cociente £"/N tiene estructura de dlgebra de Lie.
Tomando como dominio el plano complejo C tenemos que se cumple el siguiente resultado:

Teorema 12. Cualquier dlgebra de Lie £ de dimension r > 2 contiene una subdlgebra de dimension 2. Adn
mds para cualquier x € L se tiene que x pertenece a alguna subdlgebra de dimension 2.

61



5.2. METODO DE VARIABLES CANONICAS. CAPITULO 5. EDO DE SEGUNDO ORDEN.

Ahora estamos en condiciones de definir algebras de Lie solubles, como un andlogo diferencial para la
teoria de Galois.

Definicién 25. Un dlgebra de Lie es soluble si existe una sucesion de subdlgebras:
glcg?c...ceteer (5.1)
de tal manera que £571 es ideal de £° con s € {2,3...r}
Un criterio para la solubilidad se puede establecer respecto a las algebras derivadas.

Definicién 26. Sea {X1,Xs,...,X,} una base para £ el espacio lineal generado por [X,,X,]| de todas

los pares bdsicos es un ideal denotado por £ llamada el dalgebra derivada. Las algebras derivadas de orden
superior se definene recursivamente

(£r)® D) = [(m)(’”]/ ne{l,2,. .. n}

Teorema 13. £" es soluble si para algunan >0 : (£7)" =0
Corolario 1. Cualquier dlgebra de Lie de dimension 2 es soluble.

Para construir la secuencia (5.1) para £2 absta elegir X1, X de tal manera que
(X1, Xo] = a X,y

Entonces el dlgebra generada por X1, £! es un ideal de £2 y £2/€! = ({X}).

Si £2 es admitida por una EDO de segundo orden, puede reducirse en 1 el orden de la ecuacién usando
el ideal £1.

La EDO de primer orden resultante admite al algebra cociente £2/£! y por lo tanto puede integrarse
construyendo un factor integrante o bien utilizando coordenadas canénicas. Cualquier ecuacion diferencial
ordinaria de orden mayor que 2 puede integrarse reduciendo sucesivamente el orden si admite un algebra de
Lie soluble de dimension n.

5.2. Meétodo de variables candnicas.

Si una EDO de segundo orden admite un dlgebra de Lie de dimensién 2 en lugar de hacer reducciones de
orden, podemos buscar un cambio de variables adecuado, de tal manera que la ecuacién se pueda integrar
por cuadratura.

5.2.1. Formas candénicas para £2.
Para los siguientes resultados utilizaremos el corchete de Lie y definiremos un producto antisimétrico

X1V X =81m2 —mé2

donde
X1 =80, +m0y vy Xo==E0D,+ 20,

Una clasificacion de las dlgebras de Lie de dimension 2 de a cuerdo con sus propiedades estructurales se
basa en el hecho de que las expresiones:
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[Xl,XQ] =0 v XiVvXs=0

son ambas invariantes bajo cambios de base en £2 y cambios de variable en x y y.

(5.2)

Teorema 14. Bajo una eleccion adecuada de la base {X1,Xs}, cualquier dlgebra de Lie de dimensidon 2
puede reducirse a alguno de los cuatro tipos determinados por las relaciones estructurales canonicas. Podemos

entonces clasificar las algebras de Lie de dimension dos en las siguientes clases no equivalentes:

I [X1,X2] =0y X, VXs#0

L. [X;,X2] =0y X1V Xo=0
I [X1,X5] #0 y X1V Xy #0
IV. [X1,Xo] #0 y X1 VXo=0

Estas relaciones estructurales son invariantes bajo cualquier cambio de variables, de tal manera se puede

simplificar la forma de los posibles operadores bésicos.

Teorema 15. La base de un dlgebra de Lie de dimension 2 £% puede reducirse, mediante un cambio de

variables adecuado a una de las siguientes formas.
I. X1 =0, Xo=0,

II. X1 =0, Xo =20y

III. X; =0, X5 = 20, + y0,

IV. X1 =0, X2 = y0,

donde x y y son las variables candnicas.

5.2.2. Algoritmo de integracién.

Ahora vamos a identificar todas las EDO de segundo orden que admiten algebras de lie de dimensién 2

usando la clasificacién dada por los teoremas anteriores.

Tipo I. Para construir las ecuaciones que admiten un algebra £2 con base {0, Oy} hay que construir una
base para los invariantes diferenciales de segundo orden. Laxs extensiones de segundo orden de Xi y
X5 coinciden con ellos mismos, asi que 3 y " son una base para los invariantes diferenciales. De tal

manera la EDOmés general que admite a £2 tipo I tiene la forma:

v =rW)
La ecuacion (5.3) puede integrarse diréctamente
dy’
=x+C
f)
Y =e(x+C)

y por lo tanto

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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Tipo II. En este caso, una base para los invariantes diferenciales es {x, "’} y la ecuacién diferencial invariante
tiene la forma:

y" = f(z) (5.7)

y = / (/ f(x)da:) dz 4+ Ciz + Cy (5.8)

Tipo III. En este caso, una base para los invariantes diferenciales es {y’, 2y’ } y la ecuacién invariante tiene

e integrando obtenemos:

la forma: )
y'=—f) (5.9)
x
integrando obtenemos:
dy’
=lnz+C 5.10
/7 ! (>:10)
y =¢(nz+C) (5.11)
asi que
y = /(p(lnx + Cy)dz + Cs (5.12)

1
Tipo IV. En este caso la base para los invariantes diferenciales es {z, yy—,} y la ecuacion que queda invariante
tiene la forma:

y' = f(2)y (5.13)
que al integrar nos deja:

=0 / el S@a gy 4y (5.14)

Lo anterior puede implementarse como el siguiente algoritmo de 5 pasos para integrar una EDO de
segundo orden.
1. Calcular un algebra de Lie admisible £"

2. Si r > 2 determinar uan subdlgebra de dimensién 2 £2 C £7. Si 7 < 2 la EDO no puede ser
integrada por simetrias.

3. Calcular el conmutador y el producto seudoescalar para la base de £2. De ser necesario cambiar
la base a coordenadas canonicas.

4. Introducir variables candnicas. Reescribir la ecuacién en coordenadas candnicas e integrar

5. Escribir la solucién en las variables originales.

Ejemplo 38. Aplicaremos nuestro algoritmo a la ecuacion

y'=5—-— (5.15)
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CAPITULO 5. EDO DE SEGUNDO ORDEN.

. Resolvemos la ecuacion determinante y encontramos que la ecuacion (6.66) admite un dlgebra £2 gen-
erada por

X, =220, + xyOy Xy =20, + %ay (5.16)
. En este caso tenemos que r = 2, asi que pasaremos al paso 3
. Tenemos que [X1,X2] = —X; y Xj VX = —%xzy #£0
. Ahora reduciremos X1 a traslaciones mediante un cambio de variables
1
t=2  y=-= (5.17)
T T
tras este cambio tenemos que los operadores bdsicos son
= = t

estos operadores difieren de los de tipo III por un factor de % en Xo. Para evitar la singularidad en
u' = o0, excluiremos las siguientes soluciones de (6.66)

y=Cx (5.19)
Despues del cambio de variables la ecuacion (6.66) se convierte en:
u” 1
3tz =0 (5.20)
(5.20) tiene las siguientes soluciones
t2
u=-—7+ C (5.21)
/ t 1
=—+——h|Cit-1|+C 5.22
u Cl + 012 n| 1 ‘ + 2 ( )
5. Sustituyendo (5.17) en (6.75) y (6.76) obtenemos la solucidn general para la EDO nolineal (6.66)
y=Cx (5.23)
y = +v/ 2z + Cx? (5.24)
C’ly—l—C’gx—kxln‘Cl%—l‘—kC%:O (5.25)

donde C; son constantes aribtrdrias de integracion.

5.3.

Clasificaciéon de ecuaciones de segundo orden.

Algunas de las ecuaciones en nuestra clasificacion admiten algebras de Lie de dimensiéon mayor £" o
grupos de Lie r-paramétricos (locales) para algin 2 < r < 8, y surge ahora el problema de dar una clasifi-
cacion completa para las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. Lie resolvié el problema para
ecuaciones de orden arbitrario, aqui sélo consideraremos las de segundo orden.
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5.3.1. Clasificaciéon para ecuaciones que admiten algebras 3-dimensionales.

La clasificacién por simetrias se basa en listar las posibles algebras de Lie de operadores que actian
en el plano. Los operadores béasicos se simplifican usando un cambio de variables adecuado. Las algebras
relacionadas por cambios de variable son llamadas similares.

Las ecuaciones que admiten &lgebras similares son equivalentes en el sentido de que pueden llevarse una
en otra mediante un cambio de coordenadas. La clasificacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden 2 la dimensién del dlgebra admisible sélo toma valores en {1,2,3,8} ya hemos discutido los casos de
dimension 1 y 2, pasaremos pues al caso 3-dimensional.

Para £3 la construccién de ecuaciones invariantes se logra resolviendo la ecuacién determinante respecto
a la funcién incognita.

Construyamos el algebra de la siguinete manera

= ({X1 =0, + 0y, Xo = 20, + Y0y, X3 = X?0, + 920, }) (5.26)
Para X, tenemos que £ =1 y n = 1, al sustituirlos en la ecuacién determinante obtenemos:
Jot+ fy=0 (5.27)
de tal modo que
f=fz—-yy) (5.28)
tomando £ = x y = y obtenemos la ecuaciéon determinante para Xo
zf,+f=0 paraz=z—y (5.29)
se sigue que
/
r—y
ahora, sustituyendo £ = 22 y n = y? obtenemos
d
20/ 391 2(/2—y) =0 (5.31)
dy’
finalmente L )
g=-20y'+Cyz+y? (5.32)

asi que £3es admitida por la ecuacion ordinaria de segundo orden

LU HCyE ry?
l'fy -

y' + 0 (5.33)
donde C es constante.

Lie demostré ! que si una ecuacién de segundo orden admite un dlgebra de Lie £" con r > 4 entonces
necesariamente admite un algebra de dimesnsion 8. Estas ecuaciones son equivalentes y pueden ser linealizadas
a y” = 0. Con lo que queda completa la clasificaciéon para ecuaciones de segundo orden.

1La clasificacién de Lie utiliza como dominio el plano complejo C, cuando pasamos a la recta real, algunas ecuaciones de la
clasificacién pasan tnicamente a dos clases no equivalentes

Y =C(1 4y ?)zeatan” (W) (5.34)

" k=2
g’ =Cy F-1 (5.35)
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Si la ecuacién admite £ entonces la accién del grupo puede verse como traslaciones en una direccién
coordenada. Por lo que la forma canénica de una ecuacién que admite £' es

y' = fly,y) (5.36)

Para £2 y £3 ya hemos enlistado las posibilidades y para dimensiones mas grnades tenemos que la tinica
forma canonica es
y' =0 (5.37)

5.4. Linealizacion.

Teorema 16. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) Una EDO de segundo orden
y' = flz,u.9) (5.38)
puede ser linealizada por un cambio de variables

ii) (5.38) tiene la forma
Y + Fy(z,y)y® + Fa(z,y)y 2 + Fi(z,y)y + F(z,y) =0 (5.39)
donde las F; satisfacen condiciones de integrabilidad del sistema sobredeterminado

2, =22 — Fw— Fiz2+ F, + FF,

1 2
2y = —2w = FFy — 2(F)o + 3 (F1)y (5.40)
1 2
Wy = 2W — FF3 — g(Fg)y + g(Fl)a;

wy = —w? — Fyw — Foz + (F3), + FFy

iii) La ecuacion (5.38) admite un dlgebra de Lie de dimension 8
iv) (5.58) admite un dlgebra de Lie de dimension 2 con base {X1, X2} tal que X1V X =0
Ejemplo 39. Consideremos una ecuacion de la forma
y'=f) (5.41)
del teorema anterior se sigue que f(y') es una polinomial de grado 3 en y' con coeficientes constantes,
y' + Ay’ + azy® + A1y’ + A (5.42)

ahora bastard verificar que (5.40) escrito para (5.42) es integrable y por tanto (5.42) se puede linealizar. En
efecto

2p =22 — Ayz+ AgA,
zy = —zw — AgAs (5.43)
wy = zw — AgAsz
wy = —w? — Asw — Aoz + AgAs

por tanto el sistema (5.43) es integrable.
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5.5. Un resultado util.

Ahora introduciremos un nuevo concepto, diremos que el grupo de simetria de una ecuacién diferencial
T = Fi(t) es completo si

= La variedad de soluciones es un espacio homogéneo del grupo.
= El grupo es especifico para el sistema.

Si el sistema es auténomo podemos reconstruir el grupo de simetria completo, utilizando analisis de
simetrias de Lie, mediante la siguiente proposicién.

Proposicién 6. Si el sistema de ecuaciones diferenciales &, = Fy(t) es auténomo, entonces una de las
funciones incdgnitas puede tomarse como una nueva variable independiente y el sistema puede ser reescrito
de tal manera que contenga una ecuacion de seqgundo grado, que es susceptible de resolverse por reduccion de
orden.

Demostracion. En efecto, consideremos un sistema auténomo N ecuaciones ordinarias de segundo orden
i‘k:Fk(zl,...,l‘N,i?h...,Z'CN) (544)

Un generador del grupo de simetrias puntuales tiene la forma

N
D=7t z1,...,an)0 + Y mk(t, 21, .., 2N5)00, (5.45)
k=1

El sistema (??) puede transformarse en uno equivalente de 2N ecuaciones ordinarias de primer orden
Up = UN+k (5.46)
iLN+k:Fk(ul,...7uN,un+1,...,u2N) (547)

Ahora elegimos una de las variables dependientes para que sea la nueva variable independiente. Sea uy = y
tal variable. El sistema (5.46-5.47) se transforma en el siguiente sistema no-auténomo de 2N — 1 ordinarias
de primer orden, cuya variable independiente es y

dus .
QU UN+ (5.48)
dy Ua2N
d j F;
QUN+; _ LG (5.49)
dy U2N
d F
YN _ TN (5.50)
dy U2N
de (5.48) tenemos
Uns; = Upy 24 (5.51)
N+j — U2N dy .
al sustiruir esta expresién enlas otras ecuaciones obtenemos el siguiente sistema
. 1 .
uj = —— (Fj = Fy) (5.52)
U=2N
F
oy = — (5.53)
U2N
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El generador del grupo de simetrias para este sistema tiene la forma

N—-1
T =V(y,u)0y+ > GiOu, + GanOu,y (5.54)

i=1

sustituyendo u;,y y uan, por x;, n y &n y resolviendo el siguiente sistema

nj =G (5.55)
nv =V (5.56)
dnn
— =&y =G 5.57
dt E N 2N ( )
recuperamos el grupo de simetrias completo. O
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Capitulo 6

Aplicacion de los métodos de simetrias
a modelos epidemiolégicos.

No hay rama de las matemdticas, por abstracta que sea,
que no pueda aplicarse algun dia a los fendmenos del
mundo real.

Nikolai Lobachevski.

Los métodos de simetrias de Lie han sido ampliamente aplicados en el contexto de la fisica matematica,
sin embargo en otras areas no ha tenido tanto uso, por ejemplo en la modelacion matematica de fenémenos
biolégicos, se prefieren aplicar las técnicas del andlisis cualitativo o de la implementaciéon computacional de
simulaciones numéricas.

Presentaremos tres ejemplos en donde se utilizan los métodos de simetria en el contexto de modelacion
de sistemas bioldgicos, en particular de sistemas epidemiolégicos.

6.1. Un modelo de VIH.

Aplicaremos el andlisis de simetrias para examinar un modelo propuesto por Anderson, que describe la
transmisién de VIH entre parejas homosexuales o bisexuales. Se trata de un modelo compartimentado, se
divide a la poblacién en susceptibles (VIH-negativos), infectados (VIH-positivos), y pacientes enfermos de
SIDA.
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ul(e) | s Muerte Natural
'L A
uz(t) IJ

L s Muerte Natural

o
u3(t) —> Muerte relacionada con el SIDA

El pardmetro p es la tasa de muertes percapita (no relacionadas con el SIDA), tanto de susceptible como
infectados, y « es la tasa de mortalidad asociada al SIDA, el término \ representa la fuerza percapita de la
infeccién y se define como:

cua(t
)= Beus(t) (6.1)
uy(t) + ua(t) + us(t)
donde S es la probabilidad promedio de que un individuo infectado infecte a una pareja susceptible durante
la duracién de su relacién y c es la tasa efectiva de cambio de pareja dentro de una categoria especifica de

riesgo.

1
Se supone ademds que se desarrolla SIDA con un periodo de incubacién promedio de —
v

El sistema de EDO no lineales que describen la dinamica infecciosa es:

duq —Beuqug
- e 6.2
dt U1 + U + us Mul ( )
(6.3)
dus Beuiug
R stint el B 6.4
dt U1 + ug + us (V + /L)U2 ( )
(6.5)
du
ditl = vus — aug (6.6)

6.1.1. Analisis de simetrias.

Primero debemos determinar el dlgebra de Lie que admite el sistema, ustando el criterio de invarianza.
Consideremos un operador

' = &(t, ur, ug, us)0s + n1(t,ur, ug, uz)Ou, + n2(t, ur, ua, us)Ou, + n3(t, ur, ug, us) Oy, (6.7)
este genera un grupo de simetria para el sistema si su primera extensién I'(;} se anula sobre el sistema.
Ty (d;;l) ~0 (6.8)
Ty (‘Zf) ~0 (6.9)
Iy (‘Zf) ~0 (6.10)
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Las ecuaciones (6.8-6.10) son las ecuaciones determinantes del sistema, forman un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales lineales en las variables £, 171, 172, 3. Ahora debemos hallar un algebra de Lie 3-dimensional
soluble para poder integrar el sistema 6.2 por cuadraturas.

Investiguemos acerca de la forma que puede tener I' para poder hallar el algebra que necesitamos. Supong-
amos que &,7; y 72 son polinomios de segundo grado en uj, us y us, analizandoel sistema con Maple 13,
tenemos que 6.2 admite un algebra 3-dimensional £3 cuya base es:

{Xl = 8t y X2 = ulaul + u28u2 + u38u3 s X3 = e_(*”“”)t@@ + We_(lt+y)tau3} (611)

U2

si se cumple que
o=+ fe (6.12)

Veamos ahora la tabla del conmutador para (6.11)

X, X5 X3
X, 0 0 | —(p+v)Xs
X5 0 0 —X3
Xz | (b+v) X3 | X3 0
tenemos que {Xs , X3} genera un ideal de dimensién 2 : £5 C £3. Ahora llamemos £, al ideal generado
por X3, observese que:
£ C Ly C L3

lo cual implica que el dlgebra £3 es soluble.
Podemos usar la base candnica de £5 para reducir el sistema a una EDO de primer orden esta ecuacién
podré integrarse por cuadratura, pues admite el dlgebra £35/£4, generada por X; en las variables canénicas.
Los invariantes diferenciales de £, son
U2

t = 6.13
= (6.13)

Reducimos el sistema a una EDO:

% = (Be—v)C—vC? (6.14)

La ecuacién (6.14) admite el operador X, = 8y, asf que la ecuacién se puede integrar por cuadraturas. La

solucién general de (6.14) es

¢= e’ (e~ v) (6.15)

ePty + evtBeey — erteqv

donde c; es una constante arbitraria de integracion.
Usando (6.15) y (6.13) obtenemos una expresién para us en términos de uy y usg

P (uy + ug) v — €7 Beuy + vt (Be — v) crus

eﬁct (ﬂC _ V) (616)

us =
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al sustituir la ecuacién (6.16) en el sistema original obtenemos:

duy  —eP (Be+ p—v) Beuy — e (Be — v) crpun

1 6.17
dt et (Be —v) ey + ePetBe ( )
dus _ —eB [(us + ua) v — feus + pua) B — " (Be — v) (i v) exa 615)
dt e’t (Be —v) ey + efetBe '
Podemos integrar (6.17) y obtener
vt
uy = € (6.19)

ettt [evt (Be — v) e + ePetBc]

donde ¢y es una constante arbitraria de integracién. Ahora tenemos que (6.18)se reescribe como sigue:

duy _ —ePettvt [9elt (Be + 1 — v) cyug — co] (Be+ pu — v) Be (6.20)

dt et [evt (Be — v) cq + eﬂCtﬂc]Q .
2" (Be = v)* (1 — v) Gup — €27 (u — v) BcPuy (6.21)

[e7t (B = v) ey + €<t 3] '

Cuya solucién general es:
eBet+2vt
Be—n)] (e8¢t Be + et Becy — evteyw)’ dtfeca + s

42 = YT (6.22)

donde c3 es una constante arbitraria de integracién. Finalmente obtenemos la solucién general del sistema:

e’tey
_ 6.23
U= [ert (Be — v) e1 + ePetBc] ( )

e,@ct-‘rQVt
Bec—v dtfBees + c3

B ( 2 (ef<tBe + et Becy — evteyv)’ 6.94
U = eHttut ( : )

e’t (Bc —v) c1ePety] c3 —evtey
Uz = [ Bet+pttput ] t vt Bet + (6.25)

e (Be—v) ett [evt (Be — v) cr1ePet B
. Bot eBct—i—Zut
Beeo [e¥t (Be — v) crefty dt
[ ) 1 (ePetBe + et Becy — e”tclu)2 6.96
eBect+put+vt ( . )
Ahora si ¢ = 2v, la solucién general queda como:
C1
e S— 6.27
u e“t (2€Vt + 6102) ( )
Uy = [26” log (26” + 0102) c1 — 2e’te; + deVies (6.28)
+1log (2¢"" + c1c2) ciea + 2cieac3] /[ (26 + c1c0) ]

Uz = [e”t log (2e”t + 0162) c1 — 2e’te; + 2e¥tes (6.29)

+log (Qeut + 0102) chQ + 2C10263] / [2€ut+2ut}
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6.1.2. Otra manera de hallar la solucién general para el sistema.

Recordemos que cualquier sistema de n ecuaciones de primer orden puede transformarse en otro equiva-
lente, donde al menos una de las ecuaciones es de segundo orden. En este caso el dlgebra admitida ya no es
de dimensién infinita y podemos recuperar las simetrias del sistema original. Si aplicamos este resultado al
sistema, encontraremos que cuando a = p+ fc¢ tenemos una ecuacion ordinaria de segundo orden linealizable

En efecto transformaremos el sistema en uno con dos ecuaciones una de primer orden y otra de segundo
orden. De (6.2) podemos reescribir ug

du
ditl (ug — uy) + Beugug + pu? + pugus
uz = o (6.30)
T e

y tenemos la EDO de segundo orden:
d2u1
de?

du1
2 2 2
—Ug + ap u:{’ + apujus

= {aﬁcuu%w + afcuy I

du duy duy
9 227 49 it it 3
+2apu; & + 2y e + aug ( %

2
du
to (1) uy — Bepuf — BepPuiug — Beprus *us

dt
d d d d
—2Bcuu12% — Bepuy %UQ — Bevuy %ug — Beuy ((;?) 2
d . d d
+pBc (;Ltl) 2ug — u?’ul?’ — u3u12u2 — 2u2u12% — 2u2u1 %Ug

d d
o ()7 (TG ) o e (03
junto con la EDO:

du du
o _ <,m1 T iz + iz + dtl) (6.32)

Aplicaremos ahora el andlisis de simetrias para estas ecuaciones, usando Maple 18 y obtenemos una EDP
parabdlica, cuya curva caracteristica es

u1 + ug = cte (6.33)
y en consecuencia, introducimos una variable independiente nueva:
Vg = Uy + Ug (634)

Ahora tenemos un nuevo sistema, en el caso de que a = u + Sc este nuevo sistema admite un algebra de Lie
de dimensién 8.

d? d d
dtzél = | Bepur? + Bcu1% + pPug? — pvuy® + 2,uu1% (6.35)
du1 du1 2
gt ( dt ) /i
dUg
% = (u+v)ve + vuy (6.36)
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Los operadores que generan al dlgebra de Lie que admite el nuevo sistema son si ¢ # v:

Xy = et (10, — pd, )

Xy = e Ht (uilat — (Be+p— 1/)) Ou,

Xy = elBetn—v)y,29,

Xy = e“tu128u1

X5 = u10y,

Xg = 0

X7 = eBet (20, + (Be+ p — v) u10y,)
Xs = —eBe=t (9, + puy9,,,)

Si 8 = v, los operadores que generan al dlgebra de Lie que admite el sistema son:

X, = e Mt (u%at - u8u1>

X7 =t (tat — (,Ltt + 1) ulaul)
Xg =t (8t — uulﬂul)

Para poder linealizar, debemos buscar una subélgebra de dimensién 2 (abeliano e intransitiva), expresada
en coordenadas candnicas y, de acuerdo con la clasificacién de Lie, tenemos que buscar una subélgebra:

{0a , 20} (6.37)

donde @ y t son las llamadas variables canénicas, bajo las cuales podemos interpretar la accién del grupo
como traslaciones sobre . Tomaremos por ejemplo la generada por {X3, X4} si fc # v o bien {Xg, X4} en

el caso de que 8 = v.
Ahora podemos proponer una transformacién uniparamétrica para linelizar (6.35):

_ (v—Bc—p)t
Foev—par g _¢ _ (6.38)
U1
en el caso fc# v,y
_ e Ht
t=t, u=— (6.39)
uq
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en el caso Bc=v
Asf la ecuacién (6.35) se convierte en:

0 (6.40)

Cuya solucién es:

Il
Q
=
|
+
Q
(V]

u (6.41)
lo cual nos lleva a la solucién general del sistema original

vt

€ "Cy
= 6.42
U= [ert (Be — v) c1 + ePetBc] ( )
eﬁct+2ut
B (ﬂc - V) f (eﬂCtﬁc + eutﬁccl — eutcly) dtBCCQ +c3 A

Uy = T (6.43)

- — [e" (Bc — v) e1 + €7M] ¢3

3= eBettut+ut (Be — 1)
—eYley
6.44
—'_e/“5 [ert (Bc — v) ¢1 + ePet B ( )
v e eﬂct+2ut
+BCCQ [6 ¢ (BC - V) c1+ eﬂ tV] f (ePetBctertBecy —evte )2 dit
e,@‘ct+;tt+ut
Ahora si B¢ = 2v, la solucién general queda como:
1
= eee— 6.45

YT (2et + cre9) (6.45)
Uy = [2@" log (Qe”t + 0162) c1 — 2e’te; + deVies (6.46)

+log (2€Vt + 6102) c%cz + 2016203] / [26“t+”t (26” + C102)}
Uz = [e”t log (Qe”t + 0102) c1 — 2e¥eq + 2e¥teq (6.47)

+log (2e”* + c1c2) e + 2cicac3] [ [2eHH27]

6.2. Un modelo de tipo ntcleo.

El siguiente modelo fue presentado por Hadeler y Castillo-Chéavez para dindmica de enfermedades de
transmisién sexual, toma en consideracién un grupo relativamente pequeno de individuos activos, cuyo tamano
es constante. Este grupo o nucleo, recluta individuos del resto de la poblacion, la tasa de reclutamiento puede
depender del estado del nicleo. El complemento del nicleo esta inactivo.

La poblacién tiene tamano P(t) y su complemento A, el nicleo C se divide en susceptibles S, vacunados
(educados) V e infectados I.

P=C+A C=5S+V+1I (6.48)

La tasa de nacimientos es b > 0, la tasa de nacimientos de los infectados es 0 < b< b, la tasa de mortalidad
es 1, mientras que para los infectados la tasa de mortalidad es i > pu, la tasa de recuperacion es o > 0, la
tasa de vacunacién es ¥ > 0, la tasa de transmisién de infectados a susceptibles es 8 > 0 y la de infectados
a educados es 0 < 3 < B. Al recuperarse, los individuos pueden pasar a la clase de educados con una tasa
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de ary, con 0 < v < 1 o volver a ser susceptibles a una tasa a(1 — 7). El reclutamiento queda descrito por
r(I,C). B

Como una primera simplificacién consideraremos P = constante, con lo cual b = b = y = . Entonces el
modelo es:

A=pP— Ar(I,C) — uA (6.49)

S = Ar(I,C) —5% — S+ a(l =) — usS (6.50)
V=4S — B% + oyl —uV (6.51)

I= M —al —pul (6.52)

En el articulo de Hadeler y Castillo-Chévez [CCH95] se relaciona este sistema con un modelo para el
ntcleo aislado de tamano constante C' =1

S =p—BSI—S+a(l—y)I—puS (6.53)
V =S —BVI+ayl —uV (6.54)
I=pBSI+BVI—ol—ul (6.55)

Hadeler y Castillo-Chévez, hacen el anélisis cualitativo del modelo, asi como analisis de estabilidad. Ahora
aplicaremos el método de Lie para hallar las condiciones fisicas para la existencia de simetrias puntuales y
de ser posible deducir la solucién general en forma exacta, de tal manera complementaremos la informacién
obtenida mediante andlisis cualitativo.

6.2.1. Analisis de simetrias.

El sistema (6.53)-(6.55) puede reducirse a un sistema de dos ecuaciones usando la relacién
C=1=854+V+1I (6.56)
y reescribimos el sistema de dos ecuaciones como una ecuacién de segundo orden, usando
I=1-5-V (6.57)

deduciendo V' de (6.53)

:S—u5+w5—u_5+1

Vv oy —a+ B8 (6.58)
y obtenemos una ecuacién de segundo orden para S
S =f(tS5,5) (6.59)
Ahora, buscaremos el dlgebra de Lie asociada para (6.59). Un operador
I'=v(t,u)0 + g(t,u)0y (6.60)

genera al grupo de simetria de una EDO de orden 2 si su segunda extension
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dg ) d /(dg .dv Jdv
Ty =T+ (a0 o+ (S (Y —a2) i) o, 61
{2} +<dt udt>a +<dt<dt udt) udt)a (6:61)

aplicada a la ecuacién, se anula

F{Q}(il) =0 (6.62)

La ecuacién determinante (6.62) constituye un sistema de ecuaciones en derivadas parciales sobredetermi-
nado para v(t,u) y g(t,u). Aplicando el andlisis de las simetrias, obtenemos una EDP lineal de primer orden
para v(t,.S), sus curvas caracteristicas sugieren que se haga la siguiente simplificacién.

S = —ytatu (6.63)
B
donde u(t) es una variable independiente nueva.
Ahora (6.58) se transforma en
. 1 - B 7
vy ltald=yptd)+lay—at+pty—uwu—pu (6.64)

Bu

y 6.59 se transforma en

. 1 _ _
= (a®By?pu + o By pu — o Bypu — o Byu + o By 1 + 20 By 1af(6.65)
—a?By 4 o By — o Bru — 202 By + 202 By — o B + o® By
—a?Bipu+ afypu + 208Byp* + 2088y — 2a8Bvpu — aBByu — 283 — 2a 8B
+2aBBuu + affvu + afypiu + afupu — 20Bypu® — afypi — 2aByhu? — afyipi — afyut — afuu
—afupu + afpu® + afui + afyu® + afvi — 2afyptu — dafyppu 4 208y’ — 2afypi — 2089
+2aBypu? — 2y + afyut + 2ap*u + daBuu — 20Bu* + 20 Bt + 2av u — 2a69u® + 208
—afui+ B°Bp® — B2 Buu + B pPu — B2’ — B2 i — BB u — 2BBbu + 2B’ — 28Bui + SR’
+BBut — Buu® — Bupu® + Buu® — Buut + Bhu® + Bui + Bu* + Butu® + 2Bubu* — Buu® + 2B pud
+6¢%u? — fyud + 2BYui — Bulu + BuQ)
Aplicando el método de Lie, obtenemos simetrias puntuales no-triviales sélo en cinco casos.
Caso 1. =7

En este caso tenemos un dlgebra de Lie de dimension 8 isomorfa a sI(3,R) cuyos generadores son:

o e T (et and — o — on) + B — up — u) 9, (6.66)
b (avp+ oy —ap — ap + Bu)u '

(O + Ouaryp + Oua y Y — Quap — Oy tp + Oyt — Oyups — dyur)) e t(Ftv—e)
u

FQ =

(6.67)
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B et ard —1au i (T (200 up e+ 20, B pay i~ 20, B puay (668)
—20, fuayh — 20, uh a® + 0, ayh + 29, wpla — 20, fPup
—20, &2y ? — 20, vl — 20, PPy + 210, 0% — 20, Pu+ pdyay
—2B 120, a — 20, fula + 0y a2V + 0, 22?4+ 20, BuPY + 20, wp oy
—20, uay + 20, uparh + 2B p20y ay + 40, fpua — 20, Buuh — 20, fpa)
+20, Butha — 4 p 8y &Py 1h + 20y oPuy + 2 8y P — Py o + 0y °?
—Oy )+ 0y &2 + 0y B2 + 0p uar — Oy uth + 0, ua®
+B 8 — Oy up + Oy uPp? + 9, u”B?))

Iy = 1 5 (et(m'w—’l) (=20, u?BY* — 0y uP B + 60, u* By — 30, wp*a*(6.69)
(ayp+ayy —ap—ap+Fu)u
=80y upPay v B4 0y B2’ — 90y o’ p® — 30y wp B2p® + 0y &P p? — 0, P — B, aYP
0, B2p* — 6 0y up®ay B — 40y Bua’y uyp + 120, ’uy v p
—40, fruayh p — Oy w3 — dpuBay p — 70y up a2 1 + 8y uplath B — 50, u o p
+O uh app — 40y aPuy? + 30, 22 B+ Oy ucy p— 40y Buy p? + 30, BPrtay
+60, a*Y Bu® = dyupay + druBayy + 30, u*YPay — yup B — 30, fPptay
+20, upla?y — 20, fuc®?® — 50, uplaly + 50, uPiay p — 0, udalu
+20, uda + Oy u By pu+ 30, 2V B+ 20, uPB pPay + Oy ulBPayh — O upp
—20, upPay B — 30, vt o — 40, BPuay pu? — Oy up ay p
+30, B2ty + 40, Buy i + 0y vty — 30, upPa’y? + 30, v B p
—30,u?B%a p — 90, Py — 0, vy
+0y 2P — 69, 22 B py — 20, Buay?u? — Oy udaPY — Oy ua’pu — 20, o %
+0, a*y*? + 0y up?a — 30, o> P + 30, a1 p
=30, BPrla + 0 &7’ P + 0y &Yy + 8, 0Py’ + 40, BPua
—100, 2B paty + 69, &>y B — 20, Bua®y** + 80, oPuy 1B
—80y &Puy ) — Oy uBfay + 20, ayip B+ 100, auy pep + 49, B uay?
—120, &y 1B — 80y Buct ) — 50, upra®y e + 6 0, upa B+ 20, v ay — 69, vy
—20, ua?Byp— 20, vl By + 40, vl Bay + 140, up? iy p — O, u?BPayp
20, atp B — 40 &Py + 20, PuyY? — 70, up P + 0y uaty
—6 0y Bucu? 420, aBuy?u® 4+ 20, wi B o+ 990, &%y p+ 30, o>y up?
120, ay 2B+ 90, &Py — 60, &y BB + 60, BPua i
—dy upPa®y? 4 6 0, uP oy + 20, a2y + 30, B3 PPy
120, B pa—20, v o — 40, vt B o+ 49, aPupp — 40, urap?y
+6 0, u a1 — 20, o Py + 20, Ul B+ 40, B p
(6.70)
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420, B 4+ 20, P o — 20, uP B + 20, uPB Y o+ 39, v B

—0y WP p? — Oy upPa® — 20, %y + 30, Py — 30, a3Py?

+20; a2 — 20, &P pPy + 30, 33y — 20, BPup® + 20, utalu?

+20, &Bup? — 0, upP B + 40, v a*? — 30, a3 — 30, o’ plHy?

+0u u? B3+ 20, u B2 u® — 0y ua® Y + 20, aPup’

—Ouutalp — O, u B+ Oy PPy 430, Y B + 20, uf ap — 40, u B uza))

B ararary —oju— ot + B ) u (et (<30, BuPav — 20, up oy
+3 0, v V2B 1 — 30y upay? + 0, &2y + Oy uP o+ 0, fAu? — 0, By —
O u’ 2B+ 40, u*Bpayy — dyutpe — 9, uP Py
20, atp B — 40y &Py + Oy Purp? — 20, upP % + 20, u P Y? — 69, uPB pat
+6 0y &*7* P B+ Oy uP P B — 80y up? o’y — By fuay i’
+100, upla ) B+ 70, vl p?ay p+ 20, u? B pPay + 30, a2y ? B — 20, uB
+0, &2 p% — Oy up? oy + 30, uPPay — 39, aPuf p? — 20, BPuay v
—20, api? B+ Oy wpPa + Oy P pPay — 120, oYy B
490, PPy — 70, upta’y*h — 40, PuB p + 20, u? B2 + 90, Yy p
—99, &2y pu? — 30, up f2u? + 0, Buy p? — 80, up a*y?
—T 0, u*?ap — 20, Bua~y b + 20, u? B2 i+ 30, &2y p? — 29, ua? ity
420 ay p?B + 0y &Buy?p? + 40, upd B a + 6 0y aPuy i B — 0, o3
—20, &Bury p? — 30, PPy + 0 &2 + 40, uP P B+ 40, upaly
—0y BuaP? — 70, upap + 6 0y up?a B — 20, udpp? — 30, Yo
+0y udpPa — Oy uPfp? — 30, wpa? — 90, P3P — 40, uPaP Y
+0y B3 + 16 0y uth?>®y 4+ 30, auBu® — 20, upPa®y? — Oy up B+ 20, ay B
+30, B2ty + 60, o B p? — 0y urp® + 20, v o + 30, o33y
—50, vl a — 20, u? B a — O upPay + 30, P28 — 40, uPB pPa
+0y &332 3 — 40, &Buy prp — 100, upPayp B+ 30, oy
—30, &332 + 20, a1p p+ Dy aPup® + 69y up oy + 20, 22
—30, &3 +30, a2 B — 30, BPula+ 0y oy 12
+0u 0®3Y? — 60y wp oy B+ 50, vt oy + 20, Ut Brp oy
—60, a2y 2B — 20, &Py + 30, o3Py — 0, BPup® + 20, v u?
+20, Bua’y? — 30, a3p?u + 140, up oy — 0, Bua’~y*Y? + 40, oPuy B
+20, Bupp — 20, u Py + 40, v P ) — 20, upd o
—20, &Yy + Oy upP o — Oy up® B — 49y upPay B — 60y 2P By
—20, fruay p? + 20w oo — 29y aPuyp? + 30, o226+ 20, Bruat
+30, B2 playy +20, &Py’ py))
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e (9, 40, B — Oy Bu— Oy pi+ Oy aypn+ Oy — Oy ath 4+ Dy aytp — Oy uh)
u

I's =

1
(ayp+ayy —ap—ap+Bu)u
—30uupayY +2Bpdyayh — B by uay — Oy uh o — 9y frup + Oy vl — Oy ulap
=20, &y Y? — By up®f — Oy uPah — 2170y &y + 20y &P + 0y P + Oy upPa + 9y PP
+0, 2722 4 0y BPu? — Oy upPay — Oy up a® + Oy u? B+ 0y &2? + 20, uha + 30, up )
—1—26#28”@7—#@@—1—6#8,5—|—,u8ta’y—2b’u2(“)ua
+2B Oy uc — 2B Ay urh — 2B Oy th + By uth o — 4 119y &y
110y ucPy + 2 10y Y1) + 0y U B1p — 20, P ay + day )

7= (3uu2¢2—5ta¢+3u042m’¢—55uua71/)

Fg = 8t

(6.72)

(6.73)

(6.74)

En este caso (6.66) es linealizable por medio de una transformacién puntual. Para hallar la transformacidn
indicada, debemos hallar una subdlgebra abeliana de dimension 2, intransitiva. Segun la clasificaion de Lie

podemos llevarla a su forma canonica

Ou 10y

donde @ y t son las nuevas variables. Podemos, sin perder generalidad tomar la subdlgebra formada por

{Fg,rﬁ}.

Para encontrar t y u tenemos que resolver las siguientes cuatro EDP lineales

I3(t) =0 Is(u)=t

Ig(t) =0 Ts(u)=1

Tenemos que si 3 # o — 1) sucede que
(B — B+ o — ags — wp — avp + B — jou — bu)

i = e (ayp+ oy — ap — ap — B — pu — )
y con estas nuevas coordenadas (6.66) tiene la forma:

dt

integrando obtenemos
U= a1t + ag

donde a; son constantes arbitrarias de integracion.
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Usando (6.76), (6.77), (6.63), (6.58) y (6.57), reconstruimos la solucidn general para el sistema original.

__ab Do Brp) e | o G ) o0

CB(B+v—a) (et (ut ) +eflar) B (el (14 1) + eflay) '
. et (et Byp + e~ Vlay) ot (v (Ba— p) + ¥+ p) aan (6.81)

B (et (u+ ) +eftar) B (B+1 —a) (el@tmi (u+ 1) + ePlay) '

Bt (B — y —
=B opmaa (6.82)
/8 (e(a+ﬂ)t (‘u —+ 1)[)) eﬂtal)
e Yo+ p) ,
Sif=a—-vyy+# m tenemos que el dlgebra generada por I's y I'g puede llevarse a su forma
canonica haciendo:

o wbtwh—oyp—ayy (6.83)

u+t (ot + pp — ayp — ayy)

(o + p —ayp — anp + (p+ ) u) (e + wy — ayp — any) 84)
e~ (u+ t (o) + i) — oy — o)) (n+9)*

= (u+t(a)+ pp — ayp — o))’ +

Ast que la ecuacion (6.66) se reescribe como

?a  (ay+ pp — ayp — o)’
7= o (6.85)
que puede integrarse como Sigue:
2
G=ay + agt — (o) + pip *;w —avy) (6.56)
Ast la solucion general para el sistema es:
(a1t + az) (et + pyp — ayp — ayy) — aay (1 =)
S =
W) 7 (o + b — ara — o) — (w9 ar) (@ — 9)
N W (anp + pp — ayp — ayh) p (6.87)
(WD (ay) + puyp — ayp — ayp) — (p+ ) ar) (p+ )
V= ()t ta2) (@ +py — agp - ayd) +ar (o + )
(WD (ap) + puyp — ayp — ayh) — (u+ ) ar) (o — )
N Wt (g + pap — aryp — ayi) ¥ (6.58)
(et () + pyp — ayp — ayp) — (n+ ) ar) (1 + )
2
I— (L+9¥) a (6.89)

(el (ath + ptp — ey — ayh) — (+ ) ar) (u+ )
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ot entonces (6.66) se integra diréctamente

Finalmente si B = o — y vy = m

1

w= e(ﬂ+¢)ta1 + as

y por tanto la solucion general es

gkt O+ p (o =) (e + ay)
(ett¥)tay +az) (a =) (1 + )

Wt (o — ) a1 + aagy + agp® + 2agp) — p— 1)
(e t¥)fay + az) (0 = ) (1 +9)

—(p+1)az
(e Dta; + az) (@ — )

Caso 2. = (1_'7)(,“‘*‘1/})04,6: (a =) (n+7)

;Y <ay

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

Ahora la ecuacion (6.66) admite un dlgebra bidimensional (intransitiva y no-abeliana) generada por los

siguientes operadores:
[y = W (9, — (u+ 1) udy) Ly =0,

Una base para los invariantes diferenciales para 'y en (6.94) es
I = yelrt¥)t U= (0 + up + uap) 2V
y por tanto la ecuacion (6.66) se reescribe como

du _ (—ay +ayh — a4 ) @+ (ayp + oy — arh — y)

de a (y—1)t

la cual puede integrarse diréctamente:

(ay =) p+ (1 —v)ayp
u=at (=) oy + 2

La ecuacion (6.96) admite una simetria generada por T'y en (6.94), entonces se transforma en:
Ty = (4 ) (10F + 2udy)

sustituyendo, obtenemos la siguiente EDO de primer orden

(cw—1/1)u+1 ((cw—w)u
e

(1—=7)ar

=1 | (ute)t
U= au (1 - ’Y) 0“# )

+u(u—1—p)

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

la cual la podemos integrar, puesto que admite el dlgebra generada por I'y, y por tanto admite el siguiente

factor integrante

M _ _ef(,u,ﬁ»d))t
N (ay =) p (047—1/1),“>
o =) o) “e<<1 —aw )
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ast (6.99) queda como sigue

(v =) (WWH

—L r =1 | (ut)t
du — alu(l—V)Cﬂ/’ e (1=7)ay )

+uu——p)|dt=0 (6.101)

de esta manera obtendremos una solucion para (6.66) por cuadraturas.

(et+2m)y 5 _(a—¥)(n+v)

2u+v)a 2u+¢
Tenemos que (6.66) admite la misma dlgebra que en el caso 2, tomando como base de los invariantes

diferenciales a (6.95), podemos reescribir la ecuacién como

Caso 3. =283, v =

du  3u+1?

— = = 6.102

dt 2t ( )
esta ecuacion puede integrarse directamente de la siguiente manera

i =atVi+ (6.103)

sustituyendo (6.95) en (6.103) obtenemos la EDO

() -

- 1
U= —aju\/ue 2 -
s

2
+ — log (ue(’“”[’)t) — — log (\/ﬂe(’”'w)t + al) = as (6.104)
a3 a

la cual es una solucion implicita para el sistema.

Cu+)y - QCut+Y)Y+op

P B= e (1 41)

Nuevamente, tenemos la misma dlgebra que en el caso 2. Una base para los invariantes diferenciales de
I’y esta dada en (6.95) y por tanto la ecuacion (6.66) se transforma en

Caso 4. f=ay+u, 7=

du  (ap+p? = pp — 2 a+ (op + p® — 3up — ?) £

— = = 6.105
dt (op —2pp —p2)t ( )

que podemos integrar directamente y obtener

(o —p® + p + %)
a=af (Contp’+2up) g (6.106)
y al sustituir obtenemos la siguiente EDO
et d) (ap - p? = 3p —4%) (o — p? — i — ¥%)

i = age (op —2p0p —9p?) w (=20 =92 ) (6.107)

la cual admite una solucion implicita.
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a(l—7)(ay+p)

Caso 5. f=0,v =av,
La ecuacion (6.66) admite el dlgebra de Lie generada por
Iy = et (@, — (u+ ay)ud,) 0,
una base de invariantes diferenciales para I'y es
t= etV g = (a4 up + uay) Mot
sustituyendo tenemos que (6.66) se transforma en
du  u+#
de t

e integrando, tenemos

sustituyendo tenemos la EDO

Qe u (7e(a“/+ﬂ)t (ay + p+u) + al)

elay+p)t
cuya solucion general esta dada por
ay
U= a1

elav+p)t ee(wwkﬂ)t (O‘FY + ,LL) ajas — 1

por tanto la solucion general para el sistema es

ai
e(oz'y+,u)t e (e(a'eru)t (Oé’Y + ,[L)) ajay — 1 ("y — 1) a—ay | u

S = a1
elav+mt | o (elertmt (ary + 1)) ajaz — 1| (ay+p)(y=1) | a
v drttaty (v — 1) —aup
el (ay +p) (v - 1) a
ay
, o (e(av-&-u)t (ay + ,u)) a2asp

ay

clartt | o (T T 1) 4 gy 1| (ay + ) (v —1) | a
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6.2.2. ;Qué informacion obtenemos del analisis de simetrias?

Estudiaremos con mas detalle las soluciones que hallamos en la seccién anterior para los casos 1 y 5.
Supongamos que existe un programa de control de la enfermedad en el nicleo activo. Graficaremos las solu-
ciones obtenidas para distintos valores de los parametros 8 y v y para distintas condiciones iniciales. La
intuicién parece indicar que a bajas tasa de transmisiéon y altas tasas de educacién implicarian un decrec-
imiento en el nimero de infectados y susceptibles, sin embargo el comportamiento de ciertas infecciones puede
ser contraintuitivo, como veremos mas adelante.

Tomaremos los siguientes valores numéricos para o, iy vy

a=4 =02 ~4=0.025 (6.117)

los demds pardmetros los obtenemos a partir del andlisis de simetrias. Tomaremos dos tipos de condiciones
iniciales

(A) Hay presencia de vacunados y un nimero muy pequeiio de individuos infectados

S(0)=09 V(@©0)=0 I(0)=0.1 (6.118)

(B) Tenemos presencia de vacunados y un gran numero de infectados, poco menos de la mitad

S(0)=06 V(0)=0 I(0)=04 (6.119)

Para cada caso tomaremos valores bajo, medio y alto para las tasas de vacunacion.
B8 €{0.3,3.3,6} ¥ € {0.1,1,2} (6.120)

En la figura se mjuestran los distintos casos para cada juego de pardametros. En color verde se muestran
los susceptibles, en rojo los infectados y en azul los vacunados.
Vemos que la campana de vacunacién tiene completo éxito en los casos en que

= Las tasas de transmisiéon son bajas o de rango medio, la tasa de vacunacién es de rango medio y la
prevalencia inicial de infectados es alta, como en las gréficas A4 y A5.

= Las tasas de transmisién son altas, la tasa de vacunacion tiene rango medio y hay una alta prevalencia
de la enfermedad, grafica B6.

= Las tasas de transmisién son bajas, la tasa de vacunacion es alta y hay una prevalencia inicial de
infectados baja, gréfica A7.

= Las tasas de transmision son medias y la tasa de vacunacién es alta, sin importar el niimero inicial de
infectados, gréificas A8 y B8.

= Las tasas de transmision son altas, la tasa de vacunacion es alta y el numero inicial de infectados es
alto, gréfica B9.
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Figura 6.1: Graficas de las soluciones, para cada conjunto de condiciones iniciales, y cada juego de parametros.

Tenemos casos donde hay un incremento de susceptibles seguido por un decrecimiento cuando

= Las tasas de transmision son bajas y la tasa de vacunacién es baja. Graficas Al y B1.

= Las tasas de transmision son medias, la tasa de vacunacién es baja y el numero inicial de infectados es
bajo. Gréafica A2.
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= Las tasas de transmisién son medias o bajas, la tasa de vacunacién es media y el nimero inicial de
infectados es alto. Gréficas B4 y B5.

= Las tasas de transmisién son bajas, la tasa de vacunacion es alta y el ntimero inicial de infectados es
alto. Gréfica B7.

Cuando tenemos altas o medianas tasas de transmisién, la tasa de vacunacion es baja y una alta prevalencia
inicial de infectados, tenemos que la enfermedad llega a un equilibrio endémico como en las graficas B2 y
B3. Finalmente en el pero de los casos tenemos un incremento de infectados con un decrecimiento de los
susceptibles cuando las tasas de transmisién son altas, la tasa de vacunaciéon es baja o alta y una baja
prevalencia inicial de infectados.

6.3. Un modelo SIS integrable.

En la presente seccién examinaremos un modelo simple SIS, usando el andlisis de singularidades de
Painlevé! y el andlisis de simetrias de Lie.

Asumiremos que la recuperacions de una enferemedad infecciosa no letal, no confiere inmunidad. El modelo
queda dado por un sistema de dos EDO de primer orden.

S = —BSI — S +~I + ik
(6.121)
[=BST—(n+7)1

donde S representa a la poblacion susceptible, I a la poblecion infectada, p es la tasa de mortalidad 5 es un
coeficiente de infectividad, v es una tasa de recuperacion y puk representa la tasa promedio de natalidad.

6.3.1. Anadlisis de Painlevé.

Queremos investigar el comportamiento que lleva al orden de S(t) e I(t), en la EDO (6.121) escribimos
S =ar?
(6.122)
I =nbr?

con a,b,p,q constantes a determinarse y 7 = t — tp, donde ty es el tiempo para el cual tenemos una
singularidad removible, al sustituir en (6.121) tenemos

CLpr_l _ ﬂapr-O-q _ /.tan + ,beq _ Mk (6.123)
bgr?™! = BabrPT — (i + ) 77 (6.124)
de lo anterior deducimos que p = ¢ = —1y —a = b = 1 de tal manera que el comportamiento que lleva al
orden es:
1
S=-——7r71
B
(6.125)
1
I==71
5

LConsultese el apéndice sobre la propiedad de Painlevé para mas detalles.
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para determinar la resonancia a la que la segunda constante arbitraria ocurre, hacemos

1
S=——rt4mrt
g
I= 1771 + "1
B

en los términos dominantes que ya determinamos, tomando los términos lineales en m y n, obtenemos el

sistema
r 1 m
() (™) =0 120

para el cual hay una solucién no-trivial si r» € {1, —1}.

Asi la segunda constante arbitraria entra en el segundo término de la serie de Laurent para la solucién
de (6.121). Para verificar la consistencia con los términos no-dominantes bastard sustituir (6.126) en (6.121).
En 7! se requiere que

0=—3(an+bm) — pa+~b
(6.127)
0=p3(an+bm)—(n+7)b

Para los valores dados de a y b, las ecuaciones en (6.127) son idénticamente iguales y por tanto, se sigue
la consistencia. Podemos tomar a m como constante arbitraria y hacer

mEy
B

El sistema (6.121) pasa la prueba de Painlevé y por lo tanto es integrable en el sentido de Poincaré,
es decir en términos de funciones analiticas alejadas de la singularidad removible cuya localizacién queda
determinada por las condiciones inciales. La serie de Laurent se obtiene sustituyendo

n=m-— (6.128)

S=> ar (6.129)
=0

I=> bt (6.130)
1=0

en (6.121).

6.3.2. Analisis de simetrias.

Trataremos de llevar nuestro sistema (6.122) a una EDO de segundo orden equivalente. En efecto, de la
segunda ecuacion se tiene:

I A+
S=—+—— 6.131
st s (6.131)
sustituyendo en la primera ecuacion:
IT — 1%+ BI%T + pl T + Bul® + p(u+~ — BK)I2 =0 (6.132)
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Observese que (6.132) no poseé simetrias de reescalamiento, as{ que podemos intentar un simplificacién,
haciendo

I x
I'=7y t=— 6.133
3 " (6.133)
y tomando
- BK
po14120 (6.134)
I

y obtenemos la siguiente EDO no-lineal de segundo orden

v =y oy R+ Ryt =0 (6.135)

(6.135) es integrable, puesto que (6.121) lo es. La ecuacién (6.135) es una ecuacién auténoma, los invariantes
diferenciales de orden 1 y cero quedan dados por dos soluciones independientes de las caracteristicas asociadas

a 0y

dez dy dy
—_— == == 6.136
1 0 0 ( )
tomamos pues
u=1y v=1 (6.137)
la forma reducida de (6.135) es
dv 2 2 3 2
uv g v + (W +u)v+ud+ku*=0 (6.138)

la cual es una ecuacién de Abel de segunda especie y por tanto no poseé una solucién en forma cerrada.

La transformacion I'; = 9, es la dnica simetria puntual que admite la ecuacién (6.135) para valores arbi-
trarios de k. A continuacién probamos qué pasa si restringimos los parametros de la ecuacién. Si proponemos
los casos 8 =0y (3 # 0 estarfamos eliminando informacién sobre el término méas importante de la ecuacién,
es decir la interaccién. Por otro lado podemos proponer los casos v = K y v # K esta eleccion de casos
no afecta la condicién de integrabilidad del sistema e introduce una segunda simetria puntual

[y = e (0; — pldr) ~ €0, — YOy (6.139)

Nétese que
[Fl, FQ] = /,LGQ (6140)

Asi que supondremos que la reduccién de (6.135) debe hacerse por medio de I'q, con lo cual se lleva a la
ecuacién a una de segundo orden de tipo III? la ecuacién de las caracteristicas para este operador es

d d dy’
e (6.141)
I -y —2y-y
de tal forma que
v v o1 (6.142)
U = ye v==5+ — .
Y2y
Ahora escribimos 0, en estas nuevas coordenadas
ud, (6.143)

2Los detalles de la clasificacién se dieron en el capitulo anterior.
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proponemos entonces el siguiente cambio de variables

/
1
X =logy +x y=2% 4= (6.144)
Y Y
y obtenemos la siguiente EDO auténoma
dYy
—4+Y+1=0 6.145
x TY T (6.145)
integrando obtenemos
(Y +1)eX =8B (6.146)
recuperando las variables originales z, y
/!
Y il4y=Be (6.147)
Y
la cual es una ecuacién de Riccati, integrando?® se tiene
BCe™®
e 6.148
V=B 1o ( )

A pesar de que (6.135) posee un lagrangiano 4 no puede determinarse facilmente, por otro lado 9, podria
ser una simetria de Noether.
Podemos no imponer restricciones en la dependencia funcional de los coeficientes en

I = ¢8, +nd, (6.149)

y anularemos alguno de los coeficientes para reducir la complejidad de los cdlculos, por conveniencia tomemos
n =0 °, la segunda extensién del grupo es

Loy = 80: — 4’80y — (248" +y/'¢") 0y (6.150)
aplicando a (6.135) obtenemos

v+ € (2yy" — 2y +y (v* +y) =0 (6.151)

integrando formalmente tenemos
2y’
—y2
§:A+B/% (6.152)

el coeficiente A nos lleva a la simetria trivial d,, mientras que el coeficiente B nos lleva a una simetria no
local.
Ahora para no meternos en mas lios, proponemos aumentar el orden de la ecuacién, por medio de la

transformacion de Riccati ,
w

_ v 6.153
y=r_ ( )

donde p es constante, cuando aplicamos (6.153) a (6.135) y tomando p = 1 obtenemos

"

ww” —w"? + w'w” + kw® =0 (6.154)

3Usando las técnicas vistas en el capitulo 4.
4Puesto que se trata de una EDO escalar de segundo orden
5La eleccién de &€ = 0 nos llevarfa a una EDO de segundo orden que parece ser mas complicada.
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que es una EDO de tercer orden que admite las siguientes simetrias
Fl = 81 FQ = 5‘w Fg = w@w (6155)

Obsérvese que 'y no tiene contraparte entre las simetrias de (6.135), asi que la usaremos para tratar de
reducir el orden la (6.154). Proponemos el cambio de variables

X=ux W = logw' (6.156)

sustituyendo obtenemos
W'+W' +k=0 (6.157)

la cual podemos interpretar como una EDO de primer orden en w’
En consecuencia

W(X) = —kXlogA+ Be ¥ (6.158)
w(z) = A/e(*’”JrBe_x)dtJrC

Ae(—kw-&-Be*I)
A [ eFatBe ) dt + O

y(z) =

donde A y B son constantes arbitrarias de integraciéon. Ahora podemos reconstruir la solucién general para
el sistema original

1 Ae~ (nty—Bk)t+Be™ !

Ity = = — (6.159)
ﬂ A’ufe_(l"""’)’_ﬁk)t""Be # dt —+ C
w+y 1 Ae—(uty—Bk)t+Be " Lt

S(t) 3 B Ap e G AT BT 5 C (n+ 7 — Bk — pBe "'+ (6.160)
1 Ae—(pty=BE)t+Be™ "
B Ap [ e=(ntr=BRt+Be= s 4 C

Para terminar hay que hacer notar tress cuestiones

1. La ecuacién (6.157) es una EDO lineal, por tanto acepta un algebra de Lie de dimensién 8

I, = 0 (6.161)
Iy = €%(0; — kOyw)
I's = 0y
'y = e %0,
I's = —e %(0; + (w—3kx)0y)
I = (w+kx)dy
Iy = (w+kx)d, + (4% — 2kzw — w?)d,,
I's = e"(w+kx)(0y — kOy)
(6.162)
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2. La transformacién que relaciona a (6.135) con (6.157) es
W =logy + /ydx (6.163)

3. Obsérvemos que I'; no es local para valores arbitrarios de k, pero para k =1y v = SK se recupera la
simetria (6.139).

6.4. Un modelo SIR.

Consideremos el modelo de Kermack-McKendric para la Gran Plaga de Londres(1665-1666).

S = —BSI (6.164)
I = BSI—al (6.165)
R = al (6.166)

en este modelo, S representa la porcién de la poblacién que es susceptible a contraer la enfermedad,
I la poblacién que estd infectada con la enfermedad y R es la poblaciéon “removida”, que ha obtenido
resistencia a la enfermedad o bien ha muerto a causa de ella. Los susceptibles sucumben a la enfermedad a
una tasa proporcional a la interaccién entre susceptibles e infectados. La escala de tiempo carcateristica de
la enfermedad es tal que la dindmica de nacimientos-mortandad puede ser ignorada.
6.4.1. Analisis de singularidades.
Para determinar el comportamiento que lleva al orden hacemos:
S =ar? I=0br1 (6.167)
y sustituimos en (6.164) y (6.165) para obtener
apt?™t = —BabrPTe bgr? ! = BabrPT? — abrd (6.168)

Balanceando las potencias entre los términos que se obtienen al derivar y la parte nolineal de cada ecuacion,
se tiene que

p:q:—l a = —— b= — (6169)
5 B
Encontramos las resonancias al sustituir
S=art 4 prt I=brt+ur! (6.170)
es decir, las resonancias son r € {1,—1} y ¥ = —p. Al sustituir (6.170) en el sistema original, tenemos una

incompatibilidad, salvo en el caso en el que a = 0, es decir el caso en el que no hay remociones de la clase
de infectados, lo cual puede sugerir que en realidad el modelo no es lo mas adecuado para modelar una
enfermedad como la Gran Plaga de Londres.
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6.4.2. Andlisis de simetrias.

Sélo por completez consideraremos el analisis de simetrias del modelo. Eliminaremos I para poder obtener
la siguiente ecuacién ordinaria de segundo orden

5SS — 8%~ BS*S +aSS =0 (6.171)
s

T

observamos que para (6.171) tambien falla la prueba de Painlevé, salvo para el caso en el que a = 0, ahora
aumentaremos el orden de la ecuacién utilizando una transformaciéon de Riccati. En efecto, para o = 0
obtenemos una ecuacién de Kummer-Schwarz generalizada

Wil — i? = 0 (6.172)
n
ST

1
observese que aparece el mismo factor que en el andlisis de Painlevé —, el sistema (6.171) es integrable en

el sentido de Lie, puesto que posee dos simetrias puntuales obvias 9, y t0; + S0s. Al incrementar el orden,
encontramos cuatro simetrias puntuales 0y, t0;, Oy v WOy,

Aqui sucede algo inesperado, si tratamos de reducir (6.172) a (6.171), utilizando wd,,, el operador 9,,
deja de ser una simetria puntual y se convierte en una simetrfa exponencial no-local Se#5%9g y por lo tanto
Oy es una simetria oculta de tipo I.°

Usando 0,, para reducir el orden de 6.172, obtenemos la ecuacién ordinaria de segundo orden

=0 v =logw (6.173)

La ecuacién 6.173 tiene ocho simetrias puntuales, con el dlgebra de Lie sl(3,R).

6.4.3. Un caso mas realista.

Ahora consideremos un modelo més detallado en el que se considera el efecto de la muerte natural y el
desarrollo de inmunidad contra la enfermedad

S = uK —pBSI—usS (6.174)
I = BSI—(p+a+y)I (6.175)
R = ~I—-puR (6.176)

en este nuevo modelo, las variables S, I, Ry los pardmetros « y 3 tienen el mismo significado que en el modelo
anterior uK es la tasa constante de crecimiento de la poblacion, v es la tasa de recuperacion de la enferemedad
v 1 es la tasa de muertes que no estan relacionadas con la enfermedad. El andlisis es complétamente analogo.
Observamos que el sistema (6.174)-(6.176)es integrable en el sentido de Painlevé para a+~ = 0. Si tomamos

wp = S +171 Wy = 1 (6177)

SPara esta clasificacién de simetrias ocultas, consultese el apéndice 3.

94



6.5. TUBERCULOSIS. CAPITULO 6. APLICACION...

llevamos nuestro sistema al siguiente

i = pK —pw; — (a+7y)ws (6.178)
Wy = —(pu+a+y)ws + Bwiwy — Pfw (6.179)

Cuando a + v = 0 el sistema se desacopla

Wy = uK — pw (6.180)

Wy = —muws + Bwiws — fws (6.181)

La ecuacién (6.180) es integrable de manera trivial en términos de una funcién exponencial, la cual es
analitica, con esta solucién, (6.181) se convierte en una Riccati, la cual puede reducirse a una ecuacién lineal
de primer orden en v utilizando la transformacion wy = LU Solo falta hacer notar que el sistema cumple la
propiedad de Painlevé si ningin infectado muere a causa de la enfermedad y esta no genera inmunidad entre
los recuperados.

6.5. Un modelo para la tuberculosis con dinamicas rapida y lenta.

En el siguiente modelo se estudia la dindmica de la infeccién de tuberculosis en dos vias, contactos cercanos
en hogares casi-permanentes y contactos casuales con la poblacién en general, esto lleva a considerar escalas
de tiempo diferenciadas. Consecuencia de estas observaciones es el sistema que originalmente plantearon
Castillo-Chavez y Song [CCS02].

Primero se asume que la poblacién total se divide en cuatro compartimentos los susceptibles S, los latentes
o expuestos F, los infectados I y los recuperados por el tratamiento R. Para enferemedades con un periodo
de latencia como la tuberculosis, la forma general del modelo es la siguiente:

% = A—uS—ﬂlS% (6.182)
%f = ﬁlD%—(u+k+m)E—,@zE%+ﬁsR% (6.183)
% = kE+62E%—(u+d+T2)I (6.184)
(iTI: = 7’2[+T'1E—/¢LR_ﬂ3R% (6.185)

Donde A es la tasa de reclutamiento, p es la tasa de mortalidad natural, d es la tasa de mortalidad
asociada a la tuberculdsis, 71 y ro son las tasas de tratamiento para los individuos latentes e infectados
respectivamente. N = S+ E + I + R es la poblacién total.

Pero podemos dar un acercamiento distinto. Asumiremos que sélo los individuos que tienen interacciones
largas y frecuentes con individuos infectados, experimentan un alto riesgo de infeccién. Los nuevos infectados
tienen cierto grupo social de influencia 7, para cuyos miembros aumenta el riesgo de infeccién de tuberculosis.
Se sabe que hay 8 x 10° nuevos casos de tuberculosis activa anuales en el mundo, esto sugiere que, por la
escala, cada grupo social de influencia contiene a un unico individuo infectado.

Suponemos que el tamano promedio de un grupo de influencia es n, el riesgo de contraer la enfermedad,
dentro del grupo tiene una distribucién exponencial con pardmetro 3, la prevalencia de tuberculosis activa

"Castillo-Chavez y Fong, los llaman “clusters”, y los describen como grupos de individuos que tienen contacto cercano y
regular con enfermos activos.
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es % que es tipicamente baja, el niimero de personas infectadas dentro de un grupo es Ny(t) ~ (n+1)I(t) y
los que aun no estan infectados son Ni(t) ~ nI(t) y adicionalmente, tenemos que N (t) = S1(t) + E1(t). Por
otro lado, la poblacién fuera del grupo de influencia es No(t) = So(t) + E2(t). Los latentes fuera del grupo,
desarrollan la enfermedad a una tasa de kFEs, cada individuo infectado inducird de esta forma un nuevo grupo
de influencia. El modelo queda dado por el sistema:

Bio s+ %KnEz (6.186)
% — BSi—~E: + %knEz (6.187)
= kB (6.188)
e %knEz (6.189)
% — 2B - (u+k)Es— %knEg (6.190)

donde A es la tasa de reclutamiento, u es la tasa de muertes no asociadas a la enfermedad, n es el tamano
promedio del grupo de influencia, los parametros [3; son las tasas de transmisiéon

knEyZ2
knEy 3%
A S
5’2 E2 kEQ I El B 1 Sl
pS2 1Es ~I vE vS1

Figura 6.2: Diagrama de flujo del modelo tipo “cluster”.

Como mencionamos antes, este modelo distingue dos tiempos caracteristicos, dentro del grupo de influencia
la dindmica es rdpida, mientras que fuera de él la dindmica es lenta. Reescalamos el modelo (6.186)-(6.190)
utilizando 7 = kt, mientras que Sy y E5 quedan reescaladas usando el tamano asintotico de la poblacién
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1 k
) = — y Nj se reescala mediante el factor de balance m Las nuevas variables adimensionales son
Y
o2 B Bty (S
1 Q 2 Q Y1 % Q
_Bry (B _ B (L
Y2 = L Q Ys = k %)
el modelo queda reescrito en las nuevas variables
dxy T122
— = B(1- 1-— — 191
- (1= 1)+ (1= m) gy — n 222 (6.191)
92 4 m)ge—(1—B)as—n i (6.192)
dr & 2 r1 + T2 ’
dyy T1T2
_— = - _— 6.193
c dr vt nxl + z9 ( )
2 - m)ptn iz (6.194)
dr Y1 Y2 71+ 7o .
d
B o - m)ys (6.195)
dr
s

k
donde e = —— <1, m=——
, B+ B+
variables lentas.

Podemos reescribir las variables rdpidas en términos de las lentas

<1, B = % Las y; son variables rapidas, mientras que las x; son las

T1T2
= 6.196
nt) = n (6:196)
v Qo1 + nwo
t) = 6.197
velt) T1+x2 1-—m ( )

T2
= 1
v o= T (6.198)

Sustituyendo en la parte del sistema que describe la variedad “lenta”, tenemos el sistema simplificado

dx, T1T2
— = B(1- — 6.199
dr (I —w1) — Qo 71 + 73 ( )
dI]CQ 12
— = —(1-B — 6.200
a1r ( )2 — Qo e ( )
pn . . : . : o .
donde Q9 = —— es el nimero de infecciones secundarias producidas por un individuo en una poblacién de
susceptibles.
Reescribimos ahora (6.199)-(6.200)de la siguiente manera
d.Tl
(1‘1 + l‘g)g = B (1 — xl) — Qo172 (6.201)
d.TQ
(1‘1 + l‘g)g = — (1 — B)xzs — Qox122 (6.202)
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de esta manera, es relativamente nos damos cuenta que el sistema no cumple la propiedad de Painlevé.
Usemos la transformacion

1
= —— 6.203
u=—— (6.203)
obtenemos al ecuacién
w4+ (Qo — 2)w? = (2B +1)(Qo — 1) wir + 2BQow?w (6.204)

—B((B+1)(Qo — L)w? + (B+1)(Qo — 1) + BQo) w’® + BQow")

el comportamiento que lleva al orden es —(/37), al calcular las resonancias, los pardmetros B y (o desaparecen,
r € {1.0} y debemos introducir consecuentemente un término logaritmico, la busqueda de una solucién
analitica parece vana.

El andlisis de simetrias nos indica que hay simetrias puntuales no triviales para

Qo=B+1 (6.205)
En el caso general tenemos dos simetrias
Iy =0, Ty = ¢~ B7(Orau—Budu) (6.206)
Notemos que [I'1,T's] = —BT2 y I'1 « p(7,u)T'3, entonces la ecuacién
uii — (B +1)4* = B (2B + 1) ut — 2Bu*u — B*(B + 1) (u + 1)? (6.207)

es una de tipo ITI y podemos transformarla en

y// _ _(B + 1)(?/ - 1)2yl

6.208
: (6.208)
utilizando la transformacién puntual
= uePT (6.209)
y = P (6.210)
podemos integrar (6.208) y obtenemos
1 1 Bt1
1—— Jev—1 =kx (6.211)
Y

Por otro lado podemos reducir el sistema original a una ecuacién de primer orden, eliminando la variable

independiente
dzy _ B(z1+2) — Bai® — (B + Qo122 (6.212)
dl‘g (QO — B - 1)I1172 — (B + 1)$22 '
observese que si restringimos Qg = B + 1 tenemos otra simetria puntual para el sistema, la ecuacién de
segundo orden puede reducirse a una Riccati

dx 1
T iy (Bo + B = Do~ B+ ) (6:213)
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podemos llevar a (6.213) a una lineal de segundo orden

3B+2 B
3,/ / _
T2 w (B(B+1)x22+B+1x2>w +w=0 (6.214)
donde Bl ,
2y = — <;> IQQ% (6.215)
y usando la ecuacién
s ( (2B +1)(B+2) B , _
&¢ ( BB+ 1) £+B+1§ ¢+¢=0 (6.216)
donde L
= (&) = w(x2) (6.217)

Ya hemos visto que Qg = B+ 1 esta relacionado con la linealidad. Notemos que ademaés x5 es una funcién
analitica de x1, salvo singularidades aisladas. A partir de esta informacién podemos obtener una solucién
general, para valores generales de B la solucién esta dada en términos de funciones de Whittaker.

Puesto que (6.213) es una ecuacién de Riccati, satisface la condicién de Painlevé, pues x; es una funcién
analitica de x5 salvo polos simples. Tenemos pues una situacion peculiar donde las variables dependientes estan
relacionadas analiticamente aunque ninguna de ellas es una funcién analitica de la variable independiente.

6.6. Algunos comentarios finales.

A lo largo de este capitulo hemos descrito varios ejemplos de aplicacién de los métodos de simetria en el
contexto de la modelaciéon matematica de enfermedades epidémicas, en los tltimos ejemplos hicimos uso del
analisis de Painlevé para verificar la integrabilidad del sistema . Los resultados obtenidos son los que uno
podria esperar cuando se le impone al modelo la condicion de integrabilidad, pues esta condicién impone a
su vez restricciones sobre los pardametros.

Una posible objecién a esta propuesta es que en general los modelos que aparecen en la modelacién de
fenémenos bioldgicos no necesariamente son integrables, sin embargo, como se mostré en este capitulo, a través
de distintos ejemplos, los métodos de andlisis de Lie y de Painlevé pueden darnos informacién importante
sobre el problema.

Los métodos de simetrias son quizas la herramienta mas potente con la que se puede contar al momento de
analizar un modelo basado en ecuaciones diferenciales, sin embargo no carece de deficiencias, por ello, aunque
constituyen métodos de aplicaciéon simamente general, no deben tomarse més que como una herramienta
mas, que complementa el conocimiento que podriamos obtener con los métodos cualitativos, propios de la
teoria de los sistemas dindamicos y aquella obtenida de las simulaciones numéricas.

8Sobre la relacién entre intregrabilidad y la propiedad de Painleve, vease el Apéndice A
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Apéndice A

Integrabilidad y la propiedad de
Painlevé.

La conexién entre la integrabilidad de ecuaciones diferenciales y la estructura de singularidades de sus
soluciones fue descubierta primero por Sofia Kowalewski, en sus trabajos sobre movimiento de cuerpos bajo
la accién de la gravedad de un cuerpo sélido al rededor de un punto fijo, la aportacién de Sofia Vasilievna
Kowalevskaya a la solucién de este problema fue mostrar que el sistema podia ser resuelto de manera ex-
plicita siempre que las variables dependientes fueran funciones meromorfas del tiempo extendidas en todo
C. Haciendo expansiones de Laurent al rededor de las singularidades pudo dividir el problema en dos casos
previamente conocidos debidos a Euler y Lagrange.

Figura A.1: Soffa Kovalevskaya.
La solucién general de una ecuacién diferencial lineal de orden n puede tener sélamente singularidades

fijas en el plano complejo, mientras que para las ecuaciones nolineales, se admiten tambien singularidades
moviles que dependen de las condiciones iniciales.

Ejemplo 40. Considere la ecuacion nolineal de primer orden

—+y*=0 (A1)
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tiene como solucion general a
1

zZ— 20

y= (A2)
con un polo simple removible en z = zy. Si la condicion inicial y = yo se especifica en z = 0, entonces la
posicion del polo simple varia conforme a

1
20 = —— A3
" (A.3)
La clasificacién de EDO en términos de su estructura de singularidades fue iniciada por Paul Painlevé (1863-
1933). La principal propiedad que Painlevé buscé en ecuaciones diferenciales, fue el que sus soluciones fueran
univaluadas al rededor de las singularidades removibles. Una formulacién moderna es

Definicién 27 (Propiedad de Painlevé para EDO.). Decimos que una EDO cumple la propiedad de
Painlevé (es Painlevé-integrable)si todas las singulares removibles de todas sus soluciones son polos.

Figura A.2: Paul Painlevé

Painlevé probé que para una EDO
d P(z,
dy _ P(zy) (A4)
z  Qzy)
donde P y(@ son funciones polinomiales de y y funciones analiticas de z, las Unicas singularidades removibles
son polos y puntos de ramificacion.
Painlevé mostré que la EDO de primer orden mas general que cumplia con tal propiedad es la ecuacién
de Riccati

dy
2
- = a2y” + a1y + ag (A.5)
dz
donde los coeficientes a; son funciones analiticas de z.
Para las ecuaciones de segundo orden, las cosas son un poco mas complicadas, pues pueden existir singu-

laridades escenciales moviles. Painlevé inicié la clasificacién de las EDO de segundo orden de la forma
y'=F(zy,y") (A.6)

donde F es una funcién racional de 3’ y y, y una funcién analitica de z. Painlevé y sus contemporaneos
tuvieron éxito en clasificar las EDO de tipo (A.6) que cumplen los requisitos de la definicién 27. El resultado
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completo consta de una lista de 50 ecuaciones representativas, unicas salvo transformaciones de Mobius,
ademaés se encontré que, despues de un cambio adecuado de variables, todas estas ecuaciones admiten solu-
ciones generales en términos de funciones especiales o funciones elipticas, salvo por seis ecuaciones especiales
conocidas como Painlevé I-V I. Para la clasificacion de EDO de orden maés alto las cosas se vuelven cada vez
mas complicadas, en este trabajo usamos s6lamente el anélisis de Painlevé para ecuaciones de segundo orden,
pero el lector interesado puede consultar [Her98] y [Pie99]

A.1. Grupos de simetria para la propiedad de Painlevé.

En la clasificaciones suficiente tomar una ecuacién representante para toda una clase de equivalencia.
Tenemos dos relaciones de equivalencia.

El primer grupo de invarianza es el llamado grupo homogréafico, que no es otra cosa que el grupo de
simetrias de la ecuacién de Riccati. Como conserva la razén cruzada de cuatro puntos, su uso practico
consiste en que dada una EDO con tres polos p1 (), p2(x),ps(x) puede llevarse a una EDO equivalente cuyos
polos sean oo, 0, 1.

El segundo grupo es el grupo de las transformaciones birracionales

= R(Eu,t,...,u™)=0 (A7)
= &(@)

donde la funcion R es racional en @ ,u y sus derivadas y analitica en x y Z.

Este grupo admite como subgrupo al grupo de transformaciones homograficas. Existen otros grupos de
simetrias para EDO nolineales que no preservan la propiedad de Painlevé, tipicamente las transformaciones
puntuales.

s3]

&

A.2. Ecuaciones de Painlevé.

Las seis ecuaciones de tipo Painlevé son las siguientes.

d2
dTg = 6y’ +t (A8)
2
IT % = 2 +ty+a (A.9)
d2y dy\> dy
o s = t(dt> E+5t+ﬁy+ay +ty! (A.10)
d*y 1 (dy 2 3.3 4
a2y 1 1 dy\> 1dy
VoouE = (2 —1><dt) i (8.12)
1
+( <y+ﬂ>+ Y 1C))
Y y—1
(A.13)
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d2y 1/1 1 1 dy\> /1 1 1\ dy
—2 = (4 —g =) () (- —+— = A.l4
Vi dt? 2(y+y—1+y—t>(dt> (t+t—1+y—t> dt ( )
yly—Dy—t) t t—1 tt—1)
" t2(t— 1) a+692+7(y—1)2+6(y—t)2

(A.15)

donde «, 8 , v € C. Més detalles sobre la invarianza de las ecuaciones de Painlevé puede consultarse en
[Con08]

A.3. Analisis de Painlevé para EDO.

Consideremos una EDO, si ésta cumple la propiedad de Painlevé, entonces sus soluciones deberan admitir
expansiones de Laurent al rededor de z = zy. Si ocurrieran ramificaciones, pueden detectarse haciendo un
analisis local. El test de Painlevé para EDO consiste en los siguientes pasos.

Paso 1 Identificar todos los posibles comportamientos que lleven al orden, es decir las singularidades de la

forma
y =~ co(z — 2z9)" (A.16)

Paso 2 Si todos los p son enteros, hallar las resonancias, donde pueden aparecer constantes arbitrarias.

Paso 3 Si todas las resonancias son enteras, verificar la condicién de resonancia en cada expansién de
Laurent.

Paso 4 Si no se encuentra ningin impedimento en los pasos 1-3 para cada comportamiento que lleva al
orden, entonces la propiedad de Pinlevé se satisface.
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