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Índice general
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A.2. Ecuaciones de Painlevé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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Caṕıtulo 1

Introducción .

La simetŕıa es un tema amplio, importante en el arte y la
naturaleza. Las matemáticas yacen en sus ráıces y seŕıa

dif́ıcil encontrar una mejor manera de demostrar el
trabajo del intelecto matemático.

Hermann Weyl.

Esta tesis es producto de varios meses de trabajo, sin embargo quisiera mencionar algunos detalles de
cómo fue que me encontre con este tema tan interesante. Cuando estaba en el cuarto semestre de la carrera
de matemáticas, por recomendación de un compañero me inscrib́ı en el curso de ecuaciones diferenciales del
profesor Guillermo Gómez, el punto más importante del curso era el desarrollo de un trabajo final, para el
cual debiamos consultar al profesor sobre el tema del trabajo. Como mi intensión era tener suficiente tiempo
para dedicar al trabajo, me acerque al profesor Gómez para que me recomendara un tema de investigación,
él me preguntó qué carrera estaba estudiando y cuando le respond́ı. “matemáticas”, el me sugirió que hiciera
una monograf́ıa sobre el método de Lie. Aśı que me dediqué a buscar libros en la biblioteca, encontré algunos
de los t́ıtulos que aparecen en la bibliograf́ıa de este trabajo.

Como era de esperarse todos los libros estaban pensados para estudiantes más avanzados con más
conocimientos sobre ecuaciones diferenciales, modelación y geometŕıa diferencial. Aśı que al final del semestre,
presenté un trabajo sobre un tema que entend́ıa poco, pero que me dejó bastante intrigado sobre los detalles
de la teoŕıa y la manera en que se estaba aplicando a la solución de ecuaciones y a la interpretación de los
modelos.

Tuvieron que pasar varios semestres en los que tomé los cursos de geometŕıa con la profesora Ana Irene
Ramı́rez, para poder empezar a entender que lo que Lie estaba haciendo era jugar a la geometŕıa con las
ecuaciones diferenciales, después de todo la Geometŕıa es el estudio de los invariantes bajo la acción de un
grupo de transformaciones.

De esta manera, con un poco más de conocimientos sobre geometŕıa volv́ı a leer el material que hab́ıa
conseguido para mi trabajo y comencé a hacer notas sobre el tema, cuando me d́ı cuenta teńıa suficiente
material para poder reescribir la monograf́ıa. Le comenté al profesor Gómez mi intensión de presentar una
tesis sobre este tema y él me contacto con Cruz Vargas de León, quien es especialista en modelación de
enfermedades infecciosas. Cruz me envió dos art́ıculos de la Dra. Maria Clara Nucci sobre la aplicación de
los métodos de simetŕıas de Lie a sistemas epidemiológicos.

En los siguientes capitulos describiremos un método universal para encontrar las soluciones de ecuaciones
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1.1. UN POCO DE HISTÓRIA. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

diferenciales desarrollado por el matemático noruego Sophus Lie hacia el final del siglo XIX.
En el caṕıtulo 2 iniciamos con una introducción básica al formalismo de los grupos de Lie, en los caṕıtulos

3, 4 y 5 aplicaremos ese formalismo en el análisis de familias de funciones y en la solución de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer y segundo orden, respectivamente, para terminar en el caṕıtulo 6 con varios
ejemplos de la aplicación de los métodos de simetŕıa al estudio de modelos matemáticos de enfermedades
epidémicas.

1.1. Un poco de história.

Uno de los problemas centrales de las matemáticas del siglo XIX estaba relacionado con la teoŕıa de
ecuaciones aritméticas, en concreto se trataba de hallar una fórmula por radicales para las ráıces de ecuaciones
aritméticas de orden 5◦. En 1770 Lagrange hab́ıa descrito métodos para las ecuaciones de orden 2, 3 y 4 pero
no hab́ıa podido ir más allá. El problema mostró no tener solución.

La primer prueba de que no es posible resolver una ecuación de grado 5 por radicales se debe al matemático
noruego Niels Heinrik Abel (1802-1829). La prueba de Abel era, sin embargo, limitada en el sentido de que
sólo aseguraba la no existencia de una fórmula general válida para hallar las ráıces por radicales cualquier
ecuación qúıntica, sin embargo no menciona en qué casos especiales puede hallarse la solución por radicales.

Este último problema fue el que abordó el joven francés Evariste Galois. La historia de Galois es una de las
más apasionadas y románticas de entre las historias de matemáticos y la Historia de las matemáticas. Galois
nació en Burg la Reine en 1811, y fue asesinado en 1832. Galois creó la primera clasificación de ecuaciones
algebráicas de la forma

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0

El joven francés se preguntaba (como lo hab́ıan hecho Lagrange y Abel antes que él) si es posible hallar
la solución de tal ecuación construyendo resolventes, esto es ecuaciones de orden inferior cuyas ráıces sean
ráıces racionales de la ecuación original. La teoŕıa desarrollada por Galois construye un criterio de solubilidad
de ecuaciones por resolventes, aśı como de un método para hallar las soluciones. Galois extendió también su
trabajo hacia las integrales de funciones algebráicas de una variable, conocidas como integrales abelianas, no
obstante los descubrimientos de Galois permanecieron sin estudiarse varios años despues de su muerte. Su
hermano y uno de sus camaradas se encargaron de copiar sus trabajos y compilarlos, aśı como enviarlos a
matemáticos de la talla de Gauss y Jacobi, sin embargo no obtuvieron respuesta. El primer matemático en
estudiar cuidadósamente la teoŕıa de Galois fue Joseph Liouville quien era profesor en la Ecole Polytechnique,
catorce años después de la muerte de Galois.

El primer libro de texto sobre la teoŕıa de Galois fue escrito por Camille Jordan y publicado en 1870, fue
él quien introdujo los principales conceptos e ideas de la teoŕıa de grupos, fué en ese año en el que acudieron a
estudiar con Jordan dos estudiantes de posgrado, a quienes se debe la formalización del concepto de simetŕıa:
Sophus Lie y Felix Klein.

Lie y Klein se conocieron y entablaron amistad en Alemania en 1869 cuando Lie hab́ıa llegado desde
Noruega para estudiar en la universidad de Berĺın, que entonces estaba dominada por personajes como
Weierstrass, Kroenecker y Kummer. Klein fue alumno de Riemann cuyos métodos eran fuertemente criticados
por la escuela rigurosa de Weierstrass.

En 1870, Lie y Klein llegaron a Paris para trabajar con Camille Jordan y Gaston Darboux, bajo la tutela de
estos, continuaron con el estudio, comenzado en Berĺın, de las llamadas W-curvas, que son curvas homogéneas
que permanecen invariantes bajo la acción de cierto grupo de transformaciones proyectivas. La homogeneidad
de las curvas está relacionada con la existencia de un conjunto de isometŕıas que transforman una curva en
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1.1. UN POCO DE HISTÓRIA. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

śı misma (no necesariamente de manera puntual). En el caso de la geometŕıa euclidiana plana, las curvas
homogéneas son rectas y ćırculos. En el caso de las rectas, el grupo de isometŕıas que le corresponde es el
grupo de traslaciones respecto a la dirección de la recta, mientras que para el ćırculo es el grupo de rotaciones
alrededor de su centro. Las W-curvas son curvas en el espacio proyectivo real de dimensión n, también son
llamadas curvas de trayectoria. Podemos hallar más ejemplos de tales objetos en la curvas logaŕıtmicas, cuya
ecuación en coordenadas polares puede escribirse:

r = aφ

0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

logaritmica

a**t

Figura 1.1: Espiral logaŕıtmica.

La espiral logaŕıtmica también acepta transformaciones de auto-similitud, tales transformaciones podemos
escribirlas de la siguiente manera: {

r̃ = acr

φ̃ = φ+ c

Observese que se define una familia infinita de transformaciones, una para cada c ∈ R, esto es, la trans-
formación de coordenadas puede entenderse como continua o infinitesimal, en el sentido de que el parámetro
c cambia suavemente. El problema que abordaron Lie y Klein fue clasificar a todas las W-curvas. El estudio
de estas curvas llevó a Lie a estudiar los subgrupos 1-paramétricos del grupo proyectivo, lo que a su vez le
permitió desarrollar el concepto de álgebra asociada a un grupo continuo, ahora llamada álgebra de Lie.

Para Klein, el estudio de las W-curvas, implicó el inicio de un estudio más amplio acerca de la conexión
entre geometŕıa y grupos de transformaciones, formalizando la noción de simetŕıa en su famoso programa de
Erlangen (1872).

Lie dedicó la mayor parte de su carrera al estudio de los llamados grupos cont́ınuos (ahora llamados grupos
de Lie) y su relación con las ecuaciones diferenciales. Una de los puntos cruciales de la teoŕıa de Lie es el poder
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1.2. ACERCA DE LA NOCIÓN DE SIMETRÍA. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

asignar a cada grupo, un objeto algebráicamente más sencillo, su álgebra de Lie. Lie describió minuciosamente
la relación entre los grupos continuos y su álgebra asociada, definió las álgebras y grupos solubles, en analoǵıa
con la teoŕıa de Galois para ecuaciones algebráicas, y le asignó a tales objetos a ecuaciones diferenciales, de
tal forma que, aquellas ecuaciones que admiten un grupos soluble son complétamente integrables, finálmente
Lie propuso el problema de clasificar todos los grupos continuos simples y sus álgebras. El problema quedo
resuelto por Eliè Cartan, miembro del grupo Bourbaki.

A pesar de que el interés en los grupos y algebras de Lie no ha disminuido desde la muerte de éste, el
método de Lie para la solución de ecuaciones diferenciales dejo de utilizarse en favor de las técnicas de análisis
funcional y métodos de transformadas, desarrollados por Hilbert, con el desarrollo posterior de los métodos
numéricos y la aparición de las primeras computadoras digitales, las ideas de Lie acerca de las ecuaciones
diferenciales cayeron en el olvido hasta la década de 1960. La investigación y simulación de modelos no-
lineales, empezaron a rescatar los métodos de análisis de simetŕıas de Sophus Lie, dandose cuenta de que
eran la única forma sistemática para estudiar las ecuaciones no-lineales, del mismo modo, los estudiosos de
la f́ısica comenzaron a apreciar la importancia que tiene el estudio de las simetŕıas de las ecuaciones que
describen fenómenos naturales, no sólo pod́ıan obtener información acerca de la solubilidad de tal ecuación,
además obteńıan valiosa información sobre la naturaleza del fenómeno mismo.

1.2. Acerca de la noción de simetŕıa.

Antes de entrar en detalles sobre la teoŕıa de Lie, es necesario hacer una breve introducción a la noción
de simetŕıa y a su formalización como concepto matemático.

Los objetos del mundo natural exhiben siempre alguna forma de simetŕıa, a pesar de la gran variedad de
formas, los cuerpos de los animales pueden clasificarse en únicamente 37 tipos, dependiendo de las simetŕıas
que aceptan, la mayoŕıa de los animales tienen cuerpos simétricos bilateralmente, estas simetŕıas tienen que
ver con leyes f́ısicas y procesos qúımicos que han llevado a los seres a desarrollar tales formas.

La simetŕıa, como vimos en la sección anterior fue uno de los conceptos que inspiraron a Lie y a Klein en
el desarrollo ulterior de su trabajo, pero ¿Qué significa que un objeto sea simétrico?, o más concrétamente,
¿Cuándo podemos asegurar que un objeto o algún fenómeno poseé una propiedad de simetŕıa?. Cuando
hablamos de simetŕıas de figuras geométricas nos estamos refiriendo de manera concreta a una relación entra
los puntos que la componen, a saber si estos se encuentran a la misma distancia de un punto, una recta o un
plano dados. Esta noción geométrica intuitiva de simetŕıa se puede generalizar.

Ejemplo 1. Consideremos un copo de nieve, se trata de cristales de hielo formados alrededor de part́ıculas
de polvo que se forman al condensarse el vapor de agua a temperaturas bajo el punto de congelamiento.

Una primera aproximación es considerar que las moléculas de agua forman un triángulo isóceles cuyos
vertices son dos atomos de hidrógeno y uno de ox́ıgeno, formando un ángulo de aproximadamente 104.5◦C
entre los enlaces, si la temperatura es menor que −14◦C, cada molécula se enlaza con cuatro moléculas
vecinas, formando un arreglo tetraedral, cuyos vértices son los átomos de ox́ıgeno, es esta estructura tetraedral
la que es responsable de las estructuras hexagonales de los cristales de hielo en escalas macroscópicas.
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1.2. ACERCA DE LA NOCIÓN DE SIMETRÍA. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

Figura 1.2: Estructura hexagonal del “copo de nieve”.

En la figura se tiene una caricatura de un copo de nieve. A primera vista parece ser un objeto de seis lados
bastante simétrico. Hay exáctamente seis ángulos distintos tales que las rotaciones respecto a esos ángulos,
al rededor del centro de la figura, la dejan invariante: 60◦, 120◦, 180◦, 240◦, 300◦, 360◦.

Recuerdese que una rotación puede ser expresada en forma matricial como:

φθ =

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
(1.1)

con los ángulos dados, las rotaciones que dejan invariante al copo de nieve son:

φπ
3

=

(
1
2 −

√
3

2√
3

2
1
2

)
φ 2π

3
=

(
− 1

2 −
√

3
2√

3
2 − 1

2

)
φπ =

(
−1 0
0 −1

)

φ 4π
3

=

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2 − 1

2

)
φ 5π

3
=

(
1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)
φ2π =

(
1 0
0 1

)
(1.2)

Además observese que el copo de nieve también tiene ejes de simetŕıa, es decir queda invariante bajo
reflecciones respecto a algunas rectas, a saber, las que pasan por el centro de la figura y bisectan las ramas
del copo de nieve. Su expresión matricial es como sigue:

σ1 =

(
−1 0
0 1

)
σ2 =

(
1
2

√
3

2√
3

2 − 1
2

)
σ3 =

(
1
2 −

√
3

2

−
√

3
2 − 1

2

)

σ4 =

(
1 0
0 −1

)
σ5 =

(
− 1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
σ6 =

(
− 1

2 −
√

3
2

−
√

3
2

1
2

)
(1.3)

El conjunto de transformaciones que dejan invariante al copo de nieve es

SIMcn = {φπ
3
, φ 2π

3
, φπ, φ 4π

3
, φ 5π

3
, φ2π, σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6, }
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1.3. ACERCA DEL MÉTODO DE LIE. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

este conjunto tiene algunas propiedades interesantes, por ejemplo, al componer cualesquiera dos elementos del
conjunto, obtenemos otro elemento del conjunto, la transformación identidad esta incluida en el conjunto y
para cada transformación existe otra que al componer obtenemos la identidad. Estas propiedades caracterizan
a la estructura matemática de grupo. de tal manera que SIMcn es el grupo de simetŕıa del copo de nieve.

En los ejemplo anterior podemos ver que la noción matemática intuitiva de simetŕıa se generaliza al
concepto de invarianza.

Definición 1. Diremos que un objeto es simétrico si sujeto a cierta transformación queda invariante. Si
alguna de las propiedades del objeto queda invariante bajo tal transformación, entonces diremos que es una
propiedad de simetŕıa.1

La busqueda de simetŕıas en las leyes f́ısicas está fuertemente relacionada con el reconocimiento de pa-
trones en las ecuaciones que expresan matemáticamente tales leyes y en sus soluciones. Si las ecuaciones que
“gobiernan” una ley de la naturaleza mantienen la misma estructura después de haber aplicado cierta trans-
formación de coordenadas, diremeos entonces que tal ley observa el principio de covarianza, este incorpora
dos ideas aparentemente distintas.

1. Independencia del sistema de coordenadas. Los fenómenos naturales deben estar gobernados por
leyes que no dependen del sistema de coordenadas usado para describir tal fenómeno.

2. Homogeneidad dimensional. Los fenómenos naturales deben ser descritos por leyes que no dependen
de las unidades de las magnitudes aplicadas a las variables que describen el fenómeno.

En los caṕıtulos siguientes abordaremos el primer punto, en escencia, pensaremos en los métodos de
simetŕıas de Lie, como la busqueda sistemática de transformaciones de coordenadas que dejen invariantes
las propiedades interesantes del sistema, en cuanto al análisis dimensional lo abordaremos en un apéndice al
final de este trabajo, para el lector interesado tanto en las técnicas como en el formalismo que implica este
tipo de análisis.

1.3. Acerca del método de Lie.

Pasemos ahora a describir mediante un ejemplo en qué consiste en escencia los métodos con los que
trabajaremos. Por el momento, pensemos que un grupo de Lie, por ejemplo en el plano, es una transformación
de la siguiente forma:

x̃ = F (x, y, s)

(1.4)

ỹ = G(x, y, s)

donde s es un parámetro escalar cuyo valor define una biyección del sistema de coordenadas (x, y) al (x̃, ỹ)

1Esta definición se atribuye a Hermann Weyl.
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1.3. ACERCA DEL MÉTODO DE LIE. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

Figura 1.3: Acción de un grupo de Lie sobre una curva plana.

Las funciones F y G son funciones suaves respecto al parámetro s y por lo tanto pueden expandirse en
serie de Taylor alrededor de cualquier valor eb el abirto que contiene a s. En s = 0, la transformación no es
otra que la identidad.

x = F (x, y, 0)

(1.5)

y = G(x, y, 0)

Podŕıa parecer extraño llamarle a 1.4 grupo, después de todo es una transformación de coordenadas, pero
debemos observar que al variar el parametro s se inducen distintas transformaaciones, como ya vimos se tiene
que para s = 0 la transformación es la identidad y es fácil ver que la transformación correspondiente a −s es
la inversa de la que tiene parametro s.

En la figura anterior, la curva ψ se transforma en la curva φ usando el grupo para hacer un cambio de
coordenadas:

ψ = Ψ(x̃, ỹ) = Ψ (F (x, y, s), G(x, y, s)) = Φ(x, y, s) = φ (1.6)

En este caso la transformación deja invariante a la curva, como conjunto, aunque los puntos van unos en
otros, la invarianza bajo la transformación constituye una propiedad de simetŕıa de la función que parametriza
la curva.

11



1.3. ACERCA DEL MÉTODO DE LIE. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

En el caso de una EDO de primer orden, se debe transformar el espacio tangente, cuyas coordenadas son(
x, y,

dy

dx

)
, para ello es necesario saber cómo transforma 1.4 a las derivadas:

dỹ

dx̃
= ỹx̃ =

dG

dF
=
Gxdx+Gydy

Fxdx+ Fydy
=
Gx +Gy

dy

dx

Fx + Fy
dy

dx

= G{1}(x, y, yx, s) (1.7)

Llamaremos al conjunto de (1.4)-(1.7) la primera extención del grupo de Lie. Consideremos una EDO de
primer orden

ψ = Ψ

(
x̃, ỹ,

dỹ

dx̃

)
(1.8)

La ecuación (1.8) se transforma usando (1.4)-(1.7), el resultado es una nueva EDO de primer orden

ψ = Ψ

(
x̃, ỹ,

dỹ

dx̃

)
(1.9)

= Ψ

(
F (x, y, s), G(x, y, s), G{1}

(
x, y,

dy

dx
, s

))
= Φ

(
x, y,

dy

dx
, s

)
= φ

Si, después de aplicar la transformación, la ecuación se lee igual que en las variables originales, entonces
diremos que la ecuación queda invariante bajo la acción del grupo.

Ψ

(
x̃, ỹ,

dỹ

dx̃

)
= Φ

(
x, y,

dy

dx

)
= Ψ

(
x, y,

dy

dx

)
(1.10)

La invarianza de la ecuación bajo la primera extensión del grupo constituye una propiedad de simetŕıa
de la ecuación diferencial.

Ejemplo 2. Consideremos el ejemplo más sencillo

dy

dx
= 0 (1.11)

El conjunto de soluciones de esta ecuación es el conjunto de rectas

y(x) = c, c ∈ R (1.12)

este conjunto cubre al plano R2
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1.3. ACERCA DEL MÉTODO DE LIE. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .
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Figura 1.4: Soluciones de la ecuación dy
dx = 0.

Para poder encontrar el grupo de simetŕıas de la ecuación, tenemos que hayar un cambio de coordenadas
tal que

dỹ

dx̃
= 0 (1.13)

bastará observar que tal transformación de coordenadas es invertible siempre que el jacobiano no se anule,
entonces impondremos la siguiente condición

x̃xỹy − x̃y ỹx 6= 0 (1.14)

Esta ecuación tiene varias simetŕıas que pueden deducirse de la forma de las curvas solución, por ejemplo
los escalamientos de la forma

x̃ = x (1.15)

ỹ = esy (1.16)

y las traslaciones

x̃ = x+ s1 (1.17)

ỹ = y + s2 (1.18)

Observese que el grupo 1.15 es uniparamétrico mientras que 1.17 es 2-paramétrico. Cabe mencionar que
no todos los grupos de simetŕıa resultan útiles para el análisis. Por ejemplo, en el caso de una traslación en
la dirección del vector (0, s2), manda a cada solución en śı misma, mientras que el estiramiento nos permite
conocer todas las soluciones a partir de una solución particular.

Ejemplo 3. Consideremos la superficie definida por la gráfica de la edo dy
dx = e(x−y).
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1.3. ACERCA DEL MÉTODO DE LIE. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

- 2

0

2

- 2

0

2

0
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30

dy

dx

x

y

Figura 1.5: Gráfica de la EDO dy
dx = e(x−y).

Observese la acción de la primera extensión del grupo de traslaciones

x̃ = x+ s

ỹ = y + s (1.19)

dỹ

dx̃
=

dy

dx

deja invariante a la ecuación.

Ψ

(
x̃, ỹ,

dỹ

dx̃

)
=

dỹ

dx̃
− ex̃−ỹ =

dy

dx
− e(x+s)−(y+s) (1.20)

=
dy

dx
− ex−y = Ψ

(
x, y,

dy

dx

)
Observese que el parámetro s se anula en la ecuación transformada, dejándola invariante, la superficie se

transforma en śı misma, llevando cada punto en ella, en otro punto en la misma superficie.
Para este ejemplo podemos integrar fácilmente para producir una solución general

ψ = Ψ(x, y) = ey − ex (1.21)

aqui ψ es una constante arbitraria de integración. La acción del grupo sobre una solución dada, es llevarla a
otra solución, esto se ve de la siguiente manera

ψ̃ = Ψ(x̃, ỹ) = eỹ − ex̃ = ey+s − ex+s = es (ey − ex) (1.22)

La curva solución ψ̃ se transforma en
ψ̃

es
= ey − ex (1.23)
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1.3. ACERCA DEL MÉTODO DE LIE. CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN .

La ecuación permanece invariante bajo la acción del grupo, mientras que una solución dada se transforma
en otra solución, es decir que el conjunto de soluciones queda invariante bajo la transformación.

En este ejemplo pudimos encontrar la simetŕıa simplemente por la forma de la ecuación, en ejemplos más
complicados, en los ejemplos de modelos epidemiológicos, el papel que juega el conocimiento de las simetŕıas
para la solución del sistema.
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Caṕıtulo 2

Introducción a la teoŕıa de Lie.

La teoŕıa de Lie esta en proceso de convertirse en la parte
más importante de las Matemáticas, poco a poco se ha
hecho obvio que las teoŕıas más inesperadas, desde la

Aritmética hasta la F́ısica Cuántica, han venido a rodear
este campo de Lie como a un gran eje gigante.

Jean Dieudonné.

En este caṕıtulo trataremos de presentar de la manera más consisa posible la maquinaria matemática que
usaremos más adelante en la solución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales. Comenzaremos
con algunas definiciones básicas y terminaremos con resultados que nos permitirán hacer de los métodos de
simetŕıas un análogo infinitesimal de la teoŕıa de Galois para ecuaciones diferenciales.

Un grupo de Lie es un objeto matemático que comparte siumultáneamente dos estructuras, una de tipo
algebráico (es un grupo) y otra de caracter geométrico (es una variedad diferenciable). Podemos pensar en
un grupo como una generalización algebráica de la noción geométrica de simetŕıa, una varidead diferenciable
es un espacio que localmente es ”parecido”1 a un espacio euclidiano 2, es un objeto que generaliza la noción
de superficie diferenciable a un contexto de más variables.

2.1. Grupos algebráicos.

Veamos ahora la definición algebráica formal de grupo.

Definición 2. Sea X 6= ∅ un conjunto y � : X × X → X una operación binaria en X. Diremos que X
forma un grupo respecto a � sii:

1. ∀x, y ∈ X : x� y ∈ X

2. ∀x, y, z ∈ X : (x� y)� z = x� (y � z)

3. ∃e ∈ X tal que: ∀x ∈ X : e� x = x

1Parecido en el sentido topológico, es decir que existe una biyección continua, con inversa continua entre ambos espacios.
2Lease Rn para un natural n adecuado.
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2.2. VARIEDADES DIFERENCIALES. CAPÍTULO 2. TEORIA DE LIE.

4. ∀x ∈ X∃x−1 ∈ X tal que: x� x−1 = e

Si adicionalmente, � es conmutativa, diremos que (X,�) es un grupo abeliano.

Los grupos que nos interesarán aqúı son t́ıpicamente grupos de transformaciones a n parámetros.

Ejemplo 4. Consideremos el conjunto de todas las transformaciones ŕıgidas de Rn en Rn. Es fácil ver que
cuando componemos dos de éstas transformaciones, la rigidez de ambas impĺıca la rigidez de la composición,
evidentemente, la transformación identidad en Rn es el elemento neutro del grupo, la asociatividad se hereda
de la asociatividad de la composición de funciones y finálmente la existencia de inversos se sigue de la
inyectividad de las transformaciones ŕıgidas3.

2.2. Variedades Diferenciales.

Nos interesa que las propiedades que vamos a estudiar no dependan de la elección del sistema de coor-
denadas, las variedades diferenciales, son objetos cuya naturaleza es esa prećısamente. Ya hemos dado una
noción intuitiva de estos objetos, pasaremos ahora a dar ua definición más formal.

Definición 3. Una variedad n-dimensional es un conjunto M 6= ∅, junto con una familia numerable de
subconjuntos Uα ⊂ M llamados cartas coordenadas, y funciones4 biyectivas Φα : Uα → Vα, donde Vα ⊂ Rn
es un abierto de Rn bajo la topoloǵıa inducida por la mértica euclidiana. De tal manera se satisface que:

i) ∪{Uα} = M (La unión de las cartas cubre a M)

ii) φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ) es una función suave5 en este sentido, diremos que los cambios

de coordenadas son diferenciables6.

iii) Si x ∈ Uα, y ∈ Uβ son puntos distintos, entonces existen abiertos W1 ⊂ Vα, W2 ⊂ Vβ tales que

φα(x) ∈W1 , φβ(y) ∈W2 y φ−1
β (W2) ∩ φ−1

α (W1) = ∅ (2.1)

Observese que las condiciones (i) y (iii) implican que M es un espacio topológico Hausdorff II-numerable7.

3Es suficiente notar que la rigidez implica inyectividad.
4A estas funciones les llamaremos coordenadas locales.
5Aqúı usaremos “suave” como que pertenece a la clase C∞
6Observese que al ser biyectivas, las funciones φi deben forzosamente ser bi continuas y bidiferenciables, aśı, la condición

puede ser léıda como ”Los cambios de coordenadas son difeomorfismos locales.
7Podemos entonces definir una n-variedad diferenciable como un espacio topológico de Hausdorff segundo-numerable, que es

localmente difeomorfo a Rn
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2.2. VARIEDADES DIFERENCIALES. CAPÍTULO 2. TEORIA DE LIE.

Mn

Uα

Uβ

φβ ◦ φ−1
α

φα

φβ

Rn

φ−1
α

φ−1
β

Figura 2.1: Variedad diferenciable

Ejemplo 5. El espacio euclidiano de dimensión n Rn es una variedad diferenciable, su estructura es trivial,
tiene una única carta, la identidad junto con un único abierto Rn mismo.

Ejemplo 6. El ćırculo unitario S1 = {(x, y)|x2 + y2 = 1} es una variedad de dimensión 1. Tomemos

s 7→ (cos s, sen s) s ∈ R (2.2)

Ejemplo 7. El toro, visto como producto de dos ćırculos, es decir:

T 2 = S1 × S1 (2.3)

es una variedad diferenciable de dimensión 2. Podemos parametrizar al toro como una superficie de revolución

(u, v) 7→ (cosu cos(v + a), senu cos(v + a), sen v) (2.4)

para lo cual se requieren dos vecindades abiertas.

En general si Mm y Nn son variedades diferenciales el producto M × N es una variedad de dimensión
n+m8.

2.2.1. Funciones entre variedades.

Para poder hacer cálculo diferencial en vairedades, necesitamos redefinir las nociones básicas del cálculo
real para el contexto de variedades. Comenzaremos por definir funciones suaves entre variedades.

Definición 4. Sean Mm y Nn variedades suaves F : M → N es una función suave si para carta coordenada,
su expresión en coordenadas locales es una función suave. Es decir

∀α , β : φα : Uα → Vα ⊂ Rm y ψβ : Ũβ → Ṽβ ⊂ Rn (2.5)

8Para mostrar este hecho, basta tomar como cartas al par (φi, ψj) donde {φi}i∈I parametriza a M , y {ψj}j∈J parametriza
a N .
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2.2. VARIEDADES DIFERENCIALES. CAPÍTULO 2. TEORIA DE LIE.

se tiene que
ψβ ◦ F ◦ φ−1

α : Rm → Rn (2.6)

es una función de clase C∞ en su dominio.

Ejemplo 8. Consideremos

f : R→ S1

t 7→ (cos t, sen t)

Es claramente una función suave entre variedades, en general toda parametrización de una variedad puede
verse como tal.

Ejemplo 9. Tomemos

F : T 2 → R3 (2.7)

(θ, ρ) 7→
((√

2 + cos ρ
)

cos θ,
(√

2 + cos ρ
)

sen θ, sen ρ
)

(2.8)

La imagen directa de F es el toro de revolución en R3 dado por

x2 + y2 + z2 + 1 = 2
√

2(x2 + y2) (2.9)

2.2.2. Condición de rango máximo.

Definiremos ahora el rango de una función suave entre variedades y daremos una condición necesaria para
simplificar el estudio de tales funciones.

Definición 5. Sea F : M → N una función suave entre variedades. El rango de F en x ∈ M es el rango
de la matriz jacobiana en x con y = F (x) expresada en coordenadas locales adecuadas. La función F tiene
rango máximo sobre un subconjunto S ⊂M si ∀x ∈ S : ran(F ) = mı́n(m,n)

Teorema 1. Sea F : M → N una función suave entre variedades de rango máximo en x0 ∈ M . Entonces
existen coordenadas locales x = (x1, x2, . . . , xm) en una vecindad de x0 y y = (y1, y2, . . . , yn) al rededor de
y0 = F (x0), de tal manera que en las nuevas coordenadas F es o bien la identidad o la inmersión canónica
de Rm en Rn.9

2.2.3. Subvariedades

En los ejemplos anteriores, vimos que la esfera y el toro pueden ser vistas como subconjuntos de R3, de tal
forma tenemos 2-variedades contenidas en 3-variedades, a tales subconjuntos los llamaremos subvariedades.

Definición 6. Sea M una variedad suave. Una subvariedad de M es un subconjunto N ⊂M junto con una
función suave inyectiva ω : Ñ → N ⊂ M que tiene rango máximo en todos los puntos. Donde Ñ es una
variedad diferenciable y N es la imagen directa de Ñ bajo ω.10

Hay que señalar que la subvariedad N la estamos parametrizando como una inmersión de Ñ en M , v́ıa la
función ω. En adelante, al referirnos usando el término subvariedad como el de subvariedades inmersas. La
condición de rango maximal nos asegura que N no tiene singularidades.

9La demostración se sigue del teorema de la función impĺıcita.
10De aqúı se tiene que dimN = dimÑ y dimN ≤ dimM .
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Ejemplo 10. Tomaremos Ñ = R, M = R3, ω(t) = (cos t, sen t, t) la imagen de ω es una hélice circular que
se desarrolla positivamente al rededor del eje Z. Nótese que ω es inyectiva y además

dω

dt
= (− sen t, cos t, 1) (2.10)

la expresión (2.10) no se anula para ninguna elección de t, por lo tanto ω tiene rango máximo. Observese
que la espiral está complétamente contenida en un cilindro circular recto, de radio 1

Figura 2.2: Hélice inscrita en importante de las Matemcilindro circular.

Ejemplo 11. Si tomamos M = R2 y ω(t) = ((1 + et) cos t, (1 + e−t) sen t). Notese que N(R) es una espiral
que se enreda en el ćırculo unitario.

X

Y

+1.0 +2.0−1.0−2.0

−2.5

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

+0.5

+1.0

+1.5

+2.0

+2.5

Figura 2.3: Espiral en R2.
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2.3. Grupos de Lie.

Un grupo de Lie es una n-variedad a la que puede ser asignada una estructura de grupo tal es el caso de
los grupos de matrices y los grupos de transformaciones (entre los cuales existe una relación de acuerdo con
el Álgebra Lineal.)

Ejemplo 12. Consideremos el grupo de rotaciones en el plano al que le corresponde el grupo de matrices
SO(2,R), que corresponde a matrices 2× 2 de la siguiente forma:(

cos(s) − sen(s)
sen(s) cos(s)

)
Es fácil ver que al grupo de rotaciones le podemos asignar de manera natural una estructura de variedad

con el disco S1, asignando a cada valor de s ∈ R con el punto (cos(s)− sen(s), sen(s) + cos(s)) ∈ S1 ⊂ R2

Figura 2.4: S1 ∼= SO(2,R)

Por otro lado, el conjunto de matrices ortogonales forma un grupo respecto a la multiplicación. De tal
forma tenemos un primer ejemplo de grupo de Lie 1−paramétrico.

Definición 7. Un grupo de Lie r-paramétrico es un grupo que acepta una estructura de variedad suave, de
tal manera que la operación del grupo y la función que a cada elemento le asocia su inverso

m : G×G→ G m(g, h) = gh (2.11)

i : G→ G i(g) = g−1

son funciones suaves entre variedades.

Ejemplo 13. El grupo de transformaciones ortogonales en R2, O(2) = {A ∈ M2×2(R)|A−1 = At}, que
puede interpretarse topológicamente como dos copias disconexas de S1

2.3.1. Subgrupos de Lie.

Vimos en la sección anterior, que algunos subconjuntos de variedades formaban también variedades,
veremos qué pasa en el caso de los grupos de Lie.
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2.3. GRUPOS DE LIE. CAPÍTULO 2. TEORIA DE LIE.

Definición 8. Un subgrupo de un grupo de Lie G es una subvariedad inmersa, bajo la inmersión ω : H̃ → G,
donde H̃es un grupo de Lie y H = ω(H̃).

Los subgrupos de Lie no necesariamente deben ser subvariedades regulares11, sin embargo podemos dar
una caracterización para los subgrupos de Lie regulares.

Teorema 2. Supongamos que G es un grupo de Lie. Si H es un subgrupo de Lie cerrado, entonces H es una
subvariedad regular de G. Rećıprocamente toda subvariedad regular de G es un subgrupo cerrado.

2.3.2. Grupos de Lie locales.

En general no estaremos interesados en conocer el grupo completo, sino solo aquellos elementos que estén
cercanos12, entonces necesitaremos decir a qué nos referimos, en el contexto local, cuando hablamos de grupos
de Lie.

Definición 9. Un grupo local de Lie r-paramétrico consiste de subconjuntos abiertos y conexos V0 ⊂ V ⊂ Rr
tal que contiene al origen de coordenadas de Rr y funciones suaves

m : V × V → Rr (2.12)

i : V0 → V

que definen la operación del grupo y la función ’sacar inversos’, de tal modo que m es asociativa, admite a
0 como identidad y cada elemento tiene un inverso local.

Con esta definición, sólo tendrá sentido hablar del producto xy en una vecindad del origen.

Ejemplo 14. Veamos un ejemplo de un grupo de Lie que no es global. Consideremos el siguiente conjunto.

V = {x ||x| < 1} ⊂ R (2.13)

con la operación

m(x, y) =
2xy − x− y
xy − 1

(2.14)

Nótese que m cumple

Asociatividad. En efecto, para x1, x2, x3 ∈ V se tiene que

m(x1,m(x2, x3)) =
2x1m(x2, x3)− x1 −m(x2, x3)

xm(x2, x3)− 1
=

2x1
2x2x3 − x2 − x3

x2x3 − 1
− x1 −

2x2x3 − x2 − x3

x2x3 − 1

x1
2x2x3 − x2 − x3

x2x3 − 1
− 1

m(x, 0) =
−x
−1

= x = m(0, x)

11En el sentido de que la aplicación diferencial de la parametrización sea regular.
12Es decir ε - cercanos, segun la topoloǵıa relativa.
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Los inversos quedan dado por:

i(x) =
x

2 (x− 1)
(2.15)

y esta bien definida en el conjunto V0 =

{
x

∣∣∣∣|x| < 1

2

}
por tanto m define un grupo de Lie uniparamétrico local.

Una forma de construir grupos de Lie locales es tomar un grupo global y usar alguna carta que contenga
a la identidad.

Observación 1. Cualquier grupo de Lie se puede ver localmente de esta forma, es decir, localmente isomorfo
a una vecindad de la identidad en algún grupo global G.

Teorema 3. Sea V0 ⊂ v ⊂ Rr un grupo de Lie local, con multiplicación m(x, y) e inversión i(x), entonces
existe un grupo de Lie global G y cartas coordenadas φ : U∗ → V ∗, donde U∗ contiene a la identidad, de tal
modo que

V ∗ ⊂ V y φ(e) = 0 (2.16)

φ(gḣ) = m(φ(g), φ(h)) (2.17)

siempre que g, h ∈ U∗ y
φ(g−1) = i(φ(g)) (2.18)

siempre que g ∈ U∗
Aun más, existe un único grupo de Lie śımplemente conexo G∗ con estas propiedades. Si G es cualquier

otro grupo de Lie, entonces existe una aplicación cubriente

π : G∗ → G (2.19)

que además es un homomorfismo de grupos de Lie, tal que G es localmente isomorfo a G∗. G∗ es llamado el
cubriente simplemente conexo de G.

Ejemplo 15. El único grupo de Lie uniparamétrico simplemente conexo es R aśı que el grupo local del
ejemplo 14 debe coincidir con alguna carta de R al rededor del cero

φ(t) =
t

t− 1
U∗ = {t ∈ R|t < 1} (2.20)

Ahora

φ(t+ s) = m(φ(t), φ(s)) =
2φ(t)φ(s)− φ(t)− φ(s)

φ(t)φ(s)− 1
(2.21)

φ(−t) = i(φ(t)) =
φ(t)

2φ(t)− 1
(2.22)

Aśı φ satisface el teorema 3.

Proposición 1. Sea G un grupo de Lie conexo y U ⊂ G una vecindad de la identidad. Consideremos

Uk = {g1, g2 . . . gk|gi ∈ U} (2.23)

el conjunto de los productos de longitud k13 de U , entonces

G = ∪∞k=1U
k (2.24)

La demostración se basa en la conexidad de G.
13Es decir productos de k elementos.

23



2.3. GRUPOS DE LIE. CAPÍTULO 2. TEORIA DE LIE.

2.3.3. Grupos locales de transformaciones.

En lo subsecuente, al hablar de grupos de Lie, estaremos hablando concretamente de grupos de transfor-
maciones sobre una variedad M . Por ejemplo, el grupo SO(2) lo estudiaremos como el grupo de rotaciones
en el plano R2 y GL(n,R) como el grupo de transformaciones lineales, no-singulares en Rn. En general, u
grupo de Lie puede pensarse como un grupo de transformaciones sobre una variedad si

∀g ∈ G ∃fg : M →M (2.25)

tal que fg es biyectiva y bicontinua.

Definición 10. Sea M una variedad diferenciable, un grupo local de transformaciones sobre M está dado
por un grupo de lie local G, un abierto U14 tal que

{e} ×M ⊂ U ⊂ G×M (2.26)

y una aplicación suave
Φ : U →M (2.27)

tal que se cumple lo siguiente

a) Si (h, x) ∈ U , entonces (g,Φ(h, x)) ∈ U y (gh, x) ∈ U implica que Φ (g,Φ(h, x)) = Φ(gh, x)

Podemos abreviar
Φ(g, x) = gx (2.28)

de tal manera, las condiciones toman una forma más sencilla

g(hx) = (gh)x gh ∈ G x ∈M
ex = x ∀x ∈M

g−1(gx) = x ∀g ∈ G ∀x ∈M

Nótese que para cada x ∈ M , el conjunto de elementos para los cuales gx esta definida, forma un grupo
de Lie local

Gx = {g ∈ G|(g, x) ∈ U}
Análogamente para cada g ∈ G, existe una subvariedad abierta

Mg = {x ∈M |(g, x) ∈ U}

Un grupo global de transformaciones es aquel para el cual podemos tomar U = G ×M , en tal caso gx
está definida para todos los elementos de G y de M y no hay que preocuparse por precisar los dominios de
definición.

Un grupo de transformaciones G que actúa sobre una variedad M es conexo si se cumple que

(a) G es un grupo de Lie conexo y M es una variedad conexa.

(b) U ⊂ G×M es una abierto conexo.

(c) ∀x ∈M el grupo Gx es conexo

14Aqúı U es el dominio de acción del grupo.
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2.3.4. Órbitas.

Una órbita de un grupo local de transformaciones G es el mı́nimo subconjunto no-vaćıo de G tal que es
G-invariante. es decir, el conjunto O es la órbita de G en M si

(a) Si x ∈ O, g ∈ G y gx esta definirdo, entonces gx ∈ O.

(b) Si Õ ⊂ O y Õ es G-invariante, entonces O ⊂ Õ o bien Õ = ∅

En el caso de un grupo de transformaciones global ∀x ∈M , la órbita de x es el conjunto

Ox = {gx|g ∈ G}

Para los grupos locales tenemos que fijarnos en los productos de elementos del grupo que actúan sobre x

Ox =

{
(g1, g2, . . . gk)

∣∣∣∣∣x ≥ 1, gi ∈ G,
(

k∏
i=1

gi

)
x ∈ G

}

Las órbitas de un grupo de Lie son de hecho subvariedades de M pero vaŕıan su dimensión y podŕıan no
ser regulares.

Distinguiremos dos clases importantes de acciones.

Definición 11. (a) Un grupo G actúa de manera semiregular si todas las órbitas Ox son subvariedades de
M con la misma dimensión.

(b) Un grupo G actúa de forma regular si la acción es semiregular y ∀x ∈ M existe una vecindad de radio
ε > 0 tal que para cada órbita de G intersecta a U en un subconjunto de M conexo por trayectorias.

En particular si G actúa de manera regular sobre M , entonces toda órbita de G es una subvariedad regular
de M . Una acción es llamada transitiva si existe una única orbita, que es M misma. Claramente una acción
transitiva es regular, los grupos que nos interesan son los intransitivos.

Ejemplo 16. (a) El grupo de translaciones en Rn. Sea a ∈ Rn\{0}, arbitrario y fijo y tomaremos G =
(R,+). Consideremos

Ψ(s, x) = x+ sa

lo cual define una acción global , las órbitas son rectas paralelas al vecto a, la acción es regular y tiene
órbitas de dimensión 1.

(b) El grupo de escalamientos. Sean G = (R+\{0}, ·) , αi ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, de tal manera que los αi
no son todos cero.

Se tiene que R+\{0} actúa sobre Rm, mediante los reescalamientos

Ψ(λ, x) = (λα1x1, . . . , λ
αmxm)

Con λ ∈ R+\{0} y (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm
Las órbitas de G son subvariedades 1-dimensionales, salvo por una óbita singular que consiste en {0}.

En el caso m = 2, las órbitas son parábolas de la forma y = kx2, el reescalamiento actúa regularmente en
Rm\{0} estas son el tipo de acciones que surgen usúalmente en el análisis dimensional de ecuaciones en
derivadas parciales.
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Ejemplo 17. Para el caso de la ecuación del calor, tomamos

M = R2 g = (R,+)

y consideramos

Ψ (ε, (x, y)) =

(
x

1− εx ,
y

1− εx

)
la cual está definida sobre

U =

{
(ε (x, y))

∣∣∣∣ε < 1

x
si x > 0, ε >

1

x
si x < 0

}
⊂ R× R2

Veamos que esta es una acción de grupo, en efecto

Ψ (δ, ψ (ε, (x, y))) = Ψ

(
δ,

(
x

1− εx ,
y

1− εx

))

=


x

1− εx
1− δx
1− εx

,

y

1− εx
1− δx
1− εx


=

(
x

1− (δ + ε)x
,

y

1− (δ + ε)x

)
= Ψ (δ + ε, (x, y))

y por tanto la acción es regular en el plano agujereado.

2.4. Campos vectoriales.

Una herramienta fundamental para el estudio de grupos de transformaciones es su forma infinitesimal,
tenemos para ello dos enfoques equivalentes, el formalismo de las formas diferenciales y la teoŕıa geométrica
de los campos vectoriales.

Un campo vectorial V sobre una variedad M es una función, que a cada punto le asigna un vector tangente.

V : M → TM

x 7→ v ∈ TxM

En coordenadas locales
(
x1, x2, . . . , xm

)
:

V (x) = ξ1(x)∂x1
+ ξ2(x)∂x2

+ · · ·+ ξm(x)∂xm

donde cada xii es una función suave de x. Denotaremos al conjunto de todos los campos vectoriales sobre M
por X(M).

Una curva integral de un campo V ∈ X(M), es una curva regular, parametrizada

X = φ(ε)

de tal manera que su vector tangente en cada punto coincide con el valor de V en cada punto.

dφ

dε
(ε0) = V (φ(ε0)) (2.29)
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los ξi son los coeficientes del campo. Puesto que ξi son suficiéntemente suaves, se cumplen las hipótesis
del teorema de existencia y unicidad para una condición inicial dada

Φ(0) = x0 (2.30)

de tal forma que tenemos garantizada la existencia de una única curva integral maximal,

Φ : I →M

que pasa por un punto dado x0 = Φ(0) ∈M , donde la maximalidad se dá respecto a la contensión.
Observemos que si V ∈ X(M) y f es una función de variable real, suave, entonces

fv = f(x)v(x) ∈ X(M)

en coordenadas locales, tenemos

v(x) =
∑
i∈I

ξi(x)∂xi

⇒ fv(x) =
∑
i∈I

f(x)ξi(x)∂xi

Si la función f nunca se anula, entonces las curvas integrales de fv y las de v coinciden salvo un cambio
de coordenadas.

2.4.1. Flujos.

Si v ∈ X(M), denotaremos a su curva integral maximal como Ψ(ε, x) y llamaremos a Ψ el flujo generado
por v.

Aśı para cada x ∈ M y ε ∈ I(x) con 0 ∈ I(x), Ψ(ε, x) es un punto sobre la curva integral que pasa por
x ∈M , el flujo de un campo vectorial tiene algunas propiedades básicas.

Ψ(δ,Ψ(ε, x)), para x ∈M . Para cada δ, ε ∈ R donde ambos lados de la ecuación esten bien definidos.

Ψ(0, x) = x y
d

dε
Ψ(ε, x) = V (Ψ(ε, x)), para todo ε que tenga sentido.

Esta última propiedad establece que el campo V es tangente a Ψ(ε, x) para una x fija, además de que
establece condiciones iniciales para la curva integral. La primera propiedad se sigue del teorema de existencia
y unicidad.

Debemos notar que el flujo generado por un campo vectorial es lo mismo que una acción local del grupo
de Lie (R,+), sobre la variedad M . El campo V es el generador infinitesimal de la acción, en coordenadas
locales, por medio de la aproximación de Taylor

Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε2) (2.31)

para ξ(ξ1, ξ2, . . . , ξm) coeficientes de V .
Las órbitas de la acción del grupo son curvas integrales maximales de V . Rećıprocamente si Ψ(ε, x) es un

grupo uniparamétrico que actúa sobre M , su generador infinitesimal se obtiene restringiendo V a ε = 0

V (x) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

Ψ(ε, x) (2.32)
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La unicidad de las soluciones garantiza que el flujo generado por V coincida localmente con la acción de
R sobre M en el dominio de definición común. De tal manera, se tiene una correspondencia invectiva entre
los grupos uniparamétricos de transformaciones locales y sus generadores infinitesimales. El cálculo del flujo
generado por un campo se logra utilizando la aplicación exponencial.

exp(εv)x ≡ Ψ(ε, x) (2.33)

La aplicación exponencial tiene las siguientes propiedades

exp(0v)x = x (2.34)

y
d

dε
(exp(εv)x) = V (exp(εv)x) ∀x ∈M (2.35)

Ejemplo 18. Consideremos el grupo de rotaciones planas

Ψ(ε, (x, y)) = (x cos ε− y sen ε, x sen ε+ y cos ε) (2.36)

su generador infinitesimal es
v = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y (2.37)

donde

ξ(x, y) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(x cos ε− y sen ε) = −y (2.38)

η(x, y) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(x sen ε+ y cos ε) = x (2.39)

Aśı que
V = −y∂x + x∂y (2.40)

es el generador infinitesimal y el grupo de rotaciones coincide con las soluciones del sistema

dx

dε
= −y (2.41)

dy

dε
= x (2.42)

El efecto de un cambio de coordenadas y = Ψ(x) sobre un campo V está determinado por sus efectos en
cada vector tangente Vx. De tal forma si V ∈ X(M) se escribe en coordenadas locales como

V =

m∑
i=1

ξi(x)∂xi (2.43)

y y = Ψ(x) es un cambio de coordenadas, entonces V puede reescribirse como

V =

m∑
j=1

m∑
i=1

ξi(ψ−1(y))Ψj
(xi)(Ψ

−1(y))∂yj (2.44)
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Proposición 2. Suponga que V ∈ X(M) no se anula en x0 ∈ M . Entonces existe una carta local y =
(y1, y2, . . . , ym) al rededor de x0 de tal manera, que en términos de las nuevas coordenadas

V = ∂y1 (2.45)

Demostración. Aplicamos un cambio de coordenadas, de tal manera que x0 = 0 y V (x0) = ∂x1 . Por
continuidad ξ1(x) es positivo para alguna vecindad de x0. Aśı que, necesariamente, las curvas integrales
de V cruzan el hiperplano x1 = 0 de manera transversal, y por tanto en una vecindad de 0, cada x =
(x1, x2, . . . , xm) puede definirse de manera única, como algún flujo en el hiperplano. Por tanto

x = exp(y1V )(0, y2, y3, . . . , ym) (2.46)

para y1 en una vecindad de 0 ∈ R
Lo anterior nos permite dar un difeomorfismo 15 de (x1, x2, . . . , xm) a (y1, y2, . . . , ym). Para ε pequeño,

en coordenadas y, se tiene
exp(εV )(y1, y2, . . . , ym) = (y1 + ε, y2, . . . , ym) (2.47)

aśı que el flujo es una acción en la dirección y1

Por lo tanto, todo campo no-nulo es localmente equivalente al generador infinitesimal de un grupo de
traslaciones.

2.4.2. Acción de un grupo sobre funciones.

Consideremos un campo vectorial V ∈ X(M) y f : M → R una función suave. Nos interesa saber de
qué manera cambia f bajo el flujo generado por V , es decir de qué manera cambia

f(exp(εV )x) (2.48)

conforme ε se mueve.
Si V se escribe en coordenadas locales como

V =
∑

ξi(x)∂xi (2.49)

entonces por la regla de la cadena se tiene

d

dε
f(exp(εV )x) =

m∑
i=1

ξi(exp(εV )x)fxi(exp(εV )x) (2.50)

= V (f)(exp(εV )x)

el campo V actúa como un operador diferencial parcial en las funciones de valor real sobre M , usando la
expansión de Taylor

f(exp(εV )x) = f(x) + εV (f)(x) +O(ε2) (2.51)

aśı que V (f) nos dice el cambio infinitesimal en la función f , si continuamos la expansión de Taylor, tenemos

f(exp(εV )x) = f(x) + εV (f)(x) +
ε2

2!
V 2(f)(x) + · · ·+ εk

k!
V k(f)(x) +O(εk+1) (2.52)

15Geométricamente se están rectificando las curvas integrales que pasan a travez del hiperplano perpendicular al eje x1.
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donde V 2(f) = V (V (f)) y V n(f) = V (V n−1(f)).
Si asumimos que la serie de Taylor converge en ε, obtenemos la serie de Lie para la acción del flujo sobre

f

f(exp(εV )x) =

∞∑
k=0

εk

k!
V k(f)(x) (2.53)

Se tiene una situación análoga para las funciones vectoriales.

f : M → Rn

n 7−→ (f1(x), f2(x) . . . , fn(x))

se tiene que V actúa componente a componente

V (f) = (V (f1), V (f2), . . . , V (fn)) (2.54)

En particular, si F i son funciones coordenadas obtenemos una serie de Lie para el flujo

exp(εV )x = x+ εξ(x) +
ε2

2!
V (ξ)(x) + · · · =

∞∑
K=0

εk

k!
V k(x) (2.55)

De esta forma cada campo define una derivación en el espacio de funciones suaves de variable real en M ,
en otras palabras es lineal y cumple la regla de Liebniz

V (fg) = V (f)g + fV (g) (2.56)

Reciprocamente cada derivación puede identificarse con un vector tangente, que en coordenadas locales
queda dado por ∑

ξi∂xi (2.57)

2.4.3. Diferenciales.

Si M y N son variedades suaves y f : M → N es una aplicación suave, cada curva parametrizada
C = {Φ(ε) | ε ∈ I} en M va a dar bajo f a una curva parametrizada en N , de tal manera, la función f induce
una aplicación entre espacios tangentes de TxM a Tf(x)M , tal aplicación es la diferencial de f

df
Φ(ε)

=
d

dε
(f ◦ Φ) (ε) (2.58)

en coordenadas locales si V ∈ X(M)

Vx =

m∑
i=1

ξi∂xi (2.59)

entonces

df(V (x))

m∑
j=1

(
m∑
i=1

ξif jxi(x)

)
∂yj =

m∑
j=1

V (f j(x))∂yj (2.60)

La diferencial es una transformación lineal, cuya matriz asociada no es otra sino la matriz jacobiana de
f .

30



2.4. CAMPOS VECTORIALES. CAPÍTULO 2. TEORIA DE LIE.

Lema 1. Si f : M → N y h : N →W son funciones suaves entre variedades diferenciales, entonces

d (h ◦ f) = df ◦ dh (2.61)

La demostración del lema se sigue de la definición de la diferencial y de la regla de la cadena.

Observación 2. Si x ∈ X(M) no necesariamente ocurre que df(V ) ∈ X(M), si f no es inyectiva, nada
garantihan venido a rodear este campo de Lie como a un gran eje gigante” .za que su diferencial sea un campo
vectorial. Sin embargo, si f es un difeomorfismo, entonces su diferencial es un campo vectorial sobre N

2.4.4. Corchete de Lie.

Podemos definir una operación binaria en el conjunto de campos vectoriales sobre una variedad diferen-
ciable, llamada conmutador o corchete de Lie

Definición 12. Si V,W ∈ X(M) definimos el corchete de Lie de v y w como

[V,W ] f = v(wf)− w(vf) (2.62)

donde f : M → R es una función suave.

Lo primero que puede observarse es que el corchete de Lie de dos campos vectoriales es un campo vectorial.
En efecto, consideremos V,W ∈ X(M) expresados en coordenadas locales

V =

m∑
i=0

ξi(x)∂xi W =

m∑
i=0

ηi(x)∂xi (2.63)

tenemos que

[V,W ] =

m∑
i=0

(
V (ηi)−W (ξi)

)
∂xi =

m∑
i=0

m∑
j=0

(
ξjηixj − ηjξixi

)
∂xi (2.64)

Ejemplo 19.

V = y∂y W = x2∂x + xy∂y

Se tiene que

[V,W ] = xy∂x + y2∂y

Proposición 3. El corchete de Lie cumple las siguientes propiedades para V, V ′,W ∈ X(M).

(a) Es bilineal, es decir que para cualesquiera c, c′ ∈ R

[cV + c′V ′,W ] = c [V,W ] + c′ [V ′,W ] (2.65)

y
[W, cV + c′V ′] = c [W,V ] + c′ [W,V ′] (2.66)

(b) Es ant́ı simétrico, es decir
[V,W ] = − [W,V ] (2.67)

(c) Cumple la identidad de Jacobi:

[V, [V ′,W ]] + [W, [V, V ′]] + [V ′, [W,V ]] = 0 (2.68)
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2.5. Integrabilidad y el teorema de Frobenius.

Hasta el momento, hemos visto que cualquier campo vectorial sobre M determina una curva integral en
M de tal manera que V es tangente a la curva en todo punto.

El teorema de Frobenius se trata de un caso más general, determina subvariedades integrales de sistemas
de campos vectoriales con la propiedad de ser tangente a tal subvariedad en cada punto.

Definición 13. Sean V1, Vr ∈ X(M), una subvariedad integral para {Vi}ri=1 es una subvariedad N ⊂ M ,
cuyo espacio tangente TyN es generado por {Vi

∣∣
g }ri=1 ∀g ∈ N

Diremos que el sistema {Vi}ri=1 es integrable si por cada x0 ∈M pasa una subvariedad integral.

Notese que si N es una subvariedad integral para {Vi}, entonces la dimensión del subespacio de TyM ,
generado por {Vi}, que por definición es TyN es la misma dimensión que la de N .

Esto no excluye la posibilidad de que la dimensión del subespacio de TxM generado por {Vi |x}, vaŕıa
conforme vaŕıa x, esto implica que un conjunto de campos vectoriales puede tener subvariedades de distinta
dimensión.

El lema anterior nos dá condiciones necesarias para la integrabilidad de sistemas de campos vectoriales.
Digamos que N es una subvariedad integra, entonces cada campo de la colección deberá ser tangente a N en
cada punto.

El corchete de Lie de cualquier par de campos en la colección debe ser tangente a N por tanto deberá estar
en el generado de los campos en cada punto.

Definición 14. Un sistema de campos vectoriales {Vi} ⊂ X(M) está en involución si existen funciones
suaves hkij

hkij : M → R

De tal manera que

[Vi, Vj ] =

r∑
k=1

hkijVk

Teorema 4. Sean {Vi} ⊂ X(M), para i ∈ {1, . . . , r}. Entonces {Vi} es integrable śı y sólo śı está en
involución.

Este teorema no se cumple si el sistema es infinitamente generado. Pero podemos hacer una generalización
útil.

Definición 15. Consideremos H ⊂ X(M) tal que forma un espacio vectorial, decimos que H está en involu-
ción si es cerrado bajo el corchete de Lie.

En el caso de dimensión fintita H puede verse como conjunto de combinaciones lineales de los campos
básicos Vi,

∑
fi(x)Vi, donde las funciones fi son suaves sobre M16.

Ahora podemos dar una definición local para las subvariedades integrales.

Definición 16. Consideremos H |x, el subespacio de TxM generado por el campo V |x, para todo V ∈ H.
Una subvariedad integral de H es una subvariedad conexa N ⊂M tal que TyM = H |y para todo y ∈ N .

Diremos que H es invariante en rango si para cualquier V ∈ H, la dimensión del subespacio Hexp(εV ) a lo
largo del flujo genrado por V es constante independiente de ε y que puede depender de la condición inicial x.

16En este caso se dice que H es fińıtamente generdo.
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Como la curva integral exp(εV )x de V , sale del punto x, debe estar contenida en una subvariedad integral
N , la invarianza en rango es una condición necesaria para la integrabilidad completa. La invarianza en rango
se sigue automáticamente si H es finitamente genreado o consiste de campos vecotriales anaĺıticos sobre una
variedad anaĺıtica.

Teorema 5 (Frobenius.). Sea H un sistema de campos vectoriales sobre una variedad M . Diremos que H es
integrable si y sólo śı está en involución y es invariante en rango.

Escencialmente, la demostración se hace construyendo subvariedades integrales.
Si x ∈ N entonces podemos construir tal subvariedad, examinando curvas integrales sucesivas que comien-

zan en x
N = {exp(V1)exp(V2) . . . exp(Vk)x | k ≥ 1, Vi ∈ H} (2.69)

La invarianza en rango implica que para algún y ∈ N , se tiene que H |y tiene la dimensión ”correcta”.
Llamaremos a la colección de subvariedades integrales maximales de un sistema de campos vectoriales una
foliación de la variedad M , cada subvariedad integral es una hoja de la folicación.

Ejemplo 20. Consideremos los siguientes campos vectoriales sobre R3

V = −y∂x + x∂y

W = 2xz∂x + 2yz∂y + (z2 + 1− x2 − y2)∂z

haciendo un cálculo sencillo tenemos que:
[V,W ] = 0

aśı que por el teorema de Frobenius el sistema {V,W} es integrable.
Dado (x, y, z), el subespacio de T(x,y,z)R3 generado por V(x,y,z) y Wx,y,z es de dimensión 2, excepto en

el eje Z y en el ćırculo unitario con centro en (0, 0, 0), S1, que son de dimensión 1, aśı que Z y S1 son
subvariedades integrales de {V,W}.

Las otras subvariedades integrales son toros

ζ(x, y, z) = (x2 + y2)
−

1

2 (x2 + y2 + z2 + 1) = c

para c > 2. De hecho
dζ(V ) = V (ζ) = 0 dζ(W )) = W (ζ) = 0

por lo cual, se tiene que los campos V y W son tangentes a todos los conjuntos de nivel de ζ donde ∇ζ 6= 0

Un sistema integrable de campos vectoriales {v1, v2, . . . , vr} es llamado semi-regular si la dimensión de
TxM no vaŕıa de punto a punto. En este caso todas las subvariedades integrales tienen la misma dimensión.

De manera análoga al concepto de accion regular de grupo, diremos que un sistema integrable de campos
vectoriales es regular si es semi-regular y además, para todo X ∈ X(M) existe una vecindad de X, tal que
cada subvariedad integral maximal interseca a la vecindad en un subconjunto conexo por trayectorias.

Aunque la semi-regularidad es una propiedad local que puede deducirse usando coordenadas, la regularidad
depende de la estructura global del sistema y es extremadamente dif́ıcil checarlo sin hallar expĺıcitamente las
subvariedades integrales. Cualquier sistema semi-regular puede hacerse regular si se le restringe a un abierto
de M .

Para sistemas de campos vectoriales semi-regulares, el teorema de Frobenius nos permite aplanar las
subvariedades integrales, v́ıa la elección de coordenadas locales adecuadas.
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Teorema 6. Sea {V1, V2, . . . , Vr} un sistema integrable de campos vectoriales tales que la dimensión del
generado por {V1(x), V2(x), . . . , Vr(x)} en TxMes una constante, independeintemente de la elección de x ∈M .
Entonces para cada x0 ∈M , existen coordenadas locales planas y = (y1, y2, . . . , ym) cerca de x0, de tal manera
que las subvariedades integrales intersecan la carta coordenada dada en las secciones transversales yi = ci.
Si adicionalmente el sistema es regular, entonces la carta coordenada puede elegirse de tal forma que cada
subvariedad integral la interseca en a lo más una sección transversal.

Ejemplo 21. Utilizando el ejemplo anterior, tomemos, al rededor de cualquier punto (x0, y0, z0) con z0 6= 0,
las coordenadas locales planas estan dadas por (x̃ = x, ỹ = y, z̃ = ζ(x, y, z)) el espacio tangente al plano
z = cte es generado por los campos

∂x̃ = ∂x −
x(x2 + y2 − z2 − 1)

2z(x2 + y2)
∂z

∂ỹ = ∂y −
y(x2 + y2 − z2 − 1)

2z(x2 + y2)
∂z

Notese que {∂x̃, ∂ỹ} y {v, w} generan el mismo subespacio de TR3 en cada punto, de tal manera que
z(x2 + y2) 6= 0, aśı que estamos aplanando el toro del ejemplo anterior.

2.6. Álgebras de Lie.

Si G es un grupo de Lie, tenemos que algunos campos vectoriales, restringidos sobre G estan caracterizados
por su invarianza bajo la operación del grupo. Estos campos invariantes forman un espacio vectorial de
dimensión finita, aún más, con la suma y el corchete de Lie, forman un álgebra, llamada el álgebra de Lie
asociada a G, en un sentido más preciso se trata del operador infinitesimal del grupo, de hecho casi toda la
información referente al grupo esta contenida en su álgebra de Lie.

2.6.1. Campos invariantes.

Consideremos un grupo de Lie G, para cada g ∈ G se define la aplicación multiplicativa derecha como
sigue

Rg : G→ G

h 7→ hg

en la definición se pide que la operación del grupo sea un difeomorfismo, aśı que Rg es invertible para todo
g ∈ G

(Rg)
−1

= Rg−1

Un campo vectorial es llamado invariante por la derecha si dRg(V |h) = VRg(h) = V |hg para cualquier
g, h ∈ G.

Observación 3. Si V,W ∈ X(M) son invariantes por la derecha, entonces también lo es cualquier combi-
nación lineal de ellos.

Aśı que los campos invariantes derechos forman un espacio vectorial.

Definición 17. El álgebra de Lie de un grupo de Lie G, denotada por g es el espacio vectorial de los campos
invariantes derechos en G
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Observese que un campo invariante por la derecha queda bien determinado por su valor en el neutro de
G

V |e = dRg(V |e)
Rg(e) = e

Del mismo modo, cualquier vector tangente a G en e determina de manera uńıvoca un campo invariante
derecho sobre G. En efecto

dRg(V |h) = dRg(dRh(V |e)) = dRhg(V |e) = V |hg (2.70)

Aśı que podemos identificar el algebra de Lie de G con TeG, esto es g ∼= TeG, en el sentido de espacios
vectoriales. Adicionalmente, g admite un operador bilineal y anti-simétrico que no es otro sino el corchete de
Lie o conmutador.

[X,Y ] = XY − Y X (2.71)

podemos reformular nuestra definición comos sigue

Definición 18. Un álgebra de Lie es un espacio vectorial g con una operación, llamada el corchete de Lie,
tal que es

1. Bilineal.

2. Antisimétrica.

3. Cumple la identidad de Jacobi.

Ejemplo 22. El álgebra de Lie asociada al grupo general lineal de orden n sobre los reales es un espacio
vectorial real de dimensión n2, aśı que

gl(n,R) ∼= Rn
2 ∼= Mn×n(R) (2.72)

de hecho TIdn×nGL(n,R) esta formado por campos que pueden escribirse como sigue

VA |Id =
∑
i,j

aij∂xij |Id (2.73)

donde A = (gij) ∈Mn×n(R)
Consideremos Y = (yij) ∈ GL(nR) y definimos RY (X) = XY con XYij =

∑n
k=1 xikykj, tenemos que

VA |Y = dRy(Va |Id) =
∑
l,m

∑
i,j

aij∂xij

(∑
k

xikykm

)
∂lm (2.74)

En términos de X ∈ GL(nR) tenemos

VA |X =
∑
i,j

(∑
k

aikXkj

)
∂xij (2.75)

por lo tanto, tenemos finalmente que el corchete de Lie

[VA, VB ] = V[A,B] (2.76)

es decir gl(n,R) = Mn×n(R) con el conmutador de matrices como el corchete de Lie.
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2.6.2. Subgrupos uniparamétricos.

Ahora enunciaremos un resultado mediamte el que se muestra una correspondencia biyectiva entra los
subespacios unidimensionales de g y los subgrupos uniparamétricos conexos de G.

Proposición 4. Sea V 6= 0 un campo vectorial, invariante por la derecha, sobre un grupo de Lie G, se tiene
que el flujo generado por V a lo largo de la identidad

ge = exp(εV )e = exp(εV ) (2.77)

está bien definido para todo ε ∈ R y forma un subgrupo uniparamétrico de G, isomorfo a R o bien a SO(2).
De manera rećıproca, se tiene que cualquier subgrupo unidimensinal de G es generado por campos invariantes
derechos.

Demostración. Para ε y δ, arbitráriamente pequeños (2.77) se sigue de el hecho de que V es invariante derecho

gδgε = Rgε(gδ) = Rgε(exp(δV )e)

= exp(δdRgε(V ))Rgε(e)

= exp(δV )gε

= exp(δV )exp(εV )e

= (exp(δ + ε)V )e = gδ+ε

De tal manera, tenemos que gε es un grupo local uniparamétrico, para cualquier ε arbitráriamente pequeño,
en particular, tenemos que g0 = e y g−ε = g−1

ε .

Ahora, tomando una vecindad de radio
ε

2
al rededor de ε, definimos de manera recursiva lo siguiente

gmε0+ε = gmε0gε m ∈ Z (2.78)

De esta manera, extendemos, de manera continua a gε, y aśı podremos definir el flujo de manera global
y formar un subgrupo.

Si para algún δ 6= ε se tiene que gδ = gε, tenemos entonces que gε0 = e, para algún ε0 > 0 y por tanto gε
es periódico de periodo ε0. En este caso {gε} ∼= SO(2), en caso contrario, si gε 6= gδ para todo ε 6= δ, se tiene
que {gε} ∼= R.

Rećıprocamente, consideremos H ≤ G de dimensión 1 y sea V |ε ∈ TeH, tal que V 6= 0, recordemos que

TeH ∼= {V ∈ X(H |e)|V es invariante por la derecha}

ahora, como H ≤ G, sucede que V |h es tangente a H para cada h ∈ H por lo que en conclusión, H es la
curva integral de V por e.

2.6.3. Subálgebras.

Diremos que un subconjunto s-dimensional Ls ⊂ Lr de un álgebra de Lie es una subálgebra si es cerrado
bajo [ , ]. Cualquier campo invariante por la derecha en H ≤ G puede extenderse a un campo invariante
por la derecha en G

V |g = dRg(V |e) g ∈ G
los siguientes resultados establecen una correspondencia inyectiva entre subgrupos y subálgebras de Lie.
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Teorema 7. 17 Sea G un grupo de Lie cuya álgebra asociada es g, y consideremos H ≤ G, con álgebra k,
entonces k es subálgebra de g. Rećıprocamente, caa subálgebra k de g es el áñgebra asociada a algún subgrupo
s-paramétrico H ≤ G.

Ejemplo 23. Si H ≤ GL(n,R), entonces h ≤ gl(n), será suficiente encontrar los subgrupos uniparamétricos
en GL(n,R) contenidos en H

h = {A ∈ gl(n) | eεA ∈ H, ε ∈ R}
para fijar ideas, consideremos en caso H = O(n), debemos hallar matrices A, n× n tales que

(eεA)(eεA)t = Id

derivando respecto de ε tenemos que
A+At = 0

por tanto estas matrices son el álgebra so(n).

Teorema 8. Si g es un álgebra de Lie de dimensión finita, entonces es isomorfa a alguna subálgebra de
gl(n).

Teorema 9. Si g es un álgebra de Lie de dimensión finita, entonces existe un único grupo de Lie G?,
śımplemente conexo tal que admite g como su álgebra de Lie asociada. Aún más si G es otro grupo de Lie
conexo que tiene a g como álgebra asociada entonces la proyección

π : G? → G

es una aplicación cubriente y por lo tanto G? es el cubriente śımplemente conexo de G

En el caso de álgebras asociadas a grupos locales, podemos escribir los campos invariantes en términos
infinitesimales

Proposición 5. Sea G un grupo de Lie local con probucto m(x, y). Entonces el álgebra de Lie asociada g
está generada por los campos

Vk =

r∑
i=1

ξik(x)∂xi k ∈ {1, 2, . . . , r}

donde

ξik(x) =
∂mi

∂xk
(0, x) m = (m1,m2, . . . ,mr) (2.79)

Demostración. Puesto que Ry(x) = m(x, y) tenemos que Vk |y = dRy
(∑

ξik(0)∂xi
)

=
∑
ξik(0)

∂mj

∂xi
(0, y)∂xj

Aśı que es suficiente probar que
ξik(0) = δik

donde δik es la delta de Kroeneker, es decir

∂mj

∂xi
(0, 0) =

 1 si i = k

0 si i 6= k

lo cual se sigue de que m(x, 0) es la identidad.

17La demostración puede encontrarse en [War, teo 3.19].
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2.6.4. Constantes de estructura.

Supongamos que g es cualquier álgebra de Lie de dimensión finita. Por el teorema 7 g es el álgebra de
Lie asociada a algún grupo de Lie G. Si introducimos una base {V1, V2, . . . , Vr} para g, debe cumplirse que
el corchete de Lie de cualesquiera dos básicos sea nuevamente un elemento del álgebra, aśı que hay ciertas
constantes ckij llamadas constantes de estructura del álgebra, tales que

[Vi, Vj ] =

r∑
k=1

ckijVk (2.80)

Notemos que puesto que los campos Vi forman una base, el conocimiento de las constantes de estructura nos
permoite reconstruir el álgebra de Lie g utilizando 2.80 y aprovechando la bilinealidad del corchete de Lie,
se observa que las constantes de estructura deberán cumplir las condiciones de antisimetŕıa y la identidad de
Jacobi.

La elección de una nueva base para g implica la transformación de las constantes de estructura, si tenemos
que

V̂i =
∑

aijVj (2.81)

entonces
ĉkij =

∑
l,m,n

ailajnbnkc
n
lm (2.82)

donde (bij) es la inversa de (aij). De esta manera, se tiene que dos conjuntos de constantes de estructura,
determinan la misma álgebra si y sólo si estan relacionados por la ecuación 2.82. Ahora, por el teorema 7
podemos dar una correspondencia uno a uno entre clases de constantes de estructura que satisfacen 2.81 y
2.82 y grupos de Lie śımplemente conexos cuyas álgebras de Lie tengan a las constantes como constantes
de estructura asociadas a alguna base. De esta manera, la teoŕıa de Lie puede reducirse al estudio de las
ecuaciones 2.81 y 2.82, sin embargo no hay que tomar este hecho de una manera tan literal pues llevaŕıa a
puntos de vista demasiado simplistas.

2.6.5. Álgebras de Lie solubles.

Una subálgebra Lq ⊂ Lr es un ideal si ∀X ∈ Lq y Y ∈ Lr: [X,Y ] ∈ Lq.
Ahora definiremos álgebras de Lie solubles, c de tal forma que la teoŕıa de Lie será un análogo de la teoŕıa

de Galois para ecuaciones diferenciales.

Definición 19. Lq es un álgebra de Lie soluble q-dimensional si ∃ una suceción de subálgebras ∅ = L0 ⊂ L1 ⊂
· · · ⊂ Lq−1 ⊂ Lq tal que: Lk es una algebra de Lie k-dimensional y Lk−1 es un ideal de Lk ∀k ∈ {1, . . . , q}

La condición de solubilidad es equivalente a poder ordenar X1, . . . , Xq ∈ Lq para formar una base de tal
forma que: [

Xa, Xb
]

= βabk X
k

donde K = 1, . . . , b− 1 para a<b.
Nótese que toda 2-álgebra de Lie es soluble por construcción:

Demostración. En efecto: [
Xa, Xb

]
= βaX

a + βbX
b
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Sean Y = βaX
a + βbX

b, Z = αaX
a + αbX

b

⇒ [Y, Z] = (βaαb − βbαa)
(
XaXb −XbXa

)
⇒ [Y, Z] = (βaαb − βbαa)Y

∴ {X,Z} es un álgebra de Lie soluble.
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Caṕıtulo 3

Simetŕıas de funciones

Las simetŕıas nos proveen con un hilo de Ariadna que nos
permite navegar a través del laberinto infińıtamente

variado y complejo de los fenómenos naturales.

Brian Cantwell.

3.1. Simetŕıa e invarianza.

Definición 20. Una relación matemática posee una propiedad de simetŕıa si es posible transformar las
variables de tal forma que la expresión resultante tenga la misma forma en las nuevas variables y en las
antiguas. Diremos que la transformación es una simetŕıa del objeto y que la expresión dada es un invariante
de la transformación.

Ejemplo 24. Consideremos una traslación a lo largo de rectas horizontales:

Ts =

{
x = x̃+ s
y = ỹ

(3.1)

Observese que al variar el parámetro s podemos movernos a cualquier punto sobre una recta horizontal
de forma bi-continua (esto es, que podemos regresar cont́ınuamente al punto de partida). Tenemos definida
de forma sencilla una transformación inversa para cada elección de s a saber: T−1

s = T−s. Deinimos un
elemento indentidad tomando s = 0. Sólo bastará observar que la composición de dos transformaciónes
equivale a sumar los parámetros de cada una.

En efecto

Ts1 ◦ Ts2(x, y) = Ts1(x̃+ s2, ỹ) = (̃̃x+ (s1 + s2),̃̃ y) = Ts1+s2(x, y)

Puesto que R forma un grupo con la operación adición, por herencia, Ts forma un grupo de transforma-
ciones continuas, respecto a la composición. Por tanto es un grupo de Lie.

Ahora vamos a un ejemplo de un conjunto de transformaciones que no forma un grupo de Lie.
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bbc lq

(x,y)(-x,y) (-x+s,y)

Figura 3.1: Ts

Ejemplo 25. (Transformación de los pasos.)
Consideremos una traslación compuesta con una reflexión respecto a una recta en el plano.

Ts =

{
x = −x̃+ s
y = ỹ

(3.2)

Primero debemos observar que la transformación Ts no es continua para cualquier s. No existe elemento
identidad y tampoco es cerrado bajo composición, puesto que una reflexión es autoinversa, por tanto 3.2 no
forma un grupo de Lie.

Pasaremos ahora a dar una definición de grupo n-paramétrico de Lie.

Definición 21. Sea x̄ = (x1, . . . , xn) ∈ D ⊂ Rn con D un subconjunto abierto y conexo. Definamos la
siguiente transformación:

(x1, . . . , xn)
Ts7−−→ (F 1(x̃, s), . . . , Fn(x̃, s))

donde F i es de clase C∞ respecto a x̄ y anaĺıticas respecto a s en un abierto S ⊂ R
El conjunto {Ts} forma un grupo de Lie respecto a la composición si y sólo śı:

i) ∃s0 tal que Ts0(x̄) = x̄

ii) ∀s ∈ R, ∃s−1 tal que Ts−1 ◦ Ts(x̄) = x̄

iii) Ts1 ◦ Ts2 = Ts3 ∈ {Ts}
iv) (Ts1 ◦ Ts2) ◦ Ts3 = Ts1 ◦ (Ts2 ◦ Ts3)

41



3.2. FUNCIONES INVARIANTES. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

3.2. Funciones invariantes.

Ejemplo 26. Invarianza de una familia de parábolas bajo una dilatación
Consideremos la familia de parábolas

Φ(x, y) =
y

x2

y la transformación:

Ts =

{
x = sx̃
y = snỹ

con s ∈ R+ dado que para s = 0 no está definida la transformación inversa. En este caso el elemento identidad
corresponde a s = 1, Ahora notese que 1 = e0, lo cual nos permitirá reescribir el grupo de dilataciones como
sigue:

T̃s =

{
x = esx̃
y = esnỹ

de tal modo, el parámetro s corre en todo R y el elemento identidad corresponde a s = 0
Al aplicar T̃s a Φ(x, y)obtenemos:

Φ(x, y) =
y

x2
= es(n−2) ỹ

x̃2

Por la forma de Φ(x, y), si elegimos n = 2 obtenemos:

Φ(x, y) =
y

x2
=

ỹ

x̃2
= Φ(x̃, ỹ)

Entonces, para n = 2, Φ queda invariante bajo la acción de T̃s
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Figura 3.2: Familia de parábolas Φ
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Figura 3.3: Φ bajo la acción de T̃2

El ejemplo 26 da lugar a la siguiente definición.

Definición 22. Una función φ(x) es invariante bajo la acción de un grupo de Lie {Ts} si y sólo śı:

φ(x) = φ(F (x̃, s)) = φ(x̃)
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3.3. FORMA INFINITESIMAL DE UN GRUPO. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

3.3. Forma infinitesimal de un grupo.

Consideremos el grupo definido por:
x̃j = F j(x, s) (3.3)

Supongamos además que podemos definirlo de tal forma que la identidad del grupo corresponda al valor
s0 = 0 del parámetro.

xj = F j(x, 0)

Ahora expandimos 3.3 en serie de Taylor al rededor de s0:

x̃j = xj + s(
∂F j

∂s
)|s=0 +O(s2) + . . .

los términos
∂F j

∂s
|s=0 son llamados generadores infinitesimales del grupo y usualmente los denotaremos con

ξj

ξj(x̄) = (
∂

∂s
F j(x̄, s))|s=0 (3.4)

El vector ξj es llamado campo vectorial del grupo.

3.4. Series de Lie.

En esta sección desarrollaremos el concepto de operador del grupo y presentaremos las condiciones de
invarianza para funciones.

Consideremos la función Ψ(x̃) = Φ(F (x, s)) anaĺıtica en una vecindad de s = 0. Si expandimos Ψ en serie
de Taylor al rededor de s = 0 obtenemos:

Ψ(x̃) = Ψ(x) + s
∂Ψ

∂s
|s=0 +

s2

2!

∂2Ψ

∂s2
|s=0 +

s3

3!

∂3Ψ

∂s3
|s=0 + . . . (3.5)

por regla de la cadena:
∂Ψ

∂s
|s=0 =

∂Ψ

∂F j
∂F j

∂s
|s=0 = ξj

∂Ψ

∂F j

La expansión 3.4 es la representación en serie de Lie de la función Ψ:

Ψ(x̃) = Ψ(x) + s

(
ξj
∂Ψ

∂xj

)
+
s2

2!
ξj

∂

∂xj

(
xij1

∂Ψ

∂xj1

)
+
s3

3!
ξj

∂

∂xj

(
ξj1

∂

∂xj1

(
ξj2

∂Φ

∂xj2

))
+ . . . (3.6)

Aśı que Φ(x̃) = Φ(x) si y sólo śı ξj
∂Φ

xj
= 0 ∀j

Teorema 10. Una función Ψ, anaĺıtica en un abierto alrededor de s = 0es invariante bajo un grupo de Lie
Ts : {x̄j = F j(x, s) : j = 0 . . . n} con infinitesimal ξj ⇐⇒

ξj(x)
∂Ψ

∂xj
≡ 0
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3.5. RESOLVIENDO XΨ(X) = 0 CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

Las componentes Ψj(x) son invariantes del grupo Ts, el operador:

X ≡ ξj(x)
∂

∂xj

es llamado operador del grupo y diremos que
XΨ

es la derivada de Lie de la función Ψ
Utilizando esta notación podemos escribir la expansión en serie de Lie de Ψ de una manera mas concisa:

Ψ(x̃) = Ψ(x) + s(XΨ) +
s2

2!
X(XΨ) +

x3

3!
X(X(XΨ)) + . . . (3.7)

o equivaléntemente
Ψ(x̃) = esXΨ(x) (3.8)

El gran aporte de Lie fué reemplazar la condición finita de invarianza que es no-lineal, por una condición
infinitesimal lineal que es mucho mas útil en tanto es más fácil de manejar , además descubrió que la condición
infinitesimal implica la finita . Este es lo que le permite a la teoŕıa de Lie aplicarse a problemas no-lineales.

3.5. Resolviendo XΨ(x) = 0

La ecuación ξj(x)
∂Ψ

∂xj
= 0 es una ecuación en derivadas paricles lineal, como tal tiene asociado un sistema

de n− 1 ordinarias de primer orden,es decir las ecuaciones caracteŕısticas

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
(3.9)

cuyas integrales son:
ψi = Ψi(x) i ∈ {1, . . . , n} (3.10)

que son a su vez los invariantes del grupo.
Cada curva ψi = cte es individualmente invariante bajo el grupo, es decir, un punto sobre una de las

curvas de la familia va a dar a otro punto sobre la misma curva bajo la acción del grupo
Veamos ahora un ejemplo de un grupo de transformaciones que deja invariante al conjunto de todas las

curvas pero que no las fija individualmente.

Ejemplo 27. El grupo de rotaciones planas
Los infinitesimales del grupo son (ξ, η) = (−y, x) y al condición de invarianza es:

−yΨx + xΨy = 0

con la ecuación caracteŕıstica correspondiente:

dy

x
− dx

y

cuya integral invariante es una familia de ćırculos:

ψ = Ψ(x, y) = x2 + y2
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3.6. GRUPOS DE LIE DADOS SUS INFINITESIMALES CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

A lo largo de un ćırculo podemos escribir ay como función de x:

y = ±
√
ψ − x2

derivando tenemos:
dy

dx
=

−x
±
√
ψ − x2

=
−x
y

Observese que puede haber puntos fijos bajo un grupo de Lie, que de hecho corresponden a las ráıces de

ξj(x) = 0

3.6. Grupos de Lie dados sus infinitesimales

Vimos en la seccion anterior cómo una función anaĺıtica puede expandirse en serie de lie, en términos del
operador X

G(x̃) = G(x) + s (XG) +
s2

2!
X (XG) +

s3

3!
X (X (XG)) + . . . (3.11)

Si hacemos G(x) = xj para cada xj entonces 3.11 se convierte en:

x̃j = xj + s
(
Xxj

)
+
s2

2!
X
(
Xxj

)
+
s3

3!
X
(
X
(
Xxj

))
(3.12)

Para ξj simples, podemos sumar expĺıcitamente y formalmente obtenemos:

x̃j = esXxj (3.13)

Ejemplo 28. Operando bajo X a los infinitesimales del grupo de rotaciones (ξ, η) = (−y, x) obtenemos:

Xx = −y X2x = −x X3x = y X4x = x (3.14)

Ahora podemos separar 3.12 en dos términos como sigue:

x̃ = x

(
1− s2

2!
+
s4

4!
+ . . .

)
− y

(
s− s3

3!
+
s5

5!
+ . . .

)
= x cos(s)− y sen(s) (3.15)

Análogamente la seria de lie para y:

ỹ = x

(
s− s3

3!
+
s5

5!
+ . . .

)
+ y

(
1− s2

2!
+
s4

4!
+ . . .

)
= x sen(s) + y cos(s) (3.16)

Claramente 3.15 y 3.16 son la forma finita del grupo de rotaciones planas.

Ejemplo 29. Grupo de dilataciones. Consideremos (ξ, η) = (x, y), entonces aplicando X a x tenemos:

Xx = x X2x = x X3 = x X4 = x (3.17)

Entonces la serie tiene un sólo término:

x̃ = x

(
1 +

s2

2!
+
s3

3!
+ . . .

)
= esx (3.18)
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3.7. GRUPOS MULTIPARAMÉTRICOS. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

Aplicando X a y:
Xy = y X2y = y X3 = y (3.19)

Aśı que:

ỹ

(
1 +

s2

2!
+
s3

3!
+ . . .

)
(3.20)

Lo cual define al grupo de traslaciones.

3.7. Grupos multiparamétricos.

Hasta ahora habiamos considerado grupos uni-paramétricos, estos aparecen al estudiar las propiedades
de simetŕıa de funciones o de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, para estudiar las sime-
trias de ecuaciones de orden superior, transformaciones vectoriales o bien ecuaciones en derivadas parciales
necesitaremos utilizar grupos multiparamétricos.

Ejemplo 30. Consideremos el grupo proyectivo de dimensión n:

T proy :

{
x̃j =

xj + aj + bjkx
k

1 + ckxk

}
(3.21)

El supeŕındice k ind́ıca la suma desde k = 1 . . . n. El grupo proyectivo tiene r = n2 + 2n parámetros
independientes. Para obtener la forma infinitesimal del grupo de una forma mas “económica”, haremos la
siguiente identificación:

aj 7→ ajs bjk 7→ bjks ck 7→ ck (3.22)

sustituyendo obtenemos:

x̃j =
xj +

(
aj + bjkx

k
)
s

1 + (ckxk) s
(3.23)

Supongamos que s es infińıtamente pequeño y aproximemos el denominador de 3.23 con los dos primeros
términos del desarrollo binomial:

x̃j =
(
xj +

(
aj + bjkx

k
)
s
) (

1 + ckx
k
)
s (3.24)

Expandiendo, nos quedamos únicamente con el término en s de menor orden:

x̃j = xs +
(
aj + bjkx

k − ckxk
)
s (3.25)

Los infinitesimales de 3.21 son:

ξj(x) = aj + bjkx
k − ckxkxj j ∈ {1, . . . , n} (3.26)

Cada coeficiente de los infinitesimales, corresponde a un grupo 1-paramétrico finito. El grupo proyectivo
define n2 + 2n grupos 1-paramétricos independientes con operadores:

Xaj =
∂

∂xj
Xbkj = xk

∂

∂xj
Xck = xkxj

∂

∂xj
(3.27)
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3.8. FAMILIAS INVARIANTES. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

3.7.1. El corchete de Lie.

Definición 23. (provisional) Sean Xa y Xb operadores asociados a un grupo de Lie n-paramétrico, definimos
el corchete de Lie de Xa y Xb como: [

Xa, Xb
]

= XaXb −XbXa

El conjunto de los operadores asociados a los infinitesimales de un grupo multi-paramétrico so es cerrado
bajo el corchete de Lie:

Xa = αj(x)
∂

∂xj
Xb = βj

∂

∂xj

⇒
[
Xa, Xb

]
= αj(x)

∂

∂xj

(
βk(x)

∂

∂xk

)
− βk(x)

∂

∂xk

(
αj(x)

∂

∂xj

)

=

(
αj
∂βk

∂xj

)
∂

∂xk
−
(
βk
∂αj

∂xk

)
∂

∂xj

En el caso del grupo proyectirvo:

[
Xaj , Xbj1k

]
= Xaj

(
Xbj1k

)
−Xbj1k (Xaj )

=
∂

∂Xj

(
Xk ∂

∂Xj1

)
−Xk ∂

∂Xj1

(
∂

∂Xj

)

= δjk
∂

∂Xk
=

{
Xaj j = k

0 j 6= k

que es uno de los operadores.

3.8. Familias invariantes.

Ejemplo 31. El grupo de rotaciones. El grupo SO(2,R) tiene como operador infinistesimal a :

Xθ = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
(3.28)

Observemos que la familia de ćırculos φ = Φ(x, y) = x2 + y2 es invariante bajo SO(2, athbbR).

Demostración. En efecto:
Xθφ = 0

Por tanto cada Φ(x, y) es invariante bajo Xθ
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3.8. FAMILIAS INVARIANTES. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

Ahora apliquemos T θ ∈ SO(2,R) a la familia de rectas por el origen de coordenadas:

ψ = Ψ(x, y) =
y

x
(3.29)

obtenemos:

ψ̃ =
ỹ

x̃
=

sen(θ) + y
x cos(θ)

cos(θ)− y
x sen(θ)

= G
(y
x
, θ
)

= G (ψ, θ) (3.30)

Aśı que T θ deja invariante a ψ como conjunto pero cada rayo no es invariante individualmente.
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Figura 3.4: Familias invariantes bajo SO(2,R)

Observese que:

XθΨ = −y ∂
∂x

(y
x

)
+ x

∂

∂y

(y
x

)
=
(y
x

)2

+ 1 = ψ2 + 1 (3.31)

Ejemplo 32. Grupo de dilataciones uniformes

T s : {x̃ = esx, ỹ = esy}
(3.32)

Xs = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

La familia de rayos ψ es invariante bajo la ación de T s, aun más cada rayo es invariante individual del
grupo.

Demostración. En efecto:

ψ̃ = Ψ̃(x̃, ỹ) =
ỹ

ỹ
=
esy

esx
=
y

x
= ψ (3.33)
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3.9. CONDICIÓN DE INVARIANZA
PARA FAMILIAS DE CURVAS. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

Ahora observemos qué pasa con la familia de ćırculos φ

φ̃ = Φ(x̃, ỹ) = x̃2 + ỹ2 = e2s(x2 + y2) = e2sΦ(x, y) = G(φ, s) (3.34)

La familia como conjunto queda invariante aunque cada ćırculo no lo sea individualmente:

XsΦ = x
∂

∂x
(x2 + y2) + y

∂

∂y
(x2 + y2)

= 2(x2 + y2)

= 2φ

3.9. Condición de invarianza
para familias de curvas.

Consideremos ψ = Ψ(x, y) una familia de curvas, śı:

ψ̃ = Ψ(x̃) = Ψ (F (x, y)) = G (Ψ(x, s)) = G(ψ, s) (3.35)

con G una función arbitraria, tenemos que: Ψ(x, y) es una familia invariante bajo F
La condición infinitesimal para la invarianza es:

XΨ = Ω(Ψ) (3.36)

De hecho podemos interpretar es condición aplicada a una familia n-dimensional, equivalentemente como:

XΓ = 0 (3.37)

donde Γ es una (n)-subespacio en un espacio (n+ 1)-dimensional.
En efecto, sea Γ una función de n+ 1 variables de la forma:

Γ(x1, . . . , xn, xn+1) = Ψ(x1, . . . ,n x)− xn+1 (3.38)

Supongamos que Γ es invariante bajo la transformación:

Ts =

 x̃j = F j(x1, . . . , xn, s)

x̃n+1 = xn+1 + s
(3.39)

Afirmación 1. La familia 3.39 forma un grupo respecto a la composición.

Demostración. En efecto: Sean s, r ∈ R arbitrarios:

i) Tenemos:

Ts ◦ Tr =

 x̃j = F j(x1, . . . , s+ r)

x̃n+1 = xn+1 + (s+ r)

que es cláramente un elemento de la familia de transformaciones.
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3.9. CONDICIÓN DE INVARIANZA
PARA FAMILIAS DE CURVAS. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

ii) La asociatividad se cumple, pues se hereda de la asociatividad de la adición en R

iii) Nótese que:

T0 =

 x̃j = F j(x1, . . . , xn, 0)

x̃n+1 = xn+1

Aśı que:

T0 ◦ Ts =

 x̃j = F j(x1, . . . , xn, s)

x̃n+1 = xn+1 + s
= Ts

iv) Ahora:

Ts ◦ T−s =

 x̃j = F j(x1, . . . , xn, 0)

x̃n+1 = xn+1
= T0

Por lo tanto 3.39 forma un grupo respecto a la composición.

La imágen de la función Γ es una superficie invariante bajo 3.39 si Γ satisface lo siguiente:

ξ1Γx1 + ξΓx2 + · · ·+ ξnΓxn + (1)Γxn+1 = 0

⇒ XΨ = 1

Entonces Ψ(x1, . . . xn) = xn+1 es una familia invariante n-dimensional, o bien una (hiper)superficie in-
variante n+ 1-dimensional.

Teorema 11. La familia ψ = Ψ(x) es invariante bajo X = ξj
(
∂
∂xj

)
si y sólo śı XΨ = Ω(Ψ) para alguna

función Ω.

Observación 4. Sin pérdida de generalidad podemos elegir una función C1, Π(Ψ) tal que: φ = Phi(x) =
Π (Ψ(x)) satisface: Xφ = 1

En efecto

Xφ(x) = XΠ (Ψ(x)) = (Xψ)
dΠ

dψ
= Ω (ψ)

dΠ

dΨ
= 1

y elegimos Π(ψ) tal que:

Π =

∫
dψ

Ω(ψ)

Ejemplo 33. Grupo de rotaciones.
Consideremos una superficie en R3 de la siguiente forma:

Γ(x, y, ψ) = Ψ(x, y)− ψ (3.40)
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3.9. CONDICIÓN DE INVARIANZA
PARA FAMILIAS DE CURVAS. CAPÍTULO 3. SIMETRÍAS DE FUNCIONES

Tal que cumple la condición de invarianza respecto al grupo de rotaciones planas:

−yΓx + xΓy + Γφ = 0 (3.41)

o bien, equivaléntemente:
−yΨx + xΨ1 = 1 (3.42)

Las ecuaciones caracteŕısticas asociadas a la ecuación 3.41 son:

−dx

y
=

dy

x
=

dψ

1
(3.43)

La parte izquierda de la igualdad tiene solución de la forma θ = x2 + y2. Despejando xy sustituyendo en
la parte derecha de 3.43:

dφ =
dy

±
√
θ − y2

(3.44)

integrando 3.44 obtenemos la familia:

ψ = sen−1

(
y√
θ

)
= sen−1

 y
x√

1 +
(
y
x

)2
 (3.45)

Si despejamos y, sustituimos en 3.44 e integramos obtendremos:

ψ = cos−1

(
x√
θ

)
= cos−1

 x
y√

1 +
(
y
x

)2
 (3.46)

Podemos elegir Π tal que:

Π(ψ) =

∫
dΨ

Ψ2 + 1
= tan−1(Ψ) = tan−1

(y
x

)

∴ ψ = tan−1
(y
x

)
es una familia invariante bajo el grupo de rotaciones.
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Caṕıtulo 4

Ecuaciones ordinarias de primer
orden.

Teńıa 26 años y de pronto me d́ı cuenta de que pod́ıa
crear algo. Léı un poco y empecé a producir...Fue la teoŕıa

de grupos y su gran importancia para las ecuaciones
diferenciales lo me interesó particularmente.

Sophus Lie.

En esta sección presentaremos la aplicación general del método de Lie para ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden, reconstruiremos algunos métodos anaĺıticos que se aprenden en un cruso estandard
de ordinarias.

4.1. Factor integrante.

¿Cómo podemos usar la teoŕıa de grupos de Lie para integrar ecuaciones ordinarias de primer orden?
Sean ψ = Ψ(x, y) las caracteŕısticas de :

dy

dx
=
B(x, y)

A(x, y)
(4.1)

la cual podemos reescribir como la 1-forma pfafiana:

−B(x, y)dx+A(x, y)dy = 0 (4.2)

Ahora:

dψ = Ψxdx+ Ψydy (4.3)

Sobre una curva fija ψ, tenemos dψ = 0. Obsérvese que Ψ(x, y) satisface la ecuacion en derivadas parciales
siguiente:

A(x, y)Ψx +B(x, y)Ψy = 0 (4.4)
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4.1. FACTOR INTEGRANTE. CAPÍTULO 4. EDO DE PRIMER ORDEN

Ahora supongamos que ψ = Ψ(x, y) es invariante bajo X, el operador de un grupo de Lie con infinites-
imales (ξ, η), entonces Ψ satisface la siguiente condición de invarianza satisface la siguiente condición de
invarianza:

ξ(x, y)Ψx + η(x, y)Ψy = 1 (4.5)

La familia de caracteŕısticas es invariante bajo 2 grupos, el grupo trivial definido por śı misma con A y
B interpretados como los infinitesimales del grupo y con operador:

A

(
∂

∂x

)
+B

(
∂

∂y

)
(4.6)

El segundo es no-trivial, con infinitesimales (ξ, η), t deja invariante a la familia de soluciones Ψ(x, y) como
conjunto, esto es, mapea soluciones en soluciones.

ψ1

ψ2

(ξ, η)

(A,B)

Figura 4.1: Acción de (ξ, η) sobre ψ

El grupo (A,B) mapea puntos de ψ1 en puntos sobre la misma caracteŕıstica. Por otro lado (ξ, η) mapea
los puntos de ψ1 a alguna otra caracteŕıstica (ψ2 en el ejemplo) para algún valor ṕarticular de s.

Tenemos 2 ecuaciones simultáneas independientes para las parciales de Psi:

Ψx =
−B

Aη −Bξ Ψy =
A

Aη −Bξ (4.7)

la función

M =
1

Aη −Bξ (4.8)

es el factor integrante y

dψ =
−B

Aη −Bξdx+
A

Aη −Bξdy (4.9)
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4.2. INTEGRANDO EDO DE PRIMER ORDEN. CAPÍTULO 4. EDO DE PRIMER ORDEN

Aśı, la invarianza de las soluciones bajo un grupo de Lie llevan diréctamente a la solución de la ecuación
ordinaria por cuadraturas:

ψ =

∫ −B
Aη −Bξdx|y=cte + f(y) (4.10)

Podemos determinar f(y) como sigue:

Ψy =

(∫ −B
Aη −Bξdx|y=cte

)
y

+ f ′(y) =
A

Aη −Bξ (4.11)

Aśı que la solución general de 4.1 es completa.
Dada una EDO de primer orden siempre podemos hallar un grupo de simetŕıas, ello queda garantizado

por el teorema de Pfaf de existencia factor integrante

4.2. Integrando EDO de primer orden.

La siguiente tabla relaciona clases de EDO de primer orden con sus grupos de simetŕıa, representados por
sus infinitesimales :

Ecuación ξ η

yx = F (y) 1 0
yx = F (x) 0 1

yx = F (ax+ by) b −a
yx = y+xF (x2+y2)

x−yF (x2+y2) y x

yx = F
(
y
x

)
x y

yx = xk−1F
(
y
xk

)
x ky

xyx = F (xe−y) x 1

yx = y
x + xF

(
y
x

)
1 y

x

xyx = y + F
(
y
x

)
x2 xy

yx = y

x+F( yx )
xy y2

yx
y

x+F (y) y 0

xyx = y + F (x) 0 x
xyx = y

ln(x)+F (y) xy 0

xyx = y (ln(y) + F (x)) 0 xy
yx = yF (x) 0 y

Tabla 4.1: EDO y sus grupos de simetŕıa.

Ejemplo 34. Invarianza respecto a un grupo de dilataciones.
Hallar la solución general de :

dy

dx
=
y

x
H(xy) (4.12)

donde H es una función arbitraria, rearreglamos 4.12 de la siguiente forma:

−yH(xy)dx+ xdy = 0 (4.13)
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Sean A(x, y) = −x y B(x, y) = −yH(x, y), debemos hallar un grupo de Lie que deje invariante a 4.12,
por inspección podemos notar que 4.12 es invariante bajo:

x̃ = esx

(4.14)

ỹ = e−sy

⇒ dỹ

dx̃
=
ỹ

x̃
H(x̃ỹ)

⇒ e−2s dy

dx
= e−2s y

x
H(xy)

⇒ dy

dx
=
y

x
H(xy) (4.15)

Aśı que 4.14 deja invariante a 4.12. Los infinitesimales de 4.14 son:

ξ = x η = −y (4.16)

y el factor integrante es:

M =
1

Aη −Bξ =
1

xy + xyH(xy)
(4.17)

Si ψ es una solución, entonces:

dψ =
−yH(x, y)

xy + xyH(xy)
dx+

x

xy + xyH(xy)
dy (4.18)

y la solución general es la familia:

ψ = −
∫
xy

H(α)

α(1 +H(α))
dα+ ln(y) (4.19)

Ahora mostremos que 4.19 es invariante bajo 4.16(
x
∂

∂x
− y ∂

∂y

)(
−
∫
xy

H(α)

α(1 +H(α))
dα+ ln(y)

)
=

= x

(
− H

α(1 +H)
y

)
α=xy

− y
(
− H

α(1 +H)
x

)
α=xy

+ y

(
1

y

)
= 1 (4.20)

⇒ ψ = −
∫
x̃ỹ

H(α)

α (1 +H(α))
dα+ ln(ỹ) + s = ψ̃ + s (4.21)

Ejemplo 35. Hallar la solución de:

dy

dx
= −g(x)y + f(x) (4.22)

⇒ − (f(x)− yg(x)) dx+ dy = 0 (4.23)

(4.24)

tenemos que:
A = 1 B = f − yg (4.25)
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Consideremos la traslación:

x̃ = x

ỹ = y + sθ(x) (4.26)

Sustituyendo 4.26 en 4.22 obtenemos:

dỹ

dx̃
= −g(x̃)ỹ + f(x̃) (4.27)

⇒ dy

dx
+ s

dθ

dx
= −g(x) (y + sθ(x)) + f(x) (4.28)

Entonces 4.22 es invariante bajo 4.26 si elegimos θ(x) de forma que:

dθ

dx
= −g(x)θ(x) (4.29)

Por lo tanto el grupo adecuado es tal que:

θ(x) = e−
∫
x
g(α)dα (4.30)

Los infinitesimales de 4.26 son:
ξ = 0 η = θ(x) (4.31)

Aśı que el factor integrante de 4.22 es:

M(x) =
1

θ(x)
(4.32)

⇒ dψ =
1

θ
(f(x)− yg(x)) dx−

(
1

θ(x)

)
dy (4.33)

y podemos hallar la solución de 4.22 por cuadraturas:

ψ =

∫
x

(
f(α)

θ(α)

)
dα− y

θ(x)
(4.34)

4.34 define una familia de soluciones de 4.22 para toda condición inicial posible la acción de 4.26 sobre 4.34
es la traslación:

ψ = ψ̃ + s (4.35)

Ejemplo 36. Un caso más complicado. Hallar la solución de:

dy

dx
=

y

x− f(y)g( yx )
(4.36)

que podemos reescribir como:
y

x
dx−

(
1− f(y)

x
g
(y
x

))
dy = 0 (4.37)

Sean

A =

(
1− f(y)

x
g
(y
x

))
B =

y

x
(4.38)
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Sabemos que esta ecuación es invariante bajo un grupo cuyos infinitesimales son:

ξ =
xy

f(y)
η =

y2

f(y)
(4.39)

el factor integrante es:

M =
x

y2g
(
y
x

) (4.40)

y la diferencial total es:

dψ = − 1

yg
(
y
x

)dx+

 x

y2g
(
y
x −

f(y)
y2

)
 dy (4.41)

Integrando por cuadraturas obtenemos la solución general de 4.36

ψ = Ψ(x, y) =

∫
x
y

1

α2g(α)
dα−

∫
y

f(α)

α2
dα (4.42)

Afirmación 2 (4.42 es invariante bajo 4.39).

Demostración. (
xy

f(y)

∂

∂x
− y2

f(y)

∂

∂y

)(∫
y
x

1

α2g(α)
dα−

∫
y

f(α)

α2
dα

)
=

=
xy

f(y)

(
− 1

αg(α)

1

x

)
α= y

x

− y2

f(y)

(
− 1

αg(α)

1

x

)
α= y

x

+

+
y2

f(y)

(
f(α)

α2

)
α=y

= 1

4.3. Coordenadas canónicas.

Cualquier grupo de Lie puede ser reescrito en terminos de nuevas variables llamadas coordenadas canónicas
de tal forma que la transformación se convierte en una traslación simple. El grupo:

x̃j = F j(x, s) j = 1, . . . , n (4.43)

con operador

X = ξj(x)
∂

∂xj
(4.44)

asociado con las caracteŕısticas

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
=

dx3

ξ3(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
(4.45)

con n− 1 integrales
ri = Ri(x) i = 1, . . . , n (4.46)
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Estas funciones satisfacen la siguiente condición de invarianza:

ξj
∂Ri

∂xj
= 0 i = 1, . . . , n− 1 (4.47)

Sea rnRn(x) una familia invariante, tal que:

ξj
∂Rn

∂xj
= 1 (4.48)

Es decir, tomamos la familia Rn de curvas invariantes bajo 4.43, en términos de estas variables, 4.43 es
equivalente al grupo de traslaciones:

r̃i = ri , i = 1, . . . , n− 1

(4.49)

r̃n = rn + s

con operador

X =
∂

∂rn
(4.50)

Las integrales (r1, . . . , rn) son las coordenadas canónicas del grupo. Cualquier grupo de Lie puede ree-
scribirse como grupo de traslaciones utilizando coordenadas canónicas.

Ocasionalmente pueden usarse las coordenadas canónicas para reconstruir la forma finita de un grupo,
conociendo los infinitesimales sin tener que hacer la expansión en serie de Lie.

Expresamos 4.49 como función de x:

Ri(x̃1, . . . , x̃n) = Ri(x1, . . . , xn) i = 1, . . . , n− 1

(4.51)

Rn(x̃1, . . . , x̃n) = Rn(x1, . . . , xn) + s

Resolviendo para x̃j en 4.51 obtenemos la transformación finita 4.43: El uso de coordenadas canónicas
nos permite expresar los resultados en términos más simples y elegantes.

4.4. Soluciones invariantes.

En secciones anteriores hemos visto que una EDO es invariante respecto a dos grupos, uno definido por
la propia ecuación y que deja invariantes a soluciones particulares y un grupo no-trivial que deja invariante
a la familia de soluciones y manda sluciones en soluciones.

Algunas curvas solución pueden quedar invariantes bajo la acción del grupo no-trivial. Tales curvas in-
variantes son importantes para el averiguar sobre el comportamiento asintótico de las solución.

Ejemplo 37. Ecuación de Clairut.
Estudiaremos la noción de curvas invariantes en la ecuación de Clairut:

x

(
dy

dx

2)
− y dy

dx
+m = 0 (4.52)
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que es invariante bajo el grupo uniparamétrico de dilataciones

x̃ = e2sx ỹ = esy

(4.53)

ξ = 2x η = y

Resolviendo (4.52) como una cuadrática para la derivada, podemo reescribir la ecuación de la siguiente
manera:

−
(
y ±

(
y2 − 4mx

) 1
2

)
dx+ 2xdy (4.54)

Usando el grupo (4.55) obtenemos el factor integrante

µ =
1

Aη −Bξ =
1

∓2x (y2 − 4mx)
1
2

(4.55)

y obtenemos la solución general

ψ =
y

2x
± 1

2

(
y2

x2
− 4m

x

) 1
2

(4.56)

Esta solución puede reescribir como sigue(
ψ − y

2x

)2

=

(
y2

4x2
− m

x

)
(4.57)

1.0 0.5 0.0 0.5 1.01.0

0.5

0.0

0.5

1.0

Cuando se expande (4.57), los términos cuadráticos en ambos lados de la igualdad se cancelan, dejando
a la familia
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y = ψx+
m

ψ
(4.58)

como solución general (4.58) se transforman bajo el grupo (4.55) de la siguiente manera:

y = (ψes)x+
m

ψes
(4.59)
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Caṕıtulo 5

Ecuaciones Ordinarias de segundo
orden.

Puedo verme transfiriendo a la teoŕıa de las ecuaciones
diferenciales las ideas que, para los interesados en

ecuaciones algebráicas, han dado pie a la doctrina de las
ecuaciones abelianas....Creo que mis grupos de

transformaciones tendrán una importancia especial para
la teoŕıa de ecuaciones diferenciales en dos vairables si las

afirmaciónes de Poincaré son ciertas.

Sophus Lie.

5.1. Álgebras de Lie solubles y reducción sucesiva de orden.

Consideremos Lr un álgebra de Lie de dimensión r <∞ y N ⊂ Lr un subespacio lineal.

Definición 24. El subespacio N es una subálgebra de Lie si [x, y] ∈ N ∀x, y ∈ N . Por otro lado diremos que
N es un ideal si [x, y] ∈ N ∀x ∈ N y y ∈ Lr

Si N es un ideal podemos introducir la siguiente relación de equivalencia:

x ∼ y si y sólo si x− y ∈ N

El conjunto de todos los operadores equvalentes a X es llamado clase lateral de X respecto a ∼, [x]∼

∀y ∈ [x] : y = x+ z para algún z ∈ N

El conjunto cociente Lr/N tiene estructura de álgebra de Lie.
Tomando como dominio el plano complejo C tenemos que se cumple el siguiente resultado:

Teorema 12. Cualquier álgebra de Lie Lr de dimensión r > 2 contiene una subálgebra de dimensión 2. Aún
más para cualquier x ∈ Lrse tiene que x pertenece a alguna subálgebra de dimensión 2.
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Ahora estamos en condiciones de definir álgebras de Lie solubles, como un análogo diferencial para la
teoŕıa de Galois.

Definición 25. Un álgebra de Lie es soluble si existe una sucesión de subálgebras:

L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Lr−1 ⊂ Lr (5.1)

de tal manera que Ls−1 es ideal de Ls con s ∈ {2, 3 . . . r}
Un criterio para la solubilidad se puede establecer respecto a las álgebras derivadas.

Definición 26. Sea {X1, X2, . . . , Xr} una base para Lr el espacio lineal generado por [Xµ, Xν ] de todas

los pares básicos es un ideal denotado por Lr
′

llamada el álgebra derivada. Las algebras derivadas de orden
superior se definene recursivamente

(Lr)
(n+1)

=
[
(Lr)

(n)
]′

n ∈ {1, 2, . . . , n}

Teorema 13. Lr es soluble si para alguna n > 0 : (Lr)
n

= 0

Corolario 1. Cualquier álgebra de Lie de dimensión 2 es soluble.

Para construir la secuencia (5.1) para L2 absta elegir X1, X2 de tal manera que

[X1, X2] = αX1

Entonces el álgebra generada por X1, L1 es un ideal de L2 y L2/L1 ∼= 〈{X2}〉.
Si L2 es admitida por una EDO de segundo orden, puede reducirse en 1 el orden de la ecuación usando

el ideal L1.
La EDO de primer orden resultante admite al álgebra cociente L2/L1 y por lo tanto puede integrarse

construyendo un factor integrante o bien utilizando coordenadas canónicas. Cualquier ecuacion diferencial
ordinaria de orden mayor que 2 puede integrarse reduciendo sucesivamente el orden si admite un álgebra de
Lie soluble de dimensión n.

5.2. Método de variables canónicas.

Si una EDO de segundo orden admite un álgebra de Lie de dimensión 2 en lugar de hacer reducciones de
orden, podemos buscar un cambio de variables adecuado, de tal manera que la ecuación se pueda integrar
por cuadratura.

5.2.1. Formas canónicas para L2.

Para los siguientes resultados utilizaremos el corchete de Lie y definiremos un producto antisimétrico

X1 ∨X2 = ξ1η2 − η1ξ2

donde
X1 = ξ1∂x + η1∂y y X2 = ξ2∂x + η2∂y

Una clasificación de las álgebras de Lie de dimensión 2 de a cuerdo con sus propiedades estructurales se
basa en el hecho de que las expresiones:
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[X1, X2] = 0 y X1 ∨X2 = 0 (5.2)

son ambas invariantes bajo cambios de base en L2 y cambios de variable en x y y.

Teorema 14. Bajo una elección adecuada de la base {X1, X2}, cualquier álgebra de Lie de dimensión 2
puede reducirse a alguno de los cuatro tipos determinados por las relaciones estructurales canónicas. Podemos
entonces clasificar las algebras de Lie de dimensión dos en las siguientes clases no equivalentes:

I. [X1, X2] = 0 y X1 ∨X2 6= 0

II. [X1, X2] = 0 y X1 ∨X2 = 0

III. [X1, X2] 6= 0 y X1 ∨X2 6= 0

IV. [X1, X2] 6= 0 y X1 ∨X2 = 0

Estas relaciones estructurales son invariantes bajo cualquier cambio de variables, de tal manera se puede
simplificar la forma de los posibles operadores básicos.

Teorema 15. La base de un álgebra de Lie de dimensión 2 L2 puede reducirse, mediante un cambio de
variables adecuado a una de las siguientes formas.

I. X1 = ∂x X2 = ∂y

II. X1 = ∂y X2 = x∂y

III. X1 = ∂y X2 = x∂x + y∂y

IV. X1 = ∂y X2 = y∂y

donde x y y son las variables canónicas.

5.2.2. Algoritmo de integración.

Ahora vamos a identificar todas las EDO de segundo orden que admiten algebras de lie de dimensión 2
usando la clasificación dada por los teoremas anteriores.

Tipo I. Para construir las ecuaciones que admiten un álgebra L2 con base {∂x, ∂y} hay que construir una
base para los invariantes diferenciales de segundo orden. Laxs extensiones de segundo orden de X1 y
X2 coinciden con ellos mismos, aśı que y′ y y′′ son una base para los invariantes diferenciales. De tal
manera la EDOmás general que admite a L2 tipo I tiene la forma:

y′′ = f(y′) (5.3)

La ecuacion (5.3) puede integrarse diréctamente∫
dy′

f(y′)
= x+ C1 (5.4)

y′ = ϕ(x+ C1) (5.5)

y por lo tanto

y =

∫
ϕ(x+ C)d(x+ C) + C2 (5.6)
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Tipo II. En este caso, una base para los invariantes diferenciales es {x, y′′} y la ecuación diferencial invariante
tiene la forma:

y′′ = f(x) (5.7)

e integrando obtenemos:

y =

∫ (∫
f(x)dx

)
dx+ C1x+ C2 (5.8)

Tipo III. En este caso, una base para los invariantes diferenciales es {y′, xy′′} y la ecuación invariante tiene
la forma:

y′′ =
1

x
f(y′) (5.9)

integrando obtenemos: ∫
dy′

f(y′)
= lnx+ C1 (5.10)

y′ = ϕ(lnx+ C1) (5.11)

aśı que

y =

∫
ϕ(lnx+ C1)dx+ C2 (5.12)

Tipo IV. En este caso la base para los invariantes diferenciales es {x, y′′y′ } y la ecuación que queda invariante
tiene la forma:

y′′ = f(x)y′ (5.13)

que al integrar nos deja:

y = C1

∫
e
∫
f(x)dxdx+ C2 (5.14)

Lo anterior puede implementarse como el siguiente algoritmo de 5 pasos para integrar una EDO de
segundo orden.

1. Calcular un álgebra de Lie admisible Lr

2. Si r > 2 determinar uan subálgebra de dimensión 2 L2 ⊂ Lr. Si r < 2 la EDO no puede ser
integrada por simetŕıas.

3. Calcular el conmutador y el producto seudoescalar para la base de L2. De ser necesario cambiar
la base a coordenadas canónicas.

4. Introducir variables canónicas. Reescribir la ecuación en coordenadas canónicas e integrar

5. Escribir la solución en las variables originales.

Ejemplo 38. Aplicaremos nuestro algoritmo a la ecuación

y′′ =
y′

y2
− 1

xy
(5.15)
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1. Resolvemos la ecuación determinante y encontramos que la ecuación (6.66) admite un álgebra L2 gen-
erada por

X1 = x2∂x + xy∂y X2 = x∂x +
y

2
∂y (5.16)

2. En este caso tenemos que r = 2, aśı que pasaremos al paso 3

3. Tenemos que [X1, X2] = −X1 y X1 ∨X2 = − 1
2x

2y 6= 0

4. Ahora reduciremos X1 a traslaciones mediante un cambio de variables

t =
y

x
u = − 1

x
(5.17)

tras este cambio tenemos que los operadores básicos son

X̄1 = ∂u X̄2 =
t

2
∂t + u∂u (5.18)

estos operadores difieren de los de tipo III por un factor de 1
2 en X̄2. Para evitar la singularidad en

u′ =∞, excluiremos las siguientes soluciones de (6.66)

y = Cx (5.19)

Despues del cambio de variables la ecuación (6.66) se convierte en:

u′′

u′2
+

1

t2
= 0 (5.20)

(5.20) tiene las siguientes soluciones

u = − t
2

2
+ C (5.21)

y

u =
t

C1
+

1

C2
1

ln |C1t− 1|+ C2 (5.22)

5. Sustituyendo (5.17) en (6.75) y (6.76) obtenemos la solución general para la EDO nolineal (6.66)

y = Cx (5.23)

y = ±
√

2x+ Cx2 (5.24)

C1y + C2x+ x ln
∣∣∣C1

y

x
− 1
∣∣∣+ C2

1 = 0 (5.25)

donde Ci son constantes aribtrárias de integración.

5.3. Clasificación de ecuaciones de segundo orden.

Algunas de las ecuaciones en nuestra clasificación admiten algebras de Lie de dimensión mayor Lr o
grupos de Lie r-paramétricos (locales) para algún 2 < r ≤ 8, y surge ahora el problema de dar una clasifi-
cación completa para las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. Lie resolvió el problema para
ecuaciones de orden arbitrario, aqúı sólo consideraremos las de segundo orden.
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5.3.1. Clasificación para ecuaciones que admiten álgebras 3-dimensionales.

La clasificación por simetŕıas se basa en listar las posibles álgebras de Lie de operadores que actúan
en el plano. Los operadores básicos se simplifican usando un cambio de variables adecuado. Las álgebras
relacionadas por cambios de variable son llamadas similares.

Las ecuaciones que admiten álgebras similares son equivalentes en el sentido de que pueden llevarse una
en otra mediante un cambio de coordenadas. La clasificación de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden 2 la dimensión del álgebra admisible sólo toma valores en {1, 2, 3, 8} ya hemos discutido los casos de
dimensión 1 y 2, pasaremos pues al caso 3-dimensional.

Para L3 la construcción de ecuaciones invariantes se logra resolviendo la ecuación determinante respecto
a la función incógnita.

Construyamos el álgebra de la siguinete manera

L3 =
〈
{X1 = ∂x + ∂y, X2 = x∂x + y∂y, X3 = X2∂x + y2∂y}

〉
(5.26)

Para X1 tenemos que ξ = 1 y η = 1, al sustituirlos en la ecuación determinante obtenemos:

fx + fy = 0 (5.27)

de tal modo que
f = f(x− y, y′) (5.28)

tomando ξ = x y η = y obtenemos la ecuación determinante para X2

zfz + f = 0 para z = x− y (5.29)

se sigue que

f =
g(y′)
x− y (5.30)

ahora, sustituyendo ξ = x2 y η = y2 obtenemos

2y′
dg

dy′
− 3g + 2 (y′2− y′) = 0 (5.31)

finalmente
g = −2(y′ + Cy

′ 3
2 + y

′2) (5.32)

aśı que L3es admitida por la ecuacion ordinaria de segundo orden

y′′ + 2
y′ + Cy

′ 3
2 + y

′2

x− y = 0 (5.33)

donde C es constante.
Lie demostró 1 que si una ecuación de segundo orden admite un álgebra de Lie Lr con r ≥ 4 entonces

necesáriamente admite un álgebra de dimesnsión 8. Estas ecuaciones son equivalentes y pueden ser linealizadas
a y′′ = 0. Con lo que queda completa la clasificación para ecuaciones de segundo orden.

1La clasificación de Lie utiliza como dominio el plano complejo C, cuando pasamos a la recta real, algunas ecuaciones de la
clasificación pasan únicamente a dos clases no equivalentes

y′′ = C(1 + y
′2)

3
2 eq tan−1(y′) (5.34)

ỹ′′ = Cỹ
′ k−2
k−1 (5.35)
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Si la ecuación admite L1 entonces la acción del grupo puede verse como traslaciones en una dirección
coordenada. Por lo que la forma canónica de una ecuación que admite L1 es

y′′ = f(y, y′) (5.36)

Para L2 y L3 ya hemos enlistado las posibilidades y para dimensiones más grnades tenemos que la única
forma canónica es

y′′ = 0 (5.37)

5.4. Linealización.

Teorema 16. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) Una EDO de segundo orden
y′′ = f(x, y, y′) (5.38)

puede ser linealizada por un cambio de variables

ii) (5.38) tiene la forma

y′′ + F3(x, y)y
′3 + F2(x, y)y

′2 + F1(x, y)y′ + F (x, y) = 0 (5.39)

donde las Fi satisfacen condiciones de integrabilidad del sistema sobredeterminado

zx = z2 − Fw − F1z + Fy + FF2

zy = −zw − FF3 −
1

3
(F2)x +

2

3
(F1)y (5.40)

wx = zw − FF3 −
1

3
(F2)y +

2

3
(F1)x

wy = −w2 − F2w − F2z + (F3)y + FF3

iii) La ecuación (5.38) admite un álgebra de Lie de dimensión 8

iv) (5.38) admite un álgebra de Lie de dimensión 2 con base {X1, X2} tal que X1 ∨X2 = 0

Ejemplo 39. Consideremos una ecuación de la forma

y′′ = f(y′) (5.41)

del teorema anterior se sigue que f(y′) es una polinomial de grado 3 en y′ con coeficientes constantes,

y′′ +A3y
′3 + a3y

′2 +A1y
′ +A0 (5.42)

ahora bastará verificar que (5.40) escrito para (5.42) es integrable y por tanto (5.42) se puede linealizar. En
efecto

zx = z2 −A1z +A0A2

zy = −zw −A0A3 (5.43)

wx = zw −A0A3

wy = −w2 −A2w −A2z +A0A3

por tanto el sistema (5.43) es integrable.

67
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5.5. Un resultado útil.

Ahora introduciremos un nuevo concepto, diremos que el grupo de simetŕıa de una ecuación diferencial
ẋk = Fk(t) es completo si

La variedad de soluciones es un espacio homogéneo del grupo.

El grupo es espećıfico para el sistema.

Si el sistema es autónomo podemos reconstruir el grupo de simetŕıa completo, utilizando análisis de
simetŕıas de Lie, mediante la siguiente proposición.

Proposición 6. Si el sistema de ecuaciones diferenciales ẋk = Fk(t) es autónomo, entonces una de las
funciones incógnitas puede tomarse como una nueva variable independiente y el sistema puede ser reescrito
de tal manera que contenga una ecuación de segundo grado, que es susceptible de resolverse por reducción de
orden.

Demostración. En efecto, consideremos un sistema autónomo N ecuaciones ordinarias de segundo orden

ẍk = Fk(x1, . . . , xN , ẋ1, . . . , ẋN ) (5.44)

Un generador del grupo de simetŕıas puntuales tiene la forma

Γ = τ(t, x1, . . . , xN )∂t +

N∑
k=1

ηk(t, x1, . . . , xN )∂xk (5.45)

El sistema (??) puede transformarse en uno equivalente de 2N ecuaciones ordinarias de primer orden

uk = uN+k (5.46)

u̇N+k = Fk(u1, . . . , uN , un+1, . . . , u2N ) (5.47)

Ahora elegimos una de las variables dependientes para que sea la nueva variable independiente. Sea uN = y
tal variable. El sistema (5.46-5.47) se transforma en el siguiente sistema no-autónomo de 2N − 1 ordinarias
de primer orden, cuya variable independiente es y

duj
dy

=
uN+j

u2N
(5.48)

duN+j

dy
=

Fj
u2N

(5.49)

du2N

dy
=

FN
u2N

(5.50)

de (5.48) tenemos

UN+j = U2N
duj
dy

(5.51)

al sustiruir esta expresión enlas otras ecuaciones obtenemos el siguiente sistema

u̇j =
1

u2
2N

(Fj − FN ) u̇j (5.52)

u̇2N =
FN
u2N

(5.53)
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El generador del grupo de simetŕıas para este sistema tiene la forma

Γ̃ = V (y, ui)∂y +

N−1∑
i=1

Gj∂uj +G2N∂u2N
(5.54)

sustituyendo uj ,y y u2N , por xj , xN y ẋN y resolviendo el siguiente sistema

ηj = Gj (5.55)

ηN = V (5.56)

dηN
dt
− ξxN = G2N (5.57)

recuperamos el grupo de simetŕıas completo.
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Caṕıtulo 6

Aplicación de los métodos de simetŕıas
a modelos epidemiológicos.

No hay rama de las matemáticas, por abstracta que sea,
que no pueda aplicarse algún d́ıa a los fenómenos del

mundo real.

Nikolai Lobachevski.

Los métodos de simetŕıas de Lie han sido ampliamente aplicados en el contexto de la f́ısica matemática,
sin embargo en otras áreas no ha tenido tanto uso, por ejemplo en la modelación matemática de fenómenos
biológicos, se prefieren aplicar las técnicas del análisis cualitativo o de la implementación computacional de
simulaciones numéricas.

Presentaremos tres ejemplos en donde se utilizan los métodos de simetŕıa en el contexto de modelación
de sistemas biológicos, en particular de sistemas epidemiológicos.

6.1. Un modelo de VIH.

Aplicaremos el análisis de simetŕıas para examinar un modelo propuesto por Anderson, que describe la
transmisión de VIH entre parejas homosexuales o bisexuales. Se trata de un modelo compartimentado, se
divide a la población en susceptibles (VIH-negativos), infectados (VIH-positivos), y pacientes enfermos de
SIDA.
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El parámetro µ es la tasa de muertes percápita (no relacionadas con el SIDA), tanto de susceptible como
infectados, y α es la tasa de mortalidad asociada al SIDA, el término λ representa la fuerza percápita de la
infección y se define como:

λ =
βcu2(t)

u1(t) + u2(t) + u3(t)
(6.1)

donde β es la probabilidad promedio de que un individuo infectado infecte a una pareja susceptible durante
la duración de su relación y c es la tasa efectiva de cambio de pareja dentro de una categoŕıa espećıfica de
riesgo.

Se supone además que se desarrolla SIDA con un periodo de incubación promedio de
1

ν
El sistema de EDO no lineales que describen la dinámica infecciosa es:

du1

dt
=
−βcu1u2

u1 + u2 + u3
− µu1 (6.2)

(6.3)

du2

dt
=

βcu1u2

u1 + u2 + u3
− (ν + µ)u2 (6.4)

(6.5)

du1

dt
= νu2 − αu3 (6.6)

6.1.1. Análisis de simetŕıas.

Primero debemos determinar el álgebra de Lie que admite el sistema, ustando el criterio de invarianza.
Consideremos un operador

Γ = ξ(t, u1, u2, u3)∂t + η1(t, u1, u2, u3)∂u1 + η2(t, u1, u2, u3)∂u2 + η3(t, u1, u2, u3)∂u3 (6.7)

este genera un grupo de simetŕıa para el sistema si su primera extensión Γ{1} se anula sobre el sistema.

Γ{1}

(
du1

dt

)
= 0 (6.8)

Γ{1}

(
du2

dt

)
= 0 (6.9)

Γ{1}

(
du3

dt

)
= 0 (6.10)
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Las ecuaciones (6.8-6.10) son las ecuaciones determinantes del sistema, forman un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales lineales en las variables ξ, η1, η2, η3. Ahora debemos hallar un álgebra de Lie 3-dimensional
soluble para poder integrar el sistema 6.2 por cuadraturas.

Investiguemos acerca de la forma que puede tener Γ para poder hallar el álgebra que necesitamos. Supong-
amos que ξ,η1 y η2 son polinomios de segundo grado en u1, u2 y u3, analizandoel sistema con Maple 13,
tenemos que 6.2 admite un álgebra 3-dimensional L3 cuya base es:{

X1 = ∂t , X2 = u1∂u1
+ u2∂u2

+ u3∂u3
, X3 = e−(µ+ν)t∂u2

+
u1 + u3

u2
e−(µ+ν)t∂u3

}
(6.11)

si se cumple que
α = µ+ βc (6.12)

Veamos ahora la tabla del conmutador para (6.11)

X1 X2 X3

X1 0 0 − (µ+ ν)X3

X2 0 0 −X3

X3 (µ+ ν)X3 X3 0

tenemos que {X2 , X3} genera un ideal de dimensión 2 : L2 ⊂ L3. Ahora llamemos L1 al ideal generado
por X3, observese que:

L1 ⊂ L2 ⊂ L3

lo cual implica que el álgebra L3 es soluble.
Podemos usar la base canónica de L2 para reducir el sistema a una EDO de primer orden esta ecuación

podrá integrarse por cuadratura, pues admite el álgebra L3/L2, generada por X1 en las variables canónicas.
Los invariantes diferenciales de L2 son

t , ζ =
u2

u1 + u3
(6.13)

Reducimos el sistema a una EDO:
dζ

dt
= (βc− ν) ζ − νζ2 (6.14)

La ecuación (6.14) admite el operador X̃1 = ∂t, aśı que la ecuación se puede integrar por cuadraturas. La
solución general de (6.14) es

ζ =
eβct (βc− ν)

eβctν + eνtβcc1 − eνtc1ν
(6.15)

donde c1 es una constante arbitraria de integración.
Usando (6.15) y (6.13) obtenemos una expresión para u3 en términos de u1 y u2

u3 =
eβct (u1 + u2) ν − eβctβcu1 + eνt (βc− ν) c1u2

eβct (βc− ν)
(6.16)
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al sustituir la ecuación (6.16) en el sistema original obtenemos:

du1

dt
=
−eβct (βc+ µ− ν)βcu1 − eνt (βc− ν) c1µu1

eνt (βc− ν) c1 + eβctβc
(6.17)

du2

dt
=
−eβct [(u1 + u2) ν − βcu1 + µu2]βc− eνt (βc− ν) (µ+ ν) c1u2

eνt (βc− ν) c1 + eβctβc
(6.18)

Podemos integrar (6.17) y obtener

u1 =
eνtc2

eµt [eνt (βc− ν) c1 + eβctβc]
(6.19)

donde c2 es una constante arbitraria de integración. Ahora tenemos que (6.18)se reescribe como sigue:

du2

dt
=
−eβct+νt [2eµt (βc+ µ− ν) c1u2 − c2] (βc+ µ− ν)βc

eµt [eνt (βc− ν) c1 + eβctβc]
2 (6.20)

2eνt (βc− ν)
2

(µ− ν) c21u2 − e2βct (µ− ν)βc2u2

[eνt (βc− ν) c1 + eβctβc]
2 (6.21)

Cuya solución general es:

u2 =

(βc− ν)
∫ eβct+2νt

(eβctβc+ eνtβcc1 − eνtc1ν)
2 dtβcc2 + c3

eµt+νt
(6.22)

donde c3 es una constante arbitraria de integración. Finalmente obtenemos la solución general del sistema:

u1 =
eνtc2

eµt [eνt (βc− ν) c1 + eβctβc]
(6.23)

u2 =

(βc− ν)
∫ eβct+2νt

(eβctβc+ eνtβcc1 − eνtc1ν)
2 dtβcc2 + c3

eµt+νt
(6.24)

u3 =

[
eνt (βc− ν) c1e

βctν
]
c3

eβct+µt+µt (βc− ν)
+

−eνtc2
eµt [eνt (βc− ν) c1eβctβc]

+ (6.25)

βcc2
[
eνt (βc− ν) c1e

βctν
] ∫ eβct+2νt

(eβctβc+ eνtβcc1 − eνtc1ν)
2 dt

eβct+µt+νt
(6.26)

Ahora si βc = 2ν, la solución general queda como:

u1 =
c1

eµt (2eνt + c1c2)
(6.27)

u2 =
[
2eν log

(
2eνt + c1c2

)
c1 − 2eνtc1 + 4eνtc3 (6.28)

+ log
(
2eνt + c1c2

)
c21c2 + 2c1c2c3

]
/
[
2eµt+νt

(
2eνt + c1c2

)]
u3 =

[
eνt log

(
2eνt + c1c2

)
c1 − 2eνtc1 + 2eνtc3 (6.29)

+ log
(
2eνt + c1c2

)
c21c2 + 2c1c2c3

]
/
[
2eµt+2νt

]
73



6.1. UN MODELO DE VIH. CAPÍTULO 6. APLICACIÓN...

6.1.2. Otra manera de hallar la solución general para el sistema.

Recordemos que cualquier sistema de n ecuaciones de primer orden puede transformarse en otro equiva-
lente, donde al menos una de las ecuaciones es de segundo orden. En este caso el álgebra admitida ya no es
de dimensión infinita y podemos recuperar las simetŕıas del sistema original. Si aplicamos este resultado al
sistema, encontraremos que cuando α = µ+βc tenemos una ecuación ordinaria de segundo orden linealizable

En efecto transformaremos el sistema en uno con dos ecuaciones una de primer orden y otra de segundo
orden. De (6.2) podemos reescribir u3

u3 =

du1

dt
(u2 − u1) + βcu1u2 + µu2

1 + µu1u2

du1

dt
+ µu1

(6.30)

y tenemos la EDO de segundo orden:

d2u1

dt2
=

[
αβcµu2

1u2 + αβcu1
du1

dt
u2 + αµ2u3

1 + αµ2u2
1u2

+2αµu2
1

du1

dt
+ 2αµu1

du1

dt
u2 + αu1

(
du1

dt

)2

+α

(
du1

dt

)2

u2 − βcµ2u3
1 − βcµ2u2

1u2 − βcµνu1
2u2

−2βcµu1
2 du1

dt
− βcµu1

du1

dt
u2 − βcνu1

du1

dt
u2 − βcu1

(
du1

dt

)
2

+βc

(
du1

dt

)
2u2 − µ3u1

3 − µ3u1
2u2 − 2µ2u1

2 du1

dt
− 2µ2u1

du1

dt
u2

−µu1

(
du1

dt

)
2 − µ

(
du1

dt

)
2u2

]
/ (βcu1u2) (6.31)

junto con la EDO:
du2

dt
= −

(
µu1 + µu2 + µu2 +

du1

dt

)
(6.32)

Aplicaremos ahora el análisis de simetŕıas para estas ecuaciones, usando Maple 13 y obtenemos una EDP
parabólica, cuya curva caracteŕıstica es

u1 + u2 = cte (6.33)

y en consecuencia, introducimos una variable independiente nueva:

v2 = u1 + u2 (6.34)

Ahora tenemos un nuevo sistema, en el caso de que α = µ+ βc este nuevo sistema admite un álgebra de Lie
de dimensión 8.

d2u1

dt2
=

[
βcµu1

2 + βcu1
du1

dt
+ µ2u1

2 − µνu1
2 + 2µu1

du1

dt
(6.35)

−νu1
du1

dt
+ 2

(
du1

dt

)
2

]
/u1

dv2

dt
= − (µ+ ν) v2 + νu1 (6.36)
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Los operadores que generan al álgebra de Lie que admite el nuevo sistema son si βc 6= ν:

X1 = e(βc+µ−ν)t
(

1
u1
∂t − µ∂u1

)
X2 = e−µt

(
1
u1
∂t − (βc+ µ− ν)

)
∂u1

X3 = e(βc+µ−ν)tu1
2∂u1

X4 = eµtu1
2∂u1

X5 = u1∂u1

X6 = ∂t

X7 = e(βc−ν)t (−∂t + (βc+ µ− ν)u1∂u1)

X8 = −e(βc−ν)t (−∂t + µu1∂u1
)

Si β = ν, los operadores que generan al álgebra de Lie que admite el sistema son:

X̂1 = e−µt
(

1
u1
∂t − µ∂u1

)
X̂2 = e−µt

(
t
u1
∂t − (µt+ 1) ∂u1

)
X̂3 = eµtu1

2∂u1

X̂4 = eµttu1
2∂u1

X̂5 = u1∂u1

X̂6 = ∂t

X̂7 = t (t∂t − (µt+ 1)u1∂u1
)

X̂8 = t (∂t − µu1∂u1
)

Para poder linealizar, debemos buscar una subálgebra de dimensión 2 (abeliano e intransitiva), expresada
en coordenadas canónicas y, de acuerdo con la clasificación de Lie, tenemos que buscar una subálgebra:

{∂ũ , x̃∂ũ} (6.37)

donde ũ y t̃ son las llamadas variables canónicas, bajo las cuales podemos interpretar la acción del grupo

como traslaciones sobre t̃. Tomaremos por ejemplo la generada por {X3, X4} si βc 6= ν o bien
{
X̂3, X̂4

}
en

el caso de que β = ν.
Ahora podemos proponer una transformación uniparamétrica para linelizar (6.35):

t̄ = e(ν−βc)t , ū = −e
(ν−βc−µ)t

u1
(6.38)

en el caso βc 6= ν, y

t̄ = t , ū = −e
−µt

u1
(6.39)
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en el caso βc = ν
Aśı la ecuación (6.35) se convierte en:

d2ū

dt2
= 0 (6.40)

Cuya solución es:
ū = a1t̄+ a2 (6.41)

lo cual nos lleva a la solución general del sistema original

u1 =
eνtc2

eµt [eνt (βc− ν) c1 + eβctβc]
(6.42)

u2 =

(βc− ν)
∫ eβct+2νt

(eβctβc+ eνtβcc1 − eνtc1ν)
dtβcc2 + c3

eµt+νt
(6.43)

u3 =

[
enut (βc− ν) c1 + eβctν

]
c3

eβct+µt+νt (βc− ν)

+
−eνtc2

eµt [eµt (βc− ν) c1 + eβctβc]
(6.44)

+
βcc2

[
eνt (βc− ν) c1 + eβctν

] ∫
eβct+2νt

(eβctβc+eνtβcc1−eνtc1ν)2 dt

eβct+µt+νt

Ahora si βc = 2ν, la solución general queda como:

u1 =
c1

eµt (2eνt + c1c2)
(6.45)

u2 =
[
2eν log

(
2eνt + c1c2

)
c1 − 2eνtc1 + 4eνtc3 (6.46)

+ log
(
2eνt + c1c2

)
c21c2 + 2c1c2c3

]
/
[
2eµt+νt

(
2eνt + c1c2

)]
u3 =

[
eνt log

(
2eνt + c1c2

)
c1 − 2eνtc1 + 2eνtc3 (6.47)

+ log
(
2eνt + c1c2

)
c21c2 + 2c1c2c3

]
/
[
2eµt+2νt

]
6.2. Un modelo de tipo núcleo.

El siguiente modelo fue presentado por Hadeler y Castillo-Chávez para dinámica de enfermedades de
transmisión sexual, toma en consideración un grupo relativamente pequeño de individuos activos, cuyo tamaño
es constante. Este grupo o núcleo, recluta individuos del resto de la población, la tasa de reclutamiento puede
depender del estado del núcleo. El complemento del núcleo está inactivo.

La población tiene tamaño P (t) y su complemento A, el núcleo C se divide en susceptibles S, vacunados
(educados) V e infectados I.

P = C +A C = S + V + I (6.48)

La tasa de nacimientos es b > 0, la tasa de nacimientos de los infectados es 0 ≤ b̂ ≤ b, la tasa de mortalidad
es µ, mientras que para los infectados la tasa de mortalidad es µ̄ ≥ µ, la tasa de recuperación es α ≥ 0, la
tasa de vacunación es ψ ≥ 0, la tasa de transmisión de infectados a susceptibles es β ≥ 0 y la de infectados
a educados es 0 ≤ β̂ ≤ β. Al recuperarse, los individuos pueden pasar a la clase de educados con una tasa
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de αγ, con 0 ≤ γ ≤ 1 o volver a ser susceptibles a una tasa α(1 − γ). El reclutamiento queda descrito por
r(I, C).

Como una primera simplificación consideraremos P = constante, con lo cual b = b̄ = µ = µ̄. Entonces el
modelo es:

Ȧ = µP −Ar(I, C)− µA (6.49)

Ṡ = Ar(I, C)− βSI
C
− ψS + α(1− γ)I − µS (6.50)

V̇ = ψS − β̄ V I
C

+ αγI − µV (6.51)

İ =
βSI + β̄V I

C
− αI − µI (6.52)

En el art́ıculo de Hadeler y Castillo-Chávez [CCH95] se relaciona este sistema con un modelo para el
núcleo aislado de tamaño constante C = 1

Ṡ = µ− βSI − ψS + α(1− γ)I − µS (6.53)

V̇ = ψS − β̄V I + αγI − µV (6.54)

İ = βSI + β̄V I − αI − µI (6.55)

Hadeler y Castillo-Chávez, hacen el análisis cualitativo del modelo, aśı como analisis de estabilidad. Ahora
aplicaremos el método de Lie para hallar las condiciones f́ısicas para la existencia de simetŕıas puntuales y
de ser posible deducir la solución general en forma exácta, de tal manera complementaremos la información
obtenida mediante análisis cualitativo.

6.2.1. Análisis de simetŕıas.

El sistema (6.53)-(6.55) puede reducirse a un sistema de dos ecuaciones usando la relación

C ≡ 1 = S + V + I (6.56)

y reescribimos el sistema de dos ecuaciones como una ecuación de segundo orden, usando

I = 1− S − V (6.57)

deduciendo V de (6.53)

V =
Ṡ − µS + ψS − µ
αγ − α+ βS

− S + 1 (6.58)

y obtenemos una ecuación de segundo orden para S

S̈ = f(t, S, Ṡ) (6.59)

Ahora, buscaremos el álgebra de Lie asociada para (6.59). Un operador

Γ = v(t, u)∂t + g(t, u)∂u (6.60)

genera al grupo de simetŕıa de una EDO de orden 2 si su segunda extensión
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Γ{2} = Γ +

(
dg

dt
− u̇dv

dt

)
∂u̇ +

(
d

dt

(
dg

dt
− u̇dv

dt

)
− üdv

dt

)
∂ü (6.61)

aplicada a la ecuación, se anula

Γ{2}(ü) ≡ 0 (6.62)

La ecuación determinante (6.62) constituye un sistema de ecuaciones en derivadas parciales sobredetermi-
nado para v(t, u) y g(t, u). Aplicando el análisis de las simetŕıas, obtenemos una EDP lineal de primer orden
para v(t, S), sus curvas caracteŕısticas sugieren que se haga la siguiente simplificación.

S =
−αγ + α+ u

β
(6.63)

donde u(t) es una variable independiente nueva.
Ahora (6.58) se transforma en

V = 1 +
u̇+ α(1− γ)(µ+ ψ) + (αγ − α+ µ+ ψ − u)u− βµ

βu
(6.64)

y 6.59 se transforma en

ü =
1

βu

(
α2βγ2µu+ α2βγ2ψu− α2βγµu− α2βγψu+ α2β̄γ2µ2 + 2α2β̄γ2µψ(6.65)

−α2β̄γ2µu+ α2β̄γ2ψ2 − α2β̄γ2ψu− 2α2β̄γµ2 + 2α2β̄µψ − α2β̄µu+ α2β̄ψ2

−α2β̄ψu+ αβ2γµu+ 2αββ̄γµ2 + 2αββ̄γµψ − 2αββ̄γµu− αββ̄γψu− 2αββ̄µ2 − 2αββ̄µψ

+2αββ̄µu+ αββ̄ψu+ αβγµ2u+ αβµψu− 2αβγµu2 − αβγµu̇− 2αβγψu2 − αβγψu̇− αβγuu̇− αβµ2u

−αβµψu+ αβµu2 + αβµu̇+ αβψu2 + αβψu̇− 2αβ̄γµ2u− 4αβ̄γµψu+ 2αβ̄γµu2 − 2αβ̄γµu̇− 2αβ̄γψ2u

+2αβ̄γψu2 − 2αβ̄γψu̇+ αβ̄γuu̇+ 2αβ̄µ2u+ 4αβ̄µψu− 2αβ̄µ2 + 2αβ̄µu̇+ 2αβ̄ψ2u− 2αβ̄ψu2 + 2αβ̄ψu̇

−αβ̄uu̇+ β2β̄µ2 − β2β̄µu+ β2µ2u− β2µu2 − β2µu̇− ββ̄µ2u− 2ββ̄µψu+ 2ββ̄µu2 − 2ββ̄µu̇+ ββ̄ψu2

+ββ̄uu̇− βµ2u2 − βµψu2 + βµu3 − βµuu̇+ βψu3 + βu2u̇+ βu̇2 + β̄µ2u2 + 2β̄µψu2 − β̄µu3 + 2β̄µuu̇

+β̄ψ2u2 − β̄ψu3 + 2β̄ψuu̇− β̄u2u̇+ β̄u̇2
)

Aplicando el método de Lie, obtenemos simetŕıas puntuales no-triviales sólo en cinco casos.

Caso 1. β = β̄
En este caso tenemos un álgebra de Lie de dimensión 8 isomorfa a sl(3,R) cuyos generadores son:

Γ1 :=
e−t(−α+β−µ) (αγµ+ αγψ − αµ− αψ + βµ− uµ− uψ) ∂t

(αγµ+ αγψ − αµ− αψ + βµ)u
(6.66)

Γ2 :=
(∂t + ∂uαγµ+ ∂uαγ ψ − ∂uαµ− ∂uαψ + ∂uβµ− ∂uuµ− ∂uuψ) e−t(β+ψ−α)

u
(6.67)
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Γ3 :=
1

uαγµ+ αγψ − αµ− αψ + βµ

(
et(−α+β−µ) (−2 ∂u uµα γ ψ + 2 ∂u β µα γ ψ − 2 ∂u β µuα γ (6.68)

−2 ∂u β uα γ ψ − 2 ∂u uψ α
2 + ∂t αγ ψ + 2 ∂u uψ

2α− 2 ∂u β
2uµ

−2 ∂u α
2γ ψ2 − 2 ∂u u

2αψ − 2 ∂u α
2µ2γ + 2µ∂u α

2ψ − 2µ∂u α
2u+ µ∂t αγ

−2β µ2∂u α− 2 ∂u β u
2α+ ∂u α

2γ2ψ2 + ∂u α
2γ2µ2 + 2 ∂u β u

2ψ + 2 ∂u uψ α
2γ

−2 ∂u uψ
2αγ + 2 ∂u uµαψ + 2β µ2∂u αγ + 4 ∂u β µuα− 2 ∂u β µuψ − 2 ∂u β µαψ

+2 ∂u β uψ α− 4µ∂u α
2γ ψ + 2µ∂u α

2uγ + 2µ∂u α
2γ2ψ − µ∂t α+ ∂u α

2ψ2

−∂t αψ + ∂u α
2µ2 + ∂u β

2µ2 + ∂t uα− ∂t uψ + ∂u u
2α2

+β µ∂t − ∂t uβ + ∂u u
2ψ2 + ∂u u

2β2
))

Γ4 =
1

(αγµ+ αγ ψ − αµ− αψ + β µ)
2
u

(
et(β+ψ−α)

(
−2 ∂u u

3β ψ2 − ∂u u3β2ψ + 6 ∂u u
2β µα γ ψ − 3 ∂u uψ

3α2(6.69)

−8 ∂u uµ
2αγ ψ β + ∂u β

3µ3 − 9 ∂u α
3ψ γ2µ2 − 3 ∂u uψ β

2µ2 + ∂t α
2µ2 − ∂u α3µ3 − ∂u α3ψ3

+∂t β
2µ2 − 6 ∂u uψ

2αγ β µ− 4 ∂u β uα
2γ2µψ + 12 ∂u α

2uγ ψ β µ

−4 ∂u β
2uα γ ψ µ− ∂u u3ψ3 − ∂t uβ α γ µ− 7 ∂u uψ

2α2γ2µ+ 8 ∂u uµ
2αψ β − 5 ∂u u

2ψ2αµ

+∂t uψ αµ− 4 ∂u α
3uγ ψ2 + 3 ∂u α

2ψ2β µ+ ∂t uα
2γ µ− 4 ∂u α

3uγ µ2 + 3 ∂u β
2µ3αγ

+6 ∂u α
2ψ β µ2 − ∂t uψ2αγ + ∂t uβ αψ + 3 ∂u u

2ψ3αγ − ∂t uψ β µ− 3 ∂u β
2µ2αψ

+2 ∂u uµ
3α2γ − 2 ∂u β uα

2ψ2 − 5 ∂u uµ
2α2ψ + 5 ∂u u

2ψ2αγ µ− ∂u u3α2µ

+2 ∂u u
3ψ2α+ ∂u u

2β2αγ µ+ 3 ∂u α
2γ2ψ2β µ+ 2 ∂u u

2β µ2αγ + ∂u u
2β2αγ ψ − ∂t uβ2µ

−2 ∂u uµ
3αγ β − 3 ∂u u

2ψ3α− 4 ∂u β
2uα γ µ2 − ∂t uψ αγ µ

+3 ∂u β
2µ2αγ ψ + 4 ∂u α

3uγ2µψ + ∂u u
2α3γ ψ − 3 ∂u uψ

3α2γ2 + 3 ∂u u
2ψ2β µ

−3 ∂u u
2β2αµ− 9 ∂u α

3ψ2γ2µ− ∂u u2α3ψ

+∂t α
2ψ2 − 6 ∂u α

2ψ2β µ γ − 2 ∂u β uα
2γ2µ2 − ∂u u3α2ψ − ∂t uα2µ− 2 ∂t αµ

2β

+∂t α
2γ2ψ2 + ∂t uψ

2α− 3 ∂u α
3µ2ψ + 3 ∂u α

2µ3β

−3 ∂u β
2µ3α+ ∂t α

2γ2µ2 + ∂u α
3γ3ψ3 + ∂u α

3γ3µ3 + 4 ∂u β
2uαψ µ

−10 ∂u u
2β µαψ + 6 ∂u α

2γ2µ2ψ β − 2 ∂u β uα
2γ2ψ2 + 8 ∂u α

2uγ µ2β

−8 ∂u α
3uγ µψ − ∂t uβ α γ ψ + 2 ∂t αγ ψ β µ+ 10 ∂u α

2uγ µ2ψ + 4 ∂u β uα
2γ ψ2

−12 ∂u α
2ψ γ µ2β − 8 ∂u β uα

2µψ − 5 ∂u uµ
2α2γ2ψ + 6 ∂u uψ

2αβ µ+ 2 ∂u u
2µ2ψ αγ − 6 ∂u u

2α2µγ ψ

−2 ∂u u
2α2β γ µ− 2 ∂u u

2α2β γ ψ + 4 ∂u u
2ψ2β α γ + 14 ∂u uψ

2α2γ µ− ∂u u2β2αψ

−2 ∂t αψ β µ− 4 ∂t α
2ψ γ µ+ 2 ∂u α

3uγ2ψ2 − 7 ∂u uµα
2ψ2 + ∂t uα

2γ ψ

−6 ∂u β uα
2µ2 + 2 ∂u α

3uγ2µ2 + 2 ∂u uµ
3β α+ 9 ∂u α

3ψ2γ µ+ 3 ∂u α
3γ3µψ2

+2 ∂t αγ µ
2β + 9 ∂u α

3µ2γ ψ − 6 ∂u α
2γ µ3β + 6 ∂u β

2uαµ2

−∂u uµ3α2γ2 + 6 ∂u uψ
3α2γ + 2 ∂t α

2γ2µψ + 3 ∂u α
3γ3µ2ψ

+2 ∂u u
3β µα− 2 ∂u u

2µ2ψ α− 4 ∂u u
2ψ2β α+ 4 ∂u α

3uµψ − 4 ∂u u
2α2ψ2γ

+6 ∂u u
2α2µψ − 2 ∂u u

2α2µ2γ + 2 ∂u u
2µ2ψ β + 4 ∂u u

2β2ψ µ

(6.70)
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+2 ∂u u
2α2β ψ + 2 ∂u u

3µψ α− 2 ∂u u
3β µψ + 2 ∂u u

3β ψ α+ 3 ∂u u
2α2β µ

−∂u u3µψ2 − ∂u uµ3α2 − 2 ∂t α
2ψ2γ + 3 ∂u α

3µ3γ − 3 ∂u α
3ψ3γ2

+2 ∂t α
2ψ µ− 2 ∂t α

2µ2γ + 3 ∂u α
3ψ3γ − 2 ∂u β

3uµ2 + 2 ∂u u
2α2µ2

+2 ∂u α
3uψ2 − ∂u uµ3β2 + 4 ∂u u

2α2ψ2 − 3 ∂u α
3ψ2µ− 3 ∂u α

3µ3γ2

+∂u u
2β3µ+ 2 ∂u u

2β2µ2 − ∂t uα2ψ + 2 ∂u α
3uµ2

−∂u u2α3µ− ∂u u3β2µ+ ∂u u
2α3γ µ+ 3 ∂u α

2γ2µ3β + 2 ∂t uβ αµ− 4 ∂u u
2β µ2α

))

Γ5 =
1

(αγ µ+ αγ ψ − αµ− αψ + β µ)
2
u

(
e(µ+ψ)t

(
−3 ∂u β

2µ2αψ − 2 ∂t uψ αγ µ (6.71)

+3 ∂u u
2ψ2β µ− 3 ∂u uψ

3α2γ2 + ∂t α
2γ2ψ2 + ∂u u

3µ2α+ ∂t β
2µ2 − ∂u α3ψ3 −

∂u u
3µ2β + 4 ∂u u

2β µα γ ψ − ∂u u2µ3α− ∂u u3µ2ψ

−2 ∂t αψ β µ− 4 ∂t α
2ψ γ µ+ ∂u α

3uψ2 − 2 ∂u uµ
3β2 + 2 ∂u u

2α2ψ2 − 6 ∂u u
2β µαψ

+6 ∂u α
2γ2µ2ψ β + ∂u u

2µ3β − 8 ∂u uψ
2α2γ2µ− ∂u β uα2γ2µ2

+10 ∂u uµ
2αψ β + 7 ∂u u

2ψ2αγ µ+ 2 ∂u u
2β µ2αγ + 3 ∂u α

2γ2ψ2β µ− 2 ∂u u
3β µψ

+∂t α
2µ2 − ∂t uψ2αγ + 3 ∂u u

2ψ3αγ − 3 ∂u α
2uβ µ2 − 2 ∂u β

2uα γ ψ µ

−2 ∂t αµ
2β + ∂t uψ

2α+ ∂u u
2µ3αγ − 12 ∂u α

2ψ γ µ2β

+9 ∂u α
3µ2γ ψ − 7 ∂u uµ

2α2γ2ψ − 4 ∂u α
2uβ µψ + 2 ∂u u

2β2µ2 + 9 ∂u α
3ψ2γ µ

−9 ∂u α
3ψ γ2µ2 − 3 ∂u uψ β

2µ2 + ∂u α
3uγ2ψ2 − 8 ∂u uµα

2ψ2

−7 ∂u u
2ψ2αµ− 2 ∂u β uα

2γ2µψ + 2 ∂u u
2β2ψ µ+ 3 ∂u α

3γ3µψ2 − 2 ∂u u
2α2µ2γ

+2 ∂t αγ µ
2β + ∂u α

3uγ2µ2 + 4 ∂u uµ
3β α+ 6 ∂u α

2uγ ψ β µ− ∂u α3µ3

−2 ∂u α
3uγ µ2 − 3 ∂u α

3µ3γ2 + ∂t α
2ψ2 + 4 ∂u u

2µ2ψ β + 4 ∂u uµ
3α2γ

−∂u β uα2ψ2 − 7 ∂u uµ
2α2ψ + 6 ∂u uψ

2αβ µ− 2 ∂u u
3µψ2 − 3 ∂u u

2ψ3α

+∂u u
3ψ2α− ∂u u3β ψ2 − 3 ∂u uψ

3α2 − 9 ∂u α
3ψ2γ2µ− 4 ∂u u

2α2µγ ψ

+∂u β
3µ3 + 16 ∂u uψ

2α2γ µ+ 3 ∂u αuβ
2µ2 − 2 ∂u uµ

3α2γ2 − ∂t uψ β µ+ 2 ∂t αγ ψ β µ

+3 ∂u β
2µ3αγ + 6 ∂u α

2ψ β µ2 − ∂u u3ψ3 + 2 ∂u u
3µψ α+ 3 ∂u α

3γ3µ2ψ

−5 ∂u u
2µ2ψ α− 2 ∂u u

2β ψ2α− ∂t uµ2αγ + 3 ∂u α
2γ2µ3β − 4 ∂u u

2β µ2α

+∂u α
3γ3µ3 − 4 ∂u α

3uγ µψ − 10 ∂u uµ
2αγ ψ β + 3 ∂u α

3µ3γ

−3 ∂u α
3ψ3γ2 + 2 ∂t α

2ψ µ+ ∂u α
3uµ2 + 6 ∂u uψ

3α2γ + 2 ∂t α
2γ2µψ

−3 ∂u α
3µ2ψ + 3 ∂u α

2µ3β − 3 ∂u β
2µ3α+ ∂t α

2γ2µ2

+∂u α
3γ3ψ3 − 6 ∂u uψ

2αγ β µ+ 5 ∂u u
2µ2ψ αγ + 2 ∂u u

2β ψ2αγ

−6 ∂u α
2γ µ3β − 2 ∂t α

2µ2γ + 3 ∂u α
3ψ3γ − ∂u β3uµ2 + 2 ∂u u

2α2µ2

+2 ∂u β uα
2γ ψ2 − 3 ∂u α

3ψ2µ+ 14 ∂u uµ
2α2γ ψ − ∂u β uα2γ2ψ2 + 4 ∂u α

2uγ µ2β

+2 ∂u α
3uµψ − 2 ∂u u

2α2ψ2γ + 4 ∂u u
2α2µψ − 2 ∂u uµ

3α2

−2 ∂t α
2ψ2γ + ∂t uµ

2α− ∂t uµ2β − 4 ∂u uµ
3αγ β − 6 ∂u α

2ψ2β µ γ

−2 ∂u β
2uα γ µ2 + 2 ∂t uψ αµ− 2 ∂u α

3uγ ψ2 + 3 ∂u α
2ψ2β µ+ 2 ∂u β

2uαψ µ

+3 ∂u β
2µ2αγ ψ +2 ∂u α

3uγ2µψ
))
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Γ6 =
e−(µ+ψ)t (∂t + ∂u β µ− ∂u β u− ∂u αµ+ ∂u αγ µ+ ∂u αu− ∂u αψ + ∂u αγ ψ − ∂u uψ)

u
(6.72)

Γ7 =
1

(αγ µ+ αγ ψ − αµ− αψ + β µ)u

(
∂u u

2ψ2 − ∂t αψ + ∂u α
2uγ ψ − β ∂u uα γ ψ (6.73)

−3 ∂u uµα γ ψ + 2β µ∂u αγ ψ − β µ∂u uα γ − ∂u uψ α2 − ∂u β2uµ+ ∂u u
2µψ − ∂u u2αµ

−2 ∂u α
2γ ψ2 − ∂u uµ2β − ∂u u2αψ − 2µ2∂u α

2γ + 2µ∂u α
2ψ + ∂u α

2µ2 + ∂u uµ
2α+ ∂u α

2γ2ψ2

+∂u α
2γ2µ2 + ∂u β

2µ2 − ∂u uµ2αγ − ∂u uµα2 + ∂u u
2β µ+ ∂u α

2ψ2 + 2 ∂u uψ
2α+ 3 ∂u uµαψ

+2β µ2∂u αγ − µ∂t α+ β µ∂t + µ∂t αγ − 2β µ2∂u α

+2β µ∂u uα− 2β µ∂u uψ − 2β µ∂u αψ + β ∂u uψ α− 4µ∂u α
2γ ψ

+µ∂u uα
2γ + 2µ∂u α

2γ2ψ + ∂u u
2β ψ − 2 ∂u uψ

2αγ + ∂t αγ ψ
)

Γ8 := ∂t (6.74)

En este caso (6.66) es linealizable por medio de una transformación puntual. Para hallar la transformación
indicada, debemos hallar una subálgebra abeliana de dimensión 2, intransitiva. Segun la clasificaión de Lie
podemos llevarla a su forma canónica

∂ū t̄∂ū

donde ū y t̄ son las nuevas variables. Podemos, sin perder generalidad tomar la subálgebra formada por
{Γ3,Γ6}.

Para encontrar t̄ y ū tenemos que resolver las siguientes cuatro EDP lineales

Γ3(t̄) = 0 Γ3(ū) = t̄

(6.75)

Γ6(t̄) = 0 Γ3(ū) = 1

Tenemos que si β̄ 6= α− ψ sucede que

t̄ =
e(β−α+ψ)t

α− ¯β − ψ
(
β̄µ− β̄u+ αu− αµ− uψ − αψ + β̄µ− µu− ψu

)
(6.76)

ū = e(µ+ψ)t
(
αγµ+ αγψ − αµ− αψ − β̄µ− µu− ψu

)
(6.77)

y con estas nuevas coordenadas (6.66) tiene la forma:

d2ū

dt̄
= 0 (6.78)

integrando obtenemos
ū = a1t̄+ a2 (6.79)

donde ai son constantes arbitrarias de integración.
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Usando (6.76), (6.77), (6.63), (6.58) y (6.57), reconstruimos la solución general para el sistema original.

S =
eβ̄t
(
α (γ − 1)

(
α− β̄ + µ

)
+ β̄µ

)
a1

β̄
(
β̄ + ψ − α

) (
e(α+µ)t (µ+ ψ) + eβ̄ta1

) +
e(α+ψ)t

(
e(µ+ψ)tβ̄µ− a2

)
β̄
(
e(α+µ)t (µ+ ψ) + eβ̄ta1

) (6.80)

V =
eαt
(
eµtβ̄ψ + e−ψta2

)
β̄
(
e(α+µ)t (µ+ ψ) + eβ̄ta1

) +
eβ̄t
(
γ
(
β̄α− µ

)
+ ψ + µ

)
αa1

β̄
(
β̄ + ψ − α

) (
e(α+µ)t (µ+ ψ) + eβ̄ta1

) (6.81)

I =
eβ̄t
(
β̄ − µ− α

)
a1

β̄
(
e(α+µ)t (µ+ ψ) eβ̄ta1

) (6.82)

Si β̄ = α − ψ y γ 6= ψ(α+ µ)

α(µ+ ψ)
tenemos que el álgebra generada por Γ3 y Γ6 puede llevarse a su forma

canónica haciendo:

t̄ =
αψ + µψ − αγµ− αγψ

u+ t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)
(6.83)

ū = (u+ t (αψ + µψ − αγµ− αγψ))
2

+
(αψ + µψ − αγµ− αγψ + (µ+ ψ)u) (αψ + µψ − αγµ− αγψ)

e−(µ+ψ)t (u+ t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)) (µ+ ψ)
2 (6.84)

Aśı que la ecuación (6.66) se reescribe como

d2ū

dt̄
= −6

(αψ + µψ − αγµ− αγψ)
2

t̄4
(6.85)

que puede integrarse como sigue:

ū = a1 + a2t−
(αψ + µψ − αγµ− αγψ)

2

t̄2
(6.86)

Aśı la solución general para el sistema es:

S = (µ+ ψ)
(a1t+ a2) (αψ + µψ − αγµ− αγψ)− αa1 (1− γ)(

e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)− (µ+ ψ) a1

)
(α− ψ)

+
e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)µ(

e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)− (µ+ ψ) a1

)
(µ+ ψ)

(6.87)

V = −(µ+ ψ)
(a1t+ a2) (αψ + µψ − αγµ− αγψ) + a1 (αγ + µ)(

e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)− (µ+ ψ) a1

)
(α− ψ)

+
e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)ψ(

e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)− (µ+ ψ) a1

)
(µ+ ψ)

(6.88)

I =
(µ+ ψ)

2
a1(

e(µ+ψ)t (αψ + µψ − αγµ− αγψ)− (µ+ ψ) a1

)
(µ+ ψ)

(6.89)
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Finalmente si β̄ = α− ψ y γ =
ψ(α+ µ)

α(µ+ ψ)
entonces (6.66) se integra diréctamente

ū =
1

e(µ+ψ)ta1 + a2
(6.90)

y por tanto la solución general es

S =
µ+ ψ + µ (α− ψ)

(
e(µ+ψ)ta1 + a2

)(
e(µ+ψ)ta1 + a2

)
(α− ψ) (µ+ ψ)

(6.91)

V =
e(µ+ψ)t (α− ψ) a1ψ + αa2ψ + a2µ

2 + 2a2µψ − µ− ψ(
e(µ+ψ)ta1 + a2

)
(α− ψ) (µ+ ψ)

(6.92)

I =
− (µ+ ψ) a2(

e(µ+ψ)ta1 + a2

)
(α− ψ)

(6.93)

Caso 2. β =
(1− γ) (µ+ ψ)α

µ
, β̄ =

(α− ψ) (µ+ ψ)

ψ
, ψ < αγ

Ahora la ecuación (6.66) admite un álgebra bidimensional (intransitiva y no-abeliana) generada por los
siguientes operadores:

Γ1 = e(µ+ψ)t (∂t − (µ+ ψ)u∂u) Γ2 = ∂t (6.94)

Una base para los invariantes diferenciales para Γ1 en (6.94) es

t̄ = ue(µ+ψ)t ū = (u̇+ uµ+ uψ) e2(µ+ψ)t (6.95)

y por tanto la ecuación (6.66) se reescribe como

dū

dt̄
=

(−αγ + αγψ − αψ + µψ) ū+ (αγµ+ αγψ − αψ − γψ) t̄2

αψ (γ − 1) t̄
(6.96)

la cual puede integrarse diréctamente:

ū = a1t̄

(αγ − ψ)µ+ (1− γ)αψ

(1− γ)αψ + t̄2 (6.97)

La ecuación (6.96) admite una simetŕıa generada por Γ2 en (6.94), entonces se transforma en:

Γ̄2 = (µ+ ψ) (t̄∂t̄ + 2ū∂ū) (6.98)

sustituyendo, obtenemos la siguiente EDO de primer orden

u̇ = au

(αγ − ψ)µ

(1− γ)αψ
+1

e

 (αγ − ψ)µ

(1− γ)αψ
−1

(µ+ψ)t

+ u (u− ψ − µ) (6.99)

la cual la podemos integrar, puesto que admite el álgebra generada por Γ1, y por tanto admite el siguiente
factor integrante

M =
−e−(µ+ψ)t

au

(αγ − ψ)µ

(1− γ)αψ
+1

e

 (αγ − ψ)µ

(1− γ)αψ
−1

(µ+ψ)t

+ u2

(6.100)
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aśı (6.99) queda como sigue

du−

a1u

(αγ − ψ)µ

(1− γ)αψ
+1

e

 (αγ − ψ)µ

(1− γ)αψ
−1

(µ+ψ)t

+ u (u− ψ − µ)

dt = 0 (6.101)

de esta manera obtendremos una solución para (6.66) por cuadraturas.

Caso 3. β = 2β̄, γ =
(α+ 2µ)ψ

(2µ+ ψ)α
, β =

(α− ψ) (µ+ ψ)

2µ+ ψ
Tenemos que (6.66) admite la misma álgebra que en el caso 2, tomando como base de los invariantes

diferenciales a (6.95), podemos reescribir la ecuación como

dū

dt̄
=

3ū+ t̄2

2t̄
(6.102)

esta ecuación puede integrarse directamente de la siguiente manera

ū = a1t̄
√
t̄+ t̄2 (6.103)

sustituyendo (6.95) en (6.103) obtenemos la EDO

u̇ = −a1u
√
ue
−

(µ+ ψ) t

2 − e−(µ+ψ)t

µ+ ψ
+

1

a2
1

log
(
ue(µ+ψ)t

)
− 2

a2
log
(√

ue(µ+ψ)t + a1

)
= a2 (6.104)

la cual es una solución impĺıcita para el sistema.

Caso 4. β̄ = αγ + µ, γ =
(2µ+ ψ)ψ

αµ
, β =

− (2µ+ ψ)ψ + αµ

µ2
(µ+ ψ)

Nuevamente, tenemos la misma álgebra que en el caso 2. Una base para los invariantes diferenciales de
Γ1 esta dada en (6.95) y por tanto la ecuación (6.66) se transforma en

dū

dt̄
=

(
αµ+ µ2 − µψ − ψ2

)
ū+

(
αµ+ µ2 − 3µψ − ψ2

)
t̄2

(αµ− 2µψ − ψ2) t̄
(6.105)

que podemos integrar directamente y obtener

ū = a1t̄

(
−αµ− µ2 + µψ + ψ2

)
(−αµ+ µ2 + 2µψ) + t̄2 (6.106)

y al sustituir obtenemos la siguiente EDO

u̇ = a1e
−t

(µ+ ψ)
(
αµ− µ2 − 3µψ − ψ2

)
(αµ− 2µψ − ψ2) u

−t

(
αµ− µ2 − µψ − ψ2

)
(αµ− 2µψ − ψ2) + u (u− µ− ψ) (6.107)

la cual admite una solución impĺıcita.
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Caso 5. β̄ = 0, ψ = αγ, β
α (1− γ) (αγ + µ)

µ
La ecuación (6.66) admite el álgebra de Lie generada por

Γ1 = e(µ+αγ)t (∂t − (µ+ αγ)u∂u) Γ2∂t (6.108)

una base de invariantes diferenciales para Γ1 es

t̄ = ue(µ+αγ)t ū = (u̇+ uµ+ uαγ) e(µ+αγ)t (6.109)

sustituyendo tenemos que (6.66) se transforma en

dū

dt̄
=
ū+ t̄2

t̄
(6.110)

e integrando, tenemos
ū = a1t̄+ t̄2 (6.111)

sustituyendo tenemos la EDO

u̇ =
u
(
−e(αγ+µ)t (αγ + µ+ u) + a1

)
e(αγ+µ)t

(6.112)

cuya solución general esta dada por

u =
a1

e(αγ+µ)t

e

a1

e(αγ+µ)t (αγ + µ)

 a1a2 − 1

(6.113)

por tanto la solución general para el sistema es

S =

e(αγ+µ)t

e

a1(
e(αγ+µ)t (αγ + µ)

)
a1a2 − 1

 (γ − 1)α− a1

µ

e(αγ+µ)t

e

a1(
e(αγ+µ)t (αγ + µ)

)
a1a2 − 1

 (αγ + µ) (γ − 1)

α

(6.114)

V =
e(αγ+µ)tα2γ (γ − 1)− a1µ

e(αγ+µ)t (αγ + µ) (γ − 1)α
(6.115)

I =
e

a1(
e(αγ+µ)t (αγ + µ)

)
a2

1a2µe(αγ+µ)t

e

a1(
e(αγ+µ)t (αγ + µ)

)
a1a2 − 1

 (αγ + µ) (γ − 1)

α

(6.116)
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6.2.2. ¿Qué información obtenemos del análisis de simetŕıas?

Estudiaremos con más detalle las soluciones que hallamos en la sección anterior para los casos 1 y 5.
Supongamos que existe un programa de control de la enfermedad en el núcleo activo. Graficaremos las solu-
ciones obtenidas para distintos valores de los parámetros β y ψ y para distintas condiciones iniciales. La
intuición parece indicar que a bajas tasa de transmisión y altas tasas de educación implicaŕıan un decrec-
imiento en el número de infectados y susceptibles, sin embargo el comportamiento de ciertas infecciones puede
ser contraintuitivo, como veremos más adelante.

Tomaremos los siguientes valores numéricos para α, µ y γ

α = 4 µ = 0.2 γ = 0.025 (6.117)

los demás parámetros los obtenemos a partir del análisis de simetŕıas. Tomaremos dos tipos de condiciones
iniciales

(A) Hay presencia de vacunados y un número muy pequeño de individuos infectados

S(0) = 0.9 V (0) = 0 I(0) = 0.1 (6.118)

(B) Tenemos presencia de vacunados y un gran número de infectados, poco menos de la mitad

S(0) = 0.6 V (0) = 0 I(0) = 0.4 (6.119)

Para cada caso tomaremos valores bajo, medio y alto para las tasas de vacunación.

β ∈ {0.3, 3.3, 6} ψ ∈ {0.1, 1, 2} (6.120)

En la figura se mjuestran los distintos casos para cada juego de parámetros. En color verde se muestran
los susceptibles, en rojo los infectados y en azul los vacunados.

Vemos que la campaña de vacunación tiene completo éxito en los casos en que

Las tasas de transmisión son bajas o de rango medio, la tasa de vacunación es de rango medio y la
prevalencia inicial de infectados es alta, como en las gráficas A4 y A5.

Las tasas de transmisión son altas, la tasa de vacunación tiene rango medio y hay una alta prevalencia
de la enfermedad, gráfica B6.

Las tasas de transmisión son bajas, la tasa de vacunación es alta y hay una prevalencia inicial de
infectados baja, gráfica A7.

Las tasas de transmisión son medias y la tasa de vacunación es alta, sin importar el número inicial de
infectados, gráficas A8 y B8.

Las tasas de transmisión son altas, la tasa de vacunación es alta y el numero inicial de infectados es
alto, gráfica B9.
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Figura 6.1: Gráficas de las soluciones, para cada conjunto de condiciones iniciales, y cada juego de parámetros.

Tenemos casos donde hay un incremento de susceptibles seguido por un decrecimiento cuando

Las tasas de transmisión son bajas y la tasa de vacunación es baja. Gráficas A1 y B1.

Las tasas de transmisión son medias, la tasa de vacunación es baja y el número inicial de infectados es
bajo. Gráfica A2.
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Las tasas de transmisión son medias o bajas, la tasa de vacunación es media y el número inicial de
infectados es alto. Gráficas B4 y B5.

Las tasas de transmisión son bajas, la tasa de vacunación es alta y el número inicial de infectados es
alto. Gráfica B7.

Cuando tenemos altas o medianas tasas de transmisión, la tasa de vacunación es baja y una alta prevalencia
inicial de infectados, tenemos que la enfermedad llega a un equilibrio endémico como en las gráficas B2 y
B3. Finalmente en el pero de los casos tenemos un incremento de infectados con un decrecimiento de los
susceptibles cuando las tasas de transmisión son altas, la tasa de vacunación es baja o alta y una baja
prevalencia inicial de infectados.

6.3. Un modelo SIS integrable.

En la presente sección examinaremos un modelo simple SIS, usando el análisis de singularidades de
Painlevé1 y el análisis de simetŕıas de Lie.

Asumiremos que la recuperacións de una enferemedad infecciosa no letal, no confiere inmunidad. El modelo
queda dado por un sistema de dos EDO de primer orden.

Ṡ = −βSI − µS + γI + µk

(6.121)

İ = βSI − (µ+ γ) I

donde S representa a la población susceptible, I a la pobleción infectada, µ es la tasa de mortalidad β es un
coeficiente de infectividad, γ es una tasa de recuperación y µk representa la tasa promedio de natalidad.

6.3.1. Análisis de Painlevé.

Queremos investigar el comportamiento que lleva al orden de S(t) e I(t), en la EDO (6.121) escribimos

S = aτp

(6.122)

I = bτ q

con a,b,p,q constantes a determinarse y τ = t − t0, donde t0 es el tiempo para el cual tenemos una
singularidad removible, al sustituir en (6.121) tenemos

apτp−1 = βabτp+q − µaτp + γbτ q − µk (6.123)

bqτ q−1 = βabτp+q − (µ+ γ) τ q (6.124)

de lo anterior deducimos que p = q = −1 y −a = b = 1 de tal manera que el comportamiento que lleva al
orden es:

S = − 1

β
τ−1

(6.125)

I =
1

β
τ−1

1Consultese el apéndice sobre la propiedad de Painlevé para más detalles.
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para determinar la resonancia a la que la segunda constante arbitraria ocurre, hacemos

S = − 1

β
τ−1 +mτ r−1

I =
1

β
τ−1 + nτ r−1

en los términos dominantes que ya determinamos, tomando los términos lineales en m y n, obtenemos el
sistema (

r 1
1 r

)(
m
n

)
= 0 (6.126)

para el cual hay una solución no-trivial si r ∈ {1,−1}.
Aśı la segunda constante arbitraria entra en el segundo término de la serie de Laurent para la solución

de (6.121). Para verificar la consistencia con los términos no-dominantes bastará sustituir (6.126) en (6.121).
En τ−1 se requiere que

0 = −β (an+ bm)− µa+ γb

(6.127)

0 = β (an+ bm)− (µ+ γ) b

Para los valores dados de a y b, las ecuaciones en (6.127) son idénticamente iguales y por tanto, se sigue
la consistencia. Podemos tomar a m como constante arbitraria y hacer

n = m− µ+ γ

β
(6.128)

El sistema (6.121) pasa la prueba de Painlevé y por lo tanto es integrable en el sentido de Poincaré,
es decir en términos de funciones anaĺıticas alejadas de la singularidad removible cuya localización queda
determinada por las condiciones inciales. La serie de Laurent se obtiene sustituyendo

S =

∞∑
i=0

aiτ
i−1 (6.129)

I =

∞∑
i=0

biτ
i−1 (6.130)

en (6.121).

6.3.2. Análisis de simetŕıas.

Trataremos de llevar nuestro sistema (6.122) a una EDO de segundo orden equivalente. En efecto, de la
segunda ecuación se tiene:

S =
İ

βI
+
µ+ γ

β
(6.131)

sustituyendo en la primera ecuación:

IÏ − İ2 + βI2İ + µIİ + βµI3 + µ (µ+ γ − βK) I2 = 0 (6.132)
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Observese que (6.132) no poseé simetŕıas de reescalamiento, aśı que podemos intentar un simplificación,
haciendo

I =
µ

β
y t =

x

µ
(6.133)

y tomando

k = 1 +
γ − βK

µ
(6.134)

y obtenemos la siguiente EDO no-lineal de segundo orden

yy′′ − y′2 + y2y′ + yy′ + y3 + ky2 = 0 (6.135)

(6.135) es integrable, puesto que (6.121) lo es. La ecuación (6.135) es una ecuación autónoma, los invariantes
diferenciales de orden 1 y cero quedan dados por dos soluciones independientes de las caracteŕısticas asociadas
a ∂x

dx

1
=

dy

0
=

dy′

0
(6.136)

tomamos pues
u = y v = y′ (6.137)

la forma reducida de (6.135) es

uv
dv

du
− v2 +

(
u2 + u

)
v + u3 + ku2 = 0 (6.138)

la cual es una ecuación de Abel de segunda especie y por tanto no poseé una solución en forma cerrada.
La transformación Γ1 = ∂x es la única simetŕıa puntual que admite la ecuación (6.135) para valores arbi-

trarios de k. A continuación probamos qué pasa si restringimos los parámetros de la ecuación. Si proponemos
los casos β = 0 y β 6= 0 estaŕıamos eliminando información sobre el término más importante de la ecuación,
es decir la interacción. Por otro lado podemos proponer los casos γ = βK y γ 6= βK esta elección de casos
no afecta la condición de integrabilidad del sistema e introduce una segunda simetŕıa puntual

Γ2 = eµt (∂t − µI∂I) ∼ ex∂x − y∂y (6.139)

Nótese que
[Γ1,Γ2] = µG2 (6.140)

Aśı que supondremos que la reducción de (6.135) debe hacerse por medio de Γ2, con lo cual se lleva a la
ecuación a una de segundo orden de tipo III2 la ecuación de las caracteŕısticas para este operador es

dx

1
=

dy

−y =
dy′

−2y′ − y (6.141)

de tal forma que

u = yex v =
y′

y2
+

1

y
(6.142)

Ahora escribimos ∂x en estas nuevas coordenadas

u∂u (6.143)

2Los detalles de la clasificación se dieron en el capitulo anterior.
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proponemos entonces el siguiente cambio de variables

X = log y + x Y =
y′

y2
+

1

y
(6.144)

y obtenemos la siguiente EDO autónoma
dY

dX
+ Y + 1 = 0 (6.145)

integrando obtenemos
(Y + 1) eX = B (6.146)

recuperando las variables originales x, y
y′

y
+ 1 + y = Bex (6.147)

la cual es una ecuación de Riccati, integrando3 se tiene

y =
BCe−x

AeBe−x + C
(6.148)

A pesar de que (6.135) posee un lagrangiano 4 no puede determinarse fácilmente, por otro lado ∂x podŕıa
ser una simetŕıa de Noether.

Podemos no imponer restricciones en la dependencia funcional de los coeficientes en

Γ = ξ∂x + η∂y (6.149)

y anularemos alguno de los coeficientes para reducir la complejidad de los cálculos, por conveniencia tomemos
η = 0 5, la segunda extensión del grupo es

Γ{2} = ξ∂x − y′ξ∂y′ − (2y′′ξ′ + y′ξ′′) ∂y′′ (6.150)

aplicando a (6.135) obtenemos

y2ξ′′ + ξ′
(
2yy′′ − 2y′2 + y′(y2 + y)

)
= 0 (6.151)

integrando formalmente tenemos

ξ = A+B

∫
e−y

2y′
y dx

y
(6.152)

el coeficiente A nos lleva a la simetŕıa trivial ∂x, mientras que el coeficiente B nos lleva a una simetŕıa no
local.

Ahora para no meternos en más ĺıos, proponemos aumentar el orden de la ecuación, por medio de la
transformación de Riccati

y = ρ
w′

w
(6.153)

donde ρ es constante, cuando aplicamos (6.153) a (6.135) y tomando ρ = 1 obtenemos

ww′′′ − w′′2 + w′w′′ + kw2 = 0 (6.154)

3Usando las técnicas vistas en el caṕıtulo 4.
4Puesto que se trata de una EDO escalar de segundo orden
5La elección de ξ = 0 nos llevaŕıa a una EDO de segundo orden que parece ser más complicada.
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que es una EDO de tercer orden que admite las siguientes simetŕıas

Γ1 = ∂x Γ2 = ∂w Γ3 = w∂w (6.155)

Obsérvese que Γ2 no tiene contraparte entre las simetŕıas de (6.135), aśı que la usaremos para tratar de
reducir el orden la (6.154). Proponemos el cambio de variables

X = x W = logw′ (6.156)

sustituyendo obtenemos
W ′′ +W ′ + k = 0 (6.157)

la cual podemos interpretar como una EDO de primer orden en w′

En consecuencia

W (X) = −kX logA+Be−X (6.158)

w(x) = A

∫
e(−kx+Be−x)dt+ C

y(x) =
Ae(−kx+Be−x)

A
∫
e(−kx+Be−x)dt+ C

donde A y B son constantes arbitrárias de integración. Ahora podemos reconstruir la solución general para
el sistema original

I(t) =
1

β

Ae−(µ+γ−βk)t+Be−µt

Aµ
∫
e−(µ+γ−βk)t+Be−µtdt+ C

(6.159)

S(t) =
µ+ γ

β
+

1

β

Ae−(µ+γ−βk)t+Be−µt

Aµ
∫
e−(µ+γ−βk)t+Be−µtdt+ C

(
µ+ γ − βk − µBe−µt+ (6.160)

1

β

Ae−(µ+γ−βk)t+Be−µt

Aµ
∫
e−(µ+γ−βk)t+Be−µtdt+ C

)

Para terminar hay que hacer notar tress cuestiones

1. La ecuación (6.157) es una EDO lineal, por tanto acepta un álgebra de Lie de dimensión 8

Γ1 = ∂w (6.161)

Γ2 = ex(∂x − k∂w)

Γ3 = ∂w

Γ4 = e−x∂w
Γ5 = −e−x(∂x + (w − 3kx)∂w)

Γ6 = (w + kx)∂w

Γ7 = (w + kx)∂x + (4k2x− 2kxw − w2)∂w

Γ8 = ex(w + kx)(∂x − k∂w)

(6.162)
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2. La transformación que relaciona a (6.135) con (6.157) es

W = log y +

∫
ydx (6.163)

3. Obsérvemos que Γ2 no es local para valores arbitrários de k, pero para k = 1 y γ = βK se recupera la
simetŕıa (6.139).

6.4. Un modelo SIR.

Consideremos el modelo de Kermack-McKendric para la Gran Plaga de Londres(1665-1666).

Ṡ = −βSI (6.164)

İ = βSI − αI (6.165)

Ṙ = αI (6.166)

en este modelo, S representa la porción de la población que es susceptible a contraer la enfermedad,
I la población que está infectada con la enfermedad y R es la población “removida”, que ha obtenido
resistencia a la enfermedad o bien ha muerto a causa de ella. Los susceptibles sucumben a la enfermedad a
una tasa proporcional a la interacción entre susceptibles e infectados. La escala de tiempo carcateŕıstica de
la enfermedad es tal que la dinámica de nacimientos-mortandad puede ser ignorada.

6.4.1. Análisis de singularidades.

Para determinar el comportamiento que lleva al orden hacemos:

S = aτp I = bτ q (6.167)

y sustituimos en (6.164) y (6.165) para obtener

apτp−1 = −βabτp+q bqτ q−1 = βabτp+q − αbτ q (6.168)

Balanceando las potencias entre los términos que se obtienen al derivar y la parte nolineal de cada ecuación,
se tiene que

p = q = −1 a = − 1

β
b =

1

β
(6.169)

Encontramos las resonancias al sustituir

S = aτ−1 + µτ r−1 I = bτ−1 + ντ r−1 (6.170)

es decir, las resonancias son r ∈ {1,−1} y ν = −µ. Al sustituir (6.170) en el sistema original, tenemos una
incompatibilidad, salvo en el caso en el que α = 0, es decir el caso en el que no hay remociones de la clase
de infectados, lo cual puede sugerir que en realidad el modelo no es lo más adecuado para modelar una
enfermedad como la Gran Plaga de Londres.
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6.4.2. Análisis de simetŕıas.

Sólo por completez consideraremos el análisis de simetŕıas del modelo. Eliminaremos I para poder obtener
la siguiente ecuación ordinaria de segundo orden

SS̈ − Ṡ2 − βS2Ṡ + αSṠ = 0 (6.171)

I = − Ṡ

βS

observamos que para (6.171) tambien falla la prueba de Painlevé, salvo para el caso en el que α = 0, ahora
aumentaremos el orden de la ecuación utilizando una transformación de Riccati. En efecto, para α = 0
obtenemos una ecuación de Kummer-Schwarz generalizada

ẇ
...
w − ẅ2 = 0 (6.172)

S = − ẇ

βw

observese que aparece el mismo factor que en el análisis de Painlevé
1

β
, el sistema (6.171) es integrable en

el sentido de Lie, puesto que posee dos simetŕıas puntuales obvias ∂t y t∂t + S∂S . Al incrementar el orden,
encontramos cuatro simetŕıas puntuales ∂t, t∂t, ∂w y w∂w.

Aqui sucede algo inesperado, si tratamos de reducir (6.172) a (6.171), utilizando w∂w, el operador ∂w
deja de ser una simetŕıa puntual y se convierte en una simetŕıa exponencial no-local SeβSdt∂S y por lo tanto
∂w es una simetŕıa oculta de tipo I.6

Usando ∂w para reducir el orden de 6.172, obtenemos la ecuación ordinaria de segundo orden

v̈ = 0 v = log ẇ (6.173)

La ecuación 6.173 tiene ocho simetŕıas puntuales, con el álgebra de Lie sl(3,R).

6.4.3. Un caso más realista.

Ahora consideremos un modelo más detallado en el que se considera el efecto de la muerte natural y el
desarrollo de inmunidad contra la enfermedad

Ṡ = µK − βSI − µS (6.174)

İ = βSI − (µ+ α+ γ) I (6.175)

Ṙ = γI − µR (6.176)

en este nuevo modelo, las variables S, I, R y los parámetros α y β tienen el mismo significado que en el modelo
anterior µK es la tasa constante de crecimiento de la población, γ es la tasa de recuperación de la enferemedad
y µ es la tasa de muertes que no estan relacionadas con la enfermedad. El análisis es complétamente análogo.
Observamos que el sistema (6.174)-(6.176)es integrable en el sentido de Painlevé para α+ γ = 0. Si tomamos

w1 = S + I w2 = I (6.177)

6Para esta clasificación de simetŕıas ocultas, consultese el apéndice 3.
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llevamos nuestro sistema al siguiente

ẇ1 = µK − µw1 − (α+ γ)w2 (6.178)

ẇ2 = − (µ+ α+ γ)w2 + βw1w2 − βw2
2 (6.179)

Cuando α+ γ = 0 el sistema se desacopla

ẇ1 = µK − µw1 (6.180)

ẇ2 = −muw2 + βw1w2 − βw2
2 (6.181)

La ecuación (6.180) es integrable de manera trivial en términos de una función exponencial, la cual es
anaĺıtica, con esta solución, (6.181) se convierte en una Riccati, la cual puede reducirse a una ecuación lineal
de primer orden en v̇ utilizando la transformación w2 = v̇

βv . Solo falta hacer notar que el sistema cumple la
propiedad de Painlevé si ningún infectado muere a causa de la enfermedad y esta no genera inmunidad entre
los recuperados.

6.5. Un modelo para la tuberculosis con dinámicas rápida y lenta.

En el siguiente modelo se estudia la dinámica de la infección de tuberculosis en dos v́ıas, contactos cercanos
en hogares casi-permanentes y contactos casuales con la población en general, esto lleva a considerar escalas
de tiempo diferenciadas. Consecuencia de estas observaciones es el sistema que originalmente plantearon
Castillo-Chavez y Song [CCS02].

Primero se asume que la población total se divide en cuatro compartimentos los susceptibles S, los latentes
o expuestos E, los infectados I y los recuperados por el tratamiento R. Para enferemedades con un periodo
de latencia como la tuberculosis, la forma general del modelo es la siguiente:

dS

dt
= Λ− µS − β1S

1

N
(6.182)

dE

dt
= β1D

1

N
− (µ+ k + r1)E − β2E

1

N
+ β3R

1

N
(6.183)

dI

dt
= kE + β2E

1

N
− (µ+ d+ r2) I (6.184)

dR

dt
= r2I + r1E − µR− β3R

1

N
(6.185)

Donde Λ es la tasa de reclutamiento, µ es la tasa de mortalidad natural, d es la tasa de mortalidad
asociada a la tuberculósis, r1 y r2 son las tasas de tratamiento para los individuos latentes e infectados
respectivamente. N = S + E + I +R es la población total.

Pero podemos dar un acercamiento distinto. Asumiremos que sólo los individuos que tienen interacciones
largas y frecuentes con individuos infectados, experimentan un alto riesgo de infección. Los nuevos infectados
tienen cierto grupo social de influencia 7, para cuyos miembros aumenta el riesgo de infección de tuberculosis.
Se sabe que hay 8 × 106 nuevos casos de tuberculosis activa anuales en el mundo, esto sugiere que, por la
escala, cada grupo social de influencia contiene a un único individuo infectado.

Suponemos que el tamaño promedio de un grupo de influencia es n, el riesgo de contraer la enfermedad,
dentro del grupo tiene una distribución exponencial con parámetro β, la prevalencia de tuberculosis activa

7Castillo-Chavez y Fong, los llaman “clusters”, y los describen como grupos de individuos que tienen contacto cercano y
regular con enfermos activos.
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es I
N que es t́ıpicamente baja, el número de personas infectadas dentro de un grupo es N0(t) ≈ (n+ 1) I(t) y

los que aun no estan infectados son N1(t) ≈ nI(t) y adicionalmente, tenemos que N1(t) = S1(t) +E1(t). Por
otro lado, la población fuera del grupo de influencia es N2(t) = S2(t) + E2(t). Los latentes fuera del grupo,
desarrollan la enfermedad a una tasa de kE2, cada individuo infectado inducirá de esta forma un nuevo grupo
de influencia. El modelo queda dado por el sistema:

dS1

dt
= − (β + γ)S1 +

S2

N2
KnE2 (6.186)

dE1

dt
= βS1 − γE1 +

E2

N2
knE2 (6.187)

dI

dt
= kE2 − γI (6.188)

dS2

dt
= Λ− µS2 + γS1 −

S2

N2
knE2 (6.189)

dE2

dt
= γE1 − (µ+ k)E2 −

E2

N2
knE2 (6.190)

donde Λ es la tasa de reclutamiento, µ es la tasa de muertes no asociadas a la enfermedad, n es el tamaño
promedio del grupo de influencia, los parámetros βi son las tasas de transmisión

Λ
S2 E2 I E1 S1

µS2 γIµE2
γS1

γE1

βS1kE2

knE2
E2

N

knE2
S2

N2

Figura 6.2: Diagrama de flujo del modelo tipo “cluster”.

Como mencionamos antes, este modelo distingue dos tiempos caracteŕısticos, dentro del grupo de influencia
la dinámica es rápida, mientras que fuera de él la dinámica es lenta. Reescalamos el modelo (6.186)-(6.190)
utilizando τ = kt, mientras que S2 y E2 quedan reescaladas usando el tamaño asintótico de la población
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Ω =
1

µ
y N1 se reescala mediante el factor de balance

k

β + γΩ
. Las nuevas variables adimensionales son

x1 =
S2

Ω
x2 =

E2

Ω
y1 =

β + γ

k

(
S1

Ω

)
y2 =

β + γ

k

(
E1

Ω

)
y3 =

β + γ

k

(
I

Ω

)
el modelo queda reescrito en las nuevas variables

dx1

dτ
= B (1− x1) + (1−m) y1 − n

x1x2

x1 + x2
(6.191)

dx2

dτ
= (1−m) y2 − (1−B)x2 − n

x2
2

x1 + x2
(6.192)

ε
dy1

dτ
= −y1 + n

x1x2

x1 + x2
(6.193)

ε
dy2

dτ
= my1 − (1−m) y2 + n

x2
2

x1 + x2
(6.194)

ε
dy3

dτ
= x2 − (1−m) y3 (6.195)

donde ε =
k

β + γ
� 1, m =

β

β + γ
< 1, B =

µ

k
. Las yi son variables rápidas, mientras que las xi son las

variables lentas.
Podemos reescribir las variables rápidas en términos de las lentas

y1(t) = n
x1x2

x1 + x2
(6.196)

y2(t) =
x2

x1 + x2

Q0x1 + nx2

1−m (6.197)

y3 =
x2

1−m (6.198)

Sustituyendo en la parte del sistema que describe la variedad “lenta”, tenemos el sistema simplificado

dx1

dτ
= B (1− x1)−Q0

x1x2

x1 + x2
(6.199)

dx2

dτ
= − (1−B)x2 −Q0

x1x2

x1 + x2
(6.200)

donde Q0 =
βn

β + γ
es el número de infecciones secundarias producidas por un individuo en una población de

susceptibles.
Reescribimos ahora (6.199)-(6.200)de la siguiente manera

(x1 + x2)
dx1

dτ
= B (1− x1)−Q0x1x2 (6.201)

(x1 + x2)
dx2

dτ
= − (1−B)x2 −Q0x1x2 (6.202)
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de esta manera, es relativamente nos damos cuenta que el sistema no cumple la propiedad de Painlevé.
Usemos la transformación

u = − 1

w
(6.203)

obtenemos al ecuación

wẅ + (Q0 − 2) ẇ2 = (2B + 1) (Q0 − 1)wẇ + 2BQ0w
2ẇ (6.204)

−B
(
(B + 1)(Q0 − 1)w2 + ((B + 1)(Q0 − 1) +BQ0)w3 +BQ0w

4
)

el comportamiento que lleva al orden es −(βτ), al calcular las resonancias, los parámetros B y Q0 desaparecen,
r ∈ {1.0} y debemos introducir consecuentemente un término logaŕıtmico, la busqueda de una solución
anaĺıtica parece vana.

El análisis de simetŕıas nos indica que hay simetŕıas puntuales no triviales para

Q0 = B + 1 (6.205)

En el caso general tenemos dos simetŕıas

Γ1 = ∂τ Γ2 = e−Bτ(∂tau−Bu∂u) (6.206)

Notemos que [Γ1,Γ2] = −BΓ2 y Γ1 ∝ ρ(τ, u)Γ2, entonces la ecuación

uü− (B + 1) u̇2 = B (2B + 1)uu̇− 2Bu2u̇−B2(B + 1)(u+ 1)2 (6.207)

es una de tipo III y podemos transformarla en

y′′ =
−(B + 1)(y′ − 1)2y′

x
(6.208)

utilizando la transformación puntual

x = ueBτ (6.209)

y = eBτ (6.210)

podemos integrar (6.208) y obtenemos (
1− 1

y′

)
e

1
y′−1 = kxB+1 (6.211)

Por otro lado podemos reducir el sistema original a una ecuación de primer orden, eliminando la variable
independiente

dx1

dx2
=
B(x1 + x2)−Bx1

2 − (B +Q0)x1x2

(Q0 −B − 1)x1x2 − (B + 1)x2
2

(6.212)

observese que si restringimos Q0 = B + 1 tenemos otra simetŕıa puntual para el sistema, la ecuación de
segundo orden puede reducirse a una Riccati

dx1

dx2
=

1

(B + 1)x2
2

(
Bx1

2 + (2B − 1)x1x2 −B (x1 + x2)
)

(6.213)
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podemos llevar a (6.213) a una lineal de segundo orden

x2
3w′′

(
3B + 2

B(B + 1)x2
2

+
B

B + 1
x2

)
w′ + w = 0 (6.214)

donde

x1 = −
(
B + 1

B

)
x2

2w
′

w
(6.215)

y usando la ecuación

ξζ ′′
(

(2B + 1)(B + 2)

B(B + 1)
ξ +

B

B + 1
ξ

)
ζ ′ + ζ = 0 (6.216)

donde

ξ =
1

x2
ζ(ξ) = w(x2) (6.217)

Ya hemos visto que Q0 = B+1 esta relacionado con la linealidad. Notemos que además x2 es una función
anaĺıtica de x1, salvo singularidades aisladas. A partir de esta información podemos obtener una solución
general, para valores generales de B la solución esta dada en términos de funciones de Whittaker.

Puesto que (6.213) es una ecuación de Riccati, satisface la condición de Painlevé, pues x1 es una función
anaĺıtica de x2 salvo polos simples. Tenemos pues una situación peculiar donde las variables dependientes están
relacionadas anaĺıticamente aunque ninguna de ellas es una función anaĺıtica de la variable independiente.

6.6. Algunos comentarios finales.

A lo largo de este capitulo hemos descrito varios ejemplos de aplicación de los métodos de simetŕıa en el
contexto de la modelación matemática de enfermedades epidémicas, en los últimos ejemplos hicimos uso del
análisis de Painlevé para verificar la integrabilidad del sistema 8. Los resultados obtenidos son los que uno
podŕıa esperar cuando se le impone al modelo la condición de integrabilidad, pues esta condición impone a
su vez restricciones sobre los parámetros.

Una posible objeción a esta propuesta es que en general los modelos que aparecen en la modelación de
fenómenos biológicos no necesariamente son integrables, sin embargo, como se mostró en este caṕıtulo, a través
de distintos ejemplos, los métodos de análisis de Lie y de Painlevé pueden darnos información importante
sobre el problema.

Los métodos de simetŕıas son quizas la herramienta más potente con la que se puede contar al momento de
analizar un modelo basado en ecuaciones diferenciales, sin embargo no carece de deficiencias, por ello, aunque
constituyen métodos de aplicación súmamente general, no deben tomarse más que como una herramienta
más, que complementa el conocimiento que podŕıamos obtener con los métodos cualitativos, propios de la
teoŕıa de los sistemas dinámicos y aquella obtenida de las simulaciones numéricas.

8Sobre la relación entre intregrabilidad y la propiedad de Painleve, vease el Apéndice A
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Apéndice A

Integrabilidad y la propiedad de
Painlevé.

La conexión entre la integrabilidad de ecuaciones diferenciales y la estructura de singularidades de sus
soluciones fue descubierta primero por Sof́ıa Kowalewski, en sus trabajos sobre movimiento de cuerpos bajo
la acción de la gravedad de un cuerpo sólido al rededor de un punto fijo, la aportación de Sof́ıa Vasilievna
Kowalevskaya a la solución de este problema fue mostrar que el sistema pod́ıa ser resuelto de manera ex-
pĺıcita siempre que las variables dependientes fueran funciones meromorfas del tiempo extendidas en todo
C. Haciendo expansiones de Laurent al rededor de las singularidades pudo dividir el problema en dos casos
previamente conocidos debidos a Euler y Lagrange.

Figura A.1: Sof́ıa Kovalevskaya.

La solución general de una ecuación diferencial lineal de orden n puede tener sólamente singularidades
fijas en el plano complejo, mientras que para las ecuaciones nolineales, se admiten tambien singularidades
moviles que dependen de las condiciones iniciales.

Ejemplo 40. Considere la ecuación nolineal de primer orden

dy

dz
+ y2 = 0 (A.1)
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tiene como solución general a

y =
1

z − z0
(A.2)

con un polo simple removible en z = z0. Si la condición inicial y = y0 se especif́ıca en z = 0, entonces la
posición del polo simple vaŕıa conforme a

z0 = − 1

y0
(A.3)

La clasificación de EDO en términos de su estructura de singularidades fue iniciada por Paul Painlevé (1863-
1933). La principal propiedad que Painlevé buscó en ecuaciones diferenciales, fue el que sus soluciones fueran
univaluadas al rededor de las singularidades removibles. Una formulación moderna es

Definición 27 (Propiedad de Painlevé para EDO.). Decimos que una EDO cumple la propiedad de
Painlevé (es Painlevé-integrable)si todas las singulares removibles de todas sus soluciones son polos.

Figura A.2: Paul Painlevé

Painlevé probó que para una EDO
dy

z
=
P (z, y)

Q(z, y)
(A.4)

donde P yQ son funciones polinomiales de y y funciones anaĺıticas de z, las únicas singularidades removibles
son polos y puntos de ramificación.

Painlevé mostró que la EDO de primer orden más general que cumpĺıa con tal propiedad es la ecuación
de Riccati

dy

dz
= a2y

2 + a1y + a0 (A.5)

donde los coeficientes ai son funciones anaĺıticas de z.
Para las ecuaciones de segundo orden, las cosas son un poco más complicadas, pues pueden existir singu-

laridades escenciales móviles. Painlevé inició la clasificación de las EDO de segundo orden de la forma

y′′ = F (z, y, y′′) (A.6)

donde F es una función racional de y′ y y, y una función anaĺıtica de z. Painlevé y sus contemporáneos
tuvieron éxito en clasificar las EDO de tipo (A.6) que cumplen los requisitos de la definición 27. El resultado
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completo consta de una lista de 50 ecuaciones representativas, únicas salvo transformaciones de Möbius,
además se encontró que, despues de un cambio adecuado de variables, todas estas ecuaciones admiten solu-
ciones generales en términos de funciones especiales o funciones eĺıpticas, salvo por seis ecuaciones especiales
conocidas como Painlevé I-V I. Para la clasificación de EDO de orden más alto las cosas se vuelven cada vez
más complicadas, en este trabajo usamos sólamente el análisis de Painlevé para ecuaciones de segundo orden,
pero el lector interesado puede consultar [Her98] y [Pie99]

A.1. Grupos de simetŕıa para la propiedad de Painlevé.

En la clasificaciónes suficiente tomar una ecuación representante para toda una clase de equivalencia.
Tenemos dos relaciones de equivalencia.

El primer grupo de invarianza es el llamado grupo homográfico, que no es otra cosa que el grupo de
simetŕıas de la ecuación de Riccati. Como conserva la razón cruzada de cuatro puntos, su uso practico
consiste en que dada una EDO con tres polos p1(x), p2(x),p3(x) puede llevarse a una EDO equivalente cuyos
polos sean ∞, 0, 1.

El segundo grupo es el grupo de las transformaciones birracionales

ũ = R(x̃, u, u̇, . . . , u(n)) = 0 (A.7)

x̃ = ξ(x)

donde la funcion R es racional en ũ ,u y sus derivadas y anaĺıtica en x y x̃.
Este grupo admite como subgrupo al grupo de transformaciones homográficas. Existen otros grupos de

simetŕıas para EDO nolineales que no preservan la propiedad de Painlevé, t́ıpicamente las transformaciones
puntuales.

A.2. Ecuaciones de Painlevé.

Las seis ecuaciones de tipo Painlevé son las siguientes.

I
d2y

dt2
= 6y2 + t (A.8)

II
d2y

dt2
= 2y3 + ty + α (A.9)

III
d2y

dt2
= t

(
dy

dt

)2

− y dy
dt

+ δt+ βy + αy3 + γty4 (A.10)

IV y
d2y

dt2
=

1

2

(
dy

dt

)2

+ β + 2(t2 − α)y2 + 4ty3 +
3

2
y4 (A.11)

V
d2y

dt2
=

(
1

2y
+

1

y − 1

)(
dy

dt

)2

− 1

t

dy

dt
(A.12)

+
(y − 1)2

t2

(
αy +

β

y

)
+ γ

y

t
+ δ

y(y + 1)

y − 1

(A.13)
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V I
d2y

dt2
=

1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − t

)(
dy

dt

)2

−
(

1

t
+

1

t− 1
+

1

y − t

)
dy

dt
(A.14)

+
y(y − 1)(y − t)
t2(t− 1)2

(
α+ β

t

y2
+ γ

t− 1

(y − 1)2
+ δ

t(t− 1)

(y − t)2

)
(A.15)

donde α, β , γ ∈ C. Más detalles sobre la invarianza de las ecuaciones de Painlevé puede consultarse en
[Con08]

A.3. Análisis de Painlevé para EDO.

Consideremos una EDO, si ésta cumple la propiedad de Painlevé, entonces sus soluciones deberán admitir
expansiones de Laurent al rededor de z = z0. Si ocurrieran ramificaciones, pueden detectarse haciendo un
análisis local. El test de Painlevé para EDO consiste en los siguientes pasos.

Paso 1 Identificar todos los posibles comportamientos que lleven al orden, es decir las singularidades de la
forma

y ≈ c0(z − z0)µ (A.16)

Paso 2 Si todos los µ son enteros, hallar las resonancias, donde pueden aparecer constantes arbitrarias.

Paso 3 Si todas las resonancias son enteras, verificar la condición de resonancia en cada expansión de
Laurent.

Paso 4 Si no se encuentra ningún impedimento en los pasos 1-3 para cada comportamiento que lleva al
orden, entonces la propiedad de Pinlevé se satisface.
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