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Introduccion

A raiz de la crisis del anio 2008 surgié la necesidad de implementar un
marco de supervision macro-prudencial que permita la regulacion del sistema
financiero como un objeto riesgoso en si mismo.

En este sentido uno de los principales objetivos de los reguladores contem-
poréneos es la apropiada medicion del nivel de riesgo sistémico de un sistema
financiero y la identificacion de los principales contribuidores al mismo.

El riesgo sistémico de un sistema financiero depende principalmente del
estado de tres factores de un sistema:

1. La granuralidad del sistema financiero.
2. El nivel de interdependencia entre las instituciones que la conforman.

3. El nivel (y plausibilidad) de las pérdidas en las que podria incurrir un
sistema financiero, una vez haya sufrido una crisis.

Surge entonces la necesidad de encontrar maneras de modelar matemé-
ticamente el comportamiento de dichas propiedades. Posteriormente necesi-
taremos utilizar dichos modelos para encontrar maneras de medir el nivel de
riesgo sistémico y luego distribuir dicho nivel a las instituciones de acuerdo
a sus respectivas contribuciones.

El objetivo del presente trabajo es por un lado desarrollar un marco
metodologico de modelacién de un sistema financiero y de mediciéon de su
riesgo sistémico asi como justificar el uso de dicha metodologia mediante la
exposicion de la teoria que se encuentra detras de la misma y por otro lado
aplicar la metodologia a el caso del sistema financiero mexicano y analizar
los resultados.

La organizacion es la siguiente:

1. En el capitulo 1 se presenta una definicion general del concepto de riesgo
sistémico. Esto con el fin de tener una definicion con la cual podamos
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INTRODUCCION

empezar a trabajar al identificar los diversos aspectos que conforman
al concepto.

2. En el capitulo 2 se presentan con detalle las herramientas que se utili-
zardn para medir el nivel de riesgo sistémico de un sistema financiero
y y la contribucién de cada institucién a la misma una vez se haya
inferido la distribucién de pérdidas del sistema.

3. En el capitulo 3 se aborda el problema de la inferencia de la distribu-
cién multivariada de pérdidas del sistema financiero, se presenta a Con-
sistent Information Multivariate Density Optimization Methodology !
como una metodologia sisteméatica de inferencia de dicha distribucion
y se justifica su uso exponiendo la teoria en la cual esta basada.

4. Finalmente, en el capitulo 4 se presentan y analizan los resultados pro-
cedentes de una simulacion de pérdidas del sistema basada en la distri-
bucion inferida por CIMDO, las cuales se utilizan como insumos para
estimar el nivel de riesgo sistémico del sistema financiero y la contribu-
cion de cada institucion a la misma.

1En corto CIMDO.



Capitulo 1

Una Definicién del Riesgo
Sistémico

El concepto de riesgo sistémico, en un sentido general, no es para nada
un fenémeno limitado a la economia o a un sistema financiero; tal vez la
ilustraciéon mas natural esta en el area de salud y las enfermades que provocan
epidemias. En casos severos mediante un sistema de contagio, una enfermedad
epidémica es capaz de eliminar una gran parte de cierta poblacion. En el
area de la economia se ha defendido el punto de que el riesgo sistémico
es una caracteristica de los sistemas financieros. Mientras que los efectos
de contaminaciéon ocurren en otros sectores de la economfia, la plausibilidad
y severidad de dichos efectos en el sistema financiero es considerablemente
mas alta, una crisis sistémica en el sistema financiero podria tener serias
consecuencias adversas para la salud de la economia en general.

Como veremos més adelante el concepto de riesgo sistémico consta de
varios elementos y por lo general los estudios en la literatura existente sobre
el tema, se han encargado de medir ciertos aspectos del mismo. Nosotros
nos daremos la tarea de medir la importancia sistémica de cada una de las
instituciones que forman a un sistema financiero. El objetivo de este capitulo
es el de proporcionar un marco teérico para el analisis econémico del riesgo
sistémico. Empezaremos proponiendo una terminologia especifica, aclarando
los elementos importantes del concepto de riesgo sistémico y concluyendo con
una definicién general del mismo. Luego especificaremos claramente cudles
son las facetas del riesgo sistémico que pretendemos medir con las métricas
que definiremos posterioremente.
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1.1. Riesgo Sistémico

Con el fin de llegar a una definiciéon del riesgo sistémico en un sistema
financiero, aclararemos primero los conceptos necesarios para su entendimien-
to, los cuales se muestran en la tabla al final del capitulo. Definiremos a un
evento sistémico en un sentido estrecho de la siguiente manera:

Definicién 1.1.1. Un evento sistémico en el sentido estrecho sucede cuando
el anuncio de ciertas «malas noticias» sobre una institucién financiera, su
quiebra, o el descalabro de un mercado financiero, conduzca a considerables
efectos adversos sobre una o varias instituciones financieras o mercados.

La region sombreada en la tabla engloba los eventos sistémicos en el
sentido estrecho. Lo esencial de la definicion anterior es el «efecto domino»
de una institucién a otra 6 de un mercado financiero a otro. Provocado por
un limitado (idiosincratico)! shock inicial. Un evento sistémico (los cuales
estan tachados en la region sombreada y la no-sombreada de la tabla al final
del capitulo en el sentido amplio se define como sigue:

Definiciéon 1.1.2. Un evento sistémico en el sentido amplio incluye los even-
tos sistémicos en el sentido estrecho y los eventos en los cuales ocurren efectos
adversos simultaneos sobre una considerable cantidad de instituciones finan-
cieras o mercados. Provocados por shocks severos y generalizados (sistemé-
ticos) 2.

Un evento sistémico en el sentido estrecho es fuerte si la instituciéon o
las instituciones perjudicadas en los efectos secundarios entran en quiebra
como consecuencia del shock inicial a pesar de ser solventes anteriormente,
o si el mercado o los mercados financieros se descalabran posterior al shock
inicial y no lo hubieran hecho de no haber sido por el mismo. Llamaremos
estas instancias fuertes de los eventos sistémicos en el sentido estrecho como
contagio. De lo contrario, es decir si, los efectos del shock inicial no llevan a
la quiebra o descalabro, llamaremos al evento sistémico en el sentido estrecho
como débil. Andlogamente, los eventos sistémicos relacionados a los shocks
sisteméaticos son fuertes si una considerable parte del sistema financiero o
mercados afectados por ellos terminan entrando en quiebra o en descalabros

! Con idiosincratico nos referimos a un shock que afecta a un banco o a un grupo muy
pequeno de bancos.
2Con sistematico nos referimos a un shock que afecta a un grupo grande de bancos.
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y débiles si no lo hacen. Basados en esta terminologia, una crisis sistémica
(en el sentido estrecho y amplio) se puede definir como sigue:

Definicién 1.1.3. Una crisis sistémica es un evento sistémico que afecta una
cantidad considerable de instituciones financieras o mercados en el sentido
fuerte, causando estragos en el buen funcionamiento general (de una parte
importante) del sistema financiero.

La distincion entre los sentidos estrecho y amplio del concepto de riesgo
sistémico es importante, ya que las medidas de supervision macro-prudencial,
concentradas en atacar la raiz del problema podrian ser diferentes en el caso
de un shock idiosincratico que podria contagiarse, comparado con el caso de
un shock sisteméatico que podria tener un efecto de desequilibrio méas amplio.
Sin embargo, en situaciones practicas de crisis tanto los shocks agregados
como las quiebras causadas por un contagio a veces pueden sobreponerse,
ya que las debacles macroeconémicas podrian debilitar a las instituciones
financieras, haciendo el posible contagio de una institucion financiera mas
plausible. De igual manera podria ser necesario que el shock inicial lastime
a mas de una institucién para que los efectos de contagio se materialicen. El
riesgo sistémico se puede definir entonces de la siguiente manera:

Definicién 1.1.4. El riesgo sistémico de un sistema financiero es el riesgo
de sufrir eventos sistémicos en el sentido fuerte.

En principio, el espectro del riesgo sistémico va desde el contagio a una
institucion o mercado hasta el riesgo de tener una crisis sistemaética afectando
a la mayor parte (incluso todo) del sistema financiero. El elemento clave en es-
ta definicion del riesgo sistémico, es decir, el evento sistémico, se compone de
dos elementos importantes, shocks y mecanismos de propagacion. Siguiendo
la terminologia de la teoria financiera, los shocks iniciales pueden ser idiosin-
craticos o sisteméaticos. En el extremo, los shocks idiosincraticos son aquellos
que inicialmente, afectan la salud de solamente una institucién financiera o
solamente el precio de un activo. Mientras que los shocks sisteméticos en el
caso extremo afectan a toda la economia. Es decir, a todas las instituciones
del sistema financiero al mismo tiempo. Un ejemplo de un shock idiosincrati-
co a un sistema financiero nacional es la quiebra de una institucion financiera
por fraude interno. La repentina devaluacién de una moneda internacional
causada por un déficit del presupuesto doméstico puede ser visto como shock
idiosincratico al sistema financiero mundial. Los shocks sisteméticos al siste-
ma financiero nacional pueden ser, por ejemplo, la repentina alza en la tasa
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de inflacion. El descalabro bursatil de un mercado financiero en s{ mismo ac-
tia como un shock sistematico sobre varias instituciones financieras. Aunque,
dadas las distintas exposiciones de las instituciones, las afecciones probable-
mente no seran uniformes. Por supuesto que existe un continuo de tipos de
shock intermedios (por sector o por region) entre los extremos tedricos de los
shocks idiosincraticos y los shocks sisteméticos. Los shocks idiosincraticos que
no se propagan ampliamente son «asegurables», en el sentido que un inver-
sionista se podria proteger contra ellos via la diversificacién de su portafolio,
mientras que los shocks sisteméticos frecuentemente son «inasegurablesy, en
el sentido que la diversificacion del portafolio de un inversionista no hace
nada para contrarrestar los efectos del shock. El segundo elemento clave en
el sentido estrecho del riesgo sistémico es el mecanismo por el cual los shocks
se propagan de una institucién financiera o mercado a otro. La propagacion
de los shocks son en cierto sentido la parte méas importante del concepto de
riesgo sistémico y por lo tanto es importante definir que tipos de mecanismos
podrian considerarse apropiados a la definicion anterior de riesgo sistémico.
Esto se desvia un poco del tema de la presente tesis. Referiremos al lector
a consultar [16] y [17], quedandonos satisfechos con la definicion general del
concepto de riesgo sistémico.

1.2. ;Qué Aspecto del Riesgo Sistémico Medi-
remos?

Visualizaremos al sistema financiero como un portafolio de instituciones
financieras al cual le asociaremos o inferiremos una distribucion multivariada
de pérdidas. Donde cada marginal sera la distribucion de pérdidas de alguna
de las instituciones que componen a dicho portafolio. Antes de poder hablar
del nivel de riesgo sistémico, es necesario abordar el problema de proponer
una metodologia de inferencia sisteméatica y consistente de una distribuciéon
multivariada de pérdidas. Supongamos por el momento que tenemos en nues-
tras manos dicha distribucion. Cuando el sistema financiero acaba de sufrir
una crisis, independientemente de las razones por las cuales surgi6, lo pri-
mero que se preguntan las autoridades es: jqué tan severa es la crisis?. O
planteado de otra manera: ;cuanto dinero se perdi6é por causa de la crisis?.
En este sentido para medir el riesgo sistémico de un sistema financiero resulta
natural concentrarse en el nivel de pérdidas a las cuales esta sujeto dado que
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ocurri6é un evento sistémico. Resulta entonces natural que nuestra medida de
nivel de riesgo sistémico sea el «Value at Risks o «Expected Shortfally 3 a un
cierto nivel de confianza del total de pérdidas de un sistema financiero.

Ahora, supongamos que ya calculamos el nivel de riesgo sistémico del
sistema financiero. En la definicién anterior de nivel de riesgo sistémico nos
concentramos solamente en el nivel de pérdidas del sistema financiero como
un portafolio de instituciones y no en la contribuciéon de cada una de las
instiuciones a dicho nivel de pérdidas. Es evidente que el debacle de algunas
instituciones, provocado ya sea por el shock inicial o por el sistema de con-
tagio contribuird en mayor medida que el debacle de otras. Es decir, lo que
conoceremos posteriormente como importancia sistémica de algunas institu-
ciones resulta ser mayor que la de otras. En este sentido, dado un cierto nivel
de riesgo sistémico, para poder medir la importancia sistémica de las institu-
ciones es necesario encontrar una manera de repartir justamente dicho nivel
en pedazos correspondientes a cada institucién de acuerdo a su contribucion.
Afortunadamente, ya existe una solucion a este problema, Lloyd Shapley [18|,
en el contexto de los juegos cooperativos desarrollé una metodologia la cual
permite repartir justamente a cada institucion su pedazo del pastel o puesto
en el contexto en el que estamos, su pedazo del nivel de riesgo sistémico. La
importancia sistémica de cada institucién serd entonces su correspondiente
«Shapley Values*. En efecto, en la presente tesis nos concentraremos en me-
dir el nivel de riesgo sistémico y en calcular la importancia sistémica de cada
institucion financiera. Es importante notar en este momento que la impor-
tancia sistémica de cada institucion engloba el estado de varios factores del
banco en el sistema financiero. Captura principalmente lo siguiente:

1. La salud general de la institucion financiera.
2. El tamano de la instituciéon como parte del sistema financiero.

3. La dependencia en el nivel de pérdidas de la institucion financiera con
respecto a las operaciones de las demés instituciones.

La importancia sistémica de una institucion financiera mide tanto el nivel
de toxicidad de la institucion como el nivel de vulnerabilidad a ser contagiado
por alguna institucién y entonces formar parte de un evento sistémico. Es

3El «Value at Risk» y el «Expected Shortfally son medidas de riesgo. Ver Capitulo 2.
4Término utilizado cominmente en la literatura para referirse al valor que la metodo-
logia de Shapley la da a un cierto jugador.
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decir, la contribuciéon de la institucién financiera en todos los aspectos al
riesgo sistémico del sistema.
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Capitulo 2

Fundamentos Tedricos

La metodologia que utilizaremos para medir la importancia sistémica y el
nivel de riesgo sistémico consta de dos partes: la inferencia de la distribucion
de pérdidas del sistema financiero y la utilizacion de algunas herramientas
matematicas, las cuales tomando como insumo las pérdidas simuladas del
sistema financiero arrojan las medidas de importancia sistémica y el nivel de
riesgo sistémico en el sistema. En este capitulo, se presentardn con detalle las
herramientas matemaéticas que utilizaremos. En la primera seccioén desarrolla-
remos el concepto de «Value at Risk» y «Expected Shortfall» conceptos que se
utilizardn para medir el nivel de riesgo sistémico en el sistema financiero. En
la segunda seccion presentaremos (en el contexto en el que lo utilizaremos)
el Shapley Value de una institucion financiera, la cual mide su importancia
sistémica. Finalmente, introduciremos brevemente el concepto de copulas y
su relacion con la correlaciéon Spearman. Esto con el fin de poder presentar
posteriormente la nocion de CIMDO-Coépula, la cual es nuestro modelo de la
dependencia que existe entre las instituciones del sistema financiero.

2.1. Value at Risk y Expected Shortfall

Las medidas de riesgo juegan un papel importante en problemas de op-
timizacion bajo incertidumbre, especialmente tratandose de pérdidas en las
que podrian incurrir las instituciones financieras. Las pérdidas se pueden ver
como una funcién z = f(z,y) de un vector de decision z € X C R”, el cual
representa lo que generalmente llamamos un portafolio, con X representando
el espacio de las posibles decisiones que podria tomar una institucion finan-
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ciera y con y representando los futuros valores de ciertas variables econémicas
que afectan el comportamiento del portafolio de la institucién como tasas de
interés o el precio de un subyacente, etc. Si uno supone que y obedece una
cierta distribucién de probabilidad entonces z termina siendo una variable
aleatoria con su distribucion dependiente del vector de decision x. Cualquier
problema de optimizacioén que involucre a z deberia tomar en cuenta, no so-
lo el valor esperado de las pérdidas al tomar la decisién z, sino tambien el
riesgo que implica haber tomado esta decision. En esta seccion definiremos
dos medidas de riesgo comtinmente usadas en el sector financiero: Value at
Risk 'y Expected Shortfall®. En el camino enunciaremos algunas propiedades
deseables que solamente cumple el Expected Shortfall con el fin de justificar
el uso de éste sobre el Value at Risk.

2.1.1. Preliminares para el Value at Risk y Expected
Shortfall

Espacio de Probabilidad

Sea 2 un Espacio muestral formado por todos los posibles resultados
de un experimento aleatorio (por ejemplo, todas las posibles trayectorias del
precio de un activo subyacente a lo largo del tiempo). Un subconjunto de
es un evento donde w € () es un punto muestral.

Definiciéon 2.1.1. Sea () un conjunto no vacio y F una coleccién de subcon-
juntos de Q. F es una o-dlgebra si:

1. Qe F.
2. Ace F=> A€ F.
3. ParaneN,;si A, e F =~ A, € F.

En términos financieros, F representa el espacio de los eventos que son
observables en el mercado.

Definicién 2.1.2. Sea €2 un conjunto no vacio y F una o-dlgebra de €. Una
Medida de Probabilidad P es una funciéon que asigna un nimero entre
[0,1] a todos los conjuntos A € F. Dicho nimero se llama “Probabilidad de
A” y se escribe P(A). Dicha funciéon debe cumplir:

I Abreviado como VaR.
2 Abreviado como ES.
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1. P(A) > 0.
5. P(Q) = 1.
3. A, Ay, ... € F disjuntos = ]P(Ufil Az) = Zzl ]P)(AZ)

A la terna (2, F,P) se le conoce como Espacio de Probabilidad.

Variable Aleatoria y su Funcién de Distribucién

Definicién 2.1.3. Sea F una o-dlgebra de €). Una funcién real X en () es
variable aleatoria si los conjuntos {X < z} = {w € Q: X(w) < z} =
X~Y([~o00, x]) pertenecen a F, es decir, si {X <z} € F para todo = € R.

Definicion 2.1.4. Sea X una variable aleatoria. La funcién de distribu-
cion de X es la funcion real ¥(z) = P[X < z].

La funciéon de distribucion de X satisface las siguientes propiedades:

1. Es continua por la derecha y no-decreciente.

2. lim ¥(z) = 1.

T—00

3. lim ¥(z)=0.

T—r—00

Estamos listos para poder definir el VaR y Ezpected Shortfall.

2.1.2. Definicién: VaR y Expected Shortfall

En esta seccidon supondremos que el mercado es la variable aleatoria y, la
cual esta definida en un espacio de probabilidad (€2, F,P) independiente del
vector de decision x. Para cada z, denotamos por W(z, -) sobre R a la funcion
de distribucién resultante de la pérdida z = f(x,y), es decir:

U(x, Q) =P{y|f(z,y) < (},

haciendo las suposiciones técnicas que f(z,y) es continua en z y medible en
y, v que E[|f(z,y)|] < oo para cada x € X. Denotemos por ¥(z, (™) al limite
izquierdo de ¥(z,-) en (, entonces:

U(z, (") =P{ylf(z,y) <}
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Cuando la diferencia:

\I](‘Ta C) - \P($7C_) = P{y|f(1’,y) = C}a

es positiva, de tal manera que hay un salto en (, se dice que hay un atomo
de probabilidad en (. Consideremos un nivel de confianza « € (0, 1) (comin-
mente 0.95 6 0.99), a dicho nivel de confianza hay un correspondiente VaR,
el cual se define de la siguiente manera:

Definiciéon 2.1.5. El a-VaR de la pérdida asociada al vector de decision x
es el valor:

Ca(7) = min{¢|¥(z, () = a}. (2.1)

Proposicién 2.1.1. El minimo que define al a-VaR en (2.1.5) eziste.

Demostracion: Supongamos que el conjunto al cual le estamos sacando
minimo no esta acotado por abajo. Entonces existe una sucesion {a, } — —oo
cuando n — oo tal que:

U(z,a,) > a>0.

De aqui es claro que
lim ¥(z,a,) > a >0,

n—o0

lo cual contradice la propiedad 3 de una funcién de distribuciéon. Esto prueba
que el conjunto sobre el cual estamos tomando el minimo esta acotado por
abajo. Para observar que en efecto existe el minimo consideremos el infimo
del conjunto A = {{|¥(x,() > a}, entonces existe una sucesion decreciente
de elementos del conjunto A que converge a inf{(|¥(x, () > a}. Debido a la
continuidad por la derecha de una funciéon de distribucion llegamos a que

U (z, mf {|¥(z,¢) > a) = a,

lo cual prueba que inf{¢|¥(z,() > a} pertenece al conjunto y por lo tanto
es un minimo. Q.E.D.

Cuando V¥(z, -) es continua y estrictamente creciente (, () es simplemente
la tinica ¢ que satisface ¥(z, () = a. De lo contrario, la ecuacién puede no
tener solucion o tener un rango de soluciones. El caso de no tener solucion
corresponde a un hueco vertical en la grafica de ¥(z,-), como se ve en la
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Figura 2.1, con « viviendo en un intervalo de niveles de confianza los cuales
tienen el mismo VaR. Los puntos de inicio y final de este intervalo son:

a(z) =VU(z, ¢ (2),  af(z) =V(z,(a(x)). (2.2)

El caso de tener todo un rango de soluciones corresponde a tener un segmento
constante en la grafica como se ve en la Figura 2.2. Las soluciones forman
un intervalo con punto inicial {,(x) y punto final I (x), el cual se definira a
continuacion.

Definicion 2.1.6. El a-VaR de la pérdida asociada al vector de decision
x es el valor:

Ca (z) = Inf{¢]¥(z, () > a}.

La relacion (,(x) < (,(x)" siempre se mantiene dandose la desigualdad
cuando ¥(x, () es constante con nivel de confianza « sobre un (-intervalo.
Dicho intervalo es [(,(z),((x)] 6 [Co(2), (T (2)), dependiendo si en ¥(x,-)
existe un salto o no.

Tanto en la Figura 2.1 como en la Figura 2.2 se ilustran las situaciones
que muestran las posibles dificultades en el tratamiento del VaR para las
funciones de distribucion en general. Estas se reflejan particularmente en las
distribuciones discretas, las cuales son las utilizadas en la practica estadndar,
pues las observaciones de las pérdidas de una institucion financiera son finitas.
En este caso ¥(z, ) es una funcion escalonada (constante entre saltos)® y no
hay manera de evitar esta situacion.* Observar por ejemplo que la situacion
en la Figura 2.2 presenta una discontinuidad en el comportamiento del VaR.
Un salto seguramente ocurrird con el mas pequeno aumento en el nivel de
confianza. Este nivel de inestabilidad no es una propiedad deseable para una
medida de riesgo en el cual enormes cantidades de dinero estan en juego.
Este y otros problemas hacen que el manejo del VaR como medida de riesgo
resulte complicado, lo cual motiva la bisqueda y el uso de otras medidas de
riesgo en la practica distintas a él, como el Ezxpected Shortfall.

Definiciéon 2.1.7. El a-Ezpected Shortfall de la pérdida asociada al vector
de decision x es el valor:

¢o(r) = Esperanza de la distribucion a-cola de z = f(z,vy),

3Por lo tanto discontinua.
*Figuras tomadas de [4].
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donde la distribucion a-cola esta definida de la siguiente manera:

0 si (< ()
Volz,0) = ¥(z,¢) —a S C>Co (2.3)

l—«

/’/M_'
a'(X)

74

o (x)

_

0 el X)

wy

Figura 2.1: Ecuacién ¥(z, () = a no tiene solucion para (.

Notar que ¥, (z, -) es realmente otra funcion de distribucion, pues ¥(z, -),
es no decreciente, continua por la derecha, y con ¥(z,() — 1 mientras ( —
o0o. De aqui es claro que la distribucion a-cola en la definicién 2.1.7 esta
bien definida a través de la ecuacion (2.3). La sutileza en la definicion 2.1.7
reside en el caso donde la pérdida con distribucion ¥(z, -) tiene un atomo de
probabilidad en (,(z). En este caso el intervalo [(,(z), 00) tiene probabilidad
mayor a 1 — «, la probabilidad es mayor tanto como:

U(z,((2)7) < a < VU(z,((x) cuando V(z, (4 (x)7) < U(z, (o(x)).

Entonces surge naturalmente la pregunta ;a qué nos referimos con distribu-
cion a-cola?, ya que éste término deberia referirse a la parte superior de la
distribucién °. Este problema se resuleve al especificar la distribucién a tra-
vés de la ecuacion (2.3), el cual se obtiene reescalando la parte de la gréfica

5Que tiene masa de 1 — a.
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"y

0 sa(¥)  ga(x)

Figura 2.2: Ecuacion ¥(z, () = « tiene una infinidad de soluciones para (.

We(X,5)

0 b-a(x)

wy

Figura 2.3: La distribucion W, (z, ) se obtiene reescalando la funcion ¥(z, ()
en el intervalo [« 1]

de la distribucion original que se encuentra entre las lineas horizontales con
niveles 1 — a y 1 de tal manera que ahora recorra los valores entre 0 y 1.
Para el caso mostrado en la Figura 2.1 se muestra el resultado en la Figura
2.3. Las consecuencias de esta manipulacién se examinaran mas adelante en
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comparacion con unas variantes, en las cuales nos enfocaremos en el intervalo
[Ca(x),00) 0 en su interior ((,(x), 00).

Definicion 2.1.8. El a-Ezpected Shortfall de la pérdida asociada al vector
de decision x es el valor:

Oo(z) =E[f(z, 9)|f(z,y) > Cal2)], (2.4)
mientras que el o~ -FEzrpected Shortfall es el valor:
¢o (@) =E[f(z,y)f(z,y) = ()] (2.5)

La esperanza condicional en la ecuaciéon (2.5) esta bien definida ya que

P{f(z,y)|f(z,y) > (u(z)} > 1 —a > 0.

Ahora la esperanza en (2.4) solo tiene sentido cuando P{ f(x,y) > (.(z)} > 0,
es decir ¥(z,(,(x)) < 1. Lo cual no siempre es cierto, si solo asumimos que
a € (0,1), ya que podria haber un dtomo de probabilidad en (,(z).

Proposicion 2.1.2. Si no existe un dtomo de probabilidad en (,(x) entonces
se tiene que:

o () = da(z) = 5 (2). (2.6)
Si eziste un dtomo de probabilidad en (,(x) entonces:

Pa () < Pa(x) = ¢4 (x) cuando o = V(z, (o(x)).
En otro caso:
¢o () = da(x) cuando V(z,(o(x)) =1,
(con ¢ (x) ahora mal definida). En el resto de los casos, caracterizados por:
U(x,(u()”) <a<V(x,(u(z)) <1, (2.7)
se tiene la desigualdad estricta:
Pa () < Pa(z) < 4 (2).

Demostraciéon: En comparacion con la definicion de ¢, (x) en 2.1.7, el
valor de ¢ () en (2.4) es la media de la siguiente distribucion de pérdidas:

si (< Cu(x)

0
Vol O =¥ —a@) o o

1 —at(z)
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Mientras que el valor de ¢ () en la ecuacion (2.5) es la media de la siguiente
distribucién de pérdidas:

0 si (< (o)
‘P;({L‘,C) = \If($,€) - O'/i(x) ai C > C (ZE)
1—a () = o

Recordar que ot (z) y o™ () definidas en la ecuacion (2.2) son el principio y
el fin del hueco vertical en (,(x) en la funcion de distribucion original ¥(z, -)
(si hubiera un salto ahi), el caso en el que no hay atomo de probabilidad
en (, () corresponde a tener que o~ (x) = a’(x) = a € (0,1). De aqui que
(2.6) claramente es cierta. Cuando si existe un atomo de probabilidad pero
a = at(z) tenemos que o~ (z) < a®(z) < 1 entonces :

b2 = [ 1w O = /1_a S
o) = [ 1=t i = [y

Ademaés sabemos que o~ (z) < « entonces:

— \I/(ﬁ,g) 1— qj(‘er)
1—a (x) ST i-a

lo cual implica que:
$o () < Palw).

Mientras que si a®(z) = 1 tenemos que:

Ca(z) oo
balz) = /0 1dC + /Ca(x) 0d¢ = Cal2)

Ca(x) 0
- = d d¢ = (,(x).
o= (@) /0 1 “/@(m)“ Cal2)

Anélogamente, en el otro caso (2.7) a (z) < a™(x) lo cual implica que
67 (2) < 6a(z) < 6% (). QED.

El a-Expected Shortfall y el a™-FEzpected Shortfall de las pérdidas coinciden
frecuentemente pero no siempre de acuerdo a la visto anteriormente. Otra
perspectiva acerca de la conexién que existe entre estos dos valores se desa-
rrollaré en lo que sigue.
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Proposicién 2.1.3. Sea \,(x) la probabilidad asignada al nivel de pérdida
z = (uo(x) por la distribucion a-cola definida en la ecuacion (2.3):

Aalz) = [‘P(S’:’fi(z) — e

Si U(z,( () < 1, de tal manera que exista la posibilidad de pérdidas ma-
yores que (,(x) entonces:

Pa(2) = Aa(@)Ca(2) + [1 = Aa(2)]00 (2), (2.8)

con A\o(x) < 1. Mientras que si ¥(z,(,(x)) =1 de tal manera que (,(x) es
la mayor pérdida posible ® entonces se tiene que:

$a(z) = Cal2). (2.9)

Demostracion: Si U(z,(,(z)) < 1, entonces P{f(x,y) = (.(x)} > 0
bajo la distribucién a-cola. De aqui que:

$a(z) = Aala(z) +E[f(z,9)|f(z,y) > Calx)] (1 = Aa(z))
= Aala(7) + (1= Aa(2))d5 (2).

Si A, = 0 entonces: o
Ca x
oule) = [ s = Gofo).
0
Q.E.D.

Corolario 2.1.1. El a-Ezpected Shortfall domina al a-VaR: ¢o(x) > (o(2).

Demostracion: Resulta evidente de la proposicion anterior. Q). E.D.
Al representar al Fzpected Shortfall como un promedio ponderado del a-Var
y el a™-FEzpected Shortfall, la formula (2.8) luce sorprendente. Ninguno de a-
VaR y at-FEzpected Shortfall se comportan bien como medida de riesgo, sin
embargo, ES tiene varias propiedades deseables. Lo inusual en la definicion
de ES, lo cual lo catapulta como una potencia entre las diversas medidas de
riesgo existentes, esta en la manera en la que los atomos de probabilidad se

SEntonces A\, (z) = 1 con ¢ (x) mal definida.
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parten en dos. Dicha particion se destaca en la formulas (2.8) y (2.9) de la pro-
posicion (2.1.3). Siguiendo la notaciéon de a™(z) y o~ (x) en la ecuacion (2.2)
y 2.1.7, y las circunstancias en la ecuacion 2.7 donde o (z) < a < a™ (), un
atomo en (, () con probabilidad total de a™(x)—a~(x) se parte efectivamen-
te en dos partes con probabilidades a™ (z) —a(x) y a —a ™ (x), respectivamen-
te. Solo la primera de las dos partes se encapsula en el intervalo ({,(x),o0)
el cual tiene probabilidad 1 — a™(z), para conseguir una probabilidad de
[1—at(z)] +[a"(z) — a] =1 — a. Mientras que, si el &tomo no pudiera ser
partido tendriamos que escoger entre los intervalos [(,(z),00) ¥ ((u(z),00)
ninguno de los cuales tiene probabilidad 1 — «. La particion de los atomos de
probabilidad de ésta manera estabiliza la respuesta de a-Fxpected Shortfall a
cambios en «, es decir a-Expected Shortfall es continua con respecto al nivel
de confianza.

El siguiente resultado se enfoca al caso donde las distribuciones de pérdida
en cuestion son discretas.

Proposicion 2.1.4. Supongamos que la medida de probabilidad P se concen-
tra en una cantidad finita de puntos yr en Y. De tal manera que para cada
x € X la distribucion de pérdidas z = f(z,y) es una funcion escalera con
saltos en los puntos z1 < zo < ... < zy stendo pr > 0 la probabilidad de zy.
Sea k,, el inico indice tal que:

ko ka—1
domza>Y p (2.10)
k=1 k=1

El a-VaR de las pérdidas estd dado por:

<Zpk - a) 2k, + Zpkzk

ku+1

balx) =

Mads atn, en esta situacion:

Pk
Ao — o . 2.11
(2) = 1_a<2pk a> P . (2.11)

k=1

Demostracion: De acuerdo a la ecuacion (2.10) tenemos que:

U(z, Col Zpk, (2.12)
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ka—1

U(w, Cal®)) = D P (2.13)
k=1
Restando (2.13) de (2.12) se tiene que:

U (z, Ca(@)) = ¥ (2, Ca(2)7) = Pra-

La afirmacion se sigue entonces de (2.3) y la proposicion (2.1.3), excepto por
la afirmacion acerca de la cota por arriba para (,(z). Para entender esta
altima observacion notar que la expresion para (,(x) en (2.11) decrece con
respecto a a, el cual pertenece al intervalo en (2.10). Q.E.D.

2.2. Shapley Value

2.2.1. El Shapley Value de una Institucién Financiera

La metodologia Shapley Value fue desarrollada en el contexto de los jue-
gos cooperativos [18], en el cual el esfuerzo colectivo de un grupo de jugadores
genera un valor «compartido». Dado este valor, la metodologia lo descom-
pone con el proposito de dividirlo entre todos los jugadores de acuerdo a su
contribucion. La parte correspondiente del valor a cada jugador es el Shapley
Value de éste. La metodologia Shapley Value se puede aplicar directamente
al caso de un sistema financiero [7]. En este contexto, los jugadores son las
instituciones, que incurren en actividades riesgosas de manera interconecta-
da, quienes generan un cierto nivel de riesgo sistémico. En este caso, el valor
por dividirse es el VaR o FExpected Shortfall de todo el sistema a un cierto
nivel de confianza. Para poder aplicar la metodologia Shapley Value es nece-
sario definir una llamada «funcién carateristica». Esta funcion es la misma
para cada sub-grupo de instituciones financieras y mapea cada sub-sistema a
un cierto nivel de riesgo sistémico. En nuestro caso, la funciéon caracteristica
mapeara cada sub-sistema a su correspondiente VaR o Expected Shortfall a
un cierto nivel de confianza. Desarrollemos la metodologia Shapley Value en
el contexto del sistema financiero.

Por el momento supongamos que tenemos una medida de riesgo sistémico
aplicable a cualquier sub-grupo de un sistema financiero S. Supongamos que
las IN instituciones financieras estan ordenadas aleatoriamente en una fila
y consideremos al sub-grupo S; que consta de todos los bancos que estan
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antes que la institucion B; , incluyendo a la misma. La contribucion de
la instituciéon Bj al riesgo sistémico del sub-grupo S; es igual a el riesgo
sistémico del sub-grupo S; menos el riesgo sistémico del sub-grupo formado
por todas las instituciones que estaban en S; excepto Bj. El Shapley Value
de la instituciéon B; es igual al promedio de dichas contribuciones sobre
las N! maneras de ordenar a las N instituciones financieras. La intuicion
presentada anteriormente la formalizaremos mateméaticamente.

2.2.2. Definicién Matematica
Consideremos el siguiente espacio de medida:

1. A es el conjunto de todas las permutaciones de las N instituciones
financieras que conforman todo el sistema.

2. A es la o-algebra generada por A.
3. P es la medida uniforme en A.

Llamemos a nuestra medida de riesgo sistémico V, la cual es una funcion
que va de A a los reales (V :A — R). Definamos la variable aleatoria X; :
A — R como:

Definicion 2.2.1.
X;(a)=V(S;) -V (S; —{Bj}),

donde a es un elemento de A. Justamente vemos que la variable aleato-
ria X; representa la contribucién de la institucion Bj, dada una formacion
aleatoria de las instituciones. Definimos entonces el Shapley Value de la ins-
titucion B; como:

Definicién 2.2.2. El Shapley Value de la institucion financiera B; es:

Es importante observar que la metodologia reparte todo el nivel de riesgo
sistémico en el sistema financiero. Es decir que:

ihB —V(S).
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La metodologia Shapley Value, como se habia mencionado anteriormente,
divide el riesgo sistémico de todo el sistema financiero en N partes correspon-
dientes a cada institucion de acuerdo a la contribucion de cada una de ellas
al nivel de riesgo sistémico de S. Esta distribucion captura la importancia
sistémica de cada institucion del sistema financiero.

2.2.3. Algunas Propiedades

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de la metodologia sha-
pley value
Propiedades de la Metodologia Shapley Value

1. Aditividad : La suma de los Shapley Value de cada institucion es igual
al riesgo sistémico del sistema financiero.

2. No Risk No Value: Si un banco no corre riesgos entonces su Shapley
Value sera cero.

3. Linealidad de las medidas de riesgo sistémico:Supongamos que
tenemos n medidas de riesgo sistémico Vi, V5,..., V,, cada una nos
arroja sus respectivos Shapley Value. Definamos a una nueva medida
de riesgo sistémico de la siguiente manera:

n
V = E Oéi‘/iu
i=1
entonces, para toda institucion financiera B; tenemos que:

Sh(B, ’v):ZaiSh(Bj , Vi),
i=1

donde la nueva notacion indica el Shapley Value correspondiente a la
institucion B, y la medida de riesgo sistémico correspondiente.

La propiedad 3 es de extrema importancia para el creador de una politica
de supervision macroprudencial. Es muy complicado identificar con certeza,
exactamente cudles son los factores a los cuales el sistema financiero es mas
vulnerable. En general, las distintas medidas de riesgo sistémico que uno
podria usar reflejan solo algunos factores que podrian afectar al sistema fi-
nanciero. En este sentido, debido a la abundancia de factores que podrian
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perturbar al sistema financiero y a la poca informacion que se tiene sobre la
severidad de estas perturbaciones, resulta natural que una autoridad super-
visora quisiera utilizar varias medidas de riesgo sistémico. La linealidad del
Shapley Value permitiria a la autoridad supervisora incorporar todas estas
medidas en una sola. Los coeficientes de la combinacion lineal de las distin-
tas medidas de riesgo sistémico estarian reflejando la relevancia que (tal vez
intuitivamente) la autoridad supervisora considere apropiada para cada una.
Otra propiedad muy importante del Shapley Value Method es que el incre-
mento del Shapley Value de la institucion B; causada por la presencia de la
institucion By, es igual al incremento del Shapley Value de la institucion By
causada por la presencia de la institucion B;. Mas atun la propiedad sigue
siendo valida si los Shapley Values son calculados para cualquier sub-grupo
del sistema financiero. Puesto en términos matemaéticos la propiedad dice lo
siguiente :

Sh(B, , G)—Sh (B; , G— {By}) =Sh (Bx , G) —=Sh (Bx , G- {Bs}),

para todo B;, By y todo G subgrupo del sistema financiero tales que B;,
B, estan en G. Las pruebas de todas estas propiedades se encuentran en el
Apéndice B.

2.2.4. Un Ejemplo Concreto

Counsideremos el caso sencillo cuando el sistema financiero consta de tres
instituciones By, By, Bj y la siguiente funcion caracteristica (V):

Sub-Grupo Pérdida
) 0

B, 1

B, 3

B3 5

BB, 3.5
B,B; 5.5
B.B; 7
B:B:;B; 8.5

Calcularemos el Shapley Value de la institucion B;. El calculo del Shapley
Value de las demas instituciones es completamente analogo. Lo primero que
hay que hacer es calcular los valores que toma la variable aleatoria X; sobre
las 6 permutaciones de las tres instituciones financieras.
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A continuacion se presenta una tabla con el detalle de las cuentas nece-

sarias para poder obtener X; :

Permutaciéon | Sub-Grupo: Calculo Detallado X; | Valor
Instituciones de X;
antes de, e
incluyendo a
B,
B,B,;B; B, V(B1)-V(¢) 1
B,B;B, B, V(B1)-V(9) 1
B2B1B3 BQBl V(B27 Bl)—V(Bz):35—3 05
B3B1B2 B3B1 V(Bg, Bl)—V(Bg):55—5 05
B3:B,B; B3;B,B; V(B3, By, B1)- 1.5
V (B3, B3)=8.5-7
B.B;3;B; B.B;B, V(B3, By, B1)- 1.5
V (B3, B3)=8.5-7
ShB, =1

Notar que el calculo final del Shapley Value de B es el promedio de los
valores de X; sobre todas las permutaciones del sistema financiero. Para
el caso sencillo, expuesto anteriormente, existe otra manera de expresar la
definicion del Shapley Value de la institucion B; que es la siguiente:

1
E[QV (B1) = V(@) + (V (B2, B1) =V (B2))+ (V (B3, Bi1) — V(B3))

+ 2(V (B3, By, B)) — V (Bs, By))],

ShB; =

aqui se estd expresando al Shapley Value como un promedio ponderado
sobre todos los sub-grupos del sistema financiero que contienen a la institu-
cion B;. La expresion anterior del Shapley Value de una institucién no es
particular al ejemplo expuesto anteriormente. En el caso general la identidad
es la siguiente:

(m— 1N —m)!
N!

ShB,= i >

m=l 5 5B,
S| =m

[V(S) = V(S —{Bi})],

aqui el Shapley Value de B; se expresa como un promedio ponderado
sobre todos los sub-grupos del sistema que contienen a la institucion B;.
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2.3. Copulas y Correlaciéon Spearman

Uno de los elementos del sistema financiero que quisiéramos modelar con
respecto al tiempo es la estructura de dependencia que existe en el mismo. La
correlacion es una clasica medida de dependencia, pero su uso solamente es
apropiado cuando la distribucion de pérdidas es eliptica. Desafortundamante,
en la vida real, las distribuciones de pérdida de un sistema financiero no son
elipticas. Surge entonces la necesidad de encontrar una nueva manera de
caracterizar la dependencia que existe entre las distintas marginales y de
encontrar medidas numéricas de asosiacién que traten de resumir en un valor
el nivel de asosiacion que existe entre dos variables aleatorias. La copula y la
correlacién Spearman [3| seran los nuevos conceptos que utilizaremos.

2.3.1. Cépulas

Empecemos con el caso particular de R2, supongamos que tenemos un
vector aleatorio (X,Y') con distribucion marginales F y G y funcién de dis-
tribucion conjunta H. La funcién de distribucion conjunta H contiene tres
tipos de informacion, informacion de la marginal F', informacion de la mar-
ginal G e informacién de la estructura de dependencia entre X y Y. Con
el fin de desprender la informacion de la estructura de dependencia de la
distribucién conjunta H, hay que neutralizar la informacion que existe sobre
las marginales. Dicha neutralizacion se hace componiendo las variables alea-
torias X e Y con sus respectivas funciones de distribucion. El efecto de esta
composicion es que ahora la distribucion de las marginales F'(X) y G(Y) es
uniforme. Bajo esta distribucion, las marginales toman valores en el intervalo
[0, 1] con la misma probabilidad y fuera del intervalo con probabilidad cero.
Es por esto que la distribuciéon uniforme se considera como la distribucién
no informativa 7. En este sentido la distribucion conjunta de F(X) y G(Y)
ahora solo contiene informacion sobre la dependencia que existe entre X y
Y. A dicha distribucion se le llama la copula del vector aleatorio (X,Y).

Formalmente tenemos lo siguiente:

Definicién 2.3.1. Una copula es una funciéon tal que:

1. C:[0,1] x [0,1] — [0,1].

“Como veremos méas adelante la distribuciéon uniforme es la que maximiza la funcién
de entropia; una medida de desinformacion.



26 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2. C(Ul, ) = (O Ug) =0.
3. C(Ul, 1) C(l,UQ) = U>3.
4. C(v1,v3) — Clug,vy) > C(uy,ug) — C(uy,us) para todo uy, ug, vy, vy €

[0,1] con uy < vy y uy < vy

La propiedad 1 implica que la copula actia sobre los valores de las dis-
tribuciones marginales, las demas implican que la copula es la funcion de
distribucion de dos variables aleatorias uniformes. Ahora es claro que hay
muchas posibles distribuciones conjuntas para dos marginales uniformes, es
decir, hay muchas posibles copulas. Un importante resultado de Sklar mues-
tra que las copulas son tinicas en un sentido muy preciso. La forma bivariada
del Teorema de Sklar es la siguiente:

Teorema 2.3.1. Dada cualquier funcion de distribucion conjunta F(X1, Xs),
existe una Unica copula C : [0,1] x [0,1], tal que:

F(X1,X,) = C(F) (X)), Fy (Xa)). (2.14)

Del mismo modo, si C' es una copula y Fy (X;) y F5 (X3) son funciones
de distribucion, entonces C (Fy (X1), F2 (X2)) define una nueva funciéon de
distribucion con distribuciones marginales Fy (X7) y F» (X3). Diferenciando
la ecuacion (2.14) con respecto a X; y X, obtenemos una simple expresion
para la densidad conjunta f (X7, X5) en términos de las densidades marginales
f1(X1) y fo (X2), si existen. Tenemos que

[ (X1, Xo) = f1(Xh) fa (Xo) e (F1 (Xa), Fy (Xa)), (2.15)

donde
9?C (Fi(X1), F3(X2))

OF)(X1)0F5(Xs)

c(F1(X1), Fa(Xp)) =

Posteriormente utilizaremos la ecuacion (2.15) para derivar la CIMDO-
Copula, es decir, el modelo de la estructura de dependencia en el sistema
financiero inferido por la metodologia CIMDO. La idea anterior se puede
generalizar al caso de R™. Considera n variables aleatorias X7, X5 ... X,, con
distribuciones marginales Fy, Fy ..., F,.

Definiciéon 2.3.2. Una copula es una funciéon mondtona creciente que satis-
face las siguientes propiedades:
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Figura 2.4: Densidad de la copula de una t-student bivariada con p = 0.5y
df =10

1. C(us,...,u,) es creciente en cada componente w;.
2. C(1,...,1,u;...,1) = u; para todo i € {1,...,n},u; € [0,1].

3. C(0,...,0,u4,...,0) =0 para todo i € {1,...,n},u; € [0, 1].

4. Para todo (uy,...,uy,), (vi,...,v,) € [0,1]" tenemos que
2 2
(_1)Zl+m+ln Z e Z C(xlip e 7xnin) Z 0
=1 in=1

donde z;1 = u; y xjo = v; para toda j € {1,...,n}.
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El teorema de Sklar afirma que, dado un conjunto fijo de distribucio-
nes marginales continuas, distintas cépulas definen distintas distribuciones
conjuntas. Dada una densidad conjunta F (X7, Xs,..., X)) con marginales
continuas, podemos definir una céopula C' tal que:

F(X1,Xs, ..., X,) = C (Fi(X1), Fa(X3),. .., Fa(X,)).

En el caso que exista, la densidad de la copula es la siguiente:

C(FL(X0), Fy(Xa), s Fu(X)) = L€ (Fégf(lg(iz()(g)}?n()(jn(xn))

vista como funcion de u; = F;(X;).

Dada la densidad de la copula y en caso que existan las densidades mar-
ginales f;(z) = F;(x), podemos obtener la densidad conjunta de las variables
originales utilizando:

FXr oy Xa) = A(XD) - alXa)e (FU(X)s s Fa(X)

Fijando u; = F;(X;), cada distribucion conjunta F' define implicitamente
una cépula de la forma:

Clu,us, ... up) = F (F7 (), ..., F,  u)),

donde los u; pertenecen a [0,1]. De aqui que existe una copula implicita
correspondiente a cada distribucién conjunta.
Con la notacion u; = F;(X;) la densidad se puede escribir como:

B 8C(u1,. .. ,un)
 Quy...0u,

c(uy, ... uy)

2.3.2. Correlaciéon Spearman

Cuando no se asume que la distribucion de pérdidas obedecen a una
distribucién eliptica, la correlacion lineal Pearson deja de ser una medida
apropiada de asosiacion entre dos variables aleatorias como se ha expuesto
anteriormente. ;Qué métrica deberiamos usar ahora?. Para contestar esta
pregunta necesitamos encontrar una definiciéon de asosiacién un poco mas
restrictiva.



2.3. COPULAS Y CORRELACION SPEARMAN 29

Definicién 2.3.3. Consideremos dos observaciones de las variables aleato-
rias continuas X; y X denotadas por (x1,11) v (z2,¥2), se dice que las
observaciones son concordantes si (r; — z2)(y1 — y2) > 0 y discordantes si

(1 —22) (31 — y2) < 0.

Definicion 2.3.4. Una métrica de concordancia m(Xi, Xs) es una medida
numeérica de asosiacion entre dos variables aleatorias (X, X3) tal que:

1. m(Xy, Xs) € [—1,1] y su valor dentro de este rango depende de F(X;, X»),
la funciéon de distribucion conjunta de X; y Xos.

2. m(Xl,Xl) =1 y m(Xl, —Xl) =—1.
3. m(Xl,Xg) = m(Xg,Xl) y m(Xl, —Xg) = —m(XQ,X1>.
4. Si X7 y X, son independientes, entonces m(X;, X5) = 0.

5. Dadas dos posibles funciones de distribucion conjunta F(Xi, Xs) y
G (X1, Xs), denotemos por mp (X, Xo) v ma(Xi, Xy) las medidas de
concordancia bajo las dos distribuciones. Si FI(X1, Xs) > G(X1, Xs)
entonces mp (X1, Xo) > mg(X1, Xo).

El problema de la correlacién Pearson es que no es una métrica de con-
cordancia excepto, cuando las pérdidas obedecen una distribucién eliptica,
lo cual generalmente no es el caso en la practica. Procedamos a definir la
correlacién Spearman :

Supongamos que tenemos n observaciones de un vector aleatorio (X, Xs)
denotados por (x1,41), (T2, y2), - .., (Tn,yn). Para estimar la version discreta
de la correlacion Spearman tenemos que ordenar la informacion para las dos
series de observaciones ® y luego sumar las diferencias al cuadrado entre las
posiciones.

Definicién 2.3.5. Sea d; la diferencia entre el orden de xz; y el orden de
yi , sea D = Y1  d? entonces la correlacion Spearman discreta entre las
variables aleatorias (X, Xs) es:

6D

S
4 n(n? —1)

8Si dos o0 mas observaciones son iguales entonces cada una recibe el orden promedio.
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La correlacion Spearman de dos variables aleatorias X5 y X5 es una mé-
trica de concordancia. Debido a que la copula de las variables aleatorias X,
y Xs captura toda la estrucutura de dependencia entre X; y X5, resulta na-
tural que exista una relacion entre la copula y la correlacion Spearman de
dos variables aleatorias X; y X,. En efecto uno podria definir analiticamente
a la correlacion Spearman de la siguiente manera:

Definiciéon 2.3.6. Sea C'la copula de X; y X, entonces la correlacion Spear-
man es igual a:

1 1 1 1
= 12/ / C'(uy, ug)duydus — 3 = 12/ / [C'(uq, ug) — uyug|duydus.
0o Jo o Jo

Intuitivamente la definicién anterior permite visualizar a la correlacion
Spearman como el drea promedio entre la copula de X; y X, y la copula
de dos variables aleatorias independientes. Existe tambien una relacion entre
la correlacion Spearman y la correlacion Pearson. En efecto una definicion
alternativa de la correlacion Pearson es la siguiente:

Definiciéon 2.3.7. Si X; y X, son dos variables aleatorias con distribuciones
marginales F'(X;) y G(X3) la correlacion Spearman de las variables aleatorias
X1 v X5 se define como:

v = p(F(X1), G(Xy)).

donde p denota la correlacion Pearson de dos variables aleatorias.



Capitulo 3

Entropia y CIMDO

Uno de los elementos mas importantes en nuestra metodologia para me-
dir la importancia sistémica es la distribuciéon multivariada de pérdidas del
sistema financiero. Desafortunadamente para la mayoria de los casos, (por
ejemplo el caso de un regulador financiero) no existe informacion suficiente
que nos permita una completa caracterizacion de la misma. Se han desarro-
llado métodos que nos permiten modelar la distribuciéon de pérdidas en los
cuales se hacen ciertas suposiciones paramétricas para tratar de resolver el
problema de la falta de informacion. Adn asi la propia calibracion de estos
modelos requieren de informacion que por lo general no existe o no esta dispo-
nible para todo piblico (como es el caso de México). La falta de informacion
hace imposible la correcta calibracion de los modelos paramétricos; por lo
tanto las distribuciones resultantes podrian no ser consistentes con el ver-
dadero proceso generador de datos. Como consecuencia se podrian realizar
inferencias estadisticas e interpretaciones econémicas incorrectas. El enfoque
de la teoria de la probabilidad propuesta por E.T. Jaynes [1] nos proporciona
una metodologia sistematica de inferencia ad-hoc para el problema que tene-
mos en nuestras manos. El objetivo del presente capitulo es el de desarrollar
desde el principio y en un contexto general el método de inferencia conocido
como «El Principio de Minima Entropia Cruzada» con la intencién de que al
final de dicho desarrollo se pueda ver que CIMDO, que es la metodologia sis-
temaética de inferencia que utilizaremos no es mas que una simple aplicacion
del principio de minima entropia cruzada al caso del problema de inferencia
de la distribucion de pérdidas del sistema financiero que pretendemos resol-
ver. Mas atin basados de nuevo en el desarrollo del marco metodolégico de
inferencia en el cual estd basado CIMDO, pretendemos mostrar al lector que

31
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CIMDO recupera las distribuciones de manera robusta a pesar de la falta de
informacion que existe en la mayoria de los casos. En las secciones 3.1, 3.2,
3.3 v 3.4 se presentan con detalle tanto el enfoque de inferencia en el cual
nos estamos basando como la implementaciéon matemética de dicho enfoque.
Finalmente en las secciones 3.5 y 3.6, se expone con detalle CIMDO como
una aplicacion de la teoria expuesta en las secciones anteriores.

3.1. La Teoria de la Probabilidad: Una Exten-
sion de la Logica

La teoria de la probabilidad propuesta principalmente por E. T. Jaynes
surgi6é con su interés en el trabajo de Harold Jeffreys y el descubrimiento
de los trabajos de R.T. Cox, Shannon y Poélya. George Polya en su tra-
bajo «Mathematics and Plausible Reasoning» desmenuz6 nuestro «sentido
comuny intuitivo en un conjunto de axiomas elementales y demostré que los
matematicos los habian estado utilizando desde las primeras fases del des-
cubrimiento, las cuales necesariamente preceden el encuentro de una prueba
rigurosa. Los resultados fueron muy parecidos a los de James Bernoulli en su
trabajo «Art of Conjecture», desarrollados analiticamente por Laplace en el
siglo XVIII; pero Polya pensaba que la semejanza era solamente cualitativa.
Afortunadamente, los teoremas de consistencia de R.T. Cox fueron suficien-
tes para atar cabos; cuando uno les anadia las condiciones cualitativas de
Polya el resultado fue una prueba de que, si los niveles de plausibilidad se
representaran con nimeros reales entonces existe un dnico conjunto de re-
glas cuantitativas para realizar inferencias. Los resultados finales no fueron
mas que las reglas estandares de la teoria de la probabilidad ya dadas por
Daniel Bernoulli y Laplace; entonces ;Por qué tanta faramalla? La nueva e
importante diferencia es que ahora estas reglas fueron vistas como los tni-
cos principios validos de la logica en general, sin hacer referencia a términos
como «aleatoriedad» o «variable aleatoria» y haciendo asi su rango de apli-
cacion sumamente més amplio que lo que habia sido supuesto en la teoria de
la probabilidad convencional. Como resultado, la imaginaria distincion entre
la «teoria de la probabilidad» y la «inferencia estadistica» desaparece, y el
nuevo campo consigue no solo unidad logica y simplicidad, consigue también
un mayor poder técnico y flexibilidad en las aplicaciones.

Después de muchos anos de experiencias en las aplicaciones a los cientos
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de problemas de la vida real, la nueva visiéon de la teoria de la probabilidad
evolucion6 hasta convertirse en algo un tanto complejo, el cual ya no se po-
dia describir con términos tan simplistas como «pro-esto» o «anti-lo otro».
Por ejemplo, el nuevo sistema de probabilidad no podria ser mas distinto
que el de Kolmogorov en estilo, filosofia y propodsito. Lo que ahora se cono-
ce como enteramente la otra mitad de la teoria de la probabilidad como se
requiere en las aplicaciones mas recientes ! -los principios de asignacion de
probabilidades mediante el analisis 16gico de informacién incompleta- no esté
presente en el sistema de Kolmogorov. A pesar del hecho anterior, la teoria
nueva se encuentra para la sorpresa incluso de Jaynes, de acuerdo con el sis-
tema de Kolmogorov y en desacuerdo con sus criticos en practicamente todas
las cuestiones técnicas. Como podria verse en [1], cada uno de sus axiomas
resultan ser, para todo propoésito practico, derivables de los axiomas Polya-
Cox de consistencia y raciocinio. En corto el nuevo sistema de probabilidad,
no contradice al de Kolmogorov sino que busca unos cimientos l6gicos mas
profundos los cuales permiten su extension a las direcciones requeridas por
las aplicaciones en los tiempos modernos. En los problemas de la vida real
ninguno de los dos métodos, ni el frecuentista ni el bayesiano son universa-
lemente aplicables. En este sentido, el nuevo sistema pretende visualizar las
cosas de manera més amplia. El nuevo tema es simplemente «la teoria de la
probabilidad como una extension de la logica». La nueva percepcion consiste
en entender que las reglas matematicas de la probabilidad no son meramente
reglas para calcular frecuencias de «variables aleatoriasy; sino que también
son las unicas reglas consistentes para realizar inferencias de cualquier tipo,
y las aplicaremos en su generalidad total con ese fin.

Es cierto que todas las cuentas «Bayesianas» estan incluidas automatica-
mente como casos particulares de las reglas; pero en este sentido, también lo
estan las cuentas frecuentistas. No obstante, las nuevas reglas bésicas son mas
amplias que cualquiera de las otras dos y en muchas ocasiones las cuentas que
surgen con la teoria nueva no pertenecen a ninguna categoria. Para explicar
la situacién como esta vista en el presente diremos lo siguiente: los méto-
dos frecuentistas tradicionales, solamente utilizan distribuciones muestrales,
que son utiles en varios problemas particularmente simples e idealizados, sin
embargo, dichos problemas solamente representan los casos mas naturales
(notorios) en la teorfa de la probabilidad, porque presuponen condiciones
(repeticiones independientes de un «fen6nemo aleatorio» pero sin ningin ti-

LComo CIMDO.
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po de informacion «a-priori».) los cuales ocurren pocas veces en la vida real.
En este sentido, el enfoque anterior resulta inadecuado para las recientes ne-
cesidades de la ciencia. Mas ain los métodos frecuentistas no proporcionan
maneras para incorporar informacion «a-priori».

Todos estos defectos se corrigen con el uso de los métodos bayesianos, pe-
ro antes que alguno de estos dos metodos pueda ser usado es necesario que el
problema en mano sea desarrollado més all4 de la «fase exploratoria» al pun-
to en el que tiene la suficiente estructura para determinar todo el aparato
requerido (un modelo, espacio muestra, espacios de hipotesis, probabilida-
des a-priori, distribuciones muestrales). Casi todos los problemas cientificos
pasan por la fase exploratoria inicial en el cual no hay necesidad de hacer
inferencia; pero las suposiciones frecuentistas no son vélidas y el aparato
bayesiano atin no estd disponible. En efecto, algunos problemas nunca evo-
lucionan al grado de pasar la fase exploratoria. Los problemas a este nivel
piden métodos més primitivos de asignaciéon de probabilidades directamen-
te de la informacion parcial. Para este fin, el Principio de Maxima Entropia
posee hasta el momento la justificacion tedrica mas clara y es la mas desarro-
llada computacionalmente con un aparato analitico tan poderoso y versatil
que el bayesiano. Para aplicarlo necesitamos definir un espacio muestra pero
no necesitamos definir una distribuciéon muestral ni un modelo. En efecto, la
maximizacion de la entropia nos crea un modelo directamente de la informa-
cion, el cual ha probado ser el 6ptimo bajo tantos criterios que resulta dificil
imaginarnos circunstancias mediante las cuales uno no quisiera usarlo en un
problema donde tenemos un espacio muestra pero no un modelo.

Los métodos bayesianos y el de méxima entropia difieren en otro aspec-
to. Ambos procedimientos devuelven inferencias 6ptimas de la informacion,
pero nosotros podemos escoger un modelo para el analisis bayesiano, esto
consiste en expresar una cierta cantidad de conocimiento sobre el fen6meno
en observacién en alguna hipotesis. Usualmente estas hipotesis se extienden
més alla de lo directamente observable en la informacion disponible y en este
sentido podriamos decir que los métodos bayesianos son o al menos podrian
ser especulativos. Si las hipotesis extras resultan ser ciertas entonces espera-
riamos que los resultados bayesianos mejoraran los de la maxima entropia; si
resultan ser falsos los resultados bayesianos muy probablemente seran peores.

Por otro lado, el principio de maxima entropia es un procedimiento no es-
peculativo, en el sentido que no invoca ninguna hipotesis mas alla del espacio
muestra y la evidencia existente en la informacion. Consecuentemente predi-
ce solamente hechos observables en vez de valores de parametros, los cuales



3.2. ENTROPIA 35

podrian existir solamente en nuestra imaginacion. Es precisamente por esta
razéon que el principio de maxima entropia es la herramienta més apropiada
(segura) cuando existe muy poca inforamacion mas alla de la informacion pu-
ra; nos protege ante la posibilidad de llegar a conclusiones no soportadas por
la informacion existente. CIMDO se basa en el principio de maxima entropia
para realizar la inferencia de la distribucion de pérdidas del sistema financie-
ro. No es dificil ver que el problema de hacer dicha inferencia resulta ad-hoc
para aplicar maxima entropia. L.a inica informacién en la que nos podemos
apoyar es en las probabilidades de distress ? de cada institucion financiera, y
es justamente dicha informacion la que utilizaremos para formular CIMDO.

3.2. Entropia

3.2.1. Bayesionismo Objetivo

Como se mencion6 en la seccién anterior, el proceso de asignacion de
una distribuciéon de probabilidad a un fenémeno aleatorio representa me-
ramente la otra mitad de la teoria de la probabilidad de la concepcién de
Jaynes. Ninguno de los métodos frecuentistas o bayesianos proporcionan una
solucion completa a este problema. Cada uno de los métodos funciona per-
fectamente para ciertos tipos de problemas de inferencia muy particulares.
Los métodos frcuentistas solo aplican cuando podemos repetir un evento una
infinidad de veces. Los métodos bayesianos funcionan cuando existe informa-
cion a-priori suficiente como para poder hacer hipotesis iniciales correctas sin
utilizar nada méas que los datos disponibles. El Principio de Maxima Entro-
pia fue propuesto por Jaynes para generar distribuciones de probabilidad de
forma sistemética y objetiva para el caso (o mas bien especialmente para el
caso) en que tenemos muy poca informacién mas alla de los datos mismos. Se
puede describir de la siguiente manera: de entre todas aquellas distribuciones
de probabilidad compatibles con cierta clase de informacion, escoger la que
conlleve a una mayor incertidumbre. Desde luego la ambigiiedad que falta
resolver en la descripcion anterior es nuestra definiciéon de incertidumbre de
una distribucién de probabilidad, es decir, la entropia de una distribucién.
Con el fin de fijar ideas hablaremos un poco sobre las ideas expuestas en la
seccion pero puestas en términos de probabilidades. La postura expuesta an-
teriormente considera a la probabilidad como una medida de «plausibilidad»

2Por «distress» nos referimos a un estado de mala salud.
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que le deberfamos otorgar a cierta proposicion A, dada cierta informacion
previa [I:

P(A/I).

En otras palabras, P(A/I) corresponde a un estado del conocimiento, al
estado de la informacién que poseemos sobre A dado 1. Esta definicion es
completamente objetiva, en el sentido de que dos personas que posean exac-
tamente la misma informacion previa I, deberian otorgarle exactamente la
misma plausibilidad a A. Hay que notar dos cosas: a) La probabilidad se apli-
ca a proposiciones, y no a conjuntos (aunque por supuesto estas proposiciones
pueden referirse a conjuntos) y b) la probabilidad condicional no se define en
términos de un objeto mas simple sino que ellas mismas son los elementos
fundamentales de la teoria. Ahora bien, si la probabilidad condicional no se
define en términos de algo més, entonces, ;como se supone que le vamos a
asignar valores numéricos en situaciones concretas? Hay dos posibilidades:
o bien la expresion se puede descomponer (usando las reglas basicas de la
suma y el producto) en expresiones presumiblemente méas simples, o bien
tenemos una proposicion que podriamos llamar «atémicay. El segundo caso
es justamente el que proporciona el nexo con la realidad, pues aqui debemos
entrar en consideraciones logicas que tengan que ver con el problema a tratar.
Pues bien, el principio de maxima entropia nos proporciona justamente un
principio para asignar valores numéricos a las probabilidades de estas pro-
posiciones atémicas. Hay que senalar que no se hace la afirmacion de que
éste sea el dnico principio valido en todas las situaciones; el propio Jaynes
comenta que este problema, el de encontrar asignaciones tinicas de proba-
bilidad dada cierta informacion previa, representa una buena parte faltante
(«la otra mitads) de la teoria de la probabilidad, y que conforme se vayan
descubriendo (o inventando) nuevos principios se ira extendiendo el dominio
de aplicacién de la probabilidad a nuevas esferas de la realidad.

3.2.2. Derivaciones de la Entropia

Nos damos a la tarea de definir la entropia de una distribuciéon de pro-
babilidad. El concepto de entropia se puede derivar de distintas formas y
basandose en diversos principios. Fue nuestro caso que después de haber di-
gerido las tres derivaciones, alguna le parecid6 mas «intuitiva» que las otras.
Desde luego que esto es cuestion de gustos y es en este sentido que decidimos
presentar tres posibles derivaciones del concepto de entropia con el fin de
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dejar al juicio del lector su «derivacion favoritay.

La Derivacion de Shannon

Claude E. Shannon se pregunta si es posible definir una cantidad que
mida, en algin sentido, la cantidad de informaciéon que es producida por
un proceso de Markov. Especificamente, supongamos que tenemos ciertos
eventos con probabilidades de ocurrencia py, ..., p, conocidas. ; Podemos en-
contrar una medida de qué tanta «eleccidony» estd involucrada en la seleccion
de un evento, o de qué tan incierto estemos del resultado? Si existiera una
medida consistente de la «cantidad de incertidumbre» para distribuciones de
probabilidad discretas, entonces, tendria que satisfacer las siguientes condi-
ciones:

1. Asumiremos que existe una medida numeérica H,(p1, ps, ..., pn) que re-
presente la cantidad de incertidumbre de la distribucién, es decir, existe
una asociacion entre la cantidad de incertidumbre y los reales.

2. Asumiremos continuidad: H,, es una funcion continua de las p;.

3. Intuitivamente queda claro que mientras mas posibilidades existan en
una distribucion de probabilidad hay mayor cantidad de incertidumbre,
ésta intuicion la traduciremos matematicamente a que:

h(n) = H, (l L 1)

b )
n'n n
es una funciéon monotona creciente de n.

4. Necesitamos que H,, sea consistente, en el sentido que si existen méas de
una manera de calcular H,, entonces cada camino nos lleva al mismo
resultado.

Utilicemos las condiciones anteriores para determinar la funciéon H,,. Supon-
gamos que tenemos una distribucién de probabilidad que le asigna probabi-
lidades p1, pa2, p3 a los eventos A, Ay, As. Un posible camino para calcular
Hj3 (p1, pa, p3) es el siguiente:

Primero decidamos que si el evento A; resultd ser cierto o no, esta deci-
sién nos cuesta una cantidad de incertidumbre de Hs (p1, p2 + p3). Luego con
probabilidad ps + p3 el evento A; no es cierto llevindonos a tener que decidir
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entre los eventos As y Az, lo cual nos cuesta una cantidad de incertidumbre

de Hy [ 22—, B ) ¢l andlisis anterior nos lleva a la siguiente ecuacion:
p2+p3’ p2+p3

P2 P
Hs (p1,p2,p3) = Ha (p1,q) + qHo (ia 53) ) (3.1)

donde ¢ = ps + p3. Es importante notar que en realidad estamos tratando
de determinar las funciones H,, para toda n en los naturales y que ademas
en la ecuacién anterior, supusimos que las H,, son aditivas, condicién que
deberiamos anadir a la lista anterior de condiciones para las H,,.

Supongamos que ahora tenemos A;, As,..., A, eventos mutuamente exclu-
yentes a las cuales le asignamos la distribucion de probabilidad (py, ps, ..., Pn)-
Agrupemos los eventos en k grupos de longitud a; para 1 < i < k, 3 de tal
forma que el primer grupo tenga los primeros a; eventos con probabilidad
total wy, el segundo grupo tenga los siguientes a, eventos con probabilidad
total ws y asi sucesivamente. La cantidad de incertidumbre de las propo-
siciones compuestas es H(wi, ws, ..., wy). Luego damos las probabilidades
condicionales (py /w1, ..., pa, /wi) para las proposiciones (A1, ..., A, ), dado
que la proposicién compuesta es cierta. La incertidumbre adicional, obtenida
con probabilidad wy, es H(p;/wy,. .., pas, /w1). Llevando a cabo este proceso
para las proposiciones (AMH, . ,Aarﬂ) para todas las 1 < r < k llegamos
finalmente al mismo estado de conocimiento que si nos dieran las (py, ..., p,)
directamente; la consistencia requiere que estos céalculos nos arrojen la mis-
ma incertidumbre, sin importar como se hayan agrupado las posibilidades.
Entonces tenemos la ecuaciéon de Shannon que dice lo siguiente:

H (p1,p2, s 0n) = H (w1, wa, ..., w,) + wiH (E, Zi)

w1 7 w1

+owoH (pal“,...,pm*”) (3.2)
Wa Wao

+ ..

que es el caso general de la ecuacion funcional en la ecuacion (3.1). Por

ejemplo:
111 11 1 21
H A’ o) =H a’a +_H 5795 |
2°'3°6 2°2 2 33

3Obviamente a; + as + ... + ar = n.
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Por la continiudad de H basta determinar los valores que toma H en los

racionales de la forma: n
(A

pi = S n,
Pero entonces la ecuacion (3.2) expresa estos valores de H en términos de
los valores de h(n) = H (1/n,1/n,...,1/n) los cuales miden la cantidad de
incertidumbre para el caso de tener n alternativas equiprobables. Ya que

podemos ver la eleccion de los eventos (Aj, As, ... A,) como el primer paso en
la eleccion de uno de las:

n
>
i=1

alternativas de igual probabilidad. Luego el segundo paso es la eleccion entre
n; posibilidades de igual probabilidad. Por ejemplo, con n = 3, podriamos
escoger ny = 3, ng = 4, ng = 2. Para este caso la ecuacion (3.2) nos da:

ho) = H (g g S) + gh(i’)) + gh(4) + Sh(Q).

Para una eleccion en general de las n;, la ecuacion (3.2) se convierte en:

h (Zm) :h(phpZ;-'-apn)+Zpih(ni)' (3.3)

Si suponemos que todos los n; = m entonces la ecuacion anterior se reduce
a:
h(mn) = h(m) + h(n), (3.4)

la cual tiene como solucion:
h(n) = K log(n),

donde K es una constante. ; Pero sera ésta la tnica solucion? Las técnicas
estandar de calculo no son aplicables en este caso. En realidad ver que existen
una infinidad de soluciones para la ecuacion (3.4) se vuelve un divertido
ejercicio de teoria de nimeros. Basta con ver que como todo entero N se puede
expresar de manera tinica como producto de primos, entonces por la ecuaciéon
(3.4) tenemos que h(N) se puede expresar como ), m;h(g;) donde ¢; son los
primos y m; son los exponentes no negativos correspondientes a los primos en
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la descomposicion de N. Al definir los valores de h(g;) arbitrariamente para
todos los primos ¢; tenemos una solucion a la ecuacion (3.4). Para obtener
una solucion tnica para h(n) necesitamos la condicion 3, el hecho que h(n)
es una funciéon mondétona creciente de n. Para ver esto, notar primero que
(3.4) se puede extender por induccion a:

h(nmr...) = h(n) + h(m) + h(r)+ ...,
e igualando los factores de la extension al orden k nos da:
h (n*) = kh(n). (3.5)

Ahora sean t y s dos enteros cualesquiera no menores que dos. Entonces
para toda n arbritrariamente grande, existe un entero m tal que:

log(t) . m +1

s < < g (3.6)

Como h es mono6tona creciente tenemos que h (s™) < h (") < h(s™'1).
O mas bien de (3.5) tenemos que:

mh(s) < nh(t) < (m+ 1)h(s), (3.7)

lo cual se puede escribir como :

ECRRCCIP N O RRCND
h(s) log(s)| — n log(t) log(s)| =
donde

__h(s)

~ nlog(t)

es arbitrariamente pequeno. Luego entoncs mhg(;_g) es una constante y queda

probada la unicidad de h(n). Ahora los distintos valores de K solamente
cambian la base sobre la cual se esta tomando el logaritmo, por lo que po-
driamos sin pérdida de generalidad tomar h(n) = log(n). Sustituyendo esto
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en la ecuacion (3.3) tenemos que la unica funcion que satisface las condicio-
nes impuestas por nosotros sobre una medida razonable de la cantidad de
incertidumbre es:

H (p1,pa, -, pn) = — Y pilog (ps) - (3.8)
i=1
Aceptando esta interpretacion, se sigue que la distribucion (py, ..., p,) que

maximiza a la expresion (3.8), sujeta a las restricciones impuestas por la
informacion disponible, representara nuestra descripcion mas honesta acerca
de lo que nosotros sabemos sobre las proposiciones (A, ..., A,). La tnica
ambigiiedad es que tenemos la opcion de tomar el logaritmo sobre la base
que queramos, correspondiente a una constante que multiplica a H. Esto, por
supueso, no tiene ningun efecto sobre los valores (py, ..., p,) que maximizan

H.

I:I 1 1 1 1 1 | 1 | 1
1] 0.1 02 03 04 05 0B 07 08 085 1

Figura 3.1: Entropfa de una distribucion Bernoulli(p).
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La Derivacion de Wallis

Supongamos que nos es dada cierta informacion 7, la cual vamos a utili-
zar para asignar probabilidades {p1,...pn} a m distintas posibilidades. Por
otra parte, al hacer esta asignacion queremos utilizar inicamente la informa-
cion I y las reglas de la probabilidad. Procederemos de la siguiente formas:
Escojamos un entero n mucho mayor que m, y supongamos que tenemos n
pequenias «unidades» de probabilidad, de magnitud 1/n, que podemos dis-
tribuir como mejor nos parezca entre las m posibilidades. Esta asignacion
se puede representar por medio de un pequeno juego: tenemos m cajas y n
canicas; la idea es arrojar al azar las canicas. Para prevenir cualquier sesgo
de parte del que tira las canicas, podemos pensar que utilizamos un grupo
de monos, o bien podriamos tirarlas nosotros mismos con los ojos vendados.
Después de tirar toda las canicas, contamos cuantas han caido en cada caja.
Diremos que el experimento ha generado la distribuciéon de probabilidades:

donde n; representa el nimero de canicas en la i-ésima caja *. La probabilidad
de que caigan exactamente n; canicas en la primera caja, ny en la segunda,
etc. se puede calcular con la distribucién multinomial:

m_”#. (3.9)
nyl- e ny,!
Cada vez que realizamos el experimento, examinamos la asignacion de pro-
babilidades. Si es compatible con la informacion I, la aceptamos, en caso
contrario la rechazamos y repetimos el experimento. Continuamos de esta
forma hasta obtener una distribucién compatible con I.
Ahora bien, ;Qué distribucién podemos esperar obtener de este juego?
En ausencia de restricciones, y dado que cada canica tiene la misma pro-
babilidad de terminar en cualquiera de las m cajas, es natural suponer que
la distribucién mas probable es la uniforme.
En general (i.e. cuando tenemos restricciones ), la distribucion resultante
tendria que ser aquella que maximice (3.9), y que por lo tanto maximice:

W n!

nyl---n,!
! !

“Claramente Y. | n; = n.
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sujeta a las restricciones que nos imponga [.

Podemos refinar este procedimiento, escogiendo una cantidad mayor de
canicas n de un tamano cada vez mas chico. Utilicemos la aproximaciéon de
Stirling:

1 1
1) ~ 4y — .
log(n!) =~ nlog(n) — n + V2mn + o +o (nZ)

Tomando el logaritmo y dividiendo entre n tenemos
LiogW) = L|nlog(n) —n+vamn+ — +o~
—lo = —|nlog(n) —n ™m+—+o|—
n & n & 12n n?
1 1
_ Z (n, log(n;) — n; + /27mn; on (n_?)) ]

%

_ {nlog Zmlog n} l{\/ﬁ (*/__Z‘/n_ﬂ
HR-sihe) -2l

Tomando limite cuando n — oo, n; — oo de tal manera que ™ — p;
donde p; es constante para toda ¢ tenemos que %log(W) — >, pilogp;.

Desde un punto de vista conceptual, la derivacion de Wallis es bastan-
te atractiva. Es enteramente independiente de las ecuaciones funcionales de
Shannon (3.2); no requiere de ningiin postulado acerca de las conexiones entre
la probabilidad y la frecuencia; ni presupone que las distintas posibilidades
{1,2,...,m} son ellas mismas resultado de algtin experimento aleatorio re-
petible, méas atn, nos lleva automéaticamente a la prescripcion de que hay que
maximizar H (y no tratarlo de otra manera).

3.3. El Principio de Maxima Entropia

3.3.1. Planteamiento de la Metodologia

Supongamos que una variable x puede tomar n diferentes valores discretos
(x1,...,2,), los cuales corresponden a las proposiciones (A1, Aa, ..., Ay); y
que hay m funciones distintas de z,

fk(x)a 1§k§m7
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que deseamos tengan esperanzas:

Elfu(x)] = F, 1<k<m, (3.10)

donde los {F}} son ntimeros dados en el planteamiento del problema 5.

. Qué probabilidades (p1, . . ., p,) asignaremos a las posibilidades (z1, ..., 2,)?
Tendremos que

Fy = E[fk($)] = Zpifk(l'i)a

y para encontrar el conjunto de las p;’s que maximizan la entropia sujeto
a todas las restricciones simultaneamente, introduciremos los multiplicadores
de Lagrange necesarios:

0 [H—(X—1) Zpi - Z)‘j Zpifj(xi)] = Z [gfl —(Ao—1) - Z/\jfj(l“i) opi-

7 7

Como
OH ] ]
= —(O0 P —
A, gp
nuestra solucion es la siguiente:
j=1

La suma de las probabilidades tiene que ser uno, asi que:

1= Zpi = exp{—/\o}Zexp{—Z/\jfj(xi)} : (3.12)

Si definimos ahora la siguiente funcién:

Z()\l,...,/\m)EZexp{Z)\jfj(xi)}, (3.13)

entonces la ecuacion (3.12) se reduce a:

®Las ecuaciones en (3.10) encapsulan la informacién previa que tenemos.
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Ao =10gZ (A1, ..., Am).

El valor esperado F}, tiene que ser igual a la esperanza de f(x) sobre la
distribucién de probabilidad, es decir:

Fy = exp{=Xo} Y _ fu(wi)exp {— Ry (xi)} )
i j=1
o utilizando la ecuacion (3.13)

QlogZ (M-, M)

F pr—
k Ok

(3.14)

El valor maximo de la entropia es:

Hmam = [_ szlo.gpl] )
i=1 "

ax

y de la ecuacion (3.11) tenemos que:

Hypaw = Xo+ Y _ N F).

=1

Ahora estos resultados abren camino a tantas nuevas aplicaciones que es
importante tener una prueba lo més rigurosa posible. Pero resolver un proble-
ma de maximizacién por métodos variacionales, como acabamos de hacer, no
es 100 % riguroso. Nuestro argumento de multiplicadores de Lagrange tiene
la atractiva particularidad que nos da la respuesta instantaneamente. Tiene
la mala particularidad que una vez que la hicimos, no estamos del todo segu-
ros que el resultado es en realidad la solucion. Ahora daremos una derivacion
totalmente diferente que es fuerte justo donde el argumento variacional es
débil. Para esto necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.3.1. Sean {p;}, cualquier conjunto de nimeros que podrian repre-
sentar una posible distribucion de probabilidad, es decir,

ipi =1 pi >0
i—1
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y sean {u;} otra posible distribucion de probabilidad de nuevo tal que

=1

Entonces tenemos que

- 1
H(p17p27 e apn) S szloy (u_)
i=1 ¢

con tgualdad st y solo st p; = u;, 1=1,...,n.
Demostraciéon: Tenemos que,
loglx) < (xr—1), 0<z<

con igualdad si y solo si x=1. Entonces

B (2) < En 31 =

Entonces tenemos que

- ZPJOQI% < ZPJOQ (ui) .
i=1 i=1 v
Q.E.D.

Ahora nos inventamos una distribucion u; «de la naday:

u; = ﬁexp{ Z/\ [z }, (3.15)

donde Z(Ay,..., \,) estd definida en la ecuacion (3.13). Sin importar en
este momento el por qué de la distribucion anterior, aplicando el lema (3.3.1)
tenemos que:

Hézn:pi

=1

logZ (A1, ..., \m) + Z )\jfj(xi)] )
=1
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o equivalentemente

H <logZ(M,.. ., Am) + i NE [fi(z)] (3.16)

J=1

Ahora dejamos que las p; varien sobre la clase de distribuciones de pro-
babilidad que satisfacen las restricciones en (3.10). El lado derecho de la
ecuacion (3.16) se mantiene constante. Nuestro lema nos dice que H obtiene
su maximo en H,,,., haciendo a la desigualdad en (3.16) una igualdad si y
solo si las p; se escogen como la distribucion de pérdidas definida en (3.15).

Esta es nuestra prueba rigurosa, la cual es independiente de cualquier cosa
que nos podria pasar si tratamos de probarlo mediante métodos variacionales.
Este argumento es como podemos ver, fuerte en donde el método variacional
es débil. Por otro lado este argumento es débil justo en donde el método
variacional es fuerte, porque tuvimos que sacar la respuesta practicamente
de la nada en (3.15). Teniamos que saber la respuesta antes de probarla. Si
tuviéramos ambos argumentos en nuestras manos, entonces tendriamos toda
la historia.

3.3.2. Una Propiedad de las Distribuciones que Maxi-
mizan la Entropia

El méaximo valor posible para H al fijar los valores de las esperanzas en
(3.10) depende, por supuesto de los valores esperados que fijamos,

Hyao = S(Fy,.. . F) =1logZ (M, .. An) + Y M (3.17)
k=1

Podemos ver a H como una medida de «la cantidad de incertidumbre» para
cualquier distribuciéon de probabilidad. Una vez que la hayamos maximiza-
do, se convierte en una funcién de los datos del problema {F;}, y llamaremos
a este maximo S(F} ..., F,,). Sigue siendo una medida de «incertidumbre»
pero es incertidumbre cuando toda la informacién que tenemos consiste en
solamente estos nimeros. Es completamente «objetiva» en el sentido que so-
lamente depende de los datos del problema, y para nada en la personalidad
o los deseos de alguien. Si S ha de ser una funcion solamente de (£, ..., F,,)
, entonces en (3.17) los Z(A1,...,\,) necesariamente tienen que ser vistos
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como funciones de (F1,. .., Fy,). Al principio, las A;’s no eran més que mul-
tiplicadores de Lagrange no especificados, pero eventualmente quisiéramos
saber qué son.

Si escogiéramos distintas A;’s, estarfamos escribiendo diferentes distri-
buciones de probabilidad en (3.15), y vimos en la ecuacion (3.14) que las

esperanzas sobre estas distribuciones concuerdan con los valores esperados
Fk Si:

_GlogZ()\l, cey Am)
O

F, = . k=1,2,...,m. (3.18)

Las ecuaciones en (3.18) son un conjunto de m ecuaciones no-lineales
simultaneas, las cuales necesitan ser resueltas para las \;’s en términos de
las F}. Por lo general , en un problema no trivial, no es practico resolver para
las \;’s explicitamente. Dejamos las A\;’s como estén, expresando las cosas de
forma paramétrica. Sin embargo, si podemos evaluar la funcion S(Fy, ..., F,)
explicitamente, entonces podemos expresar las \,’s como funciones explicitas
de las {F}} como sigue: Supongamos que realizamos un pequeno cambio en
una de las Fj. ;De qué manera cambia esto el maximo obtenible para H?
Tenemos de la ecuacion (3.17) que:

OS(F1, ..., Fn) <= [0logZ(Miy .. Am)] [0N NE)Y
= — 4+ A
oF, ; { y o |t 2t
el cual gracias a (3.18) se colapsa en:
OS(F,...,Fy)
A = 1
‘ oF, (3.19)

en el cual la A\, se da explicitamente.

Comparemos las ecuaciones (3.19) con (3.18), una nos da Fj explicita-
mente de las )\, la otra nos da las A\, explicitamente en términos de las
F}.. Especificando logZ(Aq, ..., Am) 0 S(A1, ..., Ap) es equivalente en el sen-
tido que cada una nos da toda la informaciéon acerca de la distribuciéon de
probabilidad.
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3.4. El Principio de Minima Entropia Cruzada

3.4.1. Planteamiento de la Metodologia

Una extension al razonamiento de Jaynes es el principio de minima entro-
pia cruzada desarrolado por Kullback [19]. En esta generalizacion del prin-
cipio de méxima entropia, se asume que en adiciéon a la informacién propor-
cionada por los datos en forma de esperanzas, existe una nocién intuitiva
acerca de la forma de la distribucién a-posteriori, el cual se puede expresar
como una distribucion a-priori q. En contraste al principio de maxima entro-
pia y su metodologia, el objetivo ahora serd minimizar la entropia cruzada
entre la distribucién a-posteriori p y la a-priori ¢. La funciéon objetivo del
problema de optimizacion, es decir, la entropia cruzada de dos distribuciones

p=A{p,p2 - ,ontya={q,q,...,q} se define como sigue:
o Di
Clp.q) =) piln {ﬂ , (3.20)
i=1 v

el principio de minima entropia cruzada propone seleccionar la distribucion
a-posteriori que minimiza la funcién objetivo sujeto a las restricciones:

Zpifk(xi):Fk Yy Zpizl para 1<k<m<n.
i=1

=1

Consecuentemente, el vector de probabilidad p se puede recuperar mini-
mizando el siguiente lagrangiano:

L:Zpiln[%l—l—Z)\k 1-2]%],
i=1 v k=1 i=1

donde las A\, y p representan los multiplicadores de lagrange. Uilizando el
método de multiplicadores de Lagrange, la solucion 6ptima del problema de
entropia cruzada es:

-~ q; U
pi = — exp A f.(:c,-)] . (3.21)
D i1 G XD Do, )‘kfk(xz):| [; o

+u

F, — Zpifk(xi)
k=1

La entropia H, presentada en la ecuaciéon (3.8), como vimos anteriormen-
te, se puede interpretar como una medida del nivel de incertidumbre en las
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distribuciones de probabilidad, la entropia H toma su méaximo cuando la dis-
tribucion se dispersa al méximo, el cual es el caso de la distribucion uniforme
en el rango de la distribucién. Vemos entonces que el principio de méaxima
entropia es un caso particular del principio de minima entropia cruzada en
el sentido que maximizar la entropia H sujeto a la informaciéon que propor-
cionan los datos disponibles es equivalente a minimizar la entropia cruzada
entre la distribucién a-posteriori y la distribucion uniforme en el rango de
las distribuciones en cuestion. Es decir, el principio de maxima entropia no
es mas que el principio de minima entropia cruzada en el caso en el que la
distribuciéon a-priori es la distribucién uniforme. Lo anterior se puede ver
también en como la ecuacion (3.21) se reduce a la ecuacion (3.11) cuando
q(z) es constante, es decir cuando ¢ es una distribucion uniforme.

El principio de minima entropia cruzada se puede plantear también en el
caso continuo de la siguiente manera:

La entropia cruzada para distribuciones continuas
guiente manera:

6 gse define de la si-

Clp. g = / / p(@, ) In [zgiy)} ddy, (3.22)

,Y)

se desea recuperar la distribucion a-posteriori p que minimice la funcién en
(3.22) sujeta a las m restricciones:

/ fel,)p(e, y) dedy = Fi g / pla,y) dedy = 1.

Consecuentemente podemos recuperar la distribucion continua p al mini-
mizar el siguiente lagrangiano:

Llp,q] = //p(x,y)lnp(x,y)da:dy—//p(a:,y)lnq(a;,y)dxdy
T Zi:)‘k {Fk—//fk(fﬁay)p(ﬂc,y) da:dy}

+ u[l—//p(%y)dl’dy},

donde las A\ v p representan los multiplicadores de Lagrange. Utilizando el

5Por simplicidad nos concentramos en el caso de R2.
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célculo de variaciones llegamos a que la soluciém 6ptima es '

1+u+2)\kfk(x,y)]}.

plx,y) = q(z,y) exp {—

3.4.2. Caracterizacion Axiomatica de la Entropia Cru-
zada: Caso Discreto

Para el principio de maxima entropia derivamos la entropia como una
medida del nivel de incertidumbre de una distribuciéon de probabilidad. Des-
de luego que la definicion de entropia cruzada en la ecuacion (3.20) no fue
«sacada de la manga». En esta seccién mostraremos una derivaciéon axioma-
tica de la funcién de entropia cruzada para el caso discreto muy al estilo de
Shannon, desarrollada por Arthur Hobson en [2].

Interpretacién Intuitiva de la Entropia Cruzada

Para realizar la derivacion de la expresion en (3.20), primero tenemos que
dar una interpretacion intuitiva acerca de lo que quisiéramos que la entropia
cruzada mida:

Consideremos un observador que estad interesado en algin experimento
con posibles resultados: zi, 29, ..., 2,, pero que no sabe el preciso resulta-
do z;. Supongamos que el «estado de conocimiento» inicial del observador
acerca del experimento se describe con las probabilidades a-priori p?, ..., pC.
Ahora, supongamos que a nuestro observador se le entrega un mensaje que
contiene nuevos datos acerca del resultado, y que el «estado de conocimien-
to» después de haber recibido el mensaje se describe con las probabilidades

posteriores pi,...,p,. Buscamos una expresiéon para medir la cantidad de
informacion I en el mensaje. La cantidad de informacion deberia ser una
funcion I(p1,...,pn; Y, ..., p°) de la distribucion a-priori y la a-posteriori.

Caracterizacion de la Entropia Cruzada

Hobson propuso los siguientes axiomas que deberia de cumplir [:

1. I es una funcién continua de sus 2n variables.

"Para mayor detalle ver el Apéndice A.
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. Para cualesquier par de distribuciones a-priori pY, ..., p® y a-posteriori

P1,---,Pn se cumple que para toda 1 < 7 < k < n se tiene que:

[<p17"'7pj7"'7pk7"'7pn;p(1)7"'7p?7"'7p27"'7p91) =
-[(pl)'"7pk7'"’pjv"‘7pn;p(1)7" '7p27"'7p‘(j)7"‘7p2)'

. I=0sip=p) para toda 1l <i <n.

. Para cualquier pareja de enteros n,nq tales que ng > n, la expresion

I(1/n,...;1/n,0,...,0;1/ng,...,1/ng) es una funciéon creciente de ny
y una decreciente de n.

. Sea S ={z,...,2,} el espacio de resultados del experimento en cues-
tion. Supongamos que S se divide en dos eventos Fy = {z1,...,2.} ¥
Ey = {z441,..., 2, }. Las probabilidades a-posteriori de estos eventos
son:

PE)=q=pi+...+p, PE)=@=p1+...+ps (3.23)
mientras que las probabilidades a-priori de F; y E5 son:
PUE)=¢ =p{+...+1), P(Ey)=q5=pl+...+p

Las probabilidades a-posteriori de las z;, dado que ocurri6 el evento E,

SOn:
v

P(zi|Ey) = 2—5 para toda 1<i<r. (3.24)
1
De igual manera:
P(z|Ey) = % paratoda 1<i<r (3.25)
Pz Ey) = z—g para toda 1<i<r. (3.26)
2

Ahora, la informacién acerca del resultado del experimento se puede dar
especificando las probabilidades py, ..., p, directamente o especificando
las probabilidades en (3.23) de los dos eventos E; y Fs, y luego dar
las probabilidades condicionales en (3.24), (3.25) y (3.26). Estas dos
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alternativas se muestran graficamente en las Figuras 3.2 y 3.3. Ahora
damos el siguiente axioma:

](pla <oy PryDraay - 7p’mp(1)7 s 7p87p9+17 s 7p91,)
=I(q1,q2; 47, 4) + el (pr/avs - e/ qu; D0/, - 2/ aY)
+QQI(pr+l/q27 s 7pn/q2;p2+1/qg> s 7p91/q(2))

A
e . f_EE_fm—* Zy
S .“‘fi::;l{‘ T
\\\ I
S~ ) P~ |
Sl ]
\“\.,
\\.Z

Figura 3.2: Alternativa 1

Intuitivamente los axiomas anteriores dicen lo siguiente:

1.

El axioma 1 dice que la informacién cambia solamente un poco cuando
las probabilidades se cambian también un poco.

El axioma 2 dice que la informacion no depende del orden en el que se
acomoden los posibles resultados z;.

El axioma 3 dice que no hay informacion obtenida si el mensaje no
cambia las probabilidades.

El axioma 4 dice que la cantidad de informacién es mayor cuando la
cantidad ng de posibilidades a-priori es mayor y/o la cantidad de pro-
babilidades a-posteriori es menor.

El axioma 5 dice que la cantidad de informacién en la alternativa, re-
presentada por la Figura 3.2, es igual a la cantidad de informacién en
la alternativa equivalente de la Figura 3.3, méas atn, que el lado derecho
de la igualdad en el axioma 5 es una expresion razonable para la can-
tidad de informacion en la alternativa equivalente de la Figura 3.3. La
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idea de este axioma es la suposicidon que la informacion obtenida en la
alternativa de la Figura 3.3, es la suma de la informacion (g1, ¢2; ¢, ¢9)
correspondiente al primer paso(es decir, correspondiente a cuél de los
eventos F; y E, ocurri6) més la informacion ponderada(por los pesos
E; y Es) del segundo paso. Esto suena bastante razonable si uno lo
analiza un rato; o minimo suena mas razonable que cualquier otra ex-
presion que represente la informacién obtenida en la alternativa de la
Figura 3.3.

/2, |

Figura 3.3: Alternativa 2

Tenemos ya la interpretacién que deseamos acerca de lo que quisiéramos
que nuestra funciéon [ satisfaciera. Utilizando esta intuiciéon postulamos al-
gunos axiomas las cuales nos quedan claro a-priori que I tiene que cumplir.
Utilizando estas propiedades caracterizamos nuestra medida de informaciéon
I, mediante el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. Sea I(py,...,pn; 0%, ..., 00) una funcion definida para cual-
quier par de distribuciones de probabilidad (py, . ..,pn) y (99, ..., p0) sobre un
espacio de probabilidad finito S = {z1,..., 2.}, y supongamos que I satisface
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las propiedades 1-5. Entonces tenemos que:

- Di

i=1 v
donde k es una constante positiva.

El teorema anterior dice que (3.27) es la tnica expresion que tiene las
propiedades deseables 1-5. El teorema de unicidad de Shannon para la ex-
presion:

H(p17p27"'7pn) = _Zpllnpla (328)
i=1

es similar al teorema de unicidad de arriba. Sin embargo, el teorema de
Shannon (y su prueba) es un tanto menos complicado que el presente teorema,
ya que (3.28) involucra solamente una distribucion de probabilidad, mientras
que (3.27) involucra dos distribuciones.

Primero probaremos que: &

(g1, o1, ---) = (g, Gn—2,Gn-1+ Qn; - - .) (3.29)
Qn—l Qn
+ (¢ +qn1< : )
( ! ) Qn—l + qTL Qn—l + Qn

Demostracion: Usando el axioma 5 con Q) = ¢q; + ... + ¢,_2, tenemos que:

(g1, qnsr) = I(Q7Qn—1+Qn;"'>+QI(%7-“7%222;"')

dn—1 dn
+ (g1 +an)] : ) 3.30
(q ' 4 ) (QHl + dn qn-1 + qn ( )

De nuevo utilizando el axioma 5 tenemos que:

I(q, 2y + ;) = Q-1+ qn;-) (3.31)

8Guiones que aparezacan a la derecha del punto y coma siempre significaran que las
variables a la derecha del punto y coma son idénticas a las que estan a la izquierda, nadamas
que con el superindice «0» anexado. Por ejemplo, I(py, p2;---) significa I(p1, p2;pY, pJ).
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y utilizando el axioma 3 tenemos que I(1;1) = 0. Combinando (3.30) y (3.31)
llegamos a (3.29). Q.E.D.
Ahora probaremos que:

I(plla"'7p1m7pn1a"'7pnm;”') = I(q177qn7) (332)

. Di1 Pim
i1 4i 4i

donde ¢; = pi1 + ... + Pim.

Demostracién: Del axioma 5 tenemos que (3.32) se vale para n = 2.
Procederemos por induccion. Supongamos que (3.32) se vale para n, tenemos
entonces que:

](plh ce sy Pimy ooy Pnt1,1y - -y Pntlyms o ) = (333)
- Pi1 Pim
](qlv"'7qn—17qn_I_qn—‘rl;"')+ZQiI (_7"'7 a)
i1 4 4
( Pn1 Prm Pn+1,1 Pnt+1im . >
dn + Qn—s—l? ’ Qn + Qn—l-l’ An + Qn—l-l’ ’ dn + dn+1 7

De (3.29), el primer término en el lado derecho de (3.33) se puede escribir
como:

dn Qn+1
Iqrs - GnsGnirs ) — (Gn + Gn I( : ) 3.34
( ' i ) ( +1) dn + Gn+1 4n + dn+1 ( )

Del axioma 5, el ultimo término del lado derecho de (3.33) se puede escribir
como:

Qn Qn—i-l
(qn + qn 1)I< , )
NG+ Gt G ¥ o

+qn[ (]E’... ,pnm;...)
an dn

+qn+1-[ <pn+1’17 ) pn+17m; o ) .
Gn+1 dn+1

Insertando estas dos expresiones en (3.33), obtenemos que la ecuacion (3.32)
es valida para n + 1; de aqui que la ecuacion (3.32) es valida para toda n.
Q.E.D.
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Denotaremos: ?

f(ryro) =1(1/r,...,1/r,0,...,0;1/rg,...,1/1). (3.35)
De (3.32), con m = ry y n = sp, tenemos que:
](pll - 1/7"37--->plr:1/T37p1,r+1:07-~>p1r0:07"' )
Ps1 = 1/7“5, ceoyDsr = 1/T87ps,r+1 = 07' s

Psrog = Oaps-i-l,l = 07 <oy Psorg = 07 1/T0807 ceey 1/TOSO)
= I(1/s,...,1/5,0,...,0;1/s0,...,1/50)

1
+ s <—> I(1/)r,...;1/r,0,...,0;1/rg,...,1/rg).
s
De (3.35) y el axioma 2, la ecuacion anterior se convierte en:

f(rs,roso) = f(s,80) + f(r,10). (3.36)

De (3.36) y el axioma 2:
f(rs,rso) = f(s,s0) + f(r,r) = f(s,50). (3.37)

Dejando que ™ = :—9 = u, (3.37) implica que:

f(ryro) = f(r,ur) = f(ro,ré]r/r/) = f(rlr, 7“2]7’) = f(rl,rg)). (3.38)

La ecuacion (3.38) nos dice que f(r, ) depende solamente de la razon ro/r.
Entonces

g(ro/r) = f(r,m0), (3.39)
define una nueva funcion g(x), para todo racional x > 1. De (3.39) y (3.37),

!
. . !
definiendo z = 2 y z = 0

glaz') = 9(7‘07"6/7”7’/) = f(rr' [rord) = f(r,ro) + f(r, 7’2)) = 9(7”0/7")‘179(7";)/7"/)‘
Entonces:

gzz') = g(x) + g(2), (3.40)

para todo racional x > 1y 2 > 1. Del axioma 4, g(z) es funcion monotona
creciente de .

9Los simbolos 7, 79, s ¥ so siempre seran enteros positivos, con ro > r 'y sg > s.
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Ahora probaremos que:

f(r,ro) = g(ro/r) = kln(ro/r), (3.41)

donde k es una constante positiva.
Demostracion: De (3.40) tenemos que:

9(rg) = ng(ro). (3.42)

Sean n, rg y So enteros definidos arbitrariamente, y sea m el tnico entero

positivo tal que:
11 Sp

m<n <m+1, (3.43)
n7ry
de donde:
gt < sp < gt (3.44)
ﬁglnsogm—l—l. (3.45)
n In 7o n

Como ¢ es una funcion monotona creciente, (3.42) y (3.44) implican que:

mg(ro) < ng(se) < (m+1)g(ro), (3.46)
de tal manera que:
m o gls) om+l (3.47)
n — g(ro) n

De (3.45) y (3.47) tenemos que:

1
< —. 3.48
< (3.45)

’g(so) _Insg
g(ro) Inrg

Como el lado izquierdo de (3.48) es independiente de n, y como la n puede
ser escogida arbitrariamente grande. La ecuacion (3.48) implica que:

9(so0) _ In s
g(ro)  Inrg’

(3.49)

0 mas bien
g(ro) = k1nry. (3.50)

Como ¢ es una funciéon monoétona creciente, la constante k tiene que ser po-
sitiva. Esto prueba (3.41) para r = 1 y cualquier rq. Sustituyendo ry por “t1

r
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y So por % y utilizando exactamente el mismo razonamiento que llevamos

en las ecuaciones (3.42)-(3.50) se puede ver que:

g(rjl)=k1n<lnrjl). (3.51)

Ahora probaremos (3.41) por induccion sobre r. Supongamos que (3.41) se
vale para (ro,7), probémoslo para (rg,741). De las ecuaciones (3.40) y (3.51)
tenemos que:

<7’0> B ro r+1Y\ To n r+1
I, T I\ R I\ )
1 1
g( = ) = 9(@>—g<r+ ):mn@—mn” :k;ln( "o )
r+1 r r r r r+1

Entonces, si (3.41) se vale para (ro, ), tambien se vale para (rg,r + 1). Pero
por (3.50), la ecuacion (3.41) se vale para (rg, 1). De aqui que (3.41) se vale
para todo (rq,r).

Ahora sean p y py dos niimeros racionales menores o iguales a 1: p = £,
Py = Z—g < 1. Si las tres condiciones rg > 7,89 > Sy Sg — 79 => S — 1, NO
se valen para (r, s, 7o, So), entonces sustituiremos (rg, sg) por (nrg, nsg), con
n suficientemente grande de tal manera que se valgan las tres condiciones
anteriores para (r, s, nrg,nsg). Este reemplazo no afecta al valor de p ni al de
po- Entonces se puede asumir sin pérdida de generalidad que rog > r, s > s
y 8o — 1o > s —r. De el axioma 1 y (3.32), con un agrupamiento apropiado
de las variables:

I(1/s,...,1/s,0,...,0;1/s0,...,1/s0) =1 |-, P —,

r(s=r) 70 (So—f’o)}

S
+<f>1(1/r,...,1/r,0,...,0;1/r0,...,1/r0)
S

1 1 1 1
+[(S_r)/8]l[(s—r)’”"(s—r)’o"“’o’m"”’M}'

De (3.35) y (3.41), la ecuacion anterior se convierte en:

I(p,1—pip°,1—=9°) = f(s,50) —pf(r,ro) — (1 —p)f(s — 7,50 —70)

1—
= kp1n£+k‘(1—p)ln[ p].
Po L =po
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Del axioma 1 se extiende el resultado para todo irracional p. Esto prueba el
teorema para n = 2. Utilizando (3.29) el teorema se vale por induccion para
toda n. Q.E.D.

3.4.3. Intuicién: Principio de Minima Entropia Cruzada

La interpretacion de la funcién I(p,q) que dimos en la seccién pasada
conceptualiza a I como la cantidad de informaciéon obtenida al pasar de
una distribucién de probabilidad a-priori ¢ a una distribucién a-posteriori
p. El principio de minima entropia cruzada, de manera analoga al racio-
cinio de Jaynes, propone seleccionar la distribucién a-posteriori p como la
distribucion que, sujeta a las condiciones impuestas por la informacion que
proporcionan los datos disponibles al observador, minimice la cantidad de
informacion obtenida al pasar de la distribucion de probabilidad ¢ a la dis-
tribucion a-posteriori p. Notar que el principio de minima entropia cruzada
generaliza el principio de méxima entropia. El princpio de minima entropia
cruzada se convierte en el principio de méaxima entropia en el caso en el que
la distribucién a-priori es una uniforme. En este sentido, los argumentos que
soportan el uso del principio de maxima entropia son igual de aplicables para
este nuevo.

3.5. CIMDO

Inferir la distribucién multivariada de pérdidas del sistema financiero es
uno de nuestros principales objetivos. Por lo general para hacer esta infe-
rencia solamente contamos con informacién parcial acerca de la distribucion;
comunmente la tnica informacion con la que contamos son las probabilida-
des de distress de cada una de las instituciones financieras. Resulta en este
momento natural utilizar el enfoque de la entropia cruzada de Kullback pa-
ra hacer la inferencia. CIMDO basado en el principio de minima entropia
cruzada, nos proporciona una metodologia para inferir la distribucién mul-
tivariada de pérdidas, p(I*,12,...,IM) € RM de un sistema financiero que
consta de M instituciones financieras, a la cual de ahora en adelante llama-
remos «distribucion a-posteriori». Para dicho objetivo, bajo una hipotesis
inicial se asumira que la distribucién obedece una cierta forma paramétrica
q(IY, 1%, ... 1) € RM que de ahora en adelante llamaremos «distribucion a-
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priori». Es importante hacer notar que la hip6tesis inicial se hace utilizando
nuestra intuicion econémica y no necesariamente mediante informacion empi-
rica. Finalmente siguiendo el principio de minima entropia cruzada, CIMDO
recupera la distribucién a-posteriori. Esta distribucion es la mas cercana a la
distribucién a-priori consistente con las probabilidades de distress observables
en el mercado.

3.5.1. Funcién Objetivo

LM

Para un portafolio de M instituciones financieras [', [?, . definiremos

la funcién objetivo como:

1 M p(lly""lM) 1 M
M i q L)

donde ¢ (I*,...,1") la distribucién a-priori y p(I*,..., ") la distribucion
a-posteriori € R.

Por simplicidad, de ahora en adelante, desarrollaremos el caso multivaria-
do como uno bivariado, no obstante los resultados son aplicables para el caso
de RM cuando M > 2. Nos enfocaremos en un portafolio de dos instituciones
financieras X y Y. Podemos entonces definir nuestra funcién objetivo como:

Clp.dl Z//p(fv,y) In [p@’y)} dxdy,

q(v,y)

donde ¢(x, y) la distribuciéon a-priori y p(z,y) la distribucion a-posteriori € R.

3.5.2. La Distribucién A-priori

Tomando como pardametro inicial el modelo estructural de Merton [20]
y asumiendo que sus principales suposiciones e intuicion econdémica son co-
rrectas, fijaremos como hipotesis inicial que el portafolio ¢(z,y) € R obedece
una distribucion t-student bivariada con cinco grados de libertad. Enfatiza-
mos aqui que la hipoétesis inicial suena razonable en un momento previo al
analisis de informacion que tenemos disponible. Desde luego que después de
haber analizado la informacién es posible que la distribuciion a-priori ¢(x,y)
no sea consistente con dicha informacion.
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3.5.3. Ecuaciones de Consistencia con la Informaciéon

Como se mencion6 arriba, la distribuciéon a-priori se escoge debido a su
consistencia con argumentos tebricos e intuicién econdémica y no necesaria-
mente mediante observaciones empiricas. Es por esto que la informacién pro-
porcionada por las probabilidades de distress son de extrema importancia
para la recuperacion de la distribucion a-posteriori. Para poder incorporar
esta informacion a la distribucion a-posteriori formulamos las ecuaciones de
consistencia. Intuitivamente quisiéramos actualizar la forma de la distribu-
cion del sistema financiero en cada periodo en el tiempo, de tal manera que
la distribuciéon a-posteriori sea consistente con las probabilidades de distress
de las instituciones. En otras palabras, la distribucion satisface un conjunto
de restricciones impuestas en sus distribuciones marginales . Las ecuaciones
de consistencia son las siguientes:

/ / p(z,y) dxdy = PoD7, (3.53)
/ / p(x,y) dedy = PoDY, (3.54)
—oo J XY

donde X7, X representa los umbrales de default. Estas restricciones implican
que en cada periodo en el tiempo la region de default para cada institucion
financiera tiene un peso consistente con su respectiva probabilidad de dis-
tress. Notar que la ecuaciones de consistencia contienen toda la informacion
que tenemos disponible para cada institucion financiera. Esta informacion se
incluye en las ecuaciones de consistencia via el umbral de distress y las proba-
bilidades distress empiricas. La imposicién de estas restricciones al problema
de optimizacion garantiza que la distribucion a-posteriori se infiera utilizando
la informacion que tenemos disponible.

3.5.4. Umbral de Distress

Dada la distribucién a-priori asumida caracterizamos el umbral de default
de cada instituciéon como:

i =07 (a") y Xj =207 (aY),

donde a* = 1 — PoD* y a¥ = 1 — PoDY ya que en nuestro modelo la
region de default para cada institucion se encuentra en la parte superior de
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la distribucion y ¢ es la funcién de distribucion de una t-student bivariada
con cinco grados de libertad.

3.5.5. Planteamiento de la Metodologia

El Consistent Information Multivariate Density Optimizing recupera la
distribucién a-posteriori p(x, y) € R minimizando la funcién objetivo definida
en (3.52) sujeta a las condiciones impuestas por las ecuaciones de consistencia
definidas en (3.53) y (3.54). Con el fin de asegurar que p(x,y) representa una
distribucion valida, haremos que las condiciones p(z,y) > 0y [p(z,y) =1,
también se satisfagan.

La densidad CIMDO se recupera minimizando el siguiente funcional:

Lina = [ [ oleinpta,y)dedy
- [ [ v inate. sy
+ A { / / p(r,y)X[x;zoo)dxdy—PoDZ”]
+ | [ [ e ingdeds - pot]

+ M{//p(x,y)dxdy—l},

donde p(z,y) es la distribucion multivariada a-posteriori, la variable por re-
cuperarse, y ¢(x,y) es la distribucion multivariada a-priori. Las A\; y Ay re-
presentan los multiplicadores de Lagrange de las ecuaciones de consistencia
definidas en (3.53) y (3.54), p representa el multiplicador de Lagrange de
las condiciones impuestas para garantizar que p(x,y) sea una distribucion
valida.

El funcional anterior se puede reescribir como:

Lip,q = //p(%y) [inp(z,y) — Ing(z,y)] dedy

+ //p@,y) |:>‘1X[Xfi”,oo) +/\2X[Xg,oo) + p| dxedy
— M PoD{ — \yPoD} — p.
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Al usar el calculo de variaciones, el procedimiento de optimizacion se
puede realizar calculando la siguiente variacion '°:

_ OL[p(z,y) + ev(z,y), q(x,y)]
Oe

donde € es una cantidad pequena y y(z,y) es una funcion continua y arbitra-
ria que vale cero en la frontera de integracién con varianza finita. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que ~y(z,y) esta acotada. La solucion
o6ptima se representa con la siguiente densidad multivariada a-posteriori:

px,y) = q(z,y)exp {— [1 + 7+ (A:X[X;,OOQ + <AA2X[X;;,OO)>] } :

oL

|e:0 = Oa

3.5.6. Intuicién CIMDO

Analizando el funcional definido en (3.52), es claro que el «Consistent
Information Multivariate Density Optimizing» recupera la distribucién que
minimiza la divergencia probabilistica o mejor dicho «distancia entropica»
de la distribucion a-priori y que es consistente con la informacion conteni-
da en las ecuaciones de consistencia. Entonces, de todas las distribuciones
que satisfagan las ecuaciones de consistencia, el procedimiento propuesto nos
proporciona una metodologia sistematica en el cual seleccionamos la distri-
bucién a-posteriori que esta lo mas cercana posible a la a-priori, resolviendo
la ambigiiedad que existia al querer determinar la distribuciéon desconocida
multivariada con la informacién parcial proporcionada por las probabilidades
de distress. La intuicién detras de este procedimiento de optimizacion se pue-
de entender analizando la funcién objetivo del enfoque de la entropia cruzada
definida en (3.22). Esta funcion objetivo es una extension de la funciéon pura
de entropia definida en la seccién 3.4. Al maximizar la funcion de entropia
pura sujeta a ciertas restricciones obtenemos la distribuciéon a-posteriori mas
cercana a la distribucién uniforme sujeta a un conjunto de restricciones. Sin
embargo, de existir una hipétesis inicial acerca de la forma de la distribucion
a-priori, ahora, el problema se puede formular minimizando la divergencia
probabilistica entre la distribucién a-priori y la a-posteriori. De todas las
distribuciones de probabilidad que satisfacen las ecuaciones de consistencia
la solucién es la a-posteriori mas cercana a la a-priori. A pesar de que la
distribucién a-priori se basa en la intuicién econémica usualmente, es incon-
sistente con las observaciones. Entonces, utilizando la solucién del enfoque

0Para mayor detalle ver el Apéndice A.
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de la entropia cruzada, resolvemos esta inconsistencia, reconcilidndola de la
mejor manera posible al recuperar la distribucién lo mas cercana posible a
la a-priori, pero consistente con las observaciones empiricas. Al usar CIMDO
para encontrar p(z,y), el problema se convierte en uno de deduccién mate-
matica a uno de inferencia a través de un problema de optimizacién. Esto
es porque el enfoque de la entropia cruzada inmerso en CIMDO invierte el
proceso de modelacién de informacion. En vez de asumir una cierta cierta
forma paramétrica para caracterizar informacion contenida en los datos, este
enfoque utiliza la informacién para inferir valores de la desconocida distri-
bucion de probabilidad. Utilizando este procedimiento buscamos realizar las
mejores predicciones posibles de la escasa informacion que tenemos.

3.6. CIMDO-Copula

Una de las propiedades deseables de la metodologia CIMDO es que cap-
tura dependencias tanto lineales como no lineales. En efecto, la copula de
la distribucion de pérdidas inferida por CIMDO se ajusta conforme pasa el
tiempo y empieza a surgir més informacion disponible. A continuacion se
calculara explicitamente la copula de la distribuciéon a-posteriori recuperada
por CIMDO. En la seccién anterior se vio que si la distribucion a-priori es
q(z,y) entonces la a-posteriori se distribuye de la siguiente forma:

plx,y) = q(z,y)exp {— [1 + 71+ (XX[X;,OOQ + (sz[xg,oo))] } :

con marginales:

f(:v)Z/OO p(x, y)dy, g(y):/w p(x,y)dz.

— 00 0o

Sean F'y G las funciones de distribuciéon de las marginales f y g, utili-
zando el corolario (2.15) la densidad de la CIMDO-Cépula es la siguiente:

q(F'(u),G"'(v) A

[ q(F~Y(u),y) Ady [=_q(v,G1(v)) Adz
(
)

C(u,v) =

q(F'(u),G ())exp{lﬂt}
[ q(F-Y(u),y) Bdy [*_q(x,G(v)) Cda’
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donde

= erp {— [1 + i+ <X1X[X",oo)> + (XQX[X;‘,OO))} } )
= exp {_X2X[X3700)} ’
= €eIp {—X1X[Xz,m)} .

Recordar que la metodologia CIMDO cambia conforme pasa el tiempo y se
va obteniendo més informacion. Cada vez que se obtiene mas informacion las
condiciones en el problema variacional cambian, lo cual provocara cambios
en los multiplicadores de Lagrange resultantes del problema. La expresion
de la CIMDO-Copula expuesta arriba muestra como ésta se va ajustando
conforme pasa el tiempo reflejadas con el cambio de los multiplicadores de
Lagrange del presente problema de optimizacion.



Capitulo 4

El Sistema Financiero Mexicano

En este capitulo mostramos los resultados de la implementacion de la
metodologia expuesta en los capitulos anteriores para el caso del sistema fi-
nanciero mexicano. Es importante hacer un analisis de los diversos factores
que afectan intuitivamente los valores del nivel del riesgo sistémico y la im-
portancia sistémica de cada instituciéon financiera, esto se hace con el fin de
tener alguna nocion intuitiva de los resultados finales de nuestras estimacio-
nes. En este sentido, en la seccion 4.1 se realiza dicho analisis tomando en
cuenta los siguientes factores: Tamano, Correlaciéon y Probabilidad de Dis-
tress. Finalmente en la seccion 4.2 se exhiben los resultados.

4.1. Un Analisis del Sistema Mexicano

4.1.1. Tamano

El sistema financiero tiene un nivel de granularidad bajo, como se puede
ver en la Figura 4.1 :

Guiandonos en estas graficas podemos dividir al sistema financiero segin
el tamaiio en tres bloques como sigue:

» Tamano Grande: Banco 1, Banco 2, Banco 3.

= Tamano Mediano: Banco 4 y Banco 5.

'La divisién la hicimos utilizando el tamafio promedio de cada banco y definiendo los
cuartiles con dicha informacion.

67
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= Tamano Chico: Banco 6, Banco 7, Banco 8, Banco 9, Banco 10, Banco
11 y Banco 12.

Tamaiio Sistema Financiero Mexicano
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Figura 4.1: Tamano de bancos como porcentaje del total de activos del sis-
tema de cada institucion.

El bloque 1 controla el 60 % del total de activos en el sistema, el bloque 2
controla el 23 %. El bloque 3 que consta de siete bancos controla solamente
el 17% del total de activos en el sistema.

Tomando en cuenta solamente el tamano de las instituciones resulta in-
tuitivos pensar que el bloque 1 contribuira a la mayor parte del nivel de riesgo
sistémico del sistema financiero.

4.1.2. Correlacion

La importancia sistémica de una instituciéon aumenta cuando incremen-
ta el nivel de correlacién de sus pérdidas con respecto a las pérdidas de las
demas instituciones. Esto es porque aumenta la plausibilidad de dicha insti-
tucion a participar en eventos sistémicos, es decir, aumenta la probabilidad
de que surjan incumplimientos simultaneos y por lo tanto aumenta el nivel
de pérdidas no esperadas. Las correlaciones se estimaron calculando la co-
rrelacion Spearman de los vectores de pérdidas de cada banco que salen del
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proceso de estimacion de pérdidas basada en CIMDO 2. Para el caso del sis-
tema financiero mexicano, los bancos cinco y nueve tiene un nivel més alto
de correlaciéon que las demas. Los bancos diez y once tienen un nivel menor
de correlacion como se puede ver en la Figura 4.2:

Correlacion Spearman Sistema Financiero

Mexicano
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Banco 2 ———Banco 3 ——Banco 4
—Banco 5 ——Banco 6 ——Banco7 ——Banco 8
Banco 9 = Banco 10 ———Banco 11 Banco 12

Figura 4.2: Promedio de las correlaciones entre las pérdidas que tiene cada
institucion con las demas.

4.1.3. Probabilidad de Distress

La importancia sistémica de una instituciéon aumenta cuando su estado
de salud en general no es buena. Las pérdidas no esperadas de una institu-
cion no saludable aumentan y por ende aumenta la contribucion de dicha
institucion al nivel de riesgo sistémico del sistema financiero. Para el caso del
sistema financiero mexicano los dos bancos més saludables segun el nivel de
sus probabilidades de distress son el banco 1 y banco 2, luego el banco 4 y el
banco 7 tienen un nivel de probabilidad de distress medio. Los demas bancos
tienen un nivel de probabilidad de distress més alta.

2Ver la subseccién Proceso de Estimacion.
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Probabilidades de Distress Sistema Mexicano
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Figura 4.3: Probabilidades de distress de las instituciones mexicanas
4.2. Estimacion de la Importancia Sistémica

4.2.1. Proceso de Estimacion

Los pasos a seguir para la medicion de la importancia sistémica de cada
institucion financiera y el nivel de riesgo sistémico del sistema financiero son
los siguientes:

1. Visualizacion del sistema financiero como un portafolio de instituciones.

2. Obtencion de la probabilidades de distress de cada una de las institu-
ciones financieras.

3. Utilizacion de CIMDO para obtener la distribucién de pérdidas del
sistema financiero.

4. Simulacién (basada en la distribucion CIMDO) de las pérdidas sisté-
micas del sistema financiero

5. Estimacion de la importancia sistémica de cada institucion financiera
y el nivel de riesgo sistémico del sistema financiero.

Las estimaciones se hicieron mediante procesos ejecutados en Matlab. Los
lnicos insumos necesarios para realizar las estimaciones son las probabilida-
des de distress de cada una de las instituciones del sistema financiero las
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cuales se muestran en la Figura 4.3. Utilizando estas probabilidades se reali-
za una simulacion basada en la distribuciéon multivariada CIMDO de 10,000
observaciones de las pérdidas de cada una de las instituciones financieras y
de todo el sistema. Dichas simulaciones se utilizan como insumo para estimar
la importancia sistémica de cada institucion y el nivel de riesgo sistémico del
sistema financiero.

4.2.2. Resultados

A continuacion presentamos los resultados de las estimaciones de las im-
portancias sistémicas de las instituciones del sistema financiero. Los resulta-
dos se muestran en forma de dos graficas para cada banco que contienen lo
siguiente:

Graficas Marginales

1. El promedio de las pérdidas sobre los activos totales.
2. El expected shortfall al 99.5 % sobre los activos totales.
3. El nivel de reservas sobre los activos totales.

4. El nivel de capital sobre los activos totales.

Estés graficas pretenden mostrar la solvencia que tienen los bancos al
enfrentar las pérdidas esperadas y no esperadas.
Graficas Sistémicas

1. La probabilidad de distress del banco.

2. El promedio de la correlaciéon spearman de las pérdidas de una insti-
tucion con respecto a las de las demds instituciones (promedio de la
columna correspondiente a la institucion de la matriz de correlaciones
spearman de las pérdidas de las instituciones).

3. El tamano del banco como un porcentaje del total de activos en el
sistema.

4. La importancia sistémica.

Estas graficas pretenden mostrar la contribucion al riesgo sistémico de las
instituciones financieras y su interacciéon con los diversos factores que afectan
su valor.
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Figura 4.5: Importancia sistémica de la instituciéon uno junto con sus factores

influyentes.
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Figura 4.6: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucién dos junto con
sus respectivos buffers.
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Figura 4.8: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion tres junto
con sus respectivos buffers
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Figura 4.9: Importancia sistémica de la institucion tres junto con sus factores
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Figura 4.10: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucién cuatro junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.11: Importancia sistémica de la institucién cuatro junto con sus
factores influyentes.
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Figura 4.12: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion cinco junto
con sus respectivos buffers

0.35 0.18
0.3 s - 0.16
Meme - 0.14
0.25 L
ST p—r : 0.12
0.2 weHomt L 01
0.15 - 0.08
01 - 0.06
- 0.04
f4a — - 0.02
0 0
™~ ™~ M~ M~ o0 £} oo [£2] (3] (o) (3] Leal o o o o —
C O O O @ © O 0O © © O O A oA o9 o o
S © © & ©@ & © & & & & & o o o o o
™~ ~ ~ ~ ~ ~ ™~ ~ ~ ~ ~ o~ ~ ~ ~ ~ =~
b R S R e R R MO M e MO S TR IO o
(3] o (o)) ~ o w (o) ] =~ (58] w (o)) =~ o o (o3] ~ [3.2]
o o o — o o (=] — o o o — (=] o o — o
S TS e e e Y e s e e Y e e e e
- - = = = = — - ) = = - = = = = )
o o © O © O O O 0 O o o o o o o o
Tamafio PoD Spearman Correlation = = = » Shapley Value

Figura 4.13: Importancia sistémica de la instituciéon cinco junto con sus fac-
tores influyentes.
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Figura 4.14: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion seis junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.15: Importancia sistémica de la institucion seis junto con sus factores

influyentes.
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Figura 4.16: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion siete junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.17: Importancia sistémica de la institucion siete junto con sus fac-
tores influyentes.
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Figura 4.18: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucién ocho junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.19: Importancia sistémica de la institucion ocho junto con sus fac-
tores influyentes.
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Figura 4.20: Pérdidas esperadas y no esperadas de la instituciéon nueve junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.21: Importancia sistémica de la instituciéon nueve junto con sus
factores influyentes.
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Figura 4.22: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion diez junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.23: Importancia sistémica de la institucion diez junto con sus fac-
tores influyentes.
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Figura 4.24: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion once junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.25: Importancia sistémica de la institucion once junto con sus fac-
tores influyentes.
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Figura 4.26: Pérdidas esperadas y no esperadas de la institucion doce junto
con sus respectivos buffers.
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Figura 4.27: Importancia sistémica de la institucion doce junto con sus fac-
tores influyentes.
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Capitulo 5

Conclusiones

El anéalisis de los resultados sugiere una divisiéon de las instituciones del
sistema financiero mexicano respecto a la importancia sistémica en tres blo-
ques:

= Importancia Sistémica Alta: Banco 1 y Banco 2.
= Importancia Sistémica Mediana: Banco 3, Banco 5 y Banco 6.

= Importancia Sistémica Baja: Banco 4, Banco 7, Banco 8, Banco 9,
Banco 10, Banco 11 y Banco 12.

Para cada grupo sugerimos las siguientes politicas de supervision macro-
prudencial:

5.1. Importancia Sistémica Alta

Los bancos de este bloque cuentan con niveles sanos de capital y de re-
servas respecto a sus niveles de pérdidas esperadas y pérdidas no esperadas.
Esto es consistente con sus bajos niveles de probabilidad de distress. Lo cual
implica que sus altos niveles de importancia sistémica se deben principal-
mente a sus tamanos respecto a los activos totales en el sistema financiero.
En efecto, los integrantes de este bloque operan en promedio el 47 % de los
activos totales del sistema. Se ha visto empiricamente [7] que en épocas de
crisis la importancia sistémica se traslada a las instituciones con mayor ta-
mano. Por lo cual, desde un punto de vista macroprudencial, es importante
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tener un sistema financiero altamente granular. En este sentido se sugiere
para este bloque una pdlitica de supervision que castigue el aumento en el
tamano de estas instituciones. Esto con el fin de incentivar el aumento en el
nivel de granularidad del sistema financiero.

5.2. Importancia Sistémica Mediana

En las ultimas fechas se han observado para los bancos de este bloque,
niveles sanos de capital y de reservas respecto a sus niveles de pérdidas espe-
radas y no esperadas. Esto es consistente con el bajo nivel de probabilidad de
distress observado a partir del 2010 (alrededor del 1 %). En promedio los ban-
cos de este bloque tienen un tamafio mediano respecto al sistema financiero.
Por lo tanto, con el fin de aumentar la granularidad del sistema financiero,
se propone seguir una politica de supervision que incentive el crecimiento en
tamano de los bancos de este bloque. Sin embargo, es importante condicionar
esta politica al mantenimiento de los niveles sanos de capital y de reservas
que se han observado dltimamente.

5.3. Importancia Sistémica Baja

En general la mayor parte de los bancos de este bloque son de un tamano
pequeno respecto del sistema, financiero y poseen un nivel de correlacion alta.
Cuentan con niveles no sanos de capital y de reservas respecto a sus niveles
de pérdidas esperadas y pérdidas no esperadas. Esto es consistente con los
altos niveles de probabilidad de distress que se han observado. Debido a sus
bajos niveles de importancia sistémica ! estos bancos no representan un riesgo
sistémico. Por lo tanto, para este bloque se propone llevar una politica de
supervision microprudencial obligando a estos bancos a aumentar sus niveles
de capital y de reservas.

'En promedio tienen un nivel de importancia sistémica del 3.57 %.



Apéndice A

Calculemos el siguiente limite:

i L@ y) + (@ y) a(@ y)) = Lp(ey) gz y)) A
e—0 € e—0 €

Desarrollando A y relajando la notacion tenemos que:

A = / / (p+€v) [In(p + e7) — In(q)] dzdy

+ //(p+ €) [)\1X[xg,oo) + A2X[2Y,00) —l—u] dzdy
— M PoDy — \PoD! —

_ / / pln(p) — In(q)] dzdy

- //p [)\1X[m3,oo) + Azx[xg,oo) + ,u] dxdy
+ )\1PODf +)\2POD? +u

Simplificando llegamos a que:

A = //(erev) (In(p + e7) — In(q)] dxdy

= [ [ ptate) - nta)] dady

+ ey [/\IX[acg,oo) + )‘QX[:cZ,oo) + 2
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Utilizando expansiones en series de Taylor para In(z) centrado en p(z,y)
tenemos que:

A:(//@+wﬂmm+%+d&—m@}mw

- / / plin(p) — In(q)] dady
+ //67 |:)\1X[m§,oo) + >\2X[z5,oo) + :u:|

Agrupando términos:
A2
A = // |:€’}/ + po(e?) + eIn(p)y + 62? + y0(e) — ey ln(q)} dxdy

Multiplicando por % y juntando las integrales:

2
i’
A= // |:’7 + ln(PW + E; + "/0(62) — 'yln(q) + v [)\1)([,3700) -+ )\QX[IZ,OO) + ,uH dSCdy
Tomando el limite cuando € — 0:

, A
lim — = //7 [1 +In(p) — In(q) + [/\1X[z§,oo) + A2Xfato0) + ,u” ddy

e—0 €

Choro:

Por lo que:

—_—

Inp(x,y) =In(q(z,y)) — 1 — A1X (a7 00) — )\ZX[xZ,oo) — K

Tomando exponencial de ambos lados:

p(l’, y) = Q(IJ y) exXp {_ |:1 + ,l/I + (XIX[mi,oo)> + (/)\\QX[xZ,OO)>:| }



Apéndice B

Totalidad
Demostraciéon: Queremos probar que:

N
> ShB; =V(8).
=1

Ahora:

N
Y ShB;, = > E[X|]
=1 i=1

N

= E ZV(SZ-) - V(S;, — {B;})

=1

Sea a cualquier elemento de A. Tenemos que:

ZV(S’L) o V(SZ - {B’L}) = ZV<Saz) - V<Sai o {Baz}>
) — V(S)— V(D)
= V(S),

donde la segunda suma se esté tomando en el orden de la permutacion a. La
segunda igualdad se da ya que al tomar la suma en el orden de a se obtiene
una suma telescopica. De aqui es claro que:
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Q.E.D.

Aditividad
Demostracion: Sean V; y V, dos medidas de riesgo sistémico y defina-
mos V3 = aV; + V,. Entonces tenemos que para toda i € 1,... N:

XP(a) = V3(S;) = Vs(S; — {i})
- 0<V1(Sz —{i}) + BVa(Si — {i})
X/ (a) + X} (a)

Calculando esperanzas de ambos lados de la igualdad anterior llegamos a
que:
Shp(V3,B;) = aShp(V1, B;) + #Shp(V2, B;)

Lo cual es lo que queriamos probar. Es claro de aqui la generalizaciéon para
n medidas de riesgo sistémico. Q. E.D.

Igualdad de incrementos
Demostracion: Queremos probar que:

Shp(B;, G) — Shp(B;, G — {B;}) = Shp(B;, G) — Shp(B;, G — {By})

Para todo B; y By y todo subgrupo del sistema financiero tales que B;,By
estan en G.
La prueba se dara para el caso cuando la medida P que acttia en A es la
uniforme.

Sea a una permutacion de G y g la permutacion de G — {By} que
se genera al quitar la institucion B, manteniedo el orden formado por a.
Tenemos entonces que:

Shp(B;,G) — Shp(BmG {Bk})
= ‘G“Z —{B:}))
— (V(S{*) = V(S — {B;}))

De aqui es claro que para demostrar lo que queremos basta con probar
que:
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D (V(SH) = V(S —{B:})) — (V(S{*) = V(S{* — {Bi}))
A
= D (V(S}) = V(Si — {By})) — (V(Si) = V(Si — {B4}))

Notar que en la suma de la izquierda solo hay que tomar en cuenta las
permutaciones en las que By esta antes que B; ya que los términos generados
por las otras permutaciones son cero. Analogamente oara la segunda suma
solo basta tomar las permutaciones en las que B; esta antes que By.

En lo que sigue de la prueba checaremos que para cada término en la
suma de la izquierda hay un término igual en la suma de la derecha y vice
versa.

Sea ¢ una permutacion de G en la que By, esté antes que B; (acordarse que
estas son las que tenemos que tomar en cuenta para la suma de la izquierda)
y sea a¥ la permutacion generada por a al intercambiar las instituciones B;
por By; af es de las permutaciones que tenemos que tomar en cuenta para
la suma de la derecha. Fijémonos en el término generado por a en la suma
de la izquierda:

V(S?) — V(S
= V(S
(V(S

—{Bi}) = (V(§{") = V(S;" = {B:}))
)= V(Si —{Bi})
i —{Br}) = V(Si — {Bi} = {B:}))
El término se reduce a la expresion en la igualdad anterior.
V(S7) = V(Si —{B:}) = (V(S{ — {Bx}) — V(S — {Bi} — {Bs}))

Analogamente el término generado por a¥ en la suma de la derecha se reduce
a:

V(ST = V(ST — (Bi}) - (VST — {B}) - V(S - {By} - {B1}))

Notar ahora que:

Vs =V (s¥), v(si-B)=V (s - (B}

a
7
a
7

Y que:

V(Si—{B.}) = V(ST —{By}).
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V(S: = {Bi} — {B}) = V (SI - (B} - {Bi})

Es decir los dos términos que analizamos (uno en la suma izquierda y otra
en la suma derecha) son iguales. Con esto hemos verificado que para cada
término en la suma izquierda, hay un término en la suma derecha y vice
versa. Hemos probado lo que queremos.

Un comentario acerca de la siguiente igualdad que utilizamos en la prueba:

Shp(B;, G) - Shp(BuG {Bk}>

- ‘G‘,Z ~{B.}))
— (V(S™) - V(S - {B,}))

Notar como para calcular Shp(B;, G — {Bj}) necesitamos calcular tér-
minos de la forma:

V(S — {Bi})) = (V(5i") = V(5i" = {Bi})),

los cuales estan siendos tomados en cuenta en la suma anterior. Cada permu-
tacion G — {By} nos genera un término como el puesto anteriormente. En la
sumatoria de la igualdad anterior van a existir |G| permutaciones de G tales
que al quitarle la instituciéon By nos de la misma permutacion de G — {By}.
Entonces en la suma de la igualdad expuesta anteriormente cada de G—{By}
la estamos contando |G| veces lo cual se compensa por el hecho que estamos
dividiendo por |G|!, lo cual en realidad nos estaria dando la suma de todos los
términos generados por cada permutacion G — {By} dividido por (|G| —1)!
el cual es el factor de la medida uniforme en la o algebra generada por las
permutaciones de G — {By}, la medida que estamos usando para calcular la
esperanza que nos arroja los shapley values correspondientes. De aqui que la
igualdad expuesta anteriormente en efecto se da. Q.E.D.
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